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ABSTRACT

The aim of this paper is three fold: a) it presents a formal
generalization of Theils decomposition method, b) it presenis ad-
vances in the determination of its properties, and c) it contributes
towards the interpretation of interactions among variables.

I. INTRODUCCION

En el contexto de la teoria de la informacién, H. Theil (1967, 1972} define
el concepto de entropia o informacién esperada de una distribucién de proba-
bilidades como el valor esperado del logaritmo de las probabilidades con
signo negativo.

Este concepto, que corresponde basicamente a una medida de incertidum-
bre o desorden, tuvo su origen en la ciencia fisica, pero ha tenido aplicaciones
en el campo de la economia y politica. Dos ejemplos de estas aplicaciones son el
Indice de Concentracién Industrial de Hirschman (1943) y de Herfindahl
(1950) y el Indice de Cohesion de Rice (1928).

A partir de este concepto de entropia, Theil (1967, 1972) derivé una
medida de la desigualdad de los ingresos de una determinada poblacién. Esta
se define como la informacién esperada del mensaje que transforma porcentajes
poblacionales en participaciones de ingresos. Esta medida, conocida como el
Indice de Theil, tiene ciertas propiedades de descomposicién que la hacen
particularmente atractiva, para el andlisis multivariado de la desigualdad de
los ingresos ™.

La descomposicién del Indice de Theil permite analizar la asociacion
existente entre el grado de desigualdad de una determinada variable y el grado
de desigualdad de una serie de variables explicativas.

# Fste trabajo se originé en un proyecto de investigacién sobre la Medicién v el Analisis
de la Distribucién de Ingreso en los paises de América Latina, que fue realizado conjunta-
mente por la Comisién Econbémica para América Latina y el Centro de Investigaciones para
el Desarrollo del Banco Mundial. Las opiniones que se incluyen en él son de los autores y
no reflejan necesariamente los puntos de vista de ambas instituciones,

1 Estas propiedades de descomposicién se deben a la aditividad de la funcién de proba-
bilidad de la informacién propuesta por Shannon (1948) como h(p) = —Log p.
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Dado el incipiente estado de la teoria acerca de la distribucién personal
del ingreso, el método de Theil, al permitir abordar el problema sin necesidad
de supuestos previos, presenta claras ventajas con respecto a aquellos métodos
que se cifien a un modelo basado en el conocimiento preexistente, limitandose
a la estimacion del valor de ciertos pardmetros de relaciones funcionales previa-
mente determinadas. Aun los métodos inductivos de analisis multivariado “no
son muy adecuados en la fase exploratoria de las investigaciones, cuando atn
no se trata de estimar ciertos coeficientes o de verificar ciertas hipétesis, sino
de examinar sin ideas preconcebidas la naturaleza de las dependencias o de
las asociaciones existentes. Conviene, por lo tanto, presentar los datos en una
forma que deje la mayor libertad posible a la interpretacién y que permita
sacar el mejor partido de la sutileza e imaginacién propias del espiritu hu-
mano~ (Malinvaud, 1970).

Si bien el analisis de descomposicién de Theil no llega a aventurarse en el
campo de los mecanismos de causalidad entre el ingreso v las distintas carac-
teristicas o variables “explicativas”, facilita e ilumina la formulacién y veri-
ficaciéon de hipoétesis con respecto a estas relaciones causales.

La aplicacién del Indice de Theil, como método de anilisis de descompo-
sicién, ha sido ya utilizado en algunos andlisis empiricos de distribucién de
ingresos (Fishlow, 1972; Van Ginneken, 1975; Ullman Chiswick, 1976; Altimir y
Pifiera, 1977). Sin embargo, estas aplicaciones han sido condicionadas por las
limitaciones y caracteristicas de las bases de datos utilizados.

El objetivo de este trabajo es presentar una generalizacién formal del
método de descomposicién de Theil al caso de N variables, avanzar en la de-
terminacién de sus propiedades y contribuir a la interpretacién de las interac-
ciones entre variables. El cumplimiento de estos tres objetivos contribuird a
facilitar la aplicacién del método al anélisis de las desigualdades en los niveles
de ingreso o de otras variables dependientes.

II. FormMuLACION DE THEIL

El coeficiente de entropia de la distribucién de ingresos de una determi-
nada poblacién esta dado por:

N
(1) H(y) = — 2 1y Logy

u==l

en que N es el nimero de individuos en la poblacién e y la participacién del
individuo u-ésimo en el ingreso total. u

Este coeficiente es una medida de desigualdad que flucta entre 0 y Log N,
extremos que corresponden a los casos de perfecta desigualdad y perfecta igual-
dad, respectivamente.

Theil (1967) transforma este coeficiente de entropia en una medida de
desigualdad restando su valor de su propio valor méximo.

N v
(2) T=LogN-H(y) = % y Log%n =

=]l w
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expresién conocida como indice de desigualdad de los ingresos de Theil, en que
n representa la participacién de la u-ésima unidad en la poblacién total y co-
rresponde a 1/N para cada individuo. Este indice de desigualdad esté acota-
do en ambos sentidos: fluctia entre cero para el caso de perfecta igualdad
(y = 1/N paratodo u) y Log N para el caso de perfecta desigualdad (y =1

para u=k e y = 0 para todo u s k) 2 El hecho de que el campo de varia-

cién de este indice no sea invariante con respecto al tamafio de la poblacién
representa un inconveniente para la comparacién del grado de desigualdad en
la distribucién del ingreso entre poblaciones de distinto tamafio. Una forma de
obviar este inconveniente es estandarizar el indice, dividiendo el valor que éste
tome por el logaritmo natural del tamafio de la poblacién respectiva

T
(3) T = ———
Log N

de manera que el valor efectivo de cada indice de Theil, quede expresado co-
mo proporciéon de su propio valor méximo.

Una de las ventajas del Indice de Theil reside en sus propiedades de des-
composicién. Theil (1967, 1972) demuestra que si la poblacién se particiona
en G grupos (S;, Sz ... S¢), de manera que cada uno de los individuos que la
constituyen pertenezca a uno y solo uno de estos grupos, el Indice de Theil
puede desagregarse en dos componentes:

i) un componente (B) que representa el aporte a la desigualdad total
de la desigualdad entre los promedios de ingresos de los distintos grupos,

ii) otro componente (W) que representa el aporte a la desigualdad total
de las desigualdades en el interior de cada uno de los grupos. Puede descom-
ponerse en;

G Vs G );u y&“u/};

(4) T= 3 ysLog—+ %y, 5 -— Log
g=1 n, g=1 ussS vy 1/ N
g g g

25i la poblacién N se divide en G grupos excluyentes entre si S,, dentro de los cua-

les no existe o no se considera la variabilidad en el ingreso, entonces el campo de varia-
N
cion del Indice de Theil disminuye. Si todos los grupos son de igual tamafio (n, = —),

G
el campo de variacién serda 0 < T < Log G < Log N. Si los grupos son de distinto ta-

mafio, entonces el campo de variacién serd 0 < T Log My << Log N en que My, —
' N

Max [—]. Esta disminucién del campo de variacién, impuesta por la existencia de grupos

Ng

dentro de los cuales no se considera la variabilidad de ingreso, es particularmente impor-
tante debido a que en la mayoria de los estudios empiricos la poblacién se obtiene 2
partir de la expansién de una muestra aplicando a cada observacién muestral su respectivo
coeficiente de expansién y ello genera, por lo tanto, grupos en la poblacién dentro de los
cuales no existe variacién en el ingreso,
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(5) T = B, 4+ W, en que
G Ve
(6) B, = 3 vy, Log — y
gzl ny
¥ y [y
G gu guf g
(7) We= = y; = — Log
g=1 uESg Ve 1/ Ng

En que y es la participacién de la u-ésima observacién del grupo g en el
gu

ingreso total e v, v ng las participaciones del grupo g en el ingreso total y la
poblacién total, respectivamente.

(}g e :';"' y * né’ = 2 n)

i e T
5, ¢ ugS,

La expresién (4) puede reescribirse como

G
(8) T=5B8B,+ X Y, T, en que
g=1
y y [y
gu gu/ g
{9) Tg = 3 Lo
ueS, vy, 1/ N,

El primer término de las expresiones (4), (5) y (8) corresponde a la compo-
nente “entre grupos” (Theil, 1967, 1972) o “parte explicada” de la desigualdad
total T (van Ginneken, 1975). El segundo término de estas expresiones corres-
ponde a la componente “dentro de grupos” (Theil, 1967, 1972) o “parte no
explicada” de la desigualdad total por la particién G (van Ginneken, 1975).
Este ultimo término corresponde a un promedio ponderado de medidas de des-
igualdad de Theil computadas dentro de cada uno de los grupos, en que las
ponderaciones corresponden a las participaciones de los grupos en el ingreso
total. Es importante recordar que el campo de variacién de T, es funcién del
tamafio de cada grupo, ya que T, varia entre cero y Log N, (siendo N, el
tamafio del grupo “g”). Por lo tanto, en la medida que los grupos difieran en
tamafio, diferird también el rango de variacién del indice respectivo. Esto
dificulta la utilizacién directa de los indices de Theil, calculados dentro de
cada uno de los grupos para comparar el grado de desigualdad de sus dis-
tribuciones de ingreso, y hace necesario el proceso de estandarizacién men-
cionado anteriormente. _

Esta propiedad de descomposicion del Indice de Theil hace extremada-
mente atractiva su aplicacién al andlisis de la desigualdad de los ingresos. Se
puede particionar el universo muestral de acuerdo con una o méas variables
clasificatorias —graduadas o no— y la descomposicién de la desigualdad total
permite derivar medidas de la contribucién o efecto sobre la desigualdad de
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ingresos atribuible a cada una de las variables utilizadas para particionar la
poblacién.

III. EL CASO PARTICULAR DE DOS CARACTERISTICAS CLASIFICATORIAS

Si la particién de la poblacién se hace de acuerdo con una caracteristica

estratificadora i que puede tomar i valores distintos generando, por tanto, i
grupos distintos, S;, con N; individuos cada uno. entonces, signiendo la ex-
presién (4), el Indice de Theil se puede escribir como:

; i , v
i Yi i iu iu/Yi
(10) T= % y Log — 4+ = y, X Log
=1 . i=1" usS, oy, 1N,
T =B -+ W,

(11) W= ¥ wwT

En que y; y m; corresponden a las participaciones del grupo i en el ingreso
total y en la poblacién total, respectivamente, v T; al Indice de Theil calcula-
do dentro del grupo i.

B, representa aquella parte de la desigualdad total “explicada” por la varia-
ble i (componente entre grupos S;). W, representa aquella parte de la des-
igualdad total “no explicada” por la variable i (componente dentro de los
grupos S;) y corresponde a un promedio ponderado de las medidas de desigual-
dad computadas dentro de cada grupo i.

Bi Wi
— y — indican las proporciones de la desigualdad total “explica-
T T

da” y “no explicada”, respectivamente, por la variable i?. Si se introduce una

segunda variable estratificadora j que puede tomar | valores distintos, entonces
—por analogia con el caso anterior— e] Indice de Theil se puede escribir como

(12) T=8B 4+ W en que los términos se definen en forma analoga
i j al caso anterior.

a) Contribuciones a la desigualdad total

Se define B; y B; como las contribuciones individuales brutas de las va-
riables i y j a la desigualdad total cuando cada una de ellas es independiente-
mente considerada como la variable clasificatoria.

S5El uso de la terminologia “explicada”™ v “no explicada™ tomada de van Ginneken
(1975) no implica necesariamente la existencia de una relacion de causalidad entre el in-
greso v la variable i
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Si se clasifica la poblacién de acuerdo con ambas caracteristicas simulta-
neamente se puede obtener la contribucién conjunta de ambas variables. Esta

clasificacién generard i - j grupos distintos S;; con Ny individuos cada uno. En
este caso el Indice de Theil se puede escribir como:

i i Yij
(13) T = =2 % vy Log 4
i=1 j=1 ny
- - }f \;‘
i ] iju ’ iiu/yij
X vy - Log —
i=1 j=1 ueSy vy 1/Ny
T = Bjj -—'F "V;j
(14) VVH = :5. >: }’U T
i i ij

En que yy; y ny son las participaciones del grupo S;; en el ingreso y la pobla-
cién respectivamente, y Ty; el valor del Indice de Theil para cada grupo Sy;.

Se define By como la contribucién conjunia de las variables i y j, y co-
rresponde a aquella parte de la desigualdad total “explicada” en forma con-
junta por las variables i y j (componente entre grupos Sy). W,; representa
aquella parte de la desigualdad total “no explicada” por las variables i y j (com-
ponente dentro de los grupos S;) y corresponde a un promedio ponderado
de los niveles de desigualdad dentro de cada uno de los grupos Sy, en que las
ponderaciones son sus respectivas participaciones en el ingreso total.

Sin embargo, el Indice de Theil también puede descomponerse en este
caso de las siguientes dos maneras:

3

En que:

y

' Y H7ys

(17) Bi=3%2 v, 2 ~— Log —u-—
i j Fyy ny

/113
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Y

Vij ‘V}’i

(18) BB= 3 Y, 38 —n Log  —m
; i v 1y

/1y

Bi y B! se definen como las contribuciones marginales de la variable i dada
i i -
la variable j y de la variable j dada la variable i, respectivamente. En las ex-
presiones (17) y (18) se puede observar que Bi (Bi) corresponde a un
i i
promedio ponderado de la desigualdad entre los distintos subgrupos definidos
por la variable i (j) para cada uno de los grupos definidos por la variable j
(i), en que las ponderaciones corresponden a las participaciones en el ingreso
total de cada uno de los grupos S; (S;). '
A partir de las expresiones (13), (15) y (16) vemos que

(19) B :B1+BimBj+Bj
i i

ij

es decir, la contribucién conjunta (B ) de las variables i y j puede expresarse
siempre como la contribucién individual de una de ellas (B; o B;) mas la
contribucién marginal de la otra dada la primera (Bi o Bi).
J 1
A partir de las siete Gltimas expresiones se puede observar que la suma de
las contribuciones individuales brutas de cada una de las variables tomadas
en forma independiente (B, + B;) no es necesariamente igual a la contribu-
cién conjunta de ambas variables (Bjy;), lo que equivale a decir que la contri-
bucién individual bruta de una variable (B; o B;) no es necesariamente igual
a su contribucién marginal dada la otra (Bi o Bi). En otras palabras, si las
i ]

variables interactiian, la contribucién conjunta diferird de la suma de las con-
tribuciones individuales brutas y cada contribucién individual bruta diferira
de la contribucién marginal respectiva,

b) Interacciones entre variables

Se define el coeficiente de interaccién entre las dos variables (I;) como
la diferencia entre la parte de la desigualdad total explicada en forma conjun-
ta por ambas variables y la suma de las partes explicadas por cada una de ellas
consideradas en forma independiente

(20) Iy = By — B; — By a partir de (19) vemos que
(21) Iy = Bi — B, = Bi — B, |

i H

Este coeficiente constituye la contribucién de la interaccidén a la desigualdad
total.
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Existen dos condiciones suficientes, pero no necesarias, bajo las cuales estas
dos variables tienen una interaccién nula y, por lo tanto, sus contribuciones
son independientes.

i) Que la distribucién de la poblacién de acuerdo con la caracteristica i
sea independiente de la distribucién de la poblacién de acuerdo con la carac-
teristica j. Es decir, que las probabilidades condicionadas de i dado j, y de
j dado i, sean iguales a las probabilidades marginales de i v de j, respectiva-
mente, ya que esto implica que n; = n; - n;.

ii) Que la participacién en el ingreso total del grupo Sy sea igual a la
participacién del grupo S; multiplicado por la participacién del grupo S;:

Yig = Yi o ¥i
Si se dan ambas condiciones simultineamente, entonces

Y y
(22) B;j :E E yii LOg e ﬁ}: }71 I..Gg i/ni

3 nﬁ i

Y
+ 2 y; Log i/ny

3

Es decir, la contribucién conjunta de ambas variables serfa igual a la suma de
sus contribuciones individuales brutas y las contribuciones marginales de am-
bas variables iguales a sus contribuciones individuales brutas. Dado (20) y (21),
esto implica que la interaccién entre ellos (I;) es nula. Por lo tanto, las dos
condiciones mencionadas anteriormente implican que las contribuciones de am-
bas variables son mutuamente independientes. Sin embargo, una interaccién
nula entre ellas no implica necesariamente que se den las dos condiciones an-
tes sefialadas *.

La expresién (20) implica que la contribucién conjunta de ambas variables
es igual a la suma de sus contr%mciones individuales brutas mas la interaccién
entre ambas. Por lo tanto, ser4 mayor, igual o menor que esta suma segiin que
la interaccién sea mayor, igual o menor que cero, respectivamente, Similar-
mente, a partir de la expresién (21) vemos que la contribucién marginal de
cada una de las variables es igual a su contribucién individual bruta maés la
interaccién. La contribucién marginal serd por lo tanto, mayor, igual o menor
que la contribucién individual, dependiendo del signo de la interaccién.

4Esto debido a que ny; = n; - 1y A yy =y - y; implica

¥ii Yi Y3

e T o pere

ny ny I

Yis Yi yi

mee = e+ — mo implica ny; = ny - oA ¥y T VoY

nij 0y nj
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A partir de (20) el término de interaccién se puede descomponer en dos
componentes. Uno de ellos estd relacionado con las participaciones de los di-
ferentes grupos en el ingreso total y el otro con las participaciones de los dife-
rentes grupos en la poblacién’ total, :

Yi
(23) i = .B — B -B = X 2 Vi3 LOg S
' ij ij i j i ny
Yi b§
— % v Log — — 2 y; Log —
! I i ny

i

. Vi y.i
—Z v Leg — — X y; Log —
i I} nj
y“ n--
(24) I =Xy {[Log : — Log .-_L.,__]
ij i i y .y s . n

i i i i

El primer término de la expresién (21) no puede tomar valores negativos.
El segundo término de esta expresién puede tomar, en cambio, valores posi-
tivos, nulos o negativos. Si la distribucién de la poblacién de acuerdo con la
variable i es independiente de la distribucién de la poblacién de acuerdo con
la variable j, es decir, si no hay asociacién estadistica entre ambas variables, en-
tonces n = n . n,y por lo tanto, el segundo término de la expresién (24)

i i i L . P
se hace nulo, quedando la interaccién reducida a

y Log

& .Y_'Yj
i

(25) I =2

b}

Sontn E\ﬂ

que es necesariamente una expresién no negativa. Por lo tanto, si las dos va-
riables son estadisticamente independientes, la contribucién conjunta de ambas
serd siempre mayor o igual que la suma .de sus contribuciones individuales
brutas y la contribucién marginal de cada una de ellas serd siempre mayor o
igual que la respectiva contribucién individual bruta. Sin embargo, si las dos
variables estin estadisticamente correlacionadas, entonces la interaccién puede
tomar valores positivos, negativos o nulos y la contribucién conjunta puede

exceder, o ser excedida, o ser igual a la suma de las contribuciones individuales
brutas.
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Con respecto al campo de variacién del coeficiente de interaccién, un caso
extremo se presenta cuando existe una perfecta asociacién o correlacién entre
las dos variables y, por lo tanto, la contribucién conjunta a la desigualdad es
igual a cada una de las contribuciones individuales brutas. A partir de (20)
vemos que en este caso extremo I = B , éste constituye el limite inferior

ij ij
para el coeficiente de interaccién. A partir de la misma expresién se comprueba
que el maximo valor que puede tomar el coeficiente de interaccién es B y

1
ello ocurre cuando las contribuciones individuales de ambas variables son nulas.
Por lo tanto, se puede concluir que la interaccién entre ambas variables est4
acotada por:

(26) —LogNS-T<-B <I B €T« LogN

ij ij ii

Los cuadros 1 y 2 proveen ejemplos numéricos de las dos situaciones ex-
tremas descritas. '

La interaccién también se puede presentar como proporcién de la contri-
bucién conjunta; como ésta es el valor méaximo de la interaccién, resulta un coe-
ficiente estandarizado, 1til para efectuar comparaciones entre diferentes bases
de datos:

(27) I’y = —

CUADRO 1

EJEMPLO NUMERICO DEL CASO EXTREMO DE PERFECTA ASOCIACION ENTRE
LAS VARIABLES EXPLICATIVAS DEL INGRESO

iNE i=1 i=2 i=23 N Y
i j

i=1 L1 0,0 0,0 1 1

i=2 0,0 12 0,0 1 2

j =3 0,0 0,0 L3 3

N, 1 1 1 N =3

Y, 1 2 3 Y =286

B, = B; = 0200804

B, + B; = 0,401608

B,; = 0,200804 _

I = ~0200804 = - B = - B = — B
if i i i
Bi = Bi = ¢

i i
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CUADRO 2

EJEMPLO NUMERICO DEL CASO EXTREMO EN QUE SOLO LAS VARIABLES
COMBINADAS EXPLICAN LA DESIGUALDAD

jAi i=1 i=2 i=3 N Y
S R - I
j=1 1,3 1,1 1,1 3 5
=2 L1 13 1,1 3 5
i=3 1,1 1,1 1,3 3 5
N, 3 3 3 N= 9
Y, 5 5 5 Y =15

B, =B, =0

By = 0,1483

I = 0,1483 = B

ij ij

c) Interacciones negativas y positivas

El significado de las interacciones negativas y positivas puede ser aprehen-
dido mediante la explicacién de algunos casos extremos.

Considérese el caso en que sélo la variable i tenga efectivamente un im-
pacto causal en la determinacién del nivel de ingresos, en tanto que la variable
j no tiene ningiin efecto auténomo sobre él. Si ambas variables se hallan esta-
disticamente asociadas, las distribuciones de la poblacién y de los ingresos de
acuerdo con la variable i no serdn independientes de las correspondientes dis-
tribuciones de acuerdo con la variable j. En este caso, al clasificar la poblacién
de acuerdo con la variable j, B; serd positivo, aun cuando esta variable no ejerza
un impacto real sobre los ingresos, debido a que ella se “apropia” o “captura”
parte de la influencia de i sobre el ingreso, a través de su asociacién con esta
variable. En este caso, la suma de las contribuciones individuales (B; + B;) in:
cluye dos veces aquella parte de la influencia de i capturada por | a través de
su asociacién con i; esa suma excede, por lo tanto, la contribucién conjunta
de ambas variables, dando lugar a una interaccién negativa. En este caso, que
se ilustra con el ejemplo numérico del cuadro 3, la contribucién marginal de j
controlado por i es nula, como resultado de que j no tiene influencia por si
misma sobre el ingreso y no contribuye adicionalmente a explicar las desigual-
dades. Esto da origen a una interaccion negativa que neutraliza totalmente la
contribucién individual de j:

(28) I =B -B=-B <0
ij ] i i

(29) B =B +B +1 =B

i i if - i
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CUADRO 3

EJEMPLO NUMERICO DEL CASO EXTREMO EN QUE LAS VARIABLES
SE HALLAN ASOCIADAS, PERO SOLO UNA DE ELLAS TIENE
INFLUENCIA SOBRE EL INGRESO

"N i=1 i= 2 i=3 N Y
; ) i i

=1 3.3 1,2 1,2 5 8
i =3 1,1 12 3,9 5 12
N; 5 5 : 5 N = 15
Y, 5 10 ‘ 15_ Y = 30

B’ = {),087208 Bg' = 0,073784

b3 1

B = 0,013424 Bi = ¢

i : j .

B. = 0,087208

I = 0013424

El ejemplo numérico del cuadro 4 ilustra una situacién similar, aunque no ex-
trema, en que ambas variables se encuentran asociadas y la influencia de i sobre
el ingreso es considerablemente mayor que la que ejerce j, aunque esta variable
tenga alguna influencia por si misma. También en este caso la variable j cap-
tura parte de la influencia de i en la medida en que se halla asociada con
ella. La suma (B;- B;) incluye, por lo tanto, dulplicaciones que no estin
presentes en la contribucién conjunta By y que estin representadas por una
interaccién negativa. El cuadro 5 ilustra, finalmente, el caso extremo en que
las variables i y j estan perfectamente asociadas vy la desigualdad resulta, por
lo tanto, totalmente explicada por cualquiera de ellas; esto da lugar a una inter-
acciéon negativa que es, en consecuencia, igual a la contribucién conjunta. En este
caso se puede considerar que ambas variables constituyen, en realidad, una sola
variable explicativa. , _

La presencia de interacciones negativas revela, en todos los casos, una aso-
ciacién subyacente entre las variables, que posibilita que la. desigualdad sea, en
alguna medida, explicada por una de las variables en representacién de las
asociadas. ’ '

La posibilidad de interacciones positivas es ilustrada por los ejemplos nu-
‘méricos de los cuadros 2 y 5. :

5 Tambén la variable i captura, en este caso, parte de la escasa influencia de j.
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CU ADRO 4

ETEMPLO NUMERICO DE UN CASO EN QUE LAS VARIABLES EXPLICATIVAS
SE ENCUENTRAN ASOCIADAS Y UNA DE ELLAS TIENE
MAYOR INFLUENCIA SOBRE EL INGRESO =

i\ i=1 i=2 i= 3 N Y
. j i
=1 3,12 17 1,10 5 29
i =2 15 3,24 1,11 5 40
i=3 16 19 3,36 5 51
N, 5 5 5 N = 15
Y, 23 40 57 Y = 120
B, = 0,062166
B, = 0,025536
B, + B, = 0087702
B, = 0,067189
I, = 0,020514
B = 0,05022
Bi = 0,041652

1

2 La relacién funcional supuesta para construir €l ejemplo es Y = 3; + j.

CUADRO 3
EJEMPLO NUMERICO DEL CASO EXTREMO EN QUE SOLO UNA DETERMINADA
COMBINACION DE LAS VARIABLES EXPLICA
TODA LA DESIGUALDAD

iNi i=1 i= 2 i

= 3 N Y
T i i
i =1 1,10 1,1 1.1 e 12
i=2 11 1,1 11 3 3
j =3 1,1 1,1 1,1 3 3
N; 3 3 3 3 N =9
Y, 12 3 3 3 Y = 18

B, = B, = 0,231048

B, + B, = 0462097

B, = 0,586068

I; = 0,123971 "
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Considérese el caso extremo: en que las distribuciones de acuerdo con cada
una de las variables no registren desigualdades; éstas sélo pueden ser explica-
das por determinadas combinaciones de las variables, es decir, por la interaccién
entre ambas (cuadro 2). En este caso, la interaccién es positiva e igual a la
contribucién conjunta de las variables, mientras que sus contribuciones indi-
viduales brutas son nulas. Este mismo resultado puede darse aun cuando exista
asociacion entre las variables (en la diagonal del cuadro 2).

Puede concebirse, finalmente, un caso en que cada variable registre des-
igualdades, cuando se clasifica a la poblacién sélo con respecto a ella, pero esas
desigualdades se originan en una combinacién particular de ambas variables
(cuadro 5). En este caso, la contribucién conjunta excede la suma de las con-
tribuciones individuales, en tanto existe una interaccién positiva, pues sélo
cuando se clasifica la poblacién de acuerdo con ambas variables simultinea-
mente se logra captar la interaccién existente entre ellas.

La presencia de interacciones positivas debe interpretarse como que Ia
influencia de una variable sobre el ingreso no es independiente del valor que
tome la otra variable, ya sea que esa influencia se ejerza sélo para determinados
valores de la otra variable 0 que sea mayor cuando ésta toma esos valores 6. Esta
situacién implica que la combinacién de las variables agrega poder explicativo
que no es captado por ninguna de ellas en forma individual.

En sintesis, el coeficiente de interaccién (Ij;) obtenido a partir del an4lisis
de descomposicién de Theil, es el resultado neto de dos. tipos de factores de
distinta naturaleza. El primero presenta la asociacién estadistica entre las va-
riables que puede generar contribuciones individuales brutas que exceden a las
correspondientes contribuciones marginales, dando lugar a interacciones nega-
tivas entre ellas. El segundo se refiere a cuando parte de la determinacion del
nivel de ingreso no puede explicarse en base a las distintas variables tomadas
en forma independiente, sino que es el resultado de combinaciones de ellas y
puede dar origen a interacciones positivas.

Dependiendo de cudl de estas dos fuentes de interacciones predomine sera
el signo del coeficiente de interaccién obtenido del anélisis de descomposicién.
‘La presencia de interacciones positivas indica inequivocamente la existencia
de la segunda fuente de interacciones. La posibilidad de detectar este tipo de
causalidad constituye una innegable ventaja del método de descomposicién de

Theil. )

IV. EL cASO GENERAL DE R CARACTERISTICAS ESTRATIFICADORAS

Todos los conceptos enunciados anteriormente pueden generalizarse para
el caso de R variables C; (r = 1,2... R) en que cada una de ellas puede tomar

C, valores distintos. Por lo ‘tanto, al clasificar Ia poblacién de acuerdo con las
R variables simultineamente se generan:

6 Un ejemplo de esto puede encontrarse entre la educacién y el sector (formal-informal)
0 el 4rea, cuando la influencia de la educacién sobre el ingreso es mayor en el sector formal
que en el informal, 0 es mayor en las 4reas urbanas que en las rurales.
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R — T e — Y e '
n C =C . C ...C celdas o grupos diferentes
poas 1 13 1 2 R
s N
C,C...C con C,C ...C individuos cada uno
1 2 R 12 R

En estas circunstancias, el indice de Theil, se puede escribir como:

c,cC C
1 2 R
(30) T=2XLZI v Log
c ¢ ..c ‘¢c,c ...C n
102 R 1 2 R c,C ...C
1 2 R
¥
c,C ..C ., ,u
12 R
+ T X Iy p
¢ .c ¢ “c¢,c C ues v
12 R 1 2 R c.cC C c,c ..C
1 2 R 1 2 R
yC,C.C.u
17 2 R
¥y
c,Cc ..c
1 2 R
Lo
1/N ,
c,C ..C
i 2z R
T—=—B -+ W
1, 2..R 1,2..R
(31) w =X X ..Evy T
1, 2..R c cC c "c,c ..c ¢C,c ..c
1 2 R 1 2 R 1 2 R

En que todos los términos quedan definidos por analogia al caso particular
de dos variables analizado en la seccién anterior.

a) Contribuciones individuales brutas conjuntas y marginales de las variables

En este caso general, el indice de desigualdad de Theil, también puede
descomponerse en la suma de (R - 1) términos de R! maneras distintas. Una
de estas R! maneras es la siguiente:

(32) T=B - B 4+ B2 .. + B2 - (a-1) +
1 2

3 q

'_.B1,2..(Rm}\} +W
R 12 .. R
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Las restantes (R! — 1) maneras de descomponer este indice se obtienen
variando el orden de las variables ”. Dado que el anilisis que sigue es exacta-
mente anlogo para cualquiera de las R! posﬁules descomposiciones del indice T,
escogeremos por conveniencia la ordenacién presentada en (32). Nuevamen-
te las definiciones de los distintos términos de (32) son andlogas a las del caso
particular de dos variables ya analizado. Por lo tanto, nos limitaremos a definir
el primer término, el término genérico de orden q v el dGltimo término o
residuo de la expresién (27).

1 1
(33) B, =X v Log
- C1 = 1 C n
1 C

B representa la componente de desigualdad entre los promedios de ingresos de
los C; grupos definidos por la variable C; y corresponde a la contribucién in-

1
dividual bruta de esta variable a la desigualdad total. B, representa la contribu-
cién marginal de la segunda variable, dado que el efecto de la primera ya ha
sido considerado. Por lo tanto, la suma de B, v B! corresponde a la contribucidn

2
conjunta de ambas variables. Analogamente, B2 representa la contribucién

3
marginal de la tercera variable dadas las dos primeras. Por lo tanto, la suma

de B;, B! y BL2 corresponde a la contribucién conjunta de las tres variables.
2 3
En términos generales, si cada logaritmo involucrado estid definido, el término

genérico de orden q (1 <X q <X R) se define como:

(34) B:2..(¢-1) — ¥ ¥ ¥ v 3
cC Cc .. .

a

Log
n n
c,c..c/cCc.c..c
1 2 q 1 2 (g-1)

7 Otras de las R! alternativas de descomposicién, son las siguientes:
i) T=B,+ B2+ BLZ + ... BL2..(RY)
1 3

R
i) T =B, + B! + BL.3 + ... BL2..(R-1)
8 2 R

iii) T = By, + B2 + B2% + . BL2. (Rl
3 1 R
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Este término de orden  representa la contribucién marginal de la g-ésima
variable controlada por las (q-1) variables anteriores. La suma de la contri-
bucién individual bruta de la primera variable, mas la contribucién marginal
de la segunda dada la primera, mas la contribucién marginal de la tercera
dada las dos primeras, y asi sucesivamente hasta agregar la contribucion mar-
ginal de la g-ésima variable dadas las (q-1) anteriores corresponde a la con-
tribucién conjunta de las q variables.

¥
y C,.C,..C,
(%) B)ﬂ,g.‘.q: PRI X (‘]_’Cg"(q L(}gm—ww——:
Ci Cf} Cq n
C,.C, . C,
B; 4+ B! + BL2 + ... Bu2.. (a1 B
2 3 i
Finalmente, el residuo de la expresion (32), es decir, W , representa

12..R

aquella parte de la desigualdad total no explicada por las R variables utiliza-
das y se define como: '

¥
c.C ..C
¥ 1 2 R u
(36) W = I I Z c,c..c z
1,2..R cC ¢ ..C 1 2 R uzs y
12 R c,c..c c¢C,Cc..cC
12 R 12 R
¥ y
c,c..c /c,Cc..cC
1 2 ru 1 2 R
Log
1/N
c,C ..C
1 2 R
R
(37) w = ¥ X X c¢c,c..c T
L2..R cC C..C 1 2 R 12,..R
1 2 R

Es decir, la parte de la desigualdad total “no explicada® por las R variables
utilizadas en forma conjunta corresponde a un promedio ponderado de los ni-

veles de desigualdad al interior de cada uno de los grupos S en que las
c,c,..C
oz R
ponderaciones son las participaciones de cada uno de estos grupos en el ingre-
so total. '

8 Fl término B también puede escribirse de q! maneras distintas. Una de ellas

1.2..4q :
es la presentada en la expresién (30); las restantes se obtienen cambiando el orden de las
variables. o
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A partir de ]a expresién (34) se observa que la contribucién marginal de
la g-ésima variable dada las (q-1) anteriores corresponde a un promedio pon-
derado de los indices de Theil correspondientes al grado de desigualdad dentro
de cada uno de los grupos definidos por las (q-1) variables iniciales. Por lo
tanto, la contribucién marginal de una variable no puede ser negativa, lo
que implica que la parte explicada de la desigualdad total no puede disminuir
con la inclusién de una nueva variable. A partir de esta misma expresion, tam-
bién se observa que la contribucién marginal de una variable depende de cudn-
tas y cudles de las otras variables estin siendo controladas y, por lo tanto,
una variable tendrd tantas contribuciones marginales como conjuntos de las
otras variables se controlen para computarla. Los dos casos extremos estin
representados por la contribucién individual bruta en que no se controla por
ninguna variable y la contribucién marginal de orden R en que se controla por
todas las (R-1) variables restantes.

b) Interacciones entre variables

Nuevamente vemos que la suma de las contribuciones individuales brutas
de las R variables no corresponde necesariamente a la contribucién conjunta

de ellas. Se define el coeficiente de interaccion total entre q variables (I1,2..4)
como la diferencia entre la contribucién conjunta de las q variables y la suma
de sus contribuciones individuales brutas.

(38) 11,2..qm Bl,z.,q-—»(Bi“‘}‘Bﬂ...‘f‘BQ)

Dos condiciones son, en forma simultanea, suficientes, pero no necesarias pa-
ra que éstas tengan una interaccién total nula ¥, por lo tanto, sus contribucio-
nes sean independientes.

i) Que la distribucién de la poblacién de acuerdo con cada una de las
variables sea independiente de la distribucién de la poblacién de acuerdo con
las demdis. Es decir, que la probabilidad que se dé un determinado valor de
la variable i sea independiente de los valores tomados por los restantes (q-1)
variables. Esto implica que

ii) Que la participacién en el ingreso total del grupo SCy, Cp..C, sea
igual al producto de las participaciones de los grupos

5 8 5 ¥ ¥ y y
Cp G,.. C CpCyiCy="€C . 'C . “C

Si estas dos condiciones se dan simultineamente, entonces

¥
y Cl’C‘z"CQ
(39) B = 5 I I ©6..¢ Log— =
1,2.,‘(1 C‘1 ’C‘-,-Cq R ' I
C.C,..C

T q



ANALISIS DE DESCOMPOSICION . .. 228

y / .
¥ CI, y }JC2 ¥ ycg
¥ ¢ Log +Z % Log—— 4+ ...+ I € Log
<y n Cy T Cy n
C1 C2 Cq
B = By +B: + ... By
1,2, .q

Es decir, la contribucién conjunta de las q variables es igual a la suma de
sus contribuciones individuales brutas y, por lo tanto, la interaccién total entre
ellos definida en (38) es nula.

A partir de la expresién (38) se puede desagregar la interaccién total en-
tre q variables en dos componentes. Uno relacionado con las participaciones de
los diferentes grupos en el ingreso total y el otro con las participaciones en la
poblacién:

Y Y ¥
C c . C
A ¥y 1 2 q
(40) 1 = £ 3 I ©6..¢ Log (
1,2..q c c..c . 0 n n
1 2 g C C C
1 2 q
Y no.n n ¥
C,C C C C C C
1 2 i 1 2 q g }f i
) — ¥ ¢ Log
Yy .y Yy T i=i i n
c ¢ .. ¢C c,C C C
1 2 ] I 2 q i
}f
e v Cu, G .. Cy
(41) I = I ¥ I °-¢ ¢ [Log -
L2..q c Cc..cC y .y v
1 2 g ‘c,’c cC
1 2 q
n
cC,C ..C
1 2 q
Log 1
n .n n
C, C C

1 2 a

El primer término de la expresién (41) no puede tomar valores negativos.
E] segundo término de esta expresién puede tomar valores positivos, nulos o ne-
gativos. Por lo tanto, si la distribucién de la poblaciéon de acuerdo a cada una
de las variables es independiente de la distribucién de la poblacién de acuerdo
a las demis, el segundo término se hace cero quedando la interaccién total re-
ducida al primer término que es nimero negativo. Esto implica que, si las
variables son estadisticamente independientes, la interaccién total entre ellas
serd siempre mayor o igual que cero. Sin embargo, si las variables no son in-
dependientes, esta interaccién puede tomar valores positivos, nulos o negati-
vos. Esta interaccién total entre q variables puede, a su vez, descomponerse en

la suma de C¢ interacciones de segundo orden (I;) correspondientes a todas
2
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las combinaciones de dos variables que pueden obtenerse a partir de las q va-

riables, més la suma de C¢ interacciones de tercer orden (I ) correspondien-
3 ijk

tes a todas las combinaciones posibles de tres variables y asi sucesivamente has-

ta incluir la interaccién de orden q. Las interacciones de segundo orden entre

dos variables se definen como la diferencia entre la contribucién conjunta de

ellas y la suma de las contribuciones individuales brutas.

(42) I =B — (B + B

ij ij

La interaccién de tercer orden entre las variables i, j y k se define como la con-
tribucién conjunta de ellas menos la suma de sus contribuciones individuales
brutas y menos la suma de las interacciones de segundo orden.

(43) I =B —-(B+B 4+B)-( +1 +1)

ik ik i i K i .
reemplazando tenemos que:

(44) I =B —-(B +B +B )+ (B +B +B)

ijk ijk i ik i i k

En términos generales las interacciones de orden P (2p<{q<{R) entre p

variables (de las cuales habrén Cu si se obtienen a partir de q variables) se
P

definen como la contribucién conjunta de las p variables menos Ia suma de sus

contribuciones individuales brutas y menos la suma de todas las posibles inter-

acciones de orden menor que p.

{p—1} P
(45) I =B (B +B +.B)~ ¥ > 1
’ ,2..p 1,20 .p 1 2 j*] i=1i j=i+1 ij
(p—2) {p—1) D 7 2 3 p
- 5 b z I -, z b D T |
i=i j:im?nl k=j+1 1]1( frm] j:iﬁ»l h=k+ 1 ij..h
!
(p—1)

Reemplazando las interacciones de orden menor que p en términos de contribu-
ciones conjuntas e individuales vemos que la interaccién de orden p definida
en (45) también puede escribirse como la contribucién conjunta de las p va-
riables menos la suma de las C»  contribuciones conjuntas de subconjuntos de
p—1
(p—1) variables del conjunto inicial de p variables mas las C¢ contribucicnes
p—2

conjuntas de subconjuntos de (p—2) variables, y asi sucesivamente hasta el l-
timo termino, que sera (—1)?+! por la suma de las contribuciones individuales
brutas.
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2 3 P
(48) I =B - ¥ ¥z .Y B
1,2..p 1.2 ..p ime ] IESES he=kal ij..h
(-1
3 4 B . p—1 P
-+ z z . z B — 4+ (=1) 3 s B
i=1 j=igl h=k+1 ij..h i=l =i+l if
R
{(p—2)

P
+ (=1p+ X B
i=1 i
Por lo tanto, la interaccién total de orden q definida en (38) como la diferencia
entre la contribucién conjunta de las q variables y la suma de sus contribucio-
nes individuales brutas es el resultado de una serie de interacciones de segundo
orden entre dos variables de tercer orden, entre tres variables, y asi sucesiva-
mente hasta una interaccién (no total) de orden q entre las q variables. La in-

teraccién total entre las g variables corresponde a la suma algebraica de todas
estas interacciones parciales

_ ~ g~ q q
(47) I = ¥ 1 =T I -+ I

I,2..¢g i=1 j=i+1 i i=1 j=i+1 k=j+1 ijk 12..q

@2 (-1
z

Esta interaccidn total entre las q variables puede ser positiva, nula o ne-
gativa dependiendo del resultado neto que originen todas las interacciones
parciales que la componen. Es importante destacar que una interaccién total
nula entre las q variables no implica necesariamente que ellas actéien en forma
independiente. Esta interaccién total nula entre las q variables es compatible con
fuertes interacciones positivas y negativas entre subconjuntos de ellas, pero que
se cancelan originando una interaccién total igual a cero.

Con respecto a las contribuciones marginales, la expresién (44) puede trans-
formarse en

(48) Bik = B + I
i i ij

+1 +1
ik ifk
Esto indica que la contribucién marginal de la variable i dadas las variables
j ¥ k es siempre igual a la contribucién individual bruta de i més todas las
interacciones posibles entre la variable i y las variables j v k. '

Igualmente, la expresién (46) puede transformarse en
(49) Biik..p = B 4+ % I + X ¥ 1 + 1
i i ot ij Jod kot oal ik oo k..

Lo que significa que la contribucién marginal de la variable i dadas las otras
(p—1) variables es siempre igual a la contribucién individual bruta de i més
todas las posibles interacciones de cualquier orden entre la variable i y las
demas variables.

Se define la interaccién total entre la variable i y las (p—1) variables res-
A
tantes (I™--?) como la suma de todas las posibles interacciones de cualquier

1
orden entre la variable i y las demés (p—1) variables
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+ H

(50) ™-» = £ 1 + ¥ ¥ 1 4+ ,
i 1 ikl .. dk..p

W Jod deopjped il j

v
o b
14
.

Por lo tanto

(51) Bk..Pp = B -~ ’iﬁk,,p

i i i

El signo de la interaccién total entre la variable i y las demés variables indica
si la variable i “en promedio” interacttia positiva o negativamente con las de-
més variables, La magnitud de esta interacci6n total refleja la discrepancia
entre la contribucién marginal v la contribucién individual bruta de la va-
riable i.

V. DATOS AGRUPADOS
a) Introduccion

El problema de los datos agrupados se presenta cuando no se dispone de la
informacién respecto de ingresos a un nivel individual sino solamente a un nivel
mas agregado para grupos de personas.

Sean S, los grupos de personas para las cuales se dispone de informacion
agregada respecto a sus participaciones en el ingreso y poblacién total. El
Indice de Theil para estos datos agrupados (T:) se define como:

Ya

» Log

g ng

J

(52) T: = %
, g

Por lo tanto constatamos que:
(33) Ta = B,

Si se contara con la informacién a un nivel individual se podria computar el
verdadero Indice de Theil (T) para ese conjunto de datos,

y v
n ) u ) g
(54) T=1 v Log = X v Log e
u=l u /N R ng
¥ y o /ly
gu gu/ g
Yv ¥ Log
g g ug’:n v 1/N
g g g
T=B + W
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Por lo tanto

(55) T-To=W =3y T >0
g g € g

Lo que implica que el Indice de Theil agrupado seri siempre menor o igual
que el desagregado. Esto se debe a que el indice agrupado al no contar con
informacién a nivel individual dentro de cada grupo, supone que la dispersién
del ingreso dentro de ellos es nula.

b) Datos agrupados y andlisis de descomposicion

Una forma en que se presenta el problema de los datos agrupados, es la
siguiente. Existe una variable estratificadora j que puede tomar j valores dis-
tintos generando j grupos $ con N individuos cada uno. Sin embargo, no se

i i
cuenta con las participaciones en el ingreso de cada uno de los individuos de
los distintos grupos, sino que sélo se conoce para cada grupo S; la distribucién
de sus miembros, entre los distintos tramos de ingresos (ny;) y la participacién
en el ingreso total de cada uno de los tramos (y;), (es decir, el ingreso pro-
medio en cada tramo) en que el subindice t se refiere a los distintos tramos de
ingresos en cada grupo S; En estas circunstancias:

v
it i
(56) T= = X ¥y Log = Xy Log +
it it n i n
it i
Y. y Iy
- - it it i
Ly & Log
joi oty n /n
i it
(57) Te = B + Wsa
i i
(58) Wa =3y T2
i io§ i
En tanto que,
yitu
(59) T=ZXZ2Xy Log =
it ow  jm 1/N
y y y [y
3 it SLY
Ly Log + Xy I Log — -
i A
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Y. Yy oy,
Jtu Jtuj it
Xy X Log ——
ot ojtae oy I/N
it it
(60) T=B 4+ W + W
i i i

it

(61) W = Ws 4 W

i i it
Por lo tanto, observamos que,

(62) ’T — T = VV. = .5:.

it 3

-~ b

y T 20

it gt

Esto indica que el indice agrupado subestima al verdadero Indice de Theil
de esta poblacién, ya que el primero al tomar los datos agrupados, prescinde
de parte de la desigualdad en la distribucién de los ingresos: la desigualdad
dentro de los distintos tramos de ingresos de cada uno de los grupos S;, mientras
mayor sea la dispersién del ingreso dentro de cada uno de estos grupos, mayor
serd la discrepancia entre el indice agrupado v el verdadero indice.

Sin embargo, la contribucién absoluta a la desigualdad total de la variable
j (B;) no se ve afectada por el uso de datos agrupados, siendo idéntica a la
que se hubiera obtenido usando datos ne agrupados. Esto no ocurre con su
contribucién como proporcién de la desigualdad total.

B B B T B B
i i i i i 7T

(63) @ —m— = ——— = — [— -]
Ta T T Ta T T Ts

(64) = =20
B.

Por lo tanto, al trabajar con datos agrupados, la contribucién porcentual de la
W

Jt

variable j a la desigualdad total excede la verdadera contribucién en un

‘ Ta.
por ciento. Mientras mayor sea la dispersién del ingreso al interior de cada
uno de los tramos de ingresos con respecto a la dispersién entre tramos de
ingresos, mayor seri el sesgo porcentual. Recordando la expresion (62), vemos
que estimando bajo “supuestos razonables” el nivel de desigualdad dentro de los
distintos tramos de ingresos se puede estimar Wy, y obtener asi una estimacién
del sesgo porcentual identificado en (64),
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En el caso general en que se clasifica la poblacién de acuerdo a R carac-
teristicas se tiene que:

e.c .
12z Rt
(65) Ta = L X ¥ 2y Log -— =
cc.ct ' €,C..C,t n
1 2 R 1 2 R c,c,cC.,
1 2 Rt
“a.c ..c
1 2z R
b b r
LY Xy Log -+
c c ..c ‘¢c,c ..C n
T2 R i 2 R c.C ..C
1 2 R
y
cC,C ..C
12 Rt
AR T by
v ad “J e
C ¢c..c ‘C.c..Ct y
1z R T2 R c.C ..C
1 2 R
v /¥
c,c ..c J'c,c ..c
12 R, t/ 1 oz R
Log
n /n
c,c ..c. / Cc,C ..C
~ 1 02 R, tf 12 R
(66) T= = B -+ Wa
1,2..R ,2..R
(67) Wa = X I .. Xy T2
1L,2..R c c ¢’ C C..C 1,2..R
12 R I 2 R
En tantc que
y
c,c ..c
. 1 2 RKta
(68) T=3% = ¥ ¥ X Log
C C N t u C,C..C 1
1z R 1 2 Rtu /
y
c,c ..c
) i 2 R
=X X Xy, Log -
c c..c'c,c .cC a
1 2 R 1 2 R C,C ..C
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y ¥ [y
c,C ..C c,c ..c j'c,c ..c
1 2 Rt 1z R tf 1 2 i
L X Zy 3 Log
cC ¢c..cc,c ..c €y - /n
1 2 R ! 2 R c,c ..cC c,c ..c j c,c, c
1 2 R 12 R tf 1 R
y /y
yc:,c C c,c ..c ] c ..C
1 2 R tu 1 2 R t,uyf 12 R, t
r X I =2y b Log
C Cc..cC t7C,C..C gy 1/
1 2 R 1 2 Rt c,C ..C /N
1 2 Rt c,C ..c
i 2 R, t
(69) T=18 -+ Wa + W
1, 2..R 1, 2 .. R 1, 2 .. Rt
Por lo tanto
(70) T —Te = W =3 I Zy T =0
1, 2. R, t C Cc..cC,C..€¢ 1,2..Rt

1 2 R 1 2 R

B .. /Ta — B .. T W
1,2 R/ 1,2 R/ T — Ta L,2. Bt
B . /T Ta Ta
1,2 R/

Vemos que las contribuciones individuales brutas marginales y conjuntas
medidas como proporcién de la desigualdad total incurren en un sesgo de

L,2..R1
por ciento, al computarse con datos agrupados. Sin embargo, si se
Ta
expresan las distintas contribuciones de las R variables (individuales brutas mar-
ginales y conjuntos de orden menor a R) como porcentajes de la contribucién
conjunta de todas ellas, estas contribuciones relativas no se verdn afectadas
por el uso de datos agrupados, facilitando por tanto la comparacién de resul-
tados obtenidos de datos agrupados y no agrupados. Esto debido a que el uso
de datos agrupados, introduce un sesgo en las contribuciones medidas como
porcentaje de la desigualdad total, pero no afecta los valores absolutos de estas
contribuciones, y por tanto, tampoco los valores relativos entre si.

Con respecto a las interacciones. Dado que las interacciones son combina-
ciones lineales de contribuciones conjuntas de distinto orden, las cuales no se
ven afectadas por el uso de datos agrupados, el valor absoluto de las interaccio-
nes tampoco se verd afectado por el uso de datos agrupados.
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En sintesis, gran parte del andlisis puede ser llevado a cabo con datos
agrupados en forma tal que los resultados asi obtenidos sean comparables con
los resultados obtenidos de datos no agrupadoes. Sélo en los casos en que los
resultados de contribuciones o interacciones se expresen como porcentaje de
la desigualdad total se hace necesario corregir el sesgo introducido por el uso
de datos agrupados e identificado en la expresién (71).

V1. ORDENACION DE LAS VARIABLES DE ACUERDO CON LA CONTRIBUCION A LA
EXPLICACION DE LA DESIGUALDAD DE LOS INGRESOS

Del método de descomposicién de Theil, no se deriva un criterio tnico
que permita ordenar las variables de acuerdo a la importancia de su contribu-
cién a la explicacién de la desigualdad de los ingresos.

En esta seccién se definirdn y analizaran brevemente cuatro criterios alter-
nativos tendientes a esa ordenacién y que obedecen a propésitos distintos.

a) Un primer criterio para ordenar las variables es hacerlo de acuerdo
a sus contribuciones individuales brutas. Este criterio ordena las variables de
acuerdo a la contribucién que tienen al ser tomadas en forma aislada y puede,
por lo tanto, incluir el impacto de otras variables ejercido a través de su asocia-
cién estadistica con la variable en cuestién. Este criterio tiene la ventaja de que
la contribucién individual bruta de las variables es independiente del universo
de variables consideradas, y por tanto, la ordenacién resultante no se vera
afectada por la inclusién de una variable adicional a este universo.

b) Un segundo criterio, consiste en ordenar las variables de acuerdo con
la secuencia con que maximizan la contribucién conjunta de grupos con un nu-
mero creciente de variables. La primera variable seleccionada seria aquella con
la mayor contribucién individual bruta. La segunda variable, aquella cuya contri-
bucién marginal, dada la ya seleccionada, sea maxima, es decir, aquella que
maximice la contribucién conjunta del grupo de dos variables que se generari
al seleccionar la segunda. La tercera variable seleccionada seria aquella con la
mayor contribucion marginal dadas las dos primeras, y asi sucesivamente ir
seleccionando las variables de acuerdo con sus contribuciones marginales, da-
das las ya seleccionadas. Este criterio considera parcialmente las interacciones
entre variables puesto que para seleccionar la segunda y demdés variables con-
sidera la interaccién entre las candidatas a ocupar estos lugares y las ya selec-
cionadas. Esto hace que la ordenacién de las variables de acuerdo a este cri-
terio dependa del universo de variables consideradas. La inclusién de una nueva
variable a este universo puede alterar la ordenacién de las ya existentes obtenida
previamente. Este criterio, al ordenar las variables en forma tal de maximizar la
contribucién conjunta de conjuntos con un numero creciente de variables, de-
berfa orientar la decisién respecto a cuales variables y en qué orden debieran
ser incluidas en el andlisis, cuando existe una restriccién respecto al ndmero
maximo de variables a incluir.

¢) Un tercer criterio para ordenar las variables es secuencial como el ante-
rior, pero en sentido inverso. Consiste en seleccionar como primera variable
aquella que més reduciria el poder explicativo del conjunto inicial de variables
si fuera retirada. Es decir, aquella cuya contribucion marginal, dadas las de-
mas, sea maxima. Seleccionar como segunda variable aquella que, dado el retiro
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de la primera, més reduciria el poder explicativo del conjunto de variables
restantes, Es decir, ir seleccionando las variables de acuerdo con su contribu-
cién marginal, dado el conjunto de variables reducido por el retiro de las an-
teriores. Este criterio también considera parcialmente las interacciones entre
variables, ya que para ordenarlas, considera las interacciones entre las candida-
tas a un determinado lugar y las que no han sido previamente seleccionadas y
retiradas del andlisis. Esto hace que la ordenacién de las variables de acuerdo a
este criterio, también dependa del universo de variables consideradas. Esta
ordenacién se puede ver afectada por la inclusién de una nueva variable al
universo. La ordenacién de las variables en sentido opuesto al propuesto por
este criterio tiende a minimizar la pérdida de poder explicativo que se origina
al retirar variables del andlisis, y por tanto, este criterio deberia orientar la
decisién respecto de cudles variables v en qué orden se deberia prescindir si
esto fuera necesario.

d) Finalmente, un Gltimo criterio para ordenar las variables consiste en
hacerlo de acuerdo con sus contribuciones marginales, dadas todas las demas.
Este criterio considera integramente las interacciones entre las variables y, por
tanto, la ordenacién resultante de él también depende del universo de variables
consideradas. Este criterio, al basarse en la contribucién marginal, tiene la ven-
taja de que la contribucién marginal de una variable se computa controlando
el efecto de todas las demas, y por tanto, representa el incremento en el grado
de explicacién exclusivamente atribuible a esa variable.

Es importante destacar que en la medida que un criterio considere parcial
o totalmente las interacciones entre las variables, la ordenacién resultante de-
pendera del universo de variables consideradas. Sin embargo, mientras mayor
sea la proporcién de la desigualdad total explicada por el universo considerado,
menor la probabilidad de que la inclusién de una variable adicional altere la
ordenacidn.

A partir de las expresiones (48), (49) v (51) se desprende que si todas
las interacciones entre las variables fueran nulas, la contribucién individual
de una variable i seria idéntica a cualquier contribucién marginal de esta va-
riable, cualquiera sea el grupo de variables controladas. Por lo tanto, si todas
las interacciones fueran nulas, Jos cuatro criterios de ordenamiento propuestos
anteriormente, coincidirian perfectamente. Sin embargo, en la medida que exis-
tan interacciones, las ordenaciones de las variables resultantes de estos criterios
pueden diferir diametralmente.

La determinacion de la influencia relativa de las variables sobre la distri-
bucién agregada del ingreso puede, sin embargo, ocultar la existencia de sis-
temas de influencia e interacciones ampliamente diferentes para distintos seg-
mentos de la poblacién total. En tales casos, resulta conveniente reproducir el
andlisis de descomposicion de la desigualdad en el interior de cada uno de esos
segmentos. Por ejemplo, la descomposicién de las desigualdades urbanas y de
las rurales, o la descomposiciéon de las desigualdades en el interior de cada ca-
tegoria del empleo, pueden revelar con mas profundidad los mecanismos que
determinan las desigualdades del ingreso a nivel total.

Nota: El analisis matematico de este trabajo puede ser solicitado a los autores.
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