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ESTE ARTICULO COMPLEMENTA A
OTRO ANTERIOR DEL AUTOR (1). CO-
MO AQUEL, SU PROPOSITO ES DIDAC-
FICO, ¥ EN EL SE TRATA DE ADECUAR
LAS NORMAS DE PROGRAMACION LI-
NEAL PARA SU EMPLEO EN TEORIA
ECONOMICA.

EN ESPECIAL, SE ABORDARA AQUI
EL CASO DE TEORIA DE LA FIRMA Y
CPTIMIZACION DE LA PRODUCCION
Y TEORIA DEL EQUILIBRIO GENERAL
Y BE LA PROGRAMACION. LOS DESA-
RROLLOS SE CENIRAN AL ESTUDIO
DE LOS CASOS GENERALES, DEL MiS-
MO MODO COMO SE PLANTEABA EL
TEMA EN EL ARTICULO YA MENCIO-
NADO.

HAY OTROB C&MP{}S’ COMO EL DE
TEORIA DE JUEGGS, EN EL QUE 1A
PROGRAMACION LINEAL HA CONTRI-
BUIDO EN ASPECTOS FUNDAMENTA-
LES A SU DESARROLLO. SIN EMBAR-
GO, AQUELLOS CONTENIDOS ESTA
VEZ QUEDARAN FUERA DE ANALISIS
POR CUANTO NECESITAN DE UN DE-
SARROLLO MAS EXTENSO.

POR OTRA PARTE, ES CONVENIEN-
TE ADVERTIR QUE LA PROGRAMA-
CION LINEAL REPRESENTA SOLO UNA
DE LAS TECNICAS INCLUIDAS EN EL
AMBITC BMAS VASTO DE LA PRO-
GRAMACION MATEMATICA QUE, EN
UTROS DESARROLLOS, TAMBIEN DES-
TACA POR SUS APORTES AL DOMINIO
DE LA TEORIA ECONOMICA. PERQ, EN
TODO CASG, ELLA DEBE TENERSE
POR EL GEERMEN Y PUNTO DE APO-
YO DE TECNICAS MAS ELABORADAS
¥ ES DE HECHO, LA QUE HA CON-
DUCIDOG A LOS RESULTADOS MAS
FRUCTIFEROS. DE ALLI LA NECESI-
DAD DE SU CONOCIMIENTO.
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1] TEORIA DE LA FIRMA Y
OPTIMIZACION DE LA
PRODUCCION.

La fipnalidad de la programacidn li-
neal consiste en encontrar el valor po-
sitivo del vector x, tal que se haga ma-
xima (o minima) una funcién lincal
Hamada funcién ebjetivo, z == gx cuan-
do las variables estdn sujetas a un con-
junto de restricciones de forma tam-
bién lineal.

Es obvio que, si se aceptan las hipo-
esis de programacién lineal, este plan-
teamiento corresponde a alguna de las
formas de optimizacién pertinente a Ia
firma como, por ejemplo, determinar
niveles de actividad que permitan ma-
ximizar los retornos sin sobrepasar las
disponibilidades de recursos; o bien,
servir una demanda conocida, al mini-
mo costo.

Las hipétesis que deben aceptarse son
bidsicamente las siguientes:

a) Proporcionalidad.—Esto significa
que cada actividad emplea recursos,
o entrega productos, en  proporcion
directa al nivel de la actividad. En
la terminologia de teoria econdmica co-
rresponde a una situacion de homoge-
neidad de primer grado. Desde el pun-
to de vista de los recursos ¢ productos,
la proporcionalidad envuelve la nocidn
de complementaridad. En otras pala-
bras, existe una proporcion entre los re-
cursos que entran en ¢l proceso o los

2 Se supondrin las relaciones escri-

tas en tal forma gue la desiguaidad
tenga el sentido de la expresién ante
rior cuando la funcién z debe hocers?
mixima.
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productos que éste genera, la cual es ép-
tima en cuanto a que si se altera, dis-
minuye ¢l rendimiento de la actividad.

b) Aditividad.—Considera que cada
actividad es independiente. Para la
economia esto expresa que los recursos
usados o productos obtenidos pueden
atribuirse a cada actividad en forma
inequivoca.

¢y Funcién objetivo lineal—Signifi-
ca que la contribucién unitaria de
cada actividad al objetivo es cons-
tante. En lo econdmico representa que
si se trata de precios o costos, se estd
operando en un mercado competitivo,

Estas hipdtesis que aparecen €omo
fuertemente restrictivas, en ¢l hecho no
o son. Responden a una aproximacion
razonable en la mavoria de los casos,
permitiendo resolver problemas que con
fos procedimientos cldsicos presentan
grandes complejidades, como cuando se
trata de funciones de produccién mul-
tiples.

El problema dual, por otra parte,
permite valorizar los recursos y los pro-
ductos. Como se expresé en el articulo
anterior, el problema dual consiste en
encontrar el valor positivo del vector
w tal que se minimice (o maximice) la
funcién lineal y = wb sujeta a las con-
diciones wA > g.

Este planteamiento consiste en valo-
rizar cada recurso o cada producto, de
suerte que el aporte de Ia actividad co-
rrespondiente medido por esta valoriza-
cién sea ventajoso al conirontarlo con
12 valorizacién obtenida mediante el
aporte a la funcidn objetivo en el pro-
blema primitivo, haciendo minimo el
empleo de recursos o maximo el retor-
no por los productos.

Las conclusiones del articulo ya refe-
rido permiten afirmar que los valores



w; corresponden a las productividades
marginales de los recursos o los costos
marginales de los productos, valores que
hacen posible ordenar la asignacién de
recursos v legar a un sistema de precios
o tarifacién adecuado.

2] UN EJEMPLO.

La distribucién optima de los distin-
tos tipos de fuentes para generar ener-
gia eléctrica es un punto que se ha re-
suelto por programacién lineal. En
francia la aplicé Electricité de Fran-
ce v, en Chile, Ia Empresa Nacional de
Electricidad.

Se esbozard agui una simplificacién

xtrema con el propédsito de mostrar Ia
forma de aplicacion de programacion

lineal a problemas econdmicos que ata-
fien a la empresa.

Se trata de obtener la p}:opouxon de
los  distintos equipos generadores de
electricidad para servir la uemanda de
un afio (fetcyminaf’m (3) al menor cos-
to anual, incluyendo costos de capital
y gastos de explomcmia Se considerarin
sa)lc} dos tipos de equipos: hidroeléctyi-
cos v termoeléctricos v se supondrd que
la demanda estd caracterizada por la
gmmmm mdxima (medida en miles de
KW o M“%x) y la energia total genera-
da en el curso de un afio (medida en mi-
Hones de KWh o GWh (‘%) Se supon-
drd que los valores unitarios posibles de
generar desde el punto de vista tecnold-
gico para cada tipo de equipo v los cos-
tos anuales son los siguientes:

Equipos Equipos
Hidroeléctricos | Termoeléctricos
Potencia (MW por MW instalado) 1 1
Energia (GWh por MW instalado) 4.66 745
Costo anual (US$ por MW instalado) 44.000 67.000
5i se llama %, v %, a la capacidad hi-
droeléctrica v termoeléctrica que se de-
be instalar, vy se supone —por simplici- 3 Esta demanda s supone detormi-

dad— que la demanda de immn{:ia es
de 1 MW v la de energia s de 5 GWh,
el pmblema consiste en encontrar los
valores de x; v x, positivos, tales que
hagan minimo el valor de la funcidn
que representa el costo anual:

= 44000 x, - 67000 x,

suietos a las condiciones de demanda:

Potencia X -+ X, > 1
Energia 4.66x; + 745xy > 5
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nada o través de mctodos de pre
vision.

e
i

4 La demanda es variable momento a

momento en el curso del afio. De
alll que sea necesario definir, por Io
menos, su valor mdximo. ¥l otro els-
mento gue conviene utilizar es la inte-
gral de esta demanda durante el afo;
es decir, la energia  gencrada.  En
rigor, habria gque diferenciar con mis
detalle la demanda de distintas ¢pocas
del afio.
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La solucién para este caso simple (ver figura) conduce a los valores:

Potencia instalada hidroeléctrica %, = 0.878 MW.
Potencia instalada termoeléctrica X, == 0.122 MW,

Costo anual

z = 46.800USS.

El problema dual en este caso estriba
en valorizar la potencia (w;) v la ener-
gia (wy), de manera que se haga mdxi-
mo el retorno total anual

y=wy + 5w

y, al mismo tiempo se cumpla la condi-
cién de que en cada tipo de equipo la

valoracién alcance como

maximo el

costo unitario de la actividad:

Equipos hidroeléctricos

Equipos termoeléctricos

wy; -+ 4.66 w, < 44000.

wy -+ 7.45 w, < 67000,

La solucién (ver figura) conduce a los valores:

Dual de la potencia
Dual de la energia
Retorno anual

Se observan en estos resultados las
propiedades- mencionadas en el articulo
anterior y la posibilidad de utilizar w,
y w, como el costo marginal de la po-
tencia v de la energia para el sistema
estudiado.

En la figura, ademds del espacio de
la solucién y del espacio dual, se agre-
26 el espacio de los requerimientos con
la finalidad de establecer comparacio-
nes con el articulo ya referido.

31 EQUILIBRIO GENERAL Y PRO-
GRAMACION ECONOMICA.

El equilibrio general puede ser ana-
lizado en un modelo lineal que condu-
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U]l ety
“’72 =

5.60 USS/KW.
8.24 mils/KWh.
== 46,800 USS$.

ce a un modelo de programacién eco-
némica. Las hipotesis que deben acep-
tarse son las enunciadas en el pdrrafo
I. Desde ¢l punto de vista econémico
estos modelos suponen generalmente
una demanda definida en forma exoge-
na, ¢ industrias que configuran unida-
des de produccién con una tecnologia
definida por las hipétesis mencionadas.

Se analizardn a continuacidn tres mo-
delos: el de equilibrio estdtico, denomi-
nado de relaciones interindustriales; un
modelo de programacion; y, por uiti-
mo, un modelo que incluye considera-
ciones acerca del proceso de capitaliza-
cién, al que se puede conceptuar, por
lo tanto, como “modelo dinamico”.



4] ¥L. MODELO DE RELACIONES
INTERINDUSTRIALES.

Para facilitar los desarrollos, se estu-
diard ¢l caso simple de una economia
dividida en dos sectores, en la cual hay
dos factores. Las relaciones de produc-
cién v uso de los factores en términos
tisicos son:

Produccidon del sector 1
Xy X+ dy =%

Produccidon del sector 2
X1+ Xoo 4 dy == %,

Factor 1
fu + f:r.z == f;
Factor 2
fo, - Lo = 1,
en que.

xy es la parte de la produccién del
sector 1 que utiliza el sector j como ma-
teria prima.

x; es la produccion total del sector i.

d; es la demanda para uso final de la
produccion del sector i.

fy; es la cantidad del factor s usado en
¢l proceso productivo del sector .

fy es la disponibilidad del factor s.

Aceptadas las hipdtesis de programa-
cién lineal, las igualdades anteriores sc
transforman en:

A1%; F apXy + dy == x
AXy F AuaXp -+ da == X,
Dyixy -+ bpaxy == f
byyxy 4 DooXe == 1,

que en notacidon matricial se expresan
en;

Ax -+ d == x
Bx = {

La solucidon de este sistema es:

(I-A)x = d
x = (I-A)-1 d

es decir, se obtienen las producciones to-
tales necesarias para sustentar una de-
manda final que se supone exdgena. El
uso de factores estard dado por

f = B(I-A)d

El sistema de precios implicito en es-
te modelo puede obtenerse al estudiar
las relaciones de costos totales cn cada
sector ¢ igualarios al valor de la pro-
duccion:

PraggXy -t PedagXy -

-+ wibgxy b wobaxy = pixy

PrageXe ~H PedegXs
+ wibpexy - Wabypxs == pax,

en que p; son los precios de los pro-
ductos; wg son los precios de los fac-
tores.

En notacidén matricial se tiene:
PA -+ wB == p

de donde
p (I-A) = wB
p == wWB(I-A)!

o sca, los precios de los productos han
sido expresados en funcion de los pre-
cios de los factores.

De las relaciones anteriores es posi-
ble lograr la relacién de igualdad en-
tre el valor de la produccién para uso
final (Producto) v el total de las re-
muneraciones pagadas a los factores (In-
greso):

Producto P = pd == wB(l-A)d
Ingreso Y == wl == wB(I-A)ld
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3] UN MODELQO DE PROGRA-
MACION MATEMATICA

El modelo anterior es fdeilmente
aplicable para el caso en que se supon-
ga que los factores son escasos. En esa
sttuacion e¢s factible plantear la maxi-
mizacién del producto sujeto a condi-
ciones de restriccion de los factores, es
decir,
maximizar P = pd

B(I — Ayid < f

d >0 (5

sujeto a

que no es otra cosa que un problema
de programacion lineal.

El problema dual en este caso permi-
te encontrar los valores w; tales que se
minimize el gasto en recursos sujeto a
condiciones de valoracion de cada acti-
vidad, o sea,

munimizar YV oo wi
sujeto a wB(I—-A)* > p
w >0

Los teoremas mencionados del pro-
blema dual permiten asimilar los valo-
res w; obtenidos con las productivida-
des marginales de los factores vy, por lo
tanto, pueden ser utilizados como pre-
cios-sombra o costos de oportunidad en
evaluacién de proyectos. Es de observar,
ademds, que se cumple Ia igualdad
entre el mdximo de P v ¢l minimo de
Y.

6] LA INFLUENCIA DEL CAPITAL,
UN MODELQO DINAMICO.

8i s¢ desglosa la demanda final en
consumo e inversion, se tiene

d=c -+ A ken que
¢ es la demanda final para consumo.
£k es 1a demanda final para inversion.

Las relaciones enunciadas en el pa-
rrafo 5 pueden estudiarse suponiends
que el consumo es determinado en for-
ma exogena, mientras se trata de ma-
ximizar el Producto. Puesto que se su-
pone gque el consumo es constante, se
tratard de

maximizar

sujeto a
B(I—A)1/ Ak < f— B(I — A)lc

Ak S0

P=pAk

tnico factor escaso v que se lo distin-
gue en capital de diferentes tipos por
industria de origen, la ecuacién de res-
triccion anterior se transforma en:

Lk < (I—A) Bik—c (6

St se considera el periodo de tiempo
t del andlisis

Ak () < DK () — ¢ty
D= (1-A)B!

¥l resultado anterior limita el valor
del capital alcanzable si se supone que
el consumo es dato. Como
Ak () = k(1 1) —k (1)
se tiene
kit 1) —k{t) < Dk(t)— c(t)

tn que

K{--1) < 3-4+D) k() — ¢t
que es un modelo en ¢l cual, conocido
el valor del capital al comienzo de un
perindo v el consumo del periodo, se
logran los valores maximos del capital
obtenible al final del periodo.

=

5 Pueden imponerse condiciones adi-

cionales del tipo d > dy; es decir,
i valores minimos para la demanda de |
uso finall '

6 B-1 estid delinide, puesto qur Ja ma-

triz B en este caso es la matriz cua-
drvada de Jos cocficientss de capital-pro-
ducte.

>



Sin embargo, este modelo no permi-
tc asegurar un crecimiento sostenido,
dado que el nivel de capital alcanzado
al final de un periodo sostiene la pro-
duccién de los periodos posteriores.

El paso siguientc consiste en maxi-
mizar una funcién objetivo que abar-
que un programa de varios afios. Como
Ak(t) < Dk(t) — ¢(v)

y se tiene

-1

k(t) == k(0) + tE Ak(t)
1

luego

t-1
Ak(ty < Dk(0) + T Ak(H] — <t
1

t-1
—D%F:Ak(ts + Akt < DK(0) — (1)

|
.

para t

La funcion a maximizar puede ser €l
valor actualizado del Producto en el pe-
riodo T
T
%P(f) le(ty + Ak()]

en que se supone que p (t) contiene
los factores de actualizacion y la varia-
cién prevista de los precios.

8i se considera ¢ (¢) determinado en
forma exoégena, el problema consiste en

T
maximizar P = X p(t) Ak(H)
1
sujeto a las condiciones

-1
-—th Ak(l) 4 Ak(t) < DR(0) — c(t)
1
Ak(t) >0

para t==1..... T

Este es un modelo de programacién
lineal que define una trayectoria 6pti-
ma de capitalizaciéon conocida la tra-
yectoria del consumo.
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