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Introduction

Un jeu stratégique de marché a la Shapley-Shubik (1977) est un pro-
cessus d’échanges qui se caractérise par une institution monétaire et une
régle de formation des prix. Dans cette modélisation des échanges, les prix
dépendent explicitement des stratégies des agents, ce qui fait de ce modéle
un instrument d’analyse de la concurrence imparfaite!.

L’objet de ce travail est d’étendre I'analyse des jeux stratégiques de
marché au modéle & générations imbriquées en considérant essentiellement
les aspects stratégiques. On peut noter deux contributions qui associent jeux
stratégiques de marchés et générations imbriquées. Forges et Peck (1995) uti-
lisent ce type de modéle pour étudier les relations entre équilibres corrélés
et équilibres a taches solaires. Ils ne traitent pas de problémes stratégiques
car ils considérent un continuum d’agents a chaque date. Goenka, Kelly et
Spear (1998) s’intéressent aux relations entre ’équilibre et I’épaisseur des
marchés. Ils considérent une économie avec un bien, de la monnaie de cré-
dit et des stratégies “achat et vente” :les agents peuvent intervenir, & une
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du GREQAM pour leurs commentaires. Ce travail bénéficie du support financier de I'Union Européenne :
TMR-Marie Curie (contrat N°ERB4001GT975243).

Dipertimento di Scienze Economiche, Via S. Faustino, 74b - 25 122 Brescia - ltalia. dmorogue @ehess.cnrs-
mrs.fr

Lessentiel de la littérature sur les jeux stratégiques de marché considére une économie statique. ll existe irois
types de modéles qui se différencient suivant le statut de la monnaie considérée : bien-monnaie (Shapley-
Shubik (1977), Dubey-Shubik (1978), Dubey-Shapley (1984)), monnaie de crédit (Postlewaite-Schmeidler
(1978), Peck-Shell-Spear (1992), Sorin (1994)) et le cas ou tout bien est une monnaie (Sahi-Yao (1389),
Amir-Sahi-Shubik-Yao (1990)). Les analyses portent sur les conditions d'existence d’un équilibre et ses
propriétés de convergence vers I'équilibre concurrentiel suivant le type de monnaie considérée.
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méme date, sur les deux cotés du marché comme acheteur et vendeur. Ils
donnent les conditions d’existence d’un équilibre intéricur el analysent les
trajectoires d’équilibre. Leur principal résultat est de montrer que “I'appa-
rition de dynamiques complexes dépend de la taille du marché et pas des
paramétres des préférences” (p. 99).

Considérer des stratégies “achat et vente” rend possible les ventes
excessives. Une vente excessive est une vente qui est accompagnée d’un
achat du méme bien par le méme agent. L'agent se porte simultanément sur
les deux cotés du marché. Les ventes excessives accroissent le voluine des
transactions brutes par rapport aux échanges nets ce qui rend les marchés
plus épais, plus liquides et tend a diminuer I'influence des agents sur les
prix.

Le modele “achat ou vente” que nous avons retenu élimine les équili-
bres avec ventes excessives. Contraindre les agents a n’étre que d’un seul coté
du marché permet Panalyse des aspects purement stratégiques de ’équilibre.
Nous montrons ainsi que 'avantage retiré par un agent de sa participation
aux échanges est pondéré par I'avantage stratégique qu'il a & manipuler les
prix. Ainsi, un pouvoir de marché trop important, ¢’est a dire un trop fai-
ble nombre d’agents, conduit & I'autarcie alors qu’une méme économic avec
un n(;mbre supérieur d’agents posscde un équilibre avec tous ses marchés
actils®.

Aprés avoir décrit le modele dans la premiere section, nous étudions
les propriétés de I’équilibre dans la deuxiéme section. La section I11 donne
les conditions d’existence d’un équilibre stationnaire, symétrique et non au-
tarcique suivant le signe de I'épargne agrégée en fonction des fondamentaux
de économie. La section IV montre que cet équilibre est aussi un équilibre
du jeu plus général “achat et venle”. La derniére section assimile les dyna-
miques de ’équilibre non stationnaire avec épargne positive a celles d’une
économie concurentielle du type Grandmont(1985).

1 Le modéle

1.1 Les agents

Considérons une économie d’échange avec un bien et des générations
imbriquées. Le temps se déroule de moins I'infini & plus I'infini®. A chaque
date t nait une génération d’agents, d’effectif N, > 2. Tous les agents vivent
deux périodes. Chaque agent regoit une dotation de bien w; 2 0 en premicre

Un exemple est donné par Cordella et Gabszewicz(1998).

Dans le cas d’une épargne négative, la présence d'une date initiale pose le probléme de la présence d'une
dette dans la dotation des agents vieux & la premiére date. Lhorizon de temps choisi permet une étude
générale recouvrant la possibilité d'épargne négalive.
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période de vie et w2 > 0 en seconde période. Ces dotations ne sont pas si-
multanément nulles. Tous les consommateurs ont la méme fonction d’utilité
strictement concave et croissante par rapport & ses deux arguments qui sont
les consommations des deux périodes du cycle de vie, cet d:

U(e,d): Ry x Ry = R

Un agent i né & la date ¢ prend quatre décisions: b}, g}, e}, 1, z},, ol
gi € [0,w] est la quantité de bien qu’il offre en période t, z{,, € [0,ws)
est la quantité de bien qu’il offre en période ¢t + 1, bi € R, est un signal
représentant sa demande en valeur en période ¢ et el € R, est un signal
représentant sa demande en valeur en période ¢ + 1.

Une stratégie de l'agent ¢ né en t est un quadruplé
of = (bi,q,€i,1,2,1). L'ensemble des stratégies de I'agent i né en ¢ est
défini par:

2; ={ati = (bza qgve;.-l'l!z:{-l) € R+ X [O!wll X R+ X [0’ "‘)2]/
bigh = 0 ct ciyyziyy = Ot o)
Si (in ztz-i-l) = (01 O) alors (b:I e;+l) = (Ov 0)}

La premiére restriction dans l'ensemble des stratégies caractérise les
modeles “achat ou vente”. Les agents ne peuvent étre présents que d’un
coté du marché, soil comme vendeur soit comme acheteur. Il ne peut y
avoir de ventes excessives. La seconde stipule qu’un agent qui n’offre aucune
quantité de bien strictement positive sur les deux périodes ne peut pas
faire de demande en valeur positive. C’est une contrainte comparable a une
désutilité liée au volume du défaut de paiement dans le cas oli I'agent n’offre
pas de bien.

Les stratégies des autres agents nés a la méme date ¢ sont notées o; °.
Le profil des stratégies des agents nés en ¢ est noté

N
o= (ol,0;) €L, = HE;
=1

Les prix dépendent des décisions de I'agent suivant la régle de forma-
tion des prix présentée au paragraphe suivant. Lorsque les deux marchés
en ¢t et ¢t + 1 sont actifs, notion définie ci dessous, la contrainte de budget
intertemporelle de Pagent est : '

Pgi + Pziyy 2 b +€fy, (2)

Lorsque les prix sont définis et que la contrainte budgétaire intertem-
porelle de 1'agent est vérifiée ses consommations sont :
) I X1
P — gy — gt + _t
Gt 1= q P,
: 3)
€ir1
Py

C
dipr = w2 — 241 +
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1.2 Fonctionnement du marché et de ’institution

Considérer un jeu stratégique de marché dans le cas du modeéle a
générations imbriquées souléve une difficulté qui provient de la présence
de relations entre les générations. Lorsque tous les échanges s’effectuent a
I'intérieur d’une méme dale, c’est & dire sans transfert de richesse d’une
période a 'autre, les agents ne se soucient pas des générations passées et
futures. Tous les marchés s’ouvrent et se ferment & Uintérieur d’une méme
période. L’ensemble des créances et des dettes contractées par les agents
est soldé & la fin de chaque période. La contrainte de budget intertempo-
relle se scinde en deux contraintes distinctes, une pour chaque période. La
vérification de chacune de ces contraintes est contemporaine aux échanges.
L'équilibre général est alors une suite d’équilibres temporaires statiques.

Dans ’hypothése inverse, la présence de transactions entre générations
nécessite alors une double garantie des échanges: que les contrats établis
a une date soient respectés & la date suivante et que les contraintes de
budget, devenues intertemporelles, soient bien vérifiées. Dans un modele
avec monnaie de crédit rien n'impose que la monnaie créée par les agents &
une date ait bien cours & la date suivante?. C’est pourquoi nous introduisons
la fiction d’une institution qui est I'unique intermédiaire des échanges entre
tous les agents de I'économie.

A chaque date les agents présents échangent avec l'institution. Ils vien-
nent y apporter une quantité de bien qui caractérise leurs offres et trans-
mettent des signaux qui correspondent & leurs demandes en valeur.

Définition 1 Le marché du bien d la date t est dit aclif si et seulement sl
eziste simullanément une offre strictement positive de bien et un signal de
demande strictement positif. Sinon il esl inactif.

Ainsi, le marché A, est actif ou non selon les vecteurs de stratégies
o¢-1 et oy des agents nés en ¢t — 1 et ¢. Sur un marché A, actif le priz est
donné par la régle :

' Nl—l
Pt = % b :%l\’l_’ = P(O't_[,at) (4)
l—-lql

La fonction P(.) traduit la régle de formation du prix®. Elle est la
méme pour tous les marchés actifs indépendamment du temps et des agents.
Les arguments de cette fonction P montrent I'influence sur le prix que les
agents possédent via leurs offres physiques et les signaux qu’ils adressent
au marché, c'est I'aspect concurrence imparfaite des jeux stratégiques de
marché.

A conirario, cette garantie existe quand les agents utilisent dans I'échange un bien-monnaie. Dans ce cas,
la monnaie est un bien durable dont le stock est donné au départ et qui transite ensuite de générations en
générations. Nous avons analysé ce cas dans de Morogues ((1999), Annales d’'Economie et Statistique.
Dans les vecteurs de stratégies oy et oy seules les composantes indicées par ¢ influencent le prix de la
date ¢.
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L'institution existe sur toute la durée de fonctionnement de 1’écono-
mie. Elle regoit les signaux en valeurs et les biens physiques des agents. En
retour elle attribue & chaque agent i né en t une allocation de bien physique
pour tout i et tout t. Les consommations de I'agent sont alors:

¢, =w —q + B}
. ; )
diyr = w2 — 24y + By

Cette institution a un double réle, d’'une part elle garantit les trans-
ferts entre générations, d’autre part elle vérifie la solvabilité des agents qui
participent au marché. Sa fonction est de choisir une suite infinie

P i t= , X R . .
((B},E,’H)iem)t:f: conformément & la la régle de fonctionnement sui-
vante : si les marchés A, et A,y sont actifs et la contrainte de budget inter-
temporelle de I'agent i vérifiée alors B = i1 = pit. Sinon®, B =0,
Ei,, = 0. Cette régle est connue de tous les agents .

Lorsque les offres et les annonces d’un agent ne respectent pas sa
contrainte de budget intertemporelle, il est sanctionné et regoit le couple
B =0, E}, | =0, ce qui revient & confisquer toutes ses offres physiques.

1.3 Fonction de gains

Pour un agent i né en t sa fonction de paiement sera son utilité de
cycle de vie U(ct,di, ). Il prend les stratégies des autres agents o1, 0; ",
oy+1, comme données. Ses consommations finales sont :

i i i
g=w—q+B8

1 _ i i
dpyy =w2 =z + Epy

Comme les marchés A, et A;y sont actifs ou non en fonction des pro-
fils de stratégies O1-1, Ot et o441 nous avons B} = B(al_l,at, o7, 0041) et
Ei_ | = E(o¢—1,0},0,%,0441). L'utilité d'un agent s'exprime directement en

t+1 t:Y¢ + Rt - )
fonction des stratégies oy_), 04 et 0441 : U(ct, diy ) = U(01-1,07,07 %, 0041)

c'est & dire si l'un des deux marchés A; ou A1 estinactif, ou si Az et Az,q sontactifs mais la contrainte
de budget de I'agent n'est pas vérifiée.

Hors équilibre l'institution ne sera jamais en déficit, mais elle peut étre amenée a détruire du bien. En
effet, si le marché est actif a la date t, par application de ia régle de fonctionnement, I'équation comptable

Ne i t—1 _j
N, ¢yt . € . ')
ZZ t B+ 23:1 ! EJ ;1}?—‘ + —J;i,;-—'— sera toujours respectée. Par définition du prix il vient
Np i N“ J .
Yoint b a1 N, NL 1 N Ny Ny 4. Ny 5
—-LP—— Titai+ 2 etdonc): t gt +E E] <T;tq}+ i .

Sn le marché n est pas actif la resmunon est nulle et I inslltuuon conilsque toutes les offres de biens.
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Cette relation met en évidence la dépendance des gains des agenis
nés en ¢ par rapport aux stratégies des agents nés en t — 1 et des stratégies
des agents nés en t + 1. Ces mémes agents ont des fonctions de gains qui
dépendent des stratégies des agents nés avant et aprés eux. Il y a donc une
interdépendance indirecte de tous les agents de ’économie.

2  L’équilibre de Nash

2.1 Définition de I’équilibre

Le probléme d’un agent ¢ né en t est de maximiser son utilité, étant
donné les décisions des autres joueurs, sous la contrainte budgétaire, le res-
pect de la régle de fonctionnement de I'institution et de la régle de fixation
des prix. Il est utile d’'introduire les notations suivantes pour faire la part
de la contribution d’un agent ¢ né en ¢ & la fixation des prix en ¢t et ¢ + 1
lorsqu'il considére comme fixées les oflres et signaux des autres joueurs.

_ b+ 8
o+
iy + A

7 5
I o L

t

(5)

~Pt+1 =

ﬂ“ est la somme en valeur des signaux de tous les autres joueurs, ceux de sa
génération et ceux de la génération précédente, a la date t soit :

. NI : Ne-] M M .
Bi=)_bl+ ) e Bi=por-1,07"),
7#1 i=1

7} est la contribution totale en bien de tous les autres joueurs, i la date ¢
soit :

N, Neoy
n=Yd+ Y @i =100,
j#1 i=1

Al, | est la demande en valeur de tous les autres joueurs, i la date ¢+ 1 soit :

Ny Nisa

i J i i (-

t41 = Zet+l + Z b1y A1 = (07, 0041)
%1 i=1

et p,§+l est la contribution totale en bien de tous les autres joueurs, a la
date t + 1 soit :

Ny Nisa
i j Pi (=i
Biy1 = ZZ¢+1 + Z Qg1s Bigr = (07" 0e41).
Al i=1
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Définition 2 Une suite de profils de stratégies (at)::tgg avec oy € ), est

un équilibre de Nash du jeu stratégique de marché si pour tout t, tout i et
toute stratégie i €Y, on a:

i —i i—i
Uloi-1,07.0; " ,0041) 2 U{oy—1,7},07 ", 0¢41)

2.2 Propriétés de I’équilibre de Nash

Propriété 1 Pour un agent i né ent, si l'un des deux marchés sur lesquels
il intervient, Ay ou Ay, est inactif & l'équilibre de Nash alors sa stratégie
d’équilibre est of = (0,0,0,0).

Démonstration

Si A, ou Ar4) est inactif alors, par la régle de fonctionnement de Pinstitu-
tion, nous avons B; = 0, E;., = 0. Comme la fonction d’utilité est strictement
croissante par rapport & ses arguments ceci conduit a des offres de biens nulles:
q, =0, z¢4, = 0. Par définition de I’ensemble de stratégie d’un agent si g; = 0,

zi,, =0 alors b} = 0, eiy1=0.
o

Cette propriété permet de caractériser la stratégie nulle. La démons-
tration associe la régle de fonctionnement de I'institution et la restriction
de I'ensemble de stratégie des agents qui associe & une offre de bien nulle
des signaux en valeur nuls.

En l'abscence de cette restriction et comme il n’y a pas de désutilité
liée au volume du défaut de paiement, un agent qui n'offre pas de biens pour-
rait néanmoins offrir de la monnaie sur un marché actif pour un montant
quelconque sans changer son utilité. Les équilibres seraient alors paramétrés
par ces offres. La restriction dans I'ensemble des stratégies écarte ce cas de
figure et permet une caractérisation plus simple des équilibres.

Propriété 2 Si A, et Ay sont actifs, alors pour tout agent né en t la
contrainte de budget intertemporelle est vérifiée a l’égalité.

Démonstration

i) Supposons que la contrainte de budget intertemporelle d’un agent i ne soit pas
vérifiée alors par application de la régle de fonctionnement de I’institution nous
avons By =0, E{.; = 0. Comme la fonction d’utilité est strictement croissante
par rapport i ses arguments le programme de maximisation de Iutilité conduit
I'agent 7 & une offre de bien nulle:q; = 0, z;,; = 0. Par définition de I'espace
de stratégie de I'agent il vient b = 0, e;,., = 0. Par conséquent la contrainte de
budget intertemporelle est vérifiée a I’égalité.

ii) Supposons que la contrainte ne soit pas saturée: P,gf 4+ Pey1z{,, > b; + el
alors deux cas sont possibles soit une offre positive de bien en premiére pé-
riode avec P.q, > ej.1, soit une offre positive de bien en seconde période avec
Pt+lag+] > bt.

Dans le cas oul Pg} > el;, nous avons, par définition de 'ensemble
des stratégies, b = 0. Comme les marchés sont actifs et I'agent respecte sa
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contrainte de budget intertemporelle alors sa consommation de premiére pé-
riode est:¢; = w1 ; qi- La fonction d’utilité est strictement croissante par
rapport i ses arguments, la variation marginale de I'utilité dépend de I'expres-

sion %—,L = ; 1 < 0. Etant donnée la définition des prix, le revenu P.qf est une

fonction non décroissante de gi. Nous avons montré que I’agent, i peut améliorer
son utilité en diminuant son offre de bien de premiére période sans modifier sa
consommation de seconde période.

Dans le cas ol Pr12i4; > b le méme principe de démonstration peut
étre employé ce qui nous améne au résultat.

o

Définition 3 Si le marché A, est actif, l’épargne réelle d’un agent inéen

¢ estsi=gqi— —'- L’épargne agrégée de la période t est Z =5,

z—l

Propriété 3 Si a l’équilibre le marché A, est actif et S; # 0 alors quel que
soit T, A, est actif et P, S, = P,S; = constante.

Démonstration

i) Pour 7 > ¢
Si A; est act.if alors le prix P est défini et I'épargne d’un agent i est par définition
si=qb ,, Si S; & 0 alors il existe au moins un agent ¢ né en ¢ tel que s} & 0.

Pour constituer son épargne cet agent a utilisé une stratégie o} & (0,0,0,0). En
utilisant la contraposé de la propriété 1 ceci implique que A;1, est actif. Par
définition de I'épargne agrégée nous avons:

Ny¢ . Ny )
PS. =P qi ) bi
i=1 i=1
la définition du prix donne

Neoy Neoa

P.Zq, i Zb,— Z et i P Z z
i=1 i=1

i=1

La propriété 2 assure qu’a I’équilibre les agents saturent leur contrainte de
budget intertemporelle. En sommant ces contraintes sur tous les agents présents
en { nous avons :

Ne Ny
PtZQ: i sz Zeul i Pt ZZMI

i=1 i=1 i=1
Par définition du prix en ¢t + 1 il vient :

Nepa Negr

Py Z ‘h+l i Z bz+l —Ze‘“ i Pt+lzzt+]

i=1 i=l
la définition de 'épargne pour la période ¢t + 1 donne:

Negy Nepr

Pt D gii D b= PuiSen
i=1 i=1
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ce qui conduit au résultat :
FPiSi = P18

Nous avons montré que A;4+1 est actif et S;41 & 0 donc par le méme raisonne-
ment il vient A;42 est actif et PS¢ = Piy1S141 = P.i+2S:+2. La récurrence se
poursuit pour tout 7 > ¢t: A, est actif et P,.S; = P.S,.

ii) Pour 7 < ¢
Dans le point i) nous avons obtenu

Ney Neoy

Z e i P Z 260
t=1 t=1
donc il existe au moins un agent i né en ¢ ; 1 tel que:
el Pzi &0

aussi sa stratégie o}_, & (0,0,0,0). En utilisant la contraposé de la propriété
1 ceci implique que A,_ est actif. Le méme raisonnement que dans le point i)
ameéne au résultat.

D

1l existe toujours un équilibre autarcique. Celui ol tous les agents ne
font ni offre ni demande:o? = (0,0,0,0) pour tout i et tout ¢, tous les
marchés sont inactifs.

L’équilibre non autarcique de cette économie est celui out tous les
marchés soni actifs et toutes les épargnes agrégées non nulles et égales en
valeurs, c'est un équilibre avec échanges intergénérationels®. Ce sont les
conditions d’existence de ces équilibres que nous allons déterminer.

8 11 taut remarquer que léquilibre physique des équilibres intergénérationnels est vérifié :

Ny ) Ney X
Zci = Nywy — S et Z d} =Ni_yuo+
i=1 i=1
aor P¢S, = P¢_|St_.1
l\'( i Nt—l .
=—‘>ZC}+ Z d;:Ntw1+N¢_|wz
i=1

i=1

Py
143

1
Sp—1
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3  Existence de ’équilibre

3.1 Les stratégies a épargne positive ou négative

Jusqu’a présent nous avons considérés tous les équilibres, que se soit
avec épargne positive, négative ou nulle. Pour un équilibre avec épargne
positive la stratégie de Pagent i né en ¢ est nécessairement de la forme
of =(0,q},¢},1,0). Dans le cas d’épargne négative la stratégic est
oi = (b%,0,0,2},,). Nous allons caractériser ces stratégies suivant I’épargne
réelle de premiére période.

Si les marchés A, et A,y sont actifs avec les stratégies o}_,,0},0},,
nous pouvons opérer le changement de variable qui introduit I’épargne réelle
de l'agent inéent:si = gi — %;;. En associant cette égalité avec la définition
du prix de la date ¢, a stratégies des autres joueurs données, le calcul donne
Pexpression du prix en fonction de ’épargne réelle de I’agent :

i
v + s}

(6)

La consommation de premiére période sera :
¢ =w;— 8

Exprimer la consommation de seconde période réclame quelques calculs
préalables. La contrainte de budget devient aprés le changement de variable

i i i
Pisy=ep1 — Prize

De l'expression de Pyy1 en fonction des stratégies des autres agents on ob-
tient :
i i i
P =€ — Pz + A0

en combinant avec 1’égalité précédente il vient,

soit : . . ) )
_ Bis+ X (si )
Hipa(si + 1)
La consommation de seconde période devient avec les expressions des prix
et le changement de variable:

Pra

di = wp + Wi (s}) (8)
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avec -
Py i 53'#&1' st (g)
Bisy + M (st +8)

Le seul choix de s}, étant données les stratégies des autres joueurs,
détermine les consormmations de I'agent i.

Selon la terminologie de Gale (1973), dans le “cas de Samuelson” qui
correspond a une épargne positive, il faut considérer les stratégies o} =

. i . . 2 2

(O, s}, 7—’?%,0). Dans le “cas classique” qui correspond 4 une épargne né-
? 4

gative, c’est a dire une dette contractée durant la jeunesse et gagée sur les

recettes futures, il faut considérer les stratégies de la forme :

) ﬂisi ;
ol = (_%i :_‘SI.,O,O, ‘I’i,t(sz))

3.2 Caractérisation des équilibres statiques et dynamiques

Dans la suite de notre propos la population est constante, Ny = N > 2
pour tout ¢.
Proposition 1 La fonction de gain dun agent i né en t, ¢ stratégies des
autres joueurs fixées :

Via(s) = U (w1 — s,wa + ¥ 4(s))

est une fonction strictement concave de s € [—wa,w].

Démonstration : voir Annexe.

Ce résultat permet de caractériser les équilibres A 'aide de la condition
du premier ordre dans le cas d’une fonction d'utilité différentiable, ce que
nous supposerons. L 'équilibre dynamique vérifie 'égalité :

UL, (w1 = sgywe + Wia(s7)) = Wi, (s)UY,,, (w1 — si,wz + Wi4(st))  (10)

L équilibre symétrique et stationnaire est un profil de stratégies (b, q, ¢, z) €
Y. qui vérifie les conditions suivantes:
¢ s* = s pour tout ¢,
o s = Y(s),
B=(N-1)b+ Ne
y=(N-1l)g+ Nz
A=Nb+ (N - 1le
p=Ng+(N-1)z

o Ul{w) — s,wa2 + 8) = W (s)U){w1 — s,w2 + 5) (11)
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Lemme 1 Les stratégies constantes de tous les agents (0, s, e,0), avec s > 0°

el e > 0, constituent un équilibre symélrique et stationnaire avec épargne

posilive du jeu stratégique de marché si el seulement si s est solution de
, . 2

Péquation Ul{w) — 5,02 +8) = (1 — &) Ujlwi — 5,ws + ).

Démonstration

)

Supposons qu'il existe une solution s > 0 & Péquation Ug(w: 1 s,w2 + ) =

(1 -,{7)2 Ul{w: i s,wz + 5). Nous allons montrer que la stratégie (0, s, e,0), pour

toul e > 0, jouée par tous les agents vérifie Jes conditions d’équilibre symétrique
et stationnaire du jeu stratégique de marché.

Considérons la stratégie (0,s,e,0) nous avons alors les égalités:

B = Ne
¥y=(N; 1)s
A=(N; e
p=Ns

A Péquilibre symétrique et stationnaire nous avons ¥(s) = BT-%' un simple
calcul donne I'égalité s = ¥(s). L'expression de s = ¥(s), & I'équilibre symétrique
et stationnaire, est :

fon Byip
Y= 1B T Rs 1 2P
le calcul donne: ,
W(s) = (1 ; %) (12)

))

1l suffit d’utiliser les calculs précédents pour montrer qu’'un profil de stratégies
constantes (0,s,e,0), avec s > 0 et e > 0, qui vérifie toutes les conditions
d'un équilibre symétrique et stationnaire vérifie léquation: Uc(wi i s,w2 +5) =

(1 i Tt:)zU:i(wx i s,w2+s).
a
Le prix & l'équilibre symétrique et stationnaire est par définition P =
£. Ainsi le seul choix de e détermine le niveau du prix.

Lemme 2 Les stratégies constantes de tous les agents (e, 0,0, —s), avec s <
019 et e > 0, constituent un équilibre symétrique et stationnaire avec épargne
négative du jeu stratégique de marché si et seulement si s est solution de

2
Déquation Ul{wy — s,w2 + 8) = (Tv'%) Ul(wr — s,w2 + 8).

Démonstration

9 Une solution s > 0 implique que la dotation initiale de premiére période soit strictement positive.
19 Ung solution s<0 implique que la dotation initiale de seconde période soit strictement positive



Francis de Morogues 313

( ) Nous allons procéder comme dans la démonstration précédente. Supposons
2
qu'il existe une solution s < 0 a I'équation Ul(w1  s,w2+s) = (%) Uglwn i
s,w2 + s). Considérons la stratégie (e, 0,0, ; s) nous avons alors les égalités :

B=(N; e
¥= i Ns
A= Ne
pu=i(Nils

Un simple calcul montre que cette stratégie vérifie I'égalité s = W(s). L'ex-
pression de ¥’(s) devient :

V'(s) = (NLII)2 (13)

) ) Il suffit d’utiliser les calculs précédents pour montrer qu'un profil de stratégies
constantes (e, 0,0, ; s), avec s < 0 et e > 0, qui vérifie toutes les conditions
d’un équilibre symétrique et stationnaire vérifie 'équation : U (w: ; S,w2+s) =

2
(TVNTI) Uiwr i s,w2 + ).
o

U (w1 —s,w2+3)

Hypothése 1 Le tauz marginal de substitution, TM S(s) = Ui —s.0a79)]
est une fonction de s continue, monotone croissante el ‘surjecti've de
] — wa, w1 sur ]0, +oo.

Le TMS(s) est la quantité de bien de seconde période que I’agent doit
obtenir pour la perte d’une unité marginale de bien de premiére période.
C’est une mesure de la préférence pour le présent. Si le TMS(s) est une
fonction croissante alors la préférence pour le présent de l'agent croit avec
son épargne.

Pour une fonction d'utilité séparable, U(c,d) = u(c) + v(d), cette
hypothése est vérifiée dés lors que les fonctions u(.) et v(.) sont strictement
concaves et que limg_.p u'(c) = +o0 et limy_ov'(d) = +00.

Théoréme Sous Uhypothése 1, il existe un équilibre symélrique et station-
naire du jeu stroatégique de marché auzx stratégies “achat ou vente” si et seu-
, 2
lement si TMS(0) = %ﬁ:i:—:’;; € [(l - %)2, (%) ] Sinon il n'existe pas
d’autre équilibre symélrique et stationnaire du jeu stratégique de marché auz
stratégies “achat ou vente” que l'autarcie. De plus, si TMS(0) < (1 — 31,-)2

2
alors V’équilibre est & épargne positive et si TMS(0) > (%) alors l'équi-
libre est & épargne négative.
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Démonstration

C’est une application immédiate des lemmes précédents associés a I'hypo-
thése de croissance du TMS(s). Si le TAMS(0) appartient a Iintervalle

2
(1; 71,-)2 , (Tvl«T) ], il n’existe pas d’équilibre symétrique stationnaire du jeu

stratégique avec marchés actifs et épargne non nulle. Par défaut I'autarcie est
toujours un équilibre.

]

Un graphique, avec ’épargne en abscisse et le taux marginal de sub-
stitution en ordonnée, nous permet de synthétiser ces résultats. L'épargne
appartient & lintervalle | — wz,w)| et le taux marginal de substitution a
|0, +oof. La fonction TM S(s) est croissante. Pour avoir un équilibre avec
épargne négative, comme le point Ej, il faut une double condition: que le

2
TMS prenne la valeur (%) et ce en une valeur négative de s. Le point

E, caractérise un équilibre avec épargne positive. Pour la courbe TM S, il
n’existe pas d’équilibre symétrique stationnaire avec marchés actifs.

Considérons une économie caractérisée par la courbe de T'MS(s) en
gras sur la figure 1 et faisons varier sa population. Avec une population Np
il n'y a pas d’équilibre avec marchés actifs, alors que pour une valeur Ny >
Np, il existe un équilibre non autarcique avec épargne négative. Un constat
similaire peut étre fait pour le cas des équilibres avec épargne positive. Ceci
est la conséquence du fonctionnement non concurrentiel des marchés; un
pouvoir de marché trop important conduit & l'autarcie.

Quand le nombre d’agents tend vers P'infini, les conditions obtenues
dans les deux cas d’épargne positive et d’épargne négative, ont la méme
limite: TMS(s) = 1. La condition d’existence de I’équilibre concurrentiel
étant TMS(0) # 1.

3.3 Interprétation des résutats de 1’équilibre symétrique
et stationnaire

Quand un agent i né en ¢ prend sa décision d’épargne, positive ou
négative, il consideére son influence sur les deux prixen ¢ et ¢+1. Cette double
P,

influence se retrouve dans son revenu de seconde période : ¥;,(s) = Py St

et dans son revenu marginal en terme de bien de seconde période: ¥ ,(s)

avec: P 5 P
I =t g2 ([t
i.(5) Py B ds ( P,y )

L’équation (9) montre que le rapport P—ZL] est une fonction décroissante de
I’épargne. A I’équilibre stationnaire nous avons

o (P o ( P
1oy v t il t
\Il(s)_l+335 (Pt+l) * o (Pt+1) <9
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0 o) s
Figure 1: FEquilibres et épargnes

Si I’équilibre est & épargne positive alors ¥/(s) est inférieur & un. Si
I'équilibre est & épargne négative alors ¥'(s) est supérieur a un. Ceci montre
que |'avantage retiré par un agent d’une épargne non nulle est pondéré par
l'avantage stratégique qu’il a & manipuler les prix.

Considérons un équilibre avec épargne positive. Pour analyser l'effet

Sparé i 2 L2 (B ) 2R _1
séparé sur P, supposons que P, soit fixé, alors 3o; (P.H = Gor Pt
De I'équation (6) qui exprime le prix en t nous obtenons g—ff = —_n—i:.
Compte tenu de l'expression de v, nous avons -?f"- = —VP;T, soit, & Py

fixé, ¥i(s,) = Pﬁ: (1-%)-
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A S Rd @ (P \_ _ P 9Py
De méme, supposons que P soit fix¢ alors 7 (P'd) = P oe
De Pégalité (7) nous obtenons %’i = m+ (%%S + Pz). En remplagant

gf et pey1 par les expressions données précédemment et compte tenu de

I'égalité 2e: P—'— le calcul donne, & P, fixé, ¥}(s¢) = % (1-4).

Le facteur (1 — —,) représente donc la combinaison des effets sur les
prix. Le carré provient du double effet et le facteur (1 - ‘lv) mesure le degré
de concurrence sur les marchés.

4 Le modéle “achat et vente”

Dans ce paragraphe nous allons montrer qu’un équilibre dans le jeu
“achat ou vente” est un équilibre dans le jeu “achat et vente”. Considérons
I’ensemble des stratégies de I'agent ¢ né en ¢t défini par:

{ be: qt,e;H,zZ“) € Ry x [0,w1] x Ry x [0,w2]/ (14)

si (‘If: ZZ-{-I) = (07 0) alors (bivei+l)) = (0,0)}

Si 4 la date £ ou L + 1 les décisions d’offre physique et de signal en
valeur sont toutes deux strictement positives cela signifie que I’agent est & la
fois offreur et demandeur du bien. Dans cet ensemble de stratégie un agent
peut agir simultanément sur les deux cotés du marché et créer des ventes
excessives.

Les stratégies des autres agents nés a la méme date ¢ sont notées g, :

Le profil des stratégies des agents nés en ¢ est noté &, = (5,5, ) € 3, =
M Biet T c B

A part cette modification de I’espace des stratégies le jeu est le méme.
Néanmoins, en opposition avec le modele “achat ou vente”, il existe des
équilibres du jeu “achat et vente” dans lesquels les marchés sont actifs mais
oll ’épargne agrégée est nulle, S, = 0 pour tout ¢, ce sont des équilibres sans
échanges intergénérationnels.

Lemme 3 Considérons les stratégies “achat et vente” des agenis nés en

t—1,tett+1:64-1,0:,0i41 € Ty X )3, X ZH.; Conszderons un agent i

né en t. Pour les stratégies des autres agents, 6,—1,0; °, G141 firées, il existe

une stratégie “achat ou vente” oi € T} au moins aussi bonne en lerme

d’utilité que la stratégie &} € &3.

Démonstration

i) Si le marché A; ou Ayy1 n'est pas actif avec les stratégies Gy-1,5¢,0:41 alors
pour l'agent i né en t la stratégie o} = (0,0,0,0) donne une utilité supérieure
ou égale A celle qui résulte de la stratégie 5} 2 Zj.
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ii) Si les marchés A, et A,41 sont actifs avec les stratégies &, 1,&:,0’:+1 Nous
pouvons opérer le changement de variable du paragraphe III.1 qui introduit

I’épargne réelle de I'agent i néent:si =g ; P' £ et qui donne une utilité égale.
=]
Lemme 4 Un équilibre dans le jeu stratégique de marché avec les ensembles
de stratégies T, est aussi un_équilibre dans le jeu stratégique de marché avec
les ensembles de stratégies L,.
Démonstration

Soit (07);=1%, 07 2 B¢ un équilibre dans le jeu de marché “achat ou vente”.
Par définition il vérifie pour tout ¢ et tout i 'inégalité:

- i —i . . i _—ie = i i
U (at—l’at,:ol ’lat+l) 2 U (Ut—lvahat lat+1) pour tout (7: 2 E:

En application du lemme 3, pour toute stratégie &} 2 i, étant donne&
les stratégies des autres joueurs {(o;_;,0; *,0:11), il existe une stratégie ; 2 T
telle que:

» ~1 . —1 - — - ~1 .—7 -
U(U,_l,at,at »U¢+l)~—U('7¢—h‘7u0'¢ :0t+|)

L'utilité retirée de cette stratégie &; 2 ! est, par définition, inférieure ou
égale A celle de la stratégie de 1’équilibre, donc

* L -1 - » -1 .—1 » -3 i
U(Gt—l’at , 01 ,am) =2U (o:-l.at.«n ,am) pour tout 7; 2 ¥

[a]

5 L’équilibre symétrique non stationnaire
avec épargne positive

Considérons un équilibre qui vérifie s} = s, > 0 pour tout ¢ €] —
00, +00] et tout i. Ceci va nous permettre de rapprocher les dynamiques de
I’équilibre de concurrence imparfaite du jeu de marché de celles de 'équilibre
concurrentiel d’'une économie différente.

5.1 Caractérisation de I’équilibre dynamique

Proposition 2 4 [ "équilibre symétrique avec épargne positive 'offre de mon-
naie est la méme & cheaque période et pour chaque agent, e > 0 pour lout |
et toul 1.

Démonstration

Reprenons la propriété 3 de 'équilibre : I'épargne agrégée a chaque date est
égale & une constante M avec P,.S; = M pour tout ¢. Pour un équilibre avec
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épargne positive M sera posn;lf Considérons un équilibre symétrique nous avons
alors P,s} = " , pour tout <.

La st.rategle d’équilibre avec épargne positive d’un agent i né en ¢ est
(0,s%,€i+1,0). Sa contralnte de budget intertemporelle est Psi > el,,. La pro-
priété 2 montre qu’a I'équilibre la contrainte de budget des agents est saturee, nous
avons donc P;s; = ef,;. Nous obtenons ainsi la suite d’égalités Psi=el_=e=
& pour tout ¢ et tout i.

o

L’équation récurrente qui caractérise la trajectoire d’un équilibre
symétrique avec épargne positive porte ainsi sur la seule épargne réelle.

Proposition 3 A Uéquilibre symétrique avec épargne positive, le revenu
marginal de seconde période vérifie :

St+1 1 2
N =2t (-
(ot S ( N )
Démonstration

A Yéquilibre symétrique avec épargne positive la stratégie d’un agent né en
t est (0, s, e,0), ce qui donne

B: = Ne
T =(Nj s
Ag.{,] =-'(N| 1)8

petr = NS

, . . BrveAes1 e .
L’expression du revenu marginal, ¥;(s;) = ((BH_,\':"');';‘; ’L‘_"“), , devient
\Il'(s)——‘st“H l'i2 o
Lt St ! N
Proposition 4 Considérons e > 0 et une suite (at)t_ 2, avec oy €]0,w|.
La suite des stratégies ((0'1),-_ N) —m ZZ avec o} = (0, s,€,0) pour tout i
constitue un équilibre symétrique si et seulement si la suite (at)t_ 2 vérifie

pour tout t l’équation :

2
s 1
Ué(wl — 8t ,wa + St41) = gl (1 - W) U[,(w, — Sy, w2 + St+l)

Démonstration

La stratégie d’ equlhbre avec une épargne positive d’un agent i né en ¢ est
(0, si, el 41,0). La condition nécessaire et suffisante de I’équilibre est :

Ue, (wl 1 ostywe + \Pi.e(3§)) =} (s1)Ua,,, (Wl i st,we +\Pi,t(sf))
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avec W;(s) = —Pﬁ—lsﬁ. Par définition, le prix en ¢ est P, = £ et en t+ 1,

+<— nous avons donc 2tk = P De cette derniére égalité nous obtenons
41 st Peyy

W¢(st) = s141. Enfin, la proposition 3 nous donne.¥j(s,) = 2t (1 ; ,—t,-)z

P =

5.2 Equation de la dynamique de concurrence imparfaite

Considérons le cas séparable, U(c, d) = u(c) + v(d). La condition d’é-
quilibre décrit une suite de s; > 0 qui vérifie ’équation :

2
1
st (wy — 81) = 8441 (1 - N-) v'(w2 — s1+1) avec s; € [0,w | (15)

L’équilibre stationnaire de cette économie vérifie I’égalité précédente
avec $; = 8 soit :

1\2
w'(wy — 8) = (1 - N) v'(w2 + s) pour s € [0,w|

u'(wy—8

losts) L’équilibre stationnaire symétrique, 3, doit alors

posons G(s) =
vérifier G(3) = (1 - ﬁ)2 La fonction G(s) est croissante par rapport & s.
Pour avoir un équilibre non autarcique il faut vérifier G(0) < (1 — ﬁ)z

Il est possible d’indicer la quantité d’équilibre stationnaire par le nom-
bre d'agents présents dans 'économie : §y = G~! ((1 - -,%,-)2) et §y est une
fonction croissante de N.

Cela illustre la caractéristique standard de la concurrence imparfaite
ou le volume des transactions est inférieur au volume concurrentiel. Aussi
quand N tend vers 'infini, cet équilibre symétrique stationnaire correspond
a I’équilibre concurrentiel.

Pour caractériser les trajectoires des équilibres non stationnaires po-
sons les fonctions F', Hy, Hep telles que:

F(sy) = siu'(wy — 51)

1\2 1)?
Hy(s141) = 5041 (1 - ﬁ) V(w2 + Se41) = (1 - N) Hep(st4+1)

La fonction F est une fonction continue et strictement croissante de [0, w;{—
[0,00( et Hy, et Hcp sont des fonctions continues de [0, co[— [0,00[. Hcp
caractérise la concurrence parfaite. La relation (15) devient :

S = F_l OI’IN(SH..l)
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On retrouve ici la formulation de la dynamique arriére de prévision
parfaite de I’équilibre de concurrence parfaite de Grandmont(1985), ot F~'o
Hyn(s141) = xn(st+1) est la fonction d’offre des agents, avec un facteur

2 , .
(1= %) supplémentaire.
Cette relation d’équilibre peut étre aussi obtenue en considérant une

économie concurrentielle avec des agents identiques et une fonction d’utilité

2 o . Les
de la forme: u(c) + (1 ~ #)” v(d), c’est a dire en présence d’une préférence

pour le présent supérieure & un. Dans ce cas, comme avec la concurrence
imparfaite, 1'épargne de premiére période est moins importante que dans
une économie concurrentielle avec préférence pour le présent égale a un.

Conclusion

Le modéle “achat ou vente” que nous avons utilisé focalise I'attention
sur les aspects stratégiques de I’équilibre. Nous montrons que l'existence
d’un équilibre symétrique, stationnaire et non autarcique dépend du degré
de concurrence sur les marchés, et qu'un pouvoir de marché trop important
conduit & I'autarcie.

S'il est possible de rapprocher I’étude de la dynamique de I’équilibre
de concurrence imparfaite de celle de la concurrence parfaite de Grand-
mont(1985) il reste & poursuivre ce travail.

Nous avons considéré une économie simple & un bien avec des agents
symétriques. Il est possible de prolonger ce travail dans deux directions.
D’une part en considérant des agents hétérogénes, la question est de sa-
voir dans quelle mesure I’argument de manipulation des prix qui conduit a
’inactivité des marchés tient, et d’autre part en considérant plusieurs biens.
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Annexe

Démonstration de la proposition 1.

Vérifions que la fonction ¥;(s) est strictement concave. Sa dérivée
est : Bi ivi .
Al 1
llli,t(s) — : :’Yz c+1#¢f1 — >0
((8F + Xis1) s + A1)

La dérivée seconde est négative: ¥, < 0.

Soit la fonction
His: R— R?
s — (w1 — s,w2 + i ,(s)) = (f(s). gi,1(s))

alors V;4(s) = U o Hiy = U (f(s),i,:(5))-
Soit A €]0, 1{, 51 € (w2, w1] €t s2 € [~w2,w1], 51 # 52 alors

Hie(Asy+ (1= N)s2) = (f(Asy + (1 — A)s2), gi,e(As1 + (1 = A)s2))
= (Mf(s1) + (1 = AN f(s2), gie(As1 + (1 — N)s2)))

car f est linéaire.
Comme g;; est une fonction croissante et concave il vient

git (Asy + (1= A)s2) > Agis(s1) + (1 — A)gie(s2)

La fouction U{c, d) est strictement concave et croissante par rapport
a ses deux arguments donc:
Vit (As1 4+ (1- A)sp) =
UoH;, (Asl + (1 - )\)82) =
U (Af(s1) + (1 = A)f(52): Agie(s1) + (1 = A)gi,e(s2))
Comme U est strictement concave nous avons
U{(Af(s1) + (1= M) f(s2), Agie(s1) + (1 = N)gie(s2)) >
AU (f(s1). gia(51)) + (1 = AU (f(52), 93,6 (52)) = AViu(s1) + (1 = A)Vie(s2)

=}
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