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Résumé

Dans cet article, nous présentons un ensemble de résultats récents sux les processus empiriques
multidimensionnels dans le cadre classique. Le théme central de notre étude est le comportement
asymptotique global, aussi bien faible que presque siir, des processus corrigés. Nos résultats
principaux concernent les limites fortes pour les supréma et les conditions nécessaires et suffisantes
pour Pexistence d’une loi limite fonctionnelle forte et faible. En outre, nous esquissons quelques
généralisations et applications.
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1 Introduction

Dans cet article nous voulons présenter un apergu de quelques résultats récents sur les
processus empiriques multidimensionnels. Les résultats sont présentés dans le cadre
traditionnel: nous ne nous occupons pas de classes de type Vapnik—Cervonenkis, voir
Dudley (1978, 1984), Alexander (1982,1984), et nous basons notre étude sur une
inégalité exponentielle de probabilité au lieu d’utiliser des approximations fortes, voir par
exemple Komlds, Major & Tusnddy (1975), Berlinet (1984), Mason & van Zwet (1985),
Csorg et al. (1986). (En outre les techniques d’approximation forte ne semblent pas
actuellement suffisamment puissantes dans le cas d’une dimension supérieure a 1.) Nous
ne nous affranchissons pas non plus de ’hypothése d’indépendance; voir par exemple
Balacheff & Dupont (1979, 1980), Harel (1980).

Pour préciser le cadre de cette étude considérons une suite X, X;, ... de vecteurs
aléatoires indépendants et identiquement distribués, definie sur un espace de probabilité
(Q, %, P). Sans perte de généralité nous supposons que les X; sont a valeurs dans (0, 1)%,
oll d =1 est arbitraire mais fixé. Soit F la function de répartition de la loi commune des
X, notons [0, 1] =I¢et

o 1&
E,(t)=;§11[o,,1(Xi), tel’, 1.1)

la function de répartition empirique. Le processus empirique, objet de notre étude, est
défini par

UE(t) = n¥(E,(t) - F(1)), tel® (1.2)
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Nous nous servirons d’une terminologie bidimensionnelle de sorte que, par exemple,
nous parlerons du carré (fermé) pour indiquer /%. Nous notons

e=(1,...,1), [t|l=t:X... Xt (1.3)
L’égalité et convergence en loi sont notées respectivement par
L’égalité en distribution o (1.4)
nE,(t) ~ Bin (n, F(t)), tel, (1.5)
entraine immédiatement les propriétés élémentaires locales suivantes:
U= N (0, F()(1 - F()), n—>c; (1.6)
n® |UE(t)|—0, n—, pour tout ¢ <0, 1.7

presque slirement,
En plus, il est immédiat que

U? s’annule sur la borne inférieure {f € I: |t| = 0} et au sommet ‘nord-est’ e du carré.
(1.8)

De ces propriétés locales émerge le théme central de cette étude: le comportement
asymptotique global, faible ou presque stir, des processus corrigés

Unl{q(F)§(1=F)} surl%, (1.9)
ol les fonctions correctrices g, § sont toujours dans ’ensemble
9*={q:]0, 1]— [0, »), continue, non-décroissante}, (1.10)
ou dans ’ensemble plus restreint
2={qe2*:()"#q(.) non-croissante sur (0, 1]}. (1.11)

Au vu de (1.8), les fonctions correctrices dignes d’intérét s’annulent au point 0, mais nous
ne voulons pas pour autant exclure le choix g =1, § =1 qui correspond au processus non
corrigé.

Dans le paragraphe 2 nous énongons P’inégalité fondamentale précédemment évoquée
dans lintroduction. Les résultats principaux sont réunis dans le paragraphe 3, lui méme
divisé en quatre parties: Généralités, Théorémes limites forts pour les supréma,
Théoré¢me limite fort fonctionnel, Théoréme limite faible fonctionnel. Dans le paragraphe
4, enfin, nous esquissons quelques extensions et généralisations dans la premiére partie,
alors qu’une seconde partie est vouée a I’énumération de quelques applications. Nous ne
voulons pas lasser le lecteur avec les démonstrations parfois trés techniques et préférons
nous limiter & quelques idées directrices essentielles, renvoyant, le cas échéant, & la
littérature écrite sur le sujet.

2 Outils

Fixons z €e N, d € N. Pour tout x € N tel que x <z soit §, une variable aléatoire dans
R telle que E(E,)=0 et Var (&) = 02<c. Supposons que les &, soient indépendantes.
Introduisons les sommes partielles

S,=2 &, yeN:y=g, (2.1)

x=y
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et écrivons

o*=Var (S,) = 2, o2 (2.2)

x=z

Pour la démonstration de I'inégalité suivante voir e.g. Klesov (1983) ou Einmahl (1987).

TutorEME 2.1. Pour tout A€R on a

P(max s, >x> <2°P(S, = A — d(207)). 2.3)
y<z
Soit N% un processus de Poisson sur I¢ d’intensité E(N%(t)) = nF(t), t € I°. Notons
ZE®) =n"¥NE@®) —nF(), tel, (2.4)
le processus standardisé. Nous avons la relation
U~ (ZF| Ni(e) =n), sur I, (2.5)

qui nous permet de ramener I’étude du processus empirique a I'étude du processus de
Poisson standardisé, ayant des accroissements indépendants.
Fixons t = (14, . . ., t;) € I? et, pour tout k € N, fabriquons le quadrillage

@,}k = {2_k(m1t1, ey mdtd): m; € {1, ey 2k}} (2.6)

du bloc [0, ¢]. En utilisant 'indépendance des accroissements du processus Z7 il découle
facilement du Théoreme 2.1 que, pour tout A € R,

P(m;x + Z7(s) = A) <2P(£Z7(t) = A — dRF(D)). @.7)
S EXy &

Si I’on prend la limite pour k>, on arrive &

P<sup + Z5(s) = A) <2P(£Z5(t) = A— dQF(D)), AeR. 2.8)
st
Une modification d’une inégalité de Bennett (1962) pour la loi binomiale entraine que
P(£ZI(f)=A) <sex ( A (—-—-ii-)) A=0 (2.9)
nZN=EXPore Y\RiFR/) ) AT :

ol la fonction y: [0, ©)— [0, ») est donnée par
A
W(h) =242 j log(1+0)do, >0, w(O0)=1; (2.10)
0

voir Shorack & Wellner (1986), Ruymgaart & Wellner (1984). Enfin, on peut déduire de
la relation (2.5) que

P(sup + Ut(s) = ,1) < 2p(sup + Z5(s) > A), AeR, @.11)
s=r st

voir Pyke & Shorack (1968) ou encore Ruymgaart & Wellner (1984). Le théoréme
suivant est une conséquence immédiate des résultats partiels contenus dans (2.8), (2.9),
(2.11). Nous avertissons le lecteur que ce théoréme est particuliérement utile pour les

petites valeurs de F(¢).

THEOREME 2.2. Inégalité fondamentale. Pour tout teI? tel que 0<F(t)<3, tout
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e€(0,1) ettout A=00na

rlapon=i)<con (S (mg)) e

ot C € (0, ») ne dépend que de d et &.

3 Résultats principaux

3.1 Généralités et notations

Bien que dans le paragraphe précédant nous n’ayons imposé aucune condition sur la
répartition F, dans ce paragraphe nous attacherons a ’étude du cas particulier de la loi
uniforme sur le carré, c’est a dire nous choisissons

F(t)=1t|, tel% (3.1)
nous écrirons simplement
Ul=U,, siF vérifie (3.1). (3.2)

Nous verrons plus tard dans le paragraphe 4 que nos résultats resteront vrais, & quelques
modifications pres, si la loi F reste voisine de la loi uniforme.
Les fonctions correctrices utilisées dans la section 3.2 seront de la forme

q(o)=0% o0€[0,1], ael0,1]. (3.3)

Remarquons que la fonction o+ 0% o€[0, 1], est élément de 2 si et seulement si
0= «w=<3. En plus, nous y aurons besoin des nombres 8,, pour o >0 définis par

Bs(log B — ) +1=0"" et B,>1. (3.4)

Dans la section 3.3 il est plus naturel de supposer que ¢ appartient a ’ensemble, voir
(1.12),

'__(log(1/0)) }
= : < .
9 {qeﬂ foqz(o)loglog(l/a)da o, keNy, (3.5)
alors que dans la section 3.4 les classes de fonctions, voir (1.10),
1 P
9= {q € :f lexp (M> do < oVA > O}, (3.6)
o O g
v . 49(0) : }
) {q €2 Totog (1/0)),‘}%—-)00, si 0l0, keN, (3.7)

sont plus appropriées.

L’inégalité suivante, qui nous sera trés utile dans certaines démonstrations, est une
inégalité globale qui se déduit assez facilement de I'inégalité locale (2.12). Cette inégalité
est valable pour une large famille de fonctions correctrices g € 2*, qui non seulement
contient la classe 2 mais aussi les fonctions de la forme (3.3) pour tout a €0, 1]. Pour
tout £ €(0,1), 0<p<y=<3(1-¢)et A=0 nous avons

-8} (log (1/6))* ! exp <—(1 — §)A*q*(0) . (A‘I(ﬁ)» do.
n

1—£)8 g 20 %B

P(,sup 10,01/a)>4)<C]
(3.8)
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3.2 Théorémes limites forts pour les supréma
Nous rappelons que les processus non-corrigés verifient la loi du logarithme itéré
(Kiefer, 1961); nous avons, presque sirement,

lim sup sup LA :
n-sw teld (log lOg n)i

[XI

=27 (3.9)
Le théoreme suivant, dont la démonstration est trés technique (Einmahl & Mason,
1985), nous informe du comportement du suprémum de certains processus corrigés dans
le carré entier. Dans cette section nous prendrons § =1 de sorte que notre étude se
concentre sur le comportement des processus pour |¢| petit.

THEOREME 3.1. Carré entier. Soit {a,} une suite de nombres positifs et soit 3 < a<1. Si

had 1 d—1 = 0
A 1 —) { ’ 3.10
,,21“(°gan <wetna, |, (3.10)
nous avons, avec probabilité 1, respectivement
1
. niayg |U,(t)| [=°,
imaup sp =2 g @)

Par exemple, si 'on prend a,=1/n, a =3 il suit que n%a,‘f =1 et par conséquence on
trouve lim sup = . Si, par contre, on choisit a, = (1/n)**® pour un 6 >0 et «=} ona
nia% = (1/n)®? de sorte que lim = 0. Le théoréme nous dit que, pour % < @ <1, il n’existe
pas de standardisation propre pour obtenir une loi du logarithme itéré.

La situation est différente pour 0 < & <31. Nous verrons dans la section 3.3 qu’il existe
méme un théoréme limite fort fonctionnel pour une classe de fonctions correctrices qui
contient les fonctions {o(1 — 0)}* pour 0< & <3.

Au vu des résultats du Théoréme 3.1 les deux questions suivantes se posent
naturellement.

(a) Existe-t-il une loi du logarithme itéré pour la restriction du suprémum au centre
{tel”:0<a,<|t|) du carré? On maintient le choix }<a =1, les valeurs
0= o <3 n’étant pas intéressants a cause de ’existence d’une loi du logarithme
itéré dans le carré entier.

(b) Existe-t-il une loi du logarithme itéré pour la restriction du suprémum & la borne
inférieure {t € I: 0<|t|<a,} du carré? Dans ce dernier cas on prend 0 < & <3,
le choix 4 < @=1 n’étant pas intéressant parce qu'il découle assez facilement du
Théoréme 3.1 qu'il n’y aura pas de loi du logarithme itéré dans la queue. Voir
aussi (3.4) pour la notation.

TutorEME 3.2. Centre du carré. Soit 3 < a <1 et supposons que les a, € (0, 1) vérifient
la condition :

na
lim —2—= 0, «). .
nl—I};lolOg logn ce(0 =) (3-12)
Alors on a, presque siirement,

lim sup su ni* U, (0)
n-mp |r|>Ia),, (loglog n)*~*|¢|~

= max {c*~*(Bou — 1), @(d + Dy - @)} (3.13)

Démonstration. La démonstration que le membre de droite de (3.13) est borne
superieure presque sGrement repose en grande partie sur P'inégalité (3.8): nous prenons
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q(.)=(.)% et nous remplagons A par An *=3. 1l nous reste & montrer que le membre de
droite de (3.13) est également borne inférieure presque sirement. Voir Einmahl (1987)
pour les détails. d

La formulation du théoréme suivant sera facilitée par I'introduction d’une suite {k,}
non-décroissante de nombres 0 <k, <n, n €N, pour lesquels nous définissons

a, = {nk{~2@)(log log n)V®N "1, 0<a <3 (3.14)

Pour la démonstration, qui ressemble 2 celle du Théorgme 3.1, nous renvoyons le lecteur
a Einmahl & Mason (1988).

TuEOREME 3.3. Borne inférieure du carré. Soit 0 < ¢ <3. Si

S alogWa) {27 o (.15)
nous avons, avec probabilité 1, respectivement
b-a =

lim sup Osi}iﬁn/,,(%) Eﬁﬁﬁ{s o (3.16)
Prenons ensuite o =0. Si
—0etk,/nlo0,
—ce (0, »), (3.17)
—wetk,/nl0,

k,
loglogn

nous avons, avec probabilité 1, respectivement

=c}(Bey — 1), - (3.18)
< (2d)%.

limsup sup
n—o  0<|t|<k,/n

(ﬁ)* LAG)
k,/ (loglogn)}

3.3 Théoréme limite fort fonctionnel

Soit D, I’espace des fonctions ‘cadlag’ sur I, defini par example dans Neuhaus (1971)
et p la métrique sur D, induite par le suprémum. Wichura (1973, Théorgme 6) a
démontré que

la suite {U,(2loglogn)~3} jouit avec probabilité 1 des propriétés suivantes:
elle est relativement compacte par rapport a p, alors que I'ensemble de ses (3.19)
points d’accumulation coincide avec X,

oil X est Pensemble des fonctions f € D, pour lesquelles

f()=0 pourtel:|t|=0, f(e)=0; (3.20)

il existe f': I~ R telle que f f'(s)|ds|=f(), tel? (3.21)
[0,£]

f; S OPld <1, (3.22)

Pour la généralisation suivante du résultat (3.19), qu'on peut trouver aussi dans
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Alexander (1982), nous aurons besoin de ’ensemble suivant, voir aussi (3.5):
f0) } .
%,~={—-——,————-, eX;, q, el (3.23)
“=\gimaa—n < Hp 1

Remarquons par avance que dans la démonstration, nous faisons usage des Théor@mes
3.1et3.2.

THEOREME 3.4. Soient q, § € 2. Avec probabilité 1 les termes de la suite
Un(.) }
= 3.24
o ey 29

appartiennent a Dy, alors que la suite est relativement compacte par rapport & p avec J, ;
collection de points d’accumulation<>q € 2,1, § € Zo.

Démonstration. Limitons nous a la partie ‘<=’ et portons notre attention sur la queue
gauche en prenant § = 1. L’analyse de la queue droite s’effectue de fagon analogue.

L’idée directrice est de prouver qu’il existe, pour tout £ >0, 0<d = 8(¢g) <1 tel que,
presque slirement,

limsup su LAQI

B 10| R 2
H—so os|z|sa(loglogn)%CI(|tl) ’ o)

Non seulement on déduit alors de ce résultat que les termes de la suite (3.24) sont
éléments de D, presque sfirement, mais également on en déduit I’énoncé correspondant a
la partie ‘<’ du théoréme qui s’obtient immédiatement a 1’aide du résultat (3.19) pour les
processus non corrigés.

La démonstration de (3.25) se fait en deux étapes. D’abord on montre que, presque

siirement,
limsup sup )]

moe® 0<inn-1 (log log n)iq (i) (3.26)

En écrivant a, = n"/{(n loglog n)q*(n %)} il est clair qu’il suffit de prouver que, presque
slirement,

lim (na,)? sup I-U,"Tl(%t—)—l ={. (3.27)
n—ro teld

Ceci suit du Théorgme 3.1 (a =3), parce que

L]

2 a(log (1/a,))* " <o
n=2
et na, | .
11 nous reste a vérifier qu’il existe, pour tout € >0, 0< 6 = §(g) <1 tel que, presque
sirement,
|Ua ()]

li —t =g, )
meup fuP  Goglogmybq (i) - (3.28)

Maintenant nous aurons recours au Théoréme 3.2 (¢ =4%) qui donne (a,<n7}) que,
presque sirement,
|Un(0)]

i — T = i .
limsup $9P_ (loglogn)iyt ~ X4+ 1) (3.29)
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On en déduit la validité de (3.28) parce que g € 2,_, = 2, entraine

lim g(0)o ™% = o,

ol

selon James (1975, Lemma 2.1. (ii)). O

3.4 Théoréme limite faible fonctionnel

Il est bien connu (Neuhaus, 1971) qu’il existe un processus Gaussien centré U,
déterminé par la fonction de covariance E(U(s)U(t))=s At —|s||t| (s, t €I?) tel que
U,= U, si n—>, dans D, muni de la topologie de Skorokhod. Selon la construction de
Skorokhod il existent U,, U sur le méme espace de probabilité, tels que U, ~ U, U~U
et, presque slirement,

lim sup | ,(¢) ~ U ()| =0. " (3.30)
n—o te d

Nous rappelons la notation (3.6) et (3.7).
THEOREME 3.5. Soient q,§ € 2*. On a

, 10.() = U(®)l

p-lim sup ——————*

e et q(J1))G(1 - |¢)

ou ‘p-lim’ signifie convergence en probabilité.

=0&qe2j,, §{e2i, (3.31)

Démonstration. Limitons nous a la partie ‘<<’ et considérons séparément la borne
inférieure et le sommet du carré.
Pour la borne inférieure choisissons 0 < § <1,

Bn=(d =Dl (n(logn)™ D™, v,=q*(l/n), ce(0,x)

et rémarquons que . B
|Un(t) — U(t)| 2
sup ————————x= > YV .. 3.32
ek () PR (3.32)

ol les variables aléatoires Y,, sont données par

Y= s Ut ), Y= 7

1= s GOV, Y= sip  10,0)l/qlD),

Ys= sup |0.(01/q(t]), Yu= sup |O@)/q(el), (3.33)
Yn<ltl<d o=(tj=é

Y.s=sup |U,() = U()|/q(5).

De fait que pour n et c suffisamment grand, il n’y a pas d’observations dans la région
{teI*:0<|t|<pB,/c} avec grande probabilité on voit facilement que les Y,, convergent
vers 0 en probabilité si n— o, c—>», A Paide de Pinégalité (3.8) on voit a la fois la
convergence vers 0 en probabilité des Y, ,, pour tout c € (0, »), si n— » et la convergence
vers 0 en probabilité des Y,3, si n—>», 6}0. Les Y,,, qui ne dépendent pas de n,
convergent vers 0 en probabilité, si 6 | 0, selon Orey & Pruitt (1973, Théoréme 2.2). La
convergence vers (0 en probabilité des Y,s, pour tout 8, si n— o étant immédiate de
(3.30), nous avons établi la convergence vers 0 en probabilité de la suite des supréma du
membre de gauche de (3.32).
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Pour I'étude au sommet, introduisons la notation

sD=(1,...,1,81,...,1), sel01], (3.34)
ottil y ont en s? j— 1 et d —j 1s, respectivement,
UP(s) = Un(s?), se[0,1]. (3.35)

On peut se convaincre assez facilement que I’étude des processus U,(¢), pour |¢| grand, se
réduit a I’étude des processus UY(s), pour s petit. Les processus U 0) étant unidimension-
nels, le résultat pour la borne inférieure que nous venons d’établir nous permet d’arriver
tout de suite & la conclusion désirée. Pour une démonstration détaillée voir Einmahl,
Ruymgaart & Wellner (1988). |

4 Extensions, généralisations et applications

4.1 Extensions et généralisations

Le module de continuité. Soit [s, t] un bloc dans I, s, t € I avec s <t. Notons

Un(ls, ¢1) = n3(E.([s, 1)~ |t = s]), - @4

S

ou

E(ls, ) = (Un) E 1.(X)

et |t —s| désigne la mesure de Lebesgue du bloc. Le module de continuité du processus
empirique uniforme, défini par

0n(@)= sup [U(s, DI, ac[o,1], 42)

est un caractére important du processus qui joue un rdle dans la convergence faible et
aussi dans la théorie de l'estimation non paramétrique de densités. Dans Einmahl &
Ruymgaart (1987) le comportement asymptotique presque siir de w,(a,) a été établi pour
un spectre complet de suites {a,}. Voir aussi Stute (1982, 1984).

Paramétrisation par des blocs. Dans la notation (4.1) nous avons
U, ([0, (D =U,(¥), tel’ (4.3)

Par conséquence on peut interpréter le processus paramétrisé par les points ¢ € I comme
un processus paramétrisé par les quadrants [0, f] =% Plus généralement on peut
paramétriser le processus par les blocs [s, {] = I?. Toujours dans le cas uniforme cela nous
meéne a I'étude des processus

Un(ls, 1)

q(jt—shg—lt—sl)’
Une restriction du genre |t—s|=¢g, sera nécessaire pour éviter que les blocs se
concentrent autour d’une observation de telle maniére que le dénominateur de (4.4)
tende vers 0 alors que le numérateur est de l'ordre n~2 Ceci est lié 2 la forme
géométrique des blocs. Pour le reste, on peut ramener 1’étude & celle de processus
paramétrisés par des points, grace a la remarque suivante.

Posons

pour s, te I |t—s|=¢, (0, 1). (4.4)

K=(1_Xi1:"-)1—Xvid:‘Xi1)--':Xid)=(e—Xvi)X'i): lEN
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et soit G la fonction de répartition de la loi des Y}, c’est a dire:

u+t—e|, pour (u,t)el’xI*avecu+t=e,

= 4.5
Gl 1) {0, autrement, (4-3)
soit G, la répartition empirique des Y3, . . ., Y, et, enfin, notons
Vi(u, ) =n¥(G,(u, 1)~ G, 1)), (u,t)eI*xI%, (4.6)
le processus empirique correspondant. On vérifie facilement les identités
|t—s]=G(e—s,1); s tel’ s<t, @7

Us, )=V, (e—s,t); s tel:s<t
Voir Einmahl (1987) pour les détails.

Densités arbitraires. On peut s’affranchir assez facilement de I’hypothése d’uniformité
de Ia loi sous-jacente. Dans la présentation des résultats comme dans leur démonstration
des modifications mineures suffisent, & condition que la répartition F posséde une densité
continue f, relativement a la mesure de Lebesgue, telle que

O<m=inff(t)ssupf(t)=M <o (4.8)
teld teld
On trouvera des détails sur ce point dans Einmahl (1987).
Processus a sauts aléatoires. Considérons une suite de vecteurs aléatoires indépendants
et identiquement distribués (X;, ¥}), (X;, ¥3), ..., tels que les X; sont des vecteurs

d-dimensionnels dans I? et les ¥; des variables aléatoires 4 valeurs dans une partie bornée
de R. Soit

M) = E(Ylpn(X), Q) =E(¥ilpq(X)), tel’, (4.9)
M,(t)= %é Yilpoa(X), tel (4.10)
11 est évident que
E(M,(t))=M(), tel’ (4.11)
Nous définissons le processus empirique suivant
W,(t) = ni(M,(t) — M(t)), tel® (4.12)

Remarquons que W, = U, si les variables Y; sont dégénerées & valeur 1.

L’étude de cette généralisation du processus empirique classique est basée sur une
relation entre le processus empirique composé et le processus de Poisson composé,
analogue 2 celle qui existe entre les processus non composés et qui nous a été si utile dans
le paragraphe 2. Les processus de Poisson composés ayant toujours des accroissements
indépendants, I'inégalité (2.3) s’applique également a ces processus ce qui nous permet
d’utiliser les méthodes développées dans le paragraphe 2. Nos résultats, cependant, sont
moins précis; en particulier nous nous limitons a des fonctions correctrices de la forme
Q“(t), te I pour & € [0, ]. Pour les applications il est intéressant de remarquer que

M(t) = f[ , t]E(Y,- | X, =s)dF(s), tel, (4.13)

si F est la fonction de répartition commune des X;. Pour plus de détails, voir Einmahl &
Ruymgaart (1986), ainsi que § 4.2.
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Processus de Poisson. Le processus de Poisson a été utilisé dans notre étude des
processus empiriques. Naturellement des résultats analogues s’obtiennent par les mémes
techniques pour les processus de Poisson standards. En fait (2.7) nous fournit déja
Pinégalité fondamentale pour les processus de Poisson.

4.2 Applications

Estimation non paramétrique de la densité. Soit X,, X, ... une suite de vecteurs
aléatoires indépendants et identiquement distribués dans R¢, de fonction de répartition
commune F. (Nous nous servirons de la notation habituelle, bien que maintenant les
valeurs des X; ne soient plus limitées au carré I°.) Supposons que F ait une densité f,
suffisamment lisse, par rapport & la mesure de Lebesgue. Soit [, =(4,, ..., 4,) e RY,
A, € (0, ) et définissons I'estimateur ‘naif’ de la densité par

1 n
Fx)= 7iin Z L, e+0)(X), x€R% (4.14)

Ecrivons 1
E(ﬂ(X))=§7r|Z—|F([x—ln,x+ln])=fn(x), x R, (4.15)
ot F([x —1,, x +1,]) = P(X; e [x — I, x + 1,]); voir aussi la notation dans (4.1).
Pour la convergence uniforme presque stre des f, vers f, le comportement de

sup 1)~ A0 = 57 S0p V(e ~ oo + 1) = Fx =Ly x4 LD (416)

est d’'une importance essentielle. Aprés réduction par transformation dans le carré I, on
raméne le probléme a une question pouvant &tre abordée grice 4 nos résultats sur le
module de continuité; voir § 4.1.

Estimation non paramétrique de la régression. Soit (X, Y}), (X3, Y3), . .. une suite de
vecteurs aléatoires indépendants et identiquement distribué tels que les X, sont des
vecteurs d-dimensionnels dans R? et les Y; des variables aléatoires 2 valeurs dans une
partie bornée de R. Soit F la répartition commune des X;. Utilisant les notations et les
hypothéses précédantes définissons

1 n
/ An(x) = s 2, Vil ) (X)), X €RY, (4.17)
2 |ln| N =1
et puis I'estimateur ‘naif’ de la régression, voir aussi (4.13),
M, (x) = ?"(Ecx)) , xeR% (4.18)

L’étude de {1, se fait de fagon peu ou moins analogue a celle de f,, 4 1'aide des propriétés
des processus W, dans (4.12); voir Einmahl & Ruymgaart (1986).

Blocs aléatoires. En combinant les résultats évoqués précédemment sur le module de
continuité (§4.1) avec ceux de Mason (1984), nous obtenons des résultats sur la
convergence presque slire des k-blocs aléatoires minimal et maximal (ici k = k,,); voir
Deheuvels et al. (1988). Le comportement presque sir du suprémum du processus
empirique basé sur les blocs aléatoires unidimensionnels (d =1) a été, entre autres,
étudié par Einmahl & van Zuijlen (1988).

Valeurs extrémes. Quelques résultats additionnels sur le comportement presque sur du
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suprémum du processus empirique unidimensionnel ont été obtenus par Einmahl,
Haeusler & Mason (1985) et Einmahl & Mason (1988). Ces résultats s’appliquent dans
I’étude de sommes de valeurs extrémes: voir Einmahl et al. (1985), Haeusler & Mason
(1987) et Deheuvels, Haeusler & Mason (1986).

U-statistiques. On peut représenter le processus empirique basé sur des U-statistiques
unidimensionnels (d = 1) comme moyenne de processus empiriques ordinaires basés sur
des variables indépendantes et identiquement distribuées (Silverman, 1983). Cette
représentation nous permet d’obtenir quelques résultats pour ces processus, bien-que sous
une forme affaiblie. Le processus empirique basé sur des U-statistiques joue un r6le dans
’étude des L-statistiques généralisées: voir Serfling (1984) pour des détails. Helmers &
Ruymgaart (1988) ont utilisé un résultat dans le sens de (3.13) pour établir la normalité
asymptotique pour une classe de L-statistiques gé€néralisées.

5 Conclusion

1] est bien entendu que se qui précéde ne prétend pas réaliser une synthése exhaustive
du sujet, et que nous avons effectué volontairement un choix sélectif de nos citations pour
réaliser une présentation homogéne. De ce fait, nous ne pouvons citer ici la totalité des
articles apportant des résultats importants pour ce vaste sujet.
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Summary

In this paper we give a survey of some recent results on multivariate empirical processes along the classical
lines. The central theme is the global asymptotic behavior, both in the strong and weak sense, of weighted
processes. The main results are on strong limits for suprema and criteria for the existence of strong and weak

functional limit laws. Moreover, we sketch some generalizations and applications,
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