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OKRESOWA KORELACJA A INTEGRACJA I KOINTEGRACJA

1. Wstep

W artykule omoéwiono nowe podejscie do pojecia integracji i kointegracji.
Pokazano, ze azdy szereg czasowy okresowo skorelowany mozna podzieli¢ na podszeregi,
ktore sa zintegrowane, a dodatkowo istnieje duze prawdopodobienstwo ich kointegracji.
Zatem udowodnienie, ze badany szereg jest okresowo skorelowany jednocze$nie pokazuje,
ze podszeregi utworzone z niego sa zintegrowane i nie jest konieczne badanie integracji
innymi metodami.

W pierwszej czesci pracy omowiono wiasnosci procesow okresowo skorelowanych
oraz przedstawiono jedna z metod oparta na analizie spektralnej stluzaca do wykrywania
okresu funkcji korelacji. Metod¢ t¢ wykorzystano do zbadania okresowej korelacji
w danych rzeczywistych opisujacych s$rednie dzienne spotowe ceny energii elektrycznej
na Gieldzie Nord Pool z okresu od 30 grudnia 1996 do 1 grudnia 1998 roku. W drugim
rozdziale zajgto si¢ zagadnieniem integracji oraz zbadano ja dla podszeregow
wyznaczonych z szeregu wyjsciowego. Podszeregi te opisuja spotowe ceny energii
w poszczegbdlnych dniach tygodnia. Na zakonczenie omowiono zjawisko kointegracji

1 przetestowano hipotezg o jej istnieniu.

2. Procesy okresowo skorelowane

Analiza szeregow czasowych w znacznej mierze bazuje na stacjonarnosci danych.
Jednak w wigkszoS$ci przypadkdéw zatozenie, Zze badany szereg jest niestacjonarny jest zbyt
proste. Procesy okresowo skorelowane sa klasa proceséw, ktore generalnie sa niestacjo-
narne, ale wykazuja wiele wlasnosci procesoOw stacjonarnych. Spotykane sa miedzy innymi

w klimatologii, hydrologii i ekonomii.

Definicja 1. Proces stochastyczny {X(?), t € I} o skonczonym drugim momencie nazwany
jest okresowo skorelowanym (ang. periodically correlated) z okresem 7 , jesli T jest
najmniejsza liczba taka, ze dla kazdych ¢ oraz u ze zbioru I spetnione sa nastgpujace

warunki [4]
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Szereg czasowy okresowo skorelowany jest stacjonarny dla 7=1.

Ponizej przedstawiono algorytm wykrywania okresowej korelacji dla zadanego

szeregu czasowego {X(1),X(2) ,..., X(N)} o sredniej m, (n) =0. Jest to metoda oparta

na analizie spektralnej [2,6].

N
1. Wyznaczamy dyskretng transformat¢ Fouriera 7, (®)= Z X(n)exp(—iw(n—1))
n=1
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w punktach o, = , k=12,...,N.

2. Obliczamy dwuwymiarowa koherencje probkowa (ang. sample coherence)
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3. Wyznaczamy warto$ci jednowymiarowej statystyki koherentnej (ang. coherent
statistic) |}/(0, w,,N )|2 . Statystyka ta przyjmuje wartoéci z przedziatu [0,1]. Jezeli na

wykresie pojawia si¢ wyrazne ,,piki” w punktach w,,2-w,3-@,,..., to znaczy, iz

. 1
zadany szereg jest okresowo skorelowany z okresem 7 = —.
a)d
Istnieja rowniez inne metody wykrywania okresowej korelacji oparte na analizie
spektralnej [1,2,6]. Na potrzeby artykulu zbadano okresowa korelacje danych
pochodzacych ze skandynawskiej gieldy energii (Srednie dzienne spotowe ceny z okresu
od 30.12 1996 do 01.12.1998) . Po uprzednim usunigciu $redniej poprzez zréoznicowanie

danych z siedmiodniowym opo6znieniem przeprowadzono opisany test.
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Rys. 1. Szereg czasowy przedstawiajacy dzienne zréznicowane tygodniowo ceny z Gietdy Nord Pool oraz wykres

statystyki koherentnej dla tego szeregu. Zrédto: opracowania wiasne.

,Piki” wystepujace w czgstotliwosciach 1/7, 2/7,... wskazuja na okres funkcji korelacji,

ktory jest rowny 7 dni (tygodniowa okresowa korelacja).

3. Integracja i kointegracja
Definicja 2. Szereg niestacjonarny {X(n), n ¢ Z}, ktory mozna sprowadzi¢ do szeregu
stacjonarnego, obliczajac przyrosty ( AX(n)=X(n)—X(n-1)) d razy, nazywamy
szeregiem zintegrowanym stopnia d (I(d)) [3,7].
Istnieja testy, ktore pozwalaja na zbadanie stopnia integracji, np. test Dickeya-
Fullera (DF) oraz rozszerzony test Dickeya-Fullera (ADF) [3, 5]. Do prostego testowania,

czy szereg jest zintegrowany pozytecznym narzedziem jest test oparty na statystyce

Durbina-Watsona:

D (X(m) =X (n-1))’
D (X(n)= X (n))’

Jesli warto$¢ statystyki IDW jest mniejsza niz (.5 istnieje podejrzenie braku

IDW =

M

integracji. Natomiast, gdy jej warto$¢ jest bliska 2 wowczas mozna przyja¢ hipoteze

o zintegrowaniu szeregu [3].
Okresowa korelacja danego szeregu czasowego jest rOwnowazna integracji 1(0)

jego podszeregow, powstatych w nastgpujacy sposob
Yovn)=X(nT+v) v=12,.T, (2)
gdzie X(n) jest wyjSciowym szeregiem niestacjonarnym, w ktorym wykryto okresowa

korelacj¢. Wlasnos¢ ta wynika z nastepujacych zaleznos$ci, ktére spetnione sa dla dowol-

nych n i k ze zbioru liczb naturalnych:



My (1) = my (nT +v)=m (KT +v) = my,, (k) = const
Ry, (n,k)=R,(nT +v,kT +v) =R, (v,|/k—n|T +v) =Ry, (0, k—n]).

Faktem jednak jest, ze dla rzeczywistych danych okresowa korelacj¢ uzyskujemy
dopiero po zréznicowaniu zadanego szeregu co moze spowodowac utrat¢ dlugookreso-
wych zaleznosci. Interesujace moze by¢ zatem zachowanie podszeregéw powstatych jak

we wzorze (2) dla niezréznicowanego szeregu pierwotnego.
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Rys. 2. Dwa przykladowe (piatck, sobota) podszeregi powstate z szeregu opisujacego ceny energii na Gieldzie Nord
Pool. Zrodto: opracowania wiasne.

Ponizej przedstawiono wyniki otrzymane przy badaniu integracji dla podszeregow

opisujacych ceny energii z Gieldy Nord Pool w poszczegdlnych dniach tygodnia

(7 podszeregoéw). Do badania stopnia integracji wykorzystano szybka metod¢ badania
hipotezy o kointegracji oparta na statystyce Durbina-Watsona oraz wykresy funkcji
autokorelacji (ACF).

Cena Poniedziatek |Wtorek Sroda Czwartek [Pigtek Sobota Niedziela

IDW 0.2187 0.1819 0.2470 0.2606 0.2034 0.1507 0.1955

Tabela 1. Warto$¢ statystyki /DWW dla szeregdéw obejmujacych ceny w poszczegélnych dniach tygodnia.

Zrodto: opracowania whasne.

Warto$¢ statystyki /IDW dla danych pierwotnych (Tabela 1) jest istotnie mniejsza
niz 0.5 dla kazdego z szeregow, zatem mozemy odrzuci¢ hipotezeg o integracji stopnia 0 dla
kazdego z nich. Wartosci statystyki IDW dla przyrostow pierwszego rzedu poszczegdlnych
szeregow (Tabela 2) wskazuja na fakt, ze szeregi te sa stacjonarne. Zatem mozna

wnioskowac o integracji /(1) poszczegolnych podszeregdw.



Cena Poniedziatek |Wtorek Sroda Czwartek [Pigtek Sobota Niedziela

IDW 2.1190 1.9728 2.1501 2.3200 2.2453 1.8699 2.1508

Tabela 2. Warto$¢ statystyki ZDW dla przyrostow szeregow obejmujacych ceny w poszezeg6lnych dniach tygodnia.
Zrddto: opracowania wlasne.
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Rys. 3. Przyktadowy wykres funkcji autokorelacji dla podszeregu w wersji niezréznicowanej (panel lewy) i
zroznicowanej (panel prawy). Przerywana linia oznacza 95% przedzialy ufnoéci dla ruchu Browna.

Zrbdto: opracowania wiasne.

Dla wszystkich badanych podszeregow wykresy funkcji autokorelacji maja zblizona
posta¢. Podobnie jak poprzedni test wskazuja one na brak stacjonarnosci przed roéznico-
waniem i jej obecno$¢ po zrdznicowaniu.

Z pojgciem integracji $ci§le zwigzane jest zagadnienie kointegracji.
Definicja 4. Mowimy, Ze szeregi czasowe Y(Il,n), Y(2,n),...Y(mn) sq skointegrowane
stopnia d, b, gdzie d > b > 0 i piszemy Y(I,n), Y(2,n),...Y(m,n)~ CI (d, b), jezeli:
1) sa one zintegrowane stopnia d,
2) istnieje kombinacja liniowa tych zmiennych, np. a;Y(1,n) + a,Y(2,n)+...a,,Y(m,n), ktéra

jest zintegrowana stopnia d — b. Wektor [a;, a; ...a,,/ nazywamy kointegrujacym.

Test kointegracji przebiega dwuetapowo. W pierwszym etapie badamy stopien
zintegrowania poszczegdlnych szeregéow, co daje nam wskazoéwki do dalszego badania

kointegracji. W drugim etapie nalezy wyestymowac¢ wektor kointegrujacy postaci
[1, - ayj, -ay, ..., -ag/, ktory pojawia si¢ w nastgpujacym modelu regresji

Y(Ln) =a,Y(2,n) +a,Y(3,n) +..a.Y(7,n)+v(n) 3)

Mozna go estymowaé uzywajac metody najmniejszych kwadratow a nast¢pnie testowac



hipotezg o kointegracji przy uzyciu testow Dickeya-Fullera. Inng prosta metoda testowania
tej hipotezy jest uzycie analogonu statystyki Durbina-Watsona. Test ten polega na
wyznaczeniu statystyki Durbina-Watsona dla oszacowania odchylen szeregu od gltowne;j
trajektorii, ktore przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy o kointegracji sa stacjonarne [3]

CIDW = ZW(AH i ﬂ_n _ 1)2)2
> (V(n) -V (n))

gdzie V(n) sa resztami wyznaczonymi metoda najmniejszych kwadratow dla rownania (3).

(4)

Jesli warto$¢ statystyki CIDW jest mniejsza od wspolezynnika determinancji R’

> ()

=1- _ ,
Z(Y(la I’l) - Y(la n))Z
postuluje si¢ odrzucenie hipotezy o kointegracji. W przeciwnym wypadku, gdy CIDW>R’,

2

kointegracja moze wystgpowac [3].

W naszych analizach badamy kointegracje szeregow, ktére opisuja cen¢ energii
elektrycznej w poszczegdlnych dniach tygodnia. Jako zmienna opisywana przyjmujemy
ceny z poniedziatku, pozostale szeregi tworza zmienne opisujace. Dla takiego przypadku
wspolczynnik determinancji wynosi  0.9524, natomiast warto$¢ statystyki CIDW jest
rowna 2.1523. Zatem szeregi te sa skointegrowane CI(1,1). Wspdlczynniki kointegracji

dla tego modelu umieszczone sa w tabeli 3.

at a2 a3 a4 as ab
1,3473 -0,3781 0,0246 -0,0376 0.2434 -0,2087

Tabela 3. Warto$ci wspotezynnikow kointegracji. Zrodto: opracowania whasne.

4. Podsumowanie
Powyzsza analiza wskazuje na fakt, ze okresowa korelacja jest Scisle zwigzana z zagadnie-
niem integracji, a co za tym idzie z kointegracja. Szereg okresowo skorelowany mozna
przetransformowac na zbior podszeregow, ktore wykazuja wiasnos$¢ integracji, zatem nie
jest konieczne badanie jej innymi metodami. Ponadto podszeregi w swej niezréznicowane;j
postaci moga by¢ ze soba skointegrowane. Nalezy podkresli¢, ze sama okresowos$¢ szeregu
nie wystarcza do tego, by byt on ztozeniem podszeregow zintegrowanych. Dlatego do
analizy wykorzystano szereg okresowo skorelowany opisujacy spotowe ceny energii
elektrycznej. Przedstawiona metodologia pozwala na badanie i opisywanie procesOw

wykazujacych okresowa korelacje bez utraty zaleznosci dlugookresowych. Stuzy ona takze



jako potwierdzenie stusznosci metod wykrywania okresowej korelacji opartych na analizie

spektralne;.
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