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ANALIZA SKEADOWYCH GLOWNYCH W MODELOWANIU
IMPLIKOWANEJ ZMIENNOSCI

1. Wprowadzenie

Ceny instrumentow finansowych podlegaja ciaglym fluktuacjom. Parametr, ktory
mierzy te fluktuacje w danym okresie czasu nazywamy zmiennos$cia (ang. volatility). Im
wigksze fluktuacje — a zatem i wigksza zmienno$¢ cen instrumentu finansowego — tym
wigksze jest ryzyko zwiazane z tym instrumentem. W powszechnie stosowanym modelu
Blacka-Scholesa cena opcji zalezy od pigciu zmiennych (zobacz [10] lub [14]): ceny
instrumentu podstawowego (we wzorze ponizej: U), ceny wykonania opcji (K), czasu
pozostatego do terminu wygasnigcia opcji (T), stopy procentowej (r) oraz wlasnie
zmiennos$ci (0). Niestety wzorow typu Blacka-Scholesa (tutaj: na ceng opcji kupna Cgs 1

opcji sprzedazy Pgg na kontrakt futures):
Cps = [UD(d,)-Kd(d_)] oraz Py =e™[-UD(-d,)+Kd(-d_],

gdzie d, = ln(U/ K)/ oVt vt / 2, a ® jest dystrybuanta standardowego rozkladu
normalnego, nie da si¢ odwroci¢ ze wzgledu na zmiennos$¢, tzn. przeksztatci¢ do postaci
0 = f(Cgs lub Pgs, U, K, T, r). Jezeli jednak znamy rynkowa ceng opcji oraz wartosci
pierwszych czterech parametrow wzoru na ceng opcji to korzystajac z iteracyjnej metody
znajdowania zer (pierwiastkow) funkcji, np. bisekcji czy metody Newtona-Raphsona [13],
mozemy ,,odwroci¢” powyzsze wzory i numerycznie aproksymowaé zmiennos$¢ uzyta do
wyceny tej opcji. Tak uzyskang zmienno$¢ nazywamy implikowana (ang. implied

volatility).

' PRINCIPAL COMPONENTS ANALYSIS IN IMPLIED VOLATILITY MODELING.

We analyze the implied volatility surface structure of ODAX options as traded on DTB (currently Eurex).
We apply PCA to cross sections of the implied volatility surface taken along the same moneyness (m) or the
same time to maturity (T). For data from the period October 3™ 1997 — November 30™ 1998 a substantial
reduction of the dimensionality of the problem was achieved. It turned out that (i) for the m-sections the first
two principal components contained 99,997% of information, and (ii) for the T-sections the first three
principal components contained 99,892% of information. Moreover, the obtained principal components were
very similar for different m’s or T’s allowing us to assume that that the space spanned by the eigenvectors is
identical across several groups (of m’s or T’s), i.e. leading us to the so called Common PCA.



Praktycy rynku dobrze wiedza, ze opcje z cenami wykonania ponizej aktualnej
ceny instrumentu podstawowego sa wycenianie w oparciu 0 wyzsza zmienno$¢ niz opcje
po cenie [8]. Natomiast wycena opcji z wyzszymi cenami wykonania zalezy juz od
instrumentu podstawowego. Na rynku walutowym sa one wyceniane podobnie, jak opcje z
nizszymi cenami wykonania, tzn. w oparciu o wyzsza zmienno$¢, 1 jesli wykre§limy
implikowane zmienno$ci tych opcji wzgledem ich cen wykonania (lub tzw. parametru
moneyness m = K/U) to ujrzymy krzywa przypominajaca usmiech (ang. volatility smile).
Jednakze dla wigkszosci pozostatych opcji — wlaczajac w to najaktywniej handlowane na
gieldach terminowych opcje na indeks S&P500 oraz na indeks DAX — mozemy
zaobserwowac asymetri¢. Krzywa implikowanych zmienno$ci przypomina wtedy bardziej
grymas (ang. grimace, smirk) niz usmiech.

Jezeli w danej chwili czasu t, oprocz rozpatrywania zmienno$ci dla réznych cen
wykonania opcji (w praktyce czgsciej dla réznych warto$ci parametru moneyness)
bedziemy chcieli zbada¢ zalezno$¢ implikowanej zmiennos$ci od terminu do wygasnigcia
opcji T, to otrzymamy tzw. powierzchni¢ implikowanej zmiennosci (ang. implied volatility

surface) 1, : (m,T) - 1,(m,T).

2. Opcje na indeks DAX

Do ilustracji omawianych poje¢ postuza nam dane z jednego z najbardziej pltynnych
rynkéw opcji, a mianowicie z gietdy DTB (aktualnie Eurex). Sa to dane transakcyjne typu
tick-by-tick dla opcji ODAX, czyli opcji typu europejskiego na niemiecki indeks akcji
DAX, z okresu od 3 pazdziernika 1997 do 30 listopada 1998 roku. Ze wzgledu na
niemieckie prawo podatkowe, ktore praktycznie uniemozliwia obliczenie stopy dywidendy
indeksu DAX, opcje ODAX sa wyceniane przy pomocy wzoru Blacka [1] dla opcji na
kontrakty futures (a nie wzoru dla opcji indeksowych). Do wyznaczania implikowane;j
zmienno$ci bedziemy uzywali wlasnie tego wzoru.

Sposrod wszystkich notowan opcji ODAX z analizowanego okresu zostaly przez
nas wybrane ceny zamknigcia opcji, ktore nie byly w cenie (ang. out-of-the-money), tzn.
opcje kupna dla m>1 oraz opcje sprzedazy dla m<I, poniewaz te opcje wnosza najwigcej
informacji na temat zmiennosci. Otrzymano w ten sposob okoto 100 notowan dziennie.
Druga redukcja danych polegata na usunigciu kontraktéw, ktorych czas do terminu
wygasnigcia byl mniejszy niz 0,05 roku czyli okoto 18 dni. Zabieg ten byl konieczny ze

wzgledu na bardzo nieregularne, w stosunku do innych T, zachowania si¢ zmiennosci opcji



bliskich terminu wykupu, patrz rys. 1. Z drugiej strony trzeba byto usuna¢ dane z duzym 1,
poniewaz bylo ich bardzo niewiele i estymacja z ich udziatem mogtaby znieksztalci¢ cata
powierzchni¢. Dlatego rozpatrywany przez nas przedziat czasu do terminu wygasnigcia
wynosit [0,05; 1].

Ze wzgledu na fakt, iz najcze$ciej handluje si¢ tzw. opcjami po cenie (ang. at the
money, ATM), czyli opcjami o cenie wykonania K bliskiej obecnej cenie instrumentu
podstawowego U, siatka generowanych przez nas powierzchni byla rownomiernie

roztozona wokot punktu m = 1 1 zawierala si¢ w przedziale [0,7; 1,3].
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Rys. 1: Lewy panel: Wykresy zmiennosci dla opcji notowanych 12 pazdziernika 1998 r. Wida¢, ze ksztalt krzywej w jaka
uktadaja si¢ punkty dla matych T znacznie odbiega od krzywych tworzonych dla wigkszych 1. Prawy panel: Estymowana
powierzchnia implikowanej zmiennosci z 4 listopada 1997 r. wraz z danymi, ktore postuzyly do jej estymacji. Zrédio:

opracowanie wilasne.

Po takim ,przefiltrowaniu” danych obliczone zostaly implikowane zmiennosci

I,(m,,T,), ktore postuzyty do skonstruowania nieparametrycznego estymatora Nadaraya-

Watsona wygtadzajacego powierzchni¢ implikowanej zmiennosci postaci (zobacz [9] lub
[15]):

_ Z?:l glm-m,T-1,)l,(m,T,)
) Z;g(m—mi,T—ri)

gdzie g(x,y) = (I/2m/hh, |@xp(~x>/2h,) exp(~y’/2h,) jest jadrem gaussowskim.

Kluczowym momentem estymacji jest dobranie odpowiednich szerokosci okien h; i h,.

I(m,T)

2

Zbyt szerokie okna powoduja, ze powierzchnia jest za bardzo wygtadzona, a zbyt male, ze
jest za bardzo pofaldowana. Parametry h; i h, wyznaczono uzywajac tzw. metody

crossvalidation [9], ktorej idea bazuje na znalezieniu okna minimalizujacego wyrazenie



p(h,,h,) = (I/N) DZL(I(mi,Ti) —ihhhz(mi,ri))2 , gdzie fhhhz (m;,T,) wylicza si¢ tak, jak
W powyzszym wzorze, ale z pominigciem i-tej obserwacji. Okazato si¢, ze wszystkie
powierzchnie maja podobna struktur¢ i parametry dobrane dla jednej, zupelnie dobrze
pasuja do innych. Przyjeto wigc h, =0,003 oraz h, =0,03. Otrzymany estymator zostat

uzyty do stworzenia powierzchni implikowanej zmiennosci, patrz rys. 1.

3. Analiza Skladowych Gléwnych (PCA)

Przypomnijmy, ze kazdy punkt przestrzeni mozna opisa¢ za pomoca kombinacji
liniowej wektoréow wlasnych tej przestrzeni. Analiza Sktadowych Gtownych (Principal
Components Analysis, PCA) polega na konstrukcji nowej bazy umozliwiajacej redukcje
,hiepotrzebnych” wymiaréw, a tym samym umozliwia opisanie grupy danych jak
najmniejsza liczba niezaleznych sktadnikow.

Wprowadzenie nowego uktadu wspotrzednych, czy tez znalezienie nowej bazy
wektorow wlasnych opisuje rozklad Karhunena-Loeve’. Niech (x},x}) bedzie para

wspotrzednych opisujaca punkt x, plaszczyzny (przestrzeni R?), ktéra w standardowej

bazie mozna zapisaé jako (x,x)=x;(1,0)+x(0,]). Przy zadanej liczbie punktéw n

1
1

X
}. Przy jej uzyciu mozna
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utworzy¢ macierz kowariancji probkowej (ang. sample covariance matrix)
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) ;" |, ktora mozna roztozy¢ na iloczyn macierzy I = i ve
Cov(x“,x ) Cov(x°,x")

Vi Vs
wektorow wlasnych i diagonalnej macierzy A wartosci whasnych, tj. S=TAl". Glowne
sktadowe (nowe wspotrzedne) opisujace dane maja posta¢ Y = XTI .

Wspotrzedne (x!,x7) punktu x, mozna teraz przedstawi¢ w nowej bazie wektoréw
whasnych (x!,x7) =yl(Y;,Y5) + Y. (Y;,Y;), gdziey, to elementy macierzy Y, a y to
elementy macierzy I . Jezeli wariancja, rowna wartosci wlasnej, jednej ze zmiennych (np.

y?) jest bardzo mata w stosunku do drugiej (y}) to mozna ja pominaé zmniejszajac w ten

sposob liczbe sktadnikéw potrzebnych do opisu punktu (x!,x7)=y!(y,Ys). Mozna wiec

* Rozklad Karhunena-Loeve (K-L) — nazywany takze dekompozycja K-L lub Proper Orthogonal
Decomposition (POD) — zostat niezaleznie opracowany w latach 40-tych przez Karhunena [11] i Loeve [12].
Byl on pdzniej z powodzeniem stosowany w analizie turbulencji, kompresji danych i obrazow, a ostatnio
réwniez w finansach w ramach analizy sktadowych gtownych, zobacz np. [4] i [6].



powiedzie¢, ze dana x,opisuje teraz tylko zmienna y;. W praktyce zamiast rzutowania
macierzy X na podprzestrzen wektorow wilasnych I, czgsto rzutuje si¢ macierz X — X,
gdzie X, oznacza macierz powielonego pierwszego wiersza X, czyli czynnikow
opisujacych pierwsza dana. Oprocz redukcji wymiardw uzyskuje si¢ w ten sposob
zalezno$¢ wszystkich danych od pierwsze;j.

Analizy PCA niestety nie mozna w bezposredni sposob zastosowaé do opisu calych
powierzchni implikowanej zmiennos$ci. Wynika to z faktu, iz obiektami analizy PCA sa
macierze dwuwymiarowe, podczas gdy powierzchnie implikowanej zmiennosci to obiekty
trojwymiarowe.’ Dlatego w dalszej czesci artykutu opisane zostanie zastosowanie analizy
PCA do przekrojow powierzchni implikowanej zmiennosci w ustalonym punkcie
moneyness (jak np. w [2]), a nastgpnie do przekrojéw w ustalonym punkcie czasu do

terminu wygasnigcia (jak np. w [1]).

4. Analiza PCA dla przekroju powierzchni w jednym punkcie moneyness

Z powierzchni implikowanej zmienno$ci wybrano punkty dla ktorych S, =K, czyli
opcje kwotowane po cenie. Dla nich zostata przeprowadzona analiza PCA. Poniewaz 25 to
liczba wszystkich mozliwych T, a 250 to liczba wygenerowanych powierzchni, mozna
powiedzie¢, ze 250 danych opisywanych jest przez 25 czynnikéw. Rozklad macierzy
kowariancji doprowadzit do nastgpujacych wartosci wtasnych [15]: A;=0,16062634610,
A=0,00026157939, A5=0,00000346860, A4=0,00000040789, As=0,00000001678, itd.
Procentowy, skumulowany udziat pierwszych dwdch wartosci to odpowiednio 99,835% 1
99,997%. Wzigcie tylko pierwszego czynnika daje juz bardzo dobre przyblizenie. Na
rysunku 2 pokazane zostalo jak uzycie tylko dwoch gléwnych skladowych przybliza
analizowane dane. Sredni procentowy btad bezwzgledny (ang. Mean Absolute Percentage
Error, MAPE), liczony dla kazdego przekroju, nie przekracza 1,5%. Na rysunku 2
pokazano réwniez dynamike pierwszej PC(1) i drugiej PC(2) sktadowej gtownej. Uwage
przykuwa tutaj prawie identyczne zachowanie si¢ PC(1) 1 analizowanych danych, co
wydaje si¢ bardzo zrozumiale wziagwszy pod uwagg fakt, iz zawiera ona az 99,8% calej
wariancji. Pozwala to rowniez interpretowac pierwsza sktadowa jako odpowiedzialng za

przesunigcie (w pionie) powierzchni implikowanej zmienno$ci. Z kolei na podstawie

’ Istnieja jednak metody ,transformacji” tablic trojwymiarowych na macierze dwuwymiarowe. Ich
zastosowanie pozwala na analiz¢ PCA calych powierzchni implikowanej zmiennos$ci, zobacz [4] oraz [15].



podwykresow na obu gornych panelach mozna wnioskowaé, ze druga sktadowa

odpowiada za nachylenie powierzchni, pordwnaj z pracami [4], [5] oraz [6].
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Rys. 2: Lewy panel: Zmienno$¢ implikowana (kropki) oraz estymowana z uzyciem tylko pierwszej sktadowej (kotka).
Prawy panel: Zmienno$¢ implikowana oraz estymowana z uzyciem dwoch pierwszych sktadowych. Wyraznie wida¢ jak
zmienia si¢ doktadno$¢ w opisie danych wraz ze zwigkszeniem liczby sktadowych gtéwnych. Dolny panel: Dynamika
pierwszej PC(1) i drugiej PC(2) sktadowej gtéownej. Widaé prawie identyczne zachowanie si¢ PC(1) i implikowane;j

zmienno$ci (w lewym gérnym rogu). Zrodlo: opracowanie wlasne.

5. Analiza PCA dla przekroju powierzchni w jednym punkcie T

W poprzednim punkcie do analizy brany byt przekrdj powierzchni w jednym
punkcie m (moneyness). W teraz przeanalizujemy przekrd] w jednym punkcie czasu do
terminu wygasnigcia ( T). Liczba danych si¢ nie zmienita — jest ich rowniez 250, natomiast
liczba opisujacych punktéw wynosi 30, bo tyle r6znych m zawiera siatka zmiennosci.

Rozktad macierzy kowariancji doprowadzil do nastgpujacych wartosci wiasnych
[15]: A1=0,19493765901, A,=0,00256131224, A3=0,00043674618, A4=0,00013661471,
As=0,00004596848, itd. Podobnie jak poprzednio, juz pierwsza sktadowa (z wszystkich 30)

zawiera az 98,379% informacji o danych, dwie pierwsze 99,672%, a trzy pierwsze



99,892%. Na rysunku 3 pokazane zostalo jak uzycie trzech gléwnych skladowych
przybliza analizowane dane. Sredni procentowy btad bezwzgledny (MAPE), liczony dla
kazdego przekroju, nie przekracza 1%. Na tym rysunku pokazana zostala réwniez
dynamika trzech pierwszych sktadowych gléwnych. Podobnie jak poprzednio pierwsza
sktadowa dobrze odwzorowuje charakter analizowanej zmiennos$ci. Jej dynamika w czasie
prawie pokrywa si¢ z dynamika implikowanej zmiennos$ci, co jest jak najbardziej
zrozumiate biorac pod uwage jej 98,4% udzial w catej wariancji danych. Ponownie
pozwala to interpretowac pierwsza skladowa jako odpowiedzialng za przesunigcie (w
pionie) powierzchni implikowanej zmienno$ci. Pozostate dwie skladowe zawieraja
odpowiednio 1,4% 1 0,22% wariancji 1 odpowiadaja za nachylenie powierzchni, cho¢ ich
wplyw nie jest az tak wyrazny jak drugiej sktadowej otrzymanej dla przekroju powierzchni

w jednym punkcie moneyness.
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Rys. 3: Lewy gorny panel: Zmienno$¢ implikowana oraz estymowana z uzyciem tylko pierwszej sktadowej. Prawy
gorny panel: Zmienno$¢ implikowana oraz estymowana z uzyciem dwoch pierwszych sktadowych. Lewy dolny panel:
Zmienno$¢ implikowana oraz estymowana z uzyciem trzech pierwszych sktadowych. Wyraznie wida¢ jak zmienia si¢
doktadno$¢ w opisie danych wraz ze zwigkszeniem liczby sktadowych gtownych. Prawy dolny panel: Dynamika
pierwszych trzech sktadowych gtéwnych. Widaé prawie identyczne zachowanie si¢ PC(1) i implikowanej zmiennos$ci (w

lewym gornym rogu). Zrédio: opracowanie whasne.



6. Analiza CPCA

Zastosowanie analizy PCA do przekrojow powierzchni implikowanej zmiennoS$ci
pozwolilo — kosztem niewielkiej utraty informacji — znacznie zredukowac liczbg
zmiennych potrzebnych do opisu tych powierzchni. W przypadku przekrojéw w jednym
punkcie moneyness wystarczylty dwie gtowne sktadowe (zamiast oryginalnych 25) aby
zachowa¢ az 99,997% informacji o zmienno$ci. W przypadku przekrojow w jednym
punkcie T wystarczyly trzy gltowne sktadowe (zamiast oryginalnych 30) aby zachowac
99,892% informacji. Wydaje si¢ jednak, iz jest to tylko polowiczne zwycigstwo. Nawet
jesli uzyjemy tylko dwoch sktadowych do opisu powierzchni dla przekroju w dowolnym
punkcie m, to 1 tak bedziemy potrzebowali az 30x2 =60 skladowych bo nasza
powierzchnia jest rozpigta na 30 punktach m. Na szczg$cie doktadna analiza sktadowych
gtownych dla ré6znych punktow moneyness pozwala jeszcze zredukowac tg liczbe. Otéz
okazato sig, ze wektory wlasne liczone w punktach m lezacych blisko siebie sa do siebie
bardzo podobne. Jezeli wigc przyjaé, ze sa takie same to mozna zredukowaé liczbg baz
wektorow wiasnych do jednej. Jest to tzw. Common Principal Component Analysis
(CPCA), ktorej szerszy opis mozna znalez¢ m.in. w [6] 1 [7]. Niestety dla m lezacych
daleko od siebie np. 0,8 1 1,2 wektory sa na tyle rozne, ze przyjecie dla nich wspdlnej bazy
nie jest mozliwe. Z podobna sytuacja mamy do czynienia w przypadku przekrojow
powierzchni implikowanej zmienno$ci w jednym punkcie T. Dla réznych, ale bliskich
sobie (np. 0,2; 0,24; 0,28; 0,32), czasow do wygasnigcia pojawiaja si¢ prawie takie same
wektory wlasne. Pozwalaja one na redukcje liczby baz liczonych dla réznych T do jedne;.
Niestety dla T bardziej od siebie oddalonych, np. 0,2 i 0,8, wektory te za bardzo juz si¢

r6znig zeby przyjac, ze sa takie same.

7. Zakonczenie

Powierzchnia implikowanej zmiennosci jest parametrem wejSciowym wigkszosci
wspotczesnie stosowanych w praktyce modeli wyceny opcji [5]. Doktadno$¢ jej estymacji
jest szczegdlnie istotna kiedy chodzi o wyceng opcji egzotycznych zaleznych od trajektorii
(np. barierowych), a tym samym kiedy wazne jest oszacowanie zmienno$ci ceny
instrumentu podstawowego w punkcie moneyness odleglym od 1. Zastosowanie analizy
PCA do przekrojow powierzchni implikowanej zmiennosci, a szczegdlnie analizy CPCA
do calej powierzchni pozwala na znaczna redukcje liczby zmiennych potrzebnych do opisu

tych powierzchni. Taka forma ,kompresji” danych ma niebagatelne znaczenie dla



systemow zarzadzania portfelami opcyjnymi. Dwie, trzy najwazniejsze sktadowe gléwne
moga by¢ symulowane za pomoca prostych 1 nie wymagajacych Zmudnych obliczen
modeli szeregéw czasowych, takich jak ARIMA czy GARCH. Analiza PCA/CPCA
pozwala zatem na bardzo szybka analiz¢ scenariuszowa czy stress testing przy
jednoczesnym zachowaniu doktadnosci obliczen, a tym samym na efektywne zarzadzanie
ryzykiem.

Przeprowadzona analiza pokazuje rowniez, ze do opisu powierzchni implikowanej
zmiennos$ci potrzebne sa przynajmniej dwie skladowe. Wydaje si¢ zatem, ze dwu-
faktorowe modele stochastycznej zmiennos$ci, gdzie tylko jeden faktor odpowiada za
stochastyczny charakter zmienno$ci, beda niewystarczajace do opisu ruchu powierzchni.

Moga one modelowac przesunigcie powierzchni (w pionie), ale jej nachylenie juz nie.
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