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Resumo

A simulacao de modelos macroeconémicos contendo varidveis ”for-
ward-looking” e utilizando métodos tipo Newton, conduz a sistemas
lineares de grande dimensdo cuja resolucdo numérica sé é possivel
e eficiente com a utilizacdo de técnicas avancadas de dlgebra linear
numérica.

O objectivo deste trabalho é descrever alguns dos cédigos para a
simulacdo de modelos com expectativas racionais e divulgar algumas
das mais recentes metodologias disponiveis para a resolucao de sis-
temas de equacoes lineares de grande dimensao. Serd feita referéncia
a utilizacao de ntcleos computacionais de dlgebra linear, & manipu-
lacao de estruturas esparsas, ao uso de algoritmos iterativos nao esta-
ciondrios precondicionados e ao recurso 4 computacao paralela.

L0 autor agradece os valiosos comentarios e sugestdes recebidos da Prof.a Dr.a Filomena
Dias d’Almeida e do Prof. Dr. Anténio Brandao.
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Numerical solution of rational expectation
macroeconomic models
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e
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Abstract

Simulation of macroeconomic models with forward-looking vari-
ables by Newton-type methods leads to very large system of equations.
The numerical solution of such systems is only possible with the use
of high performance linear algebra techniques.

The aim of this work is to present some codes for the simulation of
rational expectation models and to describe some of the most recent
methodologies for the solution of large linear systems. Linear alge-
bra computational kernels, sparse storage structures, nonstationary
iterative algorithms, preconditioners and parallel computation will be
mentioned.

2The author is grateful to Prof.a Dr.a Filomena Dias d’Almeida and Prof. Dr. Anténio
Brandao for their valuable comments and suggestions.
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1 Introducao

” While the central idea of rational expectations is extremally
simple, the technical analysis often seems forbidding to the non-
mathematicians since the solution procedure typically requires the
consideration of the whole future path of the economy.”

David Begg, [2].

O advento das novas arquitecturas de computadores e os avangos conseguidos
na construcao de cédigos especialmente adaptados as novas caracteristicas de
computacao facilitaram o avango da modelacao econométrica.

Hoje em dia, na tentativa de procurarem orientacao para a manutencao da
estabilidade macroeconémica, os decisores politicos baseiam-se cada vez mais
em modelos macroeconémicos, de grande dimensao, como fonte previligiada
de obtenc¢ao da indispensdvel informacao.

As caracteristicas destes modelos macroeconémicos tém evoluido ao longo
do tempo. Nomeadamente, & medida que foi sendo aceite que os agentes
econémicos se comportam de forma racional, os modelos baseados s6 em
informacao do passado, ”backward-looking”, tém vindo a ser substituidos por
modelos ditos ”forward-looking”, pois consideram também as expectativas
futuras. A formacao de expectativas é um assunto central em macroeconomia
[2], assentando as expectativas racionais num principio de optimizacao: os
agentes nao devem cometer erros sisteméticos na previsao do futuro.

O desenvolvimento de modelos ”forward-looking” tem no entanto esbarrado
com a complexidade numérica da sua resolucao®. Fruto do grande desen-
volvimento que a chamada matemaética computacional tem tido nesta iltima
década, é hoje possivel resolver de forma eficiente modelos macroeconémicos
com expectativas racionais.

O modelo econométrico que ird servir de base a este trabalho vem escrito em
notacao matricial num dado periodo t por

Fi(y,z) =0, (1)

3A complexidade numeérica em resolver um modelo com expectativas racionais de pe-
quena escala é equivalente & da resolucao de um modelo ”backward-looking” de média ou
grande dimensdo, [14].




sendo F; um vector de n fungoes f;, F; : U C R” x R™ — IR" diferencidvel
num aberto U, y um vector de n varidveis endégenas e z um vector de m
varigveis exégenas®.

As duas técnicas principais de resolugao de (1) sdo o uso de métodos iterativos
estaciondrios como Jacobi nao linear ou Gauss-Seidel nao linear, e o uso de
métodos tipo Newton.

O trabalho estd dividido em trés secgoes. Na primeira serd formalizado um
modelo geral com expectativas racionais. Na seccao seguinte sao apresentados
dois procedimentos numéricos para a resolucao de modelos com expectativas
racionais. Por fim serao apresentados, de forma sucinta, alguns dos processos
numéricos para a resolucao de sistemas de equacoes lineares de muito grande
dimensao.

2 Modelos com expectativas racionais

Hoje muitos modelos macroeconémicos incluem varidveis de expectativas ra-
cionais, respondendo assim a critica’ de Lucas [16]. A introdugao destas va-
ridveis ”forward-looking” faz intervir sistemas de equagoes lineares de muito
grande dimensao por comparagao aos resultantes de modelos mais cléssicos.

Antes das expectativas racionais, os modelos baseavam-se em informacao do
passado para prever o futuro. Esta abordagem, hipdtese adaptativa, intro-
duzida por Cagan em 1956 [2], pode explicar bem determinados compor-
tamentos econémicos desde que a forma como as pessoas formam as suas
expectativas nao seja alterada. Nesta hipdtese, as expectativas individuais
reagem & diferenca entre os valores actuais e os esperados, usando os agentes
o erro de previsao para actualizar as suas expectativas em relagao ao periodo
seguinte. Sendo y; o valor esperado da varidvel y no perfodo ¢, entao

Y Y= A (ytﬂ - yte,l) , 0< A<
ou seja,

y=My1+(1—=Ny,;, 0<A<1. (2)

4Para simplificacio omite-se o indice t: Fy (yz, 2;) = 0.

’Lucas mostrou que a taxa de desemprego ndo muda com politicas governamentais
mais ou menos inflacionistas. Isto ocorre porque quando o governo opta por uma politi-
ca inflacionista os agentes antecipam maior inflagdo; os trabalhadores exigem aumentos
salariais para contrabalancar a inflagdo sem que haja alteragdo nem do desemprego nem
do PIB.



O valor esperado é pois a média ponderada entre o verdadeiro valor de y em
t — 1 e o esperado no mesmo periodo.

A relacao em (2) tem de se verificar perfodo atrés de perfodo, resultando por
substituicao recursiva

Y= My F AL =Ny + o XA =N g+ (1= N)"9f

sendo todos os termos observaveis excepto o ultimo; como 0 < A < 1 entao
(1 — \)" serd cada vez menor para valores crescentes de n. Desde que o valor
y;_,, seja finito e considerando n suficientemente grande pode considerar-se
desprezdvel a sua influéncia sobre a expectativa corrente; entao
0
v =AY (1=N"" gy

i=1

e a hipétese adaptativa permite modelar as expectativas s6 a custa das obser-
vagoes passadas. Este modelo é considerado nao racional pois os agentes
executam constantemente o mesmo erro na previsao de y, prevendo sempre
por baixo o valor de uma varidvel que cresca de forma constante.

O termo expectativa racional foi introduzido em 1961 num trabalho de Muth,
conforme referido em [17]. As expectativas racionais sdo as expectativas
matematicas das varidveis futuras e actuais condicionadas & informacao disponiv-
el pelos agentes.

Em termos simples, esta hipdtese sustenta que os agentes decidem tendo em
conta toda a informacao disponivel bem como as consequencias futuras dessas
decisoes; deste modo tendem a usar a informacao de modo a nao repetir os
erros passados.

Lucas recebeu o prémio Nobel em Economia em 1995° fruto de toda uma
obra mas, em particular, devido aos artigos [15] e [16], conforme explicado
em [4].

Um modelo dindmico com expectativas racionais pode ser descrito [9] no
periodo de tempo t por

fi(ytayt—b oo Yt—rs Yt1|t—15 -+ Yt+h|t—1, Zt) =0, 1=1,...,n (3)

onde ¥4 51 € a expectativa de y;, ; condicionada a informacao disponivel no
fim do periodo t—1, z; representa as varidveis exégenas e aleatérias. Para que

6Talvez pouco conhecido, Lucas tentou que o seu artigo [15] fosse publicado em 1970
na American Economic Review, mas este foi rejeitado por ser demasiadamente técnico. O
artigo s6 foi publicado dois anos depois no Journal of Economic Theory.
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as expectativas sejam consistentes, as expectativas gy ;1 tém de coincidir
com as previsoes nos mesmos periodos quando o modelo for resolvido de
forma condicionada & informacao disponivel no fim do perifodo ¢t — 1; logo
estas expectativas estdo ligadas para a frente no tempo e portanto (3) é
resolvido para cada y; em termos de uma condicao inicial e a uma condigao
final.

Muitas sao as questoes econdémicas levantadas pela hipdtese de expectativa
racional e que se encontram sumariadas e referénciadas em [18]; em [9] pode
encontrar-se um estudo sobre as propriedades dindmicas de modelos com
expectativas racionais, em particular questoes de unicidade e estabilidade.

3 Resolugao de modelos com expectativas ra-
cionais

Os dois métodos mais conhecidos para resolver este tipo de problemas sao:
o algoritmo ” extended path”, o mais cldssico, de Fair e Taylor [8], 1983, e o
algoritmo ” stacked-time”, inicialmente proposto por Laffargue [13] em 1990,
e melhorado por Boucekkine [3] e Juillard [11] em 1995; foi implementado
no sistema TROLL por Hollinger [10] em 1996, ¢ em 1997 Paulleto [18]
considerou pela primeira vez a resolucao da parte linear usando métodos
iterativos nao estaciondrios precondicionados.

3.1 Meétodo ”extended path”

A primeira abordagem para a resolucao de modelos dindmicos com expecta-
tivas racionais foi feita por Fair e Taylor [8] com o método ”extended path”.
Este método resolve (3) separarando o problema em trés tipos de iteragoes.

Algoritmo: método ”extended path”
dado k > 0 e valores iniciais yZJrT, r=1,...k+2h, =111, III
repetir até [y yiy,... y'l,] convergir
repetir até [y yiL,... yil,] convergir
parai =t t+1,..,t+h+k
repetir até y! convergir
v =u
fim (iteragoes tipo I)
fim (iteragoes tipo II)

O ”Portable TROLL” & um sistema de ”software” integrado para a modelacio
economeétrica e andlise estatistica (Intex Solutions, Inc., Massachusetts, USA).
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"yt vie) = [0 vl vkl

k=k+1
fim (iteragoes tipo III)

O algoritmo procede do modo que se passa a detalhar. O método resolve
o modelo periodo a perfodo num horizonte temporal usando valores iniciais
(mas nao necessita de valores finais). As iteragoes de tipo I sao responsaveis
pela resolucao do modelo nao linear em cada perfodo de tempo; a solucao,
usando o método iterativo Gauss-Seidel, seccao 4.1, conforme proposto por
Fair e Taylor, produz novos valores para as varidveis "lead”. As iteracoes,
de tipo II, geram o passo futuro das varidveis enddgenas esperadas e sao
responsaveis pela consisténcia das expectativas. As iteragoes de tipo III
servem para aumentar o horizonte temporal de forma a que a solugao nao
seja afectada dentro do perfodo de tempo em estudo.

Os problemas deste algoritmo sao os elevados tempos de execugao e a nao
garantia de encontrar a solucao, [3].

3.2 Meétodo ”stacked-time”

O desenho e a implementacao de métodos mais robustos para resolver este
tipo de modelos tornou-se possivel com o surgimento das novas tecnologias
de computacao e com o desenvolvimento de algoritmos numeéricos a elas es-
pecialmente adaptados [21].

A abordagem "stacked-time” agrupa® as equacoes para sucessivos perfodos
de tempo.

Um modelo com vérias ligacoes para a frente, ”leads”, e vdrios atrasos, "lags”,
pode ser transformado, através do uso de varidveis auxiliares, num modelo
equivalente com uma s6 ”lead” e uma s6 ”lag”. Deste modo e para simplificar
a apresentacao, vamos considerar um sé atraso, » = 1, uma s6 ligacao para a
frente, h =1, € Y441 = Ys41;1—1. Como para uma simulagao particular as var-
idveis exogenas e os parametros sao dados, vamos reescrever as equagoes do
modelo fazendo apenas intervir as varidveis dependentes numa representacao
mais compacta,

fiyi1, ye,901) =0, i=1,....n. (4)
Seja
fl(yt—la ytayt-l-l)
Ft (}/2.) = . e — 0 (5)
fn(yt—la ybyt-‘rl)

8 A traducdo directa seria ”empilha”.



. ~ T P
o sistema de equagoes no tempo ¢, y; = (Yi¢, ..., Ynt) O vector das varidveis

endégenas no tempo t, e Y; = (ytT_ Lyl ,yal)T. Pretende-se entao resolver
(5) especificado um horizonte temporal ¢t = 1,...,T, dada a condicao inicial
Y1 = Yo € a condicao final y;1 1 = yr ;. Agrupando as varidveis depen-
dentes para todos os periodos resulta um sistema com (7" + 2) x n equagoes
e (T + 2) x n incégnitas da forma

Fy (Yo) | [ Y ]
(V1) vi
F(Y) = : =0, comY = : . (6)
FT (YT) YT
| Fr (YT+1) ] | Yria i

O sistema (6) pode, sobe certas condigoes [12], ser resolvido pelo método de
Newton®.

O método de Newton aproxima iterativamente a solugao exacta Y* de F(Y') =
0 por uma sequéncia {Y(’“) } k=01, A construcao das aproximagcoes baseia-se

na observacio de que numa vizinhanca de Y*), F (Y) pode ser aproximada
por

FY)~FY®) + F(y®) (v —Y®),

conduzindo a seguinte expressao para os iterados

OF

YD = y® — pry®) Ry ®), By W) = Syl (7)
Algoritmo: método de Newton
dado Y € IR
para k = 0,1, ... até convergir
calcula F'(Y*))
resolve F'(Y®)).sk) = — F(Y(k)
Yyt — y (k) 1 g(k)
fim ciclo k
Assim, o problema passa a ser o de resolver F'(Y*)).s*) = — (Y ®). Sendo
Jio = 37?, i1 = %, e Ji1 = 3?/?11’ F'(Y®)) ¢ uma matriz Jacobiana da

forma tridiagonal por blocos

YPodem usar-se variantes [12] do método de Newton computacionalmente mais
econdmicas.



[ J1,—1 J1,0 J1,1 11 S0 | [ Fy
J2,71 JQ,O J2,1 S1 Fy
JT71,71 JT71,0 JT71,1 ST Fr_,
i Jr1  Jro Jra | | st | Fr
J
ou seja,
Js =b, (8)
T
onde s = (s1,-+-,s7)" e
2 ~Ji 0
b=-— + : So + ST+1
Fr 0 —Jra

Atendendo & estrutura nao é eficiente resolver (8) recorrendo a um método
directo (eliminacao de Gauss ou factorizagdo LU). Uma alternativa passa por
explorar a estrutura tridiagonal por blocos da matriz dos coeficientes, abor-
dagem por blocos. Outra solugao passa por aproveitar o cardcter esparso da
matriz J e utilizar métodos iterativos nao estaciondrios, abordagem esparsa.

A linearizacao resultante da aplicacao do método de Newton pode ser tam-
bém conseguida utilizando um método iterativo como o Gauss-Seidel nao
linear. Neste caso, esta técnica ¢ idéntica a de Fair e Taylor sem considerar
as iteracoes de tipo III, ou seja, caso a dimensao do sistema seja mantida fixa
e o horizonte da solucao nao seja prolongado'.

3.2.1 Abordagem por blocos

Considerando a matriz completa do sistema, [J , b], a ideia é triangularizar o
sistema periodo a periodo (bloco de n linhas), obtendo um sistema bidiagonal
superior por blocos'!.

10A traducdo directa seria ”estendido”.
' Por uma ao de cl d ica id, bl f d 1 i
questdo de clareza de exposigdo vamos considerar blocos formados pela matriz
identidade ao longo da diagonal da matriz bidiagonal resultante. Este procedimento nao é
numericamente eficiente, devendo na implementacao considerar-se a resolucao de sistemas
de equagoes lineares em detrimento da inversao dos blocos diagonais.
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Na primeira linha-bloco, multiplicando o bloco diagonal por J;, & vem

I 01,1 | dy
Jo—1 Jop o | by
) T | : , com
Jr-1,-1 Jroao Jroig | broa
i Jr—1 Jrog | br

Cip = JfolJLh
di = Jigh

Na segunda linha-bloco, eliminando o bloco da 1*coluna e multiplicando o
bloco diagonal por (J50 — J27_101’1)_1 vem

[ I Cyy | d
I Can | da
) | : , com
Jroa,1 Jroao Jroag | obra
i Jr—1 Jro | br ]

Con = (Jz,o - J2,-1C1,1)71 Ja1,
dy = (Jz,o - J2,—1C1,1)_1 (by — J2,—1d1) .

Procedendo de forma semalhante nos passos seguintes, resultara

[T Cy, | dy ]
I 0271 | do
: | : , com
I Croiq | dro
_ A
Cii = (Jt,o—Jt,f10t71,1)71Jt,17 9)

dt = (J,;[) - Jt7_1Ct_171)71 (bt - Jt7_1dt_1) ; t - 2, ceey T
O sistema ¢é agora resolvido para trés

ST = dT (10)
St — dt—C’t,lstH, t:T—l,...,l.
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A generalizacdo do método de resolugao anterior para r > 1 e/ou h > 1 nao
¢ dificil embora conduza a expressoes mais complicadas!?.

Esta é a metodologia usada no sistema de modelacao econométrica TROLL
[10] e no MULTIMOD mark IIT do FMI [14].

Se os blocos forem armazenados numa estrutura de dados densa ou banda,
existem nicleos computacionais de dlgebra linear que permitem efectuar os
célculos envolvidos em (9) e (10) de forma eficiente explorando de modo
transparente para o utilizador as caracteristicas de "hardware” dos novos
sistemas de computacao, nomeadamente a hierarquia de memoria. Esses nu-
cleos sao, por exemplo, os micleos BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms)
para as operacoes envolvendo matrizes e vectores, e as rotinas da biblioteca
LAPACK (Linear Algebra PACKage) para a factorizagao LU e resolucao dos
sistemas triangulares resultantes, [1].

3.2.2 Abordagem esparsa

Tendo em atencao que os blocos podem ser esparsos, uma implementacao
cuidada tendo em vista poupar em requisitos de memoria e em tempo de cél-
culo passa pelo uso de estruturas esparsas'® para armazenar as matrizes-bloco
C' e para calcular mais economicamente Cy; = (J; o — Jty,lCt,Ll)*l Ji1, ie.,
resolver (J; o — J;,_1Ci—1,1) Ci1 = Ji,1, usando factorizagao LU esparsa e mul-
tiplicagbes matriz-matriz e matriz-vector esparsas, [7].

Também poderao resolver-se estes sistemas parcelares usando métodos itera-
tivos com a vantagem de sé necessitarem de multiplicagoes esparsas matriz-
vector.

Outra possibilidade consiste em resolver (8) globalmente usando métodos
iterativos nao estaciondrios precondicionados e estruturas esparsas para ar-
mazenamento e manipulacao dos dados.

I2Note-se que a matriz Jacobiana deixa de ser tridiagonal por blocos para ter uma
estrutura em forma de banda.

1386 armazenam os valores das entradas ndo nulas de uma matriz e os apontadores para
a localizacdo na matriz dessas entradas, [20] e [6].



4 Meétodos iterativos para a resolucao de sis-
temas de equacoes lineares

4.1 Meétodos iterativos estacionarios

Os métodos iterativos estaciondrios para a resolucao de um sistema de equa-
¢oes lineares Js = b, sendo J a matriz dos coeficientes, s o vector solugao
e b o vector dos termos independentes, baseiam-se em particoes da forma
J=M—(M—J)=M — R. Estas partigoes conduzem & iteragdo de ponto
fixo

s® = (I =M 7)s®Y + M~

= M'Rs®* Y 4 M1 (11)

com a matriz M regular. Estes métodos iterativos dizem-se estaciondrios
pois a chamada matriz de iteragdo, M~'R, nao depende de k. Os métodos
iterativos cldssicos de Richardson, Jacobi, Gauss-Seidel e SOR, (Sucessive
OverRelaxation) estao nesta categoria, e resultam, respectivamente das par-
ticoes

Mp=1 . Rp=1I1-J
M;=D , R;=-E—F 12)
Mgs=D+E , Rgs=—F

Msor =D +wE RSOR:(l—w)D—wF

sendo D = diag(J), —F e —F, respectivamente, as partes triangulares infe-
rior e superior de J. Estes métodos sao em geral menos eficientes que os nao
estaciondrios, sendo por vezes os primeiros usados como precondicionadores
dos segundos.

4.2 Meétodos iterativos nao estacionarios

Nos métodos iterativos nao estaciondrios os cédlculos na passagem da apro-
ximacgao actual a seguinte envolvem informagao que muda a cada iteracao,
i.e, nao tém uma matriz de iteragao. Dentro destes apresenta-se um sumaério
dos métodos baseados em subespacos de Krylov.

A ideia dos métodos baseados em subespacos de Krylov é a de procurar
uma solucao aproximada do sistema num espaco de menor dimensao, sub-
espaco de IR". Dada uma aproximagao inicial xy para o sistema Js = b,
um método tipo Krylov procura uma solugao aproximada de um subespaco

10



afim s + K,,'* de dimensao m com K,, = K. (J,ro) o subespago de Krylov
gerado por {rg, Jrg, ..., J" 1ro},

Km(J,To) = <T0,JT0,...,Jm71T0> (13)

sendo 1o = b — Js© o residuo inicial.

As diferentes versoes dos métodos tipo Krylov resultam de diferentes escol-
has para os subespacos K,, e das condi¢oes que impoem ao residuo para
determinar a solucao.

1. Abordagem de residuo minimo: encontrar a aproximacao s™ que mi-
nimiza a norma euclidiana do residuo, ||b — Js||,, sobre todos os can-
didatos em s + K,,(.J,79), o que é equivalente a impor

(b— Js(m),v) =0, WweJK,,v=Jzeze K,,.

2. Abordagem de residuo ortogonal, (Ritz-Galerkin): encontrar o iterado
sm € 5O + K,,(J,ry) para o qual o residuo é ortogonal ao subespaco
de Krylov, i.e,

(b— Js(m),v) =0, Yve Kn(Jr).

3. Abordagem de Petrov-Galerkin: encontrar um s™ € s + K, (J, o)
de modo que o residuo b — Js(™ seja ortogonal a outro subespaco de
dimensdo m que é K,,(J",7o) sendo 7o = b — J"5(0) i.e,

(b—Js"™, v) =0, Ve Ky (JT,To).

Fazem parte da primeira categoria métodos como o GMRES (Generalized
Minimum RESidual) e o MINRES (MINimum RESidual).

Quando é usada uma abordagem de Ritz-Galerkin surgem os métodos CG
(Conjugate Gradient) e FOM (Full Orthogonalization Method). Estes proce-
dimentos sao também designados métodos de residuo ortogonal pois o residuo
final é ortogonal ao subespaco de Krylov. Tém a propriedade de minimizar
a norma-J do erro sobre s + K,, quando a matriz J é simétrica definida
positiva.

No terceiro caso surgem os chamados algoritmos de biconjugacao. Sendo
J simétrica esta categoria reduz-se ao segundo caso. Para J nao simétrica

m—1 .
"Notagio: se v € s + K,,, entdo v = s + 3 v;J770.
=0
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obtém-se os métodos BiCG (BiConjugate Gradient) e o QMR (Quasi Minimal
Residual).

Métodos hibridos tém sido propostos, como o CGS (Conjugate Gradient
Squared), TFQMR, (Transpose-Free QMR) e BiCGSTAB (BiCG STABi-
lized).

Para estabelecer a relagao entre a solucao de Js = b e K,,(J,b) (K,,(J,b) =
K (J,ro) para s = 0), considere-se o polinémio minimo de J, P(J),
(polinémio moénico tnico de grau minimo e tal que P(J) = 0) para re-
presentar a inversa da matriz J, nao singular, em termos de poténcias de

J,
0= P(J) :aof+a1J+...+ame.

E portanto

pois ay # 0 dado que J é nao singular. Da representacao para J ! facilmente
se conclui que s = J b estd em K,,(J,b). Logo, a dimensiao do menor espaco
de Krylov contendo s serd m, grau do polinémio minimo de .J; se m é pequeno
entao um método baseado em subespaco de Krylov sera rédpido a convergir.

Para que estes métodos sejam eficientes é necessério melhorar as propriedades
espectrais da matriz de iteracao J, o que se consegue através de técnicas de
precondicionamento [19] e [22]. As técnicas de precondicionamento transfor-
mam o sistema linear noutro equivalente mas com melhores caracteristicas
de convergéncia. Em vez de se resolver Js = b resolve-se, por exemplo,
M='Js = M~'b, sendo a matriz M chamada precondicionador. Para ser efi-
ciente, M deve ser computacionalmente econémica de obter e o mais préxima
possivel de J. Na prética a aplicacao de precondicionadores em métodos tipo
Krylov nao envolve o célculo explicito de M ~'J, reduzindo-se a sua aplicacao
a relagoes vectoriais.

Se os sistemas a resolver forem de muito grande dimensao, mesmo apds o
recurso a técnicas esparsas, € necessario o recurso ao processamento paralelo
[5].

Todos estes assuntos estao estudados em [21], e atendendo & extensa bibli-
ografia 14 facultada pode ser um bom elemento de estudo em portugués.
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