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Estensione della tecnica degli alberi bi/tri-nomiali ad
alberi N-nomiali. Applicazione ai processi diffusivi con

salto.

Massimiliano Corradini
Universita degli Studi Roma Tre
e-mail: m.corradini @uniroma3.it

Sommario

Nel presente articolo & proposta un’estensione della tecnica de-
gli alberi bi/tri-nomiali, largamente usata per la valutazione di titoli
derivati, ad una tecnica basata sulla costruzione di alberi N-nomiali,
con N intero arbitrario. Il vantaggio di tale tecnica consiste essen-
zialmente in 1) utilizzo di probabilita di transizione da un nodo ad un
altro deducibili direttamente dall’evoluzione del sottostante in am-
bito risk-neutral; 2) facilita di realizzazione del codice per il calcolo
numerico e notevole precisione di calcolo in tempi brevi; 3) age-
vole trattazione dei processi diffusivi con salto. I risultati ottenuti
nel presente articolo sono simili a quelli ottenibili tramite uno sche-
ma di calcolo basato sull’integrazione in spazi di dimensione infi-
nita (integrali di cammino di Feynmann). Si confrontino, relativa-
mente al caso di processi stocastici puramente diffusivi, i riferimenti
bibliografici [1, 2, 3].
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Introduzione 9

1 Introduzione

Nella teoria moderna del pricing di titoli derivati sono comunemente usa-
te, laddove non esistano soluzioni analitiche in forma chiusa, tecniche nu-
meriche basate sulla costruzione di alberi binomiali o trinomiali. Pil in
particolare, si supponga di dover determinare il valore all’istante ¢, di un
titolo derivato F su un sottostante S(t), con maturity T' e valore a scadenza
¢(Sr). Siricorda che, se il valore del sottostante S(¢) soddisfal’equazione
differenziale stocastica

{ S(t) = ( (1), t)dt + o (S(t), t)dz(t) (1)
S(t

Y

0)
dove u(S(t),t) e o(S ( ),t) sono, rispettivamente, il drift e la vola-
tilita del processo S(t), dz(t) & un processo di Wiener standard e ¢ €
[to, T], il valore F(S(t),t) di un generico titolo derivato che dipenda sol-
tanto dal tempo ¢ e dal sottostante S(¢), e il cui valore a scadenza sia
F(Sp,T) = ¢(Sr), deve soddisfare, in condizioni di assenza di arbi-
traggio, I’equazione differenziale ( si confronti, per maggiori dettagli, il
riferimento bibliografico [4]).

W7D 1 (u(S, 1) — q(S,1)ar(S, 1)) 228D 1 152(5, 1) ZTE —
—r]:(S,t)

F(5,T) = ¢(S5)
(2)

Nell’equazione (2), r rappresenta I’intensita istantanea di interesse pri-
va di rischio, considerata per semplicita costante, mentre ¢(.5, t) ¢ il valore
di mercato del rischio associato al sottostante S(t).

La soluzione dell’equazione (2) puo essere ottenuta utilizzando il teo-
rema di Feynmann-Kac, il quale asserisce che (per maggiori dettagli si
confronti ad esempio il riferimento bibliografico [5]), data un’equazione
alle derivate parziali in forma parabolica,

Of(x,1) f(x,t) 1 O f(,1)
ot or +§ﬁ2(xat>w =r(x,t)f(x,1),

cont € [ty, T| e con condizione al contorno f(z,7T) = g(x), e dato il
processo stocastico

+ a(z,t)
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da(t) = a(x(t),t)dt + Ba(t), t)dz(t), 3)

cont € [to, T] e condizione al contorno z(ty) = x, sussiste la seguente
identita:

Flat) = BMe ST g (a7 e(to) = al, @)

in cui la media va calcolata secondo la misura M generata dal processo
(3). Applicando tale teorema all’equazione (2), tenendo conto che r ¢
costante e, quindi,

o ff(; r(x(s),s)ds _ 6—T(T—t0)’
si ottiene:

F (S, to) = e 7T E9(Sr)|S(to) = S, (5)

ovvero il valore attuale del derivato, F (S, t(), puo essere ottenuto scon-
tando il valore atteso del suo valore a scadenza, calcolato rispetto la misura
Q (la cosiddetta misura risk-neutral generalizzata) generata dal processo
stocastico

{ dS(t) = T(S(t), )dt + o (S(t), t)dz=(t) 6)
S(to) =5 |

dove

a(S(t),t) = p(S(t), 1) = q(S(1),)a (S(t), 1) )

Si osservi che, detta P la misura generata dall’evoluzione reale del
processo, data dall’equazione (1), il passaggio dall’ambiente reale a quello
risk-neutral o, equivalentemente, il passaggio dalla misura P alla misura
Q, modifica soltanto il termine di drift del processo in esame mentre la vo-
latilita rimane invariata: tale risultato puo essere visto come caso partico-
lare di un teorema molto piu generale dovuto a Girsanov. Si pu0 osservare
ancora che se il sottostante S(t) & esso stesso un bene di investimento deve
valere (si confronti il riferimento bibliografico [4])

A(S(t),t) = rS(t) :

in tal caso la misura Q & nota come misura risk-neutral tradizionale.
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Per effettuare numericamente il calcolo del valore del titolo deriva-
to dato dall’equazione (5), ¢ opportuno dapprima suddividere I’intervallo
temporale [t, 7] in M sottointervalli, ciascuno di ampiezza At = %
cosicché la variabile temporale ¢ possa assumere solo 1 valori discreti

t; = to + iAt, ¢ = 0,..., M. In tal modo ¢ possibile approssimare
I’evoluzione del processo in ambiente risk-neutral data dall’equazione (6)
con il processo discreto

{ Sz'+1 == SZ + ﬁ(SZ, tl)At + O'(SZ', ti) V AtEi (8)

So=29 ’

dove S; = S(t;) e ¢; & una variabile casuale con distribuzione gaussiana
standard.

L’essenza del metodo degli alberi binomiali o trinomiali consiste nel-
I’approssimare 1’evoluzione del processo dato dall’equazione (8) suppo-
nendo che ad un dato istante temporale ¢, la variabile stocastica S,
possa assumere soltanto i valori

Si—i—l = Sz + aAS
{ a={-1,01} ©)
dove la variabile aleatoria « & definita da Prob(aw = 1) = p,,, Prob(a =
0) = 0 e Prob(a = —1) = p, nel caso di alberi binomiali e da Prob(a =

1) = py, Prob(a = 0) = p,, e Prob(a = —1) = py nel caso di albe-
ri trinomiali. In entrambi i casi le probabilita p,, ps € p,, possono essere
definite in base a considerazioni di consistenza interna del metodo mentre
il passo “spaziale” AS deve dipendere dal passo temporale At secondo
una relazione ben definita come ad esempio, nel caso di alberi trinomiali,
AS ~ o+/3At (si confronti il riferimento bibliografico [6]). Dalla cono-
scenza della struttura degli alberi binomiali o trinomiali si pu0 poi calcolare
il valore del derivato (5) (per maggiori dettagli si confrontino i riferimenti
bibliografici [7, 8]).

Nel presente articolo si propone un metodo di calcolo che elimini la re-
strizione presente nella relazione (9) in modo tale che, se il processo conti-
nuo S(t) definito dall’equazione (6) & a valori in un determinato intervallo
Z = [Smin, Smaz), allora il processo discreto .S; definito dall’equazione (8)
assume gli N valori
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Smin + (N - 1>AS = Smax};

dove AS = % Nella Fig. 1 si mostra la costruzione di un
albero pentanomiale con 2 passi temporali.

Figura 1

Nel metodo proposto nel presente articolo, inoltre, la probabilita di
transizione da un nodo (¢;,5;) al nodo (t;41,S;11) puo, essere calcolata
direttamente a partire dall’evoluzione del processo S(¢) in ambito risk-
neutral, a meno di infinitesimi di ordine superiore a At. Infine, come si di-
scutera piu in dettaglio nel seguito, la trattazione di processi stocastici con
salti, rilevanti ad esempio nello studio dei titoli derivati energetici (elettri-
cita, petriolo o gas), si puo effettuare attraverso una semplice modifica del
formalismo relativo a processi stocastici puramente diffusivi.

I risultati ottenuti nel presente articolo sono simili a quelli ottenibili tra-
mite uno schema di calcolo del valore dell’opzione (5) basato sull’integra-
zione in spazi di dimensione infinita (integrali di cammino di Feynmann).
Si confrontino, relativamente al caso di processi stocastici puramente dif-
fusivi, 1 riferimenti bibliografici [1, 2, 3].
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2 Il metodo degli alberi N-nomiali

2.1 Processi di diffusione

Nel calcolo del valore del titolo derivato JF definito dall’equazione (5), che
di seguito riscriviamo per comodita,

F (S, to) = e 7T E9(Sr)|S(to) = S, (10)

occorre calcolare la media del valore a scadenza ¢(S7), con condizione
iniziale S(to) = S, relativamente alla probabilita Q associata all’evoluzio-
ne del processo stocastico in ambito risk-neutral, definito dall’equazione

(6),

{ dS(t) = m(S(t), )dt + o (S(t), t)dz=(t) (11)
S(ty) = S ’

Tale media puo essere calcolata attraverso la relazione

F (S, to) = e Tt /dST¢(ST)f(T7 Stito, S), (12)

essendo f(T, St;to, S) la densita della probabilita che il processo S(t)
assuma all’istante 7" il valore S, posto che all’istante ¢, esso aveva assunto
il valore S. Discretizzando I’intervallo temporale [ty, 7], secondo quanto
visto nel paragrafo 1, t; = to 4+ iAt, coni = 0,...,M e At = L0 2
possibile approssimare 1’equazione differenziale stocastica (11) attraverso
il seguente processo discreto:

Sop=29 ’
ed approssimare di conseguenza la densita della probabilita di transi-
zione f (T, St;to, So)-
Si osservi infatti che detta f(ts, Ss;to, So) la densita della probabilita
che S(t) assuma all’istante ¢, il valore S, posto che all’istante ¢, aveva
assunto il valore S, essa puo essere riscritta come (tg < t; < t3)

f(t2, Saito, So) = Y f(ta, Saity, S1) f(t1, Suito, So)AS, (14)
S1
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ciog! la probabilita che, dato il valore del sottostante in ¢, pari a S esso
assuma il valore S al tempo ¢, ¢ pari alla probabilita che dal valore S, al
tempo t; esso assuma il valore S; al tempo ¢, per la probabilita che dal
valore S; al tempo t; esso assuma il valore S, al tempo 5, som-

% 4 b3

Figura 2

mando poi su tutti i possibili valori S = S, +k1AS, k4 =0,..., N—
1 (si confronti la Fig. 2 relativamente al caso N = 5).
Applicando ripetutamente M — 1 volte la relazione (14), otteniamo:

f(T, ST;t07SO) - ZSM,l...Sl (AS)M_lf(T, ST;tM_l,SM_l) X ...
o X f(tM_l,SM_l;tM_Q,SM_Q)...X
X f(tz, S2;t1, 1) f(t1, Si;to, So) >
(15)

oVVero,

M1
1
f(T, Sr;to, So) = AS Z H f(tiz1, Sip1; i, Si)AS,  (16)

Syp—1...582,51 =0

avendo posto Sy; = Sr. Scegliendo M sufficientemente grande, in
modo che At = % — 0, si puo porre, a meno di infinitesimi di ordine
superiore a At,

ITale relazione & nota in teoria della probabilita come equazione di Chapman-
Kolmogorov.
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1 (- (S441—5;—T(t5,5)A1)2

e 202(t;,5;) At )7 (17)
27TO'2 (tz, SZ)At

f(tiy1, Siv13 i, S;) =

essendo la variabile casuale S;,; distribuita secondo una gaussiana
di media S; + 7(t;, S;) At e varianza o2(t;, S;)At, come si pud evincere
dall’equazione (13). Dalla relazione (16) e dalla relazione (12), si ottiene:

1
F(Sorte) = orTw /dSngﬁ(ST)AS S ox o ay)

Syr—1---,52,51

M-1
X H f i+1 Z—‘rl; tz; Sz)AS
=0

Calcolando in modo approssimato 1’integrale nell’equazione (18) tra-
mite la relazione

/dSTg (St) ~ Zg (Sm)A

Sy
si ottiene, infine,

M-1
F(to, So) ~ r(T—to) 2925 Shr) Z H f(tiz1, Siz1;ti, Si)AS,

Sur Sm—1...582,51 =0
(19)
ovvero’

f(to,So) ~e r(T—to) Z f(tl,Sl,to,S()) ZS (tQ,SQ;tl,Sl)...X
X Z:SJW1 f(tar—1, Sn—1;tm—2, Sn—2) X
XD gu, Jtar, Sarstar—1, Si—1)9(Swr)
(20)
con f(t;i1,Si1;t:,.S;) data dall’equazione (17).

ZPer un confronto tra il risultato ottenuto nel presente articolo e quello ottenibile tra-
mite una formulazione del problema basata sugli integrali di cammino di Feynmann,
si confronti 1’equazione (19) del presente testo con 1’equazione (42) del riferimento
bibliografico [2].
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Dalle relazioni (19) o (20) si evince che il calcolo del valore F di un
titolo derivato puo essere ricondotto al calcolo di M/ somme, corrispon-
denti al numero di passi temporali in cui si suddivide I’intervallo di tempo
[to, T'], che non presenta, in generale, particolari difficolta sia dal punto di
vista della stesura del codice sia dal punto di vista del tempo di calcolo.

2.2 Processi diffusivi con salto

Si consideri ora il problema del calcolo del valore F di un titolo derivato
su un sottostante S(t), nel caso in cui il valore di quest’ultimo possa subire
salti improvvisi®. Si supponga che I’evoluzione del valore del sottostante
S(t) sia definita dall’equazione differenziale stocastica (t € [to, 7))

{ aS(t) = p(S(1). )t +o(S(0), )d=(0) + u(S(1), O)da(t) 5,

S(ty) = S !

in cui dg € un processo di Poisson:

Prob(dg=0) = 1—Xdt °

Tale processo, in effetti, ¢ in grado di simulare la presenza di salti im-
provvisi: tra t e t + dt, con probabilita pari a \dt, il processo S(t) subisce
un salto di ampiezza pari a u(S(t),t).

Il valore F di un titolo derivato con maturity ' e valore a scaden-
za ¢(Sr), & dato, in completa analogia con quanto visto nel paragrafo
precedente, dalla relazione

{ Prob(dg=1) = \dt

F(S,tg) = e " T E2(S7)|S (ko) = 9], (22)

in cui Q & la misura generata dall’evoluzione del processo S(¢) in am-
biente risk-neutral, data dall’equazione (per maggiori dettagli si confronti
il riferimento bibliografico [9])

{ as(t) = (S (1), O)dt +o(S(0), )d=(1) + u(S(1), O)da(t) o

S(ty) = S !

3Tale comportamento & particolarmente rilevante, ad esempio, nel caso in cui il sotto-
stante S(t) rappresenti un bene di natura energetica, come I’elettricita, il petrolio o il gas
(si confrontino i riferimenti bibliografici [9, 10] per maggiori dettagli in proposito)
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in cui

(S (), 1) = p(S(t), 1) — a(S(t), 1)q(S(?), 1), (24)

essendo ¢(S(t),t) il valore di mercato del rischio associato a S(t).

Per il calcolo della media nell’equazione (22) si puo utilizzare un pro-
cedimento simile a quello proposto nel paragrafo precedente (equazioni
(15), (16) e (18)-(20)). In questo caso pero la densita della probabilita di
transizione dal nodo (¢;,.S;) al nodo (t; 41, Siy1), f(tiv1, Siv1;ti, Si), non &
piu una semplice funzione gaussiana. Si osservi tuttavia che, per definizio-
ne stessa di processo di Poisson, tra ¢; e t; + At il processo S;, risultante
dalla discretizzazione del processo dato nell’equazione (23), puo subire, al
pil, un salto e, quindi,

(Siq1-5i—E(t,5) A2

ftivr, Sivs i, Si) = L 20%(15,57) At )(1 — AAY)

(— (SH-I_Si—F(tivsi)At—“(tivSi))Q) :
1 e 202(t;,5;) At AA?

+ \/ 212 (ti ,SZ‘)At
(25)

In conclusione, nel caso in cui il processo S(t) subisca salti improvvisi
e tali salti possano essere descritti tramite un processo di Poisson, come
supposto nell’equazione (21), ¢ possibile utilizzare per il calcolo del va-
lore di un titolo derivato ancora 1’approssimazione (20) trovata nel caso
di processo puramente diffusivo, in cui perd la densita della probabilita
di transizione f(t;y1, Siy1;t;,S;) & data dalla somma di due distribuzioni
gaussiane con opportuni pesi (equazione (25)). Si osservi pertanto che nel-
I’ambito dello schema di calcolo proposto nel presente articolo 1’inclusione
di un termine di Poisson nell’evoluzione del sottostante non aumenta né la
difficolta della stesura del codice né tantomeno il tempo necessario per il
calcolo numerico. In particolare gli alberi N-nomiali qui presentati non su-
biscono alcuno shift nel momento in cui il sottostante S(¢) subisce un salto,
contrariamente a quanto avviene nel caso degli alberi bi/trinomiali ordina-
riamente considerati in letteratura, essendo 1’effetto del salto incorporato
direttamente nelle probabilita (25) associate ai vari valori del sottostante.
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3 Risultati

Nel presente paragrafo applichiamo il metodo di calcolo dedotto in prece-
denza per ottenere il valore di un’opzione europea di tipo call, con maturity
T e strike-price K,

O(S, ty) = e" T E9max(Sy — K,0)|S(ty) = 5], (26)

nel caso in cui il valore del sottostante S(t), che si suppone non es-
sere un bene di investimento, evolva (in ambiente risk-neutral) secondo
I’equazione differenziale stocastica

(S(t), t)dt + oS ()dz(t) + udg(t)

con

a(S(t),t) = pS(t),

cioe secondo un moto geometrico browniano con salto (in Fig. 3, per
evidenziare la rilevanza del salto, si rappresentano due soluzioni tipiche di
tale equazione, una in presenza di salto, I’altra senza);

S(t)

Figura 3

oppure secondo un’evoluzione stocastica (in ambiente risk-neutral) da-

ta da
ds(t) m(S(t), t)dt + oS(t)dz(t) + udq(t)
{ S(te) =S ’

(28)
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con

A(S(t),t) = a(f —In S(t))S(t)

cioe un processo mean-reverting con salto (in Fig. 4, per evidenziare
la rilevanza del salto, si rappresentano due soluzioni tipiche di tale equa-
zione, una in presenza di salto, 1’altra senza), rilevante nella descrizione
dell’evoluzione dei beni di natura energetica (si confronti il riferimento
bibliografico[9] per maggiori dettagli al riguardo).

S(t)

Figura 4

Il calcolo del valore dell’opzione (26) puo essere effettuato utilizzando
la relazione (20), con densita della probabilita di transizione data da

(Sit1—Si—nS;An)?

(- )
f(tiv1, Sipr;t:,S) = 7%%0125%; 20257 A (1 — MA?)

(- (5i+1—5i—u5iAi—u)2) ’

1 20252 At

+——c¢ i AAtL
A/ 27ro‘25i2At

nel caso di moto geometrico browniano con salto e da

_ (Siy1—Si—a(f—In sl-)simﬁ)

( 252
f(tiz1, Siv1;ti, Si) = ————e¢ onSTAL (1 — MA?)
\/27r0'25’i2At
(_(Si+175i70¢(ﬁ71nS,L-)S,L-Atfu)Q)
1 e 20252 At VAN

S S—
\/2mo2S2 At
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Valore Opzione
Valore Opzione
1

. L R L R I R P T T R TS R
I%O 120 140 160 180 200 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
N Numero Simulazioni

Figura 5

nel caso di processo mean-reverting con salto.

Nella Tabella 1 si rappresentano 1 risultati ottenuti nel caso in cui il
sottostante evolva, in ambito risk-neutral, secondo un moto geometrico
browniano con salto mentre nella Tabella 2 si rappresentano i risultati ot-
tenuti nel caso in cui esso evolva, sempre in ambito risk-neutral, secondo
un processo mean-reverting con salto.

| S | Monte Carlo | Errore Monte Carlo | Albero N-Nomiale

6.0 0.0576 0.0066 0.05799
8.0 0.479 0.022 0.4916
10.0 1.579 0.040 1.5846
12.0 3.234 0.058 3.2210
14.0 5.193 0.073 5.1518

Tabella 1: 7 = 0.02 (anni) %, u = 0.05, 0 = 0.4, w = 0.01, A = 10 (anni) !,
T = 0.5anni, K = 10, N = 160, M = 60. La simulazione Monte Carlo ¢ stata
effettuata generando 30000 traiettorie casuali.
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| S | Monte Carlo | Errore Monte Carlo | Albero N-Nomiale |

6.0 0.924 0.020 0.9243
8.0 0.923 0.028 0.9250
10.0 0.926 0.035 0.9273
12.0 0.925 0.040 0.9303
14.0 0.933 0.045 0.9310

Tabella 2: r = 0.02 (anni) !, o = 120, 3 = In 10, o = 0.4, u = 0.3, A = 10 (anni) ~*,
T = 0.5anni, K = 10, N = 160, M = 60. La simulazione Monte Carlo ¢ stata
effettuata generando 30000 traiettorie casuali.

Nella prima colonna di tali tabelle si riporta il valore iniziale del sot-
tostante, S(¢y) = .S; nella seconda colonna il valore medio dell’opzione
O ottenuto tramite simulazione Monte Carlo generando 30000 traiettorie
casuali; nella terza colonna si riporta invece I’errore £ relativo alla simula-
zione Monte Carlo, scelto pari a tre volte I’errore Monte Carlo standard, in
modo tale da ottenere una probabilita del 98% che il valore medio ottenuto
cada nell’intervallo (O — E, O + E); nella quarta colonna si rappresenta
il valore dell’opzione ottenuto tramite la tecnica degli alberi /N-nomiali,
con N = 160 (nella Fig. 5 si rappresenta lo studio della convergenza del
valore simulato dell’opzione O al variare di N e del numero di traiettorie
casuali generate nella simulazione Monte Carlo, relativamente al processo
mean-reverting con salto, per S = 6). Come si puo osservare, I’accordo tra
i risultati ottenuti col metodo degli alberi N-nomiali e col metodo Monte
Carlo e, entro ’errore Monte Carlo, completo.
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Figura 6: La linea tratteggiata rappresenta la precisione del calcolo Monte Carlo

mentre quella continua la precisione del metodo degli alberi /N-nomiali, che risulta

essere sempre ~ 1073%.
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Si osservi comunque che, a parita di tempi di calcolo, la precisione del
Monte Carlo ¢ molto piu bassa rispetto a quella ottenibile attraverso il me-
todo degli alberi N-nomiali: se, tipicamente, per ottenere una precisione
del 2 — 4% tramite lo schema Monte Carlo occorrono all’incirca 6 — 10
secondi di tempo macchina, il metodo degli alberi /N-nomiali fornisce una
precisione del ~ 1073% in meno di un secondo. Si confronti la Fig. 6
per uno studio della dipendenza della precisione del calcolo dal tempo di
calcolo stesso.

In conclusione, il metodo proposto nel presente articolo puo essere fe-
condamente utilizzato ogni qualvolta a) non risulti sufficiente la precisione
del calcolo Monte Carlo; b) laddove si desideri ridurre considerevolmente
la durata del tempo di calcolo associata alla simulazione Monte Carlo; c)
in alternativa al metodo degli alberi bi/trinomiali, avendo tale metodo il
considerevole vantaggio di non dover ricorrere ad alcun tipo di shift degli
alberi, essendo eventuali salti del sottostante gia inclusi nella densita di
probabilita di transizione da un nodo ad un altro.
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