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Voorraadmodellen met meerdere produkten
en beperkingen

I. INLEIDING

De. modellen die hier behandeld worden zijn deterministische meer-
dere~-produkten modellen. Voor elk van de beschouwde produkten
wordt verondersteld dat de vraag met zekerheid gekend is (of
nauwkeurig kan geschat worden) en het vraagritme min of meer
constant is. De besteltijd, tijd tussen het plaatsen en het onvangen
van een bestelling, evenals andere systeemparameters, zoals kosten,
zijn eveneens met zekerheid gekend (of nauwkeurig te schatten),
constant doorheen de tijd en onafhankelijk van de bestelde hoeveel-
heden.

Het probleem mb.t. deze voorraadmodellen bestaat in het
bepalen van het bestelogenblik en de bestelhoeveelheid. Daar het
vraagritme constant is wordt een bestelpunt voorraadpolitiek, voor-
gesteld door (Q,r), aangenomen : een zelfde hoeveelheid Q wordt
besteld telkens de voorraad het bestelpunt r onderschrijdt. Het
probleem herleidt zich dan tot het bepalen van Q°, de optimale
bestelhoeveelheid, ook de economische ordergrootte genoemd weg;
en r° het optimale bestelpunt. Dit gebeurt door middel van een wis~
kundig model dat de jaarlijkse voorraadkosten uitdrukt in functie
van de twee beslissingsvariabelen Q en r. Q° en r° worden ge-
vonden door deze kosten te minimaliseren.
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Teneinde de uiteenzetting zo duidelijk mogelijk te houden zal
in hetgeen volgt het meest eenvoudige voorraadsysteem veronder-
steld worden nl. het systeem van Camp, dat aan de basis ligt
van de meer algemene modellen die in de literatuur behandeld
worden. Uitbreiding tot deze meer ingewikkelde modellen brengt
evenwel geen moeilijkheden met zich mee. Ter informatie wordt
dit basismodel weergegeven in Appendix A.

Bij de studie van voorraadsystemen, waarbij meerdere pro-
dukten opgeslagen worden, en waar voor elk produkt afzonderlijk
een van de hierboven vermelde modellen van toepassing is, doen
~er zich bij afwezigheid van -interacties tussen de verschillende
produkten geen moeilijkheden voor. De gemiddelde jaarlijkse voor-
raadkosten K van een n-produkten voorraadsysteem kan uitgedrukt
worden in funktie van 2 n beslissingsvariabelen Q;jenr;, j=1,..,n,
en wel als volgt :

n
K= % K;(Q;r)
i=1

waarbij K; de jaarlijkse voorraadkosten voorstelt van produkt j,
bestaande uit enerzijds bestelkosten en anderzijds rentekosten. Het
is duidelijk dat de minimale waarde van K bekomen wordt voor
minimale waarden van Kj;, zodat de één-produkt modellen van toe-
passing zijn. .

In wvele praktische gevallen moeten evenwel geaggregeerde
beperkingen in rekening gebracht die wel degelijk interacties ver-
oorzaken tussen verschillende individuele produkten zodanig dat
geen oplossing kan gevonden worden door voor elk produkt af-
zonderlijk een optimale voorraadpolitiek te bepalen. Het voorraad-
systeem moet nu in zijn geheel bestudeerd worden. Deze beper-
kingen kunnen betrekking hebben op de produktie uitrusting (aan-
tal beschikbare machines), opslagplaats (beschikbare ruimte), tijd
(maximale tijd die gebruikt kan worden voor het instellen van
machines of voor het uitvoeren van bestellingen) en geld (beperkt
kapitaal beschikbaar voor voorraadinvesteringen). Het is duidelijk
dat terzelfder tijd meerdere beperkingen aanwezig kunnen zijn.
Genoemde beperkingen kunnen nu eveneens uitgedrukt worden als
ongelijkheden met 2 n beslissingsvariabelen, zodat het probleem als
volgt kan geformuleerd worden.
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Gegeven de kapaciteiten C;,i = 1, ..., m bepaald
Qjenr, j=1,....n
zodanig dat
K=K(Q:; Q. ...Q,; 1,15, ...,1,)
minimaal is en
g1(Qe Qz ..., Qi 1112 ..., 1) <G,

gz(Q1,Qz,~-~.Qn; l'pl'zn-wrn) SCz

gm(Q11Q2'~-"Qn; r11r2'~~~srn) SCm

Het vervolg van deze uiteenzetting spitst zich voornamelijk
toe op het geval waarbij één beperking wordt in rekening gebracht.
De twee meest gebruikte methoden om dit soort van problemen
op te lossen zijn de « Methode van de Lagrange Multiplicatoren »,
die in de literatuur overvloedig behandeld wordt, o.a. in [1], [2],
[3] en [4], en de «LIMIT methode» van Plossl en Wight
[5] die minder bekend is. .

De discussie begint met het schetsen van een practisch probleem
dat de belangrijkheid van het gekozen voorraadsysteem illustreert
en verder doorheen de studie als voorbeeld gebruikt wordt. De
twee volgende paragrafen behandelen respectievelijk de hierboven
genoemde methoden. In een vijfde paragraaf wordt voor het eerst
bewezen dat deze twee oplossingstechnieken equivalent zijn in
die zin, dat ze beide resulteren in dezelfde optimale oplossing,
gegeven één bindende beperking. Het belang van dit bewijs volgt
uit de eenvoud waarmee LIMIT de oplossing bekomt, .in verge-
lijking met de methode van Lagrange. Ten slotte wordt in een
" laatste paragraaf de uitbreiding tot een meerdere~-produkten voor-
raadsysteem met twee beperkingen besproken. ‘
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II. PRAKTISCH VOORBEELD [5] .

Een produktieafdeling produceert een aantal produkten, gebruik
makend van eenzelfde groep machines (bv. draaibanken, hydrau-~
lische persen, enz.). De individuele produkten zijn evenwel ver-
schillend (bv. in vorm, afmeting, gebruikte grondstof, enz.) zo-~
danig dat er zich bij omschakeling van de produktie van een produkt
naar een ander, een niet-produktieve tijd voordoet die nodig is
voor de juiste instelling van de machines. Deze insteltijd is onaf-
hankelijk van de geproduceerde hoeveelheid en van de volgorde
waarop de produkten geproduceerd worden (serieproduktie).

De huidige produktieorganisatie (aantal machines, gebruikte
seriegrootten), waarmede aan de. totale jaarlijkse vraag voor deze
groep produkten voldaan wordt, resulteert in een totale insteltijd
van 152,5 uren en een totale voorraadinvestering van $ 10.895.
(zie Tabel I)

Teneinde de jaarlijkse voorraadkosten te minimaliseren wordt
voorgesteld de seriegrootten te optimaliseren, .gebruik makend van
de gepaste formule (zie Appendix A). Deze economische order-
grootten (zie Tabel I) veroorzaken een gevoelige daling (44 %)
in de totale voorraadinvesteringen (van $ 10.895 tot $6.063) doch
noodzaken een 43 9% toename in de insteltijd, wat in de onmiddel-
lijke toekomst onmogelijk te realiseren is. Een toename in de in-
steltijd kan enkel gerealiseerd worden door het machinepark uit
te breiden of de samenstelling ervan te wijzigen. Met de beschik~
bare uitrusting kan de totale insteltijd niet verhoogd worden zonder
de effectieve produktietijd te verlagen, wat voor gevolg zou hebben
dat de jaarlijkse vraag niet meer zou kunnen voldaan worden.
De vraag die dus moet gesteld worden is de volgende: gegeven
een beperkte instelcapaciteit van 152,5 u., bereken de seriegrootten
die een minimale voorraadinvestering voor gevolg zou hebben zo-
danig dat de jaarlijkse voorraadkosten minimaal zijn. Het antwoord
op deze vraag wordt gegeven door hogervermelde methoden. Deze
worden hierna besproken.

HI. DE METHODE: VAN DE LAGRANGE MULTIPLICA-
TOREN

Het algemeen. probleem onder studie wordt op volgende wijze ge-
formuleerd. . ;
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Bepaal Q;enr;, j=1,..., n

zodanig dat

(1) K =K(Q., Qz,..".,Q,.; i far e Th)
minimaal is, en

(2) 9(QuQerenvsQui rartar . ) <C

Bemerk dat in het geval de besteltijd gekend en constant is, de
bepaling van de bestelpunten r°, j=1,...,n triviaal is. (zie
Appendix A) Daar de voorraadsystemen die hier behandeld worden
aan deze voorwaarde voldoen zullen we verder deze variabelen
buiten beschouwing laten.

A. Algemene oplossingsprocedure

1. Vooreerst wordt het probleem opgelost zonder rekening te hou-
den met de van toepassing zijnde beperking, m.a.w. Qj°, i=
1,...,n worden berekend door elk produkt afzonderlijk te be-
schouwen. Indien deze optimale bestel- of produktiehoeveelheden
voldoen aan de opgelegde beperking, dan vormen deze vanzelf-
sprekend de optimale oplossing van het globale meerdere-pro-
'dukten voorraadprobleem. :

2 In het andere geval wordt de Lagrange funktie L geschreven :

(3) L=K(Qu Qo ..., Qu) T AM9(Qu Q2. ..., Qu) —C]
waarbij de multiplicator )\ als volgt bepaald wordt
(4) =0 woor g¢g(.) <C

~A>0 voor g(.)=C
zodanig dat AM[g(Q1, Q.. . .., Q,) — C] = 0 en de Lagrange functie
L dezelfde waarde aanneemt als de oorspronkelijke kostenfunktie K.
Men kan aantonen dat de optimale oplossing voor het probleem

(1) en (2) bekomen wordt door (3) te minimaliseren, m.a.w. de
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optimale Q;*,j=1,...,n en A* worden bepaald door het vol-
gende stelsel van n + 1 vergelijkingen in n + 1 onbekenden op te
lossen.

8L

— =90

&\

5L

—=0,voor j=1,...,n
8Q;

B. Voorbeeld

De jaarlijkse voorraadkosten voor het in paragraaf II beschreven
praktisch voorbeeld omvat instelkosten en rentekosten en kan als
volgt geschreven worden

‘ n Di.k.Si 1
(5) K= % +—1.G.Q
=1 Qi 2.

D; = jaarlijkse vraag (verbruik) van produkt j

k = instelkosten per uur, constant voor alle produkten (gebeurt
door dezelfde gespecialiseerde arbeiders)

S; = insteltijd in uren voor produkt j

Q;* = de optimale seriegrootte (produktiehoeveelheid) rekening
houdend met de bindende beperking

C; = de produktiekosten per eenheid produkt j

[ = rentekostenfactor uitgedrukt als een fractie ($ per $ in voor-
raad)
n = aantal produkten.

De opgelegde beperking heeft betrekking op de beschikbare instel-
tijd en neemt de volgende vorm aan
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n
(6) =
=l @

waarbij

H, = de maximaal beschikbare insteltijd voor de produktieafdeling
(gelijk aan de insteltijd overeenkomstig de huidige serie-
grootten) voorstelt.

Kostenfunktie (5) en beperking (6) geven aanleiding tot de vol-
gende Lagrange funktie

o n [ DikS, ICQ n D;S;
(7)) L= % + +r | T ——H,
=1 Q 2 =1 Q

die minimaal wordt voor’

5L D;kS, IC; DS

(8) — = — + —_— =0 wvoor Vj
3Q; Q7 2 Q7

en
SL n D;S;

9) —=x —H; =0

De vergelijkingen (7) en (8) hebben een unieke 6plossing

| 3D, 5,(k F %)
(10) Q* =
16

waarbij \* de oplossing is van de vergelijking

n D,'Si
(11) = =H;
’ IC;

Uit deze laatste vergelijking verkrijgt men
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n ioi LG ®
(12) A = [ z ———————]—k
]=1 2HL2 .

Passen wij dit toe op de cijfergegevens van Tabel I dan volgt
uit (12) voor A* de waarde 2,90. Vergelijking (10) geeft dan de
optimale seriegrootten voor het globale voorraadsysteem. (zie

Tabel 1I)

TABEL II

Optimale seriegrootten rekening houdend met de beperkte insteltijd

Produkt : Optimale seriegrootte
_ Eenheden $ Insteltijd
(uren)
A 392 2399 ' 421,
B 490 . 1396 244
. C 2387 1337 235
D 333 753 132
E 183 B 131
F 388 353 62
G 149 o 460 8.1
H 737 309 54
I 247 506 8.9
] 516 o 407 72
TOTAAL “ . s - 1521

Wij merken op dat de nodige insteltijd gelijk is aan de op
het huidige ogenblik gebruikte insteltijd, bij veronderstelling de
maximaal beschikbare capaciteit, terwijl de totale voorraadinves-
teringen slechts $ 8661 bedragen, wat tegenover de huidige toestand
een daling van 15 9% betekent. Een laatste -intressante bemerking
betreft de economische interpretatie van de Lagrange Multipli-
cator A*. In het behandeld voorbeeld stelt A* de schaduwprijs
(imputed value) voor van een uur insteltijd. Deze informatie kan
nuttig gebruikt worden bij het evalueren van beslissingen m.b.t.
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het al dan niet doorvoeren van veranderingen in de produktie-
organisatie. In het bijzonder, indien A* groter is dan de in wer-
kelijk aangerekende instelkosten per uur, dan heeft de onderneming
voordeel door meer insteltijd te voorzien voor het produceren van
kleinere seriegrootten.

IV. «LIMIT — LOT SIZE INVENTORY MANAGEMENT
INTERPOLATION TECHNIQUE »

LIMIT is een alternatieve methode om beperkingen te verwerken
in vooraadsystemen met meerdere produkten. Onmiddellijk dient
evenwel opgemerkt dat, in tegenstelling met de methode van de
Lagrange Multiplicatoren hier slechts één beperking toegelaten is.
LIMIT werd ontwikkeld rondom de filosofie dat I, de rentekosten-
factor, geen constante parameter is, doch een veranderlijke die
afhankelijk is van de ondernemingspolitiek. M.a.w. I wordt aanzien
als een impliciete waarde overeenkomstig een bepaalde politiek van
het management. Door deze kostenfactor een bepaalde waarde toe
te kennen kan een bepaalde politieck bepaald worden, of omge-
keerd, LIMIT geeft de manager de impliciete rentekostenfactor
overeenkomstig zijn beslissingen. Deze laatste zienswijze moet
management er toe brengen rationeler politieken te volgen m.b.t.
het voorraadbeheer.

A. Algemene oplossingsprocedure

Ter herinnering hernemen wij even de algemene formulering van
het probleem.

Bepaal Q;, j=1,...,n
zodanig dat

(13) K=K(Qu Q...... Q)
minimaal is, en

(14) 9(QL Q. ..., Q) =C
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Vooreerst berekenen we Qp, j=1,...,n, de economische or-
dergrootten zonder beperkingen, gegeven de in de onderneming
aangerekende rentekostenfactor I

(15) Q= \/
IG

waarbij D; en C; bepaald zijn als voordien (zie paragraaf III) en
A; de bestel- of instelkosten aanduidt per bestelling en per produkt.

(16) 9(Q:°, Q... Q%) =G°

Het is duidelijk dat verschillende waarden van I aanleiding zullen
geven tot verschillende waarden van Q;°, Vj, die op hun beurt
zullen resulteren in verschillende waarden van G°.

Indien G° £ C dan is de oplossing gevonden, namelijk Q°, j=

Indien G° > C maken we geBruik van vergelijking (16) om I
expliciet uit te drukken in functie van gekende parameters van het
systeem namelijk deze die Q;° bepalen en G°.

Stel
(17) I= fl(Go) -fz(D,', A,‘, Ci'j =1i... ,n)

waarbij f;(x) gelijk is aan x? of 1/x* naargelang de Q°’s respec-
tievelijk in de noemer of de teller van beperking (14) voorkomen.
(cfr. uitdrukking (23))

Het probleem kan nu « technisch » als volgt gesteld worden. Welke
rentekostenfactor resulteert in bestel(produktie) hoeveelheden die
zodanig zijn dat g(.) = C en de jaarlijkse voorraadkosten minimaal
zijn. M.a.w. wij zoeken de impliciete rentekostenfactor I, die vol-
doet aan

(18) IL::):I(C) -fz(D,',A,-, Ci; j: 1,..., ﬂ)
Door uitdrukking (18) te delen door (17) en rekening houdend

met het feit dat de functie f.(.) een constante is voor een be-
paalde groep van produkten bekomen we :
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f:(C)
[(G°)

(19) I,=1.

. « LIMIT formule 1»

De oplossing voor het systeem met de bindende beperking (14)
wordt uiteindelijk gevonden door (19) te substitueren in (15). Stel
deze oplossing voor door Qf, j=1,...,n dan bekomt men

\/fl(G")
Qil. = 'Qio
f(C)

of

waarbij

‘ 1(G° .
{20) M = |———, « LIMIT Formule 2»
’ £(C) ’

Op te merken valt dat, alhoewel de auteurs beweren dat de
LIMIT formules een optimale oplossing geven in de zin dat, re-
kening houdend met de opgelegde beperking, de jaarlijkse voor-
raadkosten minimaal zijn, zij dit nergens bewijzen. In paragraaf III
wordt dit bewijs geleverd.

B. Voorbeeld

De optimale seriegrootten ‘voor een gegeven (geschatte) rente-
‘kostenfactor I in afwezigheid van bindende beperkingen zijn :

- 3D, %3,
(21) Q;"=‘/———,j=l,...,n

1C;
Indien
n D
(22) H,= » —S; < H,
=1 Q;
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is het probleem opgelost. Veronderstellen we het tegenovergestelde
dan moeten nieuwe sub-optimale seriegrootten, QF, j=1,...,n
gezocht worden.

Substitutie van (21) in (22) geeft na vereenvoudiging

DS.C, DS.C. ~D3.C,
Ho= VT [ + +.oo+ [ — ]
1V 2k 2k T

of afgekort

Ho = \/—I_'B
en
H;?
(23) I =
BZ

waarbij B, voor een bepaalde groep van produkten, een constante
is onafhankelijk van de rentekostenfactor I. Uitdrukking (23) is
equivalent met (17) en drukt de rentekostenfactor I uit in- functie
van de overige systeemparameters en de varaiabele waarop de
beperking slaat.

In analogie met (18) wordt nu de impliciete rentekostenfactor I
gezocht die volgende eigenschap heeft

H,?
(24) I, =

BZ

Vergelijking (23) en (24) laten toe volgende LIMIT formules
af te leiden .

H,?

(25) I, =1. «LIMIT 1»

2
o

Na substitutie van (25) in (21)

1. De LIMIT formules voor de meest frequent voorkomende beperkingen worden
gegeven in Appendix B.
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(26) QF=M.Qp, Vj

met
H,
(27) M=—  «LIMIT 2»
L

Gegeven een bindende béperking, namvelijk H,>H, ,
het is duidelijk via (25), (26) en (27) dat

IL.<1,
M>1,
Q> Qf; Vj
en uit (24) volgt dat
n D;

x
i=1 QF

Si=HL<Ho.

M.a.w. de impliciete rentekostenfactor die berekend wordt door
het model is kleiner dan de rentekostenfactor die voor het ogenblik
gebruikt wordt in het bedrijf. De verklaring hiervan dient gezocht
in het feit dat de huidige produktieorganisatie (uitrusting, effi-
ciency, ...) de ideale voorraadpositie, gegeven I, niet toelaat.

Toegepast op de gegevens van Tabel I bekomt men voor de
formules LIMIT 1 (25) en LIMIT 2 (27)

1525 \*
I, =.20 ( = 0.098
2174

2174
M= ( ) = 1.425

1525
Vermenigvuldiging van de optimale seriegrootten (zie Tabel I)
met 1,425 geeft de LIMIT hoeveelheden Q7% j=1,..., n weer-
gegeven in Tabel III ' '
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TABEL III

Limit-seriegrootten
Produkt Eenheden $ Insteltijd
(uren)
A 391 2393 42,3
B 490 1396 244
C 2389 1338 234
D 333 753 132
E 183 747 13,1
F 387 352 6,2
G 149 460 8,1
H 737 309 54
I 247 506 8,9
] 516 407 72
TOTAAL 8667 1522

"Met uitzondering van enkele kleine afwijkingen veroorzaakt door
afronding zijn deze resultaten identick met deze van Tabel II,
bekomen door middel van de methode van Lagrange Multiplicatoren.

Het is interessant op te merken dat de LIMIT methode als
simulator kan gebruikt worden om de overgang van het huidig
systeem (H;, I, QF j=1,...,n) naar het optimale systeem
(Ho, 1, Qp, j=1,...,n) stapsgewijze te plannen. Dit gebeurt
door de insteltijd achtereenvolgens uit te breiden van Hp tot Hj,,
Hy,, ..., H, gebruik makend van de LIMIT 1 formule om ver-
volgens via (26) en (27) de besparingen in rentekosten te be~
rekenen waarmede deze capaciteitsuitbreiding gepaard gaat en die"
kunnen gebruikt worden om deze uitbreidingen te helpen financieren.
Deze alternatieve aanwendig van de LIMIT formules wordt voor
het praktisch voorbeeld onder studie, geillustreerd in Tabel IV.
M.a.w., indien voor de beschouwde groep van produkten een totale
insteltijd van 175.0 u. voorzien wordt, zullen de minimale gemiddelde
voorraadinvesteringen $ 3765 bedragen. Dit wordt als volgt be-
komen

2174
M* = = 1.242
175.0
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TABEL IV

Reeks alternatieve fotale insteltijden
met overeenkomstige totale gemiddelde voorraadposities

Impliciete Totale Totale Totale gemiddelde M

voorraadkost Insteltijd  Instelkosten (§)  Voorraadinvesteringen

(%) (uren) ($2.80 per uur)

(huidig systeem) 1525 427 ' 5097.5 —
42 100.0 280 . 6590.5 2.174
9.5 1500 - 420 4392.5 1.449
9.8 (LIMIT) 1522 - 426 ‘ 43305 1.428

129 175.0 490 3765.0 1242

170 200.0 560 3295.0 1.087

20.0 (GESCHAT) 217.4 - 609 3031.5 1.000

265 250.0 700 2637.5 0:870

38.0 300.0 840 ~ 2197.5 0.725

52.0- 350.0 980 : 1882.5 0.621

68.0° 4000 1120 1649.0 . 0544

Q*:‘M* io,j—_—l,.'..,n
waaruit de gevraagde gemiddelde voorraadinvesteringen
n Qi* n Q,‘o

T —=M* 3
=12 =12

= 1.242 X 3031.5 = 3765

De gegevens van Tabel IV kunnen ook in grafiek worden
uitgedrukt. (Figuur 1)

De huidige situatie wordt voorgesteld door punt A. De LIMIT
situatie, d.i. het optimaal voorraadsysteem rekening houdend met
de beperking op de insteltijd, wordt afgebeeld in punt B terwijl
punt D overeenkomt met het meest economische voorraadsysteem
in afwezigheid van beperkingen. Tevens illustreert Figuur 1 dat
uitgaande van de huidige toestand, een voorraadsysteem kan ge-
vonden worden waarbij de totale insteltijd minimaal is en de voor-
raadinvesteringen onveranderd blijven (punt C). Dit geeft een
antwoord op de volgende vraag: minimaliseer de totale voorraad-
kosten K = K(Q4., ..., Q,) zodanig dat de totale gemiddelde voor-
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Figuur 1
Gemiddelde Voorraadinvesteringen vs. Insteltijd kromme
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raadinvesteringen een gegeven bedrag niet overschrijden. (zie

Appendix B)

V. OPTIMALITEIT VAN DE LIMIT METHODE

In deze paragraaf wordt bewezen dat de LIMT techniek en de
methode van Lagrange dezelfde oplossing geven. Het bewijs dat
volgt heeft betrekking op het model dat gebruikt werd om deze
twee methoden te bespreken (minimaliseren van totale voorraad-
kosten rekening houdend met insteltijdbeperking). De bewijzen
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zijn analoog voor voorraadsystemen met andere beperkmgen (zie
Appendix B) en worden dan ook niet gegeven.

Uitdrukking (12) kan geschreven worden als

(28) VEF A = = ‘/—————
j=1 2H,?

en substitutie van (28) in (10), de uitdrukking van de orderhoe-~
veelheden die de Lagrange functie minimaliseren, geeft na vereen-
voudiging (de constante 2 valt weg)

2 e

>
1.G i=1 Hp?

Q,'* =

Na respectievelijk teller en noemer van de eerste term en teller
en noemer van de term na het sommatleteken met V2k te ver-
menigvuldigen bekomt men

2D;Sik n 2D;S;EIC;

Nu is
2D; 5k
. IC; .

~en

. n )
(30) >: ) D-S-HC T Kp=Ke
ji=1 i=1

waarbij K° de minimale totale voorraadkosten voorstelt voor de
groep van n produkten in afwezigheid van beperkingen, zodat (29)
kan herleid worden tot

: K |
(31) Q* = Qe Vj.
2kH, |

M.a.w. de gezochte orderhoeveelheden worden gevonden ‘door de
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onbeperkte optimale hoeveelheden Q°, j=1,...,n te vermenig-~
Ko

vuldigen met een constante factor

2kH,

Om te bewijzen dat de LIMIT techniek optimaal is volstaat
het aan te tonen dat de uitdrukkingen (26) en (31) gelijk zijn,
m.a.w.

Q*=Qt, Vi
of
K H,
(32) =
2kH, H,;

Substitutie van (30) in het linker gedeelte van (32) geeft

Ko n VZDIS,ICIC,

2kH, j=1 2kH,

™M

of anders geschreven

;_' ‘/Disilci
Ke ji=1 2k
(33) =
2kH, H,;

Gegeven uitdrukkingen (32) en (33), herleidt het bewijs zich
tot het aantonen dat H, de totale insteltijd overeenkomstig de op-
timale produktiehoeveelheden Q2 , j=1,..., n gelijk is aan

n ivid L
> _
j=1 2k

Uit (21) en (22) volgt dat

D;
n .Sj
Ho = X 4 2

: I
1

IC
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en na herrangschikking van de betrokken grootheden bekomt men

n i9j k.i
a2 | ]
v ji=1 \ 2k>‘ |

wat het bewijs vervolledigt 2. ‘

Zoals in de inleiding reeds werd benadrukt volgt het belang
van dit bewijs uit de aantrekkelijkheid van LIMIT, gegeven de
eenvoud en het brede toepasbaarheidsdomein. van deze techniek
die ten aanzien van de bedrijfsleiding in een bevattelijker en meer
vertrouwde taal is uitgedrukt. De methode verzekert niet alleen
een optimale voorraadpolitick gegeven een bindende beperking,
bovendien kan deze methode gebruikt worden om de overgang van
deze sub-optimale oplossing naar de globale optimale oplossing te
plannen en te helpen realiseren.

V1. MEERDERE-PRODUKTEN = VOORRAADSYSTEMEN
MET TWEE BEPERKINGEN

Veronderstel dat het voorraadsysteem _pnderhevig is aan twee
beperkingen, zodat het probleem als volgt kan geformuleerd worden.

Min. K=K (QuQu.. Q)
zpdanig dat |
91(Q1 Qi .., Q) < C,
en g2(QuQu....Q.) <C,

De eerste beperking kan bijvoorbeeld betrekking hebben op de
totale insteltijd overeenkomstig de huidige jaarlijkse produktie van
de n produkten terwijl de tweede beperking wijst op een beperkte
opslagkapaciteit.

2. Appendix C bevat een veralgemeend bewijs van de optimaliteit van de
LIMIT methode voor problemen met één bindende beperking. Dit bewijs
werd ons bereidwillig gegeven door Prof. F. Van Winckel.
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Er kunnen zich nu vier verschillende gevallen voordoen.

(a) Ofwel is geen van beide beperkingen bindend. In dit ge-
~val zijn de bestel- of produktichoeveelheden Q, j=1,...,n, ver:
kregen door 8K/8Q; = 0, Vj, optimaal.

(b) Ofwel is slechts één van beide beperkingen bindend. In
dit geval ontaardt het probleem tot een meerdre-produkten voor-
raadsysteem met één beperking, zodat de LIMIT methode van toe-
passing is.

(c) Ofwel zijn beide beperkingen gelijktijdig bindend. In dit
geval bestaat er geen eenvoudige oplossingsmethode. Een verdere
behandeling van dit probleem valt evenwel buiten het kader van
deze studie. :

(d) Ofwel zijn de beperkingen contradictorisch in de zin dat
er geen waarden bestaan voor Q;, j=1,...,n, die tegelijkertijd
aan beide beperkingen voldoen, m.a.w. het probleem heeft geen
oplossing. Bijvoorbeeld, de opslagplaats en beschikbare -insteltijd
kunnen zodanig beperkt zijn dat er geen produktiehoeveelheden
bestaan die de jaarlijkse vraag:-opvangen en voldoen aan beide
beperkingen. Een discussie, m.b.t. de nodige en voldoende voor-
waarden voor het bestaan van een oplossing valt eveneens buiten
het bestek van deze studie.

De volgende procedure kan nu gevolgd worden om de opti-
male oplossing te vinden (1n de veronderstelling dat een oplossmg
bestaat).

1. Bereken Qp°, ]— I,...,n. Indien deze hoeveelheden vol-
doen aan de beperkingen gl( ) en g.(.), m.a.w. indien

gl(Q1,Qz,-..,Qn") =<C
en g(Q:° Q0 ...,Q0) =C,
dan vormen zij de optimale oplossing van het probleem. Indxen aan
~ één van beide of aan beide beperkingen niet voldaan wordt, ga
naar 2. : v '

2. Bereken de LIMIT hoeveelheden QFf*, j=1,...,n in de
veronderstelling dat g (. ) bindend is. :

Indien ‘

g(Q, Q.1 .., Q) =G,
dan is het probleem opgelost. In het ander geval worden de LIMIT
hoeveelheden Q/*2, j = 1, ..., n berekend in de veronderstelling dat
g2(.) bindend is. Indien L
; gl(Qle’ 2L2' e, QnLn) s (:1
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dan is de oplossing gevonden. Is dit niet het geval dan zijn beide
beperkingen bindend en moet een andere meer ingewikkelde me-
thode aangewend worden om de gevraagde bestel- of produktie-
hoeveelheden te bepalen.

APPENDIX A

Stel :

D = vraag in eenheden per jaar

A = vaste bestel- of instelkosten

C = aankoop~ of produktiekosten per eenheid

I = rentekostenfactor uitgedrukt als een fractie
(kost om 1 F produkt 1 jaar in voorraad te houden)

Q = bestel- of produktiehoeveelheid

K = jaarlijkse voorraadkosten

T = tijd tussen twee opeenvolgende bestellingen (uitgedrukt in
jaren)

r = bestelpunt

Figuur 2

Basisstructuur van de (Q,r) voorraadpolitiek

.v00r—9
raad

tijd
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© = besteltijd (tijd die verloopt tussen het plaatsen en ontvangen
van een bestelling of produktieorder, uitgedrukt in jaren)

m = aantal uitstaande bestellingen of orders gelijk aan het grootste
geheel getal kleiner of gelijk aan /T

De structuur van de (Q,r) voorraadpolitiek wordt weergegeven in
Figuur 2.

Voor de vooropgestelde hypothesen zijn de totale voorraadk_osten
K gelijk aan de som van de bestelkosten en rentekosten of

A.D Q -
= +IC— (a)
Q 2

De optimale ordergrootte wordt gevonden door §k/6Q =0 wat
resulteert in

ZDA o
Q°=\/ | (b)
IC

K 4‘ | Figuur 3

Totale voorraadkosten vs. ordergrootte

rentekosten

bestel-of instelkosten

oc; e e e e e Y o o - —

Q

207

totale voo raadkosten




Substitutie van (b) in (a) geeft de minimale gemiddelde jaarlijkse
kosten

K= V2DAIC (c)

In de veronderstelling dat de totale vraag volledig en tijdig moet
voldaan worden wordt het bestelpunt gegeven door

r=xD—mQ.

Figuur 3 geeft de grafische voorstelling van (a), (b) en (c).

APPENDIX B
LIMIT formules voor alternatieve modellen

Zonder beperkingen ziet het model er als volgt uit

n D,- Q,'
=1 Qi 2

waaruit

2D, kS,
Q= |———. Vj
IC;

I. Beperking m.b.t de gemiddelde jaarlijkse voorraadinvesteringen

n Q
¥ — =<K,
j=1 2
K, 72
LIMIT 1: I, =1 —_
K,
K,
. LIMIT 2: M = —
K,

K; is de maximaal toegelaten gemiddelde jaarlijkse investeringen
voor de groep produkten j=1,...,n en K, duidt de gemiddeld
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jaarlijkse voorraadinvesteringen® aan overeenkomstig de optimale
ordergrootten Q/°, d.i.

n Qio

)
j=1 2

De LIMIT formules zijn analoog wanneer de beperking betrekking
heeft op de totale jaarlijkse voorraadinvestering m.a.w.

n
T Q=K.
j=1

In het laatste geval wordt verondersteld dat de orders gelijktijdig
in de voorraad worden opgenomen.

II. Beperking m.b.t. het jaarlijks totaal aantal bestellingen

n Di
¥ —=<N;
i=1Q;
N; 72
LIMIT 1: I, =1 [ ]
N,
N,
LIMIT 2: M =
N,

N, is het maximaal aantal bestellingen dat per jaar kan verwerkt
worden door de aankoopafdeling (bijvoorbeeld het huidige aantal
verwerkte orders) en ’

n D,'
N,= * —.
j=1Q

III. Beperking m.b.t. de gemiddeld beschikbare opslagruimte

n Q,‘
T k—=<0O
=12
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O, 1
LIMIT 1: I, =1 ]
O.

O
O,

LIMIT 2: M =

O, gemiddeld beschikbare opslagplaats (in m? of m3),

kj is de oppervlakte (m?) of ruimte (m®) ingenomen per eenheid

d

n
van produkt j en O, = X K .

j=1 2
analoog wanneer de totale ingenomen ruimte belangrijk is, m.a.w.
indien T k;Q; < O,
In dit geval wordt verondersteld dat de orders gelijktijd in de
voorraad worden opgenomen,

. De LIMIT formules zijn

APPENDIX C
Minimalisatie met nevenvoorwaarde

Een methode met parameteraanpassing

—
X

a,celR;}g:IR""=IR; Opl[g(x) <c] =E"cIR*"

- - -
Stap 1 (hyp) Vx € O—:f (x;a) = [ (x*;a)

X
Opl [ F (2:a) =0 = {x*(a),...}
Sx
g(?*)(——x
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- -
g(x) < c= x*(a) is optimaal

Stap 2 g(:c)*) =c*>c

—
Va:x*(a) = gla) =c*

ins

(hyp) g: IR—>IR=a = g~*(c*)

Stap 3 a = g~*(c)

(hyp) [ g convex :f;*(é) is optimaal.

Bibliografie

[1] Bowman, E.H. and Fetter, R.B., «Analysis for Production
and Operations Management », Richard D. Irwin, Inc.,, Homewood, Illinois,
1967.

[2] Churchman, C.W., Ackoff, RL and Arnoff, E.L,
« Introduction to Operations Research », John Wiley & Sons, N.Y., 1957.

[3] Elmaghraby, S.E. <«The Design of Production Systems », Reinhold
Publishing Corporation, N.Y., 1966.

[4] Johnson, L.A. and Montgomery, D.C., «Operations Re-
search in Production Planning, Scheduling and Inventory Control», John
Wiley & Sons, N.Y., 1974.

[5] Plossl, G.W. and Wight, O.W., «Production and Ihventory
Control », Prentice-Hall Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1967.

SUMMARY

Constrained multi-item inventory models are studied, assuming both the demands
and the leadtimes are known. The objective to minimize the average annual
cost which is function of the inventory policy subject to a given constraint
(e.g. warehouse capacity, allowable inventory investment, etc.) It is shown that
the optimal solution to the aforementioned problem can be arrived at using
either the well-known « Lagrange Multiplier » method or the less-known « LIMIT »
(Lot-Size Inventory Management Interpolation Technique). Both methods are
given for the single constraint case and the extension to multiple constraints
case is discussed.
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