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MODELES DE COMPTAGE
SEMI-PARAMETRIQUES

Christian GOURIEROUX
CREST-CEPREMAP

Alain MONFORT
CREST

RESUME — Dans cet article nous définissons une nouvelle classe de modeles pour les variables
endogenes entieres : les modeles additifs log-différenciés en probabilité (ALDP). Cette
classe a des analogies avec les modeles semi-paramétriques de hasard proportionnel pour
les modeles de durées et a des interprétations intéressantes en terme de colits (ou de béné-
fices). Les propriétés asymptotiques des estimateurs du maximum de vraisemblance pour
ces modeles sont étudiées et comparées a celles des estimateurs de I’analyse discrimi-
nante. On propose également des estimateurs adaptés au cas d’échantillons stratifiés de
fagon exogene ou endogene. Enfin, le cas d’observations hétérogenes est discuté.

ABSTRACT — In this paper, we introduce a new class of models for count endogenous vari-
ables, i.e. the additive log-differentiated probability models (ALDP). This class is similar
to the semi-parametric proportional hazard models used for duration data, and has some
interesting implications in terms of costs or benefits. The asymptotic properties of the
maximum likelihood estimators are studied and compared with the properties of the dis-
criminant analysis estimators. We also explain why these models are suitable in the
framework of endogenous sampling. Finally we discuss the introduction of heterogeneity.

INTRODUCTION

Les modeles économétriques sur données entieres ont été introduits pour
décrire des données de durée en temps discret et analyser des données de comptage.

Les modeles de durée ont été étudiés dans de nombreux articles, par exemple
Kalbfleisch-Prentice (1980), Cox-Oakes (1984), Heckman-Singer (1984),
Gouriéroux (1989), Lancaster (1990). Ils sont habituellement spécifiés en temps
continu, ce qui implique une distribution continue des durées, mais admettent
une contrepartie en temps discret. Ces modeles sont généralement fondés sur
une spécification de la fonction de hasard :

MK) = Plt=kit2 k], k=0,1,2, ..

ou T est la durée.



526 L’ ACTUALITE ECONOMIQUE

Il y a une relation biunivoque entre cette fonction de hasard et la loi de la
durée T, puisque :

k-1
p(k)=Plt=k1=Ak) ] [(1-A())k=0,12,...,
j=0

Mk)=p(k)1 Y. p(e).

£2k

Quand on veut étudier I’effet de variables exogénes x sur la durée 7, il est utile
de séparer cet effet de la forme générale de la fonction de hasard. Par exemple,
on peut introduire un modele semi-paramétrique satisfaisant I’hypothése de
hasard proportionnel (voir Cox, 1975) : la fonction de hasard A est le produit
d’une fonction de hasard de base A, par une fonction paramétrique des variables
exogenes. Quand cette fonction paramétrique a une forme exponentielle, on
obtient :

MK) = Ay(k) exp(x8),
ou
Log Mk) = Log Ay(k) + xB.

Ce modele a un aspect paramétrique, par la présence du paramétre 0 dans la fonc-
tion des variables exogenes, et non paramétrique puisque la fonction de hasard
de base est en général non contrainte. Dans la modélisation des données de
durée, ce modele a hasard proportionnel est souvent utilisé, parce qu’il fournit
généralement un bon ajustement (en raison de son caracteére semi-paramétrique),
parce qu’il est facile & interpréter et a estimer (en particulier la détermination
d’estimateurs du maximum de vraisemblance partiels est fondée sur des modeles
logit multivariés), et parce qu’il se préte bien a un classement des individus par
I’intermédiaire du score x0.

Les données de comptage apparaissent dans de nombreux problémes pra-
tiques. En recherche et développement, on s’intéresse au nombre de brevets
déposés pendant une année (voir Hausman-Hall-Griliches, 1984 ; Hall-Griliches-
Hausman, 1986); dans les études sur les crédits permanents, on analyse le nombre
d’incidents de paiement, et dans les études actuarielles le nombre de sinistres
pendant une période donnée (voir Lemaire, 1985 ; Boyer-Dionne, 1989 ; Dionne-
Vanasse, 1992 ; Dionne-Gouriéroux-Vanasse, 1996)...

Les modeles de données de comptage sont souvent fondés sur le modele de

;;;;;

exp(kxB)

,k €N,
k!

p(k) = exp(—exp (x8))
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ou sur des extensions de ce modele, comme les modeles binomiaux négatifs
(Gouriéroux-Monfort-Trognon, 1984b ; Hausman-Hall-Griliches, 1984 ; Lemaire,
1985 ; Gouriéroux, 1989), introduits pour prendre en compte les problémes
d’hétérogénéité. Ces modeles sont paramétriques. Dans cet article, nous nous
intéressons a I'introduction de modeles pour données de comptage, analogues des
modeles semi-paramétriques a hasard proportionnel pour les données de durée.

Dans le modele de Poisson, les probabilités log-différenciées.
Log p(k)- Log p(k-1)= Log %+ x6,

sont somme d’une fonction de k et d’une fonction des variables exogénes ; il est
donc naturel de fonder un modele plus général sur la fonction log-différenciée
en probabilité (LDP) :

Y(k) = Log p(k) — Log p(k — 1),
qui aura le méme réle que la fonction de hasard dans les modeles de durée.

Dans la premiere section, on introduit le modele additif log-différencié en
probabilité (ALDP), défini par :

(k) = Log p(k) — Log p(k — 1) = Y,(k) + x8,

ol v, est une fonction LDP de base inconnue. On décrit quelques modeles com-
patibles avec cette forme ALDP et on fournit une interprétation du parametre 0
en terme de cofit (ou de bénéfice). Ensuite, on examine les propriétés asympto-
tiques des estimateurs du maximum de vraisemblance de la fonction [yy(k)] et du
parametre 0, et en particulier on fournit une expression simple de leur matrice de
variance-covariance asymptotique. Ces résultats asymptotiques sont utilisés pour
construire des procédures de test de certains sous-modeles paramétriques : modele
de Poisson, modele géométrique.

Dans la deuxieme partie, on relie le modeéle ALDP a I’analyse discriminante.
Apres avoir rappelé le modele sous-jacent a I’analyse discriminante, on remarque
qu’il s’agit d’un sous-modele du modéle ALDP. On donne alors les expressions
des estimateurs de I’analyse discriminante de [Y,(k)] et 6, on étudie leur propriétés
asymptotiques et on compare ces estimateurs aux estimateurs du maximum de
vraisemblance analysés dans la deuxieme partie.

La troisieéme section est consacrée a I’économétrie des modeles ALDP quand
les données sont issues d’un échantillon stratifié de maniere exogeéne ou endogene.
En particulier on établit que, si I’échantillonnage est endogene, 1’estimateur de 6
fondé sur un échantillonnage exogeéne reste convergent et asymptotiquement
normal. On propose également des estimateurs plus efficaces et facilement cal-
culables.

Dans la quatrieme partie, on consideére le probléme de 1’hétérogénéité et
on montre que les parametres peuvent étre estimés par la méthode du pseudo-
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maximum de vraisemblance et que le probleme de la prévision des effets indi-
viduels peut étre résolu d’une maniére similaire. Les démonstrations des résultats
sont regroupées dans des annexes.

1. LE MODELE ALDP

1.1 Description du modéle

Considérons une variable endogene Y, dont les valeurs possibles sont entiéres,
notées k = 0,1,...,K (ot K est fini ou infini). A cette variable discréte, on associe
un ensemble de variables binaires :

_{1,51Y=k, 1.1

k™10, sinon.

On s’intéresse a un modele décrivant la loi conditionnelle de Y (et donc des
Z, k = 1,...,K) sachant les valeurs de variables exogeénes X.

Définition 1.2

Le modele ALDP est tel que les probabilités conditionnelles :
P[Y =k/X =x] = p(k/x),

satisfont les relations :
Log p(k/x) — Log p(k — 1/x) = y,(k) + x6, k = 1,...K,

ot les y,(k) k = 1,....K sont des paramétres scalaires inconnus et 6 un paramétre
de taille p, p étant le nombre de variables exogenes. La fonction v, est appelée la
fonction LDP (log-différenciée en probabilité) de base!.

Dans un modele ALDP, les expressions des probabilités p(k/x), peuvent étre
explicitées par substitutions répétées :

k
Log p(k/x)—Log p(0/x)=Y Yo () +k x6,k=1,... K,
=1

k
& p(k/x)=p(0/x)exp [270(3)+k xe],k =1...K.

(=1

1. Pour une variable continue, 1’analogue des modeles ALDP est un mode¢le tel que :
dLo, /
_8‘{;_yi> —yo(3)+x6,

ol f(./x) est la densité conditionnelle de Y sachant X = x.
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K
En tenant compte de la contrainte : 2 p(k/x), on obtient :
k=0

k
expl:z Yo +k er

pk/x) = ——=

P ) (1.3)
Zexp[ZYO(Z) +k xe]

k=0 =1

0
avec la convention : Z Yo () =0.
k=1

L’expression de p(k/x) n’a de signification que si la fonction LDP de base et
les variables exogenes sont telles que :

K k
Zexp[ZYo D+k xe] < +oo,

k=0 £=1
(une inégalité qui peut ne pas &tre satisfaite si K = + o).

Dans le reste de 1’article, on utilise également la fonction LDP de base
cumulée :

k
Bk)=Y ¥,(£).k=0,1,...K, avec B(0)=0. (1.4)

(=1

Avec cette notation les probabilités deviennent

pk/xy=L2BRE®) o k. (1.5)

Y exp(B(¢) + £x6)

(=0

Le modele ALDP contient comme cas particulier les modeles paramétriques
classiques pour données de comptage.

i) Le modele de Poisson correspond aux probabilités :
p(k/x)=exp(—exp (x9))%exp(kx9), k=0,1,..., (1.6)

et la fonction LDP de base est I’opposée de la fonction logarithme :

pk/x)

Yo(k)= Log o(k—17%)

—-x0=-Logk.



530 L’ ACTUALITE ECONOMIQUE

ii) Le modele géométrique utilisé pour des données de durée en temps discret
est obtenu avec :

pk/x)= —l—p" exp(kx0),k=0,1,... 1.7

1-p exp (x0)
ol |p expx6l< 1.
La fonction LDP de base associée est constante? :
Yo(k) = Log p.

1.2 Une interprétation en terme de coiit (ou bénéfice)

Dans la prévision des sinistres en assurance, on s’intéresse non seulement a
leur nombre, mais aussi a leurs cofits. Dans la formulation standard utilisée par
exemple en assurance automobile (voir Lemaire, 1985), le colit d’un accident,
pour un individu donné, est indépendant du nombre d’accidents qu’il a dans la
période. Le cofit anticipé conditionnellement au nombre d’accident est supposé
linéaire en Y : C(Y) = CY, ou C, est le colit moyen unitaire. Cette hypothése sur
la fonction de coiit est restrictive et non compatible avec les données qui réve-
lent des corrélations entre occurrence et colit positives ou négatives selon les
classes de risque.

Ici on adopte une hypothese plus faible selon laquelle le cofit anticipé condi-
tionnel a Y est une fonction non décroissante de Y. On peut alors étudier le coiit
d’un assuré ayant plus de K accidents, pour tout K. Une étude symétrique est
possible si C(Y) représente le bénéfice engendré par I’occurrence de Y, par
exemple si Y est un nombre de brevets. On obtient le résultat suivant® :

Propriété 1.8

Si C(Y) est une fonction de coiit conditionnel (resp. bénéfice) non décroissante
et si Y est une variable satisfaisant un modéle ALDP :
d

—2_E[C(Y)/Y 2 Ky]= Cov[(C(Y), Y)/Y 2 Ky,
9(x0)

et E[C(Y)/Y 2 K] est une fonction non décroissante de I’indice x8.

Preuve : voir annexe 1.

2. Le modele géométrique est caractérisé par la constance de la fonction de hasard de base, -
ou par la constance de la fonction LDP de base.

3. Deux lois ayant la méme fonction ¥, et différentes valeurs de 6 peuvent étre comparées
par I’intermédiaire de I’ordre défini par :

P2P & EC(Y)Y2K)2E, (CY)Y2K),
pour toute fonction C non décroissante et tout K.

Cet ordre a été étudié dans Fourgeaud-Gouriéroux-Pradel (1990), ou il est comparé avec I’ordre
fondé sur la comparaison des fonctions de hasard et avec la dominance stochastique d’ordre un.
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Dans le modele ALDP, I’indice x0 a I’interprétation d’un score, et permet de
séparer les individus les plus risqués (resp. performants) des individus les moins
risqués (resp. performants), quelque soit la fonction de colit non décroissante
(bénéfice).

En particulier, si C(Y)=C,Y on obtient :

JEY JEY
— . = V
“3:0 - " M 35e

L’effet marginal du score sur le nombre moyen de sinistres coincide avec la
variance.

1.3 Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

Afin d’éviter une complexité mathématique inutile, on suppose dans ce para-
graphe que K est fini. Cette hypothése implique que les deux sous-modeles
paramétriques donnés en exemple, c’est-a-dire les modeles de Poisson et géomé-
trique doivent étre remplacés par les versions tronquées :

!
p(k/x)= K(l/k.)exp(kxe) ,
Y (17£) exp(£x8)
=0
' 1—p** exp[(K +1)x6] .
et p(k/x)=p" exp(kx0) , respectivement. De plus, pour
1—pexp(x0)

des raisons d’identification, on suppose que le score x0 ne contient pas de terme
constant.

La fonction log-vraisemblance correspondant a n observations i = 1,...,n est
donnée par :

n K
LB:0)=Y Y Z,Log KexP[B(k) +kx,0]

i=1 k=0 Z exp[B(£) + £x,8]

=0

n K K
=Y {2 Z, [Blk) + kx,8] - Log[z exp(B(e) + ine):”,
£=0

i=1 (k=1

et coincide avec la fonction log-vraisemblance d’un modele logit multinomial,
dans lequel les indices associés a chaque alternative sont contraints linéairement.
Ces contraintes expliquent la forme simple de la matrice de variance-covariance
asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance.
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En utilisant les notations : Z, = (Z,,...,Z,),p, = [p(1/x),...p(K/x)]’,
o =(1,....K), B =[B),....B(K)Y, les dérivées premiéres de la log-vraisemblance
s’écrivent :

Z(Z -p)

i=1
< Zz exp[B(£) + £x,0]
—= x,' N kZ, -2
k=1 Z exp[B(£) + ¢x,0]

= Zx(i kZ, —2 tp(t/x; )J

i=1 k=1 =0

n
=D XY ~m,),
i=1
ol m, est I’espérance conditionnelle de la variable discrete Y, sachant X; = x.. Les
deux fonctions p, et m, dépendent des paramétres 3 et 0 et les estimateurs du
maximum de vraisemblance sont obtenus en égalant les moyennes empiriques

—ZZ et —Zx'Y a leurs contreparties théoriques :

1-1 1-1

f

2[2 p:(B.6)1=0,
i=1

(1.9)
9L _ 3 1%, —m,(.6)1=0)
i=1

Puisque Y, = o'Z; et m; = a'p,, ce systéme est un ensemble de conditions
d’orthogonalité sur les résidus :

i=2 —pi(B’é),

et s’écrit :

in’oc' ;=

i=1
La matrice de variance-covariance asymptotique des estimateurs du maximum de

vraisemblance est déduite des dérivées du deuxi¢me ordre de la log-vraisemblance.
Ces dérivées sont :
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[ 3°L
W-—Z{{dmg(p,) -pipi}= ZV(Z)
(T 1p/x) 1l
893|3 =‘2_;4 o |em
__Kp(K /x;)] |
=——ix{Cov(Y,.,Z,)
i=1

K 2
., Zez exp(B(£)+ £x,0) {2[ exp(B(0)+ ex,e)]

aeae' =_Z’ e ¥ ’
i1 Zexp(B(f )+ £x,0) [Zexp(ﬂ(f) + zx,.e)]

=0 =0

=—2xxV(Y)

i=1

Ces dérivées sont non stochastiques (conditionnellement aux x) et la matrice
d’information est :

n V(Z,) Cov(Z,Y)x;
I= 2': Cov(Y,Z,) x]V(Y)x ]
_ 1 V(Z) V(Z)ou;
2 xa'V(Z) x{o'V(Z)ox;

En particulier, 1a matrice de variance-covariance asymptotique de 6 peut étre
estimée par :

n n n e, -1
/6= {Z xo'Qioux, -(Z xR, J(ZQJ (Zfziax,-]} : (1.10)
i=1 i=1 i=1 i=1
ou fll est déduite de V(Z) en remplagant les probabilités p, par ﬁi = pi(ﬁ,é).

1.4 Tests sur la fonction LDP de base

A partir de I’estimateur du maximum de vraisemblance B de B et de sa matrice
de variance-covariance estimée V(B) on peut tester des formes particulieres de la
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fonction LDP de base ou, de fagon équivalente, de la fonction . Par exemple on
peut examiner 1’hypothese de Poisson :

Hf = {B, =—Log(k!), k=1,..K}, (1.11)
ou I’hypothese géométrique :

HS ={3p:B,=kLogp,k=1,..K}. (1.12)

L’hypotheése de Poisson peut étre testée directement par un test de Wald. La
statistique de Wald est :

&F = [P’ + (Logl,....Logk)}(VB)'[B + (Logl....LogK!)], (1.13)
et I’hypothese nulle H g est acceptée si :

P 2
& <x 95%(K)’
rejetée sinon.

L’hypothese géométrique est sous forme mixte. La statistique de test de
Wald généralisé (voir Szroeter, 1983 ; Gouriéroux-Monfort, 1989b) :

EC = Miny,, (B - aLogp) (VB)'(B - aLogp), (1.14)

est asymptotiquement distribuée selon une loi du khi-deux %K — 1). Le test
consiste :

{ a accepter I’hypothese géométrique, si §° < X%, (K — 1),

]

lala

wr

¢jeter, sinon.

Il est aussi possible de proposer des procédures descriptives. Par exemple,
on peut reporter graphiquement les valeurs fik + Log(k!),k = 1,...,K avec leur
bande de confiance, et examiner si elles sont proches de 1’axe des abscisses, afin
de voir si I’hypothese de Poisson est approximativement satisfaite.

De fagon analogue, on pourrait reporter les points (, ﬁk) k=1,...,K avec leur
bande de confiance et étudier s’ils sont approximativement sur une droite passant
par l’origine, de fagon a étudier I’hypothése géométrique.

2. LIENS AVEC L’ ANALYSE DISCRIMINANTE

2.1 Deux approches

Le modéle ALDP impose la forme de la loi conditionnelle des variables
endogenes Y, sachant les variables exogeénes X,. Il peut étre complété en sup-
posant que les variables exogeénes sont indépendantes identiquement distribuées
de densité f. On obtient un modele pour (X, Y, de densité :

£(x,y) = f)pO/x)- 2.1)
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On a vu que, dans le modele ALDP, la comparaison entre les individus peut étre
effectuée par la fonction de score x6, qui permet ainsi de discriminer entre les
individus a partir de leurs caractéristiques.

Cette sélection des individus peut aussi étre effectuée en utilisant d’autres
méthodes comme I’analyse discriminante (AD). L’approche AD est symétrique
de la précédente. Dans cette approche un modele paramétrique est imposé pour
la loi conditionnelle des variables exogenes X; sachant les endogenes, la loi mar-
ginale des endogenes n’étant pas spécifiée. En général les variables exogénes
sont supposées conditionnellement normales de moyenne conditionnelle linéaire
enY;:

E(X,/Y)=b +aY, 2.2)
(ol a et b sont des vecteurs de la taille p de X)), et de variance conditionnelle
constante :

V(X)/Y) =X. (2.3)
Sous cette hypothese le modele AD est caractérisé par la famille de densités :

1 1

Lo(x3y) = 20" (et n)”E 24

exp[—%(X.-'—b-aY,-)’E"(X,-’—b~aY,-)]-po(yi).

ol (p,(y,) est la densité marginale de Y.

Comme pour les modeles logit et AD (voir Efron, 1975 ; McFadden, 1976;
Amemiya-Powell, 1983; Lo, 1984, 1986), le modele AD est emboité dans le
modele ALDP.

Propriété 2.5
Le modele d’analyse discriminante est un modele ALDP.

Preuve : De la densité jointe (2.4), on déduit les probabilités conditionnelles
élémentaires de Y, sachant X,

-k
po(k/x,-)': KKO(x" )
Y £o(x30)
=0

exp[—%(xi' ~b-ak)’T (x/-b- ak)] Po(k)

PR exp[—%(x,-’ —b-atyT N (x/-b- al’)] po(0)

2
exp(x;Z™'ak) exp l:—b'E"lak - % a’L'a+ Log po(k)]

2
Zj;o exp(xi):._'af) exp[—b’Z"'aK - %— a’>'a+ Log po(Z)}
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C’est un modele ALDP, ot les paramétres f3 et 0 sont :

2
B(k) = b2 ak— X a5 0+ Log 22K
2 Po(0)

0=X"a Q.E.D.

En fait, il est facile de déterminer tous les modeles conditionnels f(x/y) pour
lesquels les lois conditionnelles de Y sachant X satisfont un modele ALDP. Ces
densités conditionnelles doivent étre telles que :

Fx/k)po(k) _
F(x/0)py(0)
Po(0)

& f(x/k) =[— expB(k)} f(x/0) exp(kx6).
Po(k)

exp[B(k)+ kx0]

La densité conditionnelle f(x/y) est donc de la forme :

f(x/y)=ay(y)a;(x) exp(yx8).

Naturellement les densités normales satisfont cette condition.

2.2 L’estimateur de I’analyse discriminante

1

Dans le modele d’analyse discriminante les estimateurs du maximum de vrai-
semblance de a,b,%,p (k),k = 0,...,K sont facilement calculés. Les estimateurs de
a,b,X sont les estimateurs des moindres carrés dans le modele de régressions
empilées :

Xi=b+aY,+u, i=1,.n Eu=0, Vu=XQ®1d, (2.6)

Comme les variables explicatives, 1 et Y, sont les mémes dans les différentes
équations, I’estimateur des moindres carrés généralisés de (a,b) coincide avec
celui des moindres carrés ordinaires.

En outre les estimateurs du maximum de vraisemblance des probabilités
marginales p,(k) k = 0,...,K sont simplement les fréquences empiriques
A 1y . s . .
Po(k)=—211x=k' On en déduit que I’estimateur du maximum de vraisem-
=

blance du paramétre d’intérét 0 dans le modele AD est :

0=3"5 2.7)
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ou: g; = Cov (X, Y)/V,(Y),

Cov, (X}, Y)Cov, (X;,Y)
V.(Y)

£= [6], avec G, = Cov, (X}, X]) -

etV et Cov, désignent les variances et covariances empiriques.

Des propriétés des estimateurs de régressions empilées, on déduit (voir
annexe 2), la matrice de variance-covariance asymptotique de V7 (6~8) dans
le modele AD :

vm[\/i (é-e)] =(VY) ' +2(@’ @ Id)E T @)
(2.8)
XR'QEZ®Z)QRE'®T ) a® Id),

ou R est une matrice de sélection bien choisie et Q est I’inverse de Penrose-Moore
de R.

2.3 Comparaison des estimateurs AD et ALDP de ©

Quand le modele d’analyse discriminante est satisfait, les deux estimateurs
6 et § sont convergents, mais |’estimateur AD, a savoir 0, est asymptotiquement
efficace. Quand le modele AD n’est pas satisfait, et que le modele ALDP I’est,
O reste convergent, mais 0 en général ne I’est plus.

Comme dans (Lo, 1984, 1986), on peut construire un test de spécification
d’Hausman de I’hypothése d’analyse discriminante en utilisant la statistique :

§=(é—6)'(vmé/-\vasé)‘(é-é’), (2.9)

AN ~
o (V, 6 -V _0) estun estimateur convergent de I’inverse généralisée de
(V,,8 -V, _6) Sous 'hypothese AD, cette statistique est asymptotiquement
distribuée selon une loi du khi-deux, dont le nombre de degrés de liberté est :
ro=rang (V. 8-V 0). Donc

on rejette I’hypothése d’analyse discriminante, si § > X295%(r0)’
on ne la rejette pas, sinon.
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3. ECHANTILLONS STRATIFIES

3.1 Echantillonnage exogéne

Considérons un modele ALDP dans lequel I’ensemble des valeurs possibles
des variables exogenes est fini, {xj, J = 1,...,J}. On suppose que, pour toute strate
X= x;, on tire un échantillon aléatoire de taille n;=o;n, ou les o, j=1,...J sont

J
des nombres positifs fixés tels que : Za i=1.
i=1

Les paramétres B,k = 1,...,K et 8 peuvent étre estimés efficacement par la
méthode du maximum de vraisemblance, en maximisant :

J K k)+kx .0 .
LBO=3Sn, Logp 2B e p)=0)
J=1k=0 2exp[B(l)+€xj9]
=0

ol n,, est le nombre d’observations pour lesquelle ¥ = k et X = x;. Elles
s’appliquent lorsque les tailles n,,j = 1,...,J des sous-échantillons sont grandes.
Ces conditions sont réalisées pour les applications au domaine de I’assurance
automobile par exemple, ol le nombre d’observations est couramment de 1’ordre
de 200-300 000 permettant la construction de quelques centaines de classes de
risques a priori j = 1,...,J. Tous les résultats du paragraphe 1.3 s’appliquent.

Cependant, il existe d’autres procédures asymptotiquement efficaces, plus
simples numériquement, fondées sur la méthode des moindres carrés asympio-
tiques, semblables aux méthodes de Berkson développées pour les modeles
qualitatifs dichotomiques.

La méthode repose sur les estimateurs du maximum de vraisemblance non
contraints des probabilités : p(k/j) =p(Y =k/X = xj) :

aor o Mk

pk/=—= .

n.
J
Il existe une transformation biunivoque entre les paramétres

pk/j)
p(k—=1/7)
et une procédure asymptotiquement efficace pour estimer yy(k).,k = 1,...K et 6
peut étre fondée sur le modele linéaire :
p(k/j)
pk—=1/j)

{(pk/ ) k=0, K;j=1,..J}et {Log k=1..K;j=1.., J},

= 'yo(k)+xj6+ujk, j=L.,J k=1..,K.
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Cette procédure se réduit a une procédure des moindres carrés quasi généralisés

A
associée 4 la matrice £, ot Q est un estimateur convergentde V,; {«/; [u jk]}, (u]

n
étant le vecteur de taille JK dont les composantes sont W, k variant le premier.

Une version de Q est la matrice bloc-diagonale dont les blocs sont :

1 + 1 -1 0 0 0 0
My Mjo i
1 1.1 _L 0 0 0
n; np n nj
n 0 L 1,1 -1 __1
Rj R N njs nj k-1
0 _ 1 1 + 1
i njg-y nix Mik-1)]

Une autre méthode asymptotiquement efficace, plus simple a mettre en oeuvre,
est fondée sur le modele :

i .
Log’f(k—/{)=Logl=B(k)+kxje+vjk, j=1...J, k=1..K,
p(0/)) ok

. . . z * N
avec une matrice de variance-covariance des termes d’erreurs égale a Q% o QF
est la matrice bloc-diagonale de blocs : n

Q; =n diag(i]+LUj|,
n, | nj

diag[-l—] est la matrice (K X K) diagonale de termes diagonaux 1/n;, et U est
n.
J- )

la matrice (K X K) dont les éléments sont égaux a 1.

L’inverse Q;." est égale i : 1 [diag(nﬁ)—i[nj.][n,;]' , ol [n; ] est le vec-
n n ‘

teur de taille K dont les composantes sont e k = 1,...,K. Cette procédure est
particuliérement simple, puisque la fonction objectif 2 minimiser est :

J

Zv} [diag(n_j )- —I-[nj. 1ln; ]’] v;
nj

j
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ol v, est le vecteur dont les composantes sont v, .k = 1,...,K. Toutes les procédures
de test classiques peuvent étre utilisées, y compris celle fondée sur la différence
des valeurs optimales de la fonction objectif (voir Gouriéroux-Monfort, 1989a :
chapitre 18).

3.2 Echantillonnage endogéne

On suppose maintenant que, pour chaque valeur k de Y, on tire un échantillon

de taille n, = oyn, ot o,k = 0,...,K, sont des nombres positifs tels que :

K
Yo, =1
k=0

De tels tirages endogenes sont classiques dans les applications a 1’assurance.
Pour éviter le traitement d’un trop grand nombre de contrats, on trie souvent
dans le fichier initial un échantillon de taille raisonnable de I’ordre de 4-5 000
contrats. Mais si le tirage est effectué au hasard, on risque de n’avoir dans cet
échantillon que peu de contrats avec sinistres. On préfere alors tirer des nombres
de contrats prédéfinis avec 0,1,2... sinistres, ce qui revient a surpondérer les contrats
risqués. Pour estimer les parameétres du modele ALDP dans le cas de sélection
endogenes, nous distinguons le cas ou ’ensemble des valeurs possibles de X est
infini et celui ou cet ensemble est fini.

3.2.1 Ensemble infini de valeurs

Notons :
p(k/x;B,8)= KexP[B(k)+kx6]
Y expiB(£)+ £x6]
=0
=P[Y=k/X=x],
p(k) = P[Y: k],

et Tt(x) la densité marginale de X (par rapport a une mesure [L).

Pour un tel tirage endogéne la méthode du maximum de vraisemblance est
impraticable. Cependant si la loi marginale p(k) est connue, on peut appliquer
une méthode du maximum de vraisemblance pondérée (Manski-Lerman, 1977).
La vraisemblance pondérée est :

& P
L =Y 2O Log plk/xt:8.0)
k

=0 k =l
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ou x’,f(i = 1,...,n,) est la valeur de la variable exogéne pour le iéme individu du
kieme échantillon. Cette procédure est convergente ; en effet :

lim = L, = lzmzp(k)ZLog p(k/x};B,0)

n—o pn n—eo K o

= Zp(k)EO[Log p(k/X;B,0)/Y =k]

k=0
=E, Log p(Y/X;B,6),

ou I’indice O indique que I’espérance est par rapport a la vraie loi du couple (¥X).

Cette limite est égale a :

K
j n(x)| Y. Log p(k /x;B,0)p(k /x;By,0, )} p(dx).

k=0

Sous les conditions usuelles d’identification, le maximum de cette fonction
est atteint pour la valeur unique B = 3,0 = 6, d’ol1 la convergence. La normalité
asymptotique est une conséquence de la théorie des M-estimateurs (voir
Gouriéroux-Monfort, 1989a : chapitre 8), et la matrice de variance-covariance
asymptotique de \n (@, -9, 0l @, est I’estimateur de ¢ = (B',0)’, est estimée

de fagon convergente par :

n[azL ($,) ] S S 22 dLog plk/xt;,) Alog plk/afif,)
dpde” | (S5 o’ (k) 99 99’

[azL:(én)]".
9pag’

3.2.2 Ensemble fini de valeurs

Supposons (comme dans le cas d’échantillonnage exogéne) que I’ensemble
des valeurs possibles de X est fini et noté par {xj,j =1,..,J}.

La procédure du maximum de vraisemblance pondérée est encore applicable
lorsque la distribution marginale p(k) est connue. Cependant, il existe une procé-
dure alternative ayant de meilleures propriétés :

* elle est plus simple numériquement ;

e quand les probabilité€s p(k) sont connues, elle est asymptotiquement plus
efficace que la procédure du maximum de vraisemblance pondérée ;

e quand la distribution p(k) est inconnue, elle fournit un estimateur convergent
et asymptotiquement normal de 6.
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L’idée de base est de partir d’'un modele linéaire analogue a celui de la section
3.1:

n. ~
Log—L =Bk)+kx;0+V,, j=1..J, k=1..K.

jo
.. Ny
La limite de Log—— est:
nj
lim Logljk— L ———akn(j/k)
pladid nny aom(j/0)

ol : T(j/k) = p(X =j/ Y =k).

En utilisant la notation ©t(j) = p(X = ), cette limite est aussi égale a :

Log% 4 Mg{p(k/j)n(j) P(O) _ }
oo pk)  p(0/j)m(j)

Logg—"-+ Logfﬁ)—)+|3(k)+kxj6
% p(k)

B(k)+kx,8,

avec : ﬁ(k) ='B(k)+Logﬂ+L~g P(O)‘
%) p(k)

Donc toute procédure de type moindres carrés généralisés fournit des estimateurs
convergents et asymptotiquement normaux des paramétres B (k) et 6. Ainsi tous
les biais provenant du tirage endogene sont capturés dans les parameétres de type
[, mais ne concernent pas 1’estimation du score servant au classement des indi-
vidus. Il s’agit d’une propriété importante de la formulation semi-paramétrique
ALDP introduite. De plus si la fonction p(.) est connue, on en déduit des estima-
teurs convergents des paramétres (k). En particulier, si la matrice de variance-
covariance est a tort fixée au niveau de celle Q* correspondant a 1’échantillonnage
exogene (voir section 3.1), des estimateurs convergents sont néanmoins obtenus.
Les matrices de variance-covariance, correctement et incorrectement calculées,
sont étudiées et comparées dans Gouriéroux-Monfort (1989b) .

La procédure optimale, qui domine la procédure du maximum de vraisem-
blance pondérée, correspond a la matrice de variance-covariance des erreurs
estimées :
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d.-ag[L_LHL_L]U... d,-ag[_q_iu... diag[-L]gLu
nL n. nw no n' no n' no

d,-ag[-i]-Lu """ d,-ag[L-L]+[L-L]U
ni m n,on Ry Ny | |

ou U est la matrice (K X K) dont tous les éléments sont égaux a 1. Cette matrice
est facilement inversée (voir Gouriéroux-Monfort, 1989b), et la procédure peut
é&tre mise en oeuvre simplement.

4. HETEROGENEITE

4.1 Estimation

Jusqu’a présent, la loi de la variable endogene Y; dépend de I’individu i
seulement a travers la valeur x,. Autrement dit, I’hétérogénéité de la population a
été completement capturée par les variables exogenes. Cette hypothese peut Etre
trop forte et il peut exister des caractéristiques non connues de 1’économetre
comme les variables d’effort a la base des théories du hasard moral. Nous notons
g, ’agrégat de ces effets, supposons qu’il affecte additivement I’indice x0 et que
les €, sont indépendants de méme loi et indépendants des x,. La loi conditionnelle
de Y, = k sachant x, et €, est :

p(k/x, €)= KexP[B(k) +k(x0+¢€;)] .
Y expB(0)+£(x0+€,)]

(=0

g, est inobservable et on peut marginaliser en supposant que la densité g(€,a)
de €, appartient a une famille indicée par un paramétre a, la probabilité condi-
tionnelle de Y, = k sachant x; :

exp[B(k)+kx,0)(expe;)*
plhss) = [ LPORRNPE) e oyge,
Zexp[B(é) +4x0)(expe,)"

(=0

Cette expression n’est pas, en général, facilement calculable et la méthode
du maximum de vraisemblance n’est pas simple a utiliser. Cependant il est pos-
sible d’appliquer une méthode du pseudo-maximum de vraisemblance ou du
maximum de vraisemblance simulé (voir Gouriéroux-Monfort, 1996) ou de retenir
des approximations non paramétriques de la loi de g permettant des intégrations
explicites (McFadden-Train, 1996).
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4.2 Prévision de l’effet individuel

Une fois les paramétres (B,0,a) estimés, il peut étre utile de prévoir les caracté-
ristique non observables v, = exp€, de I’individu i. La prévision optimale de v, est
I’espérance conditionnelle :

pht exp[B(k)+ kx,8]
X

Z exp[B(£)+ {x,0]v"
E(v, /Y. =k)= =0
(V, i ) vk Kexp[ﬁ(k)+kx19]

Y explB(£) + £x,61v°

=0

f(v,a)dv

f(v,a)dv ,

ou f{v,a) est la densité de v. Cette expression peut étre calculée par simulation
puisqu’il s’agit d’un rapport d’espérances par rapport a la loi de v = exp€, de den-
sité f{iv,a). En notant v, = exp(€,) h = 1,....H, des tirages indépendants dans cette
loi, aprés remplacement de a par son estimation, on obtient :

i exp[B(k)+ kx,8]v}"!
A=l

K H k+l
— A=

2exp[B(€)+lx,9]vh z
V(k,i)=— 140D

2 exp[B(k)+kx v LR

) = d(v,,1)

=Y explB(O)+£x 01y, k= T
=0

>

K
avec: d(vy,i)= Y exp[P(£)+ £x,0]v;.

=0

Une démarche analogue peut étre appliquée dans un cadre dynamique suppo-
sons que, pour un individu i donné, on ait observé (en omettant I’indice i pour
simplifier les notations) :

ﬁ = (yl""’yT))
Xpyy = Oppeee Xy,
et que I’on veuille prévoir y;. , de fagon optimale. La prévision est :

ED 73

= E[E[yT+l /}’_ryﬂ,\’]/y_pfm]

K
Y, v explB(£) + £xy.,,6]
=E| ‘% /¥r ¥ra

2 v exp[B(£)+ £x7,,0]

=0
= E[LPT-H (v)/y_T) ﬁ]
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avec des notations évidentes. Cette espérance conditionnelle peut aussi étre calculée

par simulation. En effet la densité conditionnelle de v sachant y,/x, , est :

T
fO[ 1P 7x.v)

t=1

T
Jf O] p0,/x,v)dv
=1

et I’espérance conditionnelle recherchée s’écrit :

T
[R2W0) § EEERIO%E
=1

T
[T1p0: 72, ) f )y

=1

T
E, l:‘l‘-m (v)H p(y,/x,, v):l

=1

T
E, [H Py, /x, V)]
=1

Les deux espérances apparaissant au numérateur et au dénominateur peuvent
étre approchées de la méme fagon que précédemment a partir de tirages dans la
loi de v. Dans le contexte actuariel cette prévision et sa mise a jour seront la base
des systemes de bonus-malus (voir Lemaire, 1985 et Dionne-Vanasse, 1992).
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ANNEXE 1

PREUVE DE LA PROPRIETE 1.8

Ona:
2, C(OU g exp(B(£)+£x0)

E[C(Y)/Y 2K,]= 3, Uy, exp(B(£)+ £x8)

La dérivée de cette fonction par rapport a x8 est :

OE[C(Y)/Y 2 K, _ Xy C(OU 5 Lexp(B(4) + £x0)
A(x0) T X, U, exp(B(8)+ £xB)
2 COU o exp(B(L)+£x8) X, 1 g £ exp(B(£) + £xB)
Z Uy, ep(BO)+Ex8) X, Uy exp(B(E)+0)
= E[C(Y)Y/Y 2 Ky]- E(C(Y)/Y 2 Ko)E(Y /Y 2 K,)
= Cov[(C(Y),Y)/Y 2 K,].

Cette covariance est non négative, puisque C(Y) est fonction non décrois-
sante de Y.
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ANNEXE 2

MATRICE DE VARIANCE-COVARIANCE ASYMPTOTIQUE DE L’ESTIMATEUR
DE L’ ANALYSE DISCRIMINANTE

La preuve est analogue a celle donnée dans Lo (1986) pour une variable
qualitative Y, et on en décrit seulement les arguments différents.

Soitc = (0',l,...,opl,on,...,oﬂ,..,,Gpp)' le vecteur de taille p(p + 1)/2 des éléments
distincts de X et R la matrice de sélection de taille [1/2 p(p + 1)] x p? telle que :
R’c = vec(Z). Soit Q' I’inverse de Penrose-Moore de R, telle que RQ’ = Id.

) a-a L
Ona: +/n |:vec(f'.) _ vec(z)]—> N[O, V],
. [}:(VY)“ 0 ]
oun: V= .
0 2R'Q(E®X)Q'R

Si on considére I’estimateur par analyse discriminante : éo =374, etla
fonction reliant (a,X) et 8 = f(a,vec X),on a :

Jn(6-0)—<= N[0, JVI’],

T I I St gy yeet
ol : [aa’avec)::l—[z ,—(@’®Id)(Z ®X)].
On en déduit :

JVI'=(V)Z 142 @ IDH(EZ ' QXY
XROEZ®L)QRE'® X ) (a® Id).
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ANNEXE 3

PSEUDO-MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE SIMULE

Par exemple, I’approche du pseudo-maximum de vraisemblance simulé con-
siste a calculer par simulation une approximation des deux premiers moments
conditionnels de Y sachant x,. En notant u,,, h = 1,...,H les valeurs obtenues a
partir de tirages indépendants dans une loi fixe telle que, pour une fonction ¢
bien choisie, o(u,,a) ait pour loi la loi de densité g(.,a), les deux premiers
moments de Y, sachant x, sont approximés par :

H K
myy(x;:B,6,a) = %Z > kp(k/ x,)0(uy, a)
h=1 k=0

H K
My (x;;B,6,0)= — 22 2p(k/ x )0y, @)
h= k=0

Ensuite une pseudo vraisemblance fondée sur m, et m, peut étre calculée afin
d’obtenir des estimateurs convergents et asymptotiquement normaux de B,0 et a.
11 faut noter que I’approximation des moments par m, ,, et m,,, ne change pas les
propriétés des estimateurs pourvu que m et H tendent vers +oo de fagon que

H /AT tende vers +oo (n est le nombre d’observations).
11 serait aussi possible d’utiliser une méthode de vraisemblance simulée puisque
p(kix;) peut €tre approximé par :
1 ul exp (ko(u,,a
—explp) + k1Y, 2w D)
"N explB(0) + £x,0 + L¢(uy, a)]

£=0

Pour le choix de g(.,a), il n’y a a priori pas de restriction pourvu que la sim-
ulation soit aisée et que le paramétre a soit identifiable. Ainsi, comme dans le
cas d’un modele de Poisson avec hétérogénéité conduisant au modeéle binomial
négatif, on peut supposer que exp(€)) suit une loi Y(a,a) dont la densité est

1Y +(z)mz 14% 1a variance de cette loi est - et sa moyenne 1.
a

Un autre choix naturel pour la densité de €, serait une loi normale; afin que
le modele soit identifiable on pourrait imposer

Eg, =0 (eta=Ve) ou Eg, = —a/2,Vg, = a, ce qui implique E exp(g) = 1.
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