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« Note sur la théorie néo-keynésienne du producteur »



NOTE SUR LA THÉORIE NÉO-KEYNÉSIENNE 
DU PRODUCTEUR 

INTRODUCTION 

Une théorie du producteur assujetti à des rationnements quan­
titatifs (ou théorie néo-keynésienne du producteur) ne saurait, en un 
sens, être nouvelle : d 'un côté, elle est aussi vieille que la théorie usuelle 
puisque les décisions de courte période peuvent s'interpréter comme des 
décisions en présence d'un rationnement de la capacité de production 
(ce qui fonde la distinction entre la courbe de coût moyen à long terme 
et la courbe de coût moyen à court terme) ; de l'autre côté, une fois 
posée la théorie du consommateur avec rationnements quantitatifs 
[voir, par exemple, Bronsard et Salvas-Bronsard (1979), Neary et 
Roberts (1980)], on se doute bien qu'il existe un pendant naturel pour 
le producteur et que ce pendant peut se concevoir par simple dualité. 

Ceci dit, le théoricien qui voudrait utiliser les propriétés de la stati­
que comparative du producteur avec rationnements quantitatifs ou 
l'économètre qui voudrait imposer comme restrictions a priori les im­
plications empiriques de cette théorie seraient sans doute mal venus de 
se reposer sur l'intuition mashallienne pour ce qui est de la validité de 
pareilles propriétés et de les postuler pour ainsi dire par extension. Il 
est donc bon qu'il existe quelque part une démonstration explicite de 
l'ensemble de ces résultats et qu'ils soient présentés sous une forme 
utile autant au théoricien qu 'à l'économètre. C'est l'objet de cet arti­
cle. On trouvera un exemple d'utilisation théorique dans Bronsard et 
Wagneur (1981). Il n'existe pas encore à notre connaissance d'utilisa­
tion économétrique mais on pourra replacer nos résultats dans la 
littérature économétrique en consultant Theil (1980) : en gros, la forme 
structurelle présentée ici contient les formes néo-classiques usuelles 
comme cas particuliers et s'en écarte pour permettre l'erreur de court 
terme ou le déséquilibre. On notera aussi un lien intéressant avec le 
calcul économique: notre forme structurelle permet l'estimation des 
prix fictifs des variables sous rationnement — en particulier du prix fictif 
du capital si l'on agrège les biens d'équipement en un seul et si leur ra­
tionnement formule une décision de court terme. 
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I— Théorie néo-keynésienne du producteur 

Un équilibre keynésien est généralement interprété comme une 
situation où, ex ante, tous les marchés sont en offre excédentaire [(voir, 
par exemple, Malinvaud (1976)]. À ce déséquilibre ex ante correspond, 
ex post, un équilibre sous rationnements quantitatifs, l'équilibre 
keynésien. Ce dernier est donc caractérisé par du chômage et du ra­
tionnement des entreprises sur les marchés autres que ceux du travail. 
Ce que nous entendons par équilibre néo-keynésien, c'est une situation 
dans laquelle des agents économiques, autant consommateurs que pro­
ducteurs, sont rationnés sur un ou plusieurs marchés. C'est pourquoi 
notre théorie néo-keynésienne du producteur se veut, en fait, une 
théorie du rationnement du producteur. 

Le contexte institutionnel est donc différent du contexte néo­
classique usuel. En effet, le producteur a non seulement une contrainte 
technologique mais aussi des contraintes de rationnements : 

y. <y < / , (1) 

oùyj symbolise l 'extrantj s'il est positif ou l ' intrant j s'il est négatif. 

Pour fixer les idées, partitionnons le vecteur y en \yi I et sup­

posons que les contraintes (1) sont opératoires seulement pour les biens 

du groupe 1 1. On aura : 

y* = J i - (2) 

Le problème du producteur est donc de maximiser ses profits en tenant 
compte de la contrainte de rationnement (2) et d 'une contrainte 
technologique : 

g(y) ^ o. (3) 

En se restreignant aux productions techniquement efficaces, la fonction 
de production s'écrit: 

g(y) = 0. 

La fonction g possède les propriétés usuelles. Elle est différentiellement 
strictement croissante et différentiellement strictement quasi-convexe. 
Symboliquement, on peut écrire3 : 

1. Le vecteuryx est un vecteur à nx composantes, y2 à n2 composantes ,^ à n = Ti1 + n2 com­
posantes. 

2. Ceci suppose qu 'une partie du problème du producteur a déjà été résolue par le théorème 
de Kuhn-Tucker . Les contraintes (2) impliquent qu 'une des bornes de la contrainte (1) est 
opératoire mais ne spécifient pas laquelle. 

3. gy désigne le gradient de la fonction g, G la hessienne de g. 
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Hl: g e C2 

H2:gy>>0 

H3:Ç'GÇ> O p o u r É * 0 ,$ '& = 0. 

Le problème du producteur revient à maximiser le Lagrangien 
suivant : 

L(y,\,^) = P'y- \ g 0 ; - /*i'bi - J i ] . (4) 

L'équilibre du producteur se caractérise par : 

pi ~ Vi " M.' = 0 (5) 

p'2-K= 0 (6) 

- * 0 ; = 0 (7) 

-7. + J i = 0 (8) 

Le système (5) à (8) est un système de n + nY + 1 équations à 2(n + U1) 
+ 1 variables, soitj^i, yi, X, ^i d'une part et, pu p2, J\ d'autre part. Il 
serait intéressant, à ce stade-ci, de se demander si on peut exprimer les 
premières en fonction des secondes. 

Proposition 1: Sous les hypothèses Hl, H2, H3 les fonctions d'offre néo-
keynésienne existent et sont continûment dérivables (pour 
la démonstration, voir l'annexe 1). 

Les fonctions d'offre existent donc et peuvent s'écrire : 

7. = 7 . (9) 

y2 = Ti2(P1, pi, J). (10) 

On a aussi 

X = XOi, p2, j i ) ( i l ) 

Mi = Hi(Pi, p2, Ji). (12) 

Par une application du théorème des fonctions implicites (c'est-à-dire 
en substituant le système (9) à (12) dans le système (5) à (8), on ob­
tient : 

XPu pi, JO gyi (Ju n2(pi, p2, Ji)) + Hi(Pi, p2, Ji) = pi (13) 

XPU Pl, Jl) gy2 (Jl, Tl2(Pi, p2, Jl)) = p2 (14) 

g(Ju Ti2(Pi, p2, Ji)) = 0 (15) 

yi =Ji (16) 

4. Ceci est possible car la jacobienne des contraintes est de rang maximal. 
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pour tout {p u p2, Ji) appartenant au domaine où les fonctions sont 
définies. Ces identités et leurs dérivées vont nous permettre de 
caractériser la matrice jacobienne des fonctions d'offre. 

Soit 

Sy1ZOp1 

dy2/dpi 
d\/dpx 

djii/dp! 

Oy1ZOp2 

dy2Zdp2 

d\Zdp2 

d fii Zdp2 

dyi/dyi 
Sy2ZdJ1 

SkZdJ1 

SfIiZdJ1 

cette matrice ou : 

[dy^dpi], [dyiZdp2], [dy2/dpi] et [dy2Zdp2] sont des matrices d'effets-prix 
contraints. [dy2ZdJi] est une matrice d'effets de débordement. 

En dérivant les identités (13) à (16) par rapport à px, p2 et Ji, on 
trouve : 

XGn XGi2 gy\ InI 
XG2I XG22 gy2 0 

g;i g;2 o o 
IHl 0 0 0 

dy i Z dp i dy x Zdp2 dy i Zdy x 

dy2Zdpi dy2Zdp2 dy2/dyx 

dX/dpi d\/dp2 dXZdJi 
d fii Z dpi d\ixldp2 d fii IdJi 

Im 0 0 
0 In2 0 
0 0 0 
0 0 Li 

(17) 

Remarque : 

La différentielle de (9) et (10) peut s'écrire : 

dyi = 

dy2 = 

dyx 

r_^_ ~\dPl + r_^L i dp2 + r j > i i 
L dp, J L dp2 J L Sy1 J 

Pour simplifier l'écriture, appelons T(J, la matrice I •?' I 

L dPj J 

dy,. (18) 

, « = 1,2; 

j = 1, 2 et Vn, la matrice I ^' I i = 1, 2. Le système (18) s'écrit : 
L Oy1 J 

dyx = dji 

dy2 = T2^p1 + T22dp2 + V21(Iy1.
 v ; 

Nous allons maintenant utiliser (17) pour caractériser les Ttj et les Vn. 

Proposition 2 : Sous les hypothèses Hl, H2, H3, les dérivées des fonc­
tions d'offre néo-keynésienne se caractérisent par les pro­
priétés suivantes : 
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T11 =0 (20) 
T12 = 0 (21) 
V11 = /„ , (22) 
T21 = 0 (23) 
T22 = Ti2 (24) 

T22p2 = 0 (25) 
\&i + PiV21 = 0 (26) 

t-'T22$> 0 pour Ç ^t 0 , £ * 0 /* , O e R (27) 
(La démonstration des propriétés (20) à (26) est évidente par le système 
(17). Pour la démonstration de la propriété (27), voir l'annexe 2). 

Du point de vue de l'économètre, la proposition 2 est importante 
car les propriétés du système (19) sont presque toutes observables. La 
propriété (26) pourrait lui causer un problème. En effet, reprenons les 
équations (5) et interprétons-les : 

-X&'i = /*>' " Pi (28) 

Les composantes du vecteur px sont les prix des biens du groupe 1, 
c'est-à-dire les prix observables des biens rationnés. Les composantes du 
vecteur /X1 sont les variables duales associées à chacune des contraintes 
de rationnement du producteur. Elles mesurent l'effet marginal du ra­
tionnement sur le profit du producteur à l'équilibre. On peut donc in­
terpréter le vecteur XgJ1 comme étant les prix fictifs (ou les prix « person­
nels» des biens du groupe 1. Appelons ce prix /T1. (28) peut s'écrire : 

Hi = Pi - Pi (29) 

Le vecteur /X1 apparaît alors comme un péage fictif «personnalisé». 
Mais (26) s'écrit aussi : 

PiV21 - -X0,', = -pi. (30) 

Or])i n'est pas observable5. 

Revenons donc au système (19) où, en tenant compte de (23), on a : 

dy2 = T22dp2 + V21O
1J1. (31) 

Additionnons et soustrayons à (31) le terme fi2p[dji, où (32 est choisi de 
telle manière que (32p2 = 1. On aura : 

dy2 = T22dp2 + (F21 + (32pï) O1J1 - @2ft dyx. (32) 

Définissons V2x = V21 + P2]I1 et rappelons que -@2pï dyx = @2p2 Oy2. 

5. Toutefois, on connaît p2 et on peut trouver V2\ par l 'estimation de l 'équation (19). Par 
l'identité (30), on peut donc calculer la valeur des prix fictifs /Ti. Par exemple, dans le cas où les 
biens du groupe 1 sont des biens d 'équipement , l 'identité (30) peut servir à calculer le shadowprice 
des biens d 'équipement. 
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Alors, dy2 = T22dp2 + V21(Iy1- I32p2 dy2. (33) 

et dyx = dyx 

Nous allons maintenant caractériser les coefficients de la forme 
structurelle (33). 

Proposition 3 : Sous les hypothèses Hl, Hï et H?>, les coefficients de (33) 
se caractérisent par les propriétés suivantes : 

T11 = 0 
T12 = 0 
V11 = /M 

T21 s 0 
T22 = T22 

T22p2 = 0 
PiV21 = 0 

P&2 = 1 
S"T22{> Opour£* 0 , £ * ep2,QeR 

(20) 
(21) 
(22) 
(23) 
(24) 
(25) 

(26') 
(34) 
(27) 

[Pour la démonstration des propriétés (20) à (25) et (27), voir la 
proposition 2. Pour celle de la propriété (26 ' ) , voir l'annexe 3]. 

La nouvelle propriété (26') est alors observable. Le terme /32 peut 
s'interpréter comme l'effet marginal d 'une variation du revenu réel af­
fecté aux biens du groupe 2 sur l'utilisation de ces biens. Ceci ressem­
ble au concept d'effet-revenu chez le consommateur. 

Les équations (29) sont importantes en ce sens qu'elles laissent en­
trevoir la possibilité d 'un lien entre un comportement réel et un com­
portement fictif. Serait-il possible de «donner» des prix fictifs au pro­
ducteur de telle façon qu'il se comporte comme s'il faisait face aux ra­
tionnements initiaux ? La réponse est oui. Par construction, la fonction 
d'offre néo-classique est un difféomorphisme global. On peut toujours 
trouver un système de prix p fictifs tel que : 

^ l (P) = ^ l /QCN 

?2 (P) ^ T12 (p, JJ1). ^ } 

Ces équations permettent de faire le lien entre l'équilibre néo-
keynésien et l'équilibre néo-classique fictif qui est «derrière». En effet, 
appelons Y0 la matrice des dérivées de rji(p) par rapport à %• (pour i = 
1, 2,7 = 1,2). En différenciant le système (35): 

Ylxdpx + Y12(Ip2 = dyx .„f i. 
Y21(Ip1 + Y22JC1 ^ T22dp2 + V2^y1.

 {ô0) 
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Mais par (6) et en définissant p2 = Xg 2̂,
 o n a dp2. = dp2. dpi est toujours 

non observable. En substituant dans (36) : 

*** -̂  **** 
Y11CIp1 + Y12dp2 = dji ,„_. 

Y2I(Ip1 + Y22dp2 = T22dp2 + V2^y1.
 {ô/) 

Comme Y11 s'inverse, (37) peut aussi s'écrire: 

Y21(Fi1Wj1 - Y\\Y12dp2) + Y22dp2 = T22dp2 + V11(Iy1. (38) 

En regroupant les termes, (38) devient: 

(T22 - T22 + Y21T1[Y12) dp2 + ( F 2 1 - Y21YiI) dyt = O. (39) 

Comme cette identité tient pour des dp2 et dy\ quelconques 

T22 s Y22- Y21YAY12 (40) 
V21 s Y21Y1I. (41) 

Les propriétés s'appliquant aux matrices T22 et V21 s'appliquent égale­
ment aux matrices néo-classiques fictives correspondantes. Inverse­
ment, (40) et (41) «expliquent» T22 et V21. 

II— Conclusion 

Selon l'interprétation que l'on donne aux contraintes (1), la théorie 
que l'on a appelée néo-keynésienne pourra être aussi bien une théorie 
du court terme et du long terme qu'une théorie des biens publics. En 
effet, imaginons que les contraintes (1) établissent la fixité, à court 
terme, de certains biens que l'on pourrait qualifier d'équipement, par 
exemple. Dans ce cas, la décision de court terme est une décision por­
tant sur les conditions d'emplois d'une capacité de production déjà ins­
tallée. Les variables duales \ix s'interpréteront alors comme la 
différence entre le coût marginal de long terme et celui de court terme 
(à l'équilibre). 

Supposons maintenant que les contraintes (1) établissent la quan­
tité (fixe si y- = y+) disponible pour tous et chacun des producteurs d 'un ou 
de plusieurs biens. On peut vraisemblablement qualifier ces biens de 
publics. Dans le cas où ces biens ne sont pas échangés sur un marché 
(donc px = 0), les variables duales /A1 représentent la valeur de ces 
biens pour le producteur. La valeur de ces variables duales à 
l'équilibre, serait la même que la valeur des contributions qu 'un 
organisme public aurait à fixer pour obtenir un équilibre 
politicoéconomique. 

D'autres interprétations sont possibles. Par exemple, il pourrait 
s'agir d'une théorie des rendements croissants. Interprétons les biens 
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du groupe 1 c o m m e les biens produi t s pa r le p roduc teu r . Les con­
traintes (1) seraient alors dé te rminées pa r u n o rgan i sme chargé 
d 'é tabl i r u n e règle de gestion opt imale pou r les entreprises à 
r endemen t s croissants . O n obt ient alors une règle qui est près de celle 
proposée p a r M a l i n v a u d (1971). 

Marie A L L A R D 
Camille B R O N S A R D 
Gilles M C D O U G A L L V * * 

ANNEXE 1 
Preuve de la proposition 1 

Les équations du système (5) à (8) sont des fonctions de classe cl sur un 
ouvert et possèdent une solution (y\, y\, X0, \k\, />?, pi,y0i). Soit la matrice G*, la 
dérivée du système (5) à (8) par rapport à Jy1, y2, X et ^1 au point optimal : 

G* 

Si cette matrice est de rang maximal, alors le théorème des fonctions implicites 
nous assure l'existence des fonctions recherchées au voisinage du point (p°l} p\, 

y\). Supposons que cette matrice ne soit pas de rang maximal. Alors il existe 

-XG 1 1 

-XG 2 1 

~gy\ 
-In1 

-XG 1 2 

-XG 2 2 

-gyi 
O 

-gyi 

-gyi 
O 
O 

-In 

O 
O 
O 

u n vec teur * O, avec a e R"\ 13 e Rn\ y e R et ô e Rn\ tel q u e : 

-XG11 

-XG21 

-In1 

-XG12 

-XG22 

-gyi 
O 

-gyi 

~gyi 
O 

O 

-In1 

O 
O 
O 

a 
/s-
7 
ôj 

= O 

* Les auteurs sont respectivement étudiante au Ph .D. , professeur et étudiant au Ph .D. au 
Département de science économique de l 'Université de Montréal . 

**Les auteurs remercient Sébastien Ahado pour les discussions intéressantes qu'ils ont eues 
avec lui. 
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Ceci implique : 

-ImOt = O (A.l) 
-g^a-g^P = 0 (A.2) 
-XG2la-XG22P-gy2y = 0 (A.3) 
-XG11Qf - \Gl2$ - gyly - Inlô = 0 (A.4) 

De (A. l ) , on peut tirer: a = 0. En prémultipliant (A.3) par P' et en tenant 
compte du fait que P' gy2 = 0 (par (A.2)), on trouve 

-X$'G22$ = 0 (A. 5) 

Or, par H3, f Gf > 0 pour f ^ 0 etÇ'gy = 0. 

Ainsi, en particulier, 

[«•«a [tt] [*;]>°p-r [!;] *°*[«• «a B;;] • ° 
Fixons ^ 1 = O. On aura 

ZlG22C2 > 0 pour £ 2 * 0 et £ & 2 = 0. (A.6) 

Donc (A.5) n'est possible que si P = 0. Ce qui entraîne 7 = 0 [par (A.3)] et 
ô = 0 [par (A.4)], d'où la contradiction. 

ANNEXE 2 
Preuve de la propriété (27) 

Par (17), on a 

XG21T12 + XG22T22 + gy2 [dX/dp2] = In2. 

En prémultipliant par T22 et en tenant compte de (21) 

Xn2G22T22 + T2\gy2 [dX/dp2] s Ti2. 

De plus, les équations (6), (24) et (25) impliquent : 

T[2gy2 = 0. 

D'où XTi2G22T22 = T22. 

On a aussi : 

MiTi2G22T22C2 = É2T2'2É2 = É2'T22f2 (A.7) 

Définissons \J/2 = T22 £2 où yp2 est tel que pi\p2 = 0. (A.7) devient : 

WiG2J2 = ZiT22C2. (A.8) 

Par (A.6), le terme de gauche est positif si \p2 =£ 0. Or \p2 =£ 0 => T22 C2 =É 0 => 
{2 ^ 0/?2 car T22 est de rang rc2 - 1. En effet, le rang de T22 est au plus égal à n2 

- 1 car T22p2 = 0. Nous allons maintenant montrer que le rang de T22 est au 
moins égal à n2 - 1. 
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Pour cela, considérons le système (17). De ce dernier et en tenant compte de 
(21), on a: 

XG22T22 + gy2 [d\/dp2] s In2 

(A.9) 

[XG22 gy2] \_d\/dp2 J
 _ y-2 

\_d\/dp2j 

\_d\/dp2]
 n' 

ix résultats d 

"' IdXZOp1] 

Ceci entraîne que la matrice I ^2,^ I de dimension (n2 + 1) X n2 est de 

rang maximal, c'est-à-dire, de rang n2. 

Remarque: Étant donné que la matrice I ^ \ I n'est pas carré, le fait 

qu'elle soit de rang maximal implique deux résultats différents (suivant que 
l'on considère ses lignes ou ses colonnes): 

3 a * 0, a e Rn2+\ tel que a ' I " I = 0 

ld\/dp2y b) % 0 * 0, (3 6 R»\ tel que I ^ \P = 0. 

Supposons que T22 soit de rang n2 - 2. Alors, il existe deux vecteurs linéaire­
ment indépendants Si et 4>2 ^ 0, avec S i 1 S 2 € R"2 tels que: 

S1T2 2 = o et S2T2 2 = o. 

O T , * ; T „ - 0 - W O ] [ ^ ] - O 

et, ^T21 = 0<=> [S2O] [ ^ 3 J - O . 

D'où la contradiction. Ainsi, par (A.8), C2T22J2 > 0 pour J2 J= Qp2. 

ANNEXE 3 
Preuve de la propriété (26') 

Nous avons défini V2x comme suit : 

F21 = K21 + ^ 1 . 

Ainsi p2V21 = p2V21 + p2(32pi. 

Or, en tenant compte de (30) et (34), on trouve directement la propriété (26 ') . 
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