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RÉSUMÉ - Dans cet article, nous considérons le problème de choix de porte
feuille sous information incomplète lorsque l'investisseur maximise Futilité de sa 
richesse terminale. Le portefeuille optimal est obtenu de manière explicite en uti
lisant la formule de représentation d'Ocone et Karatzas (1991) sous changement 
équivalent de mesure. Lorsque la richesse terminale découle uniquement de la 
politique d'investissement dans les actifs financiers, le portefeuille optimal a deux 
composantes : la première est un terme d'espérance-variance pur relatif à l'infor
mation de l'investisseur, la seconde un terme de couverture contre les fluctuations 
de l'estimateur de l'espérance de rendement des actifs financiers. Dans le cas du 
modèle gaussien, la demande de couverture est reliée à l'erreur d'estimation. Lors
que la richesse terminale provient également d'un cash-flow aléatoire en supplé
ment des fonds générés par la politique d'investissement, nous démontrons que le 
portefeuille optimal contient aussi des termes de couverture contre (i) les fluctua
tions stochastiques dans le taux de croissance du cash-flow terminal et contre (ii) 
les révisions dans l'estimateur du taux d'appréciation du cash-flow terminal. Ces 
formules généralisent diverses applications considérées dans la littérature. En con
clusion, nous abordons le problème d'information asymétrique. 

ABSTRACT - Poiifolio Demand and Risk Caverage Policy Under Incomplète Information. In 
this paper, we consider two portfolio problems when information is incomplète and 
the investor wishes to maximize his utility of terminal wealth. Optimal portfolios are 
obtained in explicit form by using the Ocone and Karatzas (1991) représentation 
formula for Wiener functionals under équivalent changes of measure. When terminal 
wealth results only from asset trading policies, the optimal portfolio has two 
components : one is a pure mean-variance term relative to the information of the 
investor, the other is a hedging component against revisions in the estimate of the 
drift of asset prices. For the Gaussian model, the hedging demand is related to the 
estimation error. When terminal wealth includes a random terminal cash-flow in ad
dition to the cash generated by asset trading, we show that the optimal portfolio also 
includes hedging components against (i) stochastic fluctuations in the rate of growth 
of the terminal cash-flow and against (ii) revisions in the estimated drift of the rate of 
growth in the terminal cash-flow. Our formulas generalize diverse applications that 
hâve been considered in the literature. We conclude with a discussion of difficulties 
arising in models with asymmetric information. 

* Je tiens à remercier I. Karatzas pour ses commentaires, ainsi que I. Karatzas et D. 
Siegmund pour avoir porté à mon attention les résultats d'équivalence certaine démontrés 
par Y. Kuwana (1991). 



46 L'ACTUALITÉ ÉCONOMIQUE 

INTRODUCTION 

Dans cet article, nous considérons le problème de choix de portefeuille 
sous information incomplète lorsque l'investisseur maximise l'utilité de sa 
richesse terminale. Le portefeuille optimal est obtenu de manière explicite 
en utilisant la formule de représentation d'Ocone et Karatzas (1991) sous 
changement équivalent de mesure. Lorsque la richesse terminale découle 
uniquement de la politique d'investissement dans les actifs financiers, le 
portefeuille optimal a deux composantes : le premier est un terme d'espé-
rance-variance pur relatif à l'information de l'investisseur, le second un 
terme de couverture contre les fluctuations de l'estimateur de l'espérance 
de rendement des actifs financiers. Dans le cas du modèle gaussien, la 
demande de couverture est reliée à l'erreur d'estimation. Lorsque la ri
chesse terminale contient également un cash-flow aléatoire en supplément 
des fonds générés par la politique d'investissement, nous démontrons que 
le portefeuille optimal contient également des termes de couverture con
tre (i) les fluctuations stochastiques dans le taux de croissance du cash-flow 
terminal et contre (ii) les révisions dans l'estimateur du taux d'apprécia
tion du cash-flow terminal. Ces résultats complémentent ou étendent di
verses applications considérées dans la littérature; en particulier, Adler et 
Detemple (1988), Detemple (1986a, 1986b, 1991), Dothan et Feldman 
(1986), Feldman (1989, 1992), Gennotte (1986), Karatzas et Xue (1991), 
Ketterer (1986, 1987), Kuwana (1991), Stulz (1984), et Wang (1989a, 
1989b). 

Les modèles dynamiques à information incomplète ont connu un es
sor rapide au cours des cinq dernières années. Les premiers efforts dans ce 
domaine se sont concentrés sur une forme particulière de la structure d'in
formation : le modèle gaussien. Ces articles ont étudié le programme du 
consommateur (Detemple, 1986a), la structure de portefeuille (Gennotte, 
1986; Feldman, 1992), les prix d'équilibre des actifs financiers (Dothan et 
Feldman, 1986; Feldman, 1989), et le problème d'équilibre lorsque l'infor
mation, au départ asymétrique, est soit complètement (Detemple, 1986b), 
soit partiellement révélée par les prix des actifs financiers (Wang, 1989a, 
1989b). Une extension à un modèle d'information basé sur des mélanges 
gaussiens a également été étudiée (Detemple, 1991). Plus récemment des 
méthodes puissantes de martingale ont été employées à l'étude de problè
mes sous information incomplète. Les premiers articles dans ce contexte 
postulent l'existence d'une mesure de martingale équivalente et dévelop
pent une analyse préliminaire de l'équilibre (Ketterer, 1986, 1987). Plus 
récemment, le problème de consommation optimale est résolu de manière 
explicite par Karatzas et Xue (1991) qui identifient les prix d'Arrow-Debreu 
implicites dans le marché financier lorsque l'information est incomplète. 
Toutefois, cette analyse ne procure pas d'information (outre l'existence) 
sur la politique optimale de portefeuille. 
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Dans cet article, nous utilisons des résultats récents de représentation 
de martingale (Ocone, 1984; Karatzas, Ocone et Li, 1991; Ocone et 
Karatzas, 1991) pour analyser la structure du portefeuille optimal dans 
deux modèles à information incomplète où l'investisseur maximise l'utilité 
de sa richesse terminale. Le premier est le problème du choix de porte
feuille lorsque la richesse terminale découle uniquement de la politique 
d'investissement dans les actifs financiers. Nous démontrons, dans ce cas, 
que le portefeuille optimal se compose de deux termes : le premier est un 
terme (spéculatif) d'espérance-variance pur relatif à l'information de 
l'investisseur, le second un terme de couverture contre les fluctuations de 
l'estimateur de l'espérance de rendement des actifs financiers. Ces résul
tats complémentent donc de manière directe l'article de Karatzas et Xue 
(1991). Nous spécialisons ensuite la structure d'information au cas du 
modèle gaussien. Ici, nous démontrons que la demande de couverture est 
reliée à l'erreur d'estimation. Dans la mesure où la politique de porte
feuille est obtenue de manière explicite, en fonction des données exogènes 
du problème, ce résultat est plus précis que celui obtenu par les méthodes 
classiques de programmation dynamique en environnement markovien où 
la fonction de valeur n'est pas exprimée sous forme explicite (Gennotte, 
1986). 

En deuxième lieu, nous considérons un modèle de couverture de ris
que lorsque la richesse terminale provient également d'un cash-flow aléa
toire en supplément des fonds générés par la politique d'investissement. 
En outre, nous faisons l'hypothèse que l'espérance de ce cash-flow, qui est 
inconnue, peut être estimée à partir de l'information contenue dans les 
prix des actifs financiers. Dans ce cadre, nous démontrons que le porte
feuille optimal contient également des termes de couverture contre (i) les 
fluctuations stochastiques dans le taux de croissance du cash-flow terminal 
et contre (ii) les révisions dans l'estimateur du taux d'appréciation du cash-
flow terminal. Ces résultats étendent les modèles d'Adler et De temple 
(1988) etStulz (1984). 

La structure du modèle est décrite dans la première section de l'arti
cle. La deuxième section dérive la demande de portefeuille lorsque l'espé
rance de rendement des actifs financiers suit un processus adapté à la 
fîltration brownienne. Le modèle gaussien est considéré à la section 3. Le 
modèle avec cash-flow terminal est traité à la section 4. Nous concluons par 
une discussion du problème d'équilibre général sous information asymé
trique. 

1 . LE MODÈLE 

Nous considérons un modèle de choix de consommation-portefeuille 
dans le contexte d'un marché financier à information incomplète. La struc
ture du modèle est la suivante. 
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La structure d'incertitude est représentée par un espace probabilisable 

filtré complet où fi représente l'espace de pro

babilité, 3 une a-algèbre, <3f : t e 0,T\\ la filtration sous-jacente et Pune 

mesure de probabilité définie sur (Q, 3) . Un processus brownien à d di

mensions, W, vit sur et est adapté à la filtration sous-jacente 

13, :te\0,T >. L'horizon temporel est fini, [0,7]. 

L'espace de consommation est le domaine positif de l'espace des varia
bles aléatoires de carré intégrable, L2+(Q,, 3 , P9). Les préférences de 
l'investisseur sont représentables par une fonction d'utilité U définie sur 
L2+. Cette fonction d'utilité U a la représentation de von Neumann-
Morgenstern, 

U(X)= Eu(XT)f (1.1) 

où XT représente la richesse terminale et u(.) est l'utilité correspondante. 

Hypothèse Ll: La fonction d'utilité u(.) : 9I+ X9I+ ->9î est continue et 

deux fois continuement différentiable, strictement croissante et strictement 

concave. Sa dérivée première admet les valeurs limites l im c | 0 iWcl = + °o 

and limc^00 u
1 Ic] = O. 

Un titre obligataire sans risque est négocié. Son prix 

satisfait l'équation (localement) déterministe, 

dS°=S\tdt, (1.2) 

où r = r = I rt, 3 : t e 0, T\\ est un processus progressivement mesurable et 

borné qui dépend de l'historique des prix des actifs risqués (la filtration 

K:<eM}} 
Un nombre fini, d, d'actifs financiers (actions) est offert à l'investisse

ment. Le vecteur de prix de ces actifs S = (Si9...,Sd) satisfait l'équation diffé
rentielle stochastique, 

dSt = / [|x, dt + otdWt ]. t e [o, TJ (1.3) 
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où P est une matrice diagonale avec vecteur de prix sur sa diagonale, 

|l = <\it,3, :te\0,T\> est le vecteur de taux d'appréciation et 

représente la matrice des coefficients de volatilité. 

Les coefficients jx et a sont tels que MH \ds < °o et O5C ds < «» (P-

a.s.) où 1 est le vecteur unitaire. Les composantes de la matrice a sont 
bornées; en particulier, la borne inférieure est strictement positive. Les 
taux d'appréciation des actifs risqués peuvent dépendre de manière géné
rale de l'histoire du mouvement brownien W. Les coefficients satisfont aux 
conditions suivantes : 

Hypothèse L2 : (i) I £ MLi \ldt < <». (U) le processus a est progressivement 

mesurable par rapporta (iii) (jt est inversible pour 

tout t G 0,T\ (P-a.s.); les composantes de la matrice inverse sont bornées. 

La première condition de cette hypothèse nous permet d'obtenir une 
représentation du processus des prix en fonction de coefficients adaptés à 
l'information possédée (proposition 2.1). La seconde condition est natu
relle et ne constitue pas une restriction significative. Ceci, puisque la ma
trice de variance-covariance des prix peut être calculée en observant 
l'historique des prix (a a' est adaptée à la filtration d'information 

< 3 : £ e 0, T >). La dernière condition peut également être relâchée dans 

le contexte du modèle étudié (voir Karatzas et Xue, 1991). Cette condition 
est commode pratique, puisqu'elle simplifie les dérivations qui suivent. 

Dans notre cadre d'analyse, seuls les prix des actifs financiers sont ob
servés par l'investisseur. Ainsi, la trajectoire du mouvement brownien W, 
de même que l'évolution des taux d'appréciation, ne peuvent qu'être esti
mées à partir de l'information possédée. Considérons donc la projection 

M̂  Vt 3* 
t 

, des taux d'appréciation des actifs financiers sur la filtra

tion d'information 3 et l'estimateur du prix de marché du risque, 

Qt = lot J mt - rt 1 . Nous noterons que \lt est une fonctionnelle de l'his

toire des prix (S). 
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Hypothèse 1.3 : L'estimateur du prix de marché du risque satisfait la condi

tion de Novikov, £ e x p MJ e, dt <oo. La fonctionnelle non 

suivantes 

anticipative Jî  (Sl satisfait aux conditions de Lipschitz et de croissance 

S1-S* 
t t 

S1 

où L\ et L2 sont des constantes, K(s) est une fonction non décroissante 

dénote la norme vectorielle habi-continue à droite, 0 < Kl s J < 1, et 

tuelle; des conditions similaires sont valides pour a* et rt. 

L'hypothèse sur le prix de marché du risque (condition de Novikov) 
nous permet de définir la mesure de martingale équivalente sans avoir à 
faire l'hypothèse (plus forte) que le processus flt est borné. Les conditions 

sur la structure du taux d'appréciation estimé Çlt IS) et de la matrice <jti 

= ~- l ont pour effet d'assurer que le processus d\)t = O (lsJldSt-vit dt est 

un processus d'innovation dans le sens classique : elles assurent donc l'éga

lité des filtrations fa5 :te [ O , T ] | et JS^ :te [ o , r ] | . Cette propriété joue 

un rôle fondamental dans la dérivation du portefeuille optimal. Les hypo
thèses correspondantes sur la matrice at et sur le taux d'intérêt r jouent un 
rôle similaire pour l'innovation par rapport à la mesure de martingale 
équivalente. 

Un processus de portefeuille TT est un processus prévisible de carré 

intégrable E I nsK ds < <» . Ici ir représente le montant de richesse in

vesti dans les actifs risqués au temps t; si Xt dénote la richesse au temps 

t,Xt -Ktl est investi dans le titre obligataire. Sans perte de généralité, 

nous admettons des positions de découvert dans les actifs risqués (TT < 0). 
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Un processus d'investissement ir est admissible pour l'agent s'il satis
fait la contrainte informationelle, 

7Cestadaptéà3S, (1.4) 

et la contrainte budgétaire, 

dXt = rt Xt dt + nt Uit - rt \\dt + ntGtdWt ; X0 = x (1.5) 

XT>0. (1.6) 

La condition de liquidité XT > 0 stipule que la richesse doit être non 

négative au terme de l'intervalle de transaction ( P - p.s.). 

Une politique de portefeuille admissible TT est optimale pour les préfé
rences f/s'il n'existe pas d'autre politique admissible ir' telle que U(X) > 
U(X). 

2. POLITIQUES OPTIMALES : LE CAS GÉNÉRAL 

Dans cette section, nous énonçons les résultats pour le modèle général 
présenté à la section précédente. Le théorème 2.1 énonce la politique 
optimale de richesse (consommation) terminale; le portefeuille optimal 
correspondant est décrit au théorème 2.2. Un cas particulier est examiné 
au corollaire 2.1. 

Notre premier résultat réexprime la dynamique des prix financiers 
(1.3) en fonction de l'innovation dans l'information. 

Proposition 2.1 : Soit |ir = E H, 3, le vecteur d'espérance conditionnelle 

de JjL̂  relative à l'information de l'investisseur au temps t. Les prix des actifs 
financiers satisfont l'équation stochastique différentielle, 

oui), =Wt + I * a \\is -\ls\ds est un processus brownien relatif à la 

filtration <3 :t e 0,T\\. En outre, l'information collectée par observation 

du processus v est équivalente à celle obtenue par observation des prix 

financiers I 3 V = 3 : D est un processus d'innovation. 
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L'équivalence entre (2.1) et (1.3) ainsi que la structure brownienne 

du processus \) = Jl)^S5 :te |0 ,r ] l découlent de l'hypothèse 1.2 (i)-(ii) 

(Liptser et Shiryayev, 1977, théorème 7.17). L'équivalence des filtrations 

<3V \ et <3 > suit des conditions de l'hypothèse 1.3 sur les fonctionnelles 

fit [S) et OASL qui assurent l'existence d'une solution forte à l'équation 

(2.1). La représentation (2.1) et les propriétés du processus v sont égale
ment démontrées, dans un cadre plus spécialisé, par Karatzas et Xue 
(1991). Le processus d'innovation a l'interprétation habituelle (voir par 
exemple Detemple, 1986). Il véhicule l'information nouvelle qui atteint le 
marché financier : les réalisations les plus récentes du processus d'obser
vation net des valeurs anticipées sur la base de l'information antérieure 

accumulée, dx>t = (ot) \[IS) dSt-ÇLtdt 

Étant donné le processus des prix (2.1), la richesse induite par une 
politique de portefeuille ir est donnée par la solution de l'équation, 

dXt = rt X1 dt + nt [|ir dt + otdvJ, X0 = x. (2.2) 

De plus, le problème de choix de portefeuille sous information incomplète 
est équivalent au problème d'optimisation sous information complète où 
la contrainte budgétaire est donnée par (2.2). Ce second problème dyna
mique peut à son tour être transformé en un problème d'optimisation 
statique en faisant appel à des méthodes, maintenant courantes, de martin
gales. 

La mesure équivalente de martingale, dans ce contexte, est définie 

par QlAj= £ T|T 1A LA G 3 ^ , où la martingale exponentielle 

if.«4-J;ô>f-(i/2)J'0||ô, 2<fe est obtenue de manière uni

que à partir de l'estimateur du prix de marché du risque, 

Qt = lot J jir - Yx 1 . La propriété de martingale de l'exponentielle T) dé
coule de la condition de Novikov énoncée à l'hypothèse 1.3 (Karatzas et 
Shreve, 1988 : p. 199). Karatzas, Lehoczky et Shreve (1987) ainsi que Cox 
et Huang (1989) démontrent qu'une richesse terminale Xrau temps Test 
optimale si et seulement si elle résoud le programme statique, 

max x Eu(xT)s.t.E4e >orsds XT<x (2.3) 
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où £* représente l'espérance par rapport à la mesure Q. La contrainte 
budgétaire a une interprétation intuitive puisqu'elle stipule que la valeur 

présente des dépenses 
( [T A \ 

ne peut excéder la richesse de 

départ (x). Le portefeuille optimal correspondant à la politique de richesse 
optimale est donné par, 

H i = J ^ ( O , ) " 1 v« (2-4) 

où Ip est l'unique processus prévisible et de carré intégrable dans la repré

sentation de la Q-martingale Yx=E e J ° s X1 T l 
-E' -ft+x; 

Définissons la fonction I(y) représentant l'inverse de la fonction d'uti
lité marginale de richesse terminale, u' (I(y) ) = y. Nous avons, 

Théorème 2.1 (Karatzas et Xue, 1991) : Considérons le modèle de la section 
1 sous les hypothèses 1.1-1.2. La politique optimale de consommation est, 

*; = /(/Er) 

où y* dénote la solution unique de l'équation E -'•'•*/(Ar) = x, 

-P r„dv et ^T s e J ° v Tl7-. Le portefeuille optimal supportant la politique de ri-

£ * — I T dv ( ' i * * 

chesse terminale X est K = e J ° v O 1F où F̂ est l'unique pro

cessus prévisible, de carré intégrable, dans la représentation de la 
martingale Yx = E -'2>/(Ar)|3? -P 

J C 
* ' O v b J (Ar) 

Démonstration du théorème 2.1 : Les conditions nécessaires et (par concavité) 
suffisantes pour un maximum sont, 

u'[xT} = y%7 

-\l« dv 
X1 \ = x, 

(2.5) 

(2-6) 
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où y est le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte budgétaire 

statique. Ainsi, XT = I\y%f I En substituant ce résultat dans la contrainte 

budgétaire (2.6), nous obtenons l'équation E -J'**/M = x. Il suit 

de l'hypothèse 1.1 que / ( • ) : 0, <»—»(),<»] est strictement décroissante, de 
sorte qu'une solution unique y* existe pour toute richesse initiale positive 
(*>0). L'existence d'un portefeuille optimal découle de (2.4). 

La condition de premier ordre (2.5) a une structure classique. Elle 
spécifie l'égalité entre l'utilité marginale et les prix d'Arrow-Debreu. 

Pour énoncer la politique optimale de portefeuille, il nous faut impo
ser des restrictions supplémentaires sur les coefficients du modèle. En ef
fet, la politique de portefeuille dépend de la manière dont les innovations 
browniennes affectent l'estimateur du taux d'appréciation ainsi que la 
volatilité des rendements des actifs financiers. À cet effet nous introdui
sons, ici de manière informelle, (i) la notion de dérivée de Malliavin et (ii) 
un espace de processus (l'espace L\ti) pour lequel la dérivée de Malliavin a 
du sens. Les définitions mathématiques exactes de ces concepts sont pré
sentées en annexe. 

Soit une variable aléatoire F qui dépend de l'information accumulée 
au temps T (F peut être conceptualisée comme une fonction de la trajec
toire du mouvement brownien v entre 0 et T). La dérivée de Malliavin au 
temps t de la variable aléatoire F (dénotée par Df) représente la manière 
dont JP change suivant une perturbation au temps t dans l'innovation du 
mouvement brownien dvt. Dans la mesure où un changement dans dvt au 
temps £ affecte les trajectoires futures de v (vs, s>t), cette dérivée représente 
effectivement l'effet d'un déplacement dans la trajectoire au-delà du temps 
t sur la variable aléatoire F. Cette dérivée est donc similaire à la dérivée de 
Fréchet qui s'applique dans un environnement déterministe. 

Pour que la dérivée de Malliavin existe, il faut que la variable aléatoire 
F possède certaines propriétés de régularité. De même, pour appliquer la 
dérivée de Malliavin à un processus stochastique, il faut que ce processus 
ait un comportement suffisamment régulier. Ceci conduit à une classe L1^ 
de processus dérivables et intégrables dans le sens d'une norme spécifique 
(voir annexe pour détails). Dans le contexte de notre modèle à informa
tion incomplète, la dérivée de Malliavin est prise par rapport au processus 
d'innovation v et l'espace Llpl est défini relativement à la filtration 

<3V :te \0,T\\. C'est donc à ce niveau que l'équivalence des fîltrations 

joue un rôle fondamental. 
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Avec ces définitions informelles, nous pouvons écrire : 

Théorème 2.2: Supposons que les processus ret 6 appartiennent à L1^. Sous 
les hypothèses du théorème 2.1 la politique optimale de portefeuille est 
donnée par 

*< = - ( ° ' ) ê,j -\W y**>Ti (Ar)K] 

-(a')"1 E' [,"/> [l{,-\Ty,-%T /•(/çï.)][j[
r(Ar.)*+Jr(Aê;)fi. (2.7) 

où l'opérateur Dt représente la dérivée de Malliavin au temps t, et T (y) 
représente la dérivée de l'utilité marginale inverse. 

La politique optimale de portefeuille (2.7) a une structure familière. 
Elle se compose de deux termes. Le premier est une demande spéculative, 

proportionnelle à l'estimateur de prix de marché du risque (0) , 

^c;)\*'[rJrvv*r/'(/Çr) 
Le facteur de proportionnalité est lié aux préférences de l'investisseur. 
Notons que ce terme, dont la structure est familière, apparaît dans la de
mande de portefeuille, bien que le modèle d'information/incertitude ne 
soit pas markovien. 

Le second terme est une demande de couverture contre les fluctua
tions stochastiques dans les paramètres du modèle, 

Deux composantes interviennent ici. La première est due aux fluctuations 

stochastiques dans le taux d'intérêt (le terme comprenant IZ), rv \dv). 

La seconde est une conséquence des révisions dans l'estimateur du prix de 
marché du risque au vu de l'arrivée d'informations nouvelles (le terme 

Démonstration du tliéorème 2.2: Nous cherchons une représentation de la 

(^martingale, Yt = E -IW* /(/çT)| sf ]-£*[« -Jo'-* /(Vc7.) 
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Considérons la fonctionnelle F = e J ° v il y C^ I. Une application de la 

formule d'Ocone et Karatzas (1991) (Théorème A.3 dans l'annexe) con
duit au résultat énoncé. 

Il est un fait bien établi que le comportement associé à l'utilité 
logarithmique est myope. Le corollaire suivant généralise certains résultats 
de Feldman (1992) au cas non-gaussien. Il complémente également le prin
cipe d'équivalence certaine démontré par Kuwana (1991) pour une struc
ture d'information non-gaussienne où la distribution postérieure suit un 
processus markovien. 

Corollaire 2.1 : Dans le cas d'utilité logarithmique, le portefeuille optimal 
devient 

nt=[alj\,E^T^ l[/%T)\^. (2.8) 

En d'autres termes, en fonction de la richesse, nt = G ^t ̂ t • 

Démonstration du corollaire 2.1: Dans le cas d'une fonction d'utilité 
logarithmique, on a I(y) = y1, de sorte que I(y) + yr(y) = 0. La formule 
(2.8) s'ensuit. Notons également que la richesse optimale est la valeur 
présente de la richesse terminale optimale : 

Xt=E e-î<r»dvX, T 

-1 

3S 

t 
ouXi = /(Ar). 

Il suit que nt = C Qt Xt 

3. LE MODÈLE GAUSSIEN 

Dans cette section, nous spécialisons les résultats ci-dessus au cas parti
culier du modèle gaussien décrit par, 

a\lt - \ltdt + btdWt ,(X0 donné (3.1) 

(Is 1 dSt= \ltdt + otdWt, S0 donné (3.2) 

IM-O ô J distribué normalement : N(mo,so), (3.3) 
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où les paramètres bt et crt sont des processus déterministes. Des versions de 
ce modèle ont été considérées à multiples reprises dans la littérature (cf. 
Detemple, 1986a, b; Dothan et Feldman, 1986; Feldman, 1989, 1992; 
Gennotte, 1986). 

Pour ce modèle, la distribution postérieure de [it conditionnelle à Tin-
formation véhiculée par l'historique des prix 3 est normale avec vecteur 
de moyenne {lt et matrice de variance-covariance ytj solutions du système 
(Liptser et Shiryayev, 1978, théorèmes 12.6 et 12.7), 

djij = Vitdt + 

ârt/dt = 2yt-2bto'tyt-yt\oto'} yt (3.5) 

Ao =mo> Yo=*o- (3-6) 

L'équation (3.4) qui décrit l'évolution de la moyenne conditionnelle a 
une interprétation intuitive. En effet, la moyenne conditionnelle est rééva
luée au vu de l'innovation dans l'information révélée par les prix. L'ampli
tude de l'ajustement dépend de l'erreur d'estimation yt (une fonction 
déterministe, qui satisfait à l'équation de Riccati (3.5)), ainsi que de la 
covariance bt O entre le processus d'observation (les prix) et la compo
sante stochastique dans l'évolution du vecteur des taux d'appréciation |x* 
Le terme de covariance émerge dans la mesure où les prix financiers pro
curent de l'information non seulement sur la valeur de jx̂  mais également 
sur la position du mouvement brownien Wt. 

La variance conditionnelle, qui représente l'erreur d'estimation, suit, 
quant à elle, le processus déterministe décrit par l'équation (3.5). Cette 
équation caractérise donc le processus d'apprentissage induit par le traite
ment de l'information révélée par les prix. L'inverse de la variance condi
tionnelle est la précision de l'estimateur et représente le montant de 
connaissance accumulé à partir des observations passées. Il devient alors 
clair que l'amplitude de la révision de la moyenne conditionnelle suivant 
une nouvelle donnée dépend de la connaissance accumulée au moment 
où l'information est révélée. Lorsque y est grand, l'information de départ 
est pauvre, de telle sorte que l'innovation dans l'information a un effet 
important sur la révision de l'estimateur. 

Dans ce cas de figure, les résultats de la section précédente se simpli
fient et deviennent : 

bt°t+yt •;r dx>t (3.4) 
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Théorème 3,1 : Supposons que le taux d'intérêt r suit un processus 
déterministe. Sous les hypothèses du modèle d'information gaussien (3.1)-
(3.3), la politique optimale de portefeuille est 

*--(a;)\^[rJrvv6r/{/çr)|3f] 

-(a;pa()-
1[»(o;+Y,]v-'£Jri>[/(/^)+/^/(/çr)]fj(

r(a;)"I,''<«i„ 

Le modèle gaussien conduit à une simplification substantielle de la 
composante de couverture. Cette dernière, en effet, se révèle être liée au 
paramètre déterminant l'amplitude de la révision dans l'estimateur de l'es

pérance du taux de rendement (le terme V*,+Yr ). Nous noterons en 

particulier que la composante de couverture est nulle lorsque (i) le proces
sus d'observation (les prix des actifs financiers (1.3)) et le processus suivi 
par l'espérance de rendement (équation (3.1)) sont indépendants et lors
que (ii) l'erreur d'estimation est nulle. 

Les cas suivants conduisent à des politiques de portefeuille simplifiées. 

Corollaire 3.1 : Sous les hypothèses du théorème 3.1 et en supposant que 

l'utilité est de la forme I u(XJ = ( 1 / pjXp , p e [ 0,1J J, la politique de porte

feuille optimale devient 

H»(p-ir(o;f(oJJ[^;+T,]'^£Jwr**/(/çI.)rjj(o;)"1.-*. 

où I (y)s Jr " .En fonction de la richesse nous avons, 

Tt, =-(P-I) - 1Jo,') ê ,x , 

H,(p-i)J(o;^(o/y[*,o;+Y,]'.-£Jr/r^/(/ç7.)|'j^jJ,.<l6, 
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Corollaire 3,2: Pour le modèle (3.1)-(3.3) à coefficients constants (b et a 
constants), la politique de portefeuille est donnée par 

4. POLITIQUES DE COUVERTURE DE RISQUE 

Nous supposerons dans cette section que Tinvestisseur, outre la ri
chesse XT qui résulte de ses politiques d'investissement dans les actifs finan
ciers, reçoit aussi un cash-flow égal à BT au temps T. Le cash-flow BT est la 
variable aléatoire induite au temps Tpar le processus d'Itô, 

dBt = Bt \at dt + 8, dWt 1, JB0 donné (4.1 ) 

où le processus d'appréciation a est progressivement mesurable par rap

port à la filtration 3 r : / G O J et le coefficient de volatilité S (un vecteur 

de dimension lxd) est déterministe. Soit CL1=E 3' l'espérance con

ditionnelle de at sur la base de l'information possédée par l'investisseur, 
3 En définissant le processus v8 par 

Vf=W'+JoK[^s) [«* "«']*' <4-2> 
l'équation (5.1) peut être réécrite de la manière suivante, 

dBt = Bt \àtdt + 8tdx>B 1, B0 donné. (4.3) 

Cette formulation représente l'équivalent d'un modèle à information 
incomplète où la trajectoire du processus B est connue à chaque instant. 
Lorsque B constitue une source d'information supplémentaire (indépen
dante des prix) la méthodologie des sections précédentes ne peut être 
appliquée de manière directe. En effet, dans ce cas, le marché financier est 
incomplet. Pour éviter les problèmes techniques difficiles qui en résultent, 
nous ferons appel à l'hypothèse suivante : 

Hypothèse 4.1 : Il existe un processus déterministe 0 de dimension dxd tel 

que vf =J [/Mo,. 
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Cette hypothèse stipule que l'information révélée par l'observation du 
processus B est effectivement contenue dans l'information transmise par 
les prix financiers. Ce cas de figure s'applique lorsque le cash-flow final BT 
dépend du prix d'un actif financier. Par exemple, les plans de compensa
tion indirecte pour cadres d'entreprise tombent dans cette catégorie. 

En combinant l'équation (4.3) et l'hypothèse 4.1, nous obtenons donc 

dBt = Bt \âtdt + Sttytdx>t ] , £0 donné. (4.4) 

Dans la formulation (4.4), le terme àt représente l'estimateur du taux 
d'appréciation du cash-flow au vu de l'information contenue dans les prix 
des actifs financiers 3 . Notons que àt ne représente pas le taux d'appré
ciation de la valeur de marché du cash-flow. 

Pour ce problème, la mesure de martingale est définie comme à la 
section 2 par 

Q(A) = £ [ % l ^ ] , A e 3 r , o « l l ^ ^ [ - J ^ r f u 1 - ( l / 2 ) J ; | è ; | | 2 r f 5 ] est 

obtenu de manière unique à partir de l'estimateur du prix de marché du 

risque, 9r = la, J \\Lt - rt\ . Le problème de choix de politique de couver

ture peut donc s'exprimer sous la forme statique 

maxx Eu[BT+XT}, (4.5) 

sujet à 

E*e~lorsds XT<x. (4.6) 

Le portefeuille optimal correspondant à la politique de richesse optimale 
(solution du problème statique (4.5)-(4.6)) est donné par 

nt=e *°s la , ) 1P, où 1P est l'unique processus prévisible et de 

carré intégrable dans la représentation de la (^martingale 

W -II"* X 
T t 

- £ ' .-/£** x* 

Pour ce modèle de choix de portefeuille, nous obtenons la politique 
optimale suivante : 
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Théorème 4.1 : Pour le modèle décrit dans cette section et sous l'hypothèse 

x + E BT >0, la richesse monétaire terminale optimale X7 est 

donnée par 

XT = Iyy*Z>T)-BT > 

où y dénote la solution unique de l'équation 

(4.7) 

,-Jor**j(/Çrj = x + E -\T 
J o 

r„dv 
B7 Le portefeuille optimal 

supportant la politique de richesse terminale X est 

K = e* ° v O *¥ , où *¥ * est Tunique processus prévisible, de carré 

intégrable, dans la représentation de la martingale 

YtmST -J>(<Ar)- Bn -E' .-K**(/(/Çr)- B1 

La démonstration de ce diéorème suit la démonstration du théorème 
2.1. Il suffira de noter que la condition de premier ordre devient 

M'IBf + XJ- I= y^f ce qui donne lieu à la solution (4.7). Sous notre condi-

/ 
tion de richesse totale initiale positive x + E P J 0 

r„ dv 
BT >0 , il suit 

également qu'un multiplicateur y* existe et est unique. 

La politique optimale de portefeuille est maintenant donnée par : 

Théorème 4.2: Supposons que les processus ret 8 appartiennent à Li^. Sous 
les hypothèses du théorème 4.1, la politique optimale de portefeuille est 
donnée par 

^a;)"1£-[e-i>[/(,^r)-Br + /Çr/(/çr)][jf(Ar„)</v+Jf(i),è;)<ft„]|3(
s] (4.8) 
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O U DtBT=BT[J[D£â$ds + ô^ t ] . 

La politique de portefeuille (4.8) contient maintenant le terme sup
plémentaire 

-(<,;)"' E- [.-J> Br J f DA* 13* I - («;)"• W , - » : 
r„rfv 

.BT • (4.9) 

Ce terme représente une demande de couverture pure contre les fluctua
tions dans le taux de croissance du cash-flow terminal. Deux types de fluc
tuations interviennent à ce niveau. Le premier est dû à la révision dans le 
taux d'appréciation estimé au vu des informations nouvelles. Une innova
tion au temps t entraîne une réévaluation de l'estimateur às correspon
dant à toute date future s>t. La composante de la demande de portefeuille, 

W 
(T 

- I rvdv 
Hf (jjDtâty 

correspond à une couverture contre ce type de fluctuations. Le second 
type de fluctuation est dû à la révision immédiate de la valeur de Bt (et 
donc de Bf) au vu de l'information nouvelle. Cette fluctuation donne alors 
lieu à une demande de couverture pure égale à, 

-M"' 8*<t>,£* 
eT 

-J rvdv 
Bf 

Cette demande de couverture est proportionnelle à la covariance entre les 
rendements des actifs financiers et la volatilité du processus (4.5) qui 
génère le cash-flow final. 

Démonstration du théorème 4.2: Le résultat découle immédiatement de la 
représentation de la (^martingale, 

eT 

YtmÉ-
r.,dv 

(/(/Sr)-Br) - £ ' Jo **('( /*r)- B1 , obte

nue par application de la formule d'Ocone et Karatzas (1991) à la 

fonctionelle F s e J« r > ( / ( / $T 1 - B7 
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Corollaire 4.1 : Dans le cas d'utilité logarithmique, le portefeuille optimal 
devient 

Xt+E*\e-£rvdvBT\Z 

(<r^f'"f,l*«r[JrK)*+jr(Aê;j*.]|3; 

\o'^Y>BT{]]Dtâ)ds\z
s
t o l SAE W^Br]Sf 

(4.10) 

Dans le cas logarithmique, nous obtenons une décomposition 
quelque peu simplifiée. La demande de portefeuille se compose 
d'un terme d'espérance-variance pur proportionnel à la richesse totale 

Xt+E 
rT 

B7 et de termes de couverture contre (i) les varia

tions du taux d'intérêt et du prix de marché du risque estimé, (ii) les 
fluctuations dans l'estimateur du taux d'appréciation du cash-flow, et (iii) 
les fluctuations du taux de croissance du cash-flow (sensibilité de BT à l'in
novation au temps t). Cette décomposition en terme de la structure du 
cash-flow terminal généralise et complémente les résultats de Stulz (1984) 
et Adler et Detemple (1988). 

Le cas d'une structure d'information Gaussienne est obtenu comme à 
la section 3 par spécialisation des résultats énoncés ci-dessus. 

CONCLUSION 

Les résultats de la section précédente nous procurent une description 
détaillée des fonctions de demande de portefeuille lorsque l'information 
est incomplète. La dérivation des prix d'équilibre des actifs financiers lors
que l'information est asymétrique se heurte aux problèmes suivants. 

Sources d'information non technique: Lorsque l'information révélée par 
les prix financiers est complétée par d'autres sources d'information non 
techniques (rapport d'évaluation de société, compte rendu d'audite, an
nonce par les directeurs de la société, etc,...), les résultats des sections 
précédentes ne peuvent être utilisés tels quels mais doivent être générali
sés. Le problème de portefeuille dans ce cas de figure est compliqué par le 
fait que le processus d'innovation se compose d'une innovation liée aux 
prix des actifs financiers ainsi que d'une innovation liée aux autres sources 
d'information utilisées par l'investisseur. Le modèle de choix de porte
feuille est alors équivalent à un modèle à marchés incomplets où les actifs 
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manquants ont un effet sur (i) la politique de richesse finale atteignable et 
(ii) sur la politique de portefeuille correspondante. La solution de ce pro
blème constitue une étape préliminaire à la résolution du problème d'in
formation asymétrique. 

Contenu informationel des prix : Lorsque l'information est asymétrique, 
les prix financiers révèlent plus d'information que celle possédée à titre 
privée. En effet, l'espace dans lequel évoluent les prix d'équilibre dépend 
de la filtration générée par toutes les sources d'information présentes dans 
l'économie. Le prix d'équilibre internent alors comme un élément supplé
mentaire dans le conditionnement de chaque intervenant sur les marchés 
financiers. Ce problème de détermination simultanée du conditionnement 
et du prix d'équilibre complique le modèle de manière substantielle. Cet 
élément s'ajoute à la difficulté de résoudre le modèle à marché incomplet 
mentionnée au paragraphe précédent. 



DEMANDE DE PORTEFEUILLE ET POLITIQUE DE COUVERTURE DE RISQUE 65 

ANNEXE 
LA FORMULE DE CLARK ET SES GÉNÉRALISATIONS 

Dans cette annexe, nous résumons plusieurs résultats qui jouent un 
rôle fondamental dans la dérivation des politiques optimales de porte
feuille. Le résultat central est la formule de représentation d'Ocone et 
Karatzas (1991) qui s'applique aux fonctionelles définies sur espaces de 
Wiener, sous changement équivalent de mesure. Ce résultat généralise la 
formule de Clark (1970). 

Soit Tespace de Wiener de dimension d, (w*>B(W*)>PW\ o ù w* 

représente l'espace des fonctions continues w: 0,7 -»9î telles que 

wl Oj = 0,Bl W J est la a-algèbre de Borel associée et PW la mesure de 

Wiener définie sur W ,Bl W . Toute fonction mesurable définie sur 

cet espace est appelée une fonctionnelle brownienne. 

Soit 51a classe de fonctionnelles brownienne régulières, c.-à.-d. la classe 
de variables aléatoires de la forme 

F = /(w(tx),...,w(tn)), 

où It1,...,tn )e \o,T\ et les fonctions/(x11,...,;»^1,...,*1" **•) appartiennent 

l'ensemble des fonctions / : 9 î n —>9î bornées et à dérivées 

bornées de tout ordre. Le gradient DF est défini comme la variable aléa

toire DF = ( W , . . . , D ^ F I dans W [ o , l ] ) dont les composantes sont 

D (
iF=s»;=i(a/ax iJ]/(w( t l),...,w( f„))i[0t.](£);i=i,...,ci„ 

où If0 t ] It) est l'indicateur de l'ensemble 0,L .D1 peut être interprété 

comme le changement dans la fonctionnelle ^résultant d'un changement 
dans la ième composante du mouvement brownien Wau temps t. Une telle 

perturbation n'a pas d'effet sur l'histoire, |W(tj) :*j <t\, mais affecte la 

trajectoire future du processus brownien l^f^ j l^ j -H- Ainsi, la dérivée 
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de Malliavin représente l'effet sur la fonctionnelle F d'une perturbation 
dans la trajectoire de W, à partir du temps t. En d'autres termes elle, cons
titue une analogue stochastique de la dérivée de Fréchet. 

Soit • Ia norme dans L I 0 ,T j et • la norme euclidienne sur 

9î", n > 1. Pour p>ï, nous introduisons la norme 

/ > . l 
\ F \ P

 + <U\D'Fl 
:y/2 

sur S, et nous dénotons par Dpt\ l'espace de Sobolev obtenu par fermeture 

de S sous I | p i . 

La règle de dérivée en chaîne du calcul de Malliavin peut être énoncée 

de la manière suivante. Soit G D21 et considérons une 

fonction <|):9îm —>9Î, continûment différentiable avec dérivées partielles 

bornées. Alors MF) G D2 \, et 

D(|>(F)= Z ^ 1 (d^/dF1 W 

En particulier, pour l'intégrale aléatoire F = I 1PIsIdS nous avons 

DtF=[T
tht^(s)\ds; pour l'intégrale stochastique F = J ^ f s ) a W s nous 

obtenons DtF = J T [ptMs\\dW5 + vit), où le terme vit) représente l'ef

fet direct sur F d'une perturbation dans W au temps t. 

Théorème A, 1 (Clark, 1970; Ocone, 1984) : considérons une fonctionnelle 

de la trajectoire brownienne F G D2 x. On a alors la formule de représenta

tion suivante, F = ElFl+ ED5F 3 S \dWs , où Df représente la dérivée 

de Malliavin de F. En particulier, en prenant l'espérance conditionnelle, 

: [F |3 £ ] = E(F) + J JF[D S F |3 S dW< 

La généralisation qui suit est due à Karatzas, Ocone and Li (1991). 



DEMANDE DE PORTEFEUILLE ET POLITIQUE DE COUVERTURE DE RISQUE 67 

Théorème A. 2 (Karatzas, Ocone and Li (1991)) : La formule de représenta

tion F = E(F) + J TE\DSF I 3 S W 5 est valide pour F G D1 1 . 

Le portefeuille optimal est lié au processus prévisible dans la représen
tation de la Qmartingale 

Yt=E J J,-J> l{y%)ds\ A-E* /Vie ** l(y%)ds . Pour 

calculer ce portefeuille optimal de manière explicite, aussi est-il nécessaire 
d'obtenir une version de la formule de Clark sous changement équivalent 
de mesure. Cette formule est due à Ocone et Karatzas (1991). En premier 
lieu, nous définissons l 'espace L^i de processus prévisibles 

<£U,œ),t G p , T , œ e Q i à valeurs dans 91 qui satisfont aux conditions 

suivantes: (i) ^It, J G I D 1 1 J pour presque tout t e 0 , T , (ii) la fonction 

admet une version progressivement 

\l/2 / 

Avec cette définition, nous avons 

mesurable, et (iii) || | z | Il = E\ 
\l/2 

< o o . 

< o o 

< o o 

Théorème A3 (Ocone et Karatzas, 1991) : Supposons que G G L 1 1 . Soit 

E EiDn satisfaisant aux conditions suivantes : 

E [ l F h T
J 

E[HT|DF 

E[|F|nr|JjDes<ws + JjDes.esds| 

Alors FT|j G D11 et la représentation 

F = E*F + jï[E*(DtF\ 3,)-£*(V JJDtQudWu\ 3 , ) | dWt (AA) 

< o o . 

(A.1) 

(A.2) 

(A.3) 
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est valide. Nous avons également, 

E 

t e ' .7].. 
our 
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