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Resumen

La valuacién de derivados de commodities (materias primas) requiere modelar el
subyacente con reversion a la media y alta volatilidad. Desarrollamos féormulas
para obtener precio spot del commodity, del futuro, y el valor de “call” europeo
sobre el spot y sobre el futuro, en mundo real y en mundo neutral al riesgo,
utilizando modelo de un factor.

Abstract

The pricing of commodity derivatives requires that the underlying asset be
modelled with mean reversion and high volatility. We develop closed formulas
to price the spot of the commodity, its future, and to price a call option on the
spot and on the commodity future, in the real world and under risk neutrality,
by using a 1 factor model. Keywords: real world, risk-neutral world, mean
reversion.
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1. Introduccién

Los precios de los commodities (materias primas) se comportan de manera es-
tocastica, y modelarlos de esta manera es muy importante para poder valuar
productos financieros derivados cuyo activo subyacente es un commodity. Hace
tiempo se asumia que para valuar derivados de commodities se podrian utilizar
los mismos supuestos que para valuar opciones sobre acciones. Sin embargo,
se ha demostrado que los precios de los commodities presentan reversién a la
media y altas volatilidades, caracteristicas que no presentan los precios de las
acciones. En este articulo desarrollaremos un modelo de 1 factor de riesgo
(variable de estado) ya que modelaremos el precio spot del commodity, in-
corporando reversion a la media y volatilidades que pueden ser funciones del
tiempo (deterministas), lo cual permite incorporar una amplia gama de formas
funcionales para la volatilidad. Adicionalmente, una de las contribuciones mas
importantes de este trabajo es que los desarrollos matematicos se haran en el
Mundo Real (MR) y en el Mundo Neutral al Riesgo (MNR). El MNR incorpora
la aversién al riesgo que tiene un agente representativo del mercado (un inver-
sionista). Adicionalmente, el MNR, es el que nos permitird valuar derivados
sobre commodities.

Como puede observarse en la Tabla 1, los commodities son en su mayoria
productos que son utilizados como materias primas en procesos productivos.
Por tanto, sus precios son funcién de la oferta y demanda, y es bien sabido que
en el largo plazo, estos precios tienden a regresar a niveles promedio histéricos,
lo que se conoce como reversién a la media. Algunos autores como Brennan
(1991), Gibson y Schwartz (1990), Cortazar y Schwartz (1994), Bessembinder,
Coughenour, Seguin y Smoller (1995), y Ross (1995), ya han tomado en cuenta
la reversién a la media en los precios de los commodities.

Otra caracteristica muy importante de los commodities es su alta volati-
lidad. Segun la Futures Industry Association (2009), obsérvese la Tabla 1 para
un comparativo de las volatilidades (anualizadas) en 2007 y 2008 de diferentes
commodities agricolas (trigo, maiz, soya), energéticos (gas natural, petrdleo) y
metdlicos (cobre, oro). Podemos observar que todos los commodities presen-
taron una mayor volatilidad en el ano 2008 que en 2007. La volatilidad del
mercado accionario (no mostrada en la Tabla 1) en 2007 se reporté en 15.2% y
fue menor que la de cualquiera de estos commodities, y en 2008 fue de 35.6%,
solamente superando a la volatilidad del oro. La mayoria de los trabajos sobre
commodities han modelado la volatilidad como constante. En Jaillet, Ronn y
Tompaidis (2004) se modela el precio del gas natural en el MR (no se desarrolla
el MNR) con 1 factor y usando reversién a la media y volatilidad constante. En
nuestro articulo hemos desarrollado nuestro modelo basado en el modelo de es-
tos autores, ya que nos ha permitido incorporar volatilidad determinista, nos ha
permitido incluir el desarrollo en el MNR, y es un modelo que no permite precios
spot negativos. Cabe notar que Geman y Nguyen (2003) han demostrado que
la volatilidad de los commodities es variable. Eydeland y Geman (1998) pro-
pusieron un modelo de 2 factores con volatilidad estocastica para el gas natural
y la electricidad. Desafortunadamente, este modelo resulta matematicamente
muy complejo ya que la volatilidad sigue procesos de Bessel. Por esta razén,
para mantener los desarrollos mateméaticos accesibles y no tener que modelar
2 factores, en este articulo hemos propuesto nuestro modelo de 1 factor con
volatilidad determinista.
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Tabla 1 Volatilidades de Commodities

Commodity 2007 2008

Trigo 33.4% | 50.5%
Maiz 31.7% | 41.4%
Soya 22.3% | 42.8%

Gas Natural | 45.1% | 45.4%
Petréleo 29.2% | 52.6%
Cobre 32.4% | 42.1%
Oro 16.6% | 29.3%

El resto de este articulo estd organizado de la siguiente manera. En la
seccién 2 desarrollamos las férmulas cerradas para el precio spot de cualquier
commodity, para la media y varianza condicional del spot, para el precio del
futuro, y del precio del “call” (opcién de compra) europeo sobre el precio spot
del commodity, en el MR. En la seccién 3 presentaremos las correspondientes
férmulas en el MNR, que es el mundo que nos permitira valuar correctamente
derivados sobre commodities. Demostraremos que las férmulas cerradas del
precio spot y del futuro en el MNR son idénticas a las férmulas del MR, excepto
por la aparicién de un término constante. La secciéon 4 concluye.

2. Valuacién en el Mundo Real
2.1 Proceso Propuesto para Obtener Precio Spot

El proceso propuesto para modelar el precio spot del gas natural estda basado
en el modelo de Jaillet, Ronn, y Tompaidis (2004). La diferencia fundamental
es que estos autores modelaron su proceso en el MR y asumiendo volatilidad
constante, y en este articulo desarrollamos el modelo tanto en el MR como
en el MNR, y asumiendo volatilidad determinista (dependiente del tiempo),
lo cual nos permite incorporar un gama amplia de formas funcionales para la
volatilidad, sin necesidad de desarrollar un modelo de 2 factores con volatilidad
estocastica, lo cual complica significativamente los desarrollos matematicos.

Por tanto, el proceso propuesto para modelar el precio spot del commodity,
Sy, es el siguiente,

S, = F(t)eY (1)

donde S; es el precio spot del commodity en cuestién, F(t) es el componente
deterministico, y Y; corresponde a la parte estocastica, misma que esta repre-
sentada por el proceso,

dY; = a(0 — Y3)dt + o(t)dW = —aYidt + o(t)dW, (2)

La ecuacién (2) es un proceso con reversién a la media tipo Vasicek (Orn-
stein - Uhlenbeck), cuyo valor de reversién a la media de largo plazo es cero,
y con velocidad de reversién « > 0. Intuitivamente, la expresién (2) lo que
sugiere es que si Y; es menor a cero, el cambio en el valor esperado de Y; seria
positivo, en otras palabras, dY; seria positivo, y por tanto, Y; tenderia a subir
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hacia cero (su valor de largo plazo). Por el contrario, si Y; es mayor a cero, el
cambio en el valor esperado de Y; seria negativo, en otras palabras, dY; seria
negativo, y por tanto, Y; tenderia a bajar hacia cero (su valor de largo plazo).
Notemos de la ecuacién (1) que si Y; tiende a cero, S; tiende a F'(t).

Adicionalmente, un proceso de Ornstein-Uhlenbeck es el proceso de re-
versién a la media mas sencillo que existe de resolver matematicamente, ya que
su solucion es similar a la solucién de una ecuacién diferencial no homogénea
de primer orden. La volatilidad determinista (dependiente del tiempo), estd
dada por o(t), y dW; es el incremento de un movimiento browniano estdndar.
La funcién estocastica Y; describe la desviacién de S; del nivel de equilibrio
determinista (dependiente del tiempo) F'(¢).!

Para obtener la solucién de Sy, utilizamos el lema de It6,

(08, 08, 1 , 85, 05,

dinF(t 1
=5 (nd—t() — alnS; +alnF(t) + 50 (t)) dt + o()SedW;  (3)

asumiendo que Y; = InS; — InF(t), que se obtuvo de despejar Y; de la ecuacién
(1), y que,
dinF (t) 1 9OF(t)

dt  F(t) ot

dinF(t)

Si asumimos que p(t) = = ( o+ %02(0) + InF(t), la expresién (3)

queda asi,

Hacemos el siguiente cambio de variable r; = InS; (nétese que 7 no es la
tasa de interés instantdnea libre de riesgo, es simplemente una variable auxiliar),
para poder aplicar el lema de Itd a la ecuacién (4),

dlnS olnS, 1 92Ins,
dry = dinS; = ( 2204 alp(t) — InSt) St a’;tt +50%(1)S? a;}t>dt
dlnS
+o(t)S, az,ttdwt (5)

= [alp(t) ~ ) — 50> (Dldt + o ()W,

L Cabe notar que la forma funcional de la ecuacién (1) evita que se generen precios nega-
tivos del commodity, y nos permite utilizar una amplia gama de funciones para F(t), misma
que incluye los efectos de estacionalidad presentes en los precios de los commodities.
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Para facilitar el desarrollo mateméatico para encontrar la soluciéon de S,
usamos B(t) = ap(t) — Lo2(t) = LG 4 qinF(t).
Por tanto, obtenemos,

dry = B(t)dt — aridt + o(t)dWy

= [B(t) — arydt + o(t)dW;

Es importante notar que esta tltima expresién es el modelo de Vasicek, y
para proceder a su desarrollo mateméatico necesitamos transformar esta ex-
presion a un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, para lo cual, definimos
my = ary — B(t) = —[B(t) — ary.

Por tanto, dm; = adr; — dB3(t), de donde obtenemos,

1
d?"t = — [dmt + dﬂ(t)] = —mtdt + O'(t)th
e
Despejando dm; obtenemos,

dmy = —(amy + B'(t))dt + ao(t)dW, (6)

Nétese como la expresién dry = [5(t) — ardt + o(t)dWy, que es el modelo
de Vasicek, se transformé a la expresién (6), misma que se conoce como el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

La solucién a (6) es similar a la solucién de una ecuacién diferencial no
homogénea de primer orden. Por tanto, procedemos a hacer el siguiente cambio
de variable, X; = m;e®!, y aplicamos el lema de Itd a X; utilizando el proceso
estocdstico de la ecuacién (6), a saber,

0X, 0x, 1 92X,
- aty _ / - 2.2
X, = d(mye") = ( g~ (amet B )5+ g0t (55 ) di
+ao(t) 0X; AW,
3mt
= —e*dB(t) + ao(t)e dW, (7)

Integramos la ecuacién (7),

t+h t+h t+h
/ d(mge®®) = —/ e**dp(s) —|—/ ao(s)e**dWy
t t t

a(t+h)

= Mt+h€ - mteat

Despejando my 4, de la ecuacién anterior y recordando que my = ary—fG(t),
obtenemos,

t+h t+h
Mean = e / e HTdB(s) + a / o(s)e =) i,
t t
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= aryn — Bt +h)

Despejando 7,4, de la ecuacién anterior, obtenemos,

t+h
Tt+h = Tteiah + / U(S)eia(t+his) dWS
t

1
+—
«

t+h
Bt +h) — B(t)e " — / ea“*hﬂdﬂ(s)]

t+h t+h
= el —|—/ 6(5)670‘(t+h75)d5 —|—/ U(s)(f‘)‘(Hh*S)dWS
t t

t+h
=re N g, — e 4 / a(s)eﬂl(Hh*S)dWS (8)
t

En consecuencia,

t+h
Foan — Trpn = (1 — 7)e” " —|—/ U(s)(f‘)‘(Hh*S)dWS
t

t+h
=InSin — InFyyp = (InSy — lnFt)efo‘h —|—/ U(s)(f‘)‘(Hh*S)dWS
t

Recordemos que en esta ultima expresion hemos utilizado que r, = InS; y
que 7y = InFj.
Despejando Sy de la ecuacién anterior encontramos que,

—ah
S\ °© thh o o—a(thh—s)
t> J. T o@em T aw, (9)

Si+n = F; —
t+h t+h (Ft

La integral en el exponente de la ecuacién (9) es estocastica. El hecho de
que el incremento dWj siga una distribuciéon de probabilidad normal (dW ~
N(0,ds)), nos indica que la integral estocastica también sigue una distribucién
de probabilidad normal. Esto a su vez hara posible obtener una representacién
mas explicita de Syyp. Empezamos por notar que esta integral estocéstica es
una variable aleatoria que definimos asi,

t+h
X = / o(s)e”*tHh=3) gy,
t

Asimismo, definimos,

Alt+h,t) = Frn (&>
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Por tanto, la ecuacién (9) se puede reescribir de la siguiente manera,
dédndonos una representacion explicita del precio spot del commodity,

Siin = At + h,t)e™ (10)

Observemos de la ecuacién (10) que el precio spot del commodity Si4p, es
una variable aleatoria, lo cual nos permitira calcular su media condicional y su
varianza condicional haciendo uso de la funciéon generatriz de momentos de la
distribucién de probabilidad normal, para lo cual primero deberemos calcular
la esperanza y la varianza de X.

E(X)=E

t+h
/ a(s)eo‘(HhS)dWS] =0
t

t+h
Var(X) =Var / o(s)e”*tFh=s) gy,
t

t+h
= / o?(s)e 20t+h=9) gs — y(t + h, t)
t

Como resultado, entonces sabemos que X ~ N(0,v(t + h,t)).

Para facilitar los cdlculos posteriores, asumimos que F(t), que es el compo-
nente que modela la estacionalidad presente en los precios de los commodities,
y que se incluye en la ecuacién (1), y que o(t), que es la volatilidad determinista
del proceso estocastico del precio spot del commodity, y que se incluye en la
ecuacién (2), son constantes, en otras palabras, asumimos que

F(t) = F = constante

o(t) = o = constante

y asi recalculamos A(t + h,t) y v(t + h, t)

At +h,t) = Fyryp (—)

o ah

Cen
=FS "Fe

ah —ah

=8¢ ple (11)

t+h
v(t + h,t) = / 02 (s)e 2t Hh=9) g
¢



8 Revista de Administracion, Finanzas y Economia

t+h
_ 0,2672a(t+h) / 25 g
t

0,2

" 2a

Por tanto, sustituyendo la expresién (11) en la ecuacién (10) obtenemos,

(1—e2M=Var(X) =v (12)

Sign = A(t+ h,t)eX =g e X (13)

donde sabemos que,

X ~ N0, v(t + h,t))

La ecuacién (13) es la férmula cerrada para obtener el precio spot del
commodity en cuestién Siyp, en el mundo real. Notemos de la expresién (13)
que para obtener el precio spot del commodity del periodo de tiempo siguiente
Si+n, debemos utilizar el precio spot del periodo de tiempo anterior Sy, y asi
sucesivamente. Adicionalmente, no perdamos de vista que la varianza de la
variable aleatoria X se ha vuelto constante segin la expresién (12). Observemos
que la varianza v(t 4+ h, t) dejé de depender del tiempo porque hemos asumido
que la volatilidad determinista o(t) es constante y porque el incremento en el
tiempo h es constante.

2.2 Media Condicional y Varianza Condicional de S;

La férmula explicita de la esperanza condicional de Siyp se utilizard para
obtener la féormula cerrada del precio del futuro del commodity en la seccion
2.3 de este articulo. Haciendo uso de la funcién generatriz de momentos de la
distribucién de probabilidad normal, en otras palabras, sabiendo que E[eX] =
eBX)+3Var(X) y recordando las expresiones (11) y (12), la esperanza condi-
cional de S;4, estda dada por,

—ah 1

E[StJrh | St] = SfiahFlie ez’ (14)
La varianza condicional de S;4j estda dada por,

o

—ah —ah\ 2
VarlSen | il = (87" F1 2 ) e - e] (15)

2.3 Precio del Futuro (o Forward) del Commodity

Asumiendo que la tasa de interés libre de riesgo instantdnea r es constante, los
precios forward son iguales a los precios de los futuros, F (S, t,t + h).
El valor de un contrato futuro o forward se define asi,

Vo= [F(Si,t t+h) = Kle ™™ = F(Sy, t,t + h)e ™ — Ke ™

donde K es el precio de ejercicio del contrato futuro.
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También se define como esperanza condicional, asi,

‘/t = E[St+h - K | St]eirh = E[St+h | St]eirh — Kefrh

donde S}, es el precio futuro del spot del commodity.
Igualando ambas expresiones de V;, obtenemos,

.7:(815, t, t+ h)efrh - Kefrh = E[St+h | St]eirh - Kefrh

Por tanto,
F(Sp,t,t+h) = E[Sysn | Si] = A(t + h, t)ezv(tHmD)

_ Sf—ahFlfefaheév(hkh,t) (16)

En la ecuacién (16) hemos demostrado que el precio del futuro del commo-
dity es igual a la esperanza condicional del precio futuro del spot del commodity.
Esta ecuacién valida la hipotesis de eficiencia en el mercado, lo cual significa que
es imposible obtener ganancias sin riesgo (arbitraje) en el mercado de los spot
y futuros de commodities. Sila relacién en (16) tuviera signo de desigualdad en
lugar de igualdad, los especuladores podrian comprar el activo (spot o futuro)
barato y vender el activo caro, obteniendo una utilidad libre de riesgo. Esto
no podria durar mucho tiempo y los precios del spot y del futuro tenderian
a igualarse y cumplir la ecuacién (16). En otras palabras, esta expresién nos
indica que el precio del futuro es un estimador insesgado del precio esperado
del spot en el futuro, o que podemos predecir correctamente el precio spot en
el futuro utilizando el mercado de los futuros.

2.4 Calculo del Precio del Call Europeo sobre el Precio Spot del
Commodity

Utilizando la metodologia de Black & Scholes (1973), a continuacién desarro-
llamos una férmula cerrada para valuar una opcién europea de compra (“call”)
sobre el precio spot del commodity.

Sabemos que por definiciéon, el precio de un call europeo se calcula de la
siguiente manera,

c(S;,t,t+h) = e ""E[lmax (S — K,0) | Sy]

donde, K es el precio de ejercicio y se asume constante, r es la tasa de in-
terés instantanea libre de riesgo y se asume constante, y S;1p esta dado por la
ecuacion (13).

c(S;,t,t+ h) = e ""E[maz(Ae® — K,0) | Sy]

K o)1s)

= Ae ""E[maz(e® — T

e 1 122 K [ 1 1 22
= Aefrh/ e’ e 2% dr — Ae” TP = e 2 v dx
mk V21 A Jing 2mu
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=1 -1, (17)

Cabe notar que los limites de integracion de arriba se obtuvieron asi,

v E>O:> x>£:> >lE
(&4 A (& A X TLA

Ahora resolvemos I; e I, de la siguiente manera,
o0
—rh E 1

—C

A nk V2Tv

22

o dx

=

IQZAS

2

x

e [P 12
= Ke e 2vdx
—oo V2TV

= Ke ""N(dy) (18)

=

donde hemos utilizado las siguientes expresiones,

>ZE:> <l£:> <l£

= < <lA d lA
—00 < n— =in—
K 77 K

2

> 1 Lo
I, = Ae™ ™ / e’ e 2 dx
! mE v 27v

2

:Aefrh/ exfwr”—l e 2% dx
z—v>In —v 2mv

Hacemos el siguiente cambio de variable, u = z — v, por tanto, du = dx,
T = u+ v, ademas,

=

>lK = >lK = <lK+
r — U nAv u 7’LA’U u nAv

= <lA+ = < <lA+
u TLK v o0 u TLK v,

A
dlzlnE—i-v

Entonces,

— 1 _1(utn)?
I; = Ae Th/ et ty e 27 v du
u>ln%fv 2o

Iné4 v
_ K 1 u242uvto? 1
= Ae Th/ eUtv—z——— du

o vV 2mv
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= Ae "2 N(dy) (19)

Como consecuencia de estos calculos, finalmente obtenemos la férmula ce-
rrada para valuar un call europeo cuyo activo subyacente es el precio spot del
commodity modelado con un factor con reversién a la media,

C(St,t,t+h) = Il —IQ

= Ae?"""™"N(dy) — Ke ™" N(dy) (20)
con,
A
dy = lnE +v (21)
A

donde debemos tomar en cuenta que,

Y 1 @-a?
N(y) = me 2b dCC

es la distribucion normal acumulada con media a = 0 y varianza b = v.

3. Valuaciéon Neutral al Riesgo

3.1 Proceso Propuesto para Obtener Precio Spot
Recordemos que la ecuacién (1), dada por S; = F(t)e¥?, es la expresién que
hemos utilizado para modelar el precio spot del commodity. La ecuacién (2),
misma que hemos repetido abajo, es el proceso seguido por Y; en el Mundo Real
(MR), y ademds es una variable de estado que no representa ningin instrumento
financiero que cotice en los mercados. El proceso seguido por Y; es un proceso
estocdstico con reversién a la media tipo Vasicek (Ornstein-Uhlenbeck), cuyo
valor de reversion a la media de largo plazo es cero, y con velocidad de reversion
a > 0. La volatilidad determinista (dependiente del tiempo), estd dada por
o(t), y dW; es el incremento de un movimiento browniano estandar. La funcién
estocastica Y; describe la desviacién de S; del nivel de equilibrio determinista
(dependiente del tiempo) F(t). Cabe notar que F(t) incluye los efectos de
estacionalidad presentes en los precios de los commodities.

La teoria de valuacion de derivados originada en la metodologia de Black
& Scholes (1973), dice que debemos utilizar argumentos de no arbitraje para
encontrar el precio del derivado en el Mundo Neutral al Riesgo (MNR). Adi-
cionalmente, Cox y Ross (1976), y Harrison y Kreps (1979), profundizaron en
la metodologia para valuar derivados bajo neutralidad al riesgo. Por tanto,
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técnicamente, debemos transformar la ecuacién (2) del MR al MNR, y asi po-
dremos valuar correctamente cualquier derivado dependiente de .S;, como el
valor esperado (bajo el MNR) de su funcién de pago, descontado al presente a
la tasa de interés libre de riesgo 7.
Partimos de la ecuacién (2), la cual estd representada en el MR, y misma
que repetimos aqui,
dY; = —aYidt 4+ o(t)dWy

Aun cuando Y; sea una variable de estado que no cotice en los mercados, pode-
mos construir un derivado que tenga como subyacente a Y3, en otras palabras,
construimos una opcién de compra o “call”, ¢ = ¢(Y3,t), y utilizando el lema
de Ito, obtenemos,

[ oc Jc 1 5, 0% dc

Otra manera de expresar dc que nos ayudard en los cdlculos posteriores es,

dc = peedt + o.cdW,y (24)

Por tanto, de las ecuaciones (23) y (24) podemos obtener las siguientes
equivalencias,

1 /0c oc 1, d%c
e =7 (g—ayta—yt—F?T (t)aYt2> (25)
y
1 oc

Siguiendo los argumentos de no arbitraje, debemos formar un portafo-
lio con dos activos para poder eliminar dWy, que es el dnico factor de riesgo
presente en el portafolio. Debemos construir un portafolio con 2 activos, los
cuales serdn 2 opciones de compra, ¢1 = ¢1(Y;, t), y ca = ca(Ys, t). Asimismo,
debemos escoger el nimero de unidades que tendremos de cada activo en el
portafolio. Hemos llamado #; al nimero de unidades que tendremos del activo
c1 = c1(Yy, t), y hemos llamado 65 al nimero de unidades que tendremos del
activo co = c2(Y3,t) en el portafolio. El valor actual del portafolio estd dado
por II;. En otras palabras,

Ht = 9101 + 9202

Por tanto, el cambio en el valor del portafolio durante el instante dt, debido a
fluctuaciones del mercado, esta dado por,

dHt = 91d01 + 92d02
= 91 (lulcldt + 01 (t)Clth> + 92 (ILLQCth + UQ(t)CQth)

= (91[&101 —+ 92[&202)6& =+ (910’1(001 =+ 920’2(t>02)th
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donde hemos definido que

dCl = ulcldt + 01 (t)Clth
y que

dCQ = ILLQCth + o2 (t)CQth

Para poder eliminar el riesgo de mercado de nuestro portafolio IT;, debemos
eliminar el factor de riesgo dW; de la ecuacién dIl; = (01p1c1 + Oapace)dt +
(6101(t)cr + O209(t)ce)dWy. Por tanto, debemos encontrar los valores de 6;
y 62 que hagan que la expresion que multiplica a dW, se haga cero, en otras
palabras, debemos resolver 6101 (t)c1 + 0202(t)ce = 0. Una eleccién factible de
valores para 61 y 65 es,

6, — o3(t) : 0, — o1(t)

c1(o1(t) — oa(t))’ ca(o1(t) — o2(t))

Por tanto, sustituyendo estas definiciones de 6; y 62 en la expresién previa de
dIly, logramos que desaparezca el factor de riesgo dWy, lo cual nos arroja una
expresién para dIl; donde s6lo aparecen términos de tendencia, o sea, términos
multiplicados por dt. Esto es equivalente a decir que el portafolio II; ahora
genera un rendimiento dII; libre de riesgo, o en otras palabras, que dIl; =
II;rdt, donde r; es la tasa de interés instantanea libre de riesgo. Continuando
con el desarrollo matematico, obtenemos,

dIl, — ILLlClO'Q(t)dt _ ILLQUl(t)Cth
" oa(oi(t) —0a(t))  ca(on(t) — oa(t))
= HtTtdt
oa(t)errdt o1(t)cordt

~aloi(t) —oa(t)  ca(on(t) — o2(t))

Eliminando términos iguales de los cocientes anteriores, llegamos a la si-
guiente expresion,

p10a(t) — o1(t)pue = o2(t)re — o1 (t)re,
de donde se obtiene que,

H1—Ty 2 — Ty

n®) o)

Como estas fracciones son claramente independientes de la fecha de
vencimiento, podemos generalizar A\ de la siguiente manera,

,uc_Tt
Oc

)\:

(27)
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Sustituyendo las expresiones (25) y (26) en la ecuacién (27), obtenemos,

1(9d ) 1,24\ 02
7—(—6—013/15—64'50' (t)aytcz)—Tt

Despejando la expresién anterior, obtenemos la siguiente ecuacion diferen-
cial parcial de segundo orden,

Jc dc dc 1 0?c
P v, Ll ()L 422 1) Ll =0
ot~ Yigy, ~A gy + 5o gys e
Reordenando términos obtenemos,
Oc Ao(t)\ Oc 1 ,, 0% B
a*“(‘yﬁ‘ o )a_yt+§“ vz —re=0

Ahora definimos,

(28)

Por tanto, sustituyendo la expresién (28) en la ecuacién diferencial parcial
previa, obtenemos la siguiente ecuacion diferencial parcial de segundo orden,

c_ ree =10 (29)
De aqui deducimos que la ecuacién (2), misma que repetimos aqui,
dY; = —aYidt + o(t)dWy
se transforma en la siguiente expresion en el MNR,

dY; = a(y — Yy)dt + o(t)dWy (30)

Notemos que hay dos nuevas variables que aparecen en la ecuacién (30)
que no estaban presentes en la ecuacién (2), v y dW;*. La expresién de ~ estd
definida en la ecuacién (28) y podemos observar que esta expresion incluye a
A, misma que hemos definido en la ecuacién (27). Debemos aclarar que \ se
define como el precio de mercado por unidad de riesgo de la variable de estado
Y;. Generalmente \ podria ser una funciéon de Y; y de t, pero para facilitar
los célculos posteriores, asumiremos que A es constante. La variable dWW; es el
incremento de un movimiento browniano estandar en el MNR, razén por la cual
le hemos incluido el *, para distinguirlo de la variable dW; que corresponde al
MR.

Para poder obtener una férmula explicita para el precio spot del commo-
dity, S;, en el MNR, utilizaremos el lema de It6 y las expresiones (1) y (30).
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0S¢ 0S; 1

0?8
t

Y2

05,
oYy

%(t) AWy

- ) dt + o(t)

1 dinF(t 11

asumiendo que Y; = InS; — InF(t), que se obtuvo de despejar Y; de la ecuacién
(1), y que,

dinF(t) 1 OF(t)

dt  F(t) ot

Si asumimos que p(t) = 1 (dl"d—lz(t) + 102 (t)) + InF(t), la expresién (31)

queda asi,

dSy = aS[p(t) + v — InSy)dt + o(t)SedW,' (32)

Hacemos el siguiente cambio de variable r; = InS; para poder aplicar el
lema de It6 a la ecuacién (32),

- - 8lnSt 8lnSt l 2 282171815
dry = dinSy = ( o + aS[p(t) + v — InSy] 95, t50 (t)S; 95 dt
dlnsS N
+0’(t>St thth
1
= lalp(t) + 7 =) — 5" (B))dt + o (1) AWy (33)

Para facilitar el desarrollo mateméatico para encontrar la soluciéon de S,
usamos ((t) = afp(t) + 7] — 30%(t) = dl"d—li(t) + alnF(t) + ary.
Por tanto, obtenemos,

dry = B(t)dt — aridt 4+ o (t)dW}

= [B(t) — ary]dt + o (t)dW}

Es importante notar que esta ultima expresién es el modelo de Vasicek,
y para proceder a su desarrollo matematico necesitamos transformar esta ex-
presion a un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, para lo cual, definimos m; =
ary — B(t) = —[B(t) — ary.

Por tanto, dm; = adr; — dB3(t), de donde obtenemos,

dry = —[dmy + dB(t)] = —mudt + o (t)dW}

1
o



16 Revista de Administracion, Finanzas y Economia

Despejando dmy; obtenemos,

dmy = —(amy + B'(t))dt + ao(t)dW;

La solucién a (34) es similar a la solucién de una ecuacién diferencial no
homogénea de primer orden. Por tanto, procedemos a hacer el siguiente cambio
de variable, X; = m;e®!, y aplicamos el lema de Itd a X; utilizando el proceso

estocdstico de la ecuacién (34), a saber,

0X 90X,
dXt = d(mteo‘t) = (a—tt — (amt + 6/(t>) amt
t

00X, .

+O[U(t)a—Wth

= —e™dB(t) + ao(t)e* dW;

Integramos la ecuacién (35),

1

2

a?o?(t)

om?

t+h t+h t+h
/ d(mge®®) = —/ e**df(s) —|—/ ao(s)e* dW;
t t t

a(t+h) _

= Mt+h€ mye eo‘t

9?X,

(34)

) i

Despejando my 4, de la ecuacién anterior y recordando que my = ary—G(t),

obtenemos,

t+h t+h
Myyn = mpe " —/ e =5)q5(s) + a/ o(s)e”trh=s) qyy=
t t

= aryn — Bt +h)

Despejando r¢4p de la ecuacién anterior, obtenemos,

t+h
Tepn = Ttefah + / U(S)efa(tJrhfs)dWS*
t

1
+—
(0%

t+h t+h
_ Ttefah + / 6(S)efa(t+hfs) ds + / U(S)efa(tnths) dW;
t t

t+h
Bt +h) — B(t)e " — / ea“*“hw(s)]

t+h
=re N g, — e 4 e t+h) / ~v(s)e**ds
¢
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t+h
+ / o(s)e”*t+h=s) gyy* (36)
t

donde ~(s) = —22)

o
En consecuencia,

t+h
Tesh — Fepn = (1o — Fe)e” " + ae™@(tFh) / ~v(s)e**ds
t

t+h
+ / o(s)e”*t+h=s) gy
t

t+h
=InSin — InFyyp = (InSy — lnFt)efo‘h + e t+h) / ~v(s)e**ds
t

t+h
+ / o(s)e”t+h=s) gy
t

Recordemos que en esta ultima expresion hemos utilizado que r, = InS; y
que 7y = InFj.
Despejando Sy de la ecuacién anterior encontramos que,

—ah

St € —a(t+h) [tth asg t+h —a(t+h—s) gy

Sian = Fyan (F o ft v(s)e Seft a(s)e s (37)
t

La integral en el segundo exponente de la ecuacién (37) es estocdstica. El
hecho de que el incremento dW; siga una distribucién de probabilidad normal
(dWr ~ N(0,ds)), nos indica que la integral estocdstica también sigue una
distribucién de probabilidad normal. Esto a su vez hard posible obtener una
representacion méas explicita de Sy4p. Empezamos por notar que esta integral
estocastica es una variable aleatoria que definimos asi,

t+h
X = / o(s)etHh=s) gy
t

Asimismo, definimos,

h

S\
Alt+h,t) = Fryn (—t>
Fy

Por tanto, la ecuacién (37) se puede representar de la siguiente manera,

ae~*(t+h) oHh s)e*®ds
Stpn = At + b,y TS e X (38)

Observemos de la ecuacién (38) que el precio spot del commodity Si4p, es
una variable aleatoria, lo cual nos permitira calcular su media condicional y su
varianza condicional haciendo uso de la funciéon generatriz de momentos de la
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distribucién de probabilidad normal, para lo cual primero deberemos calcular
la esperanza y la varianza de X.

t+h
/ U(s)eo‘(HhS)dW;] =0
t

t+h
/ o(s)e”t+h=s) gy
t

t+h
= / o?(s)e 2t+h=9) gs — y(t + h, t)
t

E(X)=E

Var(X) = Var

Como resultado, entonces sabemos que X ~ N(0,v(t + h,t)).

Para facilitar los célculos, asumimos que F'(t), que es el componente que
modela la estacionalidad presente en los precios del commodity en cuestién, y
que se incluye en la ecuacién (1), S; = F(t)e¥t, y que o(t), que es la volatilidad
determinista del proceso estocastico del precio spot del commodity, y que se
incluye en la ecuacién (30), dY; = a(y — Yi)dt 4+ o(t)dW;*, son constantes.

Ahora recalculamos la expresién (28), a saber,

_Aa(t)
a
A

== (39)

"Y:

asf como A(t + h,t) y v(t + h,t) que podemos observar en las expresiones (11)
y (12), respectivamente.

Ahora podemos proceder a simplificar la ecuacién (38). Nétese que al haber

asumido que o(t) es constante, entonces segiin la expresién (39), v = —22

[e3

Esto nos permite hacer la siguiente simplificacion en el primer exponente de la
ecuacion (38),

—a t+h as _
oo (t+h) ft y(s)e**ds _ 67(178 ah)

Por tanto, la ecuacién (38) se puede simplificar de la siguiente manera,

ae~(t+h) oHh s)e*®ds
Siin = At + h,t)e T A (s)ed X
= At + h, t)et=e "X

= g¢ "l erleT ) X (40)

La ecuacién (40) es la férmula explicita del precio spot del commodity en el
MNR. Asimismo, observemos que la ecuacién (40) es idéntica a la expresion (13)
que representa el precio spot del commodity en el MR, Sy, = A(t + h,t)eX =

SffahF 1=e™*"¢X " oxcepto que en la expresién (40) ha aparecido el término

—ah
constante e7(1—e¢™ "),
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3.2 Media Condicional y Varianza Condicional de S;

La férmula explicita de la esperanza condicional de S; se utilizara para obtener
la férmula cerrada del precio del futuro del commodity en la seccién 3.3 de
este trabajo. Haciendo uso de la funcién generatriz de momentos de la dis-
tribucién de probabilidad normal, en otras palabras, sabiendo que E[eX] =
eEX)+3Var(X) recordando que E(X) = 0, Var(X) = v(t + h, ), haciendo uso

. . s ae” R ft+h v(s)e**ds
de la expresiones (37) y (11), asi como de la ecuacién e ¢ =

—ah o . z
e"1=¢""") "entonces la esperanza condicional de Sy, estd dada por,

E[StJrh | St] _ SffahFlfefo‘he’y(lfe*ah)e%v(ﬁi’h,t) (41)

Por tanto, la varianza condicional de Sy estd dada por,

—ah —ah 2 —ah
Var[St+h|St]:(Sf Fl-e )e%(l*e €2V — ] (42)

No olvidemos de la ecuacién (39) que v = —22 y de la expresién (12) que

o(t +hyt) =v = I (1 — e 20,

3.3 Precio del Futuro (o Forward) del Commodity

En el MNR, los precios de los futuros son iguales a la esperanza del precio spot
en el futuro, bajo el proceso neutral al riesgo, y asumiendo que la tasa de interés
libre de riesgo instantdnea r es constante, los precios forward son iguales a los
precios de los futuros.

Por tanto, utilizando la expresion (41), obtenemos la férmula explicita para
calcular el precio del futuro del commodity en el MNR, a saber,

.7:(815, t, t+ h) = E[StJrh | St] = .7:15 = SfiahFlieiahG’Y(lieiah)eév(“rh’t) (43)

Observemos que la ecuacién (43) es idéntica a la expresién (16) que repre-
senta el precio del futuro del commodity en el MR, F(S;,t,t 4+ h) = E[Si4p |

—ah —ah

St] = Sf Fl-e

término constante e7(1—¢"

ezv(t+hit) “excepto que en la expresién (43) ha aparecido el
ah) )

3.4 Calculo del Call sobre el Futuro con Férmula de Black

Sabemos que Si;p sigue una distribucién de probabilidad lognormal y que
F (S, t,t + h) = E[Siyn | St] = Fi, por tanto el precio del futuro F; también
sigue un proceso lognormal. En un proceso lognormal, sabemos que In F; sigue
una distribucién de probabilidad normal. La férmula de Black (1976) para va-
luar un call (en el tiempo 0, que vence en t) sobre el futuro F; cuya vida va de
t at + h, aplicada a nuestro caso, quedaria de la siguiente manera,

¢(0,t) = e "9 Elmax(F; — K,0) | Fo)

— o r(t=0) [F(0,t+ h)N(dy) — KN(d2)] (44)
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Para poder desarrollar los calculos siguientes hemos utilizado una expresién
alternativa a la ecuacién (43) para F (S, t,t+ h) = F;. La expresién siguiente
nos facilitard el uso de logaritmos, a saber,

—a(t t+h as
F(Sht,t4h) = At + b,y "0 o

—ah

St € —a(t+h) [tth asgs 1

= Fin (F e T A s o)
t

—ah - —a(t+h) [tth as 1
:elnFt+h+e (InS¢—InFy)+ae ft v(s)e**ds+Zv(t+h,t) (45)

donde, K es el precio de ejercicio, r es la tasa de interés instantdnea libre de
riesgo, F(0,t + h) estd dada por la ecuacién (45), N(d) es la distribucién de
probabilidad normal estdndar acumulada, Fg es la informacién en 0, y d; y do
estan dadas por,

F(0,t+h o2(t4h)
ln|: (K ):| _|_ 1 5

0’1\/t—|—h

n []:(O,tJrh

_ K } n o1vVt+h (46)

0’1\/t—|— 2

]-'(O,tJrh)} _ of(t+h)
K 2

0’1\/t —|— h
F(0,t+h)
l?’L |: K :| 0’1\/t—|—h,

dy =

g

>

n

dy =

0’1\/t—|—h 2
:dl—O'l t—|—h (47)

Notemos que 0% es la varianza anual del rendimiento de los precios de los
futuros F;. La férmula de Black asume que In F; sigue una distribucion de
probabilidad normal, cuya varianza estd dada por o3 (t + h). Para efectos de
claridad, esta tltima expresién es el producto de of por (¢t + h). Podemos
observar que la raiz cuadrada de 0% (¢ + h) entra en el calculo de d; y de da, asi
que utilizaremos la ecuacién (45) para calcular,

oi(t+h) =Var[lnF(t,t+ h) | Fo) (48)

Para calcular Var[lnF(t,t+h) | Fol, necesitamos primero calcular E[InF; |
Fo]. Por tanto,

E[inF; | Fo] = InFyyp, + e “"E[InS; | Fo] — e *"InF,

t+h 1
+ae o+ / ~v(s)e*ds + §v(t + h,t)
¢
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efah
De la expresion (38) y de la ecuacién A(t + h,t) = Fipn (f,—i) , obte-
nemos que,

—ah

Stfh ¢ ae”*®) ¢ v(s)e“ ds

Sy = F, ( e Jo® eX
Fin

Por tanto,

E[InS; | Fo] = InF; + e *"(InS;_j, — InF,_})
t
—|—a670‘(t)/ v(s)e**ds + E[X | Fo]
t—h

De aqui obtenemos,

E[ln]:t | FO] = l?’LFt+h+

t
+emh {lnFt + efo‘h(lnSt,h —InFy;_p) + ae~® / V(S)easds}
t—h

t+h
1
—e MnF, + e+ / ~v(s)e*ds + iv(t + h,t) (49)
¢
Por tanto,

Var[lnF, | Fo| =

t+h
1
=F [lnFHh + e M(InS, — InFy) + ae™*t+h) / ~v(s)e*ds + iv(t + h,t)
t

t
—InFyyp — e o {lnFt + efo‘h(lnSt,h —InFi_p) + e W / ”y(s)easds}
t—h

t+h 1 2
+e M nF, — aem ) / ~v(s)e**ds — iv(t + h,t) | Fg]
¢

= Ele "X | Fo)?
— 672O¢hE[X2 | FO]

= e 2" ar[X | Fol (50)

Sabemos que Var[X] = v(t + h,t) = :+h o?(s)e 2(t+h=5) s Asumimos
que o(s) es constante, y dado que la informacion esté disponible en 0, calculamos
lo siguiente,
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t
Var(lnF, | Fo] = o2(t + h) = e 2%"y(t,0) = 6720‘}1/ o2 20(t=8) g
0

72aha2

=e 5 [1

Al principio de esta seccién menciondbamos que la férmula de Black (1976)
nos iba a permitir valuar un call europeo (en el tiempo 0, que vence en t) sobre
el futuro F; cuya vida va de t a t + h. Debemos recalcar que las opciones sobre
futuros de commodities de tipo europeo que regularmente se valian, general-
mente venceran en la misma fecha que el futuro subyacente. Por tanto, para
aplicar las féormulas descritas arriba a este caso, la fecha de vencimiento de la
opcién t serfa igual a la fecha de vencimiento del futuro (¢ 4+ h). En otras pa-
labras, t = t + h y por tanto h = 0. Esto nos lleva a que la expresién (51) se
simplificaria para quedar asi,

672aq

(51)

02

Var[inF; | Fo| = oi(t) = %[1 — 720
2

No olvidemos que la expresién o3 (t) es el producto de o por t.

4. Conclusiones

Como menciondbamos al inicio de este articulo, el proceso propuesto para mo-
delar el precio spot del commodity estd basado en el modelo propuesto por
Jaillet, Ronn y Tompaidis (2004). La diferencia fundamental es que estos au-
tores modelaron su proceso en el MR, asumiendo un valor de regresién a la
media de largo plazo constante, y volatilidad constante, y en este articulo de-
sarrollamos nuestro modelo tanto en el MR como en el MNR, y asumiendo
volatilidad determinista (dependiente del tiempo). El desarrollo en el MNR es
el que nos permitira valuar derivados sobre commodities. En la Tabla 2 pode-
mos observar las principales diferencias entre el modelo de JRT y el modelo
utilizado en este articulo.

Tabla 2 Cuadro Comparativo de Modelos de 1 Factor

Modelo Reversion | MR | MNR Volat. Reversion LP
Articulo Si Si Si Determinista 0
JRT (2004) Si Si No Constante Constante

Las principales contribuciones de este articulo a la literatura financiera
radican en que hemos desarrollado férmulas cerradas para el precio spot de
cualquier commodity, el precio del futuro, el precio de la opcién europea de
compra “call” sobre el spot del commodity, asi como el precio de la opcién eu-
ropea de compra sobre el futuro del commodity. Hemos podido desarrollar estas
expresiones usando un modelo de un factor de riesgo que incorpora reversién a
la media y volatilidad determinista.



Modelos Estocdsticos para el Precio Spot 23

Una debilidad del modelado del precio de los commodities con un factor,
L€72ah0_2[1 _ 6720415]
T+h 2a y
la varianza anual de los precios de los futuros, o?, tiende a cero conforme
el vencimiento de la opcidn, ¢, tiende a infinito. La intuicién atrds de este
fenémeno es que en el largo plazo, la reversion a la media domina y la varianza
de los futuros tiende a la varianza del valor de reversion a la media de largo
plazo, que en nuestro modelo de un factor, es cero, como puede observarse en
la ecuacién (2). Esta cafda en la varianza o} a largo plazo, es una debilidad
importante de los modelos de un factor, ya que el modelo seria inapropiado
para valuar opciones sobre futuros de largo plazo.

Otra limitacién importante de los modelos de un factor es que implican que
los cambios en los precios spot y en los precios de los futuros y forwards para to-
dos los vencimientos, estan perfectamente correlacionados. Esto significaria que
todos los precios se mueven siempre en la misma direccién, lo cual claramente
contradice los datos del mercado. Esta limitacién se puede evitar si permiti-
mos que los cambios en los precios spot dependan de més de un factor. Se ha
demostrado que los modelos de dos y tres factores tienen un mejor desempeno
que los de un factor cuando se ha modelado el precio de commodities como el
cobre y el petréleo. Esto se puede ver en Schwartz (1997).

es que como podemos deducir de la ecuacién (51), 0% =
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