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Àíàëèç ñòàáèëüíîñòè ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè
âî âðåìåíè

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ òåñòîâ íà

ñòàáèëüíîñòü âî âðåìåíè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Îòäåëüíî èçó÷à-

åòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìîìåíò âîçìîæíîãî ñòðóêòóðíîãî èçìåíåíèÿ çàðàíåå íåèçâåñòåí.

Ð
àññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè:

Y X X Xi i i k i
k

i� � � � �� � � �1
1

2
2( ) ( ) ( ). . . i = 1, 2, . . ., T, (1)

ãäå ñëó÷àéíûå ÷ëåíû �1, �2, …, �T — íåçàâèñèìûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäèíà-
êîâûì ñðåäíèì, ðàâíûì 0, è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì � � 0 ( ~ ( , )� �i N 0 2 . Ðåãðåññîðû
X X X k( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 ïðåäïîëàãàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè íà ïðîòÿæåíèè âñåãî èíòåðâàëà íà-
áëþäåíèÿ îò 1 äî Ò. Êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè �1, �2, …, �k ñ÷èòàþòñÿ ïðè ýòîì êîíñòàí-

òàìè. Êàê âñåãäà, ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëè (1), ðàíã ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç çíà÷åíèé
ðåãðåññîðîâ, ðàâåí k. Ïðè èçó÷åíèè ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè íà ñòàáèëüíîñòü, îáû÷íî
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ èíäåêñà i ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíûì ìîìåíòàì âðåìå-
íè. Îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà ñâîéñòâ ìîäåëè (1), êîòîðûå ìû áóäåì çäåñü èçó÷àòü, äîñòàòî÷-
íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî T íàáëþäåíèé óïîðÿäî÷åíû íåêîòîðûì, âîçìîæíî, ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì.

Ìîäåëü (1) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðàáî÷èì èíñòðóìåíòîì, êàê â òåîðåòè÷åñêîé, òàê è â ïðè-
êëàäíîé ýêîíîìåòðèêå. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ åå îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè
[Àéâàçÿí (2001)].

1. Тестирование на спецификацию модели

Ãèïîòåçà H0 îá èñòèííîñòè ìîäåëè (1) ñðàâíèâàåòñÿ ñ ãèïîòåçîé H1 îòíîñèòåëüíî êîëè÷å-
ñòâà ðåãðåññîðîâ è ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìû E(Yi). Â ýòîì ðàçäåëå (çà èñêëþ÷åíèåì RESET-
òåñòà) ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàê ðåãðåññîðû ìîäåëè, àññîöèèðîâàííîé ñ H1, òàê è ñîîòâåòñò-
âóþùàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ôîðìà çàðàíåå èçâåñòíû.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà àëüòåðíàòèâíàÿ ìîäåëü òàêæå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé
ìîäåëüþ ëèíåéíîé ðåãðåññèè è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäåëü (1) ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíè-
ÿõ íà ïàðàìåòðû. Òàêèå ìîäåëè íàçûâàþòñÿ âëîæåííûìè (nested models). Òàêèì îáðàçîì,
â êà÷åñòâå ãèïîòåçû H1 ïðèíèìàåòñÿ èñòèííîñòü ëèíåéíîé ìîäåëè:

Y X X X X Xi i i k i
k

i i� � � � � �� � � �� ��� � � � �1
1

2
2

1
1

2
( ) ( ) ( ) ( ). . . ( ) ( ). . .2 � � ��� �� �m i

m
iX i = 1, 2, . . ., T, (1.1)

ñ m — äîïîëíèòåëüíûìè ðåãðåññîðàìè Z Z Z m( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 , è �� �i N~ ( , )0 2 ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ
áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè Z Z Z m( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 íå ðàâåí 0.

Â äàííîì êîíòåêñòå ìîäåëü (1) áóäåò îãðàíè÷åííîé, òàê êàê îíà ïîëó÷àåòñÿ èç ìîäå-
ëè (1.1) ïóòåì íàëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû �� �� ��� � �1 2, , . . . , m :
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�� �� ��� � � �1 1 11 2 0. . . m .

Ñîîòâåòñòâåííî ìîäåëü (1.1) — íåîãðàíè÷åííàÿ.
Ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ, åñëè äîñòàòî÷íî îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç êîýô-

ôèöèåíòîâ �� �� ��1 1 11 2, , . . . , m íå ðàâåí íóëþ. Ëþáîé ó÷åáíèê ïî ýêîíîìåòðèêå ñîäåðæèò ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò:

åñëè ãèïîòåçà H0 — ñïðàâåäëèâà, òî ñòàòèñòèêà

(RSSR USSR)

USSR

�

� �

m

T k m[ ]( )
(1.2)

ñëåäóåò F(m, T-k-m)-ðàñïðåäåëåíèþ.

Âåëè÷èíà RSSR (restricted sum of squared residuals) â (1.2) ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ îñòàòêîâ
ðåãðåññèè Y ïî ðåãðåññîðàì X X X k( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 â ìîäåëè (1), ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ), è USSR (unrestricted sum of squared residuals) — ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ
ðåãðåññèè Y ïî ðåãðåññîðàì X X X k( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 ; Z Z Z m( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 â ìîäåëè (1.1).

Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè, ðàâíîì �, åñëè çíà÷å-
íèå F-ñòàòèñòèêè â (1.2) ïðåâîñõîäèò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå F�, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîð-
ìóëû:

Prob(F(m, T-k-m) > F�) = �. (1.3)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ. Ôîðìóëà (1.2) ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ìíîãèõ
äðóãèõ òåñòîâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ ìû ñîáèðàåìñÿ èçó÷èòü.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåâëîæåííûõ ìîäåëåé (nonnested models). Òî åñòü íè îäíà èç ìî-
äåëåé íå ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ïóñòü ìû èìååì ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãèïîòåçå H1:

Y Z Z Zi i i m i
m

i� � � � �� � � �1 1 1 ,1
1

2
2( ) ( ) ( ). . . i = 1, 2, . . ., T, (1.4)

ãäå �, �i N~ ( , )0 2 . Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìîäåëè (1) è (1.4) — íåâëîæåííûå.

Ðàññìîòðèì ðåãðåññîðû X X X k( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 è Z Z Z m( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 . Ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü
÷àñòü ðåãðåññîðîâ � � � ?Z Z Z n mn( ) ( ) ( ), , . . . , ,1 1 , èç âòîðîé ãðóïïû, òàê ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ:

� ðåãðåññîðû X X X k( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 ; � � �Z Z Z n( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 — ëèíåéíî íåçàâèñèìûå;

� ðåãðåññîðû X X X k( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 ; � � �Z Z Z n( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 ïîðîæäàþò òî æå ëèíåéíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, ÷òî è ïåðâîíà÷àëüíûé íàáîð X X X k( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 è Z Z Z m( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 .

Â òàêîì ñëó÷àå ìîäåëü:

Y X X X Z Zi i i k i
k

i i� � � � � � ��� �� ��1 1 1 0 01
1

2
2

1
1

2
( ) ( ) ( ) ( ). . . ( ) ( ). . .2 � � � ��0 �,n i

n
iZ i = 1, 2, . . ., T (1.5)

âêëþ÷àåò â ñåáÿ (1) è (1.4). Òåïåðü ìû ìîæåì ñðàâíèòü ìîäåëè (1) è (1.5). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì
ôîðìóëó (1.2) íà îäíîâðåìåííîå ðàâåíñòâî âñåõ ïàðàìåòðîâ 0 0 01 2, , . . . , n íóëþ. Ñòåïåíè ñâî-
áîäû ñîîòâåòñòâóþùåé F-ñòàòèñòèêè — n è T-k-n.
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Ïðèìåð [Maddala (2001)]. Ìîäåëè C A� � � �+ 1 ,1 1 (êåéíñèàíñêàÿ) è C M� � � ��+ 1 ,2 2 (ìî-
íåòàðèñòñêàÿ) ïðåäñòàâëÿþò ïðèìåð íåâëîæåííûõ ìîäåëåé. Çäåñü C — ïîòðåáèòåëüñêèå
ðàñõîäû, A — ðàñïîëàãàåìûé äîõîä, M — äåíåæíàÿ ìàññà. Åñëè â êà÷åñòâå H0 ìû ïðèìåì
êåéíñèàíñêóþ ìîäåëü, òî òåñòèðîâàíèþ (� = 0) ïîäâåðãíåòñÿ ìîäåëü C A M� � � �+ 1 0 ,.

Åñëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ôîðìà E(Yi) àëüòåðíàòèâíîé ìîäåëè íå èçâåñòíà, òî ÷àñòî ðàññìàò-
ðèâàþò äîïîëíèòåëüíûå ðåãðåññîðû âèäà âñåâîçìîæíûõ (èëè èõ ÷àñòè) ïðîèçâåäåíèé
X Xi j( ) ( ) èñõîäíûõ ðåãðåññîðîâ X X X k( ) ( ) ( ), , . . . ,1 2 , âêëþ÷àÿ è èõ êâàäðàòû. Ïðîèçâåäåíèÿ áîëåå
âûñîêîé ñòåïåíè îáû÷íî íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

RESET-òåñò [Ramsey (1969)] èñïîëüçóåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè î ôóíêöèîíàëüíîé
ôîðìå E (Yi). Íàïðèìåð, êîãäà êîýôôèöèåíòû1 1 11 2, , . . . , k ìîäåëè (1) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíû-
ìè ôóíêöèÿìè îò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, RESET-òåñò îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è òåñòîì ìî-
äåëè íà ñòàáèëüíîñòü.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëüíûå çíà÷åíèÿ � , � , . . . , �Y Y Yn1 2 , ïîëó÷åííûå ÌÍÊ èç óðàâíå-
íèÿ (1). Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû áåðåòñÿ ìîäåëü:

Y X X X Yi i i k i
k

i i� � � � � � �1 1 1 0 ,1
1

2
2 2( ) ( ) ( ). . . � i = 1, 2, . . ., T, (1.6)

çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà, ÷òî 0 @ 0.
Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü ìîäåëè òèïà (1.6), â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò áîëåå âûñîêèå

ñòåïåíè �( � , � , . . . )Y Y Y3 4 . Îäíàêî îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîäåëü (1.6) äàåò
ëó÷øèå ðåçóëüòàòû [Davidson, MacKinnon (2004)].

2. Тестирование на стабильность коэффициентов модели

Ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿíñòâå (ñòàáèëüíîñòè) êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè1 1 11 2, , . . . , k íà
ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè Ò, îñîáåííî ïðè äîñòàòî÷íî äîëãîì íàáëþäåíèè, êàê ïðàâèëî,
âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ ýêîíîìè÷åñêîé ðåàëüíîñòüþ.

2.1. Òåñòû ×îó

Òåñò ×îó [Chow (1960)] — îäèí èç ñàìûõ ðàííèõ íà ñòàáèëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåñ-
ñèè (1)1. Â òåñòå ×îó íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 î ïîñòîÿíñòâå êîýôôèöèåíòîâ 1 1 11 2, , . . . , k íà âñåì
èíòåðâàëå îò 1 äî Ò ñðàâíèâàåòñÿ ñ ãèïîòåçîé H1 î íàëè÷èè çàðàíåå èçâåñòíîãî ìîìåíòà t0,
1 0� �t T , ïîñëå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ÷àñòè èëè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè (1).
Â äåéñòâèòåëüíîñòè èìåþòñÿ äâà òåñòà ×îó äëÿ òåñòèðîâàíèÿ H0. Ðàññìîòðèì ïåðâûé èç íèõ.

Ïåðâûé òåñò ×îó2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ìîìåíòà t0, âåêòîð ïàðàìåò-
ðîâ � � � � �1 1 1 1( , , . . . , )1 2 k ëèíåéíîé ìîäåëè, âîçìîæíî, èçìåíèëñÿ íà âåêòîð �� � �� �� ��1 1 1 1( , , . . . , )1 2 k .
Ìû òàêæå äîïóñêàåì, ÷òî ñðåäè íàáëþäåíèé ìîãóò áûòü ïðîïóùåííûå. Äðóãèìè ñëîâàìè,
çíà÷åíèÿ i â (1) ñîîòâåòñòâóþò, õîòÿ è ïîñëåäîâàòåëüíûì, íî íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîñòîÿùèì
ìîìåíòàì âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì: H0: � � ��1 1 è H1: � @ ��1 1 .
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1 Ïðèìåíåííûé ê ïðîñòðàíñòâåííûì äàííûì òåñò ×îó ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêîé íà îäíîðîäíîñòü (â ñìûñëå ðåãðåñ-

ñèîííîãî àíàëèçà) èñõîäíîé èíôîðìàöèè.
2 Òåñò, àíàëîãè÷íûé ïåðâîìó òåñòó ×îó, óïîìèíàåòñÿ â êíèãå C. Rao. Advanced statistical methods in biometric

research. New York, Wiley, 1952.



Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ n1 íàáëþäåíèé íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå1 0� ?t t è ñîîòâåò-
ñòâåííî n2 îò t t T0 � ? . Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè:

Y X X Xi i i k i
k

i� � � � �� � � �1 1 1 ,1
1

2
2( ) ( ) ( ). . . i = 1, 2, . . ., n1; (2.1)

Y X X Xi i i k i
k

i� � � � ��� �� �� ��1 1 1 ,1
1

2
2( ) ( ) ( ). . . i = n1 + 1, . . ., n1 + n2. (2.2)

Ìîäåëè (2.1) è (2.2) ìîæíî çàïèñàòü êàê îäíó ìîäåëü:

Y X X X Zi i i k i
k

i� � � � � ���� ��� ���1 1 1 0 01
1

2
2

1
1

2
( ) ( ) ( ) ( ). . . Z Zi k i

k
i

( ) ( ). . .2 � � ���0 �, i = 1, . . ., n1 + n2, (2.3)

ãäå Z i

j( ) � 0 ïðè i n? 1, è Z Xi

j

i

j( ) ( )� ïðè n i n n1 1 2� ? � , äëÿ âñåõ j = 1, …, k. Òàêèì îáðàçîì, ãè-
ïîòåçà H0 ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ, ÷òî �1 = �2 = … = �k = 0.

Åñëè ìû îáîçíà÷èì îñòàòêè ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèåé (2.1), ïîëó÷åííûå ÌÍÊ —
� � �e e e n1 2 1
, , . . . , , ìîäåëè (2.2) — �� �� ��e e e n1 2 2

, , . . . , è ìîäåëè (1) — e e e n n1 2 1 2
, , . . . , � , òî èç � � ��1 1 âûòåêàåò,

÷òî ñòàòèñòèêà:

e e e

e e

i i i

i i

k2 2 2

2 2

� � �

� �

� ��
�
 !

"
#�

��
�
��

��
�
 !

"
#

� ��

� ��

.

( n n k1 2 2� � )
(2.4)

ñëåäóåò F(k, n1 + n2 – 2k)-ðàñïðåäåëåíèþ è íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé ×îó äëÿ ãèïîòåçû H0. Òåñò
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè çàðàíåå âûáðàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè �. Â ñëó÷àå, êîãäà ×îó-ñòàòèñ-
òèêà ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå F�(k, n1 + n2 – 2k), ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ ïðè óðîâíå
çíà÷èìîñòè, ðàâíîì �. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ.

Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûé òåñò ìîæíî ïðèìåíÿòü òàêæå è ïðè ïðîâåðêå íà ñòàáèëü-
íîñòü ëèøü îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè (1). Çäåñü ïîñòóïàþò òî÷íî òàê
æå, êàê è ïðè ïðîâåðêå íà ðàâåíñòâî 0 (ïðè äàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè �) ÷àñòè êîýôôèöè-
åíòîâ ��1 â ìîäåëè (1.1). Òî åñòü ïðîâîäèòñÿ F-òåñò íà îäíîâðåìåííîå ðàâåíñòâî 0 ñîîòâåòñò-
âóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ � â ìîäåëè (2.3).

Âàæíî åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òåñò ×îó ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìîìåíò ñòðóêòóðíîãî èç-
ìåíåíèÿ t0 èçâåñòåí çàðàíåå. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñòàòèñòèêà (2.4) ïîäñ÷èòûâàåòñÿ äëÿ âñåõ t íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [t1; t2], íà êîòîðîì,
ïî ìíåíèþ èññëåäîâàòåëÿ, ìîãëè ïðîèçîéòè ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ. Çàòåì â êà÷åñòâå
ïåðåëîìíîãî ìîìåíòà âûáèðàåòñÿ òîò, ïðè êîòîðîì ñòàòèñòèêà ×îó ïðåâûñèëà äîïóñ-
òèìîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå è êîòîðîå ëó÷øå âñåãî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêîíîìè÷åñêîé òåî-
ðèåé.

Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî òî÷åê âîçìîæíîãî ñòðóêòóðíîãî èçìåíåíèÿ3, íàïðèìåð,
t t t r1 2, , . . . , , òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðÿþòñÿ ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó
ti, 1? ?i r , íà âñåì èíòåðâàëå çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà îò 1 äî T.

Ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîé ïîäõîä îøèáî÷åí, òàê êàê âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî õîòÿ áû â îäíîé èç òî÷åê èíòåðâàëà [t1; t2] ñòàòèñòèêà (2.4) ïðåâûñèò êðèòè÷åñêîå çíà÷å-
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3 Ïîäîáíûå èçìåíåíèÿ ìîãóò èìåòü êàê ìàêðîýêîíîìè÷åñêèé (ðåçêèå èçìåíåíèÿ öåí, äåâàëüâàöèÿ íàöèîíàëü-

íîé âàëþòû, ââåäåíèå íîâîé ñòàòüè â çàêîíîäàòåëüñòâî èëè èçìåíåíèå íàëîãîâîé ñòàâêè è ò. ä.), òàê è ìèêðîýêîíî-

ìè÷åñêèé (ñìåíà ìåíåäæìåíòà è/èëè ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà, ñëèÿíèå ñ äðóãîé ôèðìîé è ò. ä.) õàðàêòåð.



íèå, áóäåò áîëüøå � ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû H0. Îäíàêî, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå P-
çíà÷åíèå íàìíîãî ìåíüøå �, òî ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ìîæåò áûòü îïðàâäàíî.

Â çàêëþ÷åíèå ìû çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé òåñò ×îó ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî íàáëþäå-
íèé â êàæäîé èç ìîäåëåé (2.1) è (2.2) áîëüøå, ÷åì k (k < n1 è k < n2). Ñëåäóþùèé òåñò ×îó â ýòîì
ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì.

Ïðåäñêàçàòåëüíûé òåñò ×îó (Chow predictive test). Ìû ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåì,
÷òî äî ìîìåíòà t0 âêëþ÷èòåëüíî ïðîöåññ ñëåäîâàë ëèíåéíîé ìîäåëè ñ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ
� � � � �1 1 1 1( , , . . . , )1 2 k . Îäíàêî ïîñëå ìîìåíòà t0 ïîâåäåíèå ìîäåëè ñòàëî íåîïðåäåëåííûì. Âîç-

ìîæíî, èçìåíèëñÿ íàáîð ðåãðåññîðîâ èëè äàæå ôóíêöèîíàëüíàÿ ôîðìà E(Yi). Ðàññìîòðèì
ìîäåëü:

Y X X X i ni i i k i
k

i� � � � � � � � � �1 1 1 ,1
1

2
2

11 2( ) ( ) ( ). . . , , ..., ;

Y X X X i ni i i k i
k

i i� � � � � � � � � � � �1 1 1 0 ,1
1

2
2

1 1( ) ( ) ( ). . . , ..., ,n n1 2�
(2.5)

êîòîðàÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ìîäåëåé — îäíîé äëÿ ïåðâûõ n1

è äðóãîé — äëÿ ïîñëåäíèõ n2 íàáëþäåíèé. Òàêèì îáðàçîì,

E Y X X Xi i i k i
k

i( ) . . .( ) ( ) ( )� � � � � � � �1 1 1 01
1

2
2

äëÿ çíà÷åíèé i > n1.

Ãèïîòåçà H0, ÷òî âñå �i = 0, i = n1 +1, …, n1 + n2, îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ ñðàâíèâàåòñÿ
ñ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçîé H1, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç �i íå ðàâíî 0.

Ðàññìîòðåíèå �i, i = n1 +1, …, n1 + n2, â (2.5) ýêâèâàëåíòíî ââåäåíèþ ôèêòèâíûõ ïåðå-
ìåííûõ Di, i = n1 +1, …, n1 + n2, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 1 äëÿ i-ãî óðàâíåíèÿ è 0 äëÿ âñåõ îñ-
òàëüíûõ.

Òàê êàê �i ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, òî ïðè íàõîæäåíèè îñòàòêîâ ÌÍÊ â (2.5), ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî �e i , ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó óðàâíåíèþ ìîäåëè, áóäóò òàêèìè æå, åñëè
áû ìû ðàññìàòðèâàëè åãî îòäåëüíî, à âñå îñòàòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âòîðîìó óðàâíåíèþ áó-
äóò ðàâíû 04.

Òàêèì îáðàçîì, H0 îòêëîíÿåòñÿ, åñëè F-ñòàòèñòèêà:

e e n

e n k

i i

i

2 2
2

2
1

� �
�

� ��
��

�
��

� �

.

( )
(2.6)

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ïðåâîñõîäÿùèå F�(n2, n1 – k). Çäåñü e e e n n1 2 1 2
, , . . . , � — ðåãðåññèîííûå îñ-

òàòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèþ (1), à � � �e e e n1 2 1
, , . . . , — ïåðâîìó óðàâíåíèþ (2.5).

Â ïðåäñêàçàòåëüíîé ìîäåëè ×îó äîñòàòî÷íî òîëüêî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî k < n1. Ïîýòîìó åå
îáû÷íî ïðèìåíÿþò â ñëó÷àå n k2 ? , ëèáî ïðè çíà÷åíèè n n2 1�� . Ýòî âûçâàíî òåì ôàêòîì, ÷òî
ââåäåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ âî âòîðîå óðàâíåíèå ìîäåëè (2.5)
çíà÷èòåëüíî îñëàáëÿåò ìîùíîñòü òåñòà.
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4 Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 0i, i = n1 +1, …, n1 + n2, ðàâíî ïðîãíîçíîìó çíà÷åíèþ îñòàòêà äëÿ i-ãî íàáëþäåíèÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ïåðâîìó óðàâíåíèþ ëèíåéíîé ðåãðåññèè (2.5). Ýòîìó ôàêòó è îáÿçàí íàçâàíèåì òåñò «ïðåäñêàçà-

òåëüíûé».



Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè îáîèõ òåñòîâ ×îó (k < n1 è k < n2), ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçëè÷-
íûå ðåçóëüòàòû.

2.2. Рекурсивные тесты

Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà òåñòîâ, íàçûâàåìûõ ðåêóðñèâíûìè, âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò òåñòà ×îó
â òîì, ÷òî íå òðåáóåò çíàíèÿ çàðàíåå çàäàííîé òî÷êè ñòðóêòóðíîãî èçìåíåíèÿ. Îäíàêî, êîãäà
òàêàÿ òî÷êà âñå æå èçâåñòíà, òåñò ×îó èìååò áîëüøóþ ìîùíîñòü.

Ðàññìîòðèì ñíîâà êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè:

Y X X Xi i i k i
k

i� � � � �1 1 1 ,1
1

2
2( ) ( ) ( ). . . i = 1, 2, . . ., T. (2.7)

2.2.1. Ýìïèðè÷åñêèé òåñò íà ñòàáèëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè

Ìû áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíèâàòü êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè ìîäåëè (2.7) íà âðåìåí-
íîì èíòåðâàëå îò 1 äî r, äëÿ êàæäîãî r, k r T? ? , ïîñðåäñòâîì ÌÍÊ:

A Bb Yr r� � ��
M M Mr r r

1
, (2.8)

ãäå Mr — (r � k)-ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç çíà÷åíèé ðåãðåññîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðâûì
r íàáëþäåíèÿì:

M

X X X

X X X

r

k

k

�

1
1

1
2

1

2
1

2
2

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

. ..

...

.......................

.......................

...( ) ( )X X Xr r r
1 2 ( )k

�

�

 
 
 
 
 
 

!

"

#
#
#
#
#
#

(2.9)

è âåêòîð � �Yr ( , , . . . , )Y Y Yr1 2 .

Ìû íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð � �br ( , , . . . , ), , ,b b br r k r1 2 ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé íåíàáëþ-
äàåìîãî âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè � �� ( , , . . . , )1 1 11 2 k . Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòàáèëüíî-
ñòè âî âðåìåíè ìîäåëè (2.7) ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà �br äîëæíû ñîâåðøàòü (âîçìîæ-
íî, íåïåðèîäè÷åñêèå è ñ ðàçëè÷íîé àìïëèòóäîé) êîëåáàíèÿ âîêðóã íåêîòîðûõ ðàâíîâåñíûõ
çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòàì âåêòîðà �� . Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå õîòÿ áû îä-
íîé èç êîîðäèíàò, ââåðõ èëè âíèç, áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î òîì, ÷òî ëèáî ìîäåëü íåâåðíî
ñïåöèôèöèðîâàíà, ëèáî íàðóøåíî ïðåäïîëîæåíèå î ñòàáèëüíîñòè ïàðàìåòðîâ. Âèçóàëüíîå
èññëåäîâàíèå ãðàôèêîâ êîîðäèíàò �br âî âðåìåíè (t = k, …, T ) ìîæåò îêàçàòüñÿ òàêæå ïîëåç-
íûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ñòðóêòóðíîãî èçìåíåíèÿ ìîäåëè, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ.

2.2.2. Ðåêóðñèâíûé òåñò îñòàòêîâ óðàâíåíèé ðåãðåññèè

Çíàíèå âåêòîðà � �br ( , , . . . , ), , ,b b br r k r1 2 â ôîðìóëå (2.8), äàåò íàì âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü
äëÿ êàæäîãî r = k, …, T – 1 êàê ñëåäóþùåå ïðîãíîçíîå çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé:

�Yr� �� �1 X br r1 , (2.10)

ãäå Xr+1 — âåêòîð çíà÷åíèé ðåãðåññîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ r+1 íàáëþäåíèþ, òàê è ñîîòâåòñò-
âóþùèé îñòàòîê:

� �e Y Yr r r� � �� �1 1 1. (2.11)
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Äèñïåðñèÿ ïðîãíîçíîãî çíà÷åíèÿ �e r �1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Var( � ) ( [ , ]e M Mr r r� �
�

�� � � �1
2 11� X Xr r1 1 . (2.12)

Òåñò îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå ïðîãíîçíûõ îñòàòêîâ.

Ïðîãíîçíûå îñòàòêè � , � , ...e ek k� �1 2 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âàæíîãî ôàêòà. Ïîñêîëüêó

Yr r r� � �� � �1 1 1X � , , (2.13)

ãäå � — k-ìåðíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (2.7), òî èç (2.10) è (2.11) ñëåäóåò, ÷òî

� ( )e r r r� � �� � � �1 1 1, X br � . (2.14)

Ôîðìóëà äëÿ br �� ñëåäóåò èç ôîðìóëû (2.8) è ðàâåíñòâà Yr r rM� �� � :

br � � � ��� �[ , ]M M Mr r r r
1 , (2.15)

ãäå� r r� ( , , . . . , ), , ,1 2 — âåêòîð îøèáîê ìîäåëè (2.7), ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâûì r íàáëþäåíèÿì.
Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ ïðîãíîçíîãî îñòàòêà �e r �1, èç (2.14) è (2.15) ïîëó÷àåì:

� [ , ]e M M Mr r r r r r� � �
�� � � � �1 1

1, Xr 1 � . (2.16)

Èç ôîðìóëû (2.16) ñëåäóåò, ÷òî ïðîãíîçíûé îñòàòîê ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé. Ïîýòîìó äëÿ èõ âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îíè íå êîððå-
ëèðîâàííû, ò. å. E e eu v( � � ) � 0, u v@ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u v� . Åñëè ìû çàïèøåì âåêòîðû � � �Mu u1 1�

è � � �Mv 1� v 1 êàê X i, i

i

u

�

�

�
1

1

è X i, i

i

v

�

�

�
1

1

ñîîòâåòñòâåííî, òî èç òîãî ôàêòà, ÷òî îøèáêè ìîäåëè (2.7) âçà-

èìíî íåçàâèñèìû è èìåþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, ðàâíûå íóëþ, èìååì:

E e e E M Mu v u u u i

i

u

v( � � ) [ ]� � � �
�

�
 

!

"
# �� �

�

�

�

�, , ,X Xu i1 1
1

1

1

� �
�

�
 

!

"
#

$
%
&

'
(
)
�� �

�

�

�

�X Xv i
[ ]M Mv v i

i

v

1 1
1

1

1

,

� � � � � � �� �
�

� �
�

�

�

� ,2
1 1

1
1 1

1

1

1

X X X Xv u u i
[ ] [ ]M M E M Mv v u u i

i

u

� �� �
�

�
 

!

"
# �� �

�

�

�

X Xv i
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Ïåðåä ïðîâåäåíèåì òåñòà ïðîãíîçíûå îñòàòêè � , � , . . . , �e e ek k T� �1 2 äåëÿòñÿ íà êâàäðàòíûå êîðíè
èç ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé äèñïåðñèé èç (2.12). Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû wk �1 ,
w wk T� 2 , . . . , . Òàêèì îáðàçîì,

w Ni ~ ( , )0 2� , i = k + 1, …, T. (2.17)
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Òàê êàê äèñïåðñèÿ �2 — íåíàáëþäàåìàÿ, çàìåíèì åå íà âûáîðî÷íóþ:

s
w w w w w w

T k

k k T2 1
2

2
2 2

1
�

� � � � � �

� �
� �( ) ( ) ( )

( )

�
, (2.18)

ãäå w — àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå ÷èñåë w w wk k T� �1 2, , . . . , .

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê ñàìîìó òåñòó5. Ñòðîèòñÿ ïîëîñà A = ±1,96s (èëè ±1,96, åñëè âåëè-
÷èíûw w wk k T� �1 2, , . . . , áûëè ïðåäâàðèòåëüíî íîðìèðîâàíû äåëåíèåì íà s). Òàê êàê ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû w w wk k T� �1 2, , . . . , âçàèìíî íåçàâèñèìû, òî ïîïàäàíèå wi â ïîëîñó A ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé èñïûòàíèå ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 0,95. Âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøåå öåëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî G, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

Prob (áîëåå ÷åì G èñïûòàíèé èç (T – k) íå ïîïàäåò â A) < �,

ãäå � çàäàííûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå G çàâèñèò îò T – k. Åñëè îêàæåò-
ñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî wi, íå ïîïàâøèõ â ïîëîñó A, áîëüøå, ÷åì G, òî ãèïîòåçà H0 î òîì, ÷òî ïðî-
öåññ ñëåäóåò êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè îòâåðãàåòñÿ.

2.3. CUSUM�тесты

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîùíîñòü ïðåäûäóùåãî ðåêóðñèâíîãî òåñòà îñòàòêîâ óðàâíåíèé
ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëàáîé, òàê êàê çäåñü ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî àáñîëþòíûå çíà÷å-
íèÿ ïðîãíîçíûõ îñòàòêîâ. Âûõîä çà ïðåäåëû ïîëîñû A ñâèäåòåëüñòâóåò ñêîðåå î ãåòåðîñêå-
äàñòè÷íîñòè ïðîöåññà, ÷åì îá îòñóòñòâèè ñòàáèëüíîñòè âî âðåìåíè. Ñëåäóþùèå äâà òåñòà,
ðàçðàáîòàííûå Áðàóíîì, Äàðáèíîì è Ýâàíñîì [Brown et al. (1975)] ñâîáîäíû îò äàííîãî íå-
äîñòàòêà.

CUSUM (cumulative sums)-òåñò. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì W W Wk k T� �1 2, , . . . , ,

W wr i

i k

r

� �

� �
��� 1

1

, r = k + 1, …, T, (2.19)6

ãäå �� 2 2

1

1
�

� �
�

T k
e i

i

T

— ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ ðåãðåññèè ìîäåëè (2.7), ïîëó÷åííûõ ÌÍÊ,

íà âñåì ïðîìåæóòêå îò 1 äî T. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �� �� .
Çàìåòèì, ÷òî

E(Wr) = 0, Var(Wr) = r – k. (2.20)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû W Wk k� �1 2, , . . . àïïðîêñèìèðóþòñÿ Âèíåðîâñêèì
ïðîöåññîì7. Äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè � ñòðîèòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè ÷åðåç
òî÷êè (k; a(T – k)1/2) è (T; 3a(T – k)1/2) è ñèììåòðè÷íàÿ åé, îòíîñèòåëüíî îñè OX (çíà÷åíèÿ äëÿ r),
ëèíèÿ ÷åðåç òî÷êè (k; –a(T – k)1/2) è (T; –3a(T – k)1/2). Ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ ïðè óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè �, åñëè õîòÿ áû îäíî èç çíà÷åíèéW W Wk k T� �1 2, , . . . , âûéäåò çà ïðåäåëû îáëàñòè, îãðàíè-
÷åííîé äâóìÿ ïðÿìûìè. Çíà÷åíèå a çàâèñèò îò �. Òàê a = 0,948 ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ çíà÷è-
ìîñòè � = 5%, è a = 1,143 ñîîòâåòñòâóåò � = 1%.
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5 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî s � �.
6 Â êà÷åñòâå �� ìîæíî áûëî òàêæå âçÿòü s â ôîðìóëå (2.18).
7 Äåòàëè â ðàáîòå [Brown et al. (1975)].



Êðîìå ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0, CUSUM-òåñò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáùåé îöåíêè ïîâå-
äåíèÿ ïðîöåññà ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî ñòàáèëüíîñòè. Çäåñü âàæíåå èçìåíåíèå â öåëîì çíà÷å-
íèé W W Wk k T� �1 2, , . . . , , ÷åì ïðîñòî âûõîä çà ïðåäåëû ïîëîñû â íåñêîëüêèõ èçîëèðîâàííûõ
òî÷êàõ.

CUSUM-of-squares-òåñò îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè ñóìì êâàäðàòîâ ÷èñåë w wk k� �1
2

2
2, , . . .

Ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû H0, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Áåòà-ñòàòèñòèêè:

B w wr i

i k

r

i

i k

T

�
� � � �
� �2

1

2

1

, r = k + 1, …, T (2.21)

ðàâíî (r – k)/(T – k) [Óèëêñ (1967)]. Òàêèì îáðàçîì, E(Br) ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïëîñêîñòè âäîëü ïðÿ-
ìîé L, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (k; 0) è (T; 1). Ïðè òåñòèðîâàíèè, äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè
�, ñòðîèòñÿ ïîëîñà âîêðóã L øèðèíîé 2c. Çíà÷åíèå c çàâèñèò îò � è íàõîäèòñÿ èç òàáëèöû
[Johnston, DiNardo (1997)]. Ôàêò âûõîäà çíà÷åíèé B Bk T�1 , . . . , çà ïðåäåëû ïîëîñû ñâèäåòåëüñò-
âóåò îá îòõîäå îò ñòàáèëüíîñòè.

Îáà CUSUM-òåñòà ïðèçâàíû äîïîëíÿòü äðóã äðóãà. Àâòîðû [Brown et al. (1975)] ñîâåòóþò
ïðèìåíÿòü CUSUM-of-squares-òåñò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïåðâûé CUSUM-òåñò íå óêàçûâàåò íà
ñèñòåìàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ïðîöåññà îò ñòàáèëüíîñòè. Êàê è ðåêóðñèâíûå, CUSUM-òåñòû
íå ïðåäïîëàãàþò ïðåäâàðèòåëüíîãî çàäàâàíèÿ òî÷êè ñòðóêòóðíîãî èçìåíåíèÿ.

2.4. Тесты Хансена

Õàíñåí [Hansen (1992)] ïðåäëîæèë ñëåäóþùèå äâà òåñòà äëÿ ïðîâåðêè êîýôôèöèåíòîâ
ìîäåëè (2.7) íà ñòàáèëüíîñòü. Â îòëè÷èå îò òåñòîâ, îïèñàííûõ â ðàçäåëàõ 2. 3 è 2. 4, îíè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåêóðñèâíûìè è îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè Y íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå.
Â îñíîâå îáîèõ òåñòîâ ëåæàò ðàâåíñòâà, âûðàæàþùèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè îñòàòêîâ
ê çíà÷åíèÿì ðåãðåññîðîâ:

X ei
j

i

i

T
( )

�
� �

1

0 j = 1, 2, …, k. (2.22)

Ïðè íàëè÷èè ñòàáèëüíîñòè, ÷àñòè÷íûå ñóììû:

S X ej r i
j

i

r

i,
( ) ,�

�
�

1

j = 1, 2, …, k; 1? ?r T (2.23)

áóäóò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ îêîëî 0.

Ïåðâûé òåñò Õàíñåíà ïðîâåðÿåò íà ñòàáèëüíîñòü îòäåëüíî âçÿòûé êîýôôèöèåíò �j,
1? ?j k . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó:

L
nV

Sj

j

j r

r

T

�
�
�

1 2

1

, , (2.24)

ãäå V X ej i

j

i

T

i�
�
� ( )( )

1

2 .

Ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ, åñëè Lj ïðåâîñõîäèò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè �.
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Âòîðîé òåñò Õàíñåíà. Òîò ôàêò, ÷òî íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ L L Lk1 2 1, , . . . , � ïðåâûñÿò êðèòè÷å-
ñêèå çíà÷åíèÿ åùå íå îçíà÷àåò íåñòàáèëüíîñòè ïðîöåññà, îöåíåííîãî ïðè äàííîì óðîâíå
çíà÷èìîñòè �. Ñëåäóþùèé òåñò êàê ðàç ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòíîé ñòàáèëü-
íîñòè êîýôôèöèåíòîâ� � �1 2, , . . . , k . Äëÿ ýòîãî Õàíñåí ââîäèò äîïîëíèòåëüíî ÷àñòè÷íûå ñóììû
âèäà:

S ek r i

i

r

�
�

� 	
1
2

1

2
, ( � )� , r = 1, 2, …, T, (2.25)

ãäå �� 2 2

1

1
�

�



T
e i

i

T

. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Sk+1, T = 0.

Ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ, åñëè ñòàòèñòèêà LÑ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ïðåâîñõîäÿùèå êðèòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðîâíþ çíà÷èìîñòè �.

L
T

S V SC r r

r

T

� � 	

�



1 1

1

, (2.26)

ãäå (k+1)-âåêòîð S r � �( , . . . , ), ,S Sr k r1 1 , è ìàòðèöà V ðàçìåðà (k+1)�(k+1) îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîð-
ìóëû:

V X e X e X e e
i

T

i i i i i
k

i i� � � 	
�


 f f f
i i i

1

1 2 2, ( , ,..., , �
( ) ( ) ( ) � 2 �) , i = 1, 2, …, T. (2.27)

Ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê (2.24) è (2.26) çàâèñÿò îò ìàòðèöû MT, ò. å. îò çíà÷åíèé âñåõ ðåã-
ðåññîðîâ íà ïðîìåæóòêå îò 1 äî T. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé (ïðè äàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè �) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Õàíñåí îïðåäåëèë ðÿä êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé [Johnston, Dinardo (1997)] äëÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ðàñïðåäåëåíèé Lj è LÑ ïðè � = 10%, 5% è 1%9.

Список литературы

Àéâàçÿí Ñ. À. Îñíîâû ýêîíîìåòðèêè. Èçä. 2. Ò. 2. Ì.: Þíèòè, 2001.

Óèëêñ Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Ì.: Íàóêà, 1967.

Brown B., J. Durbin, J. Evans. Techniques for testing the constancy of regression relationships over time //

Journal of the Royal Statistical Society.1975. ¹ 37. Series B.

Chow G. Tests of equality between sets of coefficients in two linear regressions // Econometrica. 1960.

¹ 28.

Davidson R., MacKinnon J. Econometric theory and methods. New York: Oxford University Press, 2004.

Hansen Bruce E. Testing for parameter instability in linear models // Journal of policy modeling. 1992. ¹ 14.

Johnston J., DiNardo J. Econometric Methods. 4th ed. New York: McGraw-Hill, 1997.

Maddala G. S. Introduction to Econometrics. 3d ed. New York: John Wiley & Sons, 2001.

Ramsey J. Tests for specification errors in classical linear least-squares regression analysis//Journal of the

Royal Statistical Society.1969. ¹ 31.Series B.

� Консультации
135

Л
.Н

.С
л

уц
ки

н

9 Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ìîäåëè — ñëàáî ñòàöèî-

íàðíû.




