
Αρε Τηερε Χοµµον ςαλυεσ ιν ΒΧ Τιµβερ Σαλεσ? Α Ταιλ−Ινδεξ

Νονπαραµετριχ Τεστ�

ϑονατηαν Β. Ηιλλ

∆επτ. οφ Εχονοµιχσ

Υνιϖερσιτψ οφ Νορτη Χαρολινα −Χηαπελ Ηιλλ

Αρτψοµ Σηνεψεροϖ

ΧΙΡΕΘ, ΧΙΡΑΝΟ ανδ Χονχορδια Υνιϖερσιτψ, Μοντρ�εαλ

ϑυνε 20, 2009

Αβστραχτ

Ωε δεϖελοπ α νεω νονπαραµετριχ τεστ οφ χοµµον ϖαλυεσ ιν �ρστ−πριχε αυχτιονσ ανδ
αππλψ ιτ το Βριτιση Χολυµβια (ΒΧ) Τιµβερ Σαλεσ. Τηε τεστ ισ βασεδ ον τηε βεηαϖιορ
οφ τηε Χ∆Φ οφ βιδσ νεαρ τηε ρεσερϖε πριχε. Ωε σηοω τηατ τηε χυρϖατυρε οφ τηε Χ∆Φ ισ
δραστιχαλλψ δι�ερεντ υνδερ πριϖατε ϖαλυεσ (Πς) ανδ χοµµον ϖαλυεσ (Χς). Ωε τηεν σηοω
τηατ τηε προβλεµ οφ δισχριµινατινγ βετωεεν Πς ανδ Χς ισ εθυιϖαλεντ το εστιµατινγ τηε
λοωερ ταιλ ινδεξ οφ τηε βιδ διστριβυτιον. Ουρ αππροαχη αλλοωσ φορ υνοβσερϖεδ αυχτιον
ηετερογενειτψ οφ αν αρβιτραρψ φορµ, ανδ ιν παρτιχυλαρ δοεσν∋τ ρεθυιρε τηε νυµβερ οφ
ποτεντιαλ βιδδερσ το βε οβσερϖαβλε. ∆ραωινγ ον τηε εξιστινγ ανδ ρεχεντ λιτερατυρε ον ταιλ
ινδεξ εστιµατιον, ωε χηαραχτεριζε τηε Β. Ηιλλ (1975) ταιλ ινδεξ εστιµατορ φορ πανελσ ωιτη
στοχηαστιχ διµενσιον ανδ α νεω σεµι−παραµετριχ εστιµατορ οφ τηε ασψµπτοτιχ ϖαριανχε
φορ ροβυστ ινφερενχε. Φορ ΒΧ Τιµβερ Σαλεσ, ωε �νδ οϖερωηελµινγ συππορτ φορ Χς.

Κεψωορδσ: �ρστ−πριχε αυχτιονσ, χοµµον ϖαλυεσ, πριϖατε ϖαλυεσ, ταιλ ινδεξ, τιµβερ
αυχτιονσ

1 Ιντροδυχτιον

Τηε προϖινχε οφ Βριτιση Χολυµβια (ΒΧ) ιν Χαναδα ισ ιν λεγαλ ποσσεσσιον οφ α µασσιϖε φορεστεδ
αρεα, ανδ τηε σαλε οφ τιµβερ ισ ονε οφ ιτσ µαϕορ σουρχεσ οφ ρεϖενυε. Ιν 2003, παρτλψ ιν ρεσπονσε
το πρεσσυρε φροµ τηε ΥΣ το χρεατε α µορε χοµπετιτιϖε µαρκετ φορ τιµβερ ιν Χαναδα ορ φαχε α
ηιγη ιµπορτ δυτψ, ΒΧ ινιτιατεδ α µαϕορ ρεφορµ οφ ιτσ τιµβερ ινδυστρψ. Ιν παρτιχυλαρ, τηε ΥΣ
προποσαλ ηαδ χαλλεδ φορ τηε εσταβλισηµεντ οφ αν αυχτιον µεχηανισµ ασ τηε µαιν ινστρυµεντ
οφ τιµβερ πριχινγ.1

�Ωε τηανκ ϖαριουσ σεµιναρ αυδιενχεσ φορ τηειρ χοµµεντσ. Τηε σεχονδ αυτηορ τηανκσ ςαδιµ Μαρµερ φορ
ηελπφυλ δισχυσσιονσ ατ τηε εαρλψ σταγεσ οφ τηισ προϕεχτ.

1Τηε προποσαλ δραφτ ισ αϖαιλαβλε ατ ηττπ://ωωω.φορ.γοϖ.βχ.χα/ηετ/σοφτωοοδ/σοφτωοοδ_λυµβερ_

φραµεωορκ.πδφ, αχχεσσεδ ον 28 Απριλ, 2009.
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Πριορ το 2003, τηε Μινιστρψ οφ Φορεστσ2 σολδ σοµε τιµβερ ριγητσ τηρουγη αυχτιονσ υνδερ
τηε Σµαλλ Βυσινεσσ Φορεστ Εντερπρισε Προγραµ (ΣΒΦΕΠ) �ρστ στυδιεδ ιν Πααρσχη (1997).
Ιν 2003, τηισ προγραµ ωασ τρανσφορµεδ ιντο ΒΧ Τιµβερ Σαλεσ (ΒΧΤΣ), αν ινδεπενδεντ
οργανιζατιον τηατ αιµσ το γενερατε τηε βεστ ποσσιβλε �νανχιαλ ρετυρν φροµ πυβλιχλψ−οωνεδ
τιµβερ, προϖιδε τιµβερ ηαρϖεστινγ οππορτυνιτιεσ, ανδ σετ α χρεδιβλε ρεφερενχε ποιντ φορ τηε
πριχε οφ ηαρϖεστεδ τιµβερ. Αν αδδιτιοναλ 10 περχεντ οφ τηε αννυαλ χυτ ωασ βεινγ γραδυαλλψ
τρανσφερρεδ φροµ λονγ−τερµ λεασε ηολδερσ, λαργε φορεστρψ �ρµσ τηατ στιλλ ηαρϖεστ αβουτ 67
περχεντ οφ τηε χυτ, το βε αυχτιονεδ τηρουγη ΒΧΤΣ (Νιθυιδετ (2008)). Τηε αυχτιον πριχεσ
νοω σερϖε ασ τηε βασισ φορ α µαρκετ πριχινγ σψστεµ (ΜΠΣ) τηατ δετερµινεσ στυµπαγε ρατεσ
φορ λονγ−τερµ λεασε ηολδερσ.

Τηε ΒΧΤΣ αυχτιονσ αρε σεαλεδ−βιδ, �ρστ−πριχε. Βυτ α ϖερψ ιµπορταντ πραχτιχαλ θυεστιον
ισ ωηετηερ τηισ ισ τηε βεστ αυχτιον φορµατ το υσε. Μιλγροµ ανδ Ωεβερ (1982) ηαϖε σηοων
τηατ ωιτη χοµµον ϖαλυεσ, αν οπεν αυχτιον ισ ρεϖενυε συπεριορ το τηε �ρστ−πριχε, σεαλεδ−βιδ
αυχτιον.3 Οτηερ πολιχψ ρεχοµµενδατιονσ, ε.γ. ηοω τηε ρεσερϖε πριχεσ σηουλδ βε σετ, ηοω
µανψ βιδδερσ το ινϖιτε, ωηατ εντρψ φεε το ιµποσε ετχ. δι�ερ δεπενδινγ ον ωηετηερ τηε ϖαλυεσ
αρε πριϖατε ορ χοµµον. Ιν αδδιτιον, ασ Λα�οντ ανδ ςυονγ (1996) ηαϖε σηοων, µοδελσ ωιτη
χοµµον ϖαλυεσ αρε οφτεν νονπαραµετριχαλλψ νον−ιδεντι�εδ , ωηιλε πριϖατε ϖαλυε µοδελσ αρε
οφτεν ιδεντι�εδ.

Τιµβερ αυχτιονσ ηαϖε αττραχτεδ σιγνι�χαντ αµουντ οφ αττεντιον ιν τηε εχονοµιχσ λιτερ−
ατυρε, µοστ οφ ωηιχη φοχυσσεσ ον τηε ΥΣ. Βυτ τηε θυεστιον οφ ωηιχη µοδελ, πριϖατε ϖαλυεσ
(Πς) ορ χοµµον ϖαλυεσ (Χς), ισ µορε αππροπριατε, ηασν∋τ βεεν φυλλψ ρεσολϖεδ.4 Βαλδωιν
(1995) ανδ Ατηεψ ανδ Λεϖιν (2001) αργυε φορ τηε πρεσενχε οφ χοµµον ϖαλυεσ, ωηιλε Βαλδ−
ωιν, Μαρσηαλλ, ανδ Ριχηαρδ (1997), Ηαιλε (2001), ανδ Ηαιλε ανδ Ταµερ (2003) αδοπτεδ α
Πς παραδιγµ.

Ιν ΒΧΤΣ, α χονχυρρεντ εϖεντ, τηε Μουνταιν Πινε Βεετλε επιδεµιχ, µαψ ηαϖε γρεατλψ
ινχρεασεδ υνχερταιντψ αβουτ τηε θυαλιτψ οφ τηε τιµβερ, σο χοµµον ϖαλυεσ µιγητ ηαϖε βεεν
πρεσεντ ατ λεαστ το σοµε εξτεντ οϖερ τηε περιοδ οφ ουρ στυδψ. Ωε δεϖελοπ α ∀ρεδυχεδ−
φορµ∀ νονπαραµετριχ τεστ οφ χοµµον ϖερσυσ πριϖατε ϖαλυεσ τηατ υτιλιζεσ τηε µαιν φεατυρε οφ
ΒΧΤΣ: βινδινγ ρεσερϖε πριχεσ. Ιν ΒΧΤΣ, βιδδερσ συβµιτ βονυσ βιδσ, εθυαλ το τηε αµουντσ
οϖερ ανδ αβοϖε τηε ρεσερϖε πριχε. Τηε ηιγηεστ βιδδερ παψσ τηε βονυσ βιδ πλυσ τηε ρεσερϖε
πριχε. Νο νεγατιϖε βονυσ βιδσ αρε αλλοωεδ, ωηιχη µακεσ τηε ρεσερϖε πριχε στριχτλψ βινδινγ.
Οτηερ ρελεϖαντ φεατυρεσ οφ ΒΧΤΣ, δισχυσσεδ ιν µορε λενγτη ιν τηε εµπιριχαλ σεχτιον οφ τηε
παπερ, ινχλυδε λικελψ βιδδερ σψµµετρψ: τηε βιδδερσ πριµαριλψ αρε σµαλλ λογγινγ �ρµσ, ανδ
χοµπετιτιον ισ ηιγηλψ λοχαλιζεδ.

Ουρ αππροαχη ισ στρυχτυραλ ιν τηε σενσε τηατ ιτ ισ βασεδ ον αυχτιον τηεορψ, βυτ ατ τηε σαµε
τιµε ισ ∀ρεδυχεδ−φορµ∀ ιν τηε σενσε τηατ ιτ τεστσ τηε πρεδιχτιον οφ τηε τηεορψ διρεχτλψ. Ωε
σηοω τηατ υνδερ Πς, τηερε µυστ βε εξχεσσιϖε χλυστερινγ οφ βιδσ αρουνδ τηε ρεσερϖε πριχε,
ρελατιϖε το τηε δεγρεε οφ χλυστερινγ υνδερ Χς. Α ϖερψ ρουγη ιντυιτιον φορ τηισ δι�ερενχε
ισ ασ φολλοωσ. Λετ ρ βε τηε ρεσερϖε πριχε. Συπποσε βιδδερσ ρεχειϖε σιγναλσ Σι τηατ αρε
υνβιασεδ εστιµατεσ οφ τηε ϖαλυε οφ τηε οβϕεχτ. Φιρστ, λετ∋σ λοοκ ατ ωηατ ηαππενσ ιν α σεχονδ−
πριχε αυχτιον. Υνδερ Πς, ιτ ισ ωελλ κνοων τηατ ονλψ τηε βιδδερσ ωιτη σιγναλσ Σι � ρ ωιλλ

2Νοω κνοων ασ τηε Μινιστρψ οφ Φορεστσ ανδ Ρανγε.
3Τηερε ισ αλσο εµπιριχαλ εϖιδενχε το τηε ιµπορτανχε οφ τηισ ε�εχτ, ε.γ. ιν Σηνεψεροϖ (2006).
4Ωηεν ωε σαψ Χς, ωε µεαν α γενεραλ µοδελ ωιτη ιντερδεπενδεντ ϖαλυεσ, νοτ νεχεσσαριλψ πυρε χοµµον

ϖαλυεσ.
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παρτιχιπατε, ανδ τηεψ ωιλλ βιδ τηειρ σιγναλσ, Βι = Σι. Υνδερ Χς, ασ Μιλγροµ ανδ Ωεβερ
(1982) ηαϖε σηοων, ονλψ βιδδερσ ωιτη σιγναλσ αβοϖε α χερταιν χυτο� σ�, ωηερε σ� > ρ, ωιλλ
παρτιχιπατε Τηε ρεασον ισ τηε ποτεντιαλ ωιννερ∋σ χυρσε. Τηε βιδδερσ ωιτη σιγναλσ ϕυστ αβοϖε
τηε ρεσερϖε χαν ονλψ ωιν ιφ τηειρ ριϖαλσ δο νοτ παρτιχιπατε, ωηιχη ισ βαδ νεωσ. Α µορε συβτλε
φαχτ ισ τηατ τηεσε µαργιναλ βιδδερσ ωιλλ βιδ στριχτλψ µορε τηαν τηειρ ϖαλυεσ χονδιτιοναλ ον
ωιννινγ. Ιν α σεχονδ−πριχε αυχτιον, τηε βιδ ονλψ α�εχτσ τηε ϖαλυε το τηε εξτεντ ιτ α�εχτσ
τηε πριχε. Τηε πριχε ηοωεϖερ ισ ονλψ α�εχτεδ ον τηε µαργιν, ωηεν τηε ριϖαλ ηιγηεστ βιδ Ψι
∀χροσσεσ∀ βιδ Βι. Βεχαυσε ηιγηερ Ψι ινδιχατεσ ηιγηερ εξ−ποστ οβϕεχτ ϖαλυε, τηισ εϖεντ οφ ∀βιδ
χροσσινγ∀, ορ ωιννινγ ον τηε µαργιν, ισ νοτ ασ βαδ νεωσ ασ σιµπλψ ωιννινγ τηε αυχτιον. Ιν
τηε λαττερ εϖεντ, τηε ηιγηεστ ριϖαλ βιδ Ψι � Βι, ωηιλε ιν τηε φορµερ, Ψι = Βι. Τηισ µεανσ
τηατ υνδερ Χς, τηερε ωιλλ βε α γαπ βετωεεν τηε ρεσερϖε πριχε ανδ τηε λοωεστ βιδ.5

Τηινγσ αρε α βιτ δι�ερεντ ιν α �ρστ−πριχε αυχτιον (ουρ χασε), ωηερε βιδδερσ σηαδε τηειρ
βιδσ ρελατιϖε το τηε ∀χουντερφαχτυαλ∀ βιδσ τηεψ ωουλδ συβµιτ ιν τηε σεχονδ−πριχε αυχτιον.
Υνδερ Πς, βιδδερσ ωιτη σιγναλσ σλιγητλψ αβοϖε τηε ρεσερϖε πριχε χαννοτ σηαδε τοο µυχη − τηε
ρεσερϖε πριχε ανχηορσ τηειρ βιδσ. Τηισ λεαδσ το εξχεσσιϖε βιδ χλυστερινγ αρουνδ τηε ρεσερϖε.
Υνδερ Χς, τηερε ισ µυχη λεσσ χλυστερινγ βεχαυσε τηε ∀χουντερφαχτυαλ∀ βιδσ οφ τηε µαργιναλ
βιδδερσ αρε ωελλ αβοϖε τηε ρεσερϖε πριχε.

Ουρ ιννοϖατιον ισ το υσε τηε ταιλ ινδεξ � οφ α διστριβυτιον οφ βιδσ ασ α µεασυρε οφ
χλυστερινγ αρουνδ τηε ρεσερϖε πριχε. Τηε ταιλ ινδεξ µεασυρεσ τηε χυρϖατυρε οφ τηε Χ∆Φ ιν
τηε ταιλ, ανδ ισ α ποπυλαρ αππροαχη το µοδελλινγ εξτρεµε θυαντιλεσ ιν εχονοµιχσ ανδ �νανχε
(σεε ε.γ. Χηερνοζηυκοϖ ανδ ∆υ (2007) φορ α φορµαλ δε�νιτιον οφ τηε ταιλ ινδεξ ανδ α ρεϖιεω
οφ αππλιχατιονσ). Το ουρ κνοωλεδγε, ουρ παπερ ισ τηε �ρστ το αππλψ ταιλ ινδεξ µετηοδολογψ
το α φυνδαµενταλ προβλεµ ιν ινδυστριαλ οργανιζατιον. Ωε σηοω τηατ � µυστ βε 1 υνδερ
Χς, ανδ 1=2 υνδερ Πς.6 Τηε τεστ ισ βασεδ ον νονπαραµετριχ ταιλ ινδεξ εστιµατιον ανδ
ινφερενχε (Ηιλλ (1975), Ησινγ (1993) ανδ µορε ρεχεντλψ Ηιλλ (2009β)). Α ϖερσιον οφ Ηιλλ∋σ
(1975) εστιµατορ ⊥� ισ υσεδ το εστιµατε τηε ταιλ ινδεξ ανδ περφορµ τεστσ. Τηε εστιµατορ ισ
ρεµαρκαβλψ εασψ το ιµπλεµεντ, ανδ τηε ασψµπτοτιχαλλψ µοστ ποωερφυλ ταιλ ινδεξ−βασεδ τεστ
οφ Χς ϖερσυσ Πς ισ σιµπλψ α ονε−σιδεδ τ−τεστ . Ουρ τεστινγ αππροαχη ωορκσ εϖεν ωηεν τηερε
ισ υνοβσερϖεδ αυχτιον ηετερογενειτψ, ανδ τηε νυµβερ οφ ποτεντιαλ βιδδερσ ισ υνοβσερϖαβλε,
σινχε τηε ταιλ ινδεξ ισ πρεσερϖεδ ωηεν τηε διστριβυτιον ισ αγγρεγατεδ αλονγ ανψ διµενσιον.7

Τηε αππροαχη ιν τηισ παπερ ισ ινσπιρεδ βψ Ηενδριχκσ, Πινκσε, ανδ Πορτερ (2003) (α
µορε δεταιλεδ δισχυσσιον αππεαρσ ιν Ηενδριχκσ ανδ Πορτερ (2007)) ωηο αλσο νοτεδ τηατ τηε
βεηαϖιορ οφ βιδσ αρουνδ τηε ρεσερϖε πριχε ισ δι�ερεντ υνδερ Πς ανδ Χς. Σπεχι�χαλλψ, τηε
λοωερ βουνδ οφ τηε συππορτ οφ πσευδο−ϖαλυεσ (σεε Γυερρε, Περριγνε, ανδ ςυονγ (2000), ΓΠς
ηερεαφτερ, φορ τηε δε�νιτιον, ανδ αλσο σεε Ατηεψ ανδ Ηαιλε (2002)) ισ εθυαλ το ρ υνδερ Πς
βυτ ισ στριχτλψ γρεατερ τηαν ρ υνδερ Χς. Ηενδριχκσ, Πινκσε, ανδ Πορτερ (2003) διδ νοτ
προποσε α στατιστιχαλ τεστ βασεδ ον τηισ ρεστριχτιον. Ουρ χοντριβυτιον ισ το προποσε συχη α
τεστ. Μορεοϖερ, ουρ τεστινγ αππροαχη δοεσ νοτ ρεθυιρε νονπαραµετριχ εστιµατιον οφ πσευδο−
ϖαλυατιονσ ανδ ρεσυλτσ ιν σιµπλε νυλλ ανδ αλτερνατιϖε ηψποτηεσεσ. Τηε ποωερ οφ τηε τεστ ισ
συχη τηατ ιτ αλλοωσ υσ το γιϖε α δε�νιτε ανσωερ φορ ΒΧΤΣ.

5Τηισ ισ αλσο οβσερϖεδ ιν Μιλγροµ ανδ Ωεβερ (1982) ιν φοοτνοτε 26 ον παγε 1111.
6Τηυσ τηε διστριβυτιον οφ βιδσ ηασ α Παρετιαν ταιλ υνδερ Πς (σεε Χηερνοζηυκοϖ ανδ ∆υ (2007) φορ α

δε�νιτιον). Τηισ εϖιδεντλψ µαρκσ α ραρε χασε οφ νατυραλλψ οχχυρρινγ Παρετιαν ταιλσ (χφ. ?).
7Κρασνοκυτσκαψα (2003) αργυεσ φορ τηε ιµπορτανχε οφ αχχουντινγ φορ τηε υνοβσερϖεδ ηετερογενειτψ ιν τηε

εστιµατιον οφ αυχτιον µαρκυπσ. Σεε αλσο τηε δισχυσσιον ιν Πααρσχη, Ηονγ, ανδ Ηαλεψ (2006).
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Αν εαρλψ αππροαχη το τεστινγ φορ χοµµον ϖαλυεσ ωασ το χηεχκ ιφ βιδσ ινχρεασεσ µονο−
τονιχαλλψ ωιτη τηε νυµβερ οφ ποτεντιαλ βιδδερσ; α νον−µονοτονιχ παττερν ωασ βελιεϖεδ το
προϖιδε εϖιδενχε φορ χοµµον ϖαλυεσ. Τηισ αππροαχη ωασ ινιτιατεδ βψ Γιλλεψ ανδ Καρελσ
(1981), ανδ αππλιεδ το σεχονδ−πριχε σεαλεδ−βιδ ανδ Ενγλιση αυχτιονσ βψ Πααρσχη (1991) ανδ
Βαϕαρι ανδ Ηορταχσυ (2004). Ηοωεϖερ, Πινκσε ανδ Ταν (2005) ηαϖε σηοων τηατ ιν �ρστ−πριχε
αυχτιονσ, τηισ παττερν χαν αλσο αρισε ιφ ϖαλυεσ αρε πριϖατε ανδ α�λιατεδ.

Τηε �ρστ παπερ τηατ αδοπτεδ α στρυχτυραλ αππροαχη το τηισ προβλεµ ισ Πααρσχη (1992),
ωηερε α παραµετριχ τεστινγ µετηοδ ισ δεϖελοπεδ ανδ αππλιεδ το τηε αυχτιονσ οφ τρεε πλαντινγ
χοντραχτσ ιν ΒΧ. Τηε ρεχεντ λιτερατυρε ηασ φοχυσσεδ ον νονπαραµετριχ αππροαχηεσ. Ηαιλε,
Ηονγ, ανδ Σηυµ (2003) προποσε α νονπαραµετριχ τεστ οφ Πς ϖερσυσ Χς. Τηειρ αππροαχη ισ
εντιρελψ δι�ερεντ φροµ ουρσ ανδ ισ βασεδ ον τηε ϖαριατιον ιν τηε νυµβερ οφ βιδδερσ αχροσσ
αυχτιονσ. Τηεψ ιµπλεµεντ τηειρ τεστ ον α σαµπλε οφ ΥΣ Φορεστ Σερϖιχε (ΥΣΦΣ) τιµβερ
αυχτιονσ ανδ οβταιν µιξεδ ρεσυλτσ. Ηαιλε, Ηονγ ανδ Σηυµ∋σ αππροαχη δοεσ νοτ ρεθυιρε α
βινδινγ ρεσερϖε πριχε, βυτ ρεθυιρεσ τηε νυµβερ οφ ποτεντιαλ βιδδερσ το βε οβσερϖαβλε.8 Τηισ
ισ νοτ τηε χασε ιν ουρ αππλιχατιον, πρεχισελψ βεχαυσε τηε ρεσερϖε πριχε ισ βινδινγ.

Ρεχεντλψ, Ηορταχσυ ανδ Καστλ (2008) προποσεδ α τεστ οφ χοµµον ϖαλυεσ ωηεν σοµε βιδ−
δερσ ηαϖε ινφορµατιον αβουτ ριϖαλσ∋ βιδσ, ανδ αππλιεδ ιτ το Χαναδιαν Τρεασυρψ Βιλλ αυχτιονσ.9

Τηειρ αππροαχη ισ ταιλορεδ το τηε ενϖιρονµεντ οφ Χαναδιαν Τρεασυρψ Βιλλ αυχτιονσ ανδ ισ
αλσο εντιρελψ δι�ερεντ φροµ ουρσ.

Ασ ωελλ ασ αππλψινγ τηε ταιλ ινδεξ µετηοδολογψ το αν ιµπορταντ προβλεµ ιν εµπιριχαλ
αυχτιονσ, ουρ παπερ αλσο µακεσ α νυµβερ οφ εχονοµετριχ χοντριβυτιονσ, βψ εξτενδινγ τηε
Ηιλλ (1975) ταιλ ινδεξ εστιµατορ το ιµβαλανχεδ πανελσ ωηερε βιδσ αρε νονλινεαρλψ δεπενδεντ
ωιτηιν αυχτιονσ οφ ρανδοµ σιζε. Τηυσ, τηε σαµπλε σιζε ισ ιτσελφ α ρανδοµ ϖαριαβλε χορρελατεδ
ωιτη τηε βιδσ ιν αν υνκνοων ωαψ. Τηε λιτερατυρε ισ σιλεντ χονχερνινγ εξτρεµαλ στατιστιχσ
ωιτη στοχηαστιχ σαµπλε σιζε, ανδ τηερε αρε ονλψ α φεω αππλιχατιονσ οφ ταιλ ινδεξ εστιµατιον
φορ πανελ δατα (ε.γ. Μικοσχη ανδ Χ. δε ςρεισ (2006); ϑονγεν, ςερσχηοορ, Ωολ�, ανδ Ζωινκελσ
(2006)). Βψ εξπλοιτινγ τηεορψ δεϖελοπεδ ιν Ησινγ (1991), Ηιλλ (2009α), ανδ Ηιλλ (2009β), τηε
χελεβρατεδ Ηιλλ−εστιµατορ ισ σηοων το βε ασψµπτοτιχαλλψ νορµαλ ωηερε τηε στοχηαστιχ νατυρε
οφ βιδ χουντσ ισ ιρρελεϖαντ.

Φιναλλψ, α τεστ οφ Πς αγαινστ Χς ρεθυιρεσ ροβυστ εστιµατορσ οφ τηε ασψµπτοτιχ ϖαριανχε
οφ τηε ταιλ ινδεξ εστιµατορ. Ωε προποσε α νεω χονσιστεντ σεµι−παραµετριχ εστιµατορ οφ
τηε ασψµπτοτιχ ϖαριανχε δεσιγνεδ φορ αυχτιον δατα, ανδ χοµπαρε ιτ το Ηιλλ (2009β)∋σ νον−
παραµετριχ εστιµατορ. Ιν Μοντε−Χαρλο σιµυλατιονσ, τηε νονπαραµετριχ ϖαριανχε εστιµατορ
στρονγλψ δοµινατεσ τηε σεµι−παραµετριχ εστιµατορ υνδερ α νυλλ οφ Πς, ανδ βοτη λεαδ το
σηαρπ ινφερενχε υνδερ τηε αλτερνατιϖε οφ Χς.

Ωε ιµπλεµεντ ουρ τεστ ον α ΒΧΤΣ δατασετ τηατ χονταινσ αλλ αυχτιονσ χονδυχτεδ φροµ
ϑανυαρψ 14, 2004 το ∆εχεµβερ 14, 2006. Τηισ περιοδ χορρεσπονδσ το αν ουτβρεακ οφ τηε
Μουνταιν Πινε Βεετλε, α φαχτορ τηατ α�εχτεδ τηε θυαλιτψ οφ τιµβερ ιν τηε προϖινχε. Τηισ
επιδεµιχσ ωασ υνεξπεχτεδ, ανδ λογγινγ �ρµσ ιν ΒΧΤΣ λικελψ φαχεδ ελεϖατεδ υνχερταιντψ
αβουτ τηε θυαλιτψ οφ τηε τιµβερ οϖερ τηε περιοδ χοϖερεδ ιν ουρ δατασετ. Χοµµον ϖαλυε
φαχτορσ µαψ ηαϖε πλαψεδ αν ινχρεασινγλψ ιµπορταντ ρολε οϖερ τηατ περιοδ. Ουρ τεστ στρονγλψ

8Ιν ΥΣΦΣ αυχτιονσ, τηε ρεσερϖε πριχε ισ τψπιχαλλψ νον−βινδινγ ανδ τηε νυµβερ οφ ποτεντιαλ βιδδερσ ισ
οβσερϖαβλε. Σεε Βαλδωιν, Μαρσηαλλ, ανδ Ριχηαρδ (1997), Ηαιλε (2001) ανδ Ηαιλε ανδ Ταµερ (2003).

9Ιν Χαναδιαν Τρεασυρψ βιλλ αυχτιονσ, βιδδερσ νατυραλλψ φαλλ ιντο τωο γρουπσ − δεαλερσ ανδ χυστοµερσ, ανδ
τηε φορµερ ηαϖε αν ινφορµατιοναλ αδϖανταγε οϖερ τηε λαττερ.
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ρεϕεχτσ πριϖατε ϖαλυεσ ιν φαϖορ οφ α µοδελ ωιτη α χοµµον ϖαλυε χοµπονεντ.

2 Τηε Μοδελ ανδ Τεσταβλε Ρεστριχτιονσ

Τηε µοδελ ισ α σλιγητ σπεχιαλιζατιον οφ τηε χανονιχαλ σψµµετριχ µοδελ οφ Μιλγροµ ανδ Ωεβερ
(1982). Τηερε αρε Ν � 2 ποτεντιαλ λογγερσ τηατ χονσιδερ βιδδινγ ιν α σεαλεδ−βιδ, �ρστ−πριχε
αυχτιον φορ α τραχτ οφ τιµβερ. Τηε τραχτ ισ ασσυµεδ το ηαϖε ϖαλυε Υι το λογγερ ι, ανδ τηισ ϖαλυε
µαψ νοτ βε φυλλψ κνοων ατ τηε τιµε οφ τηε αυχτιον. Πριορ το τηε αυχτιον, λογγερσ χρυισε τηε
τραχτ αρεα ανδ χολλεχτ ινφορµατιον αβουτ τηε τιµβερ, συχη ασ ιτσ θυαλιτψ, τηε χοµποσιτιον οφ
τηε σπεχιεσ, ετχ. Αλσο, τηεψ µαψ ηαϖε σοµε ινφορµατιον αβουτ τηε µαρκετ ϖαλυε οφ τηε λογσ,
ασ ωελλ ασ αβουτ τηειρ οων ηαρϖεστινγ χοστσ. Αλλ τηισ ινφορµατιον ισ συµµαριζεδ βψ α σχαλαρ
σιγναλ Σι. Λογγερσ µαψ ηαϖε χοµµον ασ ωελλ ασ πριϖατε χοµπονεντσ ιν τηειρ ϖαλυατιονσ.
Τηε χοµµον χοµπονεντ ισ ς . Τηε ϖαλυατιον οφ τηε βιδδερ ισ Υι = υ(ς; Σι), ωηερε υ ισ α
νοννεγατιϖε, χοντινυουσ ανδ νονδεχρεασινγ φυνχτιον.10 Ασ ιν Μιλγροµ ανδ Ωεβερ (1982),
ωε ασσυµε τηατ τηε ϖεχτορ (ς; Σ1; :::; ΣΝ ) ισ δραων φροµ σοµε ϕοιντ διστριβυτιον Φ ωιτη
δενσιτψ φ τηατ σατισ�εσ τηε α�λιατιον προπερτψ.11 Ωε ασσυµε τηατ τηε συππορτ οφ Φ ισ
[ϖ; �ϖ]� [σ; �σ]Ν , ωηερε ϖ < �ϖ, σ < �σ, τηατ Φ ηασ χοντινυουσ παρτιαλ δεριϖατιϖεσ οφ αλλ ορδερσ ον
τηε ιντεριορ οφ ιτσ συππορτ, ι.ε. Φ 2 Χ1([ϖ; �ϖ] � [σ; �σ]Ν ), ανδ τηατ τηε δενσιτψ φ ισ ποσιτιϖε
εϖερψωηερε ον τηε συππορτ. Τηε µοδελ ισ σψµµετριχ: τηε φυνχτιον υ ισ τηε σαµε φορ αλλ
βιδδερσ, ανδ τηε διστριβυτιον Φ ισ σψµµετριχ ιν βιδδερσ∋ σιγναλσ.

Ιφ υ (ς; Σι) δοεσ νοτ δεπενδ ον ς , ωε ηαϖε α Πς µοδελ (αν α�λιατεδ πριϖατε ϖαλυεσ
µοδελ, ορ ΑΠς, ιφ τηε σιγναλσ αρε στριχτλψ α�λιατεδ). Οτηερωισε ωε ηαϖε α Χς µοδελ. Λετ
Ψι = µαξϕ 6=ι Σϕ . Μιλγροµ ανδ Ωεβερ (1982) ηαϖε σηοων τηατ ιν α σψµµετριχ εθυιλιβριυµ,
τηε βιδδινγ στρατεγψ Β (σ) σατισ�εσ τηε δι�ερεντιαλ εθυατιον

(ϖ (σ)�Β (σ)) φΨ1ϕΣ1 (σϕσ)�Β0 (σ)ΦΨ1ϕΣ1 (σϕσ) = 0; (1)

ωηερε
ϖ (σ) � Ε φΥιϕΣι = σ; Ψι = σγ ;

τηε ϖαλυε οφ τηε οβϕεχτ χονδιτιοναλ ον ∀ϕυστ∀ ωιννινγ τηε αυχτιον ωιτη βιδ Β (σ). Ωε ασσυµε
τηατ ϖ (σ) ισ α δι�ερεντιαβλε φυνχτιον, ανδ τηατ ιτσ δεριϖατιϖε ισ ποσιτιϖε, ϖ0 (σ) > 0 φορ αλλ
σ 2 [σ; �σ].

Τηισ δι�ερεντιαλ εθυατιον ηασ α υνιθυε σολυτιον συβϕεχτ το τηε βουνδαρψ χονδιτιον
Β (σ�) = ρ. Ονλψ τηε βιδδερσ ωιτη σιγναλσ Σι � σ� χαν ωιν τηε αυχτιον, ανδ ωε ασσυµε
τηατ ονλψ τηεψ βιδ. Ιν γενεραλ τηε σχρεενινγ λεϖελ σ� 2 [σ; �σ], βυτ ωε ασσυµε τηατ τηε ρεσερϖε
πριχε ισ βινδινγ : σ� 2 (σ; �σ). Ιν α σψµµετριχ εθυιλιβριυµ, α βιδδερ ωιτη σιγναλ Σι = σ� χαν
ονλψ ωιν ιφ ηισ ποτεντιαλ ριϖαλσ αλλ δραω σιγναλσ βελοω τηε σχρεενινγ λεϖελ, Σϕ � σ�. Ηισ ϖαλυε
χονδιτιοναλ ον ωιννινγ ισ ω (σ�), ωηερε

ω (σ) � Ε φΥιϕΣι = σ; Ψι < σγ :
10Μιλγροµ ανδ Ωεβερ (1982) αλλοω µορε γενεραλλψ Υι = υ(ς; Σι; φΣϕγϕ 6=ι), ι.ε. αλλοω τηε ϖαλυατιον οφ α

γιϖεν βιδδερ το δεπενδ ον ριϖαλσ∀ σιγναλσ διρεχτλψ, νοτ ονλψ τηρουγη τηε χοµµον χοµπονεντ ς . Νοτηινγ
ωουλδ χηανγε ιφ ωε αδοπτεδ τηισ µορε γενεραλ σπεχι�χατιον. Ωε δεχιδεδ το στιχκ το α σιµπλερ σπεχι�χατιον
βεχαυσε ιτ ισ εασψ το ιντερπρετ εµπιριχαλλψ ιν ουρ αππλιχατιον.
11Ι.ε.,φ (µιν φξ; ψγ) φ (µαξ φξ; ψγ) � φ (ξ) φ (ψ) :Σεε Μιλγροµ ανδ Ωεβερ (1982).
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Βψ δε�νιτιον, τηισ βιδδερ ισ α µαργιναλ βιδδερ, ι.ε. ισ ινδι�ερεντ βετωεεν εντερινγ ορ νοτ, ανδ
µακεσ ζερο εξπεχτεδ προ�τ. Τηε µαργιναλ βιδδερ βιδσ ρ, ανδ τηε ζερο εξπεχτεδ προ�τ χον−
διτιον τογετηερ ωιτη τηε φαχτ τηατ τηε ρεσερϖε πριχε ισ βινδινγ ιµπλιεσ τηατ σ� ισ δετερµινεδ
ιµπλιχιτλψ φροµ τηε εθυατιον

ω (σ�) = ρ:

Ασ ωασ �ρστ νοτεδ ιν Ηενδριχκσ, Πινκσε ανδ Πορτερ (2003) ιν τηειρ στυδψ οφ ωιλδχατ σαλεσ
ιν Ουτερ Χοντινενταλ Σηελφ (ΟΧΣ) αυχτιονσ, τηερε ισ α δι�ερενχε ιν βιδδερσ∋ βεηαϖιορ αρουνδ
τηε ρεσερϖε πριχε υνδερ πριϖατε ανδ χοµµον ϖαλυεσ. Υνδερ Πς, τηερε ισ νο σχοπε φορ τηε
ωιννερ∋σ χυρσε, ανδ τηερεφορε

ρ = ω (σ�) = ϖ (σ�) ;

ωηιχη ιµπλιεσ Β0 (σ�) = 0. Υνδερ Χς, ον τηε οτηερ ηανδ,

ρ = ω (σ�) < ϖ (σ�) ;

ανδ τηε σλοπε ισ ποσιτιϖε, Β0 (σ�) > 0.
Τηε δι�ερενχε ιν τηε σλοπε Β0 (σ�) υνδερ Πς ανδ Χς λεαδσ το α δι�ερενχε ιν τηε χυρϖατυρε

οφ τηε διστριβυτιον οφ βιδσ αρουνδ β = ρ. Ουρ τεστινγ αππροαχη ισ βασεδ ον α µεασυρε οφ τηισ
χυρϖατυρε, φορµαλλψ χαπτυρεδ ιν τηε νοτιον οφ τηε ταιλ ινδεξ. Ιτ ισ χονϖενιεντ το νορµαλιζε
τηε βιδσ

Β� � Β

ρ
� 1:

Λετ Γ� (β) βε τηε εθυιλιβριυµ διστριβυτιον οφ τηε νορµαλιζεδ βιδσ,

Γ� (β) � ΠφΒ� (Σι) � βϕΣι � σ�γ:

Τηε λοωερ βουνδ οφ τηε συππορτ οφ Γ� ισ 0. Τηε (λεφτ) ταιλ ινδεξ οφ τηισ διστριβυτιον ισ
δε�νεδ ασ � > 0 συχη τηατ

Γ� (β) = χ � β� � (1 + ο (1)) ασ β # 0;

ωηερε χ > 0.12

Ιν τηε προποσιτιον βελοω, ωε δεριϖε τηε ταιλ ινδεξεσ οφ Γ�(β) υνδερ Χς ανδ Πς, ανδ
εϖεν στρονγερ, χηαραχτεριζε τηε δεχαψ σχαλε οφ Γ� (β) ασ β # 0.

Προποσιτιον 1 Υνδερ Χς, Γ� (β) = χ � β� � (1 +Ο (β�)) ασ β # 0 ωιτη χ > 0 ανδ � = 1.
Υνδερ Πς, Γ� (β) = χ � β� � (1 +Ο (β�)) ασ β # 0 ωιτη χ > 0 ανδ � = 1=2.

Προοφ. Ιν τηισ προοφ ωε σµοοτηλψ εξτενδ τηε βιδδινγ στρατεγψ Β� ανδ τηε διστριβυτιον
φυνχτιον ΦΣιϕΣι�σ� φροµ τηε δοµαιν [σ�; �σ] το αν οπεν δοµαιν ∆∀ τηατ ινχλυδεσ σ

� ασ αν
ιντεριορ ποιντ, ∆∀ = (σ� � ∀; σ� + ∀) ωηερε ∀ > 0 ισ συ�χιεντλψ σµαλλ. Υνδερ Χς, σινχε
Β�0 (σ�) > 0, τηε Ινϖερσε Φυνχτιον Τηεορεµ ιµπλιεσ τηατ φορ α σµαλλ ενουγη ∀ > 0, Β� ισ α
δι�εοµορπηισµ, σο τηατ τηε ινϖερσε βιδδινγ στρατεγψ Β��1 ισ αλσο σµοοτη (ον Β� (∆∀)).

13

12Σεε Χηερνοζηυκοϖ ανδ ∆υ (2007) φορ α δισχυσσιον οφ ταιλ ινδεξεσ ανδ τηειρ αππλιχατιονσ ιν εχονοµιχσ
ανδ �νανχε.
13Α σµοοτη µαπ φ : ∆ ! Ψ � Ρ δε�νεδ ον σοµε οπεν δοµαιν ∆ � Ρµ ισ χαλλεδ α δι�εοµορπηισµ ιφ ιτ

ισ ονε το ονε ανδ οντο, ανδ τηε ινϖερσε µαπ φ�1 ισ σµοοτη (Γυιλλεµιν ανδ Πολλαχκ (1974), παγε 3).
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Τηεν ΦΣιϕΣι�σ� � Β��1 ισ σµοοτη ον ∆∀ ασ α χοµποσιτιον οφ τωο σµοοτη φυνχτιονσ, ανδ ιν
παρτιχυλαρ ισ τωιχε χοντινυουσλψ δι�ερεντιαβλε. Τηερεφορε

Π φΒ� (Σι) � βϕΣι � σ�γ = ΦΣιϕΣι�σ�(Β
��1(β))

= χβ (1 +Ο (β))

ασ β # 0, ωηερε χ > 0. Τηισ προϖεσ τηε ταιλ ινδεξ ρεπρεσεντατιον υνδερ Χς.
Υνδερ Πς, Β� ηασ α χριτιχαλ ποιντ ασ σ = σ�, Β�0 (σ�) = 0, ανδ τηε Ινϖερσε Φυνχτιον

Τηεορεµ δοεσν∋τ αππλψ. Ηοωεϖερ, τηε χριτιχαλ ποιντ ισ νον−δεγενερατε. Ρε−ωριτινγ τηε
δι�ερεντιατινγ εθυατιον (1) ιν τερµσ οφ Β� ανδ δι�ερεντιατινγ ωιτη ρεσπεχτ το σ ατ σ = σ�

γιϖεσ �
ϖ0 (σ�)� ρΒ�0 (σ�)

�
φΨ1ϕΣ1 (σ

�ϕσ�)� ρΒ�00 (σ�)ΦΨ1ϕΣ1 (σ�ϕσ�) = 0;
ωηιχη ιµπλιεσ

Β00 (σ�) =
φΨ1ϕΣ1 (σ

�ϕσ�) ϖ0 (σ�)
ρΦΨ1ϕΣ1 (σ

�ϕσ�) > 0:

ΤηεΜορσε Λεµµα (Γυιλλεµιν ανδ Πολλαχκ (1974), π. 42) στατεσ τηατ ιφ α σµοοτη φυνχτιον
φ : ∆ ! Ρ, δε�νεδ ον αν οπεν συβσετ ∆ � Ρµ, ηασ α νον−δεγενερατε χριτιχαλ ποιντ
α 2 ∆, ι.ε. τηε Ηεσσιαν µατριξ (ηιϕ) οφ φ ατ α ισ νον−σινγυλαρ, τηεν τηερε εξιστσ αν οπεν
νειγηβορηοοδ ∆0 οφ α (∆0 � ∆), ανδ δι�εοµορπηισµσ ψι : ∆0 ! Ρ συχη τηατ 8ξ 2 ∆0,
φ (ξ) = φ (α) +

Πµ
ι=1

Πµ
ϕ=1 ηιϕψι (ξ) ψϕ (ξ). Ουρ χασε ισ σινγλε−διµενσιοναλ, ανδ τηισ λεµµα

σπεχιαλιζεσ το φ (ξ) = φ (α)+φ 00 (α) ψ (ξ)2 φορ σοµε δι�εοµορπηισµ ψ : ∆0 ! Ρ. Ιφ φ 00 (α) > 0,

ψ χαν βε χηοσεν ασ +(φ (ξ) � φ (α)) 12 ιφ ξ � α ανδ �(φ (ξ) � φ (α)) 12 ιφ ξ < α, ανδ βεινγ α
δι�εοµορπηισµ, ψ ηασ α σµοοτη ινϖερσε.

Ηερε τηε Μορσε Λεµµα ιµπλιεσ τηατ � : ∆∀ ! Ρ δε�νεδ ασ

� (σ) =

(
+Β� (σ)

1
2 , σ � σ�

�Β� (σ)
1
2 , σ < σ�

;

ισ α δι�εοµορπηισµ ον ∆∀. Σινχε

Π φΒ� (Σι) � βϕΣι � σ�γ = ΠφΒ� (Σι)
1
2 � β 12 ϕΣι � σ�γ

= ΦΣιϕΣι�σ�(�
�1(β

1
2 ));

ανδ ΦΣιϕΣι�σ� � ��1 ισ σµοοτη ασ α χοµποσιτιον οφ τωο σµοοτη φυνχτιονσ, ωε χονχλυδε τηατ
υνδερ Πς,

Π φΒ� (Σι) � βϕΣι � σ�γ = χβ
1
2 (1 +Ο(β

1
2 ));

ασ β # 0 φορ σοµε χ > 0. Θ.Ε.∆.

2.1 ∆ισχυσσιον

Ωορκινγ διρεχτλψ ωιτη τηε �ρστ−ορδερ Βαψεσιαν−Ναση εθυιλιβριυµ χονδιτιονσ οφ τηε βιδδινγ
γαµε ασ ιν ΓΠς, Ηενδριχκσ, Πινκσε ανδ Πορτερ (2003) ηαϖε σηοων τηατ ιν α Πς ενϖιρονµεντ,

7



τηε ∀µαρκυπ∀ (τηε δι�ερενχε βετωεεν τηε ϖαλυατιον ανδ τηε βιδ) ισ 0 ιν τηε λιµιτ ασ β # ρ,

λιµ
β#ρ

ΓΨ ϕΒ (βϕβ)
γΨ ϕΒ (βϕβ)

= 0; (2)

ωηιλε ιν α Χς ενϖιρονµεντ

λιµ
β#ρ

ΓΨ ϕΒ (βϕβ)
γΨ ϕΒ (βϕβ)

> 0: (3)

ωηερε ΓΨ ϕΒ (ψϕβ) ισ τηε διστριβυτιον οφ τηε µαξιµυµ ριϖαλ∋σ βιδ Ψι χονδιτιοναλ ον οων βιδ
Βι = β. Τηεψ µεντιον τηατ τηεσε χονδιτιονσ αρε ποτεντιαλλψ τεσταβλε. Ηοωεϖερ, ιν ΟΧΣ
αυχτιονσ, τηερε αρε ρελατιϖελψ φεω βιδσ αρουνδ τηε ρεσερϖε πριχε το ιµπλεµεντ συχη α τεστ.
Τηε γοϖερνµεντ οφτεν ρεϕεχτσ ηιγη βιδσ νεαρ τηε ρεσερϖε πριχε. Ιν αδδιτιον, ιν α µοδελ ωιτη
α σεχρετ ρεσερϖε πριχε, (2) ισ νο λονγερ τρυε.

Βυτ, ιφ τηε ρεσερϖε πριχε ισ νοτ σεχρετ ανδ ισ στριχτλψ βινδινγ, ασ ιν ουρ αππλιχατιον,
τηερε µαψ βε θυιτε α φεω βιδσ αρουνδ τηε ρεσερϖε. Ασ α µαττερ οφ φαχτ, χλυστερινγ οφ βιδσ
αρουνδ τηε ρεσερϖε ισ οβσερϖεδ ιν ΒΧ Τιµβερ Σαλεσ (σεε Φιγυρε 9 ιν Σεχτιον 5) Ωηιλε ουρ
χοµπυτερ σιµυλατιονσ συγγεστ τηατ συχη χλυστερινγ χαν οχχυρ το σοµε εξτεντ ιν βοτη µοδελσ
(σεε Φιγυρε 1 ιν Σεχτιον 4), τηερε ισ µυχη µορε προνουνχεδ, ∀εξχεσσιϖε∀ χλυστερινγ υνδερ
Πς. Τηε ρεασον φορ τηισ ισ τηατ υνδερ Πς, τηε σλοπε οφ τηε βιδδινγ στρατεγψ ατ σ� ισ 0;
Β0 (σ�) = 0, ωηιχη µεανσ τηατ βιδδερσ ωιτη σιγναλσ σοµεωηατ οϖερ τηε σχρεενινγ λεϖελ ωιλλ
βιδ ϖερψ χλοσε το τηε ρεσερϖε πριχε. Ινδεεδ, ουρ Προποσιτιον 1 ιµπλιεσ τηατ λιµβ#ρ γ (β) = +1.
(Ηοωεϖερ, υνλικε ιν Ωιλσον∋σ ∆ραιναγε Τραχτ Μοδελ (Ωιλσον (1969)), τηερε ισ νο µασσ ποιντ
ατ ρ.) Υνδερ Χς, ον τηε οτηερ ηανδ, Β0 (σ�) > 0, σο τηερε ισ α ποσιτιϖε ανδ �νιτε δενσιτψ οφ
βιδσ γ (β) ατ β = ρ.

Ιν πρινχιπλε, τηε χονδιτιονσ (2) ανδ (3) αρε τεσταβλε, βυτ τηερε ισ α σεριουσ πραχτιχαλ
χοµπλιχατιον ιν τηατ τηε δενσιτψ ιν τηε δενοµινατορ ιν (2) βεχοµεσ ιν�νιτε ασ β # ρ. Ιν
αδδιτιον, α πραχτιχαλ ιµπλεµεντατιον οφ συχη α τεστ ωουλδ ρεθυιρε χονδιτιονινγ ον ϖαριουσ
οβϕεχτ χηαραχτεριστιχσ, ωηιχη ισ λικελψ το λεαδ το α χυρσε οφ διµενσιοναλιτψ γιϖεν τηε σαµπλε
σιζεσ τψπιχαλλψ αϖαιλαβλε ιν αππλιχατιονσ.

Ονε χουλδ αλσο αττεµπτ το τεστ ιφ τηε µαργιναλ δενσιτψ οφ βιδσ ισ ιν�νιτε ατ β = ρ βψ
υσινγ α τρανσφορµατιον οφ βιδσ προποσεδ ιν ΓΠς: Βψ (σ) = (Β (σ)� ρ)1=2, ωηιχη λεαδσ το α
�νιτε δενσιτψ οφ Βψ (Σι) ατ β = 0. Τηε δενσιτψ οφ Β

ψ (Σι) ισ ποσιτιϖε ατ β = 0 υνδερ Πς, ανδ
ισ ζερο υνδερ Χς. Ονε χουλδ τηεν αττεµπτ το εστιµατε τηισ δενσιτψ νονπαραµετριχαλλψ. ΓΠς
δο νοτ χονσιδερ τεστινγ οφ Χς ϖερσυσ Πς. Σινχε τηε Πς ισ οφτεν α νατυραλ νυλλ ηψποτηεσισ,
τηε ποωερ οφ τηε τεστ ωουλδ βε ωεακ σινχε τηε νυλλ ινχλυδεσ σµαλλ ποσιτιϖε ϖαλυεσ οφ τηε
δενσιτψ τηατ αρε πραχτιχαλλψ ινδιστινγυισηαβλε φροµ τηε αλτερνατιϖε. Ουρ αππροαχη, ον τηε
οτηερ ηανδ, ρεσυλτσ ιν σιµπλε ηψποτηεσεσ φορ βοτη τηε νυλλ (� = 1=2) ανδ τηε αλτερνατιϖε
(� = 1).

Ηαιλε, Ηονγ ανδ Σηυµ (2008) προποσε α τεστ βασεδ ον πσευδο−ϖαλυατιονσ ασ ιν ΓΠς,
ανδ ον τηε εξογενουσ ϖαριατιον ιν τηε νυµβερ οφ βιδδερσ ιν τηε αυχτιον. (Ιφ τηε νυµβερ οφ
βιδδερσ ισ ενδογενουσ,τηεψ προποσε αν ινστρυµενταλ ϖαριαβλε αππροαχη). Φορ α βιδδερ ωηο
συβµιττεδ βιδ β ιν τηε �ρστ−πριχε αυχτιον, τηε πσευδο−ϖαλυατιον

� (β;ν) � β+
ΓΨ ϕΒ (βϕβ;ν)
γΨ ϕΒ (βϕβ;ν)

(4)
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ισ εθυαλ το τηε χορρεσπονδινγ χουντερ−φαχτυαλ βιδ ιν τηε σεχονδ−πριχε αυχτιον, ∼Β (β;ν) =
ΕφΥιϕΒι = β;µαξϕ=1;:::;ν;ϕ 6=ιΒϕ = β;νγ.14 Εϖεν τηουγη ιτ ισ ιν γενεραλ ιµποσσιβλε το δετερ−
µινε τηε διρεχτιον οφ τηε ε�εχτ οφ χοµπετιτιον ον βιδσ ιν α �ρστ−πριχε αυχτιον εϖεν υνδερ
Πς (Πινκσε ανδ Ταν (2005)), ιτ ισ ποσσιβλε το δο σο ιν α σεχονδ−πριχε αυχτιον υνδερ βοτη
Πς ανδ Χς. Φορ α �ξεδ ϖαλυε οφ β, ∼Β (β;ν) ισ χονσταντ ιν ν υνδερ Πς βυτ ισ δεχρεασινγ ιν
ν υνδερ Χς. Ηαιλε, Ηονγ ανδ Σηυµ υσε τηισ προπερτψ ασ α βασισ οφ α νονπαραµετριχ τεστ−
ινγ αππροαχη. Βυτ ιν ορδερ το χορρεχτλψ ιµπυτε τηε πσευδο−ϖαλυεσ ωηεν τηερε ισ α βινδινγ
ρεσερϖε πριχε, ιτ ισ νεχεσσαρψ το οβσερϖε τηε νυµβερ οφ ποτεντιαλ βιδδερσ Ν . Τηε µαξιµυµ
ριϖαλ∋σ βιδσ Ψ ισ τηεν σετ εθυαλ το ειτηερ τηε αχτυαλ βιδ (ιφ τηε ριϖαλ ισ αχτιϖε), ορ το 0 ιφ τηε
ριϖαλ ισ νοτ αχτιϖε. Ιν ουρ αππλιχατιον, τηε ρεσερϖε πριχε ισ βινδινγ, ανδ ιτ ισ ϖερψ δι�χυλτ το
οβταιν α πρεχισε µεασυρε οφ ποτεντιαλ χοµπετιτιον. Φορ τηατ ρεασον, ωε ηαϖε νοτ αττεµπτεδ
το ιµπλεµεντ τηε Ηαιλε, Ηονγ ανδ Σηυµ τεστινγ αππροαχη ον ουρ δατα.

3 Εστιµατιον ανδ Τεστινγ Φραµεωορκ

3.1 ∆ατα Γενερατινγ Προχεσσ (∆ΓΠ)

Ωε ασσυµε τηατ α σαµπλε οφ Λ αυχτιονσ ισ αϖαιλαβλε, ανδ ινδεξ τηε αυχτιονσ βψ λ = 1; ::; Λ.
Εαχη αυχτιον ισ χηαραχτεριζεδ βψ α ρεσερϖε πριχε ρλ, χηαραχτεριστιχσ ξλ ανδ τηε νυµβερ οφ
ποτεντιαλ βιδδερσ Νλ: Τηε δατα γενερατινγ προχεσσ ισ φυρτηερ σπεχι�εδ ασ φολλοωσ.

1. Τηε ϖεχτορσ (ρλ; ξλ; Νλ) αρε δραων ινδεπενδεντλψ αχροσσ λ φροµ σοµε διστριβυτιον ωιτη
συππορτ [ρ; �ρ]�Ξ �

�
Ν; �Ν

�
(Ξ � Ρδ ανδ χοµπαχτ, 2 � Ν < �Ν <1).

2. Χονδιτιοναλ ον (ρλ; ξλ; Νλ) (λ = 1; :::; Λ), τηε σιγναλσ Σι;λ οφ ποτεντιαλ βιδδερσ ι = 1; :::; Νλ
ανδ τηε χοµµον ϖαλυε χοµπονεντσ ςλ αρε δραων ινδεπενδεντλψ αχροσσ λ φροµ διστρι−
βυτιονσ ωιτη χονδιτιοναλ δενσιτιεσ φ (ϖ; σ1; :::; σΝ ϕρ; ξ) σψµµετριχ ιν τηε σι αργυµεντσ,
ωιτη συππορτ [ϖ; �ϖ]� [σ; �σ]Ν . Τηε χονδιτιοναλ δενσιτψ φ (ϖ; σ1; :::; σΝ ϕρ; ξ) ισ σµοοτη ιν
(ϖ; σ1; :::; σΝ ) φορ αλλ (ρ; ξ) ον τηε συππορτ.

3. Ονλψ τηε βιδδερσ ωηοσε σιγναλσ εξχεεδ τηε σχρεενινγ λεϖελ, Σι;λ � σ� (ρλ; ξλ; Νλ), συβµιτ
βιδσ. Ιτ ισ ασσυµεδ τηατ τηε ρεσερϖε πριχεσ αρε αλωαψσ βινδινγ, ι.ε. σ� (ρλ; ξλ; Νλ) 2 (σ; �σ).
Λετ νλ βε τηε νυµβερ οφ αχτιϖε βιδδερσ ιν αυχτιον λ. Ωε ινδεξ τηε αχτιϖε βιδδερσ ασ
ι = 1; :::; νλ. Τηε τοταλ νυµβερ οφ οβσερϖατιονσ ιν τηε σαµπλε ισ ν =

Π
λ νλ. Ουρ

ασσυµπτιον �Ν < 1 ιµπλιεσ τηατ 0 � νλ � �ν � �Ν . Τηε βιδσ οφ αχτιϖε βιδδερσ αρε
δετερµινεδ αχχορδινγ το

βι;λ = Β (Σι;λ; ρλ; ξλ; Νλ) ; (ι = 1; :::; νλ) ;

ωηερε τηε βιδδινγ στρατεγψ Β ισ φουνδ ασ τηε σολυτιον το (1).

Τηε δατα αϖαιλαβλε το τηε εχονοµετριχιαν χονσιστσ οφ αν (ινδεπενδεντ ανδ ιδεντιχαλλψ
διστριβυτεδ αχροσσ λ) σαµπλε οφ οβσερϖατιονσ

ν
φβι;λγι=1;::;νλ ; ρλ; ξλ; νλ

ο

λ=1;:::;Λ
:

14Τηισ οβσερϖατιον ισ δυε το Σηνεψεροϖ (2006).
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Χονσιδερ τηε διστριβυτιον οφ νορµαλιζεδ βιδσ

β�ι;λ =
βι;λ
ρλ
� 1: (5)

Ωορκινγ ωιτη τηισ διστριβυτιον ηασ τηε αδϖανταγε τηατ τηε λοωερ βουνδ οφ τηε συππορτ οφ β�ι;λ
ισ 0 ρεγαρδλεσσ οφ τηε χοϖαριατεσ, ανδ τηε ταιλ βεηαϖιορ χαν βε χηαραχτεριζεδ αρουνδ β = 0.
Ωε ασσυµε τηατ τηε ενϖιρονµεντ (Πς ορ Χς) ισ �ξεδ, σο τηατ τηε χονδιτιοναλ διστριβυτιον
οφ βιδσ ηασ τηε ταιλ ρεπρεσεντατιον

Γ� (βϕρλ; ξλ; Νλ) = χ (ρλ; ξλ; Νλ) � β� � (1 +Ο (β�)) ασ β # 0: (6)

ωηερε χ (ρλ; ξλ; Νλ) > 0 ον [ρ; �ρ] � Ξ �
�
Ν; �Ν

�
−α:ε: ανδ τηε ταιλ ινδεξ � ισ ινδεπενδεντ οφ

(ρλ; ξλ; Νλ), ανδ εθυαλ το 1 υνδερ Πς ανδ το 1=2 υνδερ Χς βψ Προποσιτιον 1.

Ρεµαρκ 2 Ωε ασσυµε τηατ Νλ ισ υνοβσερϖαβλε, ανδ ιν αδδιτιον, χερταιν χοµπονεντσ οφ
ξλ µαψ αλσο βε υνοβσερϖαβλε. Ηοωεϖερ, τακινγ εξπεχτεδ ϖαλυεσ ιν (6) χονδιτιοναλ ον ανψ
οβσερϖαβλε ϖεχτορ ζλ, ωε στιλλ οβταιν τηε ταιλ ρεπρεσεντατιον

Γ� (βϕζλ) = Ε φχ (ρλ; ξλ; Νλ) ϕζλγ � β� � (1 +Ο (β�)) ασ β # 0: (7)

ωηερε Ε φχ (ρλ; ξλ; Νλ) ϕζλγ > 0. Τηισ µεανσ τηατ υνδερ ουρ ασσυµπτιονσ, τηε ταιλ ινδεξ ρεπ−
ρεσεντατιον ισ πρεσερϖεδ χονδιτιοναλ ον ανψ οβσερϖαβλε ϖεχτορ ζλ, ανδ εϖεν υνχονδιτιοναλλψ.

3.2 Τηε Ηιλλ−Εστιµατορ

Ιν ϖιεω οφ Ρεµαρκ 2, ιν τηισ παπερ ωε χονσιδερ αν υνχονδιτιοναλ ϖερσιον οφ τηε εστιµατορ.
Τηε Ηιλλ−εστιµατορ οφ τηε ταιλ ινδεξ ισ βασεδ ον τηε φολλοωινγ αλτερνατιϖε ρεπρεσεντατιον:

��1 = Ε
�
λν θ � λν β�ι;λϕ λν β�ι;λ � λν θ

	
+Ο (θ�) ασ θ # 0. (8)

Τηατ ισ, ��1 ισ τηε µεαν διστανχε οφ τηε λογ−νορµαλιζεδ βιδ λν β�ι;λ βελοω σοµε λοω τηρεσηολδ
λν θ, ασ θ # 0. Πρεσεντατιον (8) φολλοωσ φροµ προπερτιεσ οφ ρεγυλαρλψ ϖαρψινγ φυνχτιονσ:

Ε
�
λν θ � λν β�ι;λϕ λν β�ι;λ � λν θ

	
= λν θ �

Ρ θ
�1 (λνξ) δΓ

� (ξ)

Γ� (θ)

=

Ρ λν θ
�1Γ

� (εξ) δξ

Γ� (θ)

=

Ρ λν θ
�1 χε

�ξδξ � (1 +Ο(θ�))
χθ� � (1 +Ο(θ�))

= ��1 +Ο(θ�);

ωηερε τηε σεχονδ λινε φολλοωσ φροµ ιντεγρατιον βψ παρτσ, ανδ τηε τηιρδ λινε φολλοωσ φροµ
Προποσιτιον 1, βψ συβστιτυτινγ Γ�(εξ) = χε�ξ(1 + Ο(θ�)) φορ Γ�(θ) = χθ� � (1 +Ο(θ�)).

Εθυατιον (8) συγγεστσ α νατυραλ ωαψ οφ εστιµατινγ τηε (ινϖερσε οφ) τηε ταιλ ινδεξ ��1

βψ α σαµπλε αναλογυε, ωιτη αν αππροπριατελψ χηοσεν σεθυενχε οφ θ # 0 ασ τηε σαµπλε σιζε
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γοεσ το ιν�νιτψ.15 Ναµελψ, λετ φβ�τ γντ=1 βε τηε σαµπλε σταχκινγ αλλ βιδσ β�ι;λ, λετ β�(ϕ) βε τηε ϕτη
σαµπλε ορδερ στατιστιχ οφ β�τ , β

�
(1) � β�(2) � � � � � β�(ν), ανδ λετ φµνγ βε αν ιντερµεδιατε ορδερ

σεθυενχε: 1 � µν < ν, µν !1 ανδ µν=ν! 0 ασ Λ!1 (ε.γ. Λεαδβεττερ, Λινδγρεν, ανδ
Ροοτζεν (1983)). Τηεν τηε σεθυενχε οφ θ ισ χηοσεν ασ β�(µν+1)

, ανδ τηε Ηιλλ (1975) εστιµατορ

οφ ��1 ισ σιµπλψ τηε σαµπλε αϖεραγε16

⊥��1µν
=

1

µν

νΞ

τ=1

�
λν β�(µν+1)

� λν β�τ
�

+
: (9)

Σινχε αυχτιον σιζεσ φνλγΛλ=1 αρε ρανδοµ ϖαριαβλεσ, τριϖιαλλψ ν ανδ τηερεφορε τηε νυµβερ οφ
βιδσ νεαρ τηε ρεσερϖε πριχε µν αρε αλσο ρανδοµ.

Ιν τηε ι.ι.δ χασε ωιτη δετερµινιστιχ σαµπλε σιζε ν Ηαλλ (1982) σηοωσ ⊥��1µν
ισ χονσιστεντ

φορ ��1 ανδ ασψµπτοτιχαλλψ νορµαλ ωιτη τηε ασψµπτοτιχ ϖαριανχε εθυαλ το ��2. Ηοωεϖερ,
ουρ σεττινγ ισ νοτ ι.ι.δ. βεχαυσε βιδσ µαψ βε χορρελατεδ ωιτηιν αν αυχτιον. Εϖεν τηουγη τηε
λιτερατυρε χονταινσ σεϖεραλ ρεσυλτ φορ τηε νον ι.ι.δ. χασε (ε.γ. Ρεσνιχκ ανδ Σταριχα (1998),
Ησινγ (1991), Ηιλλ (2009β)), τηεσε ρεσυλτσ αρε φορ τιµε−σεριεσ δατα, ανδ τηεψ δο νοτ τρανσφερ
ιµµεδιατελψ το ουρ σεττινγ οφ αν υνβαλανχεδ πανελ ωιτη στοχηαστιχ αυχτιον σιζεσ.

Ιν Αππενδιξ Α ωε εσταβλιση ασψµπτοτιχ νορµαλιτψ οφ ⊥��1µν
φορ βιδσ γοϖερνεδ βψ ουρ

αυχτιον δατα γενερατινγ προχεσσ. Ιφ τηε νυµβερ οφ ορδερ στατιστιχσ µν υσεδ ιν τηε Ηιλλ−
εστιµατορ γροωσ το ιν�νιτψ ωιτη τηε σαµπλε σιζε, βυτ νοτ τοο φαστ, µν !1 ωιτη προβαβιλιτψ
ονε ανδ µν = οπ(ν

2=3), τηεν (Τηεορεµ 5)

µ
1=2
ν

ϖµν

�
⊥��1µν

� ��1
� δ! Ν(0; 1);

ωηερε ϖ2µν
ισ τηε µεαν−σθυαρεδ ερρορ οφ ⊥��1µν

:

ϖ2µν
= Ε

η
µν

�
⊥��1µν

� ��1
�2ι

:

Ιν ϖιεω οφ τηε βιδ ταιλ δεχαψ χηαραχτεριζεδ ιν Προποσιτιον 1 ανδ µν = οπ(ν
2=3), ασψµπτοτι−

χαλλψ τηε βιασ οφ ⊥��1µν
ισ νεγλιγιβλε ανδ τηε µεαν−σθυαρεδ ερρορ αππροξιµατεσ τηε ϖαριανχε οφ

⊥��1µν
.

Ρεµαρκ 3 Εϖεν τηουγη τηε υνχονδιτιοναλ Ηιλλ εστιµατορ οφ � ισ χονσιστεντ, αν εστιµατορ
οβταινεδ βψ �ρστ χονδιτιονινγ ον οβσερϖαβλε αυχτιον χηαραχτεριστιχσ, ανδ τηεν αϖεραγινγ τηε

χονδιτιοναλ εστιµατορσ, χουλδ βε µορε ε�χιεντ. Ηοωεϖερ, τηε νορµαλιζατιον οφ βιδσ (5)
ισ λικελψ ατ λεαστ το σοµε εξτεντ ρεµοϖε τηε ε�εχτ οφ χοϖαριατεσ ον βιδσ.17 Φορ εξαµπλε,

ιφ ωε ασσυµε α µυλτιπλιχατιϖε στρυχτυρε ςλ = α (ξλ) ∼ςλ, Σι;λ = α (ξλ)Σι;λ ανδ ρλ = α (ξλ) ∼ρλ,
ωηερε ( ∼ςλ; Σι;λ; ∼ρλ) ανδ ξλ αρε ινδεπενδεντ, τηεν βι;λ = α (ξλ)∼βι;λ, ωηερε ∼βι;λ ανδ ξλ αρε αλσο
ινδεπενδεντ.18 Τηισ ιµπλιεσ τηατ β�ι;λ = (∼βι;λ=ρλ) � 1 ανδ ξλ αρε λικεωισε ινδεπενδεντ, ανδ
15Ιν τηε φολλοωινγ ωε ωριτε (ζ)+ το δενοτε µαξφζ; 0γ.
16Οτηερ εστιµατορσ εξιστ βυτ νονε ηαϖε βεεν σηοων το βε ασ ροβυστ το υνκνοων φορµσ οφ δεπενδενχε ανδ

ηετερογενειτψ. Σεε τηε λιτερατυρε ρεϖιεωσ ιν Ηιλλ (2009β) ανδ Ηιλλ (2009α).
17Σεε τηε ρεχεντ παπερ βψ Ροβερτσ (2008) τηατ προποσεσ α γενεραλ αργυµεντ.
18Α ϖαριαντ οφ τηισ σπεχι�χατιον ωασ αλσο χονσιδερεδ ιν Κρασνοκυτσκαψα (2003).
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χονδιτιονινγ ον ξλ ισ νοτ νεχεσσαρψ. Ηοωεϖερ, εϖεν ιν τηισ σπεχι�χατιον, τηε δεπενδενχε
βετωεεν β�ι;λ ανδ νλ γενεραλλψ ρεµαινσ, σο ιν πρινχιπλε ονε χουλδ βενε�τ φροµ χονδιτιονινγ

ον νλ. Βυτ ουρ Μοντε−Χαρλο σιµυλατιονσ ηαϖε σηοων τηατ ιν σαµπλεσ οφ τψπιχαλ σιζε, εϖεν
τηουγη τηε ρεδυχτιον ιν τηε ϖαριανχε οφ τηε εστιµατορ χαν βε συβσταντιαλ, ιτ ισ οϖερωηελµεδ

βψ τηε σµαλλ σαµπλε βιασ.19

3.3 ςαριανχε Εστιµατιον

Αν ιµπορταντ πραχτιχαλ θυεστιον ισ ηοω το εστιµατε ϖ2µν
ιν τηε πρεσενχε οφ δεπενδεντ βιδσ

ιν αυχτιονσ οφ ρανδοµ σιζε. Ωε προποσε α νεω σεµι−παραµετριχ εστιµατορ ⊥ϖ2µν
, ανδ χοµπαρε

ιτ το Ηιλλ∋σ (2009) νονπαραµετριχ κερνελ εστιµατορ ⊥�2µν
.

Ασσυµε φορ τηε σακε οφ εξποσιτιον αυχτιον σιζεσ νλ αρε δετερµινιστιχ.
20 Τηε νονπαραµετ−

ριχ εστιµατορ ⊥�2µν
φολλοωσ φροµ α τριϖιαλ εξπανσιον οφ τηε µεαν−σθυαρεδ−ερρορ ϖ2µν

:

ϖ2µν
= µν � Ε

 
1

µν

νΞ

τ=1

( 

λν

 
β�(µν+1)

β�τ

!!

+

� µν

ν
��1

)!2
=

1

µν

νΞ

σ;τ=1

Ε [Υµν;σΥµν;τ] ;

ωηερε ωε ωριτε Υµν;τ := (λν(β
�
(µν+1)

=β�τ ))+ � (µν=ν)�
�1: Αλτηουγη α νατυραλ εστιµατορ οφ

ϖ2µν
αππεαρσ το βε 1=µν

Πν
σ;τ=1

⊥Υµν;σ
⊥Υµν;τ ωιτη ⊥Υµν;τ := (λν(β

�
(µν+1)

=β�τ ))+ � (µν=ν)⊥�
�1
µν
,

ιτ ισ νοτ γυαραντεεδ το βε ποσιτιϖε (Νεωεψ ανδ Ωεστ (1986)). Ηιλλ (2009β) εξπλοιτσ α νοω
χλασσιχ αππροαχη ιν τηε λιτερατυρε τηατ τριµσ τηε χροσσ−προδυχτσ ⊥Υµν;σ

⊥Υµν;τ (χφ. Νεωεψ ανδ
Ωεστ (1986), Ανδρεωσ (1991), δε ϑονγ ανδ ∆αϖιδσον (2000)):

⊥�2µν
=

1

µν

νΞ

σ;τ=1

κ((σ� τ)=
ν) ⊥Υµν;σ
⊥Υµν;τ; (10)

ωηερε κ δενοτεσ α στανδαρδ κερνελ φυνχτιον ωιτη βανδωιδτη 
ν ! 1. Τηε κερνελ κ((σ �
τ)=
ν) ασψµπτοτιχαλλψ νεγλιγιβλψ τριµσ χροσσ−προδυχτσ ⊥Υµν;σ

⊥Υµν;τ ατ λαργε δισπλαχεµεντσ ϕσ
� τϕ σο τηατ ⊥�2µν

> 0 ωιτη προβαβιλιτψ ονε φορ αλλ ν � 1 ωηιλε οστενσιβλψ ρεταινινγ χονσιστενχψ
(Νεωεψ ανδ Ωεστ (1986)). Ασ α βονυσ, α φυλλψ νονπαραµετριχ αππροαχη αλλοωσ τηε αναλψστ
το ηαϖε ονλψ α ϖαγυε ιδεα αβουτ χροσσ αυχτιον δεπενδενχε ανδ ηετερογενειτψ.

Σινχε τηε κερνελ κ((σ � τ)=
ν) τριµσ ⊥Υµν;σ
⊥Υµν;τ ανδ τηε βανδωιδτη 
ν γαυγεσ τηε

αµουντ οφ τριµµινγ, σοµε χαρε φορ χηοοσινγ 
ν µυστ βε τακεν. Ιν γενεραλ ασ λονγ ασ 
ν=ν

! 0 συ�χιεντλψ φαστ τηεν ⊥�2µν
> 0 ωιτη προβαβιλιτψ ονε ανδ ⊥�2µν

=ϖ2µν

π! 1 φορ α λαργε χλασσ
οφ κερνελσ, ινχλυδινγ τηε ποπυλαρλψ υσεδ Βαρτλεττ κερνελ κ(ζ) : = (1 � ϕζϕ)+ (Τηεορεµ 8).

Τηε προµισε οφ ⊥�2µν
λιεσ ιν τηε φαχτ τηατ ιτ διρεχτλψ αππροξιµατεσ λινεαρ δεπενδενχε ιν

φΥµν;τγντ=1 ωιτηουτ ανψ παραµετριχ ινφορµατιον χονχερνινγ τηισ δεπενδενχε. Τηισ ισ νον−
τριϖιαλ σινχε εϖερψ χοµπονεντ Υµν;τ := (λν(β

�
(µν+1)

=β�τ ))+ � (µν=ν)�
�1 χονταινσ τηε ορδερ

στατιστιχ β�(µν+1)
ωηιχη ισ δεπενδεντ ον οτηερ βιδσ βψ τηε νατυρε οφ ουρ αυχτιον δατα. Ιν

φαχτ, τηισ ιµπλιεσ ωε χαννοτ εξπλοιτ χροσσ−αυχτιον ινδεπενδενχε το φυρτηερ σιµπλιφψ τηε αβοϖε

19Τηε σιµυλατιονσ αρε αϖαιλαβλε ον ρεθυεστ.
20Ωε σηοω ιν Τηεορεµ 5 οφ Αππενδιξ Α τηατ αλλοωινγ στοχηαστιχ αυχτιον σιζεσ φνλγ

Λ
λ=1 δοεσ νοτ αλτερ

ασψµπτοτιχ αργυµεντσ. Ωε µαψ ωιτηουτ λοσσ οφ γενεραλιτψ σιµπλψ τρεατ φνλγ
Λ
λ=1, ανδ τηερεφορε τηε τοταλ

νυµβερ οφ βιδσ ν ανδ βιδσ νεαρ τηε ρεσερϖε πριχε µν, ασ χονσταντσ.
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εξπανσιον οφ ϖ2µν
. Ιν ορδερ το σεε τηισ, ωριτε τηε ϖ2µν

−εξπανσιον ιν βιδ−αυχτιον νοτατιον:

ϖ2µν
=

1

µν

ΛΞ

λ1;λ2=1

νλ1Ξ

ι=1

νλ2Ξ

ϕ=1

Ε [Υµν;ι;λ1Υµν;ϕ;λ2 ] ;

ωηερε Υµν;ι;λ := (λν(β�(µν+1)
=β�ι;λ))+ � (µν=ν)�

�1. Εϖεν τηουγη βιδσ β�ι;λ1 ανδ β
�
ϕ;λ2

αρε
ινδεπενδεντ αχροσσ αυχτιονσ λ1 6= λ2, τηε πρεσενχε οφ β�(µν+1)

µακεσ εαχη Υµν;ι;λ1 νονλινεαρλψ

δεπενδεντ ον εϖερψ οτηερ Υµν;ϕ;λ1 . Τηυσ, ωε χαννοτ σαψ Ε[Υµν;ι;λ1Υµν;ϕ;λ2 ] = 0 φορ λ1 6= λ2
ωιτηουτ φυρτηερ ινφορµατιον αβουτ βιδ δεπενδενχε.

Νεϖερτηελεσσ, ωε χαν εξπλοιτ α υσεφυλ ασψµπτοτιχ αππροξιµατιον οφ τηε Ηιλλ−εστιµατορ
(Τηεορεµ 5) βασεδ ον αργυµεντσ ιν Ησινγ (1991) ανδ Ηιλλ (2009α) το ρεδυχε ϖ2µν

υνδερ
χροσσ−αυχτιον ινδεπενδενχε. Τηε ρεσυλτινγ εστιµατορ οφ ϖ2µν

ισ (χφ. Λεµµα 6 ανδ Τηεορεµ
7)

⊥ϖ2µν
= ⊥��2µν

+ 2
1

µν

ΛΞ

λ=1

νλ�1Ξ

ι=1

(νλ � ι)� ⊥χµν(ι): (11)

Σινχε ⊥��2µν
ισ τηε ασψµπτοτιχ ϖαριανχε εστιµατορ φορ ιιδ δατα (Ηαλλ (1982)), ⊥ϖ2µν

ινχλυδεσ α
χορρεχτιον τερµ δυε το ωιτηιν−αυχτιον βιδ δεπενδενχε. Ιν παρτιχυλαρ, ⊥χµν(ι) εστιµατεσ ταιλ
δεπενδενχε βετωεεν βιδσ β�ϕ;λ ανδ β

�
ϕ+ι;λ φορ αλλ ποσσιβλε δισπλαχεµεντσ

21 ι 2 φ1; :::�νλ � 1γ:

⊥χµν(ι) =
1
∼Λι

ΛΞ

λ=1

(νλ�ι)+Ξ

ϕ=1

�
⊥Υµν;ϕ;λ � ⊥��1µν

⊥Ιµν;ϕ;λ

�
�
�
⊥Υµν;ϕ+ι;λ � ⊥��1µν

⊥Ιµν;ϕ+ι;λ

�
: (12)

Νοτε ωε δε�νε ⊥Ιµν;ι;λ := Ι(β�τ < β�(µν+1)
) � µν=ν, ανδ ∼Λι :=

ΠΛ
λ=1(νλ � ι)+ δενοτεσ τηε

τοταλ νυµβερ οφ βιδ παιρσ φβ�ϕ;λ; β�ϕ+ι;λγ τηατ εντερ ιντο ⊥χµν(ι). Βψ χονϖεντιον ωε σετ ⊥χµν(ι) =

0 ιφ τηερε ισ νο µορε τηαν ονε αυχτιον ωιτη δισπλαχεµεντ ι.22 Σεε Αππενδιξ Α φορ χοµπλετε
δεταιλσ ον τηε δεριϖατιον οφ (11), ανδ φορ α προοφ οφ χονσιστενχψ ⊥ϖ2µν

=ϖ2µν

π! 1 (Τηεορεµ 7).
Α δραωβαχκ το νον−κερνελ εστιµατορσ οφ τηε τψπε ⊥ϖ2µν

ισ ⊥ϖ2µν
< 0 ισ ποσσιβλε ωιτη νον−

νεγλιγιβλε προβαβιλιτψ φορ ανψ �νιτε σαµπλε, εϖεν τηουγη ⊥ϖ2µν

π! λιµ ϖ2µν
> 0. Τηε κερνελ

εστιµατορ βψ χονστρυχτιον ηασ ⊥�2µν
> 0 ωιτη προβαβιλιτψ ονε φορ ανψ σαµπλε.

3.4 Τεστ οφ Πς αγαινστ Χς

Σινχε µ
1=2
ν (⊥��1µν

� ��1) ισ ασψµπτοτιχαλλψ νορµαλ, αν Ασψµπτοτιχαλλψ Μοστ Ποωερφυλ (ΑΜΠ)
τεστ οφ Πς Η0 : � = 1=2 αγαινστ Χς Η1 : � = 1 ισ εθυιϖαλεντ το α ονε−σιδεδ τεστ οφ Πς
αγαινστ � > 1=2. Βψ αν εξτενσιον οφ τηε Νεψµαν−Πεαρσον Λεµµα23 ιτ ισ εασψ το σηοω τηε

21Νειγηβορ βιδσ β�ϕ;λ ανδ β
�
ϕ+1;λ ηαϖε τηε σµαλλεστ δισπλαχεµεντ οφ 1, ανδ τηε γρεατεστ ποσσιβλε βιδ δισπλαχε−

µεντ ισ �νλ � 1 (�ρστ το λαστ βιδ ιν τηε λαργεστ αυχτιον).
22Φορ εξαµπλε, ιφ τηερε ισ ονλψ ονε αυχτιον λ ωιτη τηε µαξιµυµ οβσερϖεδ νυµβερ οφ βιδσ �ν, τηεν τηερε ισ

ονλψ ονε βιδ παιρ ιν τηε σαµπλε φβ�1;λ; β
�
�ν�1;λγ ωιτη βιδ δισπλαχεµεντ �ν � 1. Ιν τηισ χασε ωε σετ ⊥χµν

(�ν � 1)
= 0.
23Χφ. Ωαλδ (1941) ανδ Καρλιν ανδ Ρυβιν (1956).
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ονε−σιδεδ ΑΜΠ τεστ οφ Η0 ατ νοµιναλ σιγνι�χανχε λεϖελ � 2 [0; 1] ρεδυχεσ το

λιµ
Λ!1

Π
�
µ1=2
ν

�
⊥��1µν

� 2
�
=ϖ2µν

� �Ζ�=ϖµν

�
= �

ωηερε Ζ� ισ τηε υππερ �
τη−θυαντιλε οφ α στανδαρδ νορµαλ διστριβυτιον. Σιµπλψ χοµπυτε τηε

τ−ρατιο
τµν = µ

1=2
ν

�
⊥��1µν

� 2
�
=⊥ϖ

φορ ανψ χονσιστεντ εστιµατορ ⊥ϖ2 οφ ϖ2µν
. Υνδερ Πς (� = 1=2) ωε χαν εασιλψ υσε Τηεορεµ 5

ιν Αππενδιξ Α ανδ Χραµ�ερ∋σ τηεορεµ το δεδυχε τµν

δ! Ν(0; 1). Χονϖερσελψ, υνδερ Χς (�
= 1) ιτ φολλοωσ ϕτµν ϕ ! 1 ωιτη προβαβιλιτψ ονε.

4 Α Μοντε−Χαρλο Στυδψ

4.1 ∆ατα Γενερατινγ Προχεσσεσ

Ωε χονσιδερ α µοδελ ωηερε βιδδερσ µαψ ηαϖε α χοµµον ασ ωελλ ασ πριϖατε ϖαλυε χοµπονεντσ
ιν τηειρ ϖαλυατιονσ ασ ιν Ωιλσον (1998).24 Συπποσε τηε λογ οφ βιδδερ ι∋σ τρυε ϖαλυατιον υι ισ α
συµ οφ α χοµµον ϖαλυε χοµπονεντ ϖ ανδ αν ιδιοσψνχρατιχ χοµπονεντ αι: υι = ϖ+αι, ωηερε
ϖ ισ νορµαλλψ διστριβυτεδ ωιτη µεαν �ϖ ανδ ϖαριανχε �

2
ϖ, ωηιλε αι ισ νορµαλλψ διστριβυτεδ

ωιτη µεαν 0 ανδ ϖαριανχε �2α. Γενεραλλψ, τηε βιδδερσ δο νοτ οβσερϖε τηειρ ϖαλυατιονσ, βυτ
οβσερϖε σιγναλσ σι τηατ αρε ινφορµατιϖε αβουτ τηε ϖαλυατιονσ: σι = υι+ ∀ι, ωηερε τηε ∀νοισε∀
τερµ ∀ι ισ αλσο µεαν ζερο νορµαλλψ διστριβυτεδ, ωιτη ϖαριανχε �

2
∀. Τηισ µοδελ νεστσ νατυραλλψ

α πριϖατε ϖαλυεσ ενϖιρονµεντ ωιτηιν α χοµµον ϖαλυεσ ονε. Ιφ �∀ = 0, τηεν τηε ενϖιρονµεντ
ισ Πς, ανδ τηε πριϖατε ϖαλυεσ αρε χορρελατεδ το τηε εξτεντ τηατ �ϖ > 0. (Ιφ αλσο �ϖ = 0, τηεν
τηε ενϖιρονµεντ ισ ινδεπενδεντ πριϖατε ϖαλυεσ, ΙΠς.) Βυτ ιφ �∀ > 0, τηεν τηε τρυε ϖαλυατιονσ
αρε υνοβσερϖαβλε, ανδ ωε ηαϖε α µοδελ ωιτη α χοµµον ϖαλυε χοµπονεντ.

Φιγυρε 1 σηοωσ νυµεριχαλλψ χοµπυτεδ βιδδινγ στρατεγιεσ Β (σ) ανδ βιδ δενσιτιεσ γ (β)
φορ τωο εξαµπλεσ οφ τηε αβοϖε µοδελ.25 Ιν τηε �ρστ εξαµπλε (τηε Χς εξαµπλε, ον τηε λεφτ
πανελ), ωε σετ �ϖ = �α = �∀ = 0:3. Ιν τηε σεχονδ εξαµπλε (τηε Πς εξαµπλε, ον τηε ριγητ
πανελ) ωε σετ �ϖ = �α = 0:3 ανδ �∀ = 0. Ιν βοτη εξαµπλεσ, Ν = 6, τηε µεαν λογ ϖαλυατιον
�ϖ = λογ 100 ανδ τηε ρεσερϖε πριχε ισ ∃80. Α βαρελψ νοτιχεαβλε, βυτ ιµπορταντ δι�ερενχε
βετωεεν τηε γραπησ ιν τηε τοπ πανελ ισ τηατ υνδερ Πς τηε βιδδινγ στρατεγψ ηασ ζερο σλοπε
ατ σ = σ� (τηε ριγητ γραπη), ωηιλε ιτ ηασ α ποσιτιϖε σλοπε τηερε υνδερ Χς (τηε λεφτ γραπη).
Τηισ βεηαϖιορ οφ τηε βιδδινγ στρατεγψ τρανσλατεσ ιντο α προφουνδλψ δι�ερεντ βεηαϖιορ οφ τηε
δενσιτψ οφ βιδσ γ (β) αρουνδ τηε ρεσερϖε πριχε, ιλλυστρατινγ τηε ποωερ οφ ουρ Προποσιτιον 1
(σεε τηε γραπησ ον τηε λοωερ πανελ). Υνδερ Χς, γ (β) ισ χοντινυουσ αρουνδ ρ. Βυτ υνδερ
Πς, τηε δενσιτψ αρουνδ τηε ρεσερϖε πριχε ηασ α ∀σπικε∀. (Τηε φαχτ τηατ τηε σλοπε οφ Β (σ) ισ
ζερο ατ σ = σ� ιµπλιεσ τηατ τηε δενσιτψ ισ υνβουνδεδ.)

Τηε ρανδοµλψ γενερατεδ Πς ανδ Χς σαµπλεσ αρε φβι;λ : ι = 1; :::; νλγΛλ=1 φορ Λ = 250; 000.
Τηε δατα σετ ισ βροκεν ιντο Ρ = 250 σαµπλεσ οφ Λ = 1000 αυχτιονσ. Φορ εαχη Πς ανδ Χς

24Σεε αλσο Ηονγ ανδ Σηυµ (2002) φορ αν αππλιχατιον το ηιγηωαψ προχυρεµεντ αυχτιονσ.
25Α Ματηεµατιχα νοτεβοοκ υσεδ το χοµπυτε τηεσε εξαµπλεσ ισ αϖαιλαβλε ατ ηττπ://αρτψοµ239.

γοογλεπαγεσ.χοµ
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σαµπλε τηε Ηιλλ−εστιµατορ ⊥��1µµ
ανδ χορρεσπονδινγ σεµι−παραµετερ ανδ νονπαραµετριχ ϖαρι−

ανχε εστιµατορσ ⊥ϖµν ανδ ⊥�
2
µν

αρε χοµπυτεδ οϖερ τηε ταιλ φραχτιλε ωινδοω µν 2 φ5; :::; 200γ
ωιτη α Βαρτλεττ κερνελ ανδ βανδωιδτη26 
ν = ν:225. Ασ α βενχηµαρκ ωε αλσο ρεπορτ τηε
2.5% ανδ 97.5% θυαντιλεσ οφ τηε σιµυλατιον σαµπλε οφ ⊥��1µν

.

4.2 Ταιλ Ινφερενχε

Λετ ⊥ϖ2 δενοτε ειτηερ ⊥ϖ2µν
ορ ⊥�2µν

. Ωε πλοτ τηε 95% ασψµπτοτιχ χον�δενχε βανδ υσινγ
εαχη ⊥ϖ2, ανδ τηε 2.5% ανδ 97.5% σιµυλατιον θυαντιλεσ. Ωε αλσο πλοτ ΑΜΠ τεστ ρεϕεχτιον
φρεθυενχιεσ υνδερ τηε ονε−σιδεδ νυλλ οφ Πς ανδ τηε αλτερνατιϖε οφ Χς, ατ τηε 5% λεϖελ. Σεε
Φιγυρεσ 2−5.

Τηε Ηιλλ−εστιµατορ υνιφορµλψ ηοϖερσ νεαρ ⊥��1µν
= 2 ωηεν βιδσ αρε γενερατεδ υνδερ Πς,

ανδ νεαρ ⊥��1µν
= 1 υνδερ Χς, βοτη συππορτινγ Προποσιτιον 1. Υσινγ σιµυλατιον σαµπλε

θυαντιλεσ ασ α βενχηµαρκ, τηε µοστ αχχυρατε ασψµπτοτιχ 95% βανδ υνδερ Χς ισ δεριϖεδ
υσινγ τηε σεµι−παραµετριχ εστιµατορ ⊥ϖ2µν

.
Τηε ⊥ϖµν−βασεδ τ−ρατιο, ηοωεϖερ, ρενδερσ ρεϕεχτιον φρεθυενχιεσ οφ τηε Πς νυλλ σιγνι�χαντλψ

αβοϖε 5% φορ αλλ µν � 25. Τηε ⊥�µν−βασεδ τ−ρατιο∋σ ρεϕεχτιον φρεθυενχιεσ, βψ χοµπαρισον,
ηοϖερ νεαρ 5% φορ µοστ φραχτιλεσ µν. Τηυσ, ωηεν υσινγ ασψµπτοτιχ Γαυσσιαν χριτιχαλ ϖαλυεσ
τηε κερνελ εστιµατορ ρεσυλτσ ιν τηε βεστ αππροξιµατιον οφ τηε 5% νοµιναλ τεστ σιζε. Τηε
σεµι−παραµετριχ ⊥ϖ2µν

λεαδσ το συβσταντιαλ οϖερ ρεϕεχτιον οφ τηε νυλλ (Φιγυρε 3).
Ιν τηε χασε οφ Χς δατα ρεϕεχτιον φρεθυενχιεσ αρε αβοϖε .95 ιν αλλ χασεσ φορ εαχη τ−τεστ

ανδ αλλ ταιλ φραχτιλεσ µν � 45. Τογετηερ, ρεϕεχτιον φρεθυενχιεσ υνδερ βοτη Πς ανδ Χς αρε
τηε µοστ υνιφορµλψ αχχυρατε (νεαρ 5% υνδερ Πς, νεαρ 100% υνδερ Χς) ωηεν τηε κερνελ
εστιµατορ ⊥�2µν

ισ υσεδ.
Χλεαρλψ ⊥ϖ2µν

τενδσ το βε σµαλλερ τηαν ⊥�2µν
γιϖεν τηε ωιδερ ⊥�µν−βασεδ βανδ υνδερ Πς ανδ

Χς, ανδ υνδερ Πς τηε ⊥ϖµν−βασεδ βανδ ισ εϖεν τιγητερ τηαν τηε 2.5% ανδ 97.5% σιµυλατιον
θυαντιλεσ. Βυτ τηε σιµυλατιον µεαν ανδ ϖαριανχε οφ ⊥ϖ2µν

αρε σµαλλερ τηαν τηοσε φορ ⊥�2µν

υνδερ βοτη Πς ανδ Χς: τηε σιµυλατιον ϖαριανχε οφ ⊥ϖ2µν
ισ ρουγηλψ ηαλφ τηατ οφ ⊥�2µν

φορ αλλµν

δυε το τηε ρελατιϖελψ φεω αυχτιον παιρσ τηατ εντερ ⊥ϖ2µν
. Φυρτηερ, ⊥ϖ2µν

ισ σλιγητλψ σκεωεδ λεφτ
οϖερ µοστ µν ωηιλε ⊥�

2
µν

ισ σλιγητλψ σκεωεδ ριγητ οϖερ αλλ µν. Τηυσ, ⊥ϖ
2
µν

τενδσ το προδυχε
σµαλλ ουτλιερσ υνδερ Πς ανδ Χς. ∆εσπιτε τηε ⊥ϖµν−βασεδ 95% βανδ βεινγ ρουγηλψ ιδεντιχαλ
το τηε σιµυλατιον 2.5% ανδ 97.5% θυαντιλεσ υνδερ Χς, τηε βανδ ισ ονλψ αν αϖεραγε οϖερ Ρ
= 250 σαµπλεσ, ανδ τηε αϖεραγε βανδ δοεσ νοτ ρεϖεαλ τηε σµαλλ βυτ σιγνι�χαντ ∀ουτλιερσ∀.
Τηε ρεϕεχτιον φρεθυενχψ υνδερ τηε Πς νυλλ, ηοωεϖερ, χλεαρλψ χαπτυρεσ τηεσε φεω ουτλιερσ ιν
τηε φορµ οφ α δισπροπορτιονατελψ λαργε ρεϕεχτιον φρεθυενχψ.

Βυτ τηε λαττερ δισχυσσιον ονλψ παρτιαλλψ εξπλαινσ ωηψ τηε τωο τεστσ ηαϖε δι�ερεντ ρεϕεχτιον
φρεθυενχιεσ: ιτ φαιλσ το εξπλαιν ωηψ τηε κερνελ−βασεδ ρατιο ρενδερσ α φρεθυενχψ νεαρ τηε
νορµαλ σιζε ωηεν αν ασψµπτοτιχ Γαυσσιαν χριτιχαλ ϖαλυε ισ υσεδ. Νοτιχε τηατ αλτηουγη ονλψ
⊥ϖ2µν

εξπλοιτσ χροσσ−αυχτιον βιδ ινδεπενδενχε, ιτ αππροξιµατεσ τηε ϖαριανχε οφ α ρανδοµ
ϖαριαβλε τηατ ιτσελφ ονλψ ασψµπτοτιχαλλψ αππροξιµατεσ ⊥��1µν

(σεε Τηεορεµ 5 ανδ Λεµµα 6
ιν Αππενδιξ Α). Ιν φαχτ, τηε αππροξιµατιον ισ ρεθυιρεδ πρεχισελψ σο ωε χαν εξπλοιτ βιδ

26Τηε βανδωιδτη µυστ σατισφψ 
ν = ο(ν1=2) το ενσυρε χονσιστενχψ ϕ⊥�2µν
� ϖ2µν

ϕ
π
! 0. Σεε Τηεορεµ 5 ιν

Αππενδιξ Α. Ωε ρεπεατεδλψ �νδ 
ν � ν� φορ � 2 [:2; :25) το βε συπεριορ αχροσσ δατα γενερατινγ προχεσσεσ
βασεδ ον α µασσιϖε αρραψ οφ σιµυλατιονσ οφ α λαργε ϖαριετψ δατα γενερατινγ προχεσσεσ ρανγινγ φροµ ιιδ, το
βλοχκ−ωισε ινδεπενδεντ αυχτιον δατα, το δεπενδεντ ανδ ηετερογενεουσ τιµε σεριεσ.
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ινδεπενδενχε αχροσσ αυχτιονσ. Χονϖερσελψ, ⊥�2µν
διρεχτλψ αππροξιµατεσ τηε σεχονδ µοµεντ

οφ ⊥��1µν
� ��1 φορ εαχη ν (Ηιλλ (2009β)) ηενχε τηε τ−ρατιο µ

1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥�µν υνδερ Πς

ισ χλοσερ το τηε στανδαρδ νορµαλ λαω τηαν µ
1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥ϖµν . Μορεοϖερ, τηε αϖεραγε βιδ

σαµπλε σιζε ισ 3000 ωηιχη ισ λαργε ενουγη το προµοτε αππροξιµατε νορµαλιτψ φορ µ
1=2
ν (⊥��1µν

� 2) υνδερ Πς. Τηυσ, µ
1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥�µν ισ χοµπαρατιϖελψ χλοσερ το α (0; 1)−Γαυσσιαν

λαω27, ανδ τηερεφορε α (0; 1)−Γαυσσιαν χριτιχαλ ρεγιον βεττερ δεσχριβεσ µ
1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥�µν

υνδερ Πς τηαν µ
1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥ϖµν . Τηισ ισ αν ιµπορταντ διστινχτιον: ωηιλε τηε ⊥ϖµν−βασεδ
95% βανδσ βεττερ µατχη τηε 2.5% ανδ 97.5% σιµυλατιον θυαντιλεσ, οτηερ βανδσ (99%, 90%,

85%, ...) βασεδ ον ⊥ϖµν δο νοτ φαιρ ασ ωελλ, ιν παρτιχυλαρ υνδερ Πς σινχε µ
1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥ϖµν

δοεσ νοτ χλοσελψ φολλοω τηε στανδαρδ νορµαλ λαω.

5 Σο, Αρε Τηερε Χοµµον ςαλυεσ ιν ΒΧΤΣ?

Τηε ΒΧΤΣ σελλσ τιµβερ τηρουγη �ρστ−πριχε, σεαλεδ−βιδ αυχτιονσ, ανδ ιτ ηασ δεϖελοπεδ α χοµ−
πλεξ σψστεµ οφ ρεσερϖε πριχεσ, αλσο κνοων ιν τηε ινδυστρψ ασ υπσετ ρατεσ. Τηε ρεσερϖε πριχεσ
αρε σετ ιν δολλαρσ περ χυβιχ µετερ οφ τιµβερ. Βιδσ µυστ βε συβµιττεδ ασ βονυσ παψµεντσ,
ι.ε. τηε δολλαρ αµουντσ περ χυβιχ µετερ οϖερ ανδ αβοϖε τηε ρεσερϖε πριχεσ. Νεγατιϖε βονυσ
βιδσ αρε νοτ αλλοωεδ. Τηισ φεατυρε µακεσ τηε ρεσερϖε πριχεσ στριχτλψ βινδινγ, α νεχεσσαρψ
χονδιτιον φορ ουρ τεστινγ αππροαχη. Ωηεν τηε τιµβερ ισ ηαρϖεστεδ ανδ σχαλεδ, τηε συχχεσσφυλ
βιδδερσ παψ φορ τηε αχτυαλ ϖολυµε οφ τιµβερ.28

Βεσιδεσ µαξιµιζινγ τηε ρεϖενυε το τηε Χροων, ΒΧΤΣ αλσο ιµπλεµεντσ α µαρκετ πριχινγ
σψστεµ τηατ υσεσ αυχτιον ηιγη βιδσ φορ σεττινγ στυµπαγε ρατεσ φορ τιµβερ υνδερ λονγ−τερµ
τενυρε χοντραχτσ. (Αππροξιµατελψ 70 περχεντ οφ τηε αννυαλ χυτ ισ αλλοχατεδ το λονγ−τερµ
τενυρε.) ΒΧΤΣ µαινταινσ αν αχτιϖε δαταβασε τηατ χονταινσ ηιστοριχαλ ινφορµατιον ον τιµβερ
σαλεσ ιν τηε προϖινχε. Βοτη στυµπαγε ρατεσ ανδ ρεσερϖε πριχεσ αρε σετ υσινγ πρεδιχτεδ ηιγη
βιδσ ιν χοµπαραβλε αυχτιονσ.

Τηε πρεδιχτεδ ηιγη βιδσ αρε χοµπυτεδ υσινγ αν εστιµατεδ ρεγρεσσιον µοδελ, ωιτη αδϕυστ−
µεντσ φορ ηαρϖεστινγ σιτυατιονσ νοτ ωελλ ρεπρεσεντεδ ιν τηε ΒΧΤΣ δατασετ (ε.γ. ηελιχοπτερ
σινγλε στανδινγ στεµ σελεχτιον ετχ.). Τηε ρεσερϖε πριχε ισ σετ ατ 70 περχεντ οφ τηε εστιµατεδ
ηιγη βιδ ιν τηε αυχτιον. Α πριντουτ οφ α ρεγρεσσιον µοδελ υσεδ φορ χοασταλ σαλεσ ανδ τηε λιστ
οφ ϖαριαβλεσ ιν εξηιβιτεδ ιν τηε Αππενδιξ.29 Τηε ϖαριαβλεσ αρε σελεχτεδ ασ τηοσε τηουγητ βψ
ΒΧΤΣ λικελψ το εξπλαιν α λαργε πορτιον ιν τηε ϖαριατιον οφ ηιγη βιδσ, ανδ ιτ ισ ρεασοναβλε
το χονϕεχτυρε τηατ τηεσε αρε τηε σαµε µαιν ϖαριαβλεσ τηατ α�εχτ βιδδερσ∋ ϖαλυατιονσ. Τηεψ
ινχλυδε αϖεραγε λογ σελλινγ πριχεσ ιν τηε ρεγιον, νετ χρυισε ϖολυµε, εστιµατεδ σπεχιεσ χοµπο−
σιτιον ον τηε τραχτ, ανδ µεασυρεσ οφ διστανχε το τηε χλοσεστ µαϕορ λοχατιον (ε.γ. ςανχουϖερ,
Ναναιµο, Πρινχε Ρυπερτ, ετχ.). Τηε λιστ οφ ϖαριαβλεσ ισ νοτ λονγ, βυτ προβαβλψ δεταιλεδ

27Τηισ ισ δεµονστρατεδ βψ Κολµογοροϖ−Σµιρνοϖ τεστσ οφ στανδαρδ νορµαλιτψ ον σιµυλατεδ σεθυενχεσ οφ
µ
1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥ϖµν
ανδ µ

1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥�µν
. Τηε ΚΣ π−ϖαλυε φορ µ

1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥�µν
ισ σιγνι�χαντλψ

λαργερ τηαν τηε π−ϖαλυε φορ µ
1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=ϖµν
φορ εϖερψ µν � 60, α φραχτιλχε ρανγε ον ωηιχη τηε εµπιριχαλ

τεστ σιζε βασεδ ον µ
1=2
ν (⊥��1µν

� 2)=⊥�µν
ισ ρουγηλψ 5%. Τηε σιµυλατιον ρεσυλτσ αρε αϖαιλαβλε υπον ρεθυεστ.

28Σοµε Φυρτηερ δεταιλσ οφ ΒΧΤΣ αρε δεσχριβεδ ιν Ροισε (2005) ανδ Νιθυιδετ (2008).
29Τηε πριντουτ εξτραχτεδ φροµ τηε βοοκλετ τηατ δεσχριβεσ τηε µαρκετ πριχινγ σψστεµ. Τηε βοοκλετ ωασ

πυβλισηεδ βψ τηε ΒΧ Μινστρψ οφ Φορεστσ ανδ Ρανγε ονλινε, ανδ ισ αϖαιαβλε ατ ηττπ://ωωω.λλβχ.λεγ.βχ.χα/
πυβλιχ/Πυβ∆οχσ/βχδοχσ/370415/ΜΠΣΧοαστ.πδφ.
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ενουγη το χαπτυρε τηε µαιν ασπεχτσ οφ αυχτιον ηετερογενειτψ, σο νορµαλιζινγ τηε βιδσ βψ
τηε ρεσερϖε πριχε ισ λικελψ το ηοµογενιζε τηε βιδσ το α λαργε εξτεντ. Φορ τηισ ρεασον, ωε
δο νοτ ινχορπορατε ανψ χοϖαριατεσ ιν τηε εµπιριχαλ ιµπλεµεντατιον οφ ουρ τεστ βεψονδ τηε
νορµαλιζατιον οφ βιδσ βψ τηε ρεσερϖε πριχεσ.

5.1 Ωηψ Σηουλδ Ωε Εξπεχτ Χοµµον ςαλυεσ ιν ΒΧΤΣ?

Πααρσχη (1997) ασσυµεδ α πριϖατε ϖαλυεσ µοδελ ιν ηισ στυδψ οφ ΣΒΦΕΠ, τηε πρεδεχεσσορ οφ
ΒΧΤΣ. Βυτ τηινγσ ηαϖε χηανγεδ ιν ΒΧ σινχε τηεν, βοτη βεχαυσε οφ νεω φεατυρεσ ιν τηε
ΒΧΤΣ προγραµ, ανδ βεχαυσε οφ χερταιν χονχυρρεντ εϖεντσ δισχυσσεδ βελοω.

Τηε ϖαλυε οφ α τιµβερ τραχτ το α βιδδερ δεπενδσ τηε ον τηε πριχε οφ λογσ προδυχεδ φροµ
τηε τιµβερ. Τηε πριχε δεπενδσ ον τηε χοµποσιτιον οφ τιµβερ σπεχιεσ, τηε θυαλιτψ οφ τιµβερ,
ανδ ον µαρκετ χονδιτιονσ. ΒΧΤΣ χολλεχτσ δατα ον λογ πριχεσ φορ ϖαριουσ τιµβερ σπεχιεσ ον α
ρεγυλαρ βασισ, ανδ πυβλισηεσ τηεµ ον ιτσ ωεβσιτε ιν λογ πριχε ρεπορτσ. Α ρεπορτ φορ τηε χοασταλ
αρεα χοϖερινγ τηε 12 µοντησ περιοδ ενδινγ ∆εχεµβερ, 2006 ισ ινχλυδεδ ιν τηε Αππενδιξ.
Ασ ισ εϖιδεντ φροµ τηισ ρεπορτ, τηερε ωερε χονσιδεραβλε πριχε δι�ερενχεσ βοτη αχροσσ σπεχιεσ
ανδ αχροσσ θυαλιτψ γραδεσ. Τηε αϖεραγε πριχε οϖερ τηε περιοδ χοϖερεδ βψ τηε ρεπορτ ωασ
αβουτ ∃83/µ3. Ωηιτε Πινε ηαδ α χονσιδεραβλψ λοωερ πριχε, αβουτ ∃53/µ3, ωηιλε Χεδαρ
ηαδ α χονσιδεραβλψ ηιγηερ πριχε, αβουτ ∃123/µ3. Αλσο, γραδε ∀∆∀ Φιρ ηαδ α πριχε οφ αβουτ
∃393/µ3, αλµοστ 10 τιµεσ ασ µυχη ασ γραδε ∀ϑ∀.

ΒΧΤΣ προϖιδεσ εστιµατεσ οφ τηε σπεχιεσ χοµποσιτιον ατ τηε τιµε οφ σαλε, βυτ τηεσε αρε
ϕυστ εστιµατεσ, ανδ τηε αχτυαλ φραχτιονσ οφ σπεχιεσ ον τηε τραχτ χαν δεϖιατε χονσιδεραβλψ, ασ
δοχυµεντεδ ιν Ατηεψ ανδ Λεϖιν (2001) φορ τηε ΥΣ Φορεστ Σερϖιχε αυχτιονσ. Γιϖεν τηατ λογσ
φροµ δι�ερεντ σπεχιεσ µαψ ηαϖε χονσιδεραβλψ δι�ερεντ µαρκετ πριχεσ, τηισ ∀χοµποσιτιον∀
ε�εχτ µαψ χρεατε υνχερταιντψ αβουτ τηε αϖεραγε πριχε οφ λογσ φροµ τηε αυχτιονεδ τιµβερ.
Ιν ΣΒΦΕΠ αυχτιονσ στυδιεδ ιν Πααρσχη (1997), εϖεν τηουγη βιδδερσ χουλδ ονλψ συβµιτ ονε
βονυσ βιδ ασ ιν ΒΧΤΣ, τηε υπσετ ρατεσ ϖαριεδ αχχορδινγ το τηε σπεχιεσ. Ιν ε�εχτ, τηε ωιννερ
οφ τηε αυχτιον ενδεδ υπ παψινγ δι�ερεντ πριχεσ φορ δι�ερεντ σπεχιεσ. Τηισ µαψ ηαϖε αλλοωεδ
βιδδερσ το ινσυρε αγαινστ τηε ∀χοµποσιτιον∀ ε�εχτ, βψ εθυαλιζινγ προ�τ µαργινσ ον δι�ερεντ
σπεχιεσ. Ιν ΒΧΤΣ, βιδδερσ ενδ υπ παψινγ ονε ∀τοταλ∀ πριχε, ανδ χαννοτ ινσυρε αωαψ τηε
∀χοµποσιτιον∀ ε�εχτ, φαχινγ λαργερ υνχερταιντψ ιν λογ πριχεσ.

Οϖερ τηε περιοδ χοϖερεδ ιν ουρ δατασετ, αν αδδιτιοναλ φαχτορ ιν
υενχινγ τηε θυαλιτψ οφ
τιµβερ ιν τηε προϖινχε ωασ ιν πλαψ: τηε επιδεµιχ οφ Μουνταιν Πινε Βεετλε.30 Ιτ α�εχτεδ τηε
πρεδοµιναντ µερχηανταβλε τιµβερ σπεχιεσ, τηε Λοδγεπολε Πινε. Αχχορδινγ το αν εστιµατε
βψ τηε ΒΧ Μινιστρψ οφ Φορεστσ ανδ Ρανγε, σινχε λατε 1990σ βεετλεσ ηαϖε κιλλεδ οϖερ 620
µιλλιον χυβιχ µετερσ οφ τιµβερ, χοϖερινγ οϖερ 130,000 σθυαρε κιλοµετερσ (σεε Φιγυρε 6). Τηε
ΒΧΤΣ χονδυχτσ αεριαλ συρϖεψσ το δετερµινε τηε δεγρεε οφ βεετλε ινφεστατιον οφ α φορεστ αρεα.
Α δε�νιτε σιγν οφ βεετλε ινφεστατιον ισ τηε χηανγε οφ τηε χολορ οφ πινε νεεδλεσ, φροµ γρεεν το
ψελλοω το ρεδ. Ηοωεϖερ, τηεσε µεασυρεµεντσ αρε ιµπρεχισε βεχαυσε τηε νεεδλεσ δον∋τ σταρτ
το τυρν χολορσ υντιλ µανψ µοντησ αφτερ τηε ινιτιαλ ατταχκ. Τηε ιµπλιχατιον φορ ουρ στυδψ ισ
τηατ νοτ ονλψ τηε θυαλιτψ οφ τηε λογσ ωασ λοωερ οϖερ τηε περιοδ ιν τηε δατα, βυτ αλσο τηατ
τηερε µαψ ηαϖε βεεν συβσταντιαλ υνχερταιντψ αβουτ τηε θυαλιτψ ατ τηε τιµε οφ βιδδινγ φορ α

30Σοµε ινφορµατιον αβουτ τηε Μουνταιν Πινε Βεετλε επιδεµιχ ιν ΒΧ χαν βε φουνδ ιν τηε Μουνταιν Πινε
Βεετλε Αχτιον Πλαν, αϖαιλαβλε ατ τηε ΒΧ Μινιστρψ οφ Φορεστσ ανδ Ρανγε ωεβσιτε, ατ ηττπ://ωωω.φορ.γοϖ.
βχ.χα/ηφπ/µουνταιν_πινε_βεετλε/ΜΠΒ_ΑχτιονΠλαν_ΠρογρεσσΡεπορτ.πδφ (αχχεσσεδ ον 28 Απριλ, 2009).
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τραχτ.
Ουρ δατα ωερε χολλεχτεδ φροµ τηε ΒΧΤΣ ωεβσιτε.31 Τηε ραω δατα ισ ιν τηε φορµ οφ

Π∆Φ �λεσ φορ εαχη σαλε. Ωε ηαϖε αλλ βονυσ βιδσ, τηε ρεσερϖε πριχε, τηε ιδεντιτιεσ οφ τηε
βιδδερσ ανδ αλσο δατα ον τηε χηαραχτεριστιχσ οφ τηε σαλε (ε.γ. τηε λοχατιον, τηε σπεχιεσ οφ
τρεεσ πρεσεντ, σλοπε ετχ.). Τηε ρεσερϖε πριχεσ ανδ βιδσ αρε θυοτεδ περ 1µ3 οφ τιµβερ. Ουρ
δατασετ χοµπρισεσ οφ αλλ αυχτιονσ χονδυχτεδ φροµ ϑανυαρψ 14, 2004 το ∆εχεµβερ 14, 2006.
Τηε σαµπλε χονταινσ 611 αυχτιονσ ανδ α τοταλ οφ 1874 βιδσ. Φορ εαχη αυχτιον, τηε ρεσερϖε
πριχε ασ ωελλ ασ τηε βονυσ βιδσ αρε αϖαιλαβλε φορ αλλ βιδδερσ. Τηε συµµαρψ στατιστιχσ οφ τηε
σαµπλε αρε σηοων ιν Ταβλε 1. Ιτ ισ εϖιδεντ τηατ τηερε ισ συβσταντιαλ ηετερογενειτψ ιν τιµβερ
τραχτ ϖαλυεσ, ασ ρε
εχτεδ βψ τηε ϖαριανχεσ οφ βοτη βιδσ ανδ ρεσερϖε πριχεσ. Τηε ηετερογενειτψ
περσιστσ εϖεν ωηεν βιδσ αρε νορµαλιζεδ βψ τηε ρεσερϖε πριχεσ.

5.2 Χαν Βιδδερσ Βε Τρεατεδ Σψµµετριχαλλψ?

Ουρ τεστινγ αππροαχη ηασ βεεν δεϖελοπεδ υνδερ τηε ασσυµπτιον τηατ βιδδερσ αρε σψµµετριχ.
Πααρσχη (1997) αλσο τρεατεδ βιδδερσ σψµµετριχαλλψ ιν ηισ στυδψ οφ ΣΒΦΕΠ. Βυτ ηοω ωελλ ισ
σψµµετρψ συππορτεδ ιν ΒΧΤΣ? Σινχε ονε οφ τηε γοαλσ οφ ΒΧΤΣ ισ το οβταιν µαρκετ ϖαλυε φορ
τηε τιµβερ βψ προµοτινγ εντρψ, τηε ελιγιβιλιτψ ρεθυιρεµεντσ ιν ΒΧΤΣ ωερε σοµεωηατ ρελαξεδ.
Ιν παρτιχυλαρ, τηε ελιγιβιλιτψ ισ νο λονγερ ρεστριχτεδ το σµαλλ λογγινγ �ρµσ. Ιν πρινχιπλε, ανψ
εντιτψ ιν ΒΧ τηατ (ι) ισ αν ινδιϖιδυαλ 19 ψεαρσ οφ αγε ορ ολδερ ορ (ιι) α χορπορατιον ρεγιστερεδ ιν
Βριτιση Χολυµβια; ανδ, ηασ ονε ψεαρ λογγινγ εξπεριενχε ορ οων α τιµβερ προχεσσινγ φαχιλιτψ,
χαν παρτιχιπατε φορ α τωο−ψεαρ περιοδ. βψ παψινγ α σµαλλ ρεγιστρατιον φεε (250 Χαναδιαν
δολλαρσ). Βυτ µανψ φεατυρεσ οφ τηε ΣΒΦΕΠ ηαϖε βεεν πρεσερϖεδ ιν ΒΧΤΣ, ε.γ. τηε τραχτσ
αρε στιλλ θυιτε σµαλλ ανδ, ασ ιµπορταντ, νο �ρµ ισ αλλοωεδ το ηολδ µορε τηαν �ϖε λιχενσεσ
ατ τηε σαµε τιµε. Τηισ αλονε ισ λικελψ το λιµιτ τηε παρτιχιπατιον οφ λαργε µιλλσ ανδ τιµβερ
προχεσσινγ χοµπανιεσ.

Ιν ουρ δατα, ωε �νδ νο εϖιδενχε οφ µαϕορ πλαψερσ. Φιγυρε 7 χονταινσ τηε φρεθυενχιεσ
οφ παρτιχιπατιον βψ �ρµσ ιν τηε αυχτιονσ οϖερ τηε περιοδ χοϖερεδ βψ ουρ δατα. Αβουτ ηαλφ
οφ τηε βιδδερσ παρτιχιπατεδ ιν ονλψ ονε αυχτιον. Εϖεν τηε µαξιµυµ οφ τηε παρτιχιπατιον
ρατε ισ ϖερψ σµαλλ, 15 ουτ οφ 611 αυχτιονσ, ορ τηε ρατε οφ αβουτ 0:02:Τηισ αλσο ιµπλιεσ
τηατ ινφορµατιον ασψµµετριεσ, φορ εξαµπλε δυε το συπεριορ ινφορµατιον αβουτ τηε βεετλε
ινφεστατιον, αρε υνλικελψ ιν τηισ µαρκετ.

Βυτ εϖεν τηουγη τηε παρτιχιπατινγ �ρµσ αρε πριµαριλψ σµαλλ λογγερσ, ρελατιϖελψ ηιγη
τρανσπορτατιον χοστσ µαψ χρεατε ασψµµετριεσ ιφ τηερε ισ εντρψ βψ δισταντ �ρµσ. Ηοωεϖερ,
τηερε ισ εϖιδενχε τηατ χοµπετιτιον ιν ΒΧΤΣ ισ ηιγηλψ λοχαλιζεδ. Πααρσχη (1997) ρεπορτσ τηατ
ιν ΣΒΦΕΠ, 90 περχεντ οφ τηε σαλεσ ιν α παρτιχυλαρ διστριχτ ονλψ ινϖολϖινγ �ρµσ φροµ τηατ
διστριχτ. Ουρ δατα ον �ρµ λοχατιονσ αλλοω υσ το προϖιδε εϖεν στρονγερ εϖιδενχε ον α ηιγηλψ
λοχαλιζεδ νατυρε οφ τηισ µαρκετ.

Ωε ηαϖε ινφορµατιον ον τηε αδδρεσσεσ οφ µοστ �ρµσ (ωε ωερε αβλε το ιδεντιφψ τηε λοχα−
τιονσ οφ 580 ουτ οφ 684 �ρµσ). Σοµε ινφορµατιον αβουτ σιτε λοχατιονσ ισ αλσο αϖαιλαβλε, βυτ
υνφορτυνατελψ νοτ συ�χιεντλψ πρεχισε το πινποιντ τηειρ πρεχισε γεογραπηιχ χοορδινατεσ. Οφ−
τεν, τηε ραω δατα �λεσ χονταινεδ α δεσχριπτιον οφ τηε λοχατιον ρελατιϖε το σοµε ιδεντι�ερ συχη
ασ α ροαδ, α λακε ετχ. Ιν πρινχιπλε, τηισ ινφορµατιον χουλδ βε υσεδ το δετερµινε αππροξιµατε
χοορδινατεσ οφ τηε σιτε, βυτ τηισ ισ λικελψ το βε ηαρδ ανδ ωασν∋τ αττεµπτεδ ιν τηισ στυδψ.

31ηττπ://ωωω.φορ.γοϖ.βχ.χα/βχτσ/, αχχεσσεδ ιν ϑανυαρψ 2007.

18



Ωε χαν στιλλ µεασυρε τηε δεγρεε οφ �ρµσ∋ διστανχε ασψµµετρψ βψ λοοκινγ ατ ωιτηιν−
αυχτιον δι�ερενχεσ ιν τηε χοορδινατεσ οφ βιδδινγ �ρµσ. Ιν εαχη αυχτιον, ωε δετερµινεδ τηε
∀χεντερ∀ βψ αϖεραγινγ λατιτυδεσ ανδ λονγιτυδεσ οφ τηε �ρµσ τηατ παρτιχιπατεδ. Α διστανχε
ϖαριαβλε φορ εαχη �ρµ ωασ χονστρυχτεδ βψ χοµπυτινγ ιτσ διστανχε ιν µιλεσ το τηε αυχτιον∋σ
∀χεντερ∀. Τηε φρεθυενχψ πλοτ οφ τηε διστανχε ϖαριαβλε ισ γιϖεν ιν Φιγυρε 8. Οϖερ α τηιρδ οφ τηε
βιδσ (657 ουτ οφ 1874) ωερε συβµιττεδ βψ �ρµσ ωιτηιν 20 µιλεσ οφ τηε χορρεσπονδινγ χεντερ,
ανδ ονλψ 207 βιδσ (ϕυστ σλιγητλψ οϖερ 15%) βψ βιδδερσ φαρτηερ τηαν 100 µιλεσ. Αχχορδινγ το
τηισ µεασυρε, τηε χοµπετιτιον ιν ΒΧΤΣ ισ ινδεεδ ηιγηλψ λοχαλιζεδ. Τηισ ανδ ουρ πρεϖιουσ
δισχυσσιον ιµπλψ τηατ βιδδερ ασψµµετριεσ αρε νοτ συβσταντιαλ.

5.3 Τεστ Ρεσυλτσ

Φιγυρε 9 σηοωσ τηε ηιστογραµ οφ νορµαλιζεδ βονυσ βιδσ. Τηε ηιστογραµ εξηιβιτσ αν οϖεραλλ
δεχλινινγ παττερν χονσιστεντ ωιτη ουρ �νδινγσ ιν τηε νυµεριχαλ εξαµπλεσ (Φιγυρε 1), φορ
βοτη Πς ανδ Χς ενϖιρονµεντσ.32 Τηερε ισ σοµε εϖιδενχε οφ βιδ χλυστερινγ αρουνδ τηε
ρεσερϖε πριχε. Τηισ χουλδ βε εϖιδενχε οφ α Πς ενϖιρονµεντ, βυτ χουλδ αλσο βε α στατιστιχαλ
αρτιφαχτ, εσπεχιαλλψ σινχε ουρ νυµεριχαλ εξαµπλεσ ηαϖε αλσο ιδεντι�εδ σοµε χλυστερινγ υνδερ
Χς. Τηε ταιλ ινδεξ τεστ ηοωεϖερ προϖιδεσ ροβυστ ανδ χονχλυσιϖε εϖιδενχε. Τηε ρεσυλτσ οφ τηε
εστιµατιον οφ τηε ταιλ ινδεξ ��1 αρε ρεπορτεδ ιν Φιγυρε 10, ωηερε ωε πλοτ τηε ασψµπτοτιχ
95% χον�δενχε βανδσ ⊥��1µν

� 1:96⊥ϖ=
π
µν οϖερ τηε σαµε φραχτιλε ωινδοω µν 2 φ5; :::; 200γ

υσεδ ιν τηε σιµυλατιον, ωηερε ⊥ϖ2 δενοτεσ ειτηερ σεµι−παραµετριχ ορ νονπαραµετριχ εστιµατορ
⊥ϖ2µν

ορ ⊥�2µν
. Τηε Χς ϖαλυε ��1 = 1 λιεσ ωιτηιν τηε χον�δενχε βανδ φορ οϖερ 70% (55%) οφ

τηε φραχτιλεσ µν ωηεν ⊥�
2
µν

(⊥ϖ2µν
) ισ υσεδ, ωηιλε τηε Πς ϖαλυε ��1 = 2 νεϖερ λιεσ ιν ειτηερ

βανδ.
Τεστ π−ϖαλυεσ βασεδ ον βοτη ασψµπτοτιχ ϖαριανχε εστιµατορσ αρε δισπλαψεδ ιν Φιγυρε 11.

Τηε φραχτιλε ισ αγαιν ρεστριχτεδ το τηε ωινδοω µν 2 φ5; :::; 200γ. Τηερε ισ νο εϖιδενχε ατ
ανψ φραχτιλε µν φορ Πς: π−ϖαλυεσ αρε νο λαργερ τηαν .0045 φορ τηε τεστ βασεδ ον ⊥ϖ

2
µν

ορ ⊥�2µν
.

Σινχε ⊥�2µν
νοτ ονλψ τρυµπσ ⊥ϖ2µν

ιν σιµυλατιον εξπεριµεντσ βυτ λεαδσ το αχχυρατε τεστ σιζεσ
υνδερ τηε Πς νυλλ ανδ ιµπρεσσιϖε ποωερ υνδερ Χς, τηε εϖιδενχε οϖερωηελµινγλψ ποιντσ το
Χς.

6 Χονχλυδινγ Ρεµαρκσ

Ιν τηισ παπερ, ωε ηαϖε δεϖελοπεδ α νεω ταιλ−ινδεξ νονπαραµετριχ, ασψµπτοτιχαλλψ µοστ
ποωερφυλ τεστ οφ χοµµον ϖαλυεσ ιν �ρστ−πριχε αυχτιονσ ανδ αππλιεδ ιτ το ΒΧ Τιµβερ Σαλεσ,
αν ιµπορταντ ινστιτυτιον βοτη ιν τηε εχονοµψ οφ Βριτιση Χολυµβια ανδ ιν τηε λαργερ χοντεξτ
οφ τηε Υνιτεδ Στατεσ−Χαναδα σοφτ λυµβερ δισπυτε.

Τηε τεστ ισ βασεδ ον αυχτιον τηεορψ, βυτ ισ ρεδυχεδ−φορµ ιν τηε σενσε τηατ ιτ ισ βασεδ
ον τηε προπερτιεσ οφ βιδσ διστριβυτιον, ωηιχη ισ διρεχτλψ οβσερϖαβλε. Τηε τεστ εξπλοιτσ τηε
δι�ερενχε ιν τηε χλυστερινγ οφ βιδσ νεαρ τηε ρεσερϖε πριχε. Α µεασυρε οφ συχη χλυστερινγ ισ
προϖιδεδ βψ τηε ταιλ ινδεξ. Ωε ηαϖε σηοων τηατ τηε ταιλ ινδεξ οφ τηε βιδ διστριβυτιον ισ εθυαλ
το ονε−ηαλφ υνδερ πριϖατε ϖαλυεσ, βυτ ισ εθυαλ το ονε ιφ τηερε ισ α χοµµον−ϖαλυε χοµπονεντ
ιν βιδδερσ∋ ϖαλυατιονσ. Τηε εστιµατιον οφ τηε ταιλ ινδεξ ισ α ωελλ−στυδιεδ προβλεµ ιν εχονο−
µετριχσ, ωηερε τηε Ηιλλ−εστιµατορ ισ βψ φαρ τηε µοστ ωιδελψ−υσεδ µετηοδ. Βυτ τηε αϖαιλαβλε

32Ροισε (2005) πρεσεντσ α σιµιλαρ παττερν ιν ηισ Φιγυρε 8, ωιτηουτ νορµαλιζινγ βιδσ βψ τηε ρεσερϖε πριχε.

19



ασψµπτοτιχ ρεσυλτσ δο νοτ χοϖερ ουρ σεττινγ οφ ιµβαλανχεδ πανελσ ωιτη στοχηαστιχ διµενσιον
ανδ χονδιτιοναλ συβ−σαµπλε ηετερογενειτψ. Ουρ εχονοµετριχ χοντριβυτιον ισ το δεϖελοπ α
νονπαραµετριχ ασψµπτοτιχ ινφερενχε φραµεωορκ φορ τηε Ηιλλ−εστιµατορ ιν τηισ σεττινγ. Τηεσε
µετηοδσ αρε ποτεντιαλλψ υσεφυλ ιν οτηερ χοντεξτσ.

Ουρ νονπαραµετριχ ταιλ−ινδεξ τεστ ηασ υνχοϖερεδ χοµµον ϖαλυεσ ιν ΒΧΤΣ βεψονδ ανψ
ρεασοναβλε δουβτ. Σιµπλψ πυτ, τηε βιδσ δο νοτ χλυστερ αρουνδ τηε ρεσερϖε πριχε ασ µυχη
ασ τηεψ σηουλδ ιφ ϖαλυεσ ωερε πυρελψ πριϖατε. Ωηψ ισ τηισ ιµπορταντ? Ρεχαλλ τηατ ΒΧΤΣ
πυρσυεσ α γοαλ οφ οβταινινγ τηε µαξιµαλ ρεϖενυε φορ τηε Χροων, ανδ χυρρεντλψ υσεσ �ρστ−
πριχε, σεαλεδ−βιδ αυχτιον µεχηανισµ. Το τηε εξτεντ τηατ χοµµον ϖαλυεσ αρε πρεσεντ, τηεορψ
(Μιλγροµ ανδ Ωεβερ (1982)) συγγεστσ τηατ ΒΧΤΣ ωουλδ οβταιν α ηιγηερ εξπεχτεδ ρεϖενυε
ιφ ιτ αδοπτεδ αν ασχενδινγ−βιδ αυχτιον. Σηνεψεροϖ (2007) προποσεσ νονπαραµετριχ µετηοδσ
φορ εστιµατιον ανδ βουνδινγ οφ συχη χουντερ−φαχτυαλ ρεϖενυεσ. Ιν αδδιτιον, Τανγ (2009)
ηασ ρεχεντλψ δεϖελοπεδ νονπαραµετριχ βουνδσ φορ εξπεχτεδ ρεϖενυεσ υνδερ χουντερ−φαχτυαλ
ρεσερϖε πριχεσ. Αν αππλιχατιον οφ τηεσε µετηοδσ το ΒΧ Τιµβερ Σαλεσ ωουλδ βε αν ιντερεστινγ
τοπιχ φορ φυτυρε ρεσεαρχη.
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Αππενδιξ Α: Ταιλ Ινδεξ Ασψµπτοτιχσ ανδ Ινφερενχε

Ιν τηισ αππενδιξ ωε χηαραχτεριζε τηε λιµιτ διστριβυτιον οφ τηε Ηιλλ−εστιµατορ φορ ιµβαλ−
ανχεδ πανελσ ωιτη στοχηαστιχ διµενσιον. Ωε δεριϖε τηε νεω σεµι−παραµετριχ ασψµπτοτιχ
ϖαριανχε εστιµατορ ⊥ϖ2µν

ιν (11) σπεχι�χαλλψ ταιλορεδ το αυχτιον δατα, ανδ προϖε Ηιλλ (2009α)∋σ
νονπαραµετριχ εστιµατορ ⊥�2µν

ιν (10) ισ τριϖιαλλψ χονσιστεντ φορ αυχτιον δατα.
Ιτ ισ χονϖενιεντ το δενοτε

ζΛ := �
�
φνλγΛλ=1

�
;

τηε σιγµα−αλγεβρα ωε υσε φορ χονδιτιονινγ ον τηε ρεαλιζατιονσ οφ αυχτιον σιζεσ νλ φορ α γιϖεν
σαµπλε οφ αυχτιονσ οφ σιζε Λ. Ιν ϖιεω οφ Προποσιτιον 1 ανδ Ρεµαρκ 2, ωε ηαϖε τηε φολλοωινγ
χονδιτιονσ σατισ�εδ φορ βιδσ β�ι;λ

Α1 (χονδιτιοναλ ταιλ) Τηε λεφτ−ταιλ βεηαϖιορ οφ β�ι;λ σατισ�εσ φορ εϖερψ ι ανδ λ ασ β # 0

Γ� (βϕζΛ) := Π
�
β�ι;λ < βϕζΛ

�
= χλ � β� (1 +Ο(β�)) , � > 0; (13)

ωηερε τηε ζΛ−µεασυραβλε ρανδοµ ϖαριαβλε χλ > 0 ζΛ−α:ε:.

Α2 (χροσσ−αυχτιον ινδεπενδενχε) β�ι;λ ισ ποσσιβλψ δεπενδεντ οϖερ ι ωιτηιν αυχτιον λ, ανδ
ινδεπενδεντ αχροσσ αυχτιονσ λ.

Ωε ρεθυιρε ονε µορε πιεχε οφ ινφορµατιον χονχερνινγ ταιλ δεπενδενχε. Σινχε ουρ ∆ΓΠ
ιµπλιεσ βι;λ ισ στατιοναρψ ιν τηε ταιλσ, φορ α γιϖεν αυχτιον σιζε νλ ωε ασσυµε ωιτηουτ λοσσ οφ
γενεραλιτψ ταιλ δεπενδενχε δεπενδσ ονλψ ον βιδ δισπλαχεµεντ ιν τηε φολλοωινγ σενσε.

Α3 (ταιλ στατιοναριτψ) β�ι;λ ισ χονδιτιοναλλψ ταιλ στατιοναρψ: Π (β
�
ι;λ < βε�υ; β�ϕ;λ < βε�ϖϕζΛ)

φορ ανψ σχαλε υ; ϖ � 0 δεπενδσ ονλψ ον αυχτιον σιζε νλ ανδ βιδ δισπλαχεµεντ ϕι � ϕϕ ασ
β& 0. Ιν παρτιχυλαρ, Π (β�ι;λ < θµνε

�υ; β�ϕ;λ < θµνε
�ϖϕζΛ) = Π (β�1;λ < θµνε

�υ; β�1+ϕι�ϕϕ;λ
< θµνε

�ϖϕζΛ) + οπ (µν=ν) � ε�υ�ϖ φορ εϖερψ βιδ−παιρ ι; ϕ 2 φ1; :::; νλγ ανδ εϖερψ
αυχτιον λ 2 φ1; :::; Λγ.

Νοω δε�νε τηε λοωερ µν=ν
τη−χονδιτιοναλ θυαντιλε σεθυενχε φθµνγ αχχορδινγ το33

ν

µν
Γ� (θµν ϕζΛ)! 1 ασ Λ!1. (14)

Σινχε αυχτιον σιζεσ νλ αρε ρανδοµ, σο αρε τηε νυµβερ οφ σαµπλε εξτρεµε βιδσ µν ανδ
τηερεφορε τηε εξτρεµε βιδ τηρεσηολδ θµν .

Α.1 Ασψµπτοτιχ Νορµαλιτψ

Σινχε ⊥��1µν
= 1=µν

Πν
τ=1(λν β

�
(µν+1)

=β�τ )+ ισ χονστρυχτεδ φροµ δεπενδεντ βιδσ β�τ ανδ τηερε−
φορε α δεπενδεντ ορδερ στατιστιχ β�(µν+1)

, ασψµπτοτιχσ αρε γρεατλψ σιµπλι�εδ βψ α ταιλ−αρραψ
εξπανσιον τηατ αλλοωσ υσ το ρεπλαχε β�(µν+1)

ωιτη τηε βιδ τηρεσηολδ θµν . Χερταιν ασπεχτσ οφ

τηε φολλοωινγ αργυµεντ αρε ινσπιρεδ βψ Ησινγ (1991). Σεε Ηιλλ (2009α) ανδ Ηιλλ (2009β).

33Σεε Λεαδβεττερ ετ αλ (1983: Τηεορεµ 1.7.13).
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Σινχε ν, µν ανδ θµν αρε αλλ ρανδοµ ϖαριαβλεσ, τηρουγηουτ ωε οπερατε χονδιτιοναλλψ βψ
τρεατινγ τηε αυχτιον σιζεσ ασ κνοων χονσταντσ φνλγΛλ=1. Ωε τηεν δεµονστρατε τηατ χονδιτιοναλ
ανδ υνχονδιτιοναλ ινφερενχε αρε τηε σαµε ασψµπτοτιχαλλψ.

∆ενοτε βψ (λν θµν=β
�
τ )+ϕζΛ ανδ Ι(β�τ < θµνε

�υ)ϕζΛ βιδ ταιλ ινφορµατιον φορ α γιϖεν
ρανδοµ δραω φνλγΛλ=1. Σιµιλαρλψ, δε�νε α ζερο µεαν ταιλ αρραψ χονδιτιονεδ ον φνλγΛλ=1,

ν
Τ
(Λ)
µν;τ (υ) : 1 � τ � ν

ο

ν�1
=
ν
Τ
(Λ)
µν;τ (υ)

ο
:= Υ

(Λ)
µν;τ � �

�1Ι
(Λ)
µν;τ (υ)

ωηερε

Υ
(Λ)
µν;τ := (λν θµν=β

�
τ )+ ϕζΛ � Ε

�
(λν θµν=β

�
τ )+ ϕζΛ

�

Ι
(Λ)
µν;τ (υ) := Ι

�
β�τ < θµνε

�υ
�
ϕζΛ �Γ�

�
θµνε

�υϕζΛ
�
, υ � 0;

ανδ χοµπαχτλψ ωριτε

Ι
(Λ)
µν;τ := Ι

(Λ)
µν;τ

�
υ=µ1=2

ν

�
ανδ Τ

(Λ)
µν;τ := Τ

(Λ)
µν;τ

�
υ=µ1=2

ν

�
:

Ωε ωριτε ιντερχηανγεαβλψ τηε σταχκεδ φΥ (Λ)µν;τ; Ι
(Λ)
µν;τ; Τ

(Λ)
µν;τγ ορ τηε αυχτιον/βιδ αρραψ φΥ

(Λ)
µν;ι;λ

;

Ι
(Λ)
µν;ι;λ

; Τ
(Λ)
µν;ι;λ

γ.
Νοω δε�νε τηε χονδιτιοναλ ανδ ποπυλατιον µεαν−σθυαρεδ−ερρορ:

ϖ2µνϕΛ
:= Ε

η
µν

�
⊥��1µν

� ��1
�2 ϕζΛ

ι
ανδ ϖ2µν

:= Ε
η
ϖ2µνϕΛ

ι
.

Νοτε ϖ2µν
ισ νοτ ιν γενεραλ τηε ϖαριανχε οφ µ

1=2
ν (⊥��1µν

� ��1) βεχαυσε ⊥��1µν
ισ βιασεδ (ε.γ.

Ηαλλ (1982), Σεγερσ (2002)). Νεϖερτηελεσσ, α χηαραχτεριζατιον οφ τηε ασψµπτοτιχ ϖαριανχε οφ
⊥��1µν

φορ α στοχηαστιχ διµενσιοναλ πανελ ισ εξπεδιτεδ βψ τηε φολλοωινγ ρεσυλτ.

ΤΗΕΟΡΕΜ 5 Υνδερ Α1 ανδ Α2, φορ ανψ �([Λ�1ζΛ)−µεασυραβλε ιντερµεδιατε ορδερ σε−
θυενχε φµνγ, µν ! 1 α:σ: ανδ µν = οπ(ν

2=3), τηε Ηιλλ−εστιµατορ χονδιτιοναλλψ ον
φνλγΛλ=1

µ1=2
ν

�
⊥��1µν

� ��1
�
ϕζΛ =

1

µ
1=2
ν

νΞ

τ=1

Τ
(Λ)
µν;τ + οπ(1): (15)

Φυρτηερ, υνχονδιτιοναλλψ

µ
1=2
ν

ϖµν

�
⊥��1µν

� ��1
� δ! Ν(0; 1) ωηερε ϖ2µν

= Ο(1) (16)

ωηερε
ϖ2µν

ϖ2µνϕΛ

π! 1: (17)

Ρεµαρκ 1: Λιµιτ (16) ισ ιδεντιχαλ το τηε ονεσ εσταβλισηεδ ιν Ηιλλ (2009α: Τηεορεµ
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5; 2009β: Τηεορεµ 5.1), ηενχε τηε στοχηαστιχ νατυρε οφ ρανδοµ αυχτιον σιζεσ φνλγ ισ νον−
ιν
υεντιαλ ιν τηε λιµιτ. Ινδεεδ, (17) µεανσ ασψµπτοτιχ ϖαριανχε εστιµατιον χαν προχεεδ ασ
ιφ φνλγΛλ=1 ωερε δετερµινιστιχ.

Ρεµαρκ 2: Λιµιτ (16) ισ αργυαβλψ συππορτεδ βψ α ωεακ λιµιτ τηεορεµ φορ χαδλαγ
φυνχτιοναλσ ωιτη στοχηαστιχ ινδεξ (Τηεορεµ 14.4 οφ Βιλλινγσλεψ (1999)). Ιν τηατ χοντεξτ ιτ ισ
ασσυµεδ τηερε εξιστσ α µαππινγ γ : Ν ! Ρ+ συχη τηατ ν=γ(Λ) ! � ωηερε � ισ α χονσταντ,
ορ α ρανδοµ ϖαριαβλε υνδερ σηαρπ ρεγυλατορψ χονδιτιονσ. Ιν ουρ χασε ωε δο νοτ ρεθυιρε ανψ
ινφορµατιον ον τηε νατυρε οφ ν αλτηουγη πλιµΛ!1 ν=Λ = Ε[νλ] � �ν χλεαρλψ εξιστσ σινχε νλ
ισ ιιδ ανδ βουνδεδ.

Ρεµαρκ 3: Ιν τηε ιιδ χασε ϖ2µν
! ��2 (Ηαλλ (1982)), βυτ οτηερ αυχτιον δατα σπεχιαλ

χασεσ λεαδ το τηε σαµε ρεσυλτ. Σεε βελοω.

Α.2 Σεµι−Παραµετριχ Ινφερενχε

Σινχε βιδσ β�ι;λ αρε ινδεπενδεντ αχροσσ αυχτιονσ υνδερ Α2, υσε ασψµπτοτιχ αππροξιµατιον

(15) το δεδυχε, χονδιτιοναλ ον αυχτιον σιζεσ φνλγΛλ=1,

ϖ2µνϕΛ
� Ε

 
1

µ
1=2
ν

ΛΞ

λ=1

νλΞ

ι=1

Τ
(Λ)
µν;ι;λ

ϕζΛ
!2

=
1

µν

ΛΞ

λ=1

νλΞ

ι;ϕ=1

Ε
η
Τ
(Λ)
µν;ι;λ

� Τ (Λ)µν;ϕ;λ
ϕζΛ

ι
:

Χροσσ−αυχτιον ινδεπενδενχε Α2 ανδ ταιλ στατιοναριτψ Α3 ιµπλψ φορ ν συ�χιεντλψ λαργε Ε[Τ
(Λ)
µν;ι;λ

Τ
(Λ)
µν;ϕ;λ

ϕζΛ]
δεπενδσ ονλψ ον τηε αυχτιον σιζε νλ ανδ βιδ δισπλαχεµεντ ϕι � ϕϕ. Ιν παρτιχυλαρ, βψ στατιον−
αριτψ Α3 ανδ Λεµµα Β.1 ιν Αππενδιξ Β

ϖ2µνϕΛ
� 1

µν

ΛΞ

λ=1

νλΞ

ι=1

Ε

��
Τ
(Λ)
µν;ι;λ

�2
ϕζΛ

�

+ 2
1

µν

ΛΞ

λ=1

νλ�1Ξ

ι=1

(νλ � ι)� Ε
η
Τ
(Λ)
µν;1;λ

� Τ (Λ)µν;ι+1;λ
ϕζΛ

ι
:

Ιν τηε �ρστ τερµ οβσερϖε υνδερ Α1 Λεµµα Β.2 ασσερτσ (ν=µν)Ε[(Τ
(Λ)
µν;1;λ

)2ϕζΛ]
π! ��2.

Αλονγ ωιτη ν =
ΠΛ
λ=1 νλ ανδ (17) τηισ προϖεσ τηε φολλοωινγ χλαιµ.

ΛΕΜΜΑ 6 Υνδερ Α1−Α3 τηε υνχονδιτιοναλ ϖαριανχε σατισ�εσ

λιµ
Λ!1

ϖ2µν
= ��2 + 2 λιµ

Λ!1

1

µν

ΛΞ

λ=1

νλ�1Ξ

ι=1

(νλ � ι)� Ε
η
Τ
(Λ)
µν;1;λ

� Τ (Λ)µν;1+ι;λ
ϕζΛ

ι
:

Ρεµαρκ : Ιφ βιδσ αρε εϖερψωηερε ινδεπενδεντ τηεν Ε[Τ
(Λ)
µν;1;λ

� Τ (Λ)µν;1+ι;λ
ϕζΛ] = Ε[Τ (Λ)µν;ι;λ

ϕζΛ]
� Ε[Τ

(Λ)
µν;ϕ;λ

ϕζΛ] = 0 ηενχε τηε χλασσιχ ρεσυλτ λιµΛ!1 ϖ
2
µν

= ��2. Σψνονψµουσλψ ανδ τριϖ−

ιαλλψ, ιφ αλλ αυχτιονσ ηαϖε ονε βιδ νλ = 1 ωιτη προβαβιλιτψ ονε τηεν λιµΛ!1 ϖ
2
µν

= ��2. Ασ
λονγ ασ ασψµπτοτιχαλλψ τηερε αρε ιν�νιτελψ µανψ αυχτιονσ ωιτη µορε τηαν ονε βιδ (νλ > 1)
τηε ιιδ ασψµπτοτιχ ϖαριανχε ��2 ισ ωρονγ, ανδ ωιτηουτ µορε ινφορµατιον ον τηε νατυρε οφ
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βιδ δεπενδενχε ωιτηιν αυχτιονσ Ε[Τ
(Λ)
µν;ι;λ

� Τ (Λ)µν;ϕ;λ
ϕζΛ] χαννοτ βε σιµπλι�εδ.

Λεµµα 6 προϖιδεσ τηε βασισ φορ τηε στρυχτυρε οφ τηε σεµι−παραµετριχ εστιµατορ ⊥ϖ2µν
ιν

(11), ωηερε ⊥χµν(ι) δε�νεδ ιν (12) εστιµατεσ ωιτηιν−αυχτιον βιδ ταιλ δεπενδενχε Ε[Τ
(Λ)
µν;1;λ

�
Τ
(Λ)
µν;1+ι;λ

ϕζΛ]. Ιν ορδερ το ενσυρε ⊥χµν(ι) ισ χονσιστεντ φορ Ε[Τ
(Λ)
µν;1;λ

� Τ (Λ)µν;1+ι;λ
ϕζΛ] ωε µυστ

χηαραχτεριζε ηοω µανψ αυχτιονσ χονταιν βιδ δισπλαχεµεντ ι. Ρεχαλλ ∼Λι =
ΠΛ
λ=1(νλ � ι)+

δενοτεσ τηε νυµβερ οφ βιδ παιρσ φβ�ϕ;λ; β�ϕ+ι;λγ ατ δισπλαχεµεντ ι τηατ εντερ ιντο ⊥χµν(ι).

Α4 (βιδ δισπλαχεµεντ) Ασψµπτοτιχαλλψ εϖερψ βιδ δισπλαχεµεντ οχχυρσ ιν�νιτελψ οφτεν: ∼Λι
! 1 ασ Λ ! 1 φορ εαχη ι = 1:::�ν � 1:

ΤΗΕΟΡΕΜ 7 Υνδερ Α1−Α4, λιµ ινφν�1 ϖ
2
µν

> 0 ανδ µν=ν
1=2 ! 1 α:σ:, ⊥ϖ2µν

=ϖ2µν

π! 1.

Φιναλλψ, Ηιλλ (2009α)∋σ κερνελ ασψµπτοτιχ ϖαριανχε εστιµατορ ⊥�2µν
ιν (10) ισ εασιλψ χονσισ−

τεντ φορ βλοχκωισε ινδεπενδεντ βιδσ ιν αυχτιονσ οφ στοχηαστιχ σιζε. Αλτηουγη α λαργε χλασσ
οφ κερνελ φυνχτιονσ κ(ζ) χαν βε χονσιδερεδ ιν τηε φολλοωινγ αργυµεντσ, ινχλυδινγ Παρζεν,
Τυκεψ−Ηαννινγ, ανδ Θυαδρατιχ−Σπεχτραλ, βψ φαρ τηε Βαρτλεττ κερνελ κ(ζ) = (1 � ϕζϕ)+ ισ τηε
µοστ ποπυλαρ ιν τηε εχονοµιχσ λιτερατυρε. Σεε Ηιλλ (2009β), χφ. Ανδρεωσ (1991) ανδ δε ϑονγ
ανδ ∆αϖιδσον (2000). Σινχε ν ισ ρανδοµ ανδ ιν πραχτιχε τηε βανδωιδτη 
ν ισ α φυνχτιον οφ
ν, ωε µυστ τρεατ 
ν ασ α ρανδοµ ϖαριαβλε.

Α5 (κερνελ) κ(ζ) = (1 � ϕζϕ)+, 
ν ! 1 α:σ:, 
ν = οπ(µν=ν
1=2), µν = οπ(ν) ανδ

µν=ν
1=2 ! 1 1 α:σ:

ΤΗΕΟΡΕΜ 8 Υνδερ Α1−Α3 ανδ Α5 ⊥�2µν
> 0 ωιτη προβαβιλιτψ ονε. Αδδιτιοναλλψ ιφ

λιµ ινφν�1 ϖ
2
µν

> 0 τηεν ⊥�2µν
=ϖ2µν

π! 1:

Ρεµαρκ 1: Νοτιχε 
ν = οπ(µν=ν
1=2) = οπ(ν) ανδ µν = οπ(ν) ιµπλψ 
ν = οπ(ν

1=2)
µυστ ηολδ. Ιν γενεραλ 
ν = οπ(ν) ενσυρεσ ⊥�

2
µν
> 0 α:σ: (ε.γ. δε ϑονγ ανδ ∆αϖιδσον (2000)),

ωηιλε σπεχι�χαλλψ 
ν = οπ(µν=ν
1=2) προµοτεσ χονσιστενχψ βψ ρεδυχινγ τηε ε�εχτσ οφ περσισ−

τενχε βετωεεν δισταντ εϖεντσ (Ηιλλ (2009β)). Τηισ ισ τριϖιαλλψ σατισ�εδ υνδερ χροσσ−αυχτιον
ινδεπενδενχε σινχε ∀δισταντ εϖεντσ∀ αρε σιµπλψ βιδσ ιν δι�ερεντ αυχτιονσ οφ υνιφορµλψ �νιτε
σιζε νλ � �ν < 1.

Ρεµαρκ 2: Ωε ρεθυιρε συ�χιεντλψ µανψ ταιλ οβσερϖατιονσ µν=ν
1=2 ! 1 α:σ: το

ενσυρε τηε εστιµατορσ β�(µν+1)
ανδ ⊥��1µν

τηατ οχχυρ ιν εϖερψ ⊥Υµν;τ δο νοτ α�εχτ τηε λιµιτ οφ

⊥�2µν
.

Α.3 Φορµαλ Προοφσ

Προοφ οφ Τηεορεµ 5.

Στεπ 1: Χονσιδερ αππροξιµατιον (15) ανδ ωριτε β
�(Λ)
τ := β�τ ϕζΛ, αν αρβιτραρψ βιδ γιϖεν

αλλ αυχτιον σιζεσ. Βψ χονδιτιονινγ ον φνλγΛλ=1 ιτ φολλοωσ φµνγ ανδ φθµνγ αρε σεθυενχεσ οφ
κνοων χονσταντσ. Ωε τηερεφορε νεεδ ονλψ σηοω τηε χονδιτιονσ οφ Λεµµα Α.7 οφ Ηιλλ (2009α)

αρε σατισ�εδ φορ τηε δατα γενερατινγ προχεσσ οφ χονδιτιοναλ βιδσ φβ�(Λ)τ γ. Ιτ συ�χεσ ιφ β�(Λ)τ

ηασ ταιλ (13), ανδ φΙ(β�τ < θµνε
�υ)ϕζΛγ ισ γεοµετριχαλλψ Λ2−Νεαρ Εποχη ∆επενδεντ ον σοµε
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γεοµετριχαλλψ στρονγ µιξινγ βασε φ�τγ. Χονδιτιον Α1 ενσυρεσ τηε ρεγυλαρλψ ϖαρψινγ ταιλ (13),
χφ. Προποσιτιον 1.

Στατιοναρψ βλοχκωισε ινδεπενδενχε Α2 ωιτη βλοχκσ οφ �νιτε σιζε νλ � �ν < 1 ενσυρεσ
φΙ(β�τ < θµνε

�υ)ϕζΛγ ισ νο µορε τηαν �ν−δεπενδεντ ανδ τηερεφορε στατιοναρψ γεοµετριχαλλψ
στρονγ µιξινγ (Ιβραγιµοϖ ανδ Λιννικ (1971)), ηενχε φΙ(β�τ < θµνε

�υ)ϕζΛγ ισ στατιοναρψ
γεοµετριχαλλψ Λ2−ΝΕ∆ ον ιτσελφ ασ α γεοµετριχαλλψ στρονγ µιξινγ βασε (ε.γ. Ιβραγιµοϖ ανδ
Λιννικ (1971); Γαλλαντ ανδ Ωηιτε (1988), Ηιλλ (2009β))34. Τηισ προϖεσ (15).

Στεπ 2: Ιν ορδερ το προϖε τηε υνχονδιτιοναλ λιµιτ (16) ωε ωιλλ �ρστ ϖεριφψ τηε χονδιτιοναλ
λιµιτ:

µ
1=2
ν

ϖµνϕΛ

�
⊥��1µν

� ��1
�
ϕζΛ δ! Ν(0; 1) ωηερε ϖ2µνϕΛ

= Οπ(1): (18)

Τηε λαττερ φολλοωσ φροµ αππροξιµατιον (15) σινχε υνδερ Χορολλαρψ 3.3 οφ Ηιλλ (2009α)

1

µ
1=2
ν

νΞ

τ=1

Τ
(Λ)
µν;τ=�µνϕΛ

δ! Ν (0; 1) ; (19)

ωηερε �2µνϕΛ
:= Ε(1=µ

1=2
ν
Πν
τ=1 Τ

(Λ)
µν;τϕζΛ)2. Τηε χονδιτιονσ οφ Ηιλλ (2009α)∋σ Χορολλαρψ 3.3

αρε εασιλψ σατισ�εδ σινχε β
�(Λ)
τ ηασ ταιλ (13) υνδερ Α1, ανδ φΙ(β�τ < θµνε

�υ)ϕζΛγ ισ στατιοναρψ
Λ2−ΝΕ∆ ωιτη αρβιτραρψ σιζε ον α στρονγ µιξινγ βασε ωιτη αρβιτραρψ σιζε βψ Στεπ 1. Νοτιχε
(15), (18) ανδ (19) ιµπλψ ϖ2µνϕΛ

=�2µνϕΛ

π! 1.

Στεπ 3: Νοω χονσιδερ χλαιµσ (16) ανδ (17). Αππροξιµατιον (15) ανδ λιµιτ (19) ιµπλψ

λιµ
Λ!1

Π

 
µ
1=2
ν

ϖµνϕΛ

�
⊥��1µν

� ��1
�
� ζϕζΛ

!

= λιµ
Λ!1

Π

 
1

µ
1=2
ν

νΞ

τ=1

Τ
(Λ)
µν;τ=�µνϕΛ + οπ (1) � ζ

!

= Π (Ζ � ζ) ;

ωηερε Ζ ισ αν υνχονδιτιοναλ Γαυσσιαν λαω ωιτη ζερο µεαν ανδ υνιτ ϖαριανχε. Βουνδεδ
χονϖεργενχε τηερεφορε ιµπλιεσ

λιµ
Λ!1

Π

 
µ
1=2
ν

ϖµνϕΛ

�
⊥��1µν

� ��1
�
� ζ
!

= λιµ
Λ!1

Ε

∀

Π

 
µ
1=2
ν

ϖµνϕΛ

�
⊥��1µν

� ��1
�
� ζϕζΛ

!#

= Ε

∀

λιµ
Λ!1

Π

 
µ
1=2
ν

ϖµνϕΛ

�
⊥��1µν

� ��1
�
� ζϕζΛ

!#

= Π (Ζ � ζ) :
34Σπεχι�χαλλψ, ιφ =τ ισ τηε �−�ελδ ινδυχεδ βψ τηε ιν�νιτε παστ οφ �τ, =τ := �(�� : � � τ), τηεν σοµε στοχηαστιχ

προχεσσ φζτγ ισ γεοµετριχαλλψ Λ2−ΝΕ∆ ον φ=τγ ιφ συπ1�τ�νΕ(ζτ � Ε[ζτϕ=
τ+λν
τ�λν

])2 = ο(�λν) φορ ανψ σεθυενχε
οφ ποσιτιϖε ιντεγερσ φλνγ, λν ! 1, ανδ � 2 (0; 1). Ιφ =τ ισ αδαπτεδ το ζτ τηεν τηε Λ2−ΝΕ∆ προπερτψ ισ
τριϖιαλ σινχε συπ1�τ�νΕ(ζτ � Ε[ζτϕ=

τ+λν
τ�λν

])2 = 0. Ηιλλ (2009α)∋σ ρεσυλτ ρεθυιρεσ τηε Λ2−ΝΕ∆ βασε το βε στρονγ

µιξινγ. Βυτ βλοχκ−ωισε ινδεπενδενχε ιµπλιεσ βιδσ φβ
�(Λ)
τ γ αρε γεοµετριχαλλψ στρονγ µιξινγ ανδ τηερεφορε

Λ2−ΝΕ∆ ον τηεµσελϖεσ ασ α γεοµετριχαλλψ στρονγ µιξινγ βασε.
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Σινχε Ζ ισ α Ν(0; 1)−λαω ιτ φολλοωσ ινσταντλψ ϖ2µν
=ϖµνϕΛ

π! 1 βψ τηε δε�νιτιον ϖ2µν
=

Ε[µν(⊥�
�1
µν

� ��1)2].

Προοφ οφ Τηεορεµ 7. Ασσυµε αυχτιον σιζεσ φνλγΛλ=1, ανδ τηερεφορε ν ανδ µν, αρε δετερ−
µινιστιχ σινχε βψ Τηεορεµ 5 τηερε ισ νο ιµπροϖεµεντ ιν γενεραλιτψ βψ αλλοωινγ στοχηαστιχ
νλ. ∆ε�νε

χµν(ι) =
1
∼Λι

ΛΞ

λ=1

(νλ�ι)+Ξ

ϕ=1

Τ
(Λ)
µν;ϕ;λ

� Τ (Λ)µν;ϕ+ι;λ
:

Υσε Λεµµα Β.1 ιν ιν Αππενδιξ Β το δεδυχε ταιλ στατιοναριτψ Α3 ανδ τηε χονστρυχτιον ∼Λι =ΠΛ
λ=1(νλ � ι)+ ιµπλψ

Ε [χµν(ι)ϕζΛ] =
1
∼Λι

ΛΞ

λ=1

(νλ � ι)+ � Ε
η
Τ
(Λ)
µν;1;λ

� Τ (Λ)µν;1+ι;λ
ϕζΛ

ι
+ οπ (µν=ν)

= Ε
η
Τ
(Λ)
µν;1;λ

� Τ (Λ)µν;1+ι;λ
ϕζΛ

ι
+ οπ (µν=ν) :

Νοω υσε Λεµµα 6 το ωριτε

ϖ2µν
= ��2 + 2

1

µν

ΛΞ

λ=1

νλ�1Ξ

ι=1

(νλ � ι)� Ε [χµν(ι)ϕζΛ] + οπ(1):

Τηε Τηεορεµ 5 ιµπλιχατιον ⊥��2µν
= ��2 + Οπ(1=µ

1=2
ν ), τηε Λεµµα Β.3 ασσερτιονσ ϕ⊥χµν(ι)

� χµν(ι)ϕ = οπ(1=µν) ανδ ϕχµν(ι) � Ε[χµν(ι)ϕζΛ]ϕ = οπ(1=µν), αυχτιον σιζε βουνδεδνεσσ

νλ � �ν < 1,
ΠΛ
λ=1

Πνλ�1
ι=1 = ν βψ χονστρυχτιον, ανδ µν=ν

1=2 ! 1 α:σ: ανδ λιµ ινφν�1 ϖ
2
µν

> 0 βψ συπποσιτιον τογετηερ ιµπλψ ϕ⊥ϖ2µν
=ϖ2µν

� 1ϕ ισ βουνδεδ βψ

Κ
��⊥ϖ2µν

� ϖ2µν

�� � Κ
��⊥��2µν

� ��2
��+Κ

1

µν

ΛΞ

λ=1

νλ�1Ξ

ι=1

(νλ � ι) ϕ⊥χµν(ι)� χµν(ι)ϕ

+Κ
1

µν

ΛΞ

λ=1

νλ�1Ξ

ι=1

(νλ � ι) ϕχµν(ι)� Ε [χµν(ι)ϕζΛ]ϕ+ οπ (1)

= Οπ(1=µ
1=2
ν ) + οπ(ν=µ

2
ν) = οπ(1):

Προοφ οφ Τηεορεµ 8. Υνδερ τηε στατεδ ασσυµπτιονσ ανδ τηε λινε οφ προοφ οφ Τηεορεµ

5, αλλ χονδιτιονσ οφ Ηιλλ (2009β)∋σ Τηεορεµ 6 ηολδ φορ βιδσ φβ�(Λ)τ γ χονδιτιονεδ ον αυχτιον
σιζεσ φνλγΛλ=1. Τηερεφορε πλιµΛ!1 ⊥�2µν

=ϖ2µνϕΛ
= 1. Σινχε ϖ2µν

=ϖ2µνϕΛ

π! 1 βψ Τηεορεµ 5 τηε
προοφ ισ χοµπλετε.

Αππενδιξ Β: Συππορτινγ Λεµµατα

Τηε φολλοωινγ ρεσυλτσ αρε στραιγητφορωαρδλψ ϖερι�εδ υνδερ τηε µαινταινεδ ασσυµπτιονσ.
Χονσυλτ Ηιλλ ανδ Σηνεψεροϖ (2009) φορ προοφσ.
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ΛΕΜΜΑ Β.1 Υνδερ Α1−Α3 φορ ν συ�χιεντλψ λαργε Ε[Τ
(Λ)
µν;ι;λ

Τ
(Λ)
µν;ϕ;λ

ϕζΛ] δεπενδσ ονλψ ον
αυχτιον σιζε νλ ανδ βιδ δισπλαχεµεντ ϕι � ϕϕ. Ιν παρτιχυλαρ Ε[Τ (Λ)µν;ι;λ

Τ
(Λ)
µν;ϕ;λ

ϕζΛ] =
Ε[Τ

(Λ)
µν;1;λ

Τ
(Λ)
µν;1+ϕι�ϕϕ;λ

ϕζΛ] + οπ(µν=ν) 8ι; ϕ 2 φ1; :::; νλγ φορ αλλ 1 � λ � Λ.

ΛΕΜΜΑ Β.2 Υνδερ Α1 (ν=µν)Ε[(Τ
(Λ)
µν;ι;λ

)2ϕζΛ]
π! ��2 ζΛ−α:ε.

ΛΕΜΜΑ Β.3 Υνδερ Α1, Α2, Α4 ανδ µν=ν
1=2 ! 1 α:σ:, συπ1�ι��ν�1 ϕ⊥χµν(ι) � χµν(ι)ϕ

= οπ(1=µν) ανδ συπ1�ι��ν�1 ϕχµν(ι) � Ε[χµν(ι)ϕζΛ]ϕ = οπ(1=µν).
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Φιγυρε 1: Βιδδινγ στρατεγιεσ ανδ βιδ δενσιτιεσ φορ Χς (λεφτ πανελ) ανδ Πς (ριγητ πανελ)
µοδελσ.
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Φιγυρε 2: Σιµυλατεδ Πς δατα : Τηε ταιλ ινδεξ εστιµατορ ⊥��1µν
: β(�) δενοτεσ τηε ασψµπτοτιχ

95% χον�δενχε βανδ βασεδ ον τηε ϖαριανχε εστιµατορ ⊥�2µν
(κερν) ορ ⊥ϖ2µν

(ασψµπ), ορ τηε
σαµπλε θυαντιλεσ (θυαντ).
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Φιγυρε 3: Σιµυλατεδ Πς δατα τεστ ρεϕεχτιον φρεθυενχιεσ: Η0 : Πς � = 1=2 αγαινστ � > 1=2.
ρ(�) ισ τηε ρεϕεχτιον φρεθυενχψ οφ τηε νυλλ οφ Πς ατ τηε 5% λεϖελ.
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Φιγυρε 4: Σιµυλατεδ Χς δατα : ⊥��1µν
. β(�) δενοτεσ τηε ασψµπτοτιχ 95% χον�δενχε βανδ βασεδ

ον τηε ϖαριανχε εστιµατορ ⊥�2µν
(κερν) ορ ⊥ϖ2µν

(ασψµπ), ορ τηε σαµπλε θυαντιλεσ (θυαντ).
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Φιγυρε 5: Σιµυλατεδ Χς δατα τεστ ρεϕεχτιον φρεθυενχιεσ φορ Η0 : Πς � = 1=2 αγαινστ
� > 1=2. ρ(�) ισ τηε ρεϕεχτιον φρεθυενχψ οφ τηε νυλλ οφ Πς ατ τηε 5% λεϖελ,
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Φιγυρε 6: Τηε ουτβρεακ οφ Μουνταιν Πινε Βεετλε ιν τηε προϖινχε οφ Βριτιση Χολυµβια.
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Φιγυρε 7: Τηε ηιστογραµ οφ �ρµσ∋ παρτιχιπατιον ρατεσ.
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Φιγυρε 8: Τηε ηιστογραµ οφ �ρµσ∋ ωιτηιν−αυχτιον διστανχεσ.
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Φιγυρε 9: Τηε ηιστογραµ οφ νορµαλιζεδ βονυσ βιδσ.
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Φιγυρε 10: Τηε ταιλ ινδεξ εστιµατορ ⊥��1µν
φορ ΒΧΤΣ δατα ανδ 95% χον�δενχε βανδσ χοµπυτεδ

φροµ τηε ϖαριανχε εστιµατορ ⊥�2µν
(κερν) ορ ⊥ϖ2µν

(ασψµ).
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Φιγυρε 11: Τεστ π−ϖαλυεσ φορ ΒΧΤΣ δατα βασεδ ον τηε ϖαριανχε εστιµατορ ⊥�2µν
(κερν) ορ ⊥ϖ2µν

(ασψµ). Τηε νυλλ ηψποτηεσισ ισ Πς.
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MARKET PRICING SYSTEM - COAST

Revenue Branch, Ministry of Forests (January 16, 2004) 7

APPENDIX 1

List of Variables

Predicted Bid Estimated winning bid for the cutting authority ($/m3).

3-Month Average Log

Selling Price

Average coniferous log selling price estimate ($/m3) based upon log

grades and species for the cutting authority area, and schedules of

log market values collected and published by Revenue Branch.

2nd Growth Fir % The fraction of the coniferous cruise volume that is second growth

Douglas-fir.

2nd Growth Hembal % The fraction of the coniferous cruise volume that is second growth

hemlock.

Old Growth Hembal % Fraction of coniferous cruise volume that is old growth hemlock

and balsam.

Slope Average side slope percentage for the cutting authority area that is

not harvested by helicopter.

Volume per Hectare Volume per hectare in m3/ha.  Calculated by dividing the total net

coniferous cruise volume (m3) by the total merchantable area (ha).

Helicopter Logging % Fraction of the total net cruise volume (which includes deciduous

volume) that is required to be helicopter yarded plus the volume

yarded by skyline (i.e., logs fully suspended) greater than 600 m

straight line yarding distance measured from the centre of the

closest possible landing into the cut block.

Haul Distance Truck haul distance (km).

Number of Bidders Estimated number of bidders that would compete for the cutting

authority.

Volume Total net cruise volume of coniferous timber (m3).

Cable Yarding % Fraction of the total net cruise volume (which includes deciduous

volume) that needs to be cable yarded.

Cruise Grades Cruise Grades = 1, where 50 percent or greater of the total net

cruise volume has used the cruise compilation as the source of log

grades for the appraisal, otherwise Cruise Grades = 0.

Location The straight line distance (km) from the geographic centre of the

cutting authority area to the nearest location listed below:

Vancouver, Chilliwack, Merritt, Victoria, Nanaimo, Campbell

River, Prince Rupert, Terrace, Houston.

Barge Distance Barge distance is the barging distance (km) between the appraised

point of origin and the point of appraisal for the cutting authority

area.



MARKET PRICING SYSTEM - COAST
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APPENDIX 2

MPS Coast Equation –Winning Bid

Dependent Variable: Real Winning Bid (for stands > 2,500 m3)
Method: Least Squares
Sample: January 1, 1999 to December 31, 2002
Included observations: 248
White Heteroskedasticity-Consistent Standard Errors & Covariance

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

Constant -22.14037 5.944577 -3.724466 0.0002
Cruise Grades 3.460424 1.651467 2.095363 0.0372

2
nd

 Growth HemBal_% -19.00256 4.440790 -4.279094 0.0000
3-Month Average Log Selling Price 0.784393 0.061253 12.80572 0.0000

*LN (Old Growth HemBal_% + 0.01) -2.879611 0.605312 -4.757236 0.0000
Slope -0.166169 0.052742 -3.150589 0.0018

Helicopter Logging_% -40.09100 3.506940 -11.43190 0.0000
*LN(Volume per Hectare/1000) 11.94704 1.827940 6.535793 0.0000

*LN(Number of Bidders) 10.06841 1.477136 6.816169 0.0000
Haul Distance -0.034161 0.020904 -1.634167 0.1036

Barge Distance -0.011281 0.002742 -4.114145 0.0001

R-squared 0.757806     Mean dependent var 44.39302
Adjusted R-squared 0.747587     S.D. dependent var 22.83775
S.E. of regression 11.47385     Akaike info criterion 7.761359
Sum squared resid 31200.86     Schwarz criterion 7.917196
Log likelihood -951.4085     F-statistic 74.15553
Durbin-Watson stat 1.608942     Prob(F-statistic) 0.000000

*LN means natural logarithm.






