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Resumen: Se desarrolla un modelo estocéstico para inmunizar el valor presente

Abstract:

de un conjunto de flujos financieros contra el riesgo de tasa de interés

con instrumentos de renta fija, en particular, con bonos cupén cero.

En nuestra propuesta, la dindmica de la tasa de interés es conducida

por un proceso estocastico de difusién con reversién de la media. El

modelo destaca los conceptos de duracién y convexidad monetaria en la

administracién del riesgo de tasa de interés. A manera de ilustracién,

se generan estrategias de inmunizacién con bonos cupdn cero cuando

la estructura de plazos de la tasa de interés es conducida por el modelo

de Vasicek (1977).

In this paper, we develop a stochastic model to hedge the present

value of cash flows against interest-rate risk with fixed-income prod-

ucts, in particular, with zero coupon bonds. In our approach,

the

dynamics of the interest rate is driven by a mean-reverting stochastic

diffusion process. The model stresses the concepts of money duration

and money convexity in interest-rate risk management. An applica-

tion is addressed, by way of illustration, to generate hedging strategies

with zero coupon bonds when the term structure of the interest rate is

driven by the Vasicek’s (1977) model.
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172 ESTUDIOS ECONOMICOS
1. Introduccion

El creciente uso de instrumentos de renta fija para inmunizar el valor
presente de un conjunto de flujos financieros (activos y/o pasivos),
se debe en gran medida a la flexibilidad que estos instrumentos pro-
porcionan a sus usuarios para abrir y cerrar posiciones. Los titulos
de deuda, publica o privada, son herramientas ttiles que permiten
a los inversionistas institucionales, a los fondos de pensiones y a las
tesorerias de corporativos administrar el riesgo de tasa de interés con
bajos costos de transaccién. En conclusién, los instrumentos de renta
fija permiten a los inversionistas cubrir sus posiciones pasivas y/o
activas, en respuesta a sus expectativas econémicas y financieras, re-
duciendo el riesgo y la incertidumbre del mercado con bajos costos de
transaccion.

En el episodio de diciembre de 1994, o mejor dicho en la deba-
ele financiera de 1995, llama la atencién el que muchas tesorerias de
corporativos no hayan tomado las medidas necesarias, en vista de la
enorme exposicién al riesgo de tasa de interés, para planear oportuna-
mente sus pasivos en el corto plazo y/o reestructurar los mismes en el
largo plaze, ya que, cuando los instrumentos de renta fija se usan ade-
cuadamente protegen a los agentes econémicos contra fluctuaciones
adversas, no anticipadas, en la tasa de interés.

El riesgo por fluctuaciones adversas en la tasa de interés que en-
frentan las tesorerias de corporativos se refleja en la posibilidad de que
el valor presente de los flujos, activos y pasivos, que se tienen planea-
dos no se presente en la magnitud que se esperaba, lo que afecta la
programacién de las decisiones de gasto, inversién y financiamiento.
El riesgo de tasas de interés puede reducirse, si se cubre adecuada-
mente el valor presente de los flujos esperados tomando posiciones
sobre titulos de deuda privada o gubernamental.

En los altimos afios, el andlisis financiero en México ha experi-
mentado una serie de cambios y transformaciones profundas que han
modificado la forma de disefiar portafolios. Vale la pena destacar
los trabajos de: Black, Derman y Toy (1990), Avellaneda y Paras
(1996), Gonzalez-Aréchiga, Diaz y Venegas (2000), (2001); Venegas y
Gonzalez-Aréchiga (2002); Islas y Venegas (2002), Venegas (2001b);
Diaz (1997), (1997a); y Gonzélez-Aréchiga (1997). En este trabajo,
se desarrolla un modelo estocéstico para inmunizar el valor presente

L Un anilisis mas detallado sobre los efectos de un mercado financiero incom-
pleto en la economia mexicana se puede encontrar en: Venegas (2001), (2000),

(2000a), (1999), Venegas y Gonzalez-Aréchiga (2000), y Diaz y Venegas (2001).
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de flujos financieros mediante el uso de bonos cupdén.cero. En nuestro
modelo, las tasas de interés y los precios de los bonos son modelados
a través de ecuaciones diferenciales estécasticas. -Asimismo, el uso
del calculo estocastico permite, en forma natural, utilizar los concep-
tos de duracién y convexidad monetaria en la medicién y el control
del riesgo por movimientos adversos en la tasa de interés. En par-
ticular, en esta investigacién se generan estrategias de inmunizacién
cuando la estructura de plazos de la tasa de interés es conducida
por una ecuacién diferencial estocastica del tipo de Vasicek (1977).
Otras alternativas que se encuentran disponibles en la literatura para
generar coberturas contra el riesgo de tasa de interés se encuentran
en Ho y Lee (1986), Fabozzi (1996), Ahn, Khadem y Wilmott (1998),
Gonzalez-Aréchiga, Venegas y Diaz (2000) y (2001). Las principales
diferencias de esta investigacién con respecto a la literatura existente
son las siguientes:

1) la aplicacién del método propuesto se fundamenta en un marco
tedrico consistente;

2) el método considera explicitamente la sensibilidad del portafo-
lio a variaciones en la fecha en que inicia la cobertura;

3) la aplicacién del método es simple, ya que sélo requiere de
sistemas de ecuaciones lineales;

4) el rebalanceo del portafolio se lleva a cabo con modificaciones
simples en el sistema de ecuaciones resultante;

5) las estrategias de inmunizacién se actualizan en forma in-
mediata cuando hay més informacion disponible sobre expectativas y
condiciones del mercado; y

6) el proceso de estimacién numérica permite analizar coberturas
de volatilidad extrema.

El desarrollo de la investigacién es como sigue. En la seccién 2
se define la dinidmica de tasas de interés con base en el proceso de
Wiener, en la 3, se introduce el concepto de estrategia de cobertura
con bonos cupén cero. En la siguiente, se discuten los conceptos de
duracién y convexidad monetarias, los cuales desempefnian un papel
esencial en la cobertura del valor presente de un conjunto de flujos
financieros. En la seccién 5 se expone el modelo de Vasicek. Mas ade-
lante, con base en una estructura de plazos del tipo de Vasicek, nues-
tra propuesta se aplica en la generacién de coberturas de un conjunto
de flujos financieros. En la seccién 7 se presentan las conclusiones, se
establecen las limitaciones y las ventajas del modelo, y se mencionan
algunas lineas de investigacién futura. Finalmente, se presenta un
apéndice con los detalles de los resultados analiticos.
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2. Estructura intertemporal de la tasa de interés

El supuesto de que las tasas de interés se mantienen constantes, o
bien que su dindmica estd determinada por una funcién conocida
en el tiempo, podria ser razonable para instrumentos de renta fija
de muy corto. plazo, digamos dias o posiblemente semanas en perio-
dos de estabilidad. Sin embargo, en el mediano y largo plazo, la
tasa de interés presenta un comportamiento aleatorio, en cuyo caso
el movimiento Browniano proporciona una herramienta adecuada de
andlisis. Especificamente, se supone que la tasa spot o tasa instan-
tanea de interés, r,, es conducida por la siguiente ecuacién diferencial
estdcastica:

dT't - /I.(T't, t)dt + U(T't, t)th, (1)

en donde p(r,t) y o(re,t) son funciones conocidas. El proceso es-
tocdstico W, es un proceso de Wiener estandarizado (también lla-
mado movimiento Browniano), es decir, W, es una variable aleatoria
normal con incrementos temporales independentes, la cual satisface
E[dW;] = 0y Var[dW,] = dt. Las formas funcionales u(rs, t) y o(ry, t)
determinan la evolucién de la tasa spot y de la estructura de pla-
zos. Mas adelante se especificardn formas funcionales para p(re,t) y
o(ry,t) de facil interpretacién.

3. La ecuacién de compensacién del portafolio combinado

En esta seccién se presenta la ecuacién de compensacién entre flujos
y bonos. A continuacién, vamos a denotar. al proceso que conduce
al precio de un bono cupén cero mediante B(r¢,t;T), donde r; es la
tasa spot, t es la fecha de emisién del instrumento y T es la fecha de
vencimiento. En especifico, la valuacién teérica de un bono cupén
cero que paga una unidad monetaria al vencimiento estd dada por:

r :
B(r,t;T) =E |exp —/ rsds p | Fy 2)
t

donde F; es la informacién disponible en t y r, es la tasa corta. Es
decir, el descuento se calcula como el promedio de los valores de la
tasa corta (spot) en el intervalo [t, T].

Para inmunizar el valor presente de un conjunto de flujos de efec-
tivo, se utilizaran tres bonos cupén cero con vencimientos T, To y
Ts3, T1 < Ty < T3. La razén por la que se eligen tres bonos con
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distintos vencimientos se justificard mas adelante. Asf pues, el pre-
cio del bono con vencimiento T; tiene precio B;(r:, t;Ty), i = 1,2,3.
Considere una estrategia de cobertura con z; unidades de cada bono
con vencimiento en T;, i = 1,2, 3. Sea V (ry, t; f) el valor presente de
un conjunto de flujos de efectivo, f = {f1, f2, ..., fa}, cada uno de los
cuales se presenta en una fecha preestablecida 7;, j = 1,2,...,n. Se
desea determinar cantidades z,, z9 y z3, de tal manera que los cam-
bios en el valor presente de f, V (r4,t; f) por variaciones en la tasa de
interés, se compensen con los flujos generados por bonos de distintos
vencimientos, es decir,

0= z1dB; + z9dBg + z3d B3 + dV. 3)
En este caso,
Vit ) =B S freml=RBlt (s~ O} b, ()
i=1

donde

l xr
R(t, z;r) = h_/ rsds
—tJi

Si dV < 0, por lo menos un dB; es positivo y, reciprocamente, si
dV > 0, por lo menos un dB; es negativo. La aplicacién del Lema de
Ité a B;(re, t;T;), i = 1,2, 3, conduce a:2

0=1z,dBy + z9dBy + z3dB3 +dV

dB 8B,
= xl —"_1 + ,U(T't, ) + O'(T't, dt +o rt) —th
ot or:
0B OBs 9By
— dt —dW
+zo < n + u(re, )6” 50(rs,t ) +o(re,t Brt t:l
8B 48B3
+z3 (6_153 + pu(re, t) — Brs + U( Tty t dt + o (re,t —th]

1% v ‘
lo(r dt -+ o(ry, —dW
+(at + p(re, )art+20’(7“,) art) o(re,t) t-

2 Una discusién bésica sobre el Lema de Ité puede verse, por ejemplo, en
Venegas (2001b).
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Después de reagrupar términos en dt y dry, se obtiene que:

OB OB oB ov
02(11 1+12 2+a:3 3+-—)dt

ot ot ot ot
8B 8By 8By OV
+ —= — ]d 5
(zl aT't + T2 art + 73 aT't + aT't "t ( )
8%B, 8’8, 8°Bs 8%V
+ Lo (rq, t)? + d
37 (e, ) (zl IR R R M B

Esta ecuacién es fundamental para generar estrategias de cober-
tura con bonos, como se vera en la siguientes secciones, pues contiene
informacién sobre el tiempo promedio en que se presentan los flujos
de efectivo o se realizan pagos de los bonos, asf como informacién de
la dispersiéon de dichos tiempos con respecto al tiempo promedio de

pagos.

4. Inmunizacién por duracién y convexidad

A continuacién se desarrolla un método de cobertura del valor pre-
sente de un conjunto de flujos de efectivo. Dado que dt y dW; son
variables independientes en (5), entonces las siguientes tres condi-
ciones:

o0F, n 0F9 n O0F3 n oV _
%y TP T T

0, (6)

82%F 82F 8%F3 8%y
21 + 2 23 + 5 — 0
or; ory or{ orf

implican la relacién establecida en (5) entre los precios de los bonos
y el valor presente de los flujos de efectivo. El sistema anterior tiene
tres ecuaciones en las incégnitas z1, z9 y z3. En todo lo que sigue,
se supone que el determinante asociado al sistema (6) es distinto de
cero a fin de garantizar soluciones no triviales. Los valores =, x4
y z3 definen una estrategia de cobertura. Las cantidades 8B;/dr;
y 82B;/0r2, i=1,2,3, se conocen como duracién y convexidad mone-
tarias del bono Bj;, respectivamente. De igual manera, la sensibilidad
del valor presente a cambios en la tasa de interés, 8V /dr; recibe el
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nombre de duracién monetaria de V y la cantidad 82V /872 es lla-
mada convexidad monetaria de V. Las cantidades 8B;/8t, i=1,2,3,
y 82V /8t miden, respectivamente, la sensibilidad de los bonos y del
valor presente a cambios en la fecha de inicio de la cobertura. Note
que la duracién se determina a través de una aproximacién lineal,
o de primer orden, entre un valor presente y la tasa de interés. La
duracién mide también el tiempo promedio (ponderando por el valor
presente de los flujos) en que se presentan los flujos. Por otro lado, la
experiencia demuestra que cuando los cambios no son pequenos de-
splazamientos, la relacién que se presenta entre el valor presente de los
flujos y la tasa de interés no es lineal. Por lo tanto, es importante con-
siderar una medida de sensibilidad de segundo orden conocida como
convexidad. La cual es una medida de dispersién de los tiempos en
que se presentan los flujos, entre mayor sea la convexidad mas grande
sera la dispersién entre dichos tiempos. La agregacién de la convexi-
dad a la duracién, es decir, la expansién del valor presente en series
de Taylor hasta el segundo orden, suponiendo despreciables los otros
términos, nos permite tener una medida mdas precisa del cambio en
el valor presente de los flujos esperados ante cambios moderados en
la tasa de interés. Como puede observarse, la inmunizacién por du-
racién y convexidad es, fundamentalmente, un método local, aplicable
en el instante di, disenado para cubrir cambios en el valor presente
por desplazamientos paralelos, pequenos v moderados, en la tasa de
interés. Por esta razén, las estrategias de inmunizacién requieren
de actualizaciones periddicas o rebalanceo para proteger eficazmente,
no sélo contra pequenos desplazamientos en las tasas, sino también
contra cambios moderados y extremos.® Si una estrategia no es re-
balanceada atendiendo al comiportamiento y a las expectativas del
mercado, la proteccién se deteriorara progresivamente.

5. El modelo de Vasicek

Existen en la literatura varios modelos estocasticos de tasas de interés.
En especial, en esta seccién rios concentramos en el modelo de Vasicek
(1977). Este modelo de equilibrio general es muy util debido a sus
propiedades para valuar bonos. Presenta reversiéon de la media a un
valor constante, lo cual es una propiedad deseable que se observa con

3 Otros modelos de cobertura contra volatilidad extrema que utilizan procesos
de difusién con saltos, aplicados al mercado de capitales mexicano, se encuentran

en Venegas-Martinez (2001a).
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frecuencia en la dindmica de las tasas de interés. Especificamente, el
modelo de Vasicek tiena la forma:

dry = a(b — ri)dt + odWy, (7

con a, b, y ¢ > 0 cantidades constantes y conocidas.. En este caso, el
precio del bono B(rs,t;T) estd dado por (los detalles de los resultados
analiticos pueden ser consultados en el apéndice):

B(ry, t;T) = AT -7 D(¢,T)

donde
1— e—a(T—t)
A T)=-——%
a

(A(T) =T +t)(® - %)  o2A(1,T)>

D(,T)= - a

Asimismo, la estructura de plazos R(t, T;r;) satisface:

In [B(ry, t;T)). (8)

: 1
R(t,T;r) = 7

Para fines practicos, la ecuacién anterior puede plantearse en
términos discretos como una ecuacién estocastica en diferencias. Si
escribimos 8o = aby 8, = 1 — a, entonces

ry= Bo+ Piri—1 + &t (9)

donde {¢;} son variables aleatorias independientes y normalmente dis-
tribuidas con media cero y varianza o2. La media (incondicional) de
rs es fo/(1 — B1) = b y su varianza (incondicional) es 02/(1 — 81)2 =
02/[1 = (1 —a)?. La varianza condicional de r; es, por supuesto
o2, La grafica 1 muestra el comportamiento de la tasa (corta) spot
(rendimiento anualizado de CETES a un dia?), entre el 3 enero y el
29 de diciembre del 2000. Los datos faltantes fueron estimados con la
metodologia del Filtro de Kaiman.? Los resultados de la estimacién

4 En este caso, se utilizaron los vectores de precios que se publican en el
Boletin de la Bolsa Mexicana de Valores, en su seccién de analisis y evaluacién
de instrumentos de deuda (varios numeros, 2000).

5 Véase, por ejemplo, la metodologia del Filtro de Kalman en Venegas, de
Alba y Ordorica (1999).
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de los parametros del modelo autorregresivo (9), con errores estdndar
entre paréntesis, son como sigue:

e = 00289 + 0.83057‘t_1.
(0.0075) (0.02819)

(10)

En este caso, se puede apreciar que las estimaciones son significa-
tivamente distintas de cero con un 95% de confianza. La grafica 2
muestra la estructura de plazos definida a través de la ecuacién (8)
con t = 0, ¢=0.1695, 5=0.1709, ro=0.15 y ¢ = 0.0239. Como puede
observarse, la estructura de plazos es creciente y, en el largo plazo, se
estabiliza en un valor cercano al 16%.

Grafica 1

Comportamiento de la tasa spot anualizada
(3 enero - 29 de diciembre del 2000)
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Grafica 2
Estructura de plazos estimada
(eje horizontal en dias)
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6. Ejemplo de aplicacién

A continuacién se aplica el método propuesto en la inmunizacién de
un conjunto de flujos de efectivo contra el riesgo de tasa de interés.
A partir de la estructura de plazos de la tasa de CETES, estimada
con el modelo de Vasicek, se determinan la duracién y convexidad
monetarias del valor presente de un conjunto de flujos de efectivo y de
un conjunto de bonos para diferentes vencimientos. Posteriormente,
con el sistema de ecuaciones lineales definido en (6), se calculan las
cantidades de bonos de distintos vencimientos que inmunizan dichos
flujos contra el riesgo de tasa de interés. En la tabla 1, se presenta
un conjunto de flujos esperados que se desea cubrir. En la tabla
2 se listan las estrategias de cobertura con las estructura de plazos
generada con el modelo de Vasicek. Si el nimero de bonos, z; es
positivo, se genera una posicién larga (posicién de compra); en caso
contrario (z; < 0) se genera una posicién corta (posicién de venta).
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Cuadro 1
Flujos de efectivo (pasivos y activos)
sujetos de cobertura

Flujo Monto Fecha
h $1,000,000.00 30-Ene-00
fa -$950,000.00 04-Jun-00
f3 $1,000,000.00 | 29-Feb-00
fa -$950,000.00 04-Dic-00

Cuadro 2

Cobertura con estructura de plazos del tipo Vasicek

Vencimiento del bono
(valor nominal $100,000.00)
2000
Estrategia 19 Ene 16 Feb 15 Mar 14 Jun 20 Die
1 I]=-4.21 I9=1.22 I3=9.75 - -
2 I1=5.38 - I9=7.91 I3=5.55 -
3 I1=10.32 — - I9=3.71 I3=157
4 I,= 8.01 I9=6.45 - - I3=2.32
5 - 1= 1213 I9=2.54 - I3=1.11
6 - I1= 8.21 I9=9.56 I3=1.27 -
7 - I1= 15.53 - I9=0.84 I3=0.21

Como puede observarse, en los cuadros 1 y 2, las fechas de los flujos
de efectivo no coinciden con las fechas de vencimiento de las series
de los bonos; en caso contrario, el ejercicio serfa trivial. Después
de igualar entre bonos y flujos de efectivo, la sensibilidad al tiempo
inicial de cobertura, la duracién monetaria y la convexidad monetaria,
se obtienen nuestras estrategias de inmunizacién. Por ejemplo, en la
estrategia 1, se toma una posicién corta (se emite deuda) de 4.21
bonos con vencimiento el 19 de enero, al mismo tiempo se toman
posiciones largas de 1.22 bonos con vencimiento el 16 de febrero y de
9.75 con vencimiento el 15 de marzo; el valor nominal de cada bono
es de $100,000.00.
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7. Conclusiones

En los Gltimos afios, la ingenieria financiera ha experimentado profun-
das transformaciones sustentadas en las tecnologias de informacién y
en el desarrollo de modelos en tiempo real, facilitando asi la diversifi-
cacién de portafolios y coberturas. En este trabajo, se ha desarrollado
un modelo estocastico para inmunizar el valor presente de un conjunto
de flujos de efectivo con bonos cupén cero. A manera de ilustracién, el
método propuesto se aplicé a la generacién de coberturas alternativas
de un conjunto de flujos.

Es importante senalar algunas limitaciones del modelo. Si se
desea disponer de cuatro o mas bonos con distintos vencimientos,
se obtendria con nuestro método un sistema de tres ecuaciones con
cuatro o més incgnitas. Por lo tanto existirfa un nimero infinito de
estrategias de cobertura, de las cuales se pueden escoger algunas que
cumplan con los atributos deseables.

Vale la pena destacar que aunque el modelo de Vasicek es de equi-
librio general y presenta reversién de la media a un valor constante,
ademds de proporcionar formulas explicitas en la valuacién de bonos,
la estructura de plazos depende explicitamente, en forma lineal, de
la tasa corta. Otra limitacién que el modelo de Vasicek tiene es que
puede generar tasas de interés negativas para algunos valores de los
pardmetros (que no es nuestro caso). Por lo tanto, es importante ex-
tender el método de inmunizacién propuesto a otros modelos de tasas
de interés que tratan con dichas limitaciones. Asimismo, se requiere
mas investigacion para extender nuestro método a otros instrumentos
de cobertura, por ejemplo, futuros y opciones.
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Apéndice

Modelo de Vasicek

Cuando la tasa de interés spot presenta un comportamiento aleatorio,
el movimiento Browniano es una herramienta adecuada de analisis.
Existen en la literatura varios modelos de tasas interés ligados al mo-
vimiento Browniano. En particular, este apéndice se concentra en el
modelo de Vasicek (1977):

dry = a(b — ry)dt + odWy. (A1)

Precio de un bono (ecuaciones diferenciales parciales)

En lo que sigue se denotara, como antes, al precio de un bono cupén
cero mediante B(re, ¢;T), donde T es la fecha de vencimiento. Una
posibilidad de inmunizar un portafolio consiste en cubrir un bono con
otro bono de vencimiento diferente. Considere entonces un portafo-
lio con dos bonos con vencimientos diferentes Ty y T9. De acuerdo
con la notacién previamente introducida, el bono con vencimiento T
tiene precio Bi(re,t;T1) y el bono con vencimiento T3 tiene precio
Ba(ry, t;T2). El portafolio a cubrir consiste de w; unidades del ins-
trumento By(r,t;T1) y wo unidades de Bo(ry, t; T2). Si denotamos el
valor del portafolio en la fecha t por II;, se tiene que:

Ht = wlBl + wng. (A2)

El cambio en el portafolio en el instante d¢, debido a fluctuaciones
en los precios de los actives y no en el rebalanceo del portafolio (cam-
bios en w0 ws), estd dado por:

8B, 1 ,0%B, dBy 1 ,8%B,
I, = 4= dt —Z 4= dt
dll; = w, < + 20 + wog 51 } 20 Br?
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La expresién anterior se sigue inmediatamente de una simple
aplicacién del Lema de It6. Si se eligen w1 =1y wy = —(9B1/81¢)/
(aBg/art), el coeficiente de dW; es cero y, como consecuencia, se
elimina la parte aleatoria. En este caso, se tiene que

dth
8By 1 ,8%B; 331/332 8By 1 ,8°B,
L4z - = —Z 4 de. (A3
ot 127 a2 oo/ o )\ ot T 27 B (43)

Si se supone ademdas que existe una alternativa de inversién libre
de riesgo que paga la tasa corta r; con la que los agentes pueden
prestar y pedir prestado a dicha tasa, entonces al invertir la cantidad
I1; en esta alternativa se tiene que, durante dt,

0B, /0B
dIl = 7,11d¢ = r, {Bl— (a ‘/a 2)32] dt. (A4)
Tt Tt

Si se utilizan argumentos tipicos de arbitraje, se sigue que (A3) y
(A4) son iguales. Después de agrupar los términos tanto en B; como
en By se obtiene que

dB1 1 ,8%B; 8B
— 4= — 7B A5
<6t 37 %z T S, (43)
8By 1 ,8’B, OB,
= —+ -0 — 7By .
ot 2 87? ory

Note ahora que el lado izquierdo de la ecuacién es funcién sélo
de T, y el lado derecho sélo de T2. Dado que ambos lados son iguales,
entonces son independientes de la fecha de vencimiento. Se puede
suponer, por lo tanto, que ambos lados son iguales a alguna funcién
m(r¢, t) que no depende del vencimiento. Asi, quitando los subindices,
se sigue que

8B | ,9%’B 8B
E—}* §0’ W_TtBt a—rtzm(’l‘t,t).
De forma equivalente,
dB d%B dB
rn + %02 57 m(ry, t)a_rt —-rnB=0. (A6)

Para encontrar la solucién de (A6) se debe dar una condicién final
y dos de frontera. La primera corresponde al pago en el vencimiento
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de un bono cupén cero B(rr,T;T) = 1. Las condiciones de frontera
dependen de la forma de a, b, ¢ y r;. Se supone ahora una solucién
de la forma

B(r, ;T) = AT DT, (A7)

Note que A(T,T) =0y D(T,T) = 0. Al diferenciar B se sigue
que:

dB dA oD 4B 3°B 9
- , — = D?B.

== (o= 2~ - _DB
Bt ot ‘ot Bre ' or?

Después de sustituir las ecuaciones anteriores en (A6), se tiene
que:
dA 6D
o Tt T %02D2+m(rt,t)D—rt:0. (A8)
Note que A y D son funciones de ¢t y T, mientras que m(r,t) es
funcién de r;. Si se deriva (A8) con respecto a r; se obtiene

oD om
——+D——-1=0. A9
ot + 8” ( )

Note ahora que la ecuacién (A6) y el Lema de Ité conducen al
siguiente sistema de dos ecuaciones:

8B | ,0’B dB
E+§U T?:m(rt,t)a—”+r18,
8B | ,0°B 0B 4B
= |—=+1 —a(b—r¢)| dt + —odWy,
dB at + 2 (91‘? + Brta( Tt) + a"'ta t

lo que produce

OB OB
dB — r,Bdt = —cdW, + [m(rs,t) + a(b — ry)] —dt. (A10)
a"'t a"'t

Si se elige como candidato de m(ry,t) al més simple posible, en-
tonces m(ry,t) = ary—ab. Es decir, de la ecuacién (A10), la diferencia
entre el cambio en precio del bono y el rendimiento que paga el bono
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estd determinada unicamente por el movimiento Browniano. Por lo
tanto, la sustitucién de ém/6ry = a en (A9) conduce a

2 _up-1
ot ¢

La solucién de la ecuacién diferencial anterior con condicién final
D(T,T)=0ces

t
D(t,T) =D(T,T)e‘“(T“)_e—a(T~t)/ LaT=5) 4,

T
i
_e—a(T—t)/ ea(T—s)ds
T

1-— e—a(Tft)
- a
Por lo tanto,
3A
0=—-—r(aD-1)+ 302D+ (ary — ab)D — 1
__0A

==, +30°D% = abD.

De manera equivalente,

dA 1.2n12
E:abD—§aD.

oA o2 2
o2 _ (1 —a(T—t)) _ 9 (1 _ —a(T—t)) .
ot ( ¢ 2a? ¢

En consecuencia,

t 2
A(t,T):b(t—T)—b/ e T)ds — (¢ - T) (A11)
T 2a

0'2 t 0'2 t
+__§/ e—a(T—s)ds_ _2/ e—2a(T—s)ds
a T 2(1 T
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b
Yy 2 a(T-t) >_ _
bt~ T) - <e 1) - o5 (t=T)
2 2
+U_ (e—a(T—t) _ 1) _ g (6—20.('1—'*!,) _ 1)
23 3
b o2
= b(t~T) - - (e-“”—‘) - 1) -2 (t-1)
a 2a

2 2 9
+ 2 (e—a(T—t) _ 1) 4 2‘7_3 (e—a(T—t) _ 1) _o (e—a2(T—t) _ 1) .
a

2a3 4a3
= a—lz(t -T) (a2b — —21-02> + ;11—2D <a2b - %ﬂ)
- (—}Z—(D(t,T) T 41 (a2b - %#) - W.

Precio de un bono (valores esperados)

En la seccién anterior se presenté el enfoque de ecuaciones diferen-
ciales parciales para determinar el precio de un bono, a continuacién
se ilustra un desarrollo alternativo que hace uso de las propiedades
de la distribucién de dW,. Considere de nuevo el modelo de Vasicek:

dry = a(b— r¢)dt + odW,.

Si se hace el siguiente cambio de variable,
mg = ary — ab,
entonces el modelo de Vasicek puede reescribirse como

dm¢ = —am¢dt + acdWy.

Esta ecuacién es conocida como el proceso de Ornstain-Uhlenbek.
La importancia de dicho proceso es que la solucién de (A 12) es similar
a la de una ecuacién diferencial no homogénea de primer orden, es
decir,
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t
my =moe * + aoe_at/ e**dW,
0
t
=mge” % + aa/ e 8w,
0

En equivalencia,

¢
ary —ab= (arg — ab)e™* + aa/ e~ (=9 aw,
0

t
re=roe +b(1—e ) + a/ et dw,. (A12)
o

Claramente, r; se distribuye normal con media (incondicional)
Efrs) = roe ® +b (1 — e_at)

y varianza (incondicional)

t 2
Var[ry] = 02A e~ 20(t=s)gs = ;— (1- 6"2“) .

a

Note ademds que si o ~ N(0,02%/2a) y Cov(r;,W;)=0, entonces

Efr=b(1- e” )

Yy

2 2 2

0" _2at g —2at 4
Varlry = = Z (1= -7
ar[ry e + o ( e ) 2
Asimismo, si ro ~ N (b,0%/2a) y Cov(r;,W;)=0, tenemos que
E{’I‘t] =b
Yy
2

Var(r;] = g—a—.
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Recuerde que el precio de un bono cupén cero que se emite en ¢
y que paga una unidad monetaria en el tiempo en T satisface

B(ry, t;T)=E {exp (» /T rsds> Fi }

donde F; es la informacién relevante disponible en el tiempo ¢t (una
filtracién de la o-algebra F perteneciente al espacio de probabilidad
(2, F, (Fi)i>0, P) donde estéd definido W;). En este caso,  es un
espacio muestral y P es una medida de probabilidad. Ahora bien, de
estadistica elemental se sabe que la funcién generatriz de momentos
de una variable aleatoria X ~ M (u, o) estd dada por

Mx(t) =E [e'X ] = exp {tE[X] + %t2Var[X]} .
En particular para t = 1 se tiene que si X ~ N (g, o)
E [ex] = exp {E[X] + {Var[X]}.
Por lo tanto, si I(t,T) = ftT rsds fuera normal, entonces

B(r,t;T) = E {exp (—1(t,T)) l]:t}

= exp {—E[I(t,T)|F] + %Var[l(t,T)l]—"t]} .

A continuacién se verad que efectivamente I(¢,T) es normal. Del
modelo de Vasicek se sigue que

T T T
/ dr, = ab(T—t) —a/ 'rsds+o/ dw,.
t t t

De forma equivalente
‘ v T
rp—ry=ab(T —t) —al(t,T) +U/ dw,.
t

En consecuencia,

I(t,T)z—%(rT—rt)ﬁ-b(T—t)+%/TdWs. (A13)
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Por otro lado, del mismo modelo de Vasicek se tiene que si en

(A12) se sustituye 0 por t y ¢ por T, es decir, se cambia de solucién
inicial y valor final, entonces

‘ T
rp=ree” 8T 4 p (1 - e_a(T_t)> + 0/ e~ dT=8)qw ..
t

Por lo tanto,
TP — Ty =Ty (ega(Tft) - 1) +b (1 - e_a(T‘t)) (A14)

., _
+cr/ e dT=9qw, = (b—r,) (1 - e*“(T*t))
t

T
to / e a5 gy,
t

A partir de (A13) y (A14), se encuentra que

T
](t’T) — _l |:(b _ Tt) (1 . e"ﬂ(T“i)) + O’[ €_a(T—s)dWs}

(T — 1) + Z/tT AW, = b(T — t) + (r, — b) (Li_‘f__'l(T‘t))

‘ a

T 1— e~a(T~s)
to / <_—> aw,. (415)
t a

Es importante recordar ahora una de las reglas mas importantes
del calculo estocastico

Var [AtH(s)dWs} -B {(/ﬂtﬂ(s)dwsf}; /Ot'[H(s)]zds.

Por lo tanto,
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E[I(t, T)|F] = b(T — t) + (r, — b) (_1—_:“?_4_)>

T /1 _ o—a(T—s)\ 2
Var[](t,T)|]-‘t|:g2/ (1_6__> ds
t

a

o2 T T
=— T—t~2/ e"a(T°s)ds+/ e~ 2e(T=2)qs
t t

2
A P (1 - e““(T“)) L (1 B e*za(T—”)
a? a 2a

Si se supone, como antes, que
B(Tt, t;T) — eA(t,T)—r,D(t,T)’
tenemos que

_ p—a(T-t)
D@, T) = -7

a

A, T)=—-b(T —t)+bD(,T)

o2 2 1
A (1 _ —a(T—t)) 1 ( _ —2a(T-—t))
+ 202 [ a [ + 2a 1 €

1 2, 1.2
a—2'D (a b—§0' )
2 2
I (o—a(T—-t) _ 1) - O (g-a2T-t) _
+2a3(ea 41 3 e~ 2% 1
o2D(t,T)?
4a ’

(t-1T) (azb - %02) +

le —

=N

1
=—(DET)-T+1) (a®b — 10?)
Este resultado coincide plenamente con el establecido en (A11),

con lo que se concluye el apéndice.



