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1. Introduccién

Hasta épocas recientes, la teorfa econdmica urbana se centraba en el anali-
sis del sistema de ciudades, tanto por el lado de la oferta (Weber, 1909 o
Hoover, 1948), como por el de la demanda (Amott, 1979; Amott y Stiglitz,
1979; Kanemoto, 1980; Yang y Fujita, 1983 o Hochman, 1981, entre
otros).! El anilisis del sistema de ciudades por ¢l lado de la demanda, se ha
centrado, fundamentalmente,-en el estudio del papel que juega el consumo
de bienes puiblicos en la formacién y crecimiento de las aglomeraciones ur-
banas. Asimismo, también han sido numerosos los estudios de demanda de
localizacion,-distribucion de la poblacion y precio del suelo (Alonso, 1964;
Mills, 1967; Muth, 1969 o De Salvo, 1977) e, incluso, autores como Lucas
(1988) o Raugh (1991) plantean que los individuos obtienen utilidad de su
interaccion entre ellos.

La aproximacion por la vertiente de la produccion plantea, que la con-
centracion de la actividad econdmica y social en torno a las ciudades viene
definida por tres fuerzas econdmicas: la reduccion del coste de transporte,
la presencia de economfas de escala y la existencia de efectos externos de
aglomeracién. De estos ultimos, hay que distinguir entre efectos externos
de localizacidn, que son externos a la empresa e internos a la industria —que
permiten mantener los supuestos de competencia perfecta (Henderson,
1974); y, efectos de urbanizacion, que son externos a la industria y la em-
presa, pero internos al drea urbana. Los antecendentes a estos trabajos los
encontramos en la “causacion circular” de Myrdal (1957) y las teorias
sobre los costes de transporte de Hirschman (1958) que alcanzan su apogeo
con el modelo de Krugman (1991) —aunque nos podriamos remontar a Von
Thiinen (1826), Weber (1909), Christaller (1933) e incluso a Marshall
(1890). La idea de los efectos desbordamiento surge en el trabajo seminal
de Jacobs (1969) y contintia en Lucas (1988), David y Rosembloom (1990)
o Arthur (1990). La linea continfia con Saxenian (1994) en su estudio sobre
la relacion entre Silicon Valley y Stanford University, y en Gaspar y Glae-
ser (1998) donde se analizan los desbordamientos “intelectuales”. Trabajos
recientes (Benabou, 1993; Rauch, 1993 o Imagawa, 1997) conectan con-
centracion industrial, desbordamiento intelectual (educacion) y crecimien-
to econdmico.

1 Un trabajo reciente sobre sistemas de ciudades es Brakman et al. (1999), donde se hace
una sintesis de las trabajos seminales y, sobre todo, se discuten ampliamente las contribucio-
nes de Krugman (1991).
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Sin embargo, no sélo se derivan beneficios de la aglomeracidn, sino
que aparecen costes o deseconomias de aglomeracién (también llamados
congestién). Con frecuencia, este tipo de costes aparecen cuando las ciuda-
des superan un tamafio determinado, tocan techo, y comienzan a genera
problemas. En este sentido, los argumentos de Becker (1968) sobre el cri-
men; los de Khan (1996) sobre la contaminacién o los de Glaesser (1998)
la seleccion adversa, nos hacen comprender mejor la realidad inmediata de
las grandes metropolis.

De todo lo anterior se concluye, que la literatura, hasta épocas recien-
tes, ha explicado el tamafio de ciudad en funcion de la fuerza de aglomera-
cién dominante en la misma (Fujita y Thisse, 1996), aunque la importancia
e influencia que pueden ejercer elementos tales como la estructura del mer-
cado interno no se ha analizado en profundidad. De ahi, que consideremos
oportuno investigar la formacién y configuracion de sistemas de ciudades y
su dimensién en situaciones de competencia imperfecta.

Nuestro principal objetivo en este articulo es por tanto, explicar la for-
macion de las ciudades en los momentos actuales, suponiendo que existe
una estructura organizativa de diferenciacioén de producto. Ello, permite in-
tegrar los dos ambitos de estudio considerados hasta ahora (demanda y
oferta), ya que consumo y produccién se presentan como factores claves y
determinantes a la hora de investigar el origen de las aglomeraciones urba-
nas. La presencia de bienes diferenciados en las mismas permite a las eco-
nomias domésticas incrementar su nivel de utilidad, mientras que para las
empresas supone una reduccion del coste medio de produccion.

Otro de los fines que se persigue en este estudio es analizar cual es la
magnitud de impuestos-subsidios que permite alcanzar el tamafio de equili-
brio y, por tanto, optimizar la dimensién de la ciudad. Finalizaremos este
articulo analizando cual es el nimero de ciudades que conforman un siste-
ma en equilibrio y con una estructura organizativa de diferenciacién de
producto.

Para lograr los objetivos enumerados, organizaremos este trabajo en
cuatro apartados, que conjuntamente con la introduccion y conclusiones,
nos ayudaran a entender como se forma y crece un sistema de ciudades en
situaciones de competencia imperfecta. Para ello, en el epigrafe siguiente
presentamos un modelo de ciudad bisectorial, con un sector servicios en

2 Para una panoramica reciente sobre los beneficios y costes de la aglomeracion ver Gla-
esser (1998) y Alonso-Villar y De Lucio (1999).
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competencia monopolistica y diferenciados; a continuacién, analizaremos
el tamafio de equilibrio de la citada aglomeracidn; en el siguiente, se anali-
za la intevencién del gobierno local, esto es, se trata de cuantificar cual es
la magnitud de impuestos-subsidios que permitird alcanzar la dimensién
6ptima de la misma; y por ultimo, investigaremos cual es el nimero de ciu-
dades que componen un sistema en equilibrio, y bajo el supuesto de com-
petencia monopolistica.

2. Descripcidén del modelo

Tal y como hemos referido anteriormente, en este epigrafe presentamos un
modelo de ciudad en equilibrio, con dos sectores: economias domésticas y
produccién. No obstante, si admitimos que estamos en una situacién de
equilibrio general, el nivel de utilidad U de las familias que habitan en la
zona residencial es ex6geno,’ y que el suelo urbano no es de propiedad pri-
vada (podriamos suponer que el suelo es propiedad del Estado o de agentes
no residentes —absent landlords).

Por otro lado, asumimos que la ciudad en cuestién es monocéntrica y
abierta,* que se expande a lo largo de una llanura sin accidentes geografi-
cos. Ademas, en ella se produce un bien X y un conjunto de servicios Zy
(Y=1, 2, 3, ..., n) en el DCN, siendo el precio Py determinado por el merca-
do nacional.

2.1. Sector economias domésticas

Asumimos que todas las familias de la ciudad poseen una funcién de utili-
dad separable y estrictamente cuasiconcava:

o)

3 Laidea es que el nivel de utilidad, U, de cualquier familia debe ser constante ¢ igual en
todo el territorio nacional; por, tanto, en equilibrio no tendré lugar la migracion.

4 Se entiende por ciudad monocéntrica, aquella que se compone de dos anillos concéntri-
cos: el central, llamado distrito de negocios (DCN) y, el periférico, que es la zona residencial.
El limite de la ciudad (r;), i.. del espacio urbano, coincide con el principio de la tierra de uso
agricola. La ciudad se ubica en un espacio abierto, un llanura, sin accidentes geograficos que
le impidan el crecimiento. Para un mayor conocimiento de este tipo de modelos ver Fujita
(1989), como referencia basica.
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donde o, B, y y 6>0; a + B+ 8= 1; siendo: X el consumo familiar del bien
X; h es el suelo ocupado por una economia doméstica; Z; el consumo fami-
liar de la combinacién de servicios Z; el pardmetro y a la Dixit-Stiglitz,
ye (0,1), representa las preferencias del consumidor por la variedad de ser-
vicios, de tal forma que, cuando y—1, los bienes son sustitutivos, mientras
que cuando y—0, ocurre todo lo contrario, es decir, hay una mayor prefen-
cia por la variedad y las economias domésticas experimentan una mayor
utilidad si incrementan el consumo de todos los bienes. En términos de
Atkinson y Stiglitz (1988), se dirfa que cuando y—>0 se valora la diversidad.
La funci6n de coste de transporte o de commuting para una familia si-
tuada a una distancia r del DCN es lineal a /4 Muth-Mills,> de modo que:

T(r)y=tr,

siendo # (£>0), el coste de transporte por unidad de r.
Con base en todo lo anterior, asumimos que el objetivo de cualquier
familia sera:

Max U=X%hBZ$,
rli

5.0 F-T(=X+ROM T P,Z)

siendo Y la renta familiar; Zy : Zy = [}EZ,?'(r)J W, el consumo de la combina-
cién Z;; Py es el precio unitario del servicio Z; T(r) son los costes de trans-
porte; A(r) el consumo de suelo; y, R(r) es la renta unitaria de la tierra
situada a una distancia r del DCN.

Al resolver el problema de maximizacion anterior, obtenemos la fun-
cién de demanda compensada de X, hy Z:

X(r) = a(¥-T(r)), @
l’?(r) = B(Y_T("))R_l(r) (3)
Z(r) = {5(Y—Tw(r))P§iIZ}7Y}1/(1—7)_ 4)

3 Ver Muth (1969) , Mills (1967) y Fujita (1989) para una introduccién. Artis, Romani y
Surinach. (2000) es un interesante trabajo sobre la importancia de los costes de commuting en
las decisiones de localizacion.
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La elasticidad E;Z' precio demanda de Z; esta definida por la expresion:

P04 Py _ 1, ¥ Py 02y

% 0P, Z; 1y 1-yZy oP;’

siendo:

Py 0Zy 4T y-1 0Z, (z‘ )7
et B Y I G Gy Bl
Zy op, " E “Y op,  \zy

La funcién de demanda para Zy se puede obtener si sumamos la expre-
sion (4) para cada i (i=1, 2, ..., n):

Z,(r) = S(r-T(r)1™, 5)
siendo /= (ZP}:V) . Si sustituimos las ccuacioncs (2), (3) y (5) en la ex-
presion (1), obtenemos la funcion de utilidad indirecta:

V = a®BByR( Y PI-9I-T(r)=U 6)

Vr<r,. Si invertimos la ecuacién anterior, obtendremos la funcion de renta
del suelo (ver apéndice A.1):

1l a & -6 1
B oaB B6BIB (Y-T(r)A

B(Y-T(",LU)=U

que es la maxima renta que una familia ha de pagar por una unidad de suelo
situada a una distancia  del DCN, manteniendo el nivel de utilidad U; de tal
modo que, en equilibrio, la oferta y demanda unitaria de suelo urbano coin-
ciden y, por tanto:

R(r=B(Y-T(r),L,U) (7

Vre [0,ry]. Si sustituimos la expresién (7) en la funcion de demanda de sue-
lo (3) obtendremos una nueva expresion de la misma (ver apéndice A.2.):

A - 1 a8 8 _ab
RY-T(),L,OY=UFB o B8 B IB(Y-T(r) B
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2.2. Sector produccion

Asumimos que cada servicio Z; posee una funcién de costes idéntica 'y con
rendimientos constantes a escala, que toman forma lineal:

L, =Ly+1Z, (8)

siendo L,y />0; donde: L, es la cantidad de trabajo necesaria para produ-
cir Z;; Ly es el coste fijo de producir Z;; y, / representa el coste medio de
producir Z;.

Suponemos que se trata de un mercado de competencia monopolistica,
en el que se da una situacion de equilibrio de Cournot-Nash, lo cual nos
obliga a admitir, entre otras cosas, que cada empresa se comporta de un
modo optimo, independientemente, de las decisiones que adopten las
demas.® Con base en todo lo anteriormente resefiado, podemos concluir
que la elasticidad demanda-precio E, es:

-1
EZI—E/

El ingreso marginal de la empresa i-ésima sera:

IMg; = [ —é}

i

La empresa / maximizara beneficios cuando:
Pzi = /}FICMgZIJ )]

donde CMgy es el coste marginal de Z;." Lo cual pone de manifiesto, que
cada firma fija un margen de beneficio y~!, de modo que cualquier incre-
mento del coste marginal CMg, , repercutira en el precio final P, . La ex-
presion (9) también nos indica, due cuanto mayor sea la preferencia de los
consumidores por la variedad de servicios ¥, mayor sera el precio de mer-
cado de Z;.

En equilibrio, todas las empresas produciran la misma cantidad de ser-
vicios, ya que poseen una funcién de coste y de demanda idénticas. Asi

% Ello supone, que si una firma altera el precio Pz del bien que produce, no provocara la
salida de la otra empresa del mercado; es decir, ;T' =0, Vj#i.
" Ademas, CMgz, =IW,, (salario). 4

J
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pues, el output producido por cada empresa en esta situacion sera:
Z*=yLo[l(1-PT . (10)

Sin embargo, la demanda de trabajo de cada una de las empresas esta-
ra definida por la ecuacién:

Lz=Ly(1-yy™". an
Suponemos también, que en la ciudad se produce un solo bien fisico X.
X=clL X

c es la cantidad de trabajo necesario para producir una unidad del bien X, y
Ly la cantidad de trabajo empleada para producir X. Ademas, en la ciudad
existe una situacion de pleno empleo:

N=LX+I7%.

Bajo los supuestos de competencia monopolistica, cada empresa maxi-
mizaré beneficios:

L]}Y/’[f\;x ﬂ'zX—WmL x|
s.aX=cLy
De las condiciones de primer orden del problema anterior, se concluye:
Wm= cP X
Una vez descrito el modelo, hemos de proceder a investigar a lo largo
de los dos epigrafes siguientes, cual es el tamafio de equilibrio y éptimo de
la ciudad en cuestion.
3. Tamafio de ciudad en equilibrio
En este apartado se analiza el tamafio de una ciudad en una situacién de

equilibrio, y bajo los supuestos de que tan s6lo existen dos sectores y la es-
tructura de mercado es de competencia monopolistica. Para ello, hemos de
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comenzar suponiendo que la renta maxima que una familia ha de pagar por
una unidad de tierra, en el limite de la zona residencial r, de la ciudad, sera
igual al coste de oportunidad del suelo destinado a usos agricolas R:

Ry=B(Y-T(r), L U), (12)

donde Rs> (. Si operamos en la expresion (12), obtenemos la funcion del
limite urbano en equilibrio:

re =r(Y, 0)
El numero de familias que pueden habitar en la ciudad sera:

7 2nr
- - dr
0 h(Y—T(r)y Ia U)

’

N(Y, (7)=I

N(Y, U) es la cantidad total de poblacién.

Si invertimos la expresion anterior, obtendremos la expresién de los
costes marginales de una familia cuando desea mantener el nivel de utili-
dad U:

B
_ NUP B+ 1)1
Y(N,I,U) = ([1 )
of 5° 27r[32

En una situacion de equilibrio, el salario monetario. W, ha de ser igual al
coste marginal privado Y(N, I, U) y al ingreso marginal de las economias
domésticas W), :

5 5 0 e
- s |UPP(B) e P -1 | @B
WU, n LX) = ( QB)S 5 (L"+L01-n(1—v))l (13)

2m0P 5F BYE
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siendo W,, larenta que ha de recibir cada empleado del sector produccién
para mantener el nivel de utilidad U, L¥ el nimero de empleados del sector
X, esto es, el total de poblacion activa del sector; y » el ntimero de empre-
sas productoras de servicios, que también podria ser interpretado como el
tamario de la ciudad.

Con base en todo lo anterior, podemos formular los teoremas siguientes:

Teorema 1. Sea LX y U > 0,

oW (Y-T(r), U, I )

) <0 siB+6<8y!
On
.. oW (Y=T(r), U, LX)
i) —2 o <0 Vn>[ s,
_a2 STX
siendo A= (1-y)" oL

LolyB-(1-p)8]°

Interpretacion geométrica. i) De la ecuacion (13) se concluye, que en una
situacién de equilibrio, a medida que aumenta n, las economias domésticas
necesitan incrementos menores de renta ¥,, , para mantener el nivel de bie-
nestar U, ya que la utilidad marginal B que les reporta el consumo de tierra
es relativamente menor, que el proporcionado por los servicios & (véase
grifica 1). En este caso, podemos hablar de que en la ciudad existen econo-

Grifica 1
Tamafio de una ciudad en equilibrio cuando Bé <5}"1
Wy Wy,
w+ w

Wi (U, n, LX)
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mias de aglomeracién, y que el tamaiio de la ciudad en equilibrio es #* (ver
apéndice A.3).

ii) Por analogifa, podemos concluir que en la fase inicial de desarrollo de la
ciudad, en la que existen economias de aglomeracién, las familias necesi-
tan menores aumentos de renta ¥, , a medida que se incrementa el namero
de servicios n, para mantener el nivel de bienestar U; ya que, en este caso,
la utilidad marginal 8 que les reporta el consumo de tierra es relativamente
menor que el proporcionado por los servicios 8. Sin embargo, a partir de un
determinado nivel de servicios 7, surgirdn deseconomias de aglomeracion,
siendo por tanto necesario, incrementos de renta /¥, mayores, para mante-
ner el nivel de bienestar U, a medida que crece el nimero de empresas de
servicios » (véase gréfica 2). En este caso, apreciamos resultados inconsis-
tentes, tales como que existen dos tamarfios de ciudad en equilibrio (n* y
n**), ya que hay dos puntos de corte entre la linea de salario ¥, y la curva
de ingreso marginal de las economias domésticas W}, , siendo »* la dimen-
sién que alcanza la ciudad cuando operan los efectos externos de aglomera-
cion (los desbordamientos), .y n** el tamafio que logra la misma cuando
aparecen las deseconomias (la congestion).

Grifica 2
Tamafio de una ciudad en equilibrio cuando B> &y

W, W
W, (O, n, LX)
W* | i W
i ]
] |
| ]
i ]
1 I
I 1
1 )
t t
] ]
1 ]
0 . . n
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Corolario del teorema 1. i) La situacion de equilibrio, en el supuesto de que
oWy (=10, U LF) o

5 B+8<8y! es estable, ya que el salario moneta-
7

" 6W
rio W, es igual al ingreso marginal privado W}, y, ademés,—— .
on n* an n*
i) El equilibrio, en el supuesto de que W’”(ig;%—) <5 0Vn/<ii

es inestable, ya que los ingresos marginales privados #,, podrdn aumentar
si se incrementa el volumen de poblacién activa LX del sector servicios,
llegéndose incluso a alcanzar una situacién estable, cuando LX = ’ (véase
grafica 3).

Grafica 3
Tamario de una ciudad. en equilibrio cuando &>y y:para distintas
cantidades depoblacion activa ocupada del sector U, LX

AG W@ D)
AL%
w* - : w
\"\_/
| t
{

1
1 t
| |
| 1
| L
{ i
] 1

1 L

0 nt pr n

Teorema 2. El tamario N* de una ciudad en equilibrio estable disminuird,
cuando se incremente el nivel de bienestar de las familias U y, simultdnea-
mente, existan deseconomias de aglomeracion.

Interpretacion geométrica. A partir de la ecuacién (13) se deduce que
cuando se incrementa el nivel de utilidad U, aumenta el ingreso marginal
de las economias domésticas ,, y, por tanto, disminuye el nimero de fir-
mas » del sector servicios, ya que existen deseconomias de aglomeracion,
como se observa en la figura 3. Obviamente, cuanto mas reducido sea el

nimero » de empresas, menor ser el tamafio N* de la ciudad en equilibrio
estable.



SISTEMAS DE CIUDADES 85

Del teorema anterior, también se concluye que el nivel de bienestar U
de las economias domésticas se incrementard, siempre que se reduzca N, en
presencia de deseconomias de aglomeracion. Este resultado es bastante ra-
zonable, en presencia de congestion (debido a la sobre dimension de la ciu-
dad) los costes de vivir en una ciudad comienzan a ser mayores que los
beneficios (Glaesser, 1998). Una vez analizado el tamafio de una ciudad en
equilibrio, debemos pasar a estudiar la dimensién éptima de la misma.

4. Tamaiio 6ptimo de ciudad

La pregunta que con mayor frecuencia se formulan los estudiosos del tema
es acerca de jcual serd el tamafio 6ptimo de ciudad, cuando existe un go-
bierno local encargado de la planificacién y el ordenamiento territorial de
lamisma? La administracién ptiblica puede expropiar tierra de uso agricola
y arrendarla a las economias domésticas a una renta R, con el fin de que se
alcance la dimensién éptima. El objetivo del gobierno serd maximizar el
excedente de renta S, que se define como la diferencia entre los ingresos de
produccién y el coste de mantenimiento del nivel de utilidad U:

W Hm ), o (14)

L%,Lg,n,
z(r),z,x,
N

"t 1 _B _8 3
Max S =P,X - [T(r)—U“h VA “n*“Jm(r)dr,

siendo m(r) el nimero de familias situadas a una distancia » del DCN.

La funcién objetivo anterior esta sujeta al limite de suelo en lz}lciudad:
d(r)> m(r)h(r), Vr < ry; al limite de poblacién en la ciudad: N = 6fm(r)a’r;
a la propia capacidad de produccion del bien X: X=cL?; al limite de trabajo
requerido para producir Z: L,=Ly+iZ; al del pleno empleo: N=L,+L%,

siendo L#=XL,n; y, al equilibrio entre oferta y demanda de Z: Z=6[z‘(r)m(r)dr.
4.1. Tamafio éptimo

A la vista de lo anteriormente expuesto, se trata de resolver un problema de
control, en el que los precios sombra son: R,(r) (para el caso del suelo urba-
no), ¢ (para la restriccion de poblacién), ¥ (de producir X), ¥ (el del tra-
bajo requerido para producir Z), 1 (para la restricciéon de pleno empleo) y £
(para el supuesto de equilibrio entre oferta y demanda de Z).
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Para solucionar este problema (ver apéndice A.4.) es necesario que
R(r.¢.x,ny § € R, siendo 0<r<ry, de tal modo, que las condiciones de
optimizacién son:

0L ___|r goncz s R =0 s
am(r)__ -t h _Cm(r)_ S(r)+¢— ( )

byl

1 =(-w) & _ 38
_QL_=_|;_..B_UE : 2 %nvg}m(r)—Rs(r)m(r)=0 (16)

G-o

AL 8y, 8w s
=—[—EU hn ™z ]m(r)—Cm(r)=0 a7

Las condiciones de transversalidad para Ly, LX, N, n, Xy Z son:

n—xn=0, (18)
Ye—-x=0, (19)
g+ x=0, (20)

5 b oL e
—-[—WU R%z%n :|m(r)_XLz=0 e3))
Py—¥=0, (22)
¢-1p=0, (23)

r B 8 .3
—Pﬁidﬂh“Z“n“]m@wwm@rﬁdmnuw=o (24)

La ecuaci6n (15) representa el coste marginal social que supone un in-
cremento infinitesimal del mimero de familias m(r) localizadas a una dis-
tancia r del DCN, manteniéndose constante el nivel de bienestar U. Por otra
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parte, si asumimos que la renta de la tierra R(r) es igual al coste de oportu-
nidad de ese suelo destinado a usos agricolas Rg(7), concluimos que la ex-
presion (16) expresa la relacion marginal de sustitucion entre suelo y el
bien X. Por el contrario, la ecuacion (17) es la relacion marginal de sustitu-
cion entre los bienes Z y X.

Las condiciones (18) y (19) representan el beneficio marginal social de
los empleados en los sectores X y Z, respectivamente, en una situacion de ple-
no empleo. Sin embargo, la expresion (20) nos indica que en equilibrio, el cos-
te ¢y beneficio marginal social y coinciden. La ecuacién (21) refleja el be-
neficio marginal de una empresa de la industrial Z de la ciudad; mientras que
(22) y (23) expresa que los precios de X: Pyy Z: {'son iguales al coste mar-
ginal de produccién. Por ltimo, la condicion (24) sefiala cual es el coste margi-
nal privado en el limite de la zona residencial r, de la ciudad.

A partir de las condiciones de optimizacion y de tranversalidad del pro-
blema (14), podemos analizar la relacién que existe entre: produccidn 6pti-
ma y de equilibrio en una empresa del sector servicios (teorema 3), el dife-
rencial de renta del sueloy los coste fijos, cuando la ciudad alcanza su tamafio
optimo (teorema 4) y la diversidad de servicios en equilibrio y el niimero 6p-
timo (teorema 5).

Teorema 3. La produccién® éptima Z° de cada empresa del sector servi-
cios, coincide con la de equilibrio Z*.
Dem: ver apéndice D.1.

Teorema 4. Cuando la ciudad alcanza su dimension éptima, el diferencial de
renta del suelo es mayor o igual que el coste fijo deproduccion de los servicios.
Dem: ver apéndice D.2.

Teorema 5. El tamafio n de una ciudad en equilibrio, no se corresponde
con la dimension éptima n° del sector
Dem: ver apéndice D.3.

4.2. Impuestos indirectos

En este subapartado, estudiaremos cual ha de ser el papel a jugar por el go-
bierno local, si quiere que el tamafio de equilibrio de la ciudad coincida con

8 Vid. Dixit y Stiglitz (1973), Abdel-Rahman (1987) y Abdel-Rahman (1988).
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el optimo paretiano. En el siguiente teorema analizamos, por tanto, como
ha de actuar el gobierno local, para que se alcance un equilibrio eficiente:

Teorema 6. Si el gobierno local establece un impuesto directo sobre la

renta Tg=1—"Y2p+s procedente del sector servicios, y subsidia a las empre-

sas de esta rama en una cuantia Gg = 1—;,1' (es decir, en funcion del coste

marginal CMg;, de cada firma y del precio de mercado P; del servicio),®

se logrard una situacion de equilibrio eficiente, esto es, laproduccion dpti-

ma Z° de cada empresa de servicios, coincide con la de equilibrio, Z*,
Dem: ver apéndice D.4.

Con todo lo expuesto hasta ahora, hemos llegado a concluir cual es el
tamafio 6ptimo de una ciudad- monocéntrica y la dimensién de la misma
en una situacioén de equilibrio, bajo el supuesto de diferenciacién del pro-
ducto; sin embargo, el lector habrd comprobado que no hemos hecho refe-
rencia alguna a la primera parte del titulo del trabajo, es decir, al concepto
de sistema de ciudades y, mas concretamente, a la dimension del mismo.
Nuestro objetivo en el epigrafe siguiente es cubrir la laguna, anteriormente
resefiada.

5. El tamafio de un sistema de ciudades en equilibrio

Supongamos un pais en el que existen varias ciudades que conforman un
sistema y que interaccionan entre si. Por tanto, el sistema es el resultado,
basicamente, de tres fuerzas que explican la concentracion de la actividad
econdmica y social entorno a las mismas: la reduccion del coste de trans-
porte, la presencia de economias de escala y, por ultimo, la existencia de
efectos externos de aglomeracion. Por otra parte, las ciudades mantienen
relaciones comerciales, dado que cada una produce un servicio Z; y las eco-
nomias domésticas revelan preferencias por la variedad de servicios ¥
dado que ello le reporta un incremento en el nivel de utilidad U. Ademés,
existe una movilidad perfecta entre el conjunto de ciudades que conforman
el sistema, dado que se localiza en una llanura, sin accidente geograficos.
No podemos finalizar sin resefiar, que en cada aglomeracién se producé
también un bien X, ademas del servicio mencionado anteriormente.

9 Véase la ecuacion (9).
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- Al igual que en el caso anterior, suponemos que el sector productivo se
localiza en el DCN de cada ciudad, mientras que las familias se ubican en la
zona residencial, de modo que el nivel de utilidad U de la mismas es ex6-
geno, es decir, estd determinado a nivel nacional.

5.1 Las economias domésticas

Asumimos que cada familia posee una funcion de utilidad separable y es-
trictamente cuasiconcava:

U=Xx°

(z z,-’)%] i (25)

siendo: &, yy 6> 0; a + & =1; X la cantidad del bien que consume cada
una de las familias de la nacion. Ademas, observamos que las distintas eco-
nomias domésticas que conforman el sistema ocupan en propiedad una uni-
dad de suelo residencial, A.

La funcién de costes del transporte para la distintas familias de la ciu-
dad i es lineal a /& Muth-Mills y, por tanto, depende de la distancia 7; al
DCN (de cada ciudad i):

Tr,- =1,

siendo, ;> 0.
Con base en todo lo anterior, admitimos que el objetivo de cualquier

familia sera:
8
1

MaxU=X" (iZ?T

nZ,X

s.a Y;—Tr..:X"'Ri(r) +z kR, Z

Si resolvemos el problema de maximizacién anterior, obtenemos la funcion
de demanda compensada de X y Z;:

X()=a(¥i-R(r)-T,), (26)
2= [6(Y,- =T, - Rl-)Pz‘,.‘Z;,Y] w, @7

n L R
siendo Zy, = (}: zy ) 7. La funcion de demanda Zy se obtiene a partir de la
i

expresion anterior:
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2/ () =3 Z() = 8(¥,~R ()~ T,)I",

n _r\ kv
siendo I"l ={ 3" P, ™ } 7. Al sustituir las ecuaciones (26) y (27) en la ex-

i=1
presion (25), obtenemos la funcién de utilidad indirecta:

_80-y)
-y ¥

V(=08 Y P, " X -R,(N-T)=UNr>r, (28)

Dado que en este caso, suponemos que el suelo urbano es propiedad de
los residentes, podemos definir la renta familiar ¥, de la ciudad i-ésima (ver
apéndice A.5.):

¥ =W, -dR,,

donde dR; es la proporcion del diferencial de renta del suelo de la ciudad i,
con respecto a las restantes del sistema, que corresponde a cada economia
doméstica.

5.2. El sector produccion

Se supone que en cada ciudad se produce un bien X, cuya funcién de pro-
duccién se caracteriza por: depender de un Unico input L, que es el traba-
jo;19 presenta rendimientos constantes a escala, ya que se trata de una
relacién de proporciones fijas; y, el factor de progreso técnico es neutral en
sentido de Hicks (y representa los efectos externos de localizacién —ver
apéndice A.6.):

X(=X(L)G)L){j VieXei=12,..n,
siendo, Ly, el volumen de poblacion activa de la industria X en la ciudad j;

¥ Ly, el trabajo necesario para producir una unidad de X en la empresa j
de la industria X. 11

10 Esta restriccion se impone con el fin de simplificar el desarrollo de nuestro analisis.
1 Se supone que Ly, es constante en todo ¢l territorio nacional.
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Las economias de localizacion son todos aquellos efectos externos de-
rivados de la amplia oferta de poblacion activa especializada, de las posibi-
lidades de sustitucion en el empleo, la proximidad locazional de empresas
con ligazones comerciales, ... Estas externalidades son de signo de positi-
vo, es decir, dan lugar a incrementos en el nivel de produccioén del bien X.

La expresion anterior se comporta de acuerdo con las propiedades si-
guientes:

0X(Ly,)
OLy,
de localizacién es positiva.

Propiedad 1: > 0, es decir, la productividad marginal de la funcién

Propiedad 2: Los efectos externos de localizacién no afectan a la dimen-

si6n de la industria X, dado que las funciones de produccion de las distintas

empresas que conforman la misma, poseen rendimientos constantes a escala.
El objetivo de la empresa j sera:

Max T’ =P,\',Xj _Wn, Lﬁ',.

Xjx

sea X}=X(L,)Ly,

[l es el beneficio de la empresa j; py, el precio unitario del bien X en la
ciudad i; y, W, el salario medio en la ciudad i.

A partir de las condiciones de primer orden del problema de optimiza-
cién anterior, concluimos que:

PM} (Ly,) = px X(Ly =Wy, ,

es decir, la productividad marginal de la empresa j de la industria iPM)j(‘_ es
igual al salario medio de la ciudad i, #, .

Una vez descrito los dos sectores del modelo de sistema de ciudades,
hemos de proceder a estudiar cual sera el tamafio del mismo en una situa-
cién de equilibrio.

5.3. El mimero de ciudades en un sistema en equilibrio

No podiamos finalizar este trabajo sin analizar uno de los aspectos mas
fundamentales que dan sentido a este estudio, esto es, cual sera el niimero
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de ciudades que forman un sistema en una situacién de equilibrio. Para ello,
comenzamos redefiniendo la funcién de utilidad indirecta ¥, ()12 (28):

3(-y)

—_ 1
N=AN 1 1 51
K(r):(x“ﬁa(('y_llﬂ{n_) 'Y) ! I/Vm+%n 2ti (T—l—)—t,-n 2(1_-]__)2 =U
; ; 7 -

Vr <ry.
Si invertimos la funcién anterior, obtendremos la expresion del ingreso
marginal de las economias domésticas W,,',I_(U, n):

or 3(wn)z
3(1-y)

#, (T,n)= ;
083y n 7 32241

=

que representa la renta VI{.,',I,( U,n) que las familias de la ciudad  han de reci-
bir para alcanzar el nivel de bienestar U. La funcién anterior cumple:

oW, (U,n)
_— < 0
on ’

es decir, cuando mayor es el nimero de ciudades » que conforman el siste-
ma de ciudades, menor sera el ingreso marginal W,,',,_((.-/, n) que cada familia
ha de recibir para mantener el nivel de utilidad U.

Por el contrario, el salario monetario #,, que recibe la fuerza laboral
ocupada en el sector X (ver apéndice A.7) sera:

n

3
2t 2 L
= -2 () -
3n? -7

ow,,
on

Se puede demostrar que %0 Vn</> T]_f , esto es, en la fase

Tt 2

12 Esta nueva especificacion de la funcién de utilidad indirecta ¥(r) de la ciudad /.
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inicial de formacion del sistema de ciudades (en la que existen economias de
localizacion), un incremento infinitesimal del nimero de aglomeraciones n
que conforman el mismo, se traduce en un aumento del salario monetario
W (1) que se ha de pagar a la mano de obra empleada en la industria X; mien-
tras que, en la etapa siguiente de deseconomias de localizacion, donde se ha
encontrado el techo a los efectos desbordamiento, un incremento del nume-
ro de ciudades n que conforman el sistema, provocara una disminucion de la
remuneracion W, (n) de los empleados en el sector produccion.

A partir de todo lo anterior, podemos deducir el tamafio de un sistema
de ciudades en equilibrio, es decir, cual es el numero de aglomeraciones n
en una situacién como la descrita:

Teorema 7. Para un nivel de bienestar U, existe un tamario de equilibrio
del sistema de ciudades (n*,n**)positivo.

Interpretacion geométrica: En la grafica 4 se aprecian geométricamen-
te, las dos afirmaciones anteriormente lanzadas:

oW, (G,n) ow, nt
B TERRLE A M A S  E
T

y por tanto, observamos que cualquiera de los posibles puntos de equilibrio
del sistema (n*,n**) son positivos.

Grafica 4
Numero de ciudades en un sistema en equilibrio
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No obstante, hemos de resefiar que cuando el equilibrio del sistema se
alcanza para un niimero de ciudades reducido n*, éste es estable, debido a
quo )

on
de una solucion inestable, ya que con una reduccién del tamafio del sistema
n, las familias lograrian incrementar sus ingresos W,,',l_(U, n) y, simultanea-
mente, los asalariados experimentarian {in aumento en sus remuneraciones.

> 0; sin embargo, si el punto de equilibrio fuese n**, se trataria

5.4 Tamario del sistema de ciudades cuando varia la utilidad

Hasta ahora hemos considerado que el nivel de utilidad era constante, sin
embargo, en el siguiente teorema vamos a analizar el tamafio de un sistema
de ciudades en una situacién de equilibrio, cuando éste varia:

oW, (n)

Teorema 8. i) Si ———
on

librio aumentard si se incrementa el nivel de bienestar U de las economias

domésticas.

oW,
i) #(n) < 0 el numero de ciudades n* del sistema en equilibrio dismi-

>0, el mimero de ciudades n* del sistema en equi-

nuird si se incrementa el nivel de bienestar U de las economias domésticas.
Interpretacion geométrica: i) En la grafica 5 se observa que cuando
Wy, ()
on
el nivel de utilidad U de las economias domésticas (se pasa de U; a U,
siendo U; < U,), apreciamos que aumenta el nimero de ciudades » que
conforman el sistema (se pasa de 7] a 13, siendo #; <n3).

oW, ()
On

> (), i.e., en presencia de efectos desbordamiento, si se incrementa

ii) En la grafica 5 se observal® que cuando <0, i.e. en la fase de

congestion, si se incrementa el nivel de utilidad U de las economias do-
mésticas (se pasa de U, a U,, siendo U,<U,), apreciamos que disminuye el
nimero de ciudades » que conforman el sistema (se pasa de #}" a #;" siendo
' <ny).

13 La fase incial de formacion del sistema, podria ser una ciudad textil; la final, una ciu-
dad financiera (agradecimientos en este punto al evaluador anénimo).
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Grafica 5
Funciones de utilidad para distintos tamafios del sistema
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Se concluye por tanto, que en la fase inicial de formacion del sistema
de ciudades 07, un incremento del niimero, #, de ciudades que componen el
sistema, se traduce en un aumento del nivel de utilidad U, ya que los bene-
ficios que obtienen familias #,, (U,n), al poder acceder a una mayor varie-
dad de bienes X; (i=1,2,...,n), son superiores a los derivados de la mayor
remuneracion salarial #,,, motivada por la presencia de economias de lo-
calizacién.

Sin embargo, en la etapa final de formacién del sistema 790, un incre-
mento del nimero de ciudades » que componen el sistema se traduce en
una disminucién del nivel de utilidad U, ya que los beneficios que obtienen
familias W,,','_(U,n), por poder acceder a una mayor variedad de bienes X;
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(i=1,2,...,n) son inferiores a los derivados de la mayor remuneracién sala-
rial W,,, que genera la presencia de economias de localizacion.

6. Conclusiones

Una vez expuesto el modelo que explica la formacién y crecimiento de un
sistema de ciudades en situaciones de diferenciacién del producto, ha llega-
do el momento de enumerar las principales conclusiones que se extraen del
mismo. Sin embargo, antes de comenzar a enunciar los principales resultados
del estudio, es preciso recordar algunos de los supuestos realizados, dado
que en gran medida explican algunas de las conclusiones obtenidas. Se su-
pone que en cada aglomeracion urbana existen dos sectores: economias
domésticas y produccion. Las familias poseen un nivel de utilidad exégeno
y revelan preferencias por la variedad de servicios; mientras que el sector
productivo oferta » tipos de servicios diferenciados, y un bien X.

En equilibrio, las economias domésticas necesitan, en la fase inicial de
formacién del sistema, menores incrementos de renta para mantener el
nivel de utilidad, a medida que se incrementa el nimero de servicios (o lo
que es igual, el niimero de empresas), debido a la presencia de efectos
externos de localizacion; sin embargo, en la siguiente fase, requerirén in-
crementos mayores de renta, dado que se enfrentan a una situacién de dese-
conomias de aglomeracién. No obstante, hemos de resefiar, que la primera
situacion de equilibrio es estable, mientras que la segunda es inestable.

Cuando la situacion de equilibrio es estable, el tamafio de la ciudad dis-
minuye, siempre que se incremente el nivel de bienestar de las familias que
habitan en la misma en la fase de deseconomias de aglomeracién. También
se puede hacer la lectura inversa, es decir, cuando el nivel de utilidad de las
economias domésticas aumenta, la ciudad adquiere una dimensién mayor.

Del anélisis de las condiciones de optimizacién y transversalidad con-
cluimos, en primer lugar, que la produccion 6ptima y de equilibrio de cada
empresa de servicios coincide con la de equilibrio; segundo, cuando la ciu-
dad alcanza su dimensién 6ptima, el diferencial de renta del suelo es mayor
o igual que el coste fijo de produccion; tercero, en una situacion de equili-
brio, la dimensién de la ciudad (o lo que es igual, la variedad de servicios)
no se corresponde con el tamafio 6ptimo de la misma; cuarto, el gobierno
local puede establecer un impuesto directo y un subsidio a las empresas de
servicios, que permita alcanzar una situacién de equilibrio eficiente.
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Una de las principales aportaciones que hacemos con este estudio, al
legado del andlisis econdmico urbano, es la que hace referencia a la dimen-
sién de un sistema de ciudades en equilibrio. El nimero de aglomeraciones
urbanas que forman dicho sistema es siempre positivo, aunque si este es
reducido (es decir, en la fase inicial de formacién del sistema, en la que
existen economias de localizacién), estamos ante una situacién estable,
mientras que si es suficientemente elevado (es decir, cuando surgen las de-
seconomias de localizacién), la solucién es inestable. La tltima conclusién
resefiable es, que el nimero de ciudades que componen un sistema aumen-
ta si se incrementa el nivel de utilidad de las familias y, ademas, hay efec-
tos externos de localizacion; sin embargo, el tamafio del sistema se reduce,
cuando se incrementa el bienestar de las economias domésticas y, simulta-
neamente, aparecen las deseconomfas de localizacion.

No podemos finalizar, sin afirmar, que ain siendo importantes las con-
clusiones que de este estudio se extraen y, por tanto, las aportacién que el
mismo supone a la literatura del anélisis econdémico urbano, sin embargo,
hay aspectos que no son tratados en este trabajo por diversos motivos, y
muy singularmente, el tamafio de ciudad en un sistema en el qué las distin-
tas aglomeraciones urbanas comercian entre los servicios diferenciados
que producen; ademas, con ello, sabremos si el planteamiento de Krugman
(1979)14 es defendible, o por el contrario, no. No obstante, hemos de rese-
fiar que estos y otros aspectos referidos a la teorfa econémica urbana son
objeto de investigacion en estos momentos.
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Apéndice
A. Notas matematicas

Al

No olvidemos que B -T1,LU) < 0.

or ol ’
aB(Y—T(r),l,U)<0 E)B(Y—T(r),l,U)<
FY; Y Y

0: dBY -T(n,I1,U) <

0.

A2.
La funcién de demanda se caracteriza por ser:
dh (Y-T(n,L,U) > 0;
ar

Qh(Y-T (), 1,0) S
a7

0; ah(Y—T_(r),I,U) >0
U

8};(Y—T(r),l,(.7)<
oY

0.

A3.

El tamafio de una ciudad en equilibrio n* viene determinado por el punto
de interseccién de la linea de salario W,y la curva de ingreso marginal pri-
vado W,,. Por otra parte, no debemos de olvidar que nVK':'.! (U, n, LX)=0,es
decir, cuando el nimero de firmas productoras de servicios » localizadas
en la ciudad es muy grande, el ingreso marginal privado es casi nulo, dado
que los efectos externos de aglomeracién generados por la gran variedad de
servicios apenas suponen incrementos en el bienestar de las economias do-
mésticas.

AA4.
La funcién auxiliar de Hamilton es:

H=—[T(r)+l751h-gz'gn'v_§m:lm(r)—§m ) +ym ().

La de Lagrange es:
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L=H+R;(N)[d(r) — m(Nh(H)}+¥[clX - X1+
MLz —IZ - LyJ+x [N —nL;— L*].

AS.
El diferencial de renta del suelo de la ciudad i con respecto a las restantes

del sistema dR, es:

r 1 1
dR =1-[omtrdr=1m 24 N?
[

Por otra parte, la poblacién total de la ciudad i N, es igual:
Ni=R2mrdr=rin=11 (véase ecuacion (18)),
siendo 77 el nivel de poblacion de la ciudad i/ (que ademads estd plenamente
ocupada).

A.6.

Debido a las limitaciones de extension a las que estamos sometidos, hemos
reducido el analisis del sector produccion al estudio de los efectos externos
de localizacion. El andlisis podria ampliarse al caso de na relacion de pro-
duccién con dos funciones de aglomeracion: localizacion y urbanizacion.
La ecuacion de efectos externos de urbanizacion seria:

Zk= Lz, Ly)Ls Vhke Zei=12,..,n.
siendo:
Lz = El volumen de poblacién activa del sector servicios Z en la ciudad i.
Ly =El volumen de poblacion activa de la industria X en la cindad /.
Lfi = El trabajo necesario para producir una unidad de Z en la empresa & de

la ciudad i.

A7,
Esta funcién del salario monetario se ha definido, sabiendo que:
N;=Lz+ Ly siendo Lz = Ly(1-7)~! (ecuacion (11)).

Ni=g
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D. Demostraciones
D.1. Demostracion del teorema 3
Al igualar las expresiones (17) y (21), obtenemos:
%,gz = yLn. (D.1.1)

Si dividimos la ecuaci6n anterior por Zn y sustituimos 7 por {71 (ex-
presién 23) y L por Ly+/Z (ecuacion (15)), obtenemos:

_ Yo
I(-y)-

Si comparamos las ecuaciones (D.1.2) y (10), concluimos que Z°=2". O

2 (D.12)

D.2. Demostracion del teorema 4

Al multiplicar la expresién (15) por m(r) e integrando la ecuacion resultan-
te, obtenemos:

No =Jf[T(,)+(7éh-§z-3n- %}m () dr +§2+J'/h(r)R(r)m(r) dr (D2.1)

Si sustituimos esta expresidn en la funcién objetivo (14), obtenemos:
7
S=PyX+{Z - ¢N+ J ROHAr)m(r)dr. (D2.2)

Si sustituimos N=Ly+nLo(1-y)! y ¢L,=PyxX en la ecuaci6n anterior,
tenemos que:

S=(7Z — ¢pnLy(1-y)~'+ f ROWP)m(r)dr. (D.2.3)

Por otra parte (esta expresién se obtiene multiplicando la ecuacién (23)
por Z vy, sustituyendo ésta por su valor 6ptimo Z°, ecuacién (D.1.2)) sabe-
mos que:
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_xnyLy
gz= A0 (D.2.4)

Si sustituimos la expresion anterior, en la funcién objetivo (D.2.3), tene-
mos:;

S=-—nLyp+ j! R@#H(rym(r)dr, (D.2.5)

donde J1 R()h(rym(r)dr, es el diferencial de renta entre las distintas familias
de la zona residencial, y nLy¢ es ¢l coste fijo de produccion de los servicios.
+ Como el excedente de renta S es mayor o igual a cero, concluimos que
J[ R(r)h(r)m(r)dr=nLy¢, es decir, que el diferencial de renta entre las distin-
tas familias de la zona residencial es mayor o igual que el coste fijo de pro-
ducci6n d2 los servicios. a

D.3. Demostracion del teorema 5

A partir de las ecuaciones (.1 5), (16) y (17) podemos derivar la funcion de
demanda de suelo para uso residencial:

a 1

5 5 3)
R0 -T(),D)=c 88 BTB I8 (- T(r))¢|3 (D.3.1)

Si sustituimos la expresion (D.3.1) en (15), tenemos:

R|w=

o+{m(N=|T()+T° [a BS BUB lﬁ(q)—T(r))ﬁ } _gn_%%Rx(r) (D.3.2)

Al integrar la expresion anterior, obtenemos:

B

Yy _1 , 2 (P

80, N)=[o + tm(p)dr=| VLU BETE (D3.3)
0 abf 5P 2np?
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8 14
Si sustituimos /=(nl)Pn" y N=LX+ T—L; en la expresion anterior, e

igualando 1y ¢, conforme a las restricciones (21) y (22), obtenemos:

B
3 1B-0-98 Y]2p+a
U1+ ﬁ)tzlﬁ( L* Lin "
T ot oy (D.3.4)
of 88 2np* | n P

o(@n,L%)=

Si comparamos el resultado anterior, con la ecuacién (13), concluimos que
n*# n°, ya que ¢(U, n, LX) # W.(U, n, L), para cualquier valor de Uy LX,y
por tanto, el niimero de variedades de servicios no coincidir4 con el 6pti-
mo. Recordemos que el niimero dptimo de servicios viene definido por el .
punto de interseccion entre la linea de salario W, y la curva de ingreso mar-
ginal privado W,,. O

D.4. Demostracion del teorema 6
Sabemos que a largo plazo, el beneficio es nulo, de modo que:
(1+GPZ=W,,(LyHIZ). (D4.1)
Si sustituimos Gg en la ecuacién anterior, obtenemos una expresién

idéntica a (D.1.1), ya que W.= yy Pz = {y, por tanto, podemos concluir
que Z© = Z* (teorema 3).13 O

15 Los resultados aqui obtenidos estan en la linea de los alcanzados por Abdel-Raman
(1987) y Abdel-Raman (1988); sin embargo, contradicen las conclusiones de Dixit y Stiglitz
(1973).



