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INFERENCIA INDIRETA EM MODELOS FRACIONARIOS DE TAXAS DE
JUROS DE CURTO PRAZO

MARCIO POLETTI LAURINI
LUIZ KOODI HOTTA

REsumo. Neste artigo discutimos a estimacao de modelos de taxas de juros em tempo continuo,
quando o processo de choques é dirigido por um Movimento Browniano Fracionério (fBm). Na
presenga de um Movimento Browniano Fracionario as técnicas usuais de estimagido de modelos
em tempo continuo usando dados discretos ndo sdo aplicaveis, ja que o em geral fBM néo é um
semimartingale, nem um processo de Markov. Neste contexto discutimos a estimagao usando o
principio de Inferéncia Indireta (Gourieroux and Monforte - Journal of Applied Econometrics
(1993)).

1. INTRODUGAO

O uso de modelos em tempo continuo em finangas, iniciada no trabalho seminal de [Bachelier, 1900],
permite o uso de todo um arcabouco de probabilidade e processos estocasticos para a derivagao de
pregos de ativos. O principio de precificagdo por Nao-Arbitragem, formalizado em [Harrison & Kreps, 1979|
e [Harrison & Pliska, 1981], pode ser resumido como a imposi¢ao de um conjunto de restrigoes nos
processos estocéasticos medidos em tempo continuo que impedem a possibilidade de lucros certos
sem risco.

[Delbaen & Schachermayer, 1994| provam que precificagdo por nao-arbitragem somente é pos-
sivel na classe de processos conhecidos como semimartingales, e processos que nao pertencem a
esta classe nao poderiam ser utilizados como processos de choques na modelagem de ativos finan-
ceiros. Mas artigos recentes (discutidos na se¢do 2 do texto) mostram que na presenca de custos
de transacao e restricoes no conjunto de estratégias possiveis aos agentes, processos mais gerais
que semimartingales podem ser usados como processos de pregos em finangas, sendo compativeis
com o principio de nao-arbitragem.

Um resultado particular derivado nestes artigos é que um processo estocastico em especial
seria compativel com nao-arbitragem nestas condigoes - o processo conhecido como Movimento
Browniano Fracionario. O Movimento Browniano Fracionario (abreviado por fBm no texto) é uma
generalizagao do Movimento Browniano que permite a possibilidade de incrementos dependentes
e a presenca de memoria longa. Dado que os incrementos deste processo sao dependentes ele nao é
um processo de Markov; e exceto para um caso particular onde o processo se reduz ao Browniano
padrao este processo nao € um semimartingale.

Neste artigo discutimos as implicagoes do Movimento Browniano Fracionario nao ser um pro-
cesso de Markov nem um semimartingale na estimacao de processos de difusao em tempo continuo
usando dados observados discretamente. Nesta situagao a maioria dos estimadores definidos para
processos em tempo continuo usando dados discretos nao pode ser aplicada, dada a violagao da
propriedade Markoviana e a propriedade de memoria longa no processo a construgao e a avaliagao

da funcao de verossimilhanga exata em forma fechada nao é possivel.
1
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Entretanto, podemos utilizar o principio de Inferéncia Indireta ([Gourieroux et al., 1993]) para
construir um estimador para equagoes diferenciais estocésticas baseadas no Movimento Brown-
iano Fracionario. O principio de Inferéncia Indireta utiliza um modelo auxiliar (instrumental),
baseado em uma especificacdo aproximada e analiticamente tratavel do modelo. A correcao da
inconsisténcia gerada pela especificagao incorreta é realizada através de simulacoes do verdadeiro
processo gerador dos dados. O principio de Inferéncia Indireta pode ser utilizado neste contexto
de equagoes diferenciais estocéasticas nao-Markovianas e em processos diferentes de semimartin-
gales ja que ele nao exige o conhecimento da fungao de verossimilhanga exata do processo, sendo
necessario apenas a possibilidade de realizar simulagoes de trajetérias do processo de interesse.

Neste artigo mostramos como implementar o principio de Inferéncia Indireta para equagoes
diferenciais estocésticas dirigidas pelo Movimento Browniano Fracionario, discutindo com espe-
cial atencao as dificuldades computacionais existentes na implementacdo do estimador. Para
mostrar uma aplicagao pratica da metodologia realizamos a estimagao do modelo Cox-Ingersoll-
Ross ([Cox et al., 1985]) dirigido por um Movimento Browniano Fracionario para uma série de
taxas de juros estudadas na literatura de modelos de taxas de juros de curto prazo.

O artigo esté estruturado da seguinte forma - na Sec¢éo 2 fazemos uma breve revisdo da conexao
entre o principio de Nao-Arbitragem e processos semimartingales, mostrando que os recentes desen-
volvimentos teéricos que permitem a compatibilidade entre Nao-Arbitragem e processos distintos
de semimartingales justificam a busca de estimadores para equagoes diferenciais estocasticas nestes
contextos; na Se¢ao 3 mostramos uma descricao do Movimento Browniano Fracionario e algumas
propriedades deste processo relevantes no processo de estimagdo. A Sec¢do 5 mostra algumas ev-
idéncias obtidas por simulagoes de Monte Carlo sobre a influéncia de um Movimento Browniano
Fracionério quando incorretamente utilizamos estimadores designados para o caso do Movimento
Browniano Padrao. Na se¢ao 6 descrevemos o estimador de Inferéncia Indireta utilizado e as difi-
culdades envolvidas na estimagao de equagoes diferenciais estocasticas baseadas em fBM. A Secao
7 mostra a aplicagao da metodologia para um conjunto de séries de taxas de juros e na Secao 8
temos as consideragoes finais. As se¢oes 2 e 3 podem ser ignoradas pelos leitores mais familiares

com as idéias de precificagdo por Nao-Arbitragem e o Movimento Browniano Fracionério.

2. ARBITRAGEM E SEMIMARTINGALES

O principio de precificagdo por Nao-Arbitragem ([Harrison & Kreps, 1979],[Harrison & Pliska, 1981]),
estabelece que o prego justo de um ativo pode ser calculado como o valor de uma carteira de
replicacao que reproduza o pay-off descontado derivado do processo estocastico de interesse que
represente as variaveis envolvidas na precificagao.

Podemos formalizar' este principio através da definigao em um espago de probabilidades (Q, F, (Fn)n>0, P)
de um espago com d+1 ativos, sendo um ativo particular uma conta bancéria (que representa o
ativo livre de risco) B = (B, )n > 0,F,—1 mensuravel, e um vetor de pregos de ativos com risco
S = (S1,...,8%) de dimensdo d , com S = (S%),>0, e F,—mensuraveis. Podemos definir o valor

do portfolio (X]),>0 no periodo n através da expressio:

(2.1) X7 = BnBn + 0 Sn.

IEsta exposi¢io segue [Shiryaev, 1999], e para uma exposigdo em um nivel matematico mais rigoroso veja
[Delbaen, 2006].
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Definimos que uma estratégia m = (3, ) é a escolha em cada instante de tempo das participagoes
na carteira do ativo livre de risco e dos ativos com risco. Uma estratégia m é uma estratégia

autofinanciavel se pode ser escrita como:

n
(2.2) X7 = X7+ (BuABy + 7 AS).
k=1
Em geral na precificagdo por nao-arbitragem escolhemos um dos ativos como numerario, e o
valor descontado do portfélio }E = )Bf—: satisfaz as relagoes:

() -ra(3)

Uma estratégia autofinanciavel representa uma oportunidade de arbitragem se, para um valor
inicial de capital XJ = 0, temos X% > 0 (P-q.c) e X% > 0 com uma probabilidade P(X% > 0) > 0
, e assim o valor esperado da carteira EXF > 0, o que é sindnimo de um investimento que
representa um lucro certo (probabilidade estritamente positiva) sem risco.

Definindo S f,,-» como a classe de estratégias autofinanciaveis com oportunidades de arbitragem,
dizemos que um mercado é livre de arbitragem se Sfyp = 0. e assim temos que P(X% = 0) =
1. O resultado fundamental da precificagdo por Nao-Arbitragem, conhecido como o Teorema
Fundamental da Precificacdo de Ativos, estabelece que um mercado é livre de arbitragem se e
somente se existe (pelo menos uma) medida de Probabilidade Q equivalente a medida P tal que a

seqiiéncia descontada:

S
24 g
(24) B B,

¢ um processo Martingale na medida Q2 Um processo Martingale é um processo estocastico

com as duas propriedades a seguir:

(2:5) Bt <o
€
Sn Snfl
2. — 1= .

A equacgio 2.6 mostra a propriedade fundamental, que esta relacionada ao conceito de Eficiéncia
de Mercado - o valor esperado da carteira para o periodo futuro n, dada a informagao contida
em F,_1, é o valor observado da carteira no periodo n-1, e desta forma variagoes no valor da
carteira nao podem ser previstas de forma sistemética. Se este principio é violado existe alguma
oportunidade de arbitragem, ja que é possivel montar uma estratégia © = (3,~) de arbitragem

que aproveite da previsibilidade dos ativos com risco S,

2Essa defini¢do é matematicamente informal. Na defini¢do rigorosa do Teorema Fundamental da Precificagdo de
Ativos ([Delbaen & Schachermayer, 1994]) a condigdo para a existéncia de uma medida Martingale Equivalente é
a validade de de um condigao conhecida como No Free Lunch With Vanishing Risk. Nao-Arbitragem e No Free
Lunch With Vanishing Risk sao equivalente no caso de um espago amostral 2 finito.
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A precificacdo de ativos segue este procedimento - a idéia é verificar se existe alguma Medida
Martingale Equivalente, isto é, se existe alguma mudanca de medida que torne o processo um
Martingale, em geral usando o Teorema de Girsanov. A forma mais utilizada de obter a medida
martingale equivalente é através de uma mudanca no drift de um processo de difusdo. Dado um

processo de difusao:

(2.7) dX,(w) = F(Xi(w))dt + (X, (w))dW (w)

na medida P, podemos definir uma mudanga de medida para uma nova medida Q usando o

Teorema de Girsanov como::

t * W) — w 2
(2.8) dQ(w)—exp(—;/O (f (Xs(w)) = F(X( ))) ds

ap
! /ot (f*(XS(:()))Q_(LS()XS (w))> AWy (w)).

Assim @ é equivalente (mesmo conjuntos de medida nula) a P. E também

(2.9) AW} (w) = — [f*(XS(;();(;j)()XS (w))] dt + dWy(w)
é¢ um movimento Browniano em Q e
(2.10) dXi(w) = f[X( X (w))dt + o (X (w))dW] (w).

A idéia fundamental do teorema é possibilitar uma mudanga no drift do processo tornando
0 processo um Martingale na medida Q. A precificacdo por nao-arbitragem procura encontrar
restri¢oes no processo de difusdo que tornem o termo de drift na medida Q f*(X;(w)) igual a zero.
Se existe uma medida e ela é tnica entao existe um tnico preco de nao-arbitragem e o mercado é
completo?.

A definicao formal para espacos §2 de dimens@o infinita é conhecida como Teorema Fun-
damental da Precificagdo de Ativos, que diz que a precificagio por ndo-arbitragem s6 é pos-
sivel se, e somente, se estratégias descontadas na medida Q sdo processos semimartingales (e.g.
[Delbaen & Schachermayer, 1994]), utilizando uma condigao técnica conhecida como No Free Lunch
With Vanishing Risk. Semimartingales sdo processos estocésticos que podem ser decompostos na

forma:

Xt:Mt+At

onde M; é um Martingale Local e A; é um processo previsivel condicional a uma filtragao F,,—1,

cadlag® e de variacao finita.

3Esta é uma defini¢ao informal do Segundo Teorema da Precificagdo de Ativos - veja por exemplo [Shiryaev, 1999]
e [Delbaen, 2006].

1A definicdo de processo previsivel estabelece que dado o conjunto de informagdo contido na filtragdo Fp—1 o
processo € observado sem erro em n. Processos cadlag sdo processos continuos a direita com limites definidos a
esquerda.
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Mas o resultado de [Delbaen & Schachermayer, 1994] é claro - precifica¢do por ndo-arbitragem
sO é possivel para processos semimartingales. Desta forma classes mais gerais de processos que nao
sao semimartingales nao podem ser usadas como geradores de processos em finangas. Note que esta
limitacao pode ser bastante restritiva, ja que existem processos que nao sao semimartingales com
caracteristicas interessantes (como por exemplo alguma forma de dependéncia nos incrementos)

que poderiam ser utilizados como geradores de processos de pregos em finangas.

3. MOVIMENTO BROWNIANO FRACIONARIO

Um processo com caracteristicas interessantes para representar propriedades de pregos é o pro-
cesso conhecido como Movimento Browniano Fracionario®. O movimento Browniano Fracionario,
introduzido em [Kolmogorov, 1940] e formalizado por [Mandelbrot & van Ness, 1968] é o processo
estocastico em tempo continuo mais simples com a propriedade de dependéncia (memoria) longa.

Seus incrementos sdo estacionédrios mas nao sdo independentes, e desta forma nao sdo um
processo de Markov. Para definir um fBm, considere um espago de probabilidade (Q, F, P); um

fBm normalizado é caracterizado pela sua estrutura de covariancia:

1
(3.1) EX, Xy = 5 {Is/ + |t |t - 5%}

Em (3.1) o coeficiente H é conhecido como o coeficiente de Hurst, em homenagem ao climatol-
ogista britanico H.E. Hurst, que primeiro estudou os fenémenos de dependéncia longa.
O processo fBm tem a propriedade conhecida como auto-similaridade, significando que para a

e b dados temos:

(3.2) F(Xae,t > 0) = F(bXy,t > 0).

F representa a distribuigao do processo X, e nés podemos interpretar esta propriedade como o
fato de que mudancas na escala de tempo tem o mesmo efeito que mudancas na escala 5. A auto

similaridade pode ser vista no fBm pelas propriedades da sua estrutura de covariancia:

(3.3) EX, Xo = d®EX, X, = E(®™X,)(a*X,),

e desta forma temos que F(Xus, Xar) = F(a® X,)(a*" X,).

A representagao do fBm usada em [Mandelbrot & van Ness, 1968] usava uma formulagao usando
integrais estocasticas com respeito a um movimento Browniano W = (W})cgr, com Wy = 0. Para
0 < H <1 o processo {BM By(t) é dado por:

(3.4) BH(t>=cH{ /O [(t—s)H‘”Q—(—sW—”Q} dw, + /Ot<t—s>H‘”2dWs},

— 00

2HT (3 —H)
I'(3-—H)I'(2—FH)
Podemos relembrar algumas propriedades relevantes do fBm:

com a constante de normalizacao cyg =

5Uma compilagdo de resultados sobre o movimento Browniano Fracionario pode ser encontrada em [Mishura, 2008].
6Veja [Shiryaev, 1999], ch. III para maiores detalhes.
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(1) Incrementos estacionirios com E(Bg(t) — Bu(s)) = [t — s|?%, ¢t,5 > 0.

(2) Processo inicia em zero, i.e. By(0) = 0.

(3) Média e Variancia: E(Bg(t)) = 0 e E(Bg(t))? = |t|*",t>0.

(4) Com H = 1/2 o processo se reduz a um Browniano padréo com incrementos independentes.
(5) Incrementos sdo negativamente correlacionados para H < 1/2 e positivamente correla-
cionados para H > 1/2.

(6) Para H > 1/2 o fBm é um processo de memoria longa, j4 que a estrutura de covariancia

decai para zero por uma lei de poténcia:

p(n) = E[Bu(1)(Bu(l + n) — (Bu(n))] ~ Can®" 2,

e > < p(n)=oc.

(7) As trajetorias sao Holder continuas para ordens menores que H e, da mesma forma que
o Browniano padréo, o processo é sempre continuo, mas nao é diferenciavel em nenhum
ponto.

(8) O processo tem variagao 1/H para qualquer H :

0<supE Y [|BH(t) — Ba(t)|VH] < o
I ten
(9) Para H #1/2 o fBm no é nem um semimartingale nem um processo de Markov, perten-
cendo a classe de processos conhecida como processos de Dirichlet, processos que sao a
soma de um martingale local e um processo de varia¢ao quadratica zero. Para H <1/2 a

varia¢ao quadrética do fBm é infinita, e para H >1/2 a variagao quadratica é zero.

Em aplicacoes financeiras e na estimagao de processos de difusdo a propriedade 9 é a mais impor-
tante. Como vimos na segao 2, essencialmente todas as aplicagoes usam propriedades relacionadas
ao processo semimartingale, ligando a propriedade de nao-arbitragem para a propriedade Martin-
gale por meio de uma mudanca de medida através do teorema de Girsanov.

Mas, exceto para o caso H =1/2 | a construc¢ao de uma Medida Martingale Equivalente nao fun-

ciona para o fBm, ja que o processo nao é um semimartingale e, pelo resultado de [Delbaen & Schachermayer, 1994],
o processo fBm nao poderia ser usado como um processo de choques em aplicagoes financeiras, e
sua presenca deveria levar a condigoes de arbitragem. A existéncia de arbitragem na presenca de
um fBm foi inicialmente apontada por [Hu & Oksendal, 2000] e formalizada por [Rogers, 1997].
A intuigao utilizada na prova de [Rogers, 1997] é que podemos criar uma estratégia de arbitragem
montando uma carteira comprada (vendida) quando a estrutura de dependéncia nos incrementos
levar a um movimento de aumento (diminuigao) no preco do ativo; e esta estratégia seria explorada
transacionando estas carteiras de arbitragem em tempo continuo’.

Mas estudos mais recentes mostram que é possivel utilizar o fBm em aplicagoes financeiras,
i.e., é possivel construir processos livres de arbitragem, desde que sejam realizadas certas mod-
ificagdoes. No proprio artigo de [Rogers, 1997 ele apresenta uma modificagdo no kernel do pro-
cesso fBM que evita as estratégias de arbitragem apresentadas. Uma outra forma de construir

processos livres de arbitragem com modificagoes na representacao do fBm foi apresentada em

"Uma discussdo detalhada sobre o problema de arbitragem com o fBm se encontra em [Mishura, 2008|.
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([Hu & Oksendal, 2000]), usando uma representagao alternativa do fBm usando integrais estocés-
ticas de Wick-It6-Skorohod (e.g. [Duncan et al., 2000]), que entretanto nao tem nenhuma inter-
pretacdo econdmica®.

Formas mais intuitivas de obter processos financeiros livres de arbitragem para o movimento
Browniano Fracionario podem ser obtidas através de restrigoes no conjunto de estratégias pos-
siveis aos agentes ([Cheridito, 2003] e [Jarrow et al., 2007]) e pela presenca de custos de transagao
([Guasoni, 2006]). Em [Cheridito, 2003] e [Jarrow et al., 2007] uma forma simples de obter uma
condigao de nao-arbitragem é colocar uma restrigao que os agentes nao possam transacionar con-
tinuamente; em especial esta restricao impede a estratégia de arbitragem no fBm explorada por
[Rogers, 1997]. Na presenca de custos de transagdo ([Guasoni, 2006]) estratégias de arbitragem no
fBm levariam a custos infinitos, e desta forma pode-se obter uma representacao livre de arbitragem.

Em nosso problema particular de modelagem de taxas de juros os resultados fundamentais
foram obtidos por [Ohashi, 2007]. Neste artigo sao derivadas condigdes de ndo-arbitragem e con-
sisténcia para uma classe de modelos Heath-Jarrow-Morton ([Heath et al., 1992]) de estrutura a
termo de taxas de juros, usando a metodologia de custos de transacao proporcionais utilizada
em [Guasoni, 2006]. Como a classe de modelos Heath-Jarrow-Morton contém como casos partic-
ulares a maioria dos modelos de curto prazo (em especial a classe de modelos Cox-Ingersoll-Ross
utilizada neste artigo) temos a compatibilidade entre os processos de equagées diferenciais es-
tocasticas frequentemente utilizados na modelagem de taxas de juros e o movimento Browniano

Fracionério.

4. ESTIMAGAO DE PROCESSOS DE EQUAGOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS

Em geral podemos definir os processos de taxas de juros de curto prazo, medidos em tempo

continuo, como equagoes diferenciais estocasticas na forma geral:

(4.1) A(X (1)) = a(t, X (£))dt + b(t, X (£))dW (¢),

onde a(X(t)) é o termo relacionado ao drift do processo, b(X(t))é o termo relacionado ao
processo de difusdo (volatilidade) do processo e W(t) é o movimento Browniano padrao. Em
geral trabalhamos com expressoes para o drift e a volatilidade que dependem de um conjunto de
parametros. Se estes pardmetros sao constantes no tempo a notacao usual é que temos processo
homogéneos e no caso de processos com parametros variantes no tempo temos processos heterogé-
neos. Em modelos heterogéneos de taxas de juros em geral nao utilizamos estimacao estatistica
de pardmetros, e sim calibragao, onde os parametros do modelo sao ajustados para reproduzir
variaveis observadas no mercado, como por exemplo curvas de desconto ou precos de derivativos®.

A estimagao de equagoes diferenciais estocasticas se refere ao procedimento de obter estimativas
para os pardmetros do processo através das trajetérias observadas. Note que para processos em
financas temos um problema fundamental - embora o processo seja definido em tempo continuo,
dados financeiros sao observados em uma amostragem discreta. Por exemplo dados de taxas de

juros sao usualmente observados em freqiiéncias diarias ou mensais.

8Para uma discussdo detalhada sobre este problema veja a se¢do 5.2.2 em [Mishura, 2008|.
9Veja [Brigo & Mercurio, 2006] , caps. 4,6 e 7 para maiores referéncias sobre estes procedimentos.
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A amostragem discreta é um problema de fundamental importancia, ja que usando apenas da-
dos discretos para estimagao de modelos formulados em tempo continuo temos um problema de
especificacao incorreta, situagdo quem em geral conduz para a inconsisténcia dos estimadores. A
construgao de estimadores econométricos para processos continuos trata da construcao de esti-
madores consistentes usando dados discretos, e na literatura temos ampla gama de metodologias
para tratar este problema. Podemos listar as principais formas de estimacao de equagoes diferen-

ciais estocésticas para dados discretos como:

Métodos baseados na discretizagao exata do processo
Verossimilhanca baseada na densidade de transi¢cao
Métodos de Momentos Generalizados

Quasi-Maxima Verossimilhanga

Maéaxima Verossimilhanga Simulada

Méxima Verossimilhanga Aproximada (Expansdes)

)
)
)
)
)
)

7) Inferéncia Indireta
) Métodos de Momentos Eficientes
) Método de Momentos Simulados
) Martingale Estimating Equations
) Métodos Nao-Paramétricos
) Markov Chain Monte Carlo
) Métodos Baseados em Filtragens
)

Discretizagao das Integrais Estocasticas

Os estimadores podem ser agrupados em varias categorias. Por exemplo poderiamos agrupar os
estimadores em métodos que utilizam alguma forma exata ou aproximada da fungao de verossim-
ilhanga (1,2,4,5,6,12,13); métodos que exploram condigdes de momentos geradas pelo processo
de difusdo (3,7,8,9), aproximagdes nao-paramétricas (8,11) ou entdo estimadores que usam al-
guma forma de simulagado de Monte Carlo (5,7,8,9,12,13) contra estimadores baseados em férmulas
analiticas (1,2,14).

Os estimadores baseados na fungao de verossimilhanga podem ser formulados com base em uma
discretizagao exata do processo, ou seja, a distribuicao do processo discretizado X; é conhecida e
coincide com a distribuigdo continua. Este ¢ o caso do Movimento Browniano Geométrico (e.g.
[Campbell et al., 1997]). Outra forma é o uso de formas analiticas para a da densidade de tran-
si¢ao do processo f(X¢4a|X¢) como as formas analiticas obtidas por [Ait-Sahalia, 1999] ou entdo
as aproximagoes usando expansoes de Hermite obtidas por [Ait-Sahalia, 2002]. Nestes trés casos
o estimador é baseado em formulas fechadas, mas também temos técnicas que fazem avaliacoes da
funcao de verossimilhanga usando simulagoes, como a metodologia de Maxima Verossimilhanca
Simulada que utiliza trajetorias simuladas por discretizagoes de Euler ou Millstein na avaliagao
da verossimilhanga ([Pedersen, 1995]), estimagdes Bayesianas usando Markov Chain Monte Carlo
ou Particle Filter (e.g. [Johanes & Polson, 2005]). Em casos da avaliagdo de modelos com volatil-
idade estocéstica uma técnica bastante usada é o estimador de quasi-maxima verossimilhanga
([Lund & Andersen, 1997]) onde a funcdo de verossimilhanga utilizada na estimacgdo néo corre-
sponde a verossimilhanca verdadeira e o estimador, embora viesado, tem propriedades de minimo

erro quadratico médio.
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Estimadores utilizando condigbes de Momentos também sao freqiientemente utilizados na es-
timagao de equagoes diferenciais estocasticas. A estimagao utilizando o Método de Momentos
Generalizados utilizando uma discretizacao do processo talvez seja a forma mais amplamente
utilizada (e.g. [Chan et al., 1992a]). Também temos as condi¢des de momentos derivadas dos
geradores infinitesimais do processo Markoviano ([Hansen & Scheinkman, 1995]). No caso em
que os momentos tedricos nao sao conhecidos uma metodologia bastante util é o Método de
Momentos Simulados ([McFadden, 1989]), onde estimadores sdo definidos minimizando a distan-
cia entre momentos simulados do processo e os momentos amostrais. Nesta categoria de esti-
madores baseados em momentos também podemos colocar os estimadores baseados em equagoes
de estimagao ([Kessler, 1997],[Kessler, 2000]) e a metodologia de martingale estimating equations
(|Bibby & Sorensen, 1995], [Bibby et al., 2007]).

Estimadores utilizando métodos nao-paramétricos para processos de difusdo foram discutidos
em [Ait-Sahalia, 1996], onde o drift e a volatilidade do processo sdao estimados através de re-
gressoes por Kernel, e a densidade de transi¢cao do processo pode ser estimada via estimadores
nao-paramétricos de densidade, como estimadores de kernel, com o objetivo de precificagao nao-
paramétrica de opgoes. Uma outra utilizagdo de métodos nao-paramétricos é na construcao do
modelo auxiliar na estimacao pelo Métodos de Momentos Eficientes ([Gallant & Tauchen, 1989] e
[Gallant & Tauchen, 2001]) utilizando expansoes de séries por polinomios de Hermite.

Uma outra forma de definir estimadores é através da discretizagdo aproximada das integrais
estocasticas que definem a solugao das equagoes diferencias estocasticas. Uma aplicagao para a

estimagao de processos Cox-Ingersoll-Ross generalizados pode ser encontrada em [Bishwal, 2007].

4.1. Limitagoes dos Estimadores Usuais em equagoes diferenciais estocasticas Di-
rigidas por um fBm. Quando estudamos o problema da estimacdo de processos dirigidos
por um Movimento Browniano Fracionario, vemos que existem poucos resultados conhecidos.
[Decreusefond & Ustunel, 1999] obteve um estimador de Méaxima Verossimilhanga para o drift do
processo em um fBm puro; as propriedades deste estimador foram estudadas por [Norros et al., 1999],
que mostrou que este estimador era nao viesado, com distribui¢do normal e consisténcia forte. O
estudo de equagoes diferenciais estocasticas dirigidas pelo fBm foi tratada por [Le Breton, 1998],
que obteve estimadores de minimos quadrados e estimadores na classe dos estimadores lineares nao
viciados, e mostrou que estes estimadores em particular sao equivalentes ao estimador de maxima
verossimilhanca.

Mas todos estes resultados sao baseados em amostragem continua, i.e., o problema assume
que existe um continuo de observagoes do processo. Ainda nao existem resultados analiticos ou
empiricos de estimadores para processos fBm no contexto de amostragem discreta.

Note que para o caso da estimagdo de um processo de difusao dirigido por um fBm a maioria
das técnicas utilizadas anteriormente ndo é diretamente utilizavel. A utilizacdo da maioria dos
estimadores é inviabilizada pelo fato de que o processo fBM nao é um semimartingale nem um
processo de Markov. Para deixar estes problemas mais claros, note que a propriedade Markoviana
estabelece que condicionado & uma filtracao F,,, realizagoes futuras e passadas do processo sao

independentes, e assim a distribui¢ao do processo é dada por:

(4.2) F(FPIFn) = f(F|Fn) f(PIFn),
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onde F denota o futuro e P o passado do processo. Uma condi¢io necessaria para que o processo
seja Markoviano é que sua densidade de transigao satisfaca a equagao de Chapman-Kolmogorov

na forma:

(4.3) p(y,tslx,h):/ p(y, tslz, t2)p(y, ta]x, t1),
z€Q

para cada tz > to > tie x,y € 2, ou de forma equivalente, a densidade de transicao do
processo deve obedecer as equagoes forward e backward de Kolmogorov (e.g. Definigdo 5.1.1 em
|[Karatzas & Shreve, 1987]).

Se a propriedade Markoviana é satisfeita podemos formular a fungao de log-verossimilhanca do

processo como:

N
(4.4) La(0,8) = InPu(Xnal X(n-1)a, 0, A),
=1

onde 6 é o vetor de parametros. Na validade da propriedade Markoviana podemos definir a
funcao de verossimilhanga como o produto das densidades de transi¢cao do processo, que s6 depen-
dem do instante imediatamente anterior, e desta forma estamos assumindo que os incrementos do
processo sao independentes.

A conexao entre a propriedade Markoviana (validade da propriedade Markoviana Forte) e a pro-
cessos semimartingales também pode ser vista pelo Teorema 5.4.20 de [Karatzas & Shreve, 1987],
que estabelece que a propriedade Markoviana forte pode ser obtida quando os coeficientes do drift
e da volatilidade sdo limitados em espacos compactos de R e a solucdo para o problema martingale
homogéneo no tempo (definigao 5.4.15 de [Karatzas & Shreve, 1987]) é bem definida. Entretanto
na presenca de um fBm em lugar do Browniano padrao o problema martingale homogéneo nao é
bem colocado (a equacao 5.4.21 em [Karatzas & Shreve, 1987] tem valor esperado diferente de zero
na presenga de um fBM), inviabilizando o uso desta propriedade e demonstrando que na presenga
de um fBm a propriedade Markoviana nao é valida.

No caso de processos com incrementos dependentes, a densidade do processo nao depende s6
do passado mais recente mais de toda a histéoria do processo, e assim cada X; na funcao de
verossimilhanga tem que ser condicionado a principio em todas as observagoes anteriores X;_,,.
No caso de processos dependentes mas de memoria curta, temos a propriedade de independéncia
assintotica relacionada ao conceito de mistura exponencial (exponential o —mizing e p—mizing,
e.g [Genon-Catalot et al., 1992]), mas no caso de processos de memoria longa, como o fBm para
H > 1/2 esta propriedade nao pode ser utilizada.

A violagao da propriedade Markoviana torna o uso métodos de estimagao da méxima verossim-
ilhanca em modelos continuos um problema de dificil solucao, dada a complexidade da avaliacao
da funcao de verossimilhanga. Este problema é analogo ao problema de estimagao de processos
de memoria longa baseada em uma formulagao discreta (como processos de integragao fracionéria
como processos ARFIMA (p,d,q)) usando uma formula exata para o algoritmo de Durbin-Levison
(e.g. [Palma, 2007], pgs. 66-67), dado que este algoritmo dependeria de um passado infinito de
observagoes discretas; no caso continuo de memoria longa a densidade de transicao do processo

depende de um continuo de observagoes passadas do processo.
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Note que o problema da violagdo da propriedade Markoviana nao afeta somente os estimadores
baseados na fungao de verossimilhanga; por exemplo, o estimador de [Hansen & Scheinkman, 1995]
é construido com base nos geradores infinitesimais de um processo Markoviano, e mesmo es-
timadores nao-paramétricos como o estimador de regressao por kernel como os utilizados em
[Ait-Sahalia, 1996] teriam que ser modificados para levar em conta a influéncia das observagoes
passadas do processo.

O fato de que o movimento Browniano Fracionario também nao seja um semimartingale também
tem conseqiiéncias sérias sobre as propriedades da maioria dos estimadores. Em geral propriedades
assintoticas dos estimadores de processos em tempo continuo usam resultados de convergéncias
e teoremas do limite central para semimartingales (e.g. [Jacod & Shiryaev, 2002]), e alguns esti-
madores sao baseados explicitamente na propriedade martingale, como os estimadores propostos
em [Bibby & Sorensen, 1995] e [Bibby et al., 2007]. Da mesma forma ainda ndo existem resulta-
dos conhecidos para estimadores baseados em aproximagoes da integral estocastica para o fBM
para o caso discreto, notando que neste caso nao poderiamos recorrer ao calculo estocastico de Itd
e sim a ferramentas de célculo estocastico Fracionério (e.g. [Bishwal, 2007] e [Mishura, 2008]).

Neste contexto as técnicas para a estimagao de processos nao-Markovianos que podem ser
implementadas com mais facilidade sao as metodologias baseadas em simulagao, como o principio
de Inferéncia Indireta, o Método de Momentos Simulados e o Método dos Momentos Eficientes.
Neste artigo discutimos a implementagao do estimador de Inferéncia Indireta (Se¢do 6), mas uma
alternativa possivel, discutida rapidamente abaixo, é a implementacao do Método de Momentos
Simulados.

O Método de Momentos Simulados define estimadores através da minimizagao da seguinte

distancia!®;

1 & 1< ’
4.5 0= in | — - 50
(4.) argmin | 13"y 2300
=1 i=1
onde y; s@o as trajetorias observadas do processo e y;(6) sao trajetorias simuladas do processo
para um dado vetor tentativo 8, que converge para a solucao:

O = argmin [y — Ey; (0)] .2

Neste caso poderiamos definir estimadores para equagoes diferenciais estocasticas dirigidas pelo
fBm através de condigdes de momentos derivadas dos momentos amostrais (em especial os momen-
tos derivados da funcao de covariancia do fBm) e dos momentos simulados derivados da simulagao
de equagoes diferenciais estocasticas dirigidas por processos fBm. Esta oportunidade ainda pre-
cisa ser explorada e dado alguns dos problemas computacionais envolvidos na estimagao pela
Metodologia de Inferéncia Indireta, pode ser uma alternativa interessante. O método de Mo-
mentos Eficientes ¢ um refinamento do principio de Inferéncia Indireta, e sua possibilidade sera

discutida na Segao 6.

4.2. Cox-Ingersoll-Ross Fracionario. Para referenciar nossa discussao, iremos trabalhar com

um modelo especifico de taxas de juros de curto prazo, embora a discussdo seja a principio valida

10Veja |Gourieroux & Monfort, 1996 e [Singleton, 2006] para referéncias mais completa sobre estimadores de Mo-
mentos Simulados.
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para qualquer modelo cujos componentes sejam diretamente observaveis'!.

Um modelo simples
e com propriedades interessantes na modelagem de taxas de juros de curto prazo é o modelo
conhecido como Cox-Ingersoll-Ross ([Cox et al., 1985]) . O modelo Cox-Ingersoll-Ross (abreviado
por CIR no texto) é um modelo de um tnico fator que possui expressoes analiticas para a densidade
de transigao do processo ([Ait-Sahalia, 1999]) e também formulas fechadas para a precificagio de
titulos.

Este processo é representado em tempo discreto como:

(4.6) vy = (1= Q)+ ¢xy_1 + /ey,

com e; ~ N(0,02).
Este modelo pode ser visto como uma forma de um processo autoregressivo de primeira ordem,

2 a variancia do

onde 1 é a média de longo prazo do processo, ¢ um parametro de persisténcia e o
componente de erros. Mas note que temos uma diferenga em relagdo a um processo AR(1), dada
pelo termo ,/x; multiplicando o componente de choque. Este componente tem dois objetivos - o
primeiro é colocar uma dependéncia do volatilidade do processo em relagao ao nivel do processo,
capturando o fato estilizado de que taxas de juros mais altas sao também mais volateis. Este
termo também tem o objetivo de evitar taxas de juros negativas, jA que quanto mais processo se
aproxima de zero, menor sera a volatilidade do processo e assim a probabilidade de alcancas taxas
negativas é cada vez menor. Outra caracteristica importante é que para |¢p| < 1 o processo tem
reversao a média de longo prazo dada por u.

A representacdo deste processo em tempo continuo é dada pela seguinte equacdo diferencial

estocasticas:

(47) d(Et = ¢($t - /J)dt + U\/‘T»tth,

onde i, ¢ e o tem a mesma interpretagao do processo em tempo discreto e agora dW; é um
movimento Browniano padrio, e a condicio de positividade no processo é dada por 2u¢ > o2.
Note que neste processo a volatilidade muda no tempo e é dada por dr? = o2z, dW;.

O que iremos chamar de processo Cox-Ingersoll-Ross Fracionario (CIR-fBm) é uma difusdo na

forma

(4.8) dxy = ¢(xe — p)dt + o/ dBy(t),

onde dBy(t) é um fBm com coeficiente de Hurst H, conforme definido pela equagao (3.4). Neste
processo unimos a estrutura de dependéncia do processo CIR com incrementos dados por um pro-
cesso fBm, permitindo a possibilidade de memoria longa no processo quando H>1/2, mas também
uma dindmica de memoria curta dado pelo componente de reversao a média. Até o presente mo-
mento este modelo ainda nao foi estudado na literatura (conforme aponta [Bishwal, 2007]), e a
forma mais préxima estudada na literatura é o chamado modelo Ornstein-Uhlenbeck Fracionario,
que pode ser representado como:
1 Modelos com componentes nao-observaveis, como por exemplo modelos com volatilidade estocastica, poderiam

ser tratados com algumas modificagoes referentes a avaliagdo dos momentos dos componentes ndo-observaveis (e.g.
[Gourieroux & Monfort, 1996]).



INFERENCIA INDIRETA EM MODELOS FRACIONARIOS DE TAXAS DE JUROS DE CURTO PRAZO 13

(4.9) dzy = ¢(zy — p)dt + odBu(t),

que é uma forma restrita do modelo CIR-fBm sem o componente de raiz quadrada multiplicando
a volatilidade. Propriedades deste modelo estao compiladas em [Bishwal, 2007], sendo importante
notar que metodologias de inferéncia para este processo sao também baseadas em amostragem

continua.

5. EvVIDENCIA DE MONTE CARLO

Um primeiro passo no estudo de estimadores para equagoes diferenciais estocésticas dirigidas
por fBm é verificar a influéncia do fBm em estimadores desenvolvidos para o caso do Browniano
Padrao. Dado que estaremos trabalhando com estimadores especificados incorretamente, para
avaliar o viés causado pela especificagao errdonea desenvolveremos um estudo de Monte Carlo,
mostrando como trés estimadores normalmente utilizados na estimagao de processos de difusao se
comportam quando existe um fBm como um processo de choque.

O experimento de Monte Carlo foi realizado com a seguinte estrutura - para uma grade de
valores do coeficiente H de Hurst variando entre .5 até .90, com incrementos de .05, simulamos
1000 realizagoes de um realizagoes de um processo CIR dado pela equagao (4.8) com parametros
uw=.1 ¢ =.5eoc =.3 eamostras de tamanho 200 e 500. Como nao existe uma densidade
de transigdo conhecida para o caso de um processo CIR com incrementos dados por um fBm,
simulamos cada trajetéria'? usando uma discretizagao de Euler-Maruyama com [t;1; — t;] = .1,
para a equagao diferencial estocastica dada pela equagao (4.8).

Para uma difusao na forma:

(5.1) A(X (1)) = a(X (£))dt + b(X (£))dW (¢)

A aproximacao de Euler-Maruyama é dada pela simulacao recursiva dada por:

(5.2) X(tiv1) = X(t:) + a(X (t:))[tis1 — ti] + b(X (t:))V/[ti41 — t:] Ba(t),

onde By(t) denota um incremento obtido de um fBm. A partir desta simulagées estimamos o
vetor de parametros (u, ¢, o) para cada trajetoria do processo usando trés estimadores: Maxima
Verossimilhanga exata usando a densidade de transigdo do processo Cox-Ingersoll-Ross, Méxima
Verossimilhanga baseada na discretizagao de Euler do processo e o Método de Momentos Gener-
alizados (GMM).

A estimagao por Maxima Verossimilhan¢a usando a densidade de transi¢ao é baseada na for-
mula analitica da densidade de transi¢do do processo CIR derivada por ([Ait-Sahalia, 1999]). A
aproximagao de Euler é baseada em uma funcao de verossimilhanga baseada na aproximacgao de
Euler do processo de difusdo (e.g. [Elerian et al., 2001]). A estimagdo por GMM, seguindo o
procedimento adotado em [Chan et al., 1992a]) é baseada na discretizagdo'® do modelo CIR dada

por:

127 construgao do processo de difusdo dirigido pelo Movimento Browniano Fracionario sera detalhada na Segao 6.
13As condigbes de Momentos utilizadas estao colocadas na Secao 6.
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TABELA 1. Média das estimacgoes do modelo CIR-fBm baseadas em 1000 simu-
lagoes - Tamanho de Amostra 200, valores simulados p = 0.1, ¢ = 0.5 e 0 = .3.

ML usando a densidade de transigao

.5

.55 .6 .65 70 .75

.80

.85 ..90

H

[b 0.1458775 0
¢ 0512685 0
O 0.3479737 0

4014056 1.364213 1.55437 1.543064 1.753845

.1134305  0.09509974  0.09683407 0.1030691 0.1188226  0.1265792
.5703563 0.4815641 0.469679 0.4688932 0.5464706 0.5780457

1.40321

0.1317436  0.1345096
0.6153487  0.6471074
1.727352 1.83721

ML baseada na aproximagao de Euler

.5

.55 .6 .65 70 .75

.80

.85 .90

0.1458775  0.1134305 0.09509974  0.09683407 0.1030691  0.1188226 0.1265792

H
I
d) 0.5635175  0.4474295 0.5361329 0.548791 0.5497883  0.4874829  0.4654402
o

0.3002251  0.2754534 0.2318571 0.4262613 0.8918149 1.579008 1.835250

0.1317436  0.1345096
0.4304067  0.4193980
1.373994 1.528249

GMM

.5

.55 .6 .65 70 .75

.80

.85 .90

0.115501 0.1145403 .08700724  0.07145202 0.0560945 0.04643310  0.0431905

0.3475374 0.3881546  0.3382794 0.294583 0.2588234 0.2271535 0.2276487

H
1
(b 0.4998864 0.5717272 0.4325775 0.3553912 0.2732842 0.224805 0.2062955
o

0.04196120  0.04087077
0.1998206 0.1905817
0.2709468 0.2713994

TABELA 2. Média das estimagoes do modelo CIR-fBm baseadas em 1000 simu-
lagoes - Tamanho de Amostra 500, valores reais p = 0.1, ¢ = 0.5 e 0 = .3.

ML usando a densidade de transigao

H .5 .55 .6 .65 70 .75 .80 .85 .90
/U/ 0.1348921 0.1232934 0.1143757 0.1298886 0.1341568 0.1392551 0.1474232 0.1487161
¢ 0.5292128 0.5464539 0.5964127 0.7294346 0.773075 0.7655826 0.8083488 0.943861
(o2 0.2794959 0.3659509 1.825951 1.547492 1.494382 1.679199 1.792744 1.809987
ML baseada na aproximagao de Euler
H .5 .55 .6 .65 70 75 .80 .85 .90
12 0.170231 0.129059 0.1218682 0.1661310 0.1734377 0.1992791 0.1958566 0.3140093
@ 0.5627962 0.3948839  0.4436547  0.3965095 0.4003226  0.380165  0.3353381  0.4066419
g 0.2479737 0.2014936 1.76823 1.655987 1.550644 1.553799 1.208276 1.424135
GMM
H .5 .55 .6 .65 70 .75 .80 .85 ..90
1 0.1042228 0.090686 0.06572463 0.05402191 0.04677832 0.04899353 0.05384942 0.05760389
¢ 0.5126528 0.4529054 0.3283621 0.2698209 0.2337225 0.2426560 0.2609257 0.2706834
O 0.3518613  0.3042927  0.25735 0.227723  0.262664  0.2853901  0.205324  0.2973890

(5.3)

Tip1 — e = Qo + BoTe + /Te€u41

com as condigoes:
E(e41) =0 e E(e}y,) = apri.

As tabelas 1 e 2 mostram as médias dos estimadores nas 1000 simulagbes obtidas para cada

14

tamanho de amostra e cada método de estimagao. Note que é dificil caracterizar o viés causado

pelo fBm nos estimadores usuais de uma forma sistematica. O resultado geral é que o estimador

da volatilidade é sempre viesado para cima, enquanto que os estimadores da persisténcia e do nivel

de longo prazo sao afetados de forma diferente para cada estimador. Por exemplo os estimadores

de ¢ usando a estimacao pela densidade de transicao sao em geral viesados para cima, enquanto
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que os estimadores de GMM séo viesados para baixo. O efeito na média de longo prazo p tem um
comportamento anélogo ao comportamento obtido para ¢.

Também é interessante observar que para valores elevados do coeficiente de Hurst a estimagao
fica muito problematica - por exemplo para valores acima de .90 é muito dificil obter uma estimagao
convergente por qualquer um dos métodos; no caso da amostra de tamanho 500 em maioria das
estimagoes para este valor de pardmetro nao funcionam, e desta forma decidimos nao reportar os
resultados para este valor.

Mas o resultado geral do estudo de Monte Carlo é mostrar que os estimadores usuais sao
severamente afetados na presenca de um fBM. Pelas razoes discutidas na Segao 4.1, o fato do fBm
nao ser um processo de Markov nem um semimartingale inviabiliza o uso dos estimadores mais
utilizados para estimacao de processos continuos usando dados discretos, o que fica evidente com
este estudo empirico, que embora limitado (o viés pode ser diferente para outras configuragoes de

pardmetros) mostra que sao necessarias corregoes para o caso fBm. .

6. ESTIMAGAO POR INFERENCIA INDIRETA

Conforme discutido na sec¢ao 4.1 ocorrem situagoes onde nao existe uma forma analitica para
funcao de verossimilhanga ou entao a avaliagao desta fungao é extremamente complicada. FEx-
emplos desta situagao, além dos discutidos em processos de difusao, sao modelos com variaveis
latentes, como modelos de volatilidade estocéastica, modelos de mudancas endbdgenas de regime
ou modelos de escolha discreta multivariados com dependéncia serial. Em todas estas situagoes
a avaliagdo da verossimilhanga envolve a integracao de todos os fatores latentes, representando
uma integral de dimensao igual ao nimero de fatores latentes'®, representando um enorme desafio
analitico e computacional.

Nestas situagoes onde a avaliagao da fungao de verossimilhanca exata nao é factivel, uma possi-
bilidade é o uso de um modelo instrumental mais simples de ser avaliado. Mas como este modelo
auxiliar nao corresponde & verdadeira especificacao, em geral os estimadores baseados no modelo
instrumental serao inconsistentes. Entretanto em situacoes onde é possivel obter simulacoes de
observagoes do modelo verdadeiro, é possivel corrigir a inconsisténcia dos estimadores usando uma
etapa de calibragao, minizando uma fungao critério que mede a distancia entre o parametro obtido
pelo modelo instrumental e estimagoes baseadas em simulagoes do modelo verdadeiro.

O método de Inferéncia Indireta ([Gourieroux et al., 1993], [Smith, 1993] e [Gallant & Tauchen, 1996])
é baseado na construgao de um estimador consistente, através da corregao por simulacao do viés
existente pelo uso de um modelo instrumental baseado em uma especificacao incorreta do modelo.

O procedimento de Inferéncia Indireta pode ser formulado através dos 3 passos seguintes:

(1) Estimacao dos parametros do modelo instrumental a partir das observagoes na amostra:

T
(6.1) Oaue = Argmaz Z log fi(z]0).
i=1

(2) Simulacao de uma trajetoria do modelo verdadeiro, condicional a um vetor de parametros,
gerando uma séria artificial y; de tamanho T e a estimagao do modelo auxiliar para esta

série artificial:

14Veja [Gourieroux & Monfort, 1996] para uma discussdo sobre as aplicagdes possiveis.
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T
(6.2) Osim = Argmaz Y log fi(x}|z;_y,0).

i=1
(3) Estimacao do vetor de parametros 6 do modelo original através da calibragao do viés ex-

istente na estimacao do vetor gaux, através da minimizacao da seguinte fungao critério:
(6.3) 011 = arg mem(om — Oaim (0)) T QO — Osim (0)).

onde ) é uma matriz positiva-definida que pondera o peso dado a cada elemento do vetor
de parametros. Esta etapa é usualmente realizada usando algum algoritmo de mlnlmlzagao
numérica para calcular 7 = lim,_, o o P, onde 67, é a p-ésima iteragao dada por o =

h(@m, HAPSim(Q)), sendo huma funcao de atualizagao do algoritmo.

A distribuicdo assintética do estimador de Inferéncia Indireta é dada por:

(6.4) VT(017 — 60) d N [0,W(S,9)],
T 1 T T
(63) WS, = (145 ) | Gy 0 e 0] G @00 5 600) | G 00) 3 00

onde S é um fator de escala relacionado ao nimero de condigoes de momentos utilizadas,
b(0y) = Egok(y:) define a distdncia entre o momento marginal de y; e seu valor esperado 6,
—1
Q1 = Joly " Jy com Jy dado por:

0? ;0
(6.6) Jo = plim - 2D 1),
(6.7 Tt = VT2 b))~ o | VLD
e a uma fungdo critério 1 (y; 0) dada por:
1 11
(6:5) Wli8) == | k) 0] |k -]

Este resultado mostra que os estimadores sdo consistentes e assintéticamente normais'®. No
caso de um modelo exatamente identificado - o nimero de pardmetros do modelo auxiliar é igual

ao nimero de parametros do modelo verdadeiro, temos que W (S, Q) se reduz a:

(6.9) W(S,Q) = (1+ ) [a;; (6o) ;;T (90)]

15para uma prova dessa propriedade veja [Gourieroux & Monfort, 1996], apéndice 4A.
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Em nosso problema os objetivos da aplicacdo do método de inferéncia indireta sdo corrigir o
viés causado pela discretizagao do processo e o problema de inconsisténcia gerado pela violagao
da propriedade Markoviana, ja que nao é possivel gerar uma fungao de verossimilhanga completa

para capturar o efeito da memoria longa gerada pela estrutura de dependéncia do fBm.

6.1. Descricao do procedimento adotado. Embora o procedimento de Inferéncia Indireta seja
em principio facil de ser aplicado, a implementacao do processo envolve uma série de decisoes, com
relagao ao modelo auxiliar escolhido, o procedimento de simulagao do processo gerador dos dados
e a metodologia de otimizagao numérica utilizada na etapa de calibragao. Descrevemos estes

procedimentos a seguir.

6.1.1. Escolha do Modelo Auziliar. Para determinarmos qual o modelo auxiliar utilizado no pro-
cedimento, em principio apenas precisamos obedecer a uma restri¢ao de identificagao, i.e., que seja
possivel recuperar os parametros do modelo verdadeiro através dos pardmetros do modelo auxiliar.
Esta questao é analoga ao procedimento de estimacao de um modelo estrutural a partir de um
modelo em forma reduzida. Neste ponto, a questao de identificagao surge pela necessidade de ter
um namero de parAmetros (e consequentemente de condi¢des de momentos) no modelo auxiliar
igual ou maior ao ntimero de parametros do modelo verdadeiro.

Outro ponto é que a eficiéncia do procedimento depende da qualidade do ajuste do modelo
auxiliar. O método de Momentos Eficientes ([Gallant & Nychka, 1987], [Gallant, 2007]) é um re-
finamento do método de inferéncia indireta, onde se obtém estimadores eficientes através do uso
de um modelo auxiliar nao-paramétrico, utilizando uma estrutura para o modelo auxiliar com um
elevado niimero de parametros e obtendo um ajuste muito bom para a amostra observada. Entre-
tanto existem evidéncias que o comportamento do Método de Momentos Eficientes em amostras
pequenas pode ser inferior ao estimador de Inferéncia Indireta, como apontam os estudos de
[Chumacero, 1997|, [Michaelides & Ng, 2000], [Ghysels et al., 2003] e [Zivot & Czellar, 2008|.

Mas outro ponto fundamental é que a estimagao do modelo auxiliar deve ser rapida, ja que cada
etapa do processo de calibragao envolve uma estimagao para cada amostra simulada e questoes
computacionais podem limitar o uso deste procedimento. Dada a complexidade de implementagao
do Método de Momentos Eficientes, neste estudo implementamos apenas o principio de Inferéncia
Indireta.

Em nosso problema a escolha do modelo auxiliar para a estimagdo dos parametros (a, 3, 0)
tem um candidato natural , que é o uso do método de Momentos Generalizados (GMM) para a
estimacao da discretizacao simples do processo CIR'6, dada pela equacio 5.3.

A estimagao do modelo usando GMM ¢ 1til neste contexto, ji4 que a matriz de ponderagao
6tima pode ser construida usando métodos robustos para heterocedasticidade e autocorrelagao
serial, aumentando a eficiéncia na estimacao do modelo auxiliar. Note que poderiamos usar como
modelo auxiliar a estimagao por verossimilhancga usando da densidade de transigao do processo CIR
([Ait-Sahalia, 1999]), mas este procedimento se mostrou bastante instével na etapa de estimagao
com dados simulados, em especial para parametros elevados do coeficiente de Hurst. Este mesmo

problema ocorreu no procedimento de Monte Carlo realizado na segdo 5, e assim a escolha do

16Veja [Chan et al., 1992b| para maiores detalhes sobre estimagao de processos de difusdo para taxas de juros
usando GMM.
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método de GMM foi determinada pela eficiéncia assintotica do procedimento e a maior estabilidade
na estimagao.
Para construir o estimador GMM assumimos que E(gy41) = 0 e E(e7,,) = o377, e desta forma

temos as seguintes quatro condigoes de momentos:

Et+1

Et+1T¢
(610) ft(@) = 2 2.9
€41 — 0Tt

(eti1 — agri)r

O estimador GMM ¢ obtido tornando estas condi¢oes de momentos iguais a zero ([Hansen, 1982]).
Note que neste procedimento estimamos apenas os parametros (i, ¢, o). Para obter uma estimador
para o paradmetro H noés utilizamos um procedimento de estimacao através de uma decomposicao de
Wavelets (e.g. [Percival & Walden, 2000],[Palma, 2007]), utilizando a série de residuos do modelo
CIR estimado por GMM.

Como a funcao de Wavelets também seré utilizada no passo de simulagao, é valida uma descrigao
mais detalhada do método. Para definir este estimador note que uma funcao de Wavelet é uma

fungao ¥ (t) com a seguinte propriedade:

(6.11) /W)dt = 0.

Definimos dilatagoes e translagoes da funcao de Wavelet pela expressao:

(6.12) bin(t) = 2792277t — k).

A conhecida transformagao discreta de Wavelet (dwt) é definida por:

(6.13) djp = / (O (t)dt,

onde j,k € N. A funcao de Wavelet forma uma base ortogonal se:

(6.14) [ sttt =o.

A principal vantagem do uso de Wavelets é que podemos obter uma representagao ortogonal

para uma funcgao real através da seguinte expressao:

(6.15) yt) = D D dinvik(t).

j=—00 k=—o00

Para obter um estimador para o parametro H definimos i; usando a transformada discreta d;:

R
(6.16) M = o E djk?,
J k=1

com a seguinte propriedade:
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22dj 5
e tomando logaritmos temos a expressao:
(6.18) logafi; ~ 2dj + logac + logx%j/logg — logan;,

com E(logxn) = ¥(n/2) + log2,, Var(logx,) = ((2,n/2), onde ¢ é a funcado psi, ¢ é a fungdo
Zeta de Riemman e ¢(z) = d/dzlogl'(z). Definindo E(g;)=0 e Var(e;) = ((2,n/2)/log(2)?, a

estimacao do parametros H pode ser realizada através da seguinte regressao linear:

(6.19) y; =a+fBxj+¢;

onde y; = logafi; — gj,o0 = loge e f = 2(H — .5). A variancia de H ¢ dada por Var(ﬁ)/él.
Utilizamos neste procedimento de estimagao e no procedimento de simulacao de fBm utilizamos a
decomposicao de Wavelets dada pela familia Daubechies-10.

Com a estimagao de H completamos a estimagdo do modelo auxiliar Buus = (@, [/3\ ,0, ﬂ)

6.2. Passo de simulacgao. No passo de simulagao precisamos simular trajetérias do processo
CIR-fBm para um vetor de parametros determinado na etapa de calibracao. Conforme discutido
na seg¢ao 5, nao existe uma densidade de transicao ou discretizacao exata conhecida para este
processo, e precisamos simular através de discretizagoes de Euler dadas pelas equagoes (5.1 e 5.1).

Nesta etapa iremos detalhar o processo de simulagao de uma trajetéria de um fBm.

6.2.1. Simulacao de um fBm usando Wavelets. A simulacGes de movimentos Brownianos Fra-

17 Alguns métodos sdo exatos

cionarios nao é trivial, e existe uma gama de métodos possiveis
(método de Hoskings; Cholesky; Davies e Harte), e alguns métodos sdo aproximados (como méto-
dos baseados na representagao de Integral Estocastica e baseados em Wavelets). Métodos exatos
sao extremamente lentos e consomem muita memoria, e no nosso problema como temos que realizar
seguidas simulagoes para cada passo do procedimento de otimizagao a velocidade de simulagao é
um fator relevante.

A forma mais computacionalmente eficiente de simular uma trajetéria de um fBm é através do
processo conhecido como Wavelet Synthesis, que é a forma escolhida neste artigo. Lembrando as
defini¢oes de uma fungdo de Wavelet (Equagoes 6.11-6.15) temos que a transformada discreta de

Wavelet de um fBM é dada pela seguinte expressao:

(6.20) dp, = / B ()1 (t)dt.

Nosso interesse nao é decompor um fBm, mas sim compor uma trajetoria deste processo. Uma
forma possivel ([Dieker, 2004|) é através da seguinte expressao para a simulagdo de uma observagao

no periodo t de um processo fBm:

17Uma discussio detalhada sobre as vérias metodologias de estimagao e simulacdo de processos fBm se encontra
em [Dieker, 2004|, e para uma referéncia detalhada de simulagdo de processos de Memoria longa usando Wavelet
Synthesis veja [Percival & Walden, 2000], cap 9.



INFERENCIA INDIRETA EM MODELOS FRACIONARIOS DE TAXAS DE JUROS DE CURTO PRAZO 20

I

By(t) = lim Y N dp, (. k)27t — k)t

F—o0

j=—o0 keN

onde JBH (j, k) sdo variaveis aleatorias Gaussianas com variancia dada ¢27(2H+1) . Utilizando
este método temos trajetorias de processos fBM, e assim podemos gerar trajetérias simuladas do
processo CIR-fBm usando discretizacao de Euler. Note que o uso da discretizacao de Euler é uma
aproximagao para a solucao do processo de difusao e desta forma nossos resultados sao condi-
cionais a validade desta aproximagcdo para um A fixo. Veja [Kloeden & Platen, 1992| para uma
discussao detalhada. As propriedades da aproximacgao de Euler para equagoes diferenciais estocés-
ticas dirigidas por um fBm foram estudadas em [Nourdin, 2005] e [Neunkirch & Nourdin, 2006,
que mostram que o erro de aproximacao é equivalente quase certamente a um processo dado
por 02%¢;, com a forma analitica de ¢ dada explicitamente. Em [Mishura, 2008] o estudo de
convergéncia é realizado para varias formas de aproximagao.

Para completar esta etapa, para cada simulagao realizada estimamos novamente os parametros

do modelo, usando o modelo auxiliar definido anteriormente.

6.3. Passo de otimizagao. O estimador de Inferéncia Indireta é obtido de forma a minimizar
a distancia entre o estimador do modelo instrumental e o estimado usando os dados simulados,
definida pela Equagao (6.3). Nesta etapa o procedimento de otimizagao numérica determina valores
para o vetor 6 escolhido para simular trajetorias do processo, e para cada trajetéria simulada, com
os valores estimados no passo 2 é avaliada a fungao critério (6.3).

A implementacdo computacional dos passos 2 e 3 requer a imposi¢ao de algumas restricoes. A
primeira restrigao é que precisamos impor que cada trajetoria simulada corresponda a uma série de
taxas de juros positivas. Assim se a simulacdo gerou uma taxa com pontos negativos, simulamos
uma nova trajetéria do fBm até que se que se gerem taxas positivas, em um procedimento de
amostragem com rejeigao.

Neste caso também estaremos realizando uma minimizacao com restricoes, impondo as re-
strigoes de positividade do modelo CIR e adicionalmente uma condigdo sobre o intervalo do coe-
ficiente de Hurst, que esté definido para valores entre 0 e 1.

Um detalhe adicional é que conforme ja discutido temos muitos problemas de convergéncia
para valores elevados de H, e desta forma o procedimento é bastante ineficiente nestas regioes.
Outro ponto é determinar o ntmero 6timo de simulagoes em cada passo da etapa de avaliagao
da funcao critério, e verificamos que um numero de 20 simulagoes em cada etapa de avaliagao
da funcao critério gera resultados satisfatorios. Note que o estimador é extremamente intensivo

computacionalmente.

7. APLICACOES

Implementamos o procedimento de estimacao por Inferéncia Indireta para trés séries de taxas de
juros. A primeira série estudada é uma série mensal de taxas de juros referentes de Treasury Bills de
03/1964 até 12/1989 (305 observagoes), sendo a série de juros estudadas em [Chan et al., 1992b]. A
segunda série analisada é uma série de taxas de juros diarias de taxas Eurolibor, com a amostra com
datas de 01/03/2000 até 27,/03/2008 (2610 observagoes). A tultima série estudada contém dados

mensais de taxas de juros de titulos Canadenses com maturidade de 1 més, com a amostra indo
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Ficura 7.1. Treasury Bills 1964-1989
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TABELA 3. Estimacao - GMM e Inferéncia Indireta - US Treasury Bills

Iz ] o H
GMM - Parametro 0.04546093  0.81964484  0.05349082  0.44146423
GMM. s.e. 0.090080400 0.029319553 0.014459598 0.005245541
IT - Pardmetro 0.03238156  0.69379688  0.05813648  0.48755111
II - s.e. 0.09030874  0.029371080 0.014485505 0.005261965

de 1956:11 até 1996:6 (512 observagoes). Estes dados sdo os mesmo analisados em [Tkacz, 2001].
As Figuras 7.1, 7.2 e 7.3 mostram os gréaficos destas séries.

As tabelas 3, 4 e 5 mostram o resultados da estimagdo do modelo auxiliar estimado pelo
Método de Momentos Generalizados (GMM) e o do estimador de Inferéncia Indireta (II) para o
processo CIR-fBm, para as séries estudadas. Para a série de Treasury Bills vemos que os resultados
da estimagdo do modelo por GMM e Inferéncia Indireta sdo muito préoximos, e o pardmetro H
estimado, é estatisticamente diferente de 1/2, com H < 1/2 e apontando para uma evidéncia de
memoria curta e autocorrelagao negativa nos incrementos do processo. Também é interessante
notar que a persisténcia no modelo estimado por Inferéncia Indireta é significantemente inferior a
obtida pela estimagdo por GMM, indicando que parte da dindmica de persisténcia nao estava no

componente de reversao a média e sim na estrutura de correlagao dos incrementos do processo.
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FIGuraA 7.2. Eurolibor
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TABELA 4. Estimagao - GMM e Inferéncia Indireta - Taxas EuroLibor

H ¢ o H
GMM - Parametro 0.3355136  0.1167345  0.2066294  0.5653880
GMM. s.e. 0.03030097 0.12100467 0.01191316 0.04937245
IT - Parametro 0.3000884  0.1196627  0.194989  0.5478063
IT - s.e. 0.03030312 0.1210105 0.01191479 0.04938462

Para a série de taxas Eurolibor (Tabela 4) a estimagio do parAmetro H ndo é estatisticamente
diferente de 1/2, indicando que para esta taxa o pressuposto de um Browniano Padrao nio pode
ser rejeitada. Uma evidéncia a favor deste resultado é que a estimagao do modelo auxiliar e do
modelo por Inferéncia Indireta sao muito proximas, indicando que a correcao pela presenca de um
possivel componente de fBm néo é necesséria.

A série de taxas de juros do Canadé, segundo o estudo de [Tkacz, 2001] j4 apresentava evidéncias
de ser um processo de memoria longa. Neste estudo foi utilizado um estimador de Wavelet-OLS
para o processo de memoria longa, mas onde nao havia um controle para a estrutura de memoria
curta do processo. Usando o estimador de Inferéncia Indireta proposto no artigo, obtemos suporte

a evidéncia de memoria longa obtida por [Tkacz, 2001], mas adicionalmente controlando para a
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FIGURA 7.3. Taxas de Juros - Canada
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TABELA 5. Estimagao - GMM e Inferéncia Indireta - Taxas de Juros - Canada

H @ o H
GMM - Pardmetro 0.01949002  0.33922906 0.04861706 0.63476452
GMM. s.e. 0.079312567 0.027278700 0.0116461 0.004259617
II - Parametro 0.01444128  0.2848528  0.1868208  0.6107441
II - s.e. 0.10894435  0.03331045 0.03897676 0.01146291

estrutura de reversao a média existente no processo CIR e a suposi¢ao de um modelo em tempo

continuo, conforme mostra a tabela 5.

8. CONCLUSOES

Discutimos neste artigo a estimacao de processos de difusao dirigidos por um Movimento Brow-
niano Fracionario, em um contexto de amostragem discreta. Em vista dos recentes resultados
teoricos (e.g. [Cheridito, 2003],[Guasoni, 2006] e [Jarrow et al., 2007]) apontando a compatibili-
dade entre precificacdo por Nao-Arbitragem e processos que nao sdo semimartingales, e a repre-
sentagao obtida por [Ohashi, 2007] para a classe de modelos HIM ([Heath et al., 1992]) utilizando
o movimento Browniano Fracionario, temos a necessidade do desenvolvimento de metodologias

de estimacgao para equagoes diferenciais estocasticas nao-markovianas e processos mais gerais que
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semimartingales. Dadas as dificuldades teoricas e praticas envolvidas na derivacao destes es-
timadores, como a complexidade da fungao de verossimilhanga, mostramos que neste contexto
metodologias de estimacao usando simulagao como o principio de Inferéncia Indireta representam
uma primeira forma de abordar estes problemas.

Outras possibilidades para a derivacao de um estimador neste contexto seriam o Método de
Momentos Simulados e o Método de Momentos Eficientes. Embora em algumas situagoes os esti-
madores do Método de Momentos Eficientes e Inferéncia Indireta sejam equivalentes ([Gourieroux & Monfort, 1996]),
no Método de Momentos Simulados poderiamos construir estimadores usando a informacgao dos
momentos derivadas da estrutura de covaridncia do fBm, dada pela Equacao 3.1. Esta possibili-
dade ¢ interessante em especial quando o coeficiente H de Hurst se aproxima de um. Nestes casos
os estimadores usuais para o modelo auxiliar tem problemas de convergéncia, mas a estrutura
de covariancia dos incrementos seré mais forte possibilitando condi¢oes de momentos mais efe-
tivas para o estimador de Método de Momentos Simulados. O Método de Momentos Eficientes
pode ser visto com uma sofisticagao do método de Inferéncia Indireta, utilizando uma forma nao-
paramétrica de dimensao paramétrica grande para o modelo auxiliar. Neste contexto faz sentido
utilizar a informagao da estrutura de covariancia do fBm conforme discutido no caso do estimador
de Momentos Simulados.

Outras modificagbes possiveis sao ampliar o nimero de modelos estudados no procedimento.
Uma modificacao simples e bastante interessante é trabalhar com o modelo CIR generalizado
estudado por [Chan et al., 1992b], onde o processo de difusdo para o caso do fBm seria dado
por dr; = ¢(xy — p)dt + oz dBy(t). Como este modelo engloba vérios submodelos de processos
de difusao utilizados em financas, seria possivel verificar de forma mais completa a validade da
metodologia para dados reais.

A metodologia também poderia ser generalizada para modelos de difusdo multifatoriais. Nessa
categoria a classe de modelos de volatilidade estocéstica seria um objetivo natural da metodologia,
j& que a evidéncia de memoria longa na volatilidade é muito mais forte (e.g. [Bandi & Perron, 2006])
e tem sido documentada na literatura com uma freqiiéncia muito maior do que evidéncias para
memoria longa na média condicional do processo.

Mas talvez a aplicacao mais relevante da metodologia seja a estimagao de processos de di-
fusdo para dados de alta frequéncia em finangas. Em dados de alta frequéncia a estimacao
de equagoes diferenciais estocasticas enfrenta um problema grave, que é a contaminacao pelos
efeitos de microestrutura de mercado. A validade da estimacdo de varios processos com da-
dos de alta frequéncia, como por exemplo a estimagao da volatilidade integrada do processo
(e.g. [Barndorff-Nielsen & Shephard, 2002], [Barndorfl-Nielsen & Shephard, 2004]), relacionada
ao processo de variagao quadratica, é vilida quando o intervalo de amostragem tende para zero.
Mas exatamente nesta situagao o ruido da microestrutura de mercado domina o processo de
variagdo quadratica e as estimagoOes ficam inconsistentes. Este problema tem sido estudado e
tentativamente tratado por vérios autores na literatura de estimacao de volatilidade realizada
(e.g.[Bandi & Russell, 2005], [Hansen & Lunde, 2006]).

Mas em geral todos os procedimentos estudados assumem uma estrutura de memoria curta para
os efeitos de microestrutura de mercado e os procedimentos de inferéncia em geral usam resultados
assintoticos derivados de processos semimartingales, como discutido em [Mykland & Zhang, 2005].

Se os efeitos de microestrutura de mercado forem efetivamente consistentes com um processo de
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memoria longa, a estimacdo de processos de difusdo com efeitos de microestrutura de mercado
poderia ser realizada com o estimador de inferéncia indireta discutido neste artigo, dada a dificul-
dade de obtengao dos estimadores de verossimilhanga ou baseados em momentos.

Em nosso artigo tratamos apenas de processos de equagoes diferenciais estocasticas dirigidos
por um fBm puro, ou seja, toda a dinAmica de incerteza é direcionada apenas pelo componente
do fBm. Mas também existem resultados de existéncia de condigoes de nao arbitragem para
processos mistos, onde o processo é dirigido por uma mistura de um Browniano padrao e um
Browniano Fracionério; uma discusséo detalhada destes resultados se encontra em [Mishura, 2008|.
Neste artigo existem alguns resultados para a estimagao de processos mistos Browniano-Browniano
Fracionérios, mas novamente todos os resultados se referem ao caso de amostragem continua e

novamente nao existem resultados para o caso de amostragem discreta.
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