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組合せ荷重を受ける周辺固定直角二等辺三角形板の座屈
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弘・阪
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八・後 健

Buckling of a Clamped Isosceles Right Triangular Plate under 

Combined Load. 

口善藤昇杉若

Kenichi SAKAGUCHI Yoshihiro GOTO， Shohachi W AKASUGI， 

CReceived Apr. 15. 1968) 

Abstract 

In this paper， the buckling problem of a c1amped isosceles triangular plate 

under uniformly distributed compressive and shearing load is solved by the 

Galerkin's method as described in the previous paper. The numerical results 

obtained giving the buckling load are shown in Table 1， 2 and Figs. 2 (司--(b).
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斜めの補強材を有する長方形板や航空機の後退翼等

に料、ては，補強材で区切られた板の部分一一パネル

ーーの基本形として三角形板が生ずる口このような板

の座屈あるいは振動など概造に関する問題について著

者は一連の報告、1)-(3)を発表してきた。本論文では，

そのーっとして組合せ荷重をうける周辺固定の直角二

等辺三角形板の座屈について解析し，実用の便に供す

ることを目的とする白パネルとしては周辺支持と周辺

固定が実際の支持状態の両極限の状態と考えられ，周

辺支持の板については幾つかの報告をすでに行なっ

た口またその中で，無限長帯板と直角二等辺三角形板

に対する解とより任意の形状の周辺支持された三角形

板に対する解が近似的に推測できる聞ことを示した。

この意味で周辺固定の直角二等辺三角形板に関する問

題を解析することは，任意の形状の周辺固定三角形板

に対する解が推測できることになるので，ここにこの

問題を取上げるものであるD
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基礎方程式

一般に周辺に沿って図1に示すように分布圧縮荷重

山・t，内・tおよびせん断荷重T・t(t :板厚〉をう

ける板の座屈荷重を定める徴分方程式は， Wをたわみ

として，次式で与えられる。
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ここにE，川主それぞれ材料の縦弾性係数およびポア

ソン比 aは三角形板の一辺OAの長きである。ただ

し.(1)式においては座標軸X，YはOAの長さがπと

なるように無次元化Lてある口また， P， Q， Rは座

屈応力を与える無次元の係数値(固有値〉である。

(1)式を周辺でたわみ およびその傾斜が零の境界条

件のもとに解けばよいが，現在のところ厳密に解くこ

とは不可能なので Galerkin法により近似的に解くこ

とにするロもちろん，この方法によっては厳密値より

大きい近年l解が得られるロ Galerkin法によるために

は，まず座屈波形を恒定しなければならないが，これ

に対して少なくとも均等圧縮座屈の場合に近似が良

いfめように恩われる次式を仮定するo

w=IIam叫W明司 -・但)
"も悼

ただし

Wmn= 4 (sin2x siny-sinxsin2y)(sinm玄sinny
-sinnx sinmy) ・H ・住)

またm，nは相異なる正の整数とL.一般性を失うこ
となしにm>nと仮定する。性)式に採用する Wmnと
しては m2+n2の値の小さいものより数項採用するも

のとし，具体的には後の計算で明らかにするo なお

m+n=奇数りときW間百は対称， m+n=偶数のとき

Wmnは逆対称のたわみ波形を表わすことは周辺回転の
場合と同じである。かくして次式 t

J:J:wmn[…+P一等+Q-ZL
m+n=奇数(対称たわみ〉の場合

a21 aS2 

-2R211dyh=0 8x8y )~J 
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，，
k
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を計算すれば Galerkin法による基礎方程式が得られ

る。ただし(5)式中の Wm.nは(3)式中の W視叫を順次一項

ずつ用いるものとする。 したがって(5)式は用いた項の

数だけの連立一次方程式になる。 (5)式の計算を実際に

遂行すれば次節以下に示すようになるoただし積分計

算は相当複雑なので，たとえば

f;fHJFdyb 
= J:f:WWlγ131dy也

f;f:wm24M 
=f;f:wdJ3説子dydx

のごとき関係を利用し，両辺で示される積分を計算し

て結果の一致することを確め，誤りのないよう注意し

た。

3 均等圧縮とせん断荷量が作用する場合

この場合はP=Qであって， Galerkin法により求

めた基礎方程式は次のようになる。ただし，簡単のた

め係数のみを最上段の a悦旬の下にならべて書いてあ

るo また周辺支持の場合と同様に現在の場合にもm+

n=奇数または偶数によって次の二群の方程式に分れ

る。

a41 a48 

5∞-35P+bnR -72+ 7 P+b12R -220+16P+b13R -150+10P+b14R ...= 0 1 
-72+ 7 P +b21R 1233-49.5P +b22R -441 +14.5P +b2aR 45-0.5P +b24R ... = 0 l 

J …・・(6)
-200+16P+b81R -441+14.5P+b82R 1733-60.5P+baaR -527十13.5P+bS4R …=01 
-150+10P +b41R 45-0.5P十b42R -527+13.5P +b4SR 2941ー74.5P+buR …= 0 J 
m+n=偶数(逆対称たわみ〕の場合

a31 

819-39P +cllR 

a42 

-523.5+24.5P +c12R 

一523.5+24.5P十C21R 1826.5-58.5P +C22R 
-270.75+13. 75P +csIR -690.5+15.5P +cazR 

1却.周一5.25P十C41R -961 +却P+C42R

ただし

b1l = -8.431981 

b12=b21= -10.038073 

b13=bs1=ー 0.803046

b14 =b41 = 16.邸3部2

b22= -18.侃8531

ar.l a58 

-270.75+13. 75P +C18R 126.25-5.25P十c14R…=0
-690.5+15.5P +czaR -961 +29P +C24R …=0 
3062.5-76.5P十c8sR -486.25+9.25P +C84R…=0 
-486.25+9.2SP十C48R 3722ー78P+C44R …=0 

・・・・.(7)

CU= 6.42姐67

C12=C21 =一16.35，却33

C18 = C81 = -0.584033 

C14 =C41 = 15.描3577

C22= 15.574222 
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b23=bs2= 25.1田437

b24=bu= -22. 7521弼5

C2S=CS2= 17.431148 l 

C24=C42= -34.62部93 I 
-…(8) 

bss=ー 2.190125

b84=b4S=ー 5.402308

b44= -31.391791 

CS8= -3.519175 I 

Ca4=C4S= -3.803704 I 

C44= 27.96却07J 

表-1 Per. Rcγ 計算値

し言諒営三用竺雪子 123 4 注

称 I Pcr=14.29 I P=Q 対 1ω1 I 14.230 
1 均等圧縮
R=O 逆対称 I Pcr=21∞! 20.990 

対 称 IRcr= {5竺 l 3178lMI3  P=Q=O 」一一 一63.86 I -50.46 
2 純粋せん断
Rキ0

逆対称 IR..=!401 -66.25 -54.80 I -47.37 

対 称 I P戸川1 I 
10.85 {ψd e=2p 3 P=Q=R 

逆対称 I Pcr=話 14 I 

守=t'匂=0
20.94 

対 称 I P戸 18担| 16.51 14.06 {山口2P4 P=Q=-R 

逆対称 I Pcr=18.03 I 
O'e= t'e~=O 

16.36 

(注)(J" (Jt;， t'~1) : ~軸〈斜辺法線方向)η軸(斜辺方向〉に関する荷重の応力度成分

~=主±旦+R. ~=R.土旦- R. t'，，"=旦二E
O'e 2 O'e 2 ー

(6). (7)式の係数行列式=0より係数値P，Rの値が

定められることは，周辺支持の場合と同様であるロ二

三の特別な場合について計算した結果を示すと表1の

ようになるo

表1を見ると，まずNo.1で、はすで寸こ述べた仰ので‘あ

るが，対称座屈の場合に絶対値の小さい根すなわち真

の座屈係数値 PCTが得られること，収束の状態より見

て良好な近似解らLく恩われることがわかる。 No.2は

純粋せん断の荷重状態であるが，根の収束状態は周辺

支持の場合(1)によく似ているように思われる。すなわ

ちRCTの正担(斜辺が引張りをうける方向のせん断〕

については対称座屈のほうが絶対値が小であり，その

近似も良好のように思われる。負根については表に示

されている範囲では逆対称座屈のほうが，絶対値小で

a21 aSl aS2 

あるが，さらにじゅうぶんの項数をとって計算すると

対称座屈の場合に絶対値の小さい値が得られるのでは

ないかと思われるoそのときの値は収束状態からみ

て，だいたいー (40'"'-'45) くらいではなし、かと思われ

る口このことより次節の図2(d)のB点における値とし

てはー43の値をとることにする。 恥 3.No.4は斜辺の

法線方向および接線方向の一方向E縮の場合であり，

対称座屈が実際に生ずることを示してL品。また根の

近似も良いように思われる。

4 怪意の組合せ荷量が作用する場合

この場合について. Ga1erkin法により求めた基礎

方程式を示せば次のとおりである。

a41 a42 

5∞-17.5S +buR d1T -72+3.5S十b12R -2却+8 S +b1S R ~ T ... = 0 

d1T 819-19.5S +cuR d2T dsT -523.5+12.25S +C12R…=0 
-72+3.5S +b21R daT 1233-24.75S+ba2R -441+7.25S+b28R d5T '，，=0 

-220+ 8 S +bS1R dsT -441 +7 .25S +bS2R 1733-30.25S +baaR daT ・..=0 

~T -523.5+12.25S +C21R d5T daT 1826.5-29.25S +C22R…=0 
・・ー・・・(剖
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|一方向圧縮

土紙回|;;ピ7ゴ

I~軸に泣 50
方向のせん断

千竺|ι却|
-ii:;;| ぷ~I

注5 

果結

3 

算計

2 

Pcγ. Rcr 

Pcγ28.57 

表 2

1 

Pcr= 

Pcr= 19.28 

No. 

1 

2 

3 

4 

5 

態や近似の程度，対称座屈と逆対称座屈における座屈

係数値の大小関係など周辺支持の場合ときわめてよく

似ているように思われる口それで現在の場合に対して

も4項用いたとき(対称座屈のときは対称波形の項の

みを 3項 W2bW82. W41用いたときに相当する〉の座

屈係数値の計算式を次に示す。

{1. 91521784 + 1. 52322688 R -2. 08066682R2 

-O. 650789SR8 +0. 363208R4 -O. 64109OS2T2 

-O. 3287628T2 R + O. 586639T2R 2} X 10-6 

+ { -3.52028088 -2.17501282 R + 1. 7896838R2 

+0. 298099R3+0. 5674758T2 +0. 188414 T2R} 

XlO-4 

表-1参照

7こだL

8=P+Q. T=P-Q 

d1= 4.55246 d4= 2.87524) 

d2= -7.90691 ds= 5.84793~ 

ds= 9.27919 d6=ー15.20136'

b畑町 C隅叫 (8)式に同じ

これより二三の特別な場合について計算した結果を

表2に示す。 No.1は一方向圧縮.No.2は斜辺方向の純

粋せん断の状態であるo No.3. 4および5は特別な場

合と Lて参考のため示した口この表よりみるとNo.4の

負担を除く他の第4近似値はL、ずれも相当に良好な近

似値のように思われる口

前節および本節の計算を通じてみると，根の収束状

-・・・(10)

(注)d~. dr;. ，~守

+ {2.367281S2+1.003071 8 R -0.3742叩R2

-0.118990T2} X 10-2 

+ {-6.8843728 -1.520299R} 

XlO-1 

.....U1) 

この式より座屈係数値を一部計算

した結果を図2(a)---伺)に示す。前に

述べたようにP. Q=;:O. Rく0の

付近では誤差が大きいので，図2但)

のA点 (Rcr=-63.9) の代りにB

点 (Rcr=-43. 前節参照〉を各曲

椋が通るものと仮定し，これ以外の

部分では図示の値とあまり差はない

と考えて補正した値を用いるのが実

用上よいであろう口図に示したB点

を通る破線は著者が試みにかいた推

測補正由繰である。図2(b)の破線も

またそうであるo これらの結果は設

計資料などに利用できょうo

+7.276996 
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図-2-(b)

0.8 1.0 
P!R 

0.6 0.4 0.2 。-0.2 -0.4 0.6 -0.8 
10 
-1.0 

RC1・(>0)計算値図-2-(c)

パ?||匂|句
ドd斗↑

lIt 
14.2 
[ 5 J 

25.1 
[9.06] 

25.1 
[9.06J 

17.0 
(5J 

Pcr=5.304 
(2J 

31.4 
[16J 

19.3 
(6.お〕

Pcr=10.0 
[ 4 J 

Qcr=10.0 
(4 J 

No. 

1 

2 

3 

+31.7 

[t;;-守30〕「
土41.3Rcr=士14.7

P=Q=O 4 
〔士25.9)

注1) ( )内は周辺支持のときの値

2) C )内は推測補正値(本文参照〉
3)正方形板，長方形板のときの値は文献(5)による白

f土9.35)
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5考察

Cox-Klein仰が純粋せん断の場合 (P=Q=O.

R>O)について Rcrキ26の値を得ており，著者の値

Rcγ=31.7とじゅうぶんによくは一致していないが，

彼らの解はきわめて大略的な近似解で比較できなL、。

このほかに本論文で扱った問題を解いている研究は見

あたらないようであるD

また本論文でf号た数値的結果を周辺支持の場合と比

較すると，周辺を固定することによって座屈荷重は周

辺支持の場合のほぼ2......3倍に高められることがわか

る。例外は斜辺が圧縮をうける方向のせん断座屈 (P

=Q= O. Rく0)のときで，周辺支持のときの値

-33 (推測値約一30)が-47(推測値一40----45)とな

る程度で約1.5倍に過ぎなL、。正方形板のときも9.35

-→14.7と約1.57倍程度である。(表3参照)
長方形板にそのー側辺に平行に補強材をつけること

がしばしば行なわれる。 斜めにつけるときとの優劣を

比較する意味で正方形板，辺比 1:2の長方形榎およ

び直角二等辺三角形板の座屈係数値を比較すると表3

のようになるo これをみると補強材をつけて板の座屈

荷重を高めるには一方向圧縮のときは荷重に平行に，

せん断座屈のときは補強材が圧縮される方向の斜めに

つけるのがよいことがわかるo ただしこれは補強材の

曲げ剛性が比較的大きくて補強材は座屈しないときの

議論であれ補強材を含めた構造物全体については考

えていなL、。補強材を含めて考えれば建築構造におけ

る「筋かい」のごとき作用も加わって全体の剛性，強

度は大きく高められるものと考えられる。

B結宮

本論文において周辺固定の直角二等辺三角形板の座

屈荷重をGalerkin法により求めた口得られた数値結果

は図および表に示したD設計資料などに利用できょう o

このほか次の諸点が明らかとなった。

1. 根の収東状態などは周辺支持の場合と同様な傾

向を示す。

2. 周辺聞定のときの座屈荷重は周辺支持のときの

それらのほぼ2......3倍である。

3. 正方形板がせん断荷重をうける場合は斜めに補

強材を入れると座屈荷重が高められて有効であるo
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