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On　Uniformly　Convex’Spaces．

。　　　　　　　　　　　By　Tadashi　HIRAOKA．　　　　　　　k

Letβdenote　a　Banach　space（1inear，　metric，　cornpIete，　normed　space），　with

elements偽ップー．　We　denote　the　norm　of　an　elen〕entズby；囲．

ABarlach　spaceβis　said　to　be　z粥加7辮砂60卿6κ，　if　to　any　positive　number

εthere　exist　a　positive　numberδ（ε）so　thaち

ll鑑Hl酬＝1，　iiトy　li≧・，　κ，ツ・B

　　　　　　　　1「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I

奄高垂撃堰E・
Pκ毒ツト・一δ（・）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．tniforn〕ly　convex　spaces　were　investjgated　by　several　authorities，　and　many

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　偏奄獅狽?窒?唐狽奄獅〟@results　were　obtaf飴d．　Jarnes　A．　Clarkson1）has　shown　us　that　spa6es

ちand五p　are　un｛formly　con▽ex　for汐exceeding－unity．　In　this　paper，　we　shall

show　the　same　resulちwith　different　inequalities　concern∫ng　the　norm　from

Clarkson’s．　工n　the　first　part　of　this　paper，　we　shall　atternpt　to　prove　on　in－　，

equalities　about　lp　space，　by　using　the　Le田ma．　Further，　we　shall　prove　the

corresponding　staternent　to　Lρspace　by　exhibiting　a　set　of　inequal量ties　for　these

・pace・・At　la・t，　f・・m　th・Th・・rem　l　and　th・Mink・・▽、ki・、　fn。qua1童ties　we　c。n．

clude　that　spacesらand五抄are　unjfornqly　convex，　withヵ＞1．

Now，　let　us　prove　the　followirlg　Lemma，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「

」乙6辮粥σ・　Foグα勿≠祝，060溺力」6κ％％粥∂6／5偽ツ

（1）　　乏プ　　2≧ヵ＞1，　　≠乃θ％　　2P－1（｝κiρ一｛－ly」P）≧｛1κ＋∠yl2一ト（ヵ一1）1．κ一ニソ【2｝｛し，

（2）　　乏プ　　　汐≧2，　　　’乃6π　　2袈一1Cκ汐十！y汐）≧iκ一ト∠yP－十（2P『1－1）1κ一ッ汐．

P／oげWe　assume重hat囲≧1ツ；，　and　put　1≧1oト汐ト／函．　Then　we

see　that（1）is　reduced　to　the　next　forn】♪

　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P
i3）　　2型一工（1＋llo12’）≧｛i1弓一cl2一子一（ρ一1）i1－6i2｝2－．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

By　elernentary　calculus　methods　and　with　a　little　attentions，　we　can　easily

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　印P）James　A．　Clarkson，乙ア雇ブoプ2吻co瀦概g勿oθg．　Trans．　Amer．　Math．　Soc．40（1936）．

396－414．
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6＝（1一の／（1十の（0＜2＜1），we　reduce（3）to　the　form

Aこ
g｛（1H－2）P十（1－2）P｝一一一・｛1一ト（P－－1）・・｝与・

Here，　we　must　prove　that／4≧0、　So　expan（！ing　each　term　of／1　in　its　Taylo〆s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
唐?窒奄?刀C　we　have

A話｛（1＋・）・＋（1－・）・｝隠1＋ρ（皇示1｝・・＋ρ（ρ一1鷺正の（3｝ρ）・・

＋・一＋鯉一1xa二3誘1昌’（2々－1『勉・・舛一・・

A・一｛1＋（P－1）再匙1＋逸㌻翌・・一鱒プ）箭一力）ガ

＋一＋姻粗詔）（檎≒轡一1）一ρ）・2・2・－D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　い
黹ﾏ（P－1）2瓦（2一 ｼ！！4二鰯1’（2（2ん一1）＝飢．・・導……

Hence

A－A1一ん一隷｛迭と駆2ゴ導露1｝二二二二（2亀±17班…

、　　　　　　　　＿．ヵ1（汐一1）2κ一1（2－－P）（4一汐）……（4（ん一1）一ヵ）22（2朗1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2既一1　　　（2k－－1）！

＋ρ（p－－1）L’AL－（2－－P）（4－一一p）・…　一（2（2々－1rf’一一゜　　　　rv乞2κ一一一一　（奮んう！一一rm－’）一勉一・・弓・

Here，　if　2≧ρ＞1，　by　using　2々－1一ρ≧丁（4（k－－1）一ρ）／2　and　2ん一汐≧（2（2ん一1）一ρ）／2

for　々＝L2，3，……，　ther1

壌［一ぐボD！　ρ（P－－12「）（2一ρ）（3一ρ）一（2々一・一ρ）去

　　　　　　一鯉『1ユ・一㌃ρ・4ヂー・塞旬）一九（（P－1）・）’（牟一1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「’＋巫与1）・2詑4ヂ……4（触⊇一か・2（塾㌃塾ニカー・一羨（（カー・）・剛

≧烈雄評・盆≠・．4プ……ヨ（讐一㌔ん㍉｛－1－一（（ρ一・）の9（た一工）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Fu，th。，，　w。　use　th。t（2（2ん一1）一の／4一ん一1，／2一汐／4≧ん一1　f・・2≧♪＞1　and々－L

2，3，……，Hence，　we　have
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且≧隷［ρ（ρ一・X2一ρ）（4一力）・・…・（4（ん一・）一ρ）2＿（1蓬、）！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，’~｛去一（（ρ一D・）・曲＋一垂毒－（（ρ一1）・）・・｝］

一濤［ρ（P－1）（2一ρ）（4一ρ）・・…・（4（ん一・）一ρ）2…・1羨≒）！・…

×｛1－（（P－－1）zk－1）’（紀一1L　1『（（ρ芳1）2）既｝1・

But｛　｝is　non－negative，・because　for　O＜ω≦1　and　’＞0，　∫（’）＝（1一祝，2‘）／’is

monotone　decreasing　function　ofム　Then・4≧O　iS　proved　and　therefore　we　see

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぐ
狽?≠煤i1）is　true．

Next　we　atternpt　to　prove（2）undβr　the　same　assumptjons　with　the　proof

of（1），　and　then　we　come　to　prove　the　following　relation　　　　　　　　　曜

@　　　　　　卜
A・一舌｛（1＋z）P＋（1－一一z）pm｝≧・＋（2・－L・）たA，，

where

孟・』・＋艦1）・・＋カ（か二1濫2）（ρ｝3）・・＋一・

．　　　　　　ん＝1＋｛2・－L1｝・・＝1＋｛1＋カ（㌻4≧＋一鯉二1X㌃2）（ρ一3、＋……

＋汐（P－1＞・一。。（P－2k－｛一ユ@　　　　（2々）！）・＋……－1｝帆　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　駅

Now，汐≧2，　so　for　sorne　natural　number々o　we　must　consider　two　cases；namely

2ん⑪≦ρく2々o十1and　2んo十1≦汐く2（たo十1）・

1．　For　sorne　rlatural　numberんo，　if　2んo≦ρく2んo十1，　then

君・・＝1＋［1＋採㌻翌・・＋一ρ（力ニエ）（㌃2）＠二3）・・＋一

＋一藪ρ『1）（汐一2）…　’・・（P－21eo－・f　1
@　（2ke）！）…。

@　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

＋姻脚）…（ρ一2んo…卜1）（ヵ一2んoi2々o十2）！）（ρ一2ん゜－1）・・（％餌一一・］

≧・＋［・＋凶㌃1｝＋一丞を＝二1）（召〒2）（ρ一3）＋……　　　　ぐ

＋ρ（P－1）（汐ﾆli’°ψ一2々°＋1）］・・

@　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
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＋｛笹1）””i舞禦一2々°『1）＋…一・一・｝た・＋（2・一一・〉・・－4・・

where｛　｝is　non－positive．

2．　If　2んq十1≦ρ〈2（んo十1）for　sorne　natural　number々o，　then

　　　　　，ﾐ・・一・＋汐（ n：Ll）－z・＋a（2ニエ）（㌘2）（ρ一3）・・＋……　　　‘

＋鯉一1）（P－－2）・・・…　（P－2kザト1@　　（2々。）！）・・恥

＋一雄＝以ρ ｯ皐；llρ一2々°『1）・・（・・…

噛　　　　（P－－1）（ρ一2）　一・一（ρ一2々o－1）（2ん9十2一ρ）（2んo十3一ρ）＋｛　　　』一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2々。＋3）！

一一1）ψ一2）幽暉’ ^吉呉一ρ）（2々°±勉一｝幽…＋・一

≧・＋｛・一・＋・響）．＋一・＋雄1）（P－2）・…　一（汐一2ko十1　　（2k〔｝）！　th）｝・・，

、　　　＋一ρ（P－1）（力誌誰『2々°－1）…㌔・・）

　　　（P－1）（メ）－2）・・・…　（ρ一2々o－1）（2々o十2一ρ）（2ん⑪一十3一ρ）＋｛一．一一．一．一．　（2々。＋3）！　　　一一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
gere，　we　must　prove　that　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
@　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

D　（4）カ（凶耀局1二（罐・｝±P・・㌔＋姻一｝ψ訟罷あ～カ｛2嗣）・細）

＋一廻膿）∵1猪嚇＝の（2婦吻・榊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

?o並1）（1）－2）一…　　（ρ一2々〕斗一1　　　（2々の！）＋一姻互ψ喩轍♪『2彦・槻1）

＋止1）（ρ一2）”° �g鈷力）偽＋3『ρ）｝…

So　we　devide　the　both　s量des　of（4）by（汐一1）ψ一2）……（ρ一2んo十1）2P／（2々1、）！and

。　　　　　　we　put

碗・・㌔一・＋一久o瑠1瀦瘍1虹…（・・一

＋（ρ一脚（ﾙ識『櫨露鷲押迦…い一・

一レ＋一琢雛1～麟）語
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＋（ρ一2々） ﾋ或謄2潅鷲1壁力）一｝≧・・

And　then　we　come　to　prove　thatメ4。≧0・．So　we　differentiate！1D　with　2・Then

’4
增x（2ん、，＋、）（2々、1＋2）（2ん，＋3）｛汐（2々・＋・）（2々・・＋2）偽＋3）（2々・・一力）・…一

→一ヵ（P－一一21eo）（ヵ一2んo－1）（2々〔｝十一3）（2んG十2一ρ）22κo＋1－P

、　＋（汐一一一2ko）（ρ一2ん　・）（2々・＋2一ρ）（2々・＋3一ρ）（2ん・・＋4一ρ）・2κ・一｝

’一
ﾑん。＋、孟篇1偽＋3）｛ρ（2々・＋・）（2ん・＋2）（2ん計3）（2々・一ρ）

十ρ（2ん∂十3）（2為）十2一ρ）（ρ一2々｛〕）（ρ一二2ん9－－1）22

＋（P－2kl〕）（カー2ん　・）（2ん・，＋2一の（2ん・＋3一ρ）（2々・・＋4一力）・・ p
≦（2ん。＋、）護篇1（2ん。＋3）［（ρ一2為川ρ一2海一・）（2ん・汁2一ρ）（ρ（2ん、，＋3）

＋（2々・汁3一の（2ん・＋4一ρ））一ρ偽＋・）（2ん・・＋2）（2ん・｝＋3）｝］≦・・

where　1＞汐一2々o－1≧0，1≧2々o十2一ρ＞O　and　｛　｝is　negative．　Further，　if　2＝1，　‘

then・40＝0．　Therefore！10≧O　is　proved．

Furtheremore　by　sirnllar　methods♪we　see　the　next　relation；i．　e．

鰐一1）（ρマ篇llん゜＋2塑・・榊

」ρ一1）（P－2）…・一（2々o十21一ト1・一ρ@　（2んo十21十1）！）・・・・…羅・｝

≦蕩｛（P－1）（識溺ん゜＋2Z一力）一一1）（喩罐争寅2Z＋1一ρ）｝2牝

So　we　understand　・41／≧ノ13　for　case　2．　Therefore　the　proof　of　the正emma　is

cOmpleted．

Now，　th1s　time　we　consider　the　followfng　Theorern　onらandちspaces．

7「乃60グθ粥ヱ・　Fo／5ρσ065」”　α多34　」乙ρ　魏6ノわ1ZO”勿9　卿θ9παZ♂塚65　∂6渉ωθ6鴛　魏θ

％07〃25げ砒，0αア∂πノα7ツθZ6勉6鋭5κα％4ツげ彦乃65汐α6θαア6”σ露4」

（5）ヴ2≧ρ＞1，伽2・一・（ll躍糊ツil・≧｛豚＋外・＋ψ一1取一ツ1・｝鴛一，

（6）　　亘プ　　汐≧2，　　≠1診θη2ρ一1q［κlp十liッ脾≧11κ十∠ソiip十（2ρ一1－1）1κ一．y　l；P．

P70砿　Firsちwe　shall　prove　respecting　Zρspace．　Letκ＝＝（κ1，κ2プ…・・，ッこ

（．Yl，　YL），……）be　the　two　elements　ofらspace，　By　using　the　Lemma　and　the　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

●
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Minkowski’s2）inequality，　d．　hjf砺砺are　arbitrary　two　sets　of　non－negative

numbers，　finite　or　infinite　in　nun〕ber，　and　O≦ノ≦1，　then

1　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1
（Σαのγ＋（Σ∂の・≦｛Σ（ai＋∂乞）ア｝下，　乞　　　　　　　　　　占　　　　　　　　　z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
?浮窒狽??秩@we　put　O＜ρ／2駕7≦1，αF陵乞十ツ占t2　and∂臼｛（P－1）一至一　rε一一YLi｝2，　then　we

see　that　the　right　side　of（5）is

’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）
ollx十二y虐十（P－1）；陵一夕ll2｝写　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h

2　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　2　　”
＝「｛ΣiXi＋y，1i）｝ユ・＋｛Σ（（ρ一1）2匿一ッ五DP｝万戸　　　6　　　　　　　　　　　　　　　　占

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　2，

so　from（1）　　　　　　　　　＼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　ρ
?ｰ｛2P－1（iXolp－十…∠ソ函ヱ｝）｝．パゴこΣ2・－1（i矧・＋1ッδ1・）　　　δ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　　　　　　　　　璽
≠Q・4｛Σ］　iコr、i　III）一＋Σ　旨．yi　Ip｝＝2”一・｛（Σ1矧り器一・・＋（Σ1ッの渉・・｝　　　　　　　乞　　　　　　　　6　　　　　　　　　　　　　　　6　　　　　　　　　　　　　　乙

，＝2ρ一1（「i　 x　 ト12，十　 i　）7　 ［jpa）●

Thus（5）is　proved．

Next　we　must　prove（6）．　So　from（2），　we　see　easily　that

rlκ＋ッ1”＋（22｝－L1）i1κ一ツμ’＝Σ｛匿＋ッε〔P＋（2P－L1）陽一yエ1ヱ’｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ε

≦Σ｛2P一工（［　x・i匹Hッ詑’）｝＝22’－1（1囲馴ッ／”）・

Thus（6）is　proved，　and　therefore　the　proof　forらspace　is　completed．

Now，　to　extend　these　results　to．space五盤with　respect　toρas　seen　in　Zp，　Iet

［0，1］be　the　interval　over　which　the　functions　of　our　space　are　to　be　defined．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
ve　consider　first　two　functionsズ（彦），夕のwhich　are　step　functions　on　a　division

of　［0，－Z］　into　equal　parts．　It　is　easily　verified　that　for　such　functions　the　re一

1ations（5）’ ≠獅пi6）　are　reduced　to　the’space　lp　case　already　treated，　and　as

these　funct云ons　form　a　dense　set　in　五”the　result　follows　by　continufty　of　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
獅盾窒香D

Thus　we・6ee　that　the　Theorem　l　is　true　forム，　space，　too・Therefore　our

proof　is　cofrlpleted．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

At　last　by　us加g　Theorem　1，　the　following　fact　is　concludサd．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一

Q）　G．良Ha預y，　J．　E．　Littlewood　and　G．　P61ya，肋6g鰯置観6ε．　Cambridge（1934）．30－32．　　　．

@　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

P
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丁伽ノ伽2．乃θ5卸θsらαη4五μノθ％励7絢卿刀θκω拗汐＞1・

P700プ　Under　the　defini之ion　ofμniform　convexity；if纏il＝li酬＝1　and

／κ一y！≧・f・・any　p・・itiv・number・・th・n，　w・・btain　th・f・11・wing　fact

from（5）
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Therefore　we　see　thatらandム，　spaces　are uniformly　convex　for　2≧か＞1．

Nekt，　on　the　caseρ≧2，　we　have　frorn（6）and　the　assumption　of　definition

of　unjform　convexity
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Thus　we　see　that　Theorem　2　is　true　forヵ≧2，　too，　and　our　proof　is　com一
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