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Finite　Element　Formulation　of　the　Nagtegaal－Rice

Functional　Using　Constant Strain　Triangles

Katsuhiro　MAEKAwA＊　aRd　Thomas　H．C．CmLDs＊＊

（Received　August　31，　1991）

　　Abstract－The　finite　element　formulations　based　on　the　Nagtegaal－Rice　functional　for　nearly

incompressible　deformation　have　been　developed　using　a　quadrilateral　element　which　consists　of　a

pair　of　constant　strain　triangles．　The　replacement　of　a　varying　hydrostatic　component　of　strain

rate　in　each　triangle　by　the　average　for　the　pair　cou｝d　reduce　overconstraint．　Using　such　a

constant　dilatation　quadrilateral　element，　the　so－called　updated　Lagrangian　approach　is　employed

for　the　implementation．　For　plane　strain　finite　deformation　plasticity，　several　types　of　finite

element　are　examined　and　their　corresponding　computational　efficiency　and　accuracy　are　compared

by　means　of　examples　of　pure　bending　and　uniaxial　tension．　The　formulations　developed　in　this

paper　are　proved　to　be　free　of　overconstraint　and　show　reasonable　computational　efficiency．
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half　width　of　bar

nodal　velocity－strain　rate　matrix

elastic－plastic　matrix

geometric　nonlinear　matrix

Young’s　modulus

Lagrange　strain

hydrostatic　part　of　strain　rate

nodal　force

shear　modulus

work　hardening　erate

thickness　of　beam

functional

half　length　of　bar

moment
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shape　function　relevant　to　node　i
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surface　traction

time

nodal　velocity

prescribed　displacement

volume

thickness　of　element

Cartesian　coordinates

matrlx

vecもor

elastic－plastic　parameter

area　of　triangle

tlme　increment

virtual　quantity

Kronecker　delta

equivalent　plastic　strain

amplitude

bulk　modulus
Poisson’s　ratio
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equivalent　seress

Euler　stress

yield　stress

dilatioltal　strain　rate

curvature

rate　of　rotation

Superseripts　and　subseripts
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average
element　B

modified　quantity

transposed　matrix　or　vector

tlme　aむt

time　at　t十　At

initial　value

deviatoric　component

material　derivative

Jaumann　derivative

1．　夏N饗RODUCT夏ON

　　The　three－node　constant　strain　triangular　eiement　［1］　has　successfully　been　employed　for　elastic－

plastic　analysis　with　smail　scale　yielding　as　weli　as　e｝astic　analysis．　ln　the　fully　plastic　range，

however，　it　has　been　pointed　out　that　the　response　of　the　element　is　too　stiff　to　simulate　ehe　real

mode　of　deformation　This　is　due　eo　the　requirement　of　vanishing　volumetrie　strain　increment　in

the　conseitutive　equaeions，　although　with　strain　hardening　part　o£　the　strain　increment　is　elastic．

A　special　arrangement　of　a　quadrilateral　element　which　consists　of　four　constant　strain　triangles

obtained　by　conneeting　its　diagonals　was　proved　to　be　free　of　overconstraint　foy　plane　strain

problems　［2］．　This　model，　however，　brings　an　inevitable　increase　in　the　number　6f　nodes　and

elements，　resulting　in　poor　efficiency　of　the　computation．　Another　approach　is　to　modify

variational　principles　so　as　to　be　applied　to　the　problems　with　incompressible　deformation　［2，3］．

　Based　on　the　Nagtegaal－Rice　functional　［2］，　the　present　paper　proposes　a　finite　element

formulation　using　a　quadrilateral　e｝ement　which　consists　of　two　constant　strain　triangles．　Treat－

ing　the　triangles　as　a　pair　not　only　breaks　through　the　overconstraint　problem　but　also　keeps　the

number　of　nodes　unchanged，　leading　to　a　saving　of　CPU　time．　The　Nagtegaai－Rice　fiinctional

and　its　modification　to　a　pair　of　finite　elements　are　described　in　the　following　section．　Then，　the

forrriulation　with　the　modified　functionai　is　implemented　for　a　pair　of　triangular　elements，　and　a

couple　of　exampies　such　as　pure　bending　and　plane　strain　uniaxial　tension　are　shown　to　discuss

the　nature　of　the　solutions　in　comparison　with　the　conveneional　finite　element　method．

2．THE　NAGTEGAAL－R夏CE　FUNCT夏ONAL　AND潤S　MOD亙FICATION

Incremental　virtual　work　in　a　continuum　［4］　gives

∫、鉱dSイ。合、、乙、、　dV （1）

where　a　body　force　term　is　negleceed．　The　voiume　work　rate　in　the　right－hand　side　may　be　split

into　a　deviatoric　part　Sil・　bS　and　a　hydrostatic　pare　rc　（ekh）Z　where　rc　is　the　bulk　modulus，　giving

∫、鉱dS一∫。嘱dV＋・∫． （ekft）edV （2）

As　the　term
S．　Si；・　b5・　dV　is　positive　during　the　deformation，
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∫、掘・dS＞・∫。（ehft）・dV （3）

If　Ti　approaches　zero，　as　it　does　in　problems　with　a　limit　load，　then　bkh　approaches　zero　as　well．

This　relation　holds　on　an　elastic　level　as　well　as　the　more　obvious　plastic　level．

　Nagtegaal　et　al．　［2］　then　show　that　in　a　finite　element　approximation　b　hh＝：O　can　lead　to

problems：for　example，　for　a　three－node　triangular　element　in　plane　strain，　strain　rates　are

constaRt　within　an　element．　lf　one　component　of　ekh，　say　eii　is　specified　on　one　boundary　of　an

element，　then　bhh　m　O　specifies　the　other　component．　These　components，　being　constant　within　the

element，　then　lead　to　specified　components　in　neighbouring　elements　and　so　on．　This　causes　an

over－severe　restraint　on　element　deformation．　The　combination　of　four　ehree－noded　triangles　as

shown　in　Fig．1　（a），　where　the　triangular　element　boundaries　form　a　quadri｝ateral　element　and

its　diagonals，　only　successfully　makes　the　arrangement　suitable　for　analysis　in　the　fully　plastic

range．

　Nagtegaal　et　al．　［2］　suggest　a　way　out：modify　the　definition　of　strain　rate　in　an　element　as

far　as　its　hydrostatic　component　is　concerned：for　any　element　instead　of　defining　strain　rate　at

any　point　A　as　bA＝bA－t－bX，　where　the　superscript　m　means　hydrostatic　part，　replace　it　by　eA＝＝eK十

（e’M）．．，，　i．e．　replace　the　varying　hydrostatic　part　by　the　average　for’the　element．　They　also

demonstrate　how　this　reduces　overconstraint，　and　develop　the　argument　for　a　four－node

quadrilateral　element．

　The　four－node　quadrilaeeral　element　requires　Gauss’s　numerial　integration　which　is

disadvantageous　from　the　viewpoint　of　computational　time．　On　the　oeher　hand，　the　three－node

element　interpolated　by　a　linear　function　has　no　need　for　integration　procedures．　Consequently，　it

seems　most　desirable　that　the　Nagtegaal－Rice　functional　be　formulated　using　the　constant　strain

triangle．　，

　The　functional　presented　by　Nagtegaal　et　al．　［2］　is

・一∫。（⊥麟＋。引証ド⊥。多・2　’一’一　’”H’M　2）dV一∫、　ctT，・rkl・dS
（4）

where　the　first　term　in　the　right　side　denotes　deviatoric　work　rate　and　the　second　and　third　ones

are　related　to　dilatation　work　rate，　but　¢　is　constant　over　the　volume　V　Now　consider　the

4
」

k

＠

＠

（a）　Crossed　triangles

i

Fig．　1　Approximation
　　　　　　triangles

k

（b）　Constant　dilatation
　　　triangles

of　a　quadrilateral　by
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functional　1　below　evaluated　over　the　pair　of　e｝ements　A　and　B，

A十B　makes　a　quadrilatera｝　element．　Then，

where　in　the　case　of　Fig．！　（b）

1■∫。A（÷母島＋・ 　　　　　　　1
φ誌一一　　　　　　　2

．¢2）　dV

一1一　．f．．（一±一　Sl，・　e；i　＋　rc　6　thheh一　一ll一　rc　di　2）　dV　一　．f，．＋，，CtT，　tZ，　dS
（5）

ip　is　an　additiona｝　variable，　i．e．

al／adi　＝　o：

degree　of　freedom，　whieh　is　defined　by　an　interpretation　from

af
a¢

∫。A（κ嚥一κφ）dV＋∫。。い冴・ rc　di）dV　＝O （6）

Kence，

¢　＝＝

∫。幽V＋∫。。漏V

fv．dV　＋　fv，dV

（7）

Equation（7）　means　that　di　is　the　average　of　dilaeation　over　the　eiements　A　and　B．

enables　Eq．　（5）　to　be　simplified　as

Equation　（7）

十’
”
り

。
ε
蕊⊥
2
（　
、
～＝1

！　　．
T　rc　¢
2

2）　dV

＋∫。，（÷麟＋ 1　　．
r　rc　¢
2

2）　dV　一　f，．＋，，Ti　LZi　dS
（8）

If　one　defines　modified　stresses　and　strains　as

　のむ　　　　　　のノ　　　　　　　　ひ

　　　　　　　　　　　κφδりSヴ　＝Siノ十

　り　　　　　　のノ

eiノ　　＝　eiノ

　　　ユ　．
一1一　一：一　stS　6，j

　　　3

（9）

where　a　ij　is　the　Kronecker　delta，　one　obtains

i　．modi　．mod

7Sii　eij　一rm
1　”　”

in@Sij　θり2

　　　1　　．
十t　rc　di　2
　　　2
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Consequently，　the　functional　（8）　becomes

／＝　f．．　一li－s．od　eied　dv　＋　f．．　一S一　sied　b・」Od　dv　一　S，．＋，．

処μ‘d8 （le）

and　this　is　the　same　forrri　as　the　conventional　variational　one　［4］．

in　thi　and　setting　it　to　zero，　one　finds

By　taking　the　first　variation

δ・一∫VA甜d 　　のゆま
　　　　dV十δθ‘ノ

fv．　lil：．iOd
　ロ　む　

　　　　dV一δεヴ
fSA＋　SB

T，　6th，　dS　＝＝　O （li）

Equation　（ll）　may　yield　a　solution　with　respect　to　rki．

　We　consider　the　motion　of　a　body　in　a　stationary　Cartesian，　or　fixed　linear　orthogonal

coordinate　system，　as　shown　in　Fig．2．　As　for　definitions　of　stress　and　serain　to　deal　with　large

deformation　and／br　geometric　nonlinear　problems，　several　measures　have　been　proposed　　［5］．

On　the　basis　of　the　updated　Lagrangian　approach，　we　use　the　Jaumann　derivative　of　Euler　stress
la’1　in　conjunction　with　the　modified　velocity　strain　leMOd　l　and　the　rate　of　modified　Lagrange

stress　ISMedl　where　the　following　relationship　between　ls＊1　and　ISMOdl　holds

1．’1　＝：　lsmedl　一　［D．］　lemodl （12）

So

TO

vo

0
ρ
工
S

O
U

S

IRitial　coRfiguration
　　　at　time　O

P（xO，yO，zo）

　e
　　　　　　　　　t
　　　　　　　　u：．

u廿△t
　1

　　　vt

P（xt，yt，zt）

fN　．

　　ui，At

RefereRce
　　　ra仁：Lon

　　　　st

configu－
at　time　t

　t十Atv

zO C　zt，　zt＋At

0
．
ユ
X

t
・
↓X

・茎÷△t

P　（xt＋At，yt＋At，

　　　zt＋At）
　　　　　　　　　　　　st十At

Configuration
　　　at　tlme　t十At

o yO，　yt，　yt＋At

　　　xO，　xe，　xt＋At

Fig．2　Motion　of　body　in　stationary　Cartesian　coordinates
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［DG］　is　the　geometric　nonlinear　term．　ABd　we　postglate　a　constitutive　equation　as

lo＊1　＝　［D］　｛emod｝ （13）

where　［D］　is　the　elastic　stress－strain　matrix　for　elas£ic　deformation　or　the　elastic－plastic

stress－strain　matrix　for　p｝astic　deformation．　Forms　of　［DG］　and　［D］　will　be　specified　in　the　next

sectlon．

　Accoring　to　the　standard　procedure　of伽ite　element　formu｝ation，　the　virtual　sもrain　raもe｛δ乙調｝

瓢ay　have　a　reユa振onship　wi癒もhe　virtua1鍛odal　velociむy　｛δ諺｝as

16bMedl　一一　［BMod］　i　6　LZI

where　［BMOd］　is　the　ve1ocity－strain　rate　matrix．　’1］he　sgbstitution　of　Eqs．

yields　the　elemental　stiffness　equation　in　matrix　form　as

（∫。Aげ］T （［D］　＋　［D．］）

（14）

（12）一（14）　iRto　Eq．　（！！）

［BMed］　dV＋　f．．　［BMed］’（［D］　＋　［D．］）　［BMed］　dV）　labl

（15）

＝　IFI．＋　i．Z71，

where　IFI　A　and　IFI　B　are　the　specified　nodal　force　rate　over　the　elements　A　aitd　B，　respective｝y．

3．頁MPLEMENTAT璽ON　US亙NG　A　PA亙R　OF　TR蔓ANG肌AR肌EMENTS

　We　confine　the　implementa£ion　to　plane　strain　prob｝ems　using　a　pair　of　triangular　elements．

According　to　the　standard　procedures　of　the　finite　element　method　［1］，　velocity　within　the　e｝ement

A　of　Y”ig．1　（b），　lthl　A＝　la　bl　’A，　is　giveR　by　a　linear　interpolaion　using　nodal　velocities　1ab　l　＝　iabi　Oi

あかノabkむ、｝Tas

｛rk｝・一［［」］　N，［刀瓦田く弓｛rk｝ （16）

where［刀is　uniもma頃x　of　order　2×2，瓦is　given　by

Alli　＝　（ai　＋　bi　x　一1一　ci　y）　／2AA

　　　　　α‘　＝＝　Xj）ノh　－　Xh）～ノ

　　　　　b，＝yノー一　Y・

　　　　　α＝XJt｝Xノ

（17）

with　the　other　coefficients　obtained　by　a　cyclic　permutation　of　sgbscripts　in

and

the　order　i，　j　and　k，

　　　　　　ユ

ムA罵一　det
　　　　　　2

1
董
■
1

・
‘
　
・
ノ
た

ん
κ
κ

　
　
ん

γ
節
ツ

（18）
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which　is　the　area　of　the　triangle　A．

　Since　the　modified　velocity　strains　of　Eq．　（9）　within　the　element　A　can　be　described　as

lbMod　l　A　nt

．mod
e．

．moG
eン

．騰od

e，

乙。。

乙。，。

A

【

十

κ
　
　
　
コ
じ

・
ρ
V
　

。
ε

・
ρ
V（

∩
乙
つ
σ
1
つ
σ
－
つ
e
bxy

byx

1．

芽e・

2．
”5M　e，

A

　　　　の

＋並
　　　3

i

1

1

o

o

（19）

where

¢　一
（bx＋乙。）。△。＋（を。＋を。）、△，

A，　十　A，
（20）

and　eij＝athj／a　xi　as　usual，　the　similar　expresion　of　Eq．　（14）　may　be　obtained：，

leMOcl｝A　，．　［Bmed］A　iabl

（21）

where

　med　　　］A薫［B
i

6　A．

2　b，

一　b，

一　b，

3　ci

　o

一　ci

2　ci

一　ci

o

3　b，

2bノ

ーbノ

ーb／

3c／

　o

一。／　2醸

2cノ　一飯

一。ノ　一飯

0　　　3cん

3わノ　　0

M　Ck

2c鳶

一C為

　0

3わん

0
（
）
0
0
0

0
0
（
）
（
）
（
）
A

1

十
　　6　（A．＋A，）

わ‘A十う‘B

わεA十わぎB

わ‘A十わ‘B

　　　o

　　　o

A
A
A

ロ
し
　
　
ヒ
じ
　
　
ロ
し

C
C
C

十
十
十
〇
〇

　Bci

　Bci
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／
A
／
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／
0
0

7
0
7
0
7
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ノ
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．
」
0
0

C
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C

A
A
A
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ゐ
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十　b，B
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十わkB
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o

　ACk

　ACh

　ACk

十
十
十
〇
〇

　BCk

　BCk

　BCk

bEB

わ～

わeB

　o

　o

CEB

CeB

CeB

o

o

（22）

We　have　already　decided　to　use　the　constitutive　equation　of　Eq．　（13）　which　connects　the　Jaumann
derivatives　of　Euler　stress　la’1　＝　l　a’．　a“，’　o’．　T’．，　i．i’　with　the　modified　velocity　strain　ieM“dl．　lf　we

postulate　an　isotropic　work　hardening　material　which　obeys　the　Mises　yield　criterion　and　the

Pra’ndtl－Reuss　flow　rule，　the　stress－strain　matrix　［D］　is　given　by
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　　　　　　　　E
［D］　一

　　　　　　1÷り

1一レ レ レ

1－2ソ 1－2レ

1一レ

1－2レ
ソ

o

1－2ソ
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o

lm2v

1－2り
。
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｝
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o

sym

o

－
｝
2
1
…
9
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9　G2

一　a　　　　ff　2　（H’　十　3　G）

　　t　2
　σエ

σx　σン
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σエ　τXPt

σ　　　τンx

σン　σx

　　’　2
　σン
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Oy　Txy

σン　τyx

a，　a．

σz　σン
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τエツσx

　τエy2

τxンτyx

τンxσx

τyxσン
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τンxτxン

　　　　2
　T　yx

（23）

where　cr’＝：O　for　elastic　deformation　and　a“＝1

matrix　［DG］　in　Eq．　（12）　has　the　following　form：

for　the　plastic　state．　The　geometric　nonlinear

［D．］　一

。

σン

ag

e

τxン

a．

o

6，

T　xy

o

a．

Oy

o

τxン

τxン

一一一 ﾑxy

o

o

音（・x一ら）

wn
@S（ox＋　a　．）

o

一　τxン

o

ne

@t（　of　x＋　o　，）

き（・・一・。）

（24）

Consequently，　using　the　matrices　［BMOd］，　［D］　and　［DG］　of　Eqs．　（22），　（23）　and　（24），　respectively，

the　elemental　siffness　equation　（15）　for　a　pair　of　triangular　elements　A　and　B　may　be　obtaind　as

ev　（（［BMOd］T（　［D］　＋　［D．］　）　［BMed］　A）．

＋　（［BMOd］T（　［D］　＋　［D．］）　［BMOdi］　A）．）　ILZI　一一　i」＞1．＋　il”I　B
（25）

where　w　is　the　thickness　of　the　elements．

　We　finally　obtain　the　global　stiffness　eqgations　by　summing　｝ap　Eq．（25）　over　all　the　pairs．

Solving　them　with　respect　to　the　unknown　nodal　velocity　lrkl　under　given　boundary　conditions，　and

then　substituting　lthl　into　Eq．　（21），　the　modified　velocity　strains　leMecll　within　an　individual　element

are　obtained．　Then　substituting　lbMOdl　into　Eq．　（13），　we　obtain　the　Jaumann　rates　of　Euler　stress

la“1　within　an　element．　However，　l　o“1　is　the　stress　observed　in　a　rectangular　coordinate　system

rotating　with　the　body．　lt　is　not　influenced　by　a　rigid　body　rotation　of　the　material．　We　ought　to

calculate　the　Euler　stress　rate　i　ti　l　within　an　element，　which　is　defined　in　the　fixed　Cartesian

coordinate　system．　The　two　stresses　have　the　following　relationship　［6］　：
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［o“］　一　［5］　m　［di］T［。3一［。］［め］ （26）
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where　ab　is　the　angular　velocity，　being　defined　by

th　一s（∂o　　∂腐∂x　　∂ツ）
（27）

Using　Eq．　（16），　Eq．　（27）　caR　be　written　as

di「k。（一α諺、＋δ、び、一。ノあ＋6ゴ∂ノー。、ぬ＋b，　ablt）
（28）

Multiplying　these　quantities　by　the　time　increment　A　t　and　adding　them　to　those　values　which

have　been・　obtained　in　the　previous　stage　of　deformation，　i．e．　at　time　t　of　Fig．2，　we　may　obtain

the　ttpdated　values　of　the　coordinate　ixl，　strain　leMedl，　stress　la　l　and　nodal　force　IFI　at　time

t十△孟：

lult＋At　＝

lernOd｝t＋At　＝

｛。｝t＋△‘繍

iFl　t＋At　＝

｛κド

lernOd｝t

｛σド

｛Fド

十
÷
十
十

闘ムォ
ib「ned｝△t

｛δ｝△古

　サ

｛F｝△t

（29）

Repeating　such　an　incremental　calculation，　we　can　perform　general　elastic－plastic　analysis　wieh

large　displacements　and　rotations　and　large　strains．　’

4．　NUMERICAL　EXAMPLES

　4．1　Pure　Bending　of　an　Elastie－Plastic　Beam

　We　consider　the　simple　example　of　a　beam，　in　order　to　compare　the　accuracy　and　the

corresponding　computational　efficiency　of　the　various　considered　elements：regular　constant　strain

triangle　（CST），　4－crossed　constant　strain　triangles　（4CST），　4－noded　isoparametric　（41SO）　and

the　averaged　di｝atation　’ モ盾獅唐狽≠獅煤@strain　triangles　（CDT）．　lt　is　assumed　that　plane　sections

perpendicular　to　the　beam’s　axis　remain　plane　during　the　deformation，　and　a　slice　of　unit

thickness　subjeceed　to　the　prescribed　displacement，　u“，　as　shown　in　Fig．3　（d），　is　considered．　For
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Fig．3　Finite　element　systems　for　pure　bending
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Moment－curvature　curves　for　various
types　of　finite　elemen£

CST　and　CDT　elements　the　finite　e｝ement　mesh　shown　in　Fig．3　（a），　for　4　CST　the　finite　e｝ement

3　（b），　and　for　41SO　the　finite　element　3　（c）　are，　respectively，　used．　A　unit　increment　of　curva£ure

is　O．OOOel，　and　the　incremental　displacement　is　applied　until　the　moment－curvature　curve　attains

a　constant　value．　The　beam　is　modelled　as　an　elastic－perfectly　plas£ic　body，　of　which　material

properties　are－E＝206　GPa，σ戸300　MPa，　a箆d　ソ＝0．3．　For　this　choice　of　the　material　properties

the　analytical　solution　for　the　｝imit　bending　moment　for　plane　strain，　Mii．it，　assuming　£he　Mises

yield　criterion，　is　given　by

砿鷹比　

一
　

禮　　
σン

@　（h2）2
（30）

where　h　is　the　thickness　of　the　beam．

　Figure　4　shows　the　relationship　between　the　normalized　bending　moment　M／（a．h2／4）　and　the

norma｝ized　curvature　x　／x　o，　where　x　is　the　curvature　corresponding　to　M　and　x　o　is　the　curvature

for　which　the　outer　fiber　of　the　beam　becomes　plastic　for　the　first　time．　lt　is　seen　that　CST　aRd

41SO　elements　do　not　find　a　limit　load　at　all；all　elements　across　the　thicl〈ness　reach　yield，　and

the　moment－curvature　curve　coRtinues　to　rise．　The　result　of　using　4　CST　element　yields　the　correct

normalized　load，　2　／一v’”MTJ．　Finally，　the　present　CDT　element　also　finds　the　accurate　result：the

averaged　incompressibility　is　a　necessary　and　sufficient　condition　for　a　limit　load．

　Table　1　lists　the　comparison　of　the　computational　time　among　the　four　different　types　of　fini£e

element　at　X　／xg＝12．5．　The　CPU　time　for　CDT　is　faster　than　that　for　4　CST　by　a　factor　of　2．5　for

both　of　the　computers　used：a，mainframe　of　HITAC－M682H　or　a　16－bit　personal　computer　of　NEC

PC9801LX　with　a　numerical　coprocessor．
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Table　1　Comparison　of　computational　time　for　pure　bending

HITAC一顛682H NEC－PC9801LX

Coasta難t　strain　tria簸gle 0．268　s 67。8　s
（CST）

Constant　d三latatioa 0，577 118．3

triaRgles　（CDT）

Crossed　triangles　（4CST） 1，364　　　　曾

337．3

4－node　isopara醗etric 0，389 82．8
（4エSO）

　4．2　Necking　of　aR　Elastie－Plastie　Bar　in　PlaRe　Strain

　The　necking　of　a　rectangular　bar　with　an　initial　imperfection　at　its　central　portion，　is　analyzed

numerically　for　various　types　of　finite　elements：CST，　4　CST　and　CDT．　The　bar　consists　of　an

elastic－plastic　isotropic　work－hardening　material，　obeying　a　Swift’s　type　empirical　formu｝a　given

by

i　＝　683．7　（o．020　十　ip）O・08
MPa （31）

where　i　and　5”　is　the　equivalent　true　stress　and　plastic　strain，　respectively．　The　material

properties　of　the　bar　are　the　same　as　those　used　in　the　pure　bending　except　for　Eq．　（31）　and　ff．一一

500MPa．　The　finite　element　mesh　and　the　geometry　of　the　bar　are　shown　in　Fig．5，　where

symmetry　is　assumed　about　both　the　x　axis　and　the　or　axis．　A　relatively　coarse　uniform　mesh　as

shown　in　Figs．5　（a）　and　（b）　are　used　in　the　analytical　region，　but　for　comparison　a　finer　mesh

shown　in　Fig．5　（c）　is　used　in　the　case　of　computation　using　CST　and　CDT　elements．　The　initial

length　of　the　specimen　is　220　and　the　initial　width　is　2　（ae十Aae）．　Here，　A　ao　is　an　initial

geometric　imperfection　that　is　specified　to　be　of　the　form

Aao　＝＝　一　g　ao　cos
（rr　x乏，）

（32）

where　in　the　calculations　carried　out　here　ehe　amplitude　；　is　taken　to　be　O．Ol．

　Computed　curves　of　load　and　area　reduction　at　the　minimum　section　versus elongation　are

y
♀見。

（a）

u衷

Analytical　region

o
壽

｝

X

（b） （c）

Fig．5　Finite　element　systems　for　plane’
　　　　　　uniaxial　tension

straln
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shown　in　Fig．6　in　the　case　of　the　coarse　mesh　systems．　There　is　no　marked　diffeicence　in　the

load－elongation　curves　in　which　the　load　reaches　the　maximttm　at　around　A　e／Eo＝：O．08　and

then　decreases　monotonottsly．　However，　there　are　differences　in　the　development　of　necking．　The

arrows　marked　U．L．　in　Fig．6　denote　the　elongations　at　which　unloading　starts　in　the　end　parts

of　the　model　and　necking　starts　in　the　center　portion．　Necking　starts　earlier　for　the　4　CST　£han

the　CDT　elements，　and　develops　faster　and　larger．　On　the　other　hand，　the　CST　element　does　not

show　any　concentration　of　deformation　after　the　maximum　load　has　been　experienced．

　Figure　7　shows　the　outer　configuraeion　of　the　bar　and　the　distribu£ion　of　’5P　at　an　elonga£ion

of　A　e／ee＝e．257．　The　degrees　of　necking　and　the　plastic　strains　confirm　the　results　of　Fig．6．　For

comparison，　the　computed　results　corresponding　to　Figs．6　and　7　are　summarized　in　Fig．8　iR　the

O．26

O．26

（a）　CST

O．35 O．3 e．25
O．2

O．38

（b）　CDT

O．53
O．5

O．4
O．3

O．2

O．15

O．1

　　　　（c）　4CST

Fig．7　Deformed　shape　and　distribution　of　equivalent
　　　　　　plastic　strain　at　A2／eo＝O．257
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　　　　　　curves；　（b）　distribution　of　equivalent　plastic
　　　　　　strain　at　Ae／e　e＝O．257

case　of　computation　iising　the　CDT　finer　mesh．　lt　is　seen　that　the　initiation　of　unloading，　the

degree　of　necking　and　the　deformation　concentration　become　close　to　those　for　4　CST　elements．

This　is　due　to　the　fact　ehat　the　number　of　tota｝　nedes，　i．e．　degree　of　freedom　doubled　in　the　finer

mesh．　However，　the　CST　element　yielded　yet　uniform　deformation　though　the　finer　mesh　shown　in

Fig．5　（c）　was　used．

CST

4CS7

CDT　（coarse　1nesh）

CDT　（fi鷺e　田esh）

O． 10 20 30 40　’　50 60

Time　s

Fig．　9 Comparison　of　computational
uniaxial　tension

time　for
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　Figure　9　shows　the　comparison　of　computational　time　for　various　element　types　used．

time　of　the　finer　CDT　mesh　is　comparable　to　that　of　the　4　CST　mesh．

The　CPU

5、CONCLUD豆NG認MA飛KS
　A　finite　element　analysis　based　on　updated　LagrangiaR　formulations　has　been　carried　out　to

solve　large　deformation　elastic－plastic　problems　invo｝ving　overcoBstaraint　phenomena　due　to　the

overstiff　response　of　some　types　of　finite　element，　particularly　the　widely　used　constant　strain

trianglular　e｝ement　（CST）．　Althottgh　the　so－called　crossed　triangles　（4CST）　element　shown　in

Fig．1　（a）　has　been　proved　to　be　free　of　overconstraint　for　plane　straik　prob｝ems　［2］，　the　4　CST

element　is　not　so　attractive　from　the　viewpoint　of　computational　time．　NotiRg　the　efficiency，　we

have　implemented　the　Nagtegaa｝一Rice　functional　using　the　qttadrilateral　element　（CDT）　which

consists　of　a　pair　of　CSTs　as　showR　in　Fig．1　（b）．　lf　one　splits　the　components　of　stress　aRd

strain　into　their　deviatoric　part　and　their　hydrostatic　part，　and　takes　the　average　dilatation　over

the　pair，　the　functional　results　in　the　same　form　as　the　conventional　variatioRa｝　principle　［4］．

Consequently，　only　small　changes　of　the　velocity－strain　rate　matrix　［B］　and　the　relevant　parts

make　it　possible　to　use　the　existing　finite　elemeRt　computer　pyogram．

　The　quality　of　the　solutioRs　through　the　comparison　with　varlous　element　types　has　been

examined　by　means　of　examples　of　pure　bending　and　uniaxial　tension．　The　accuracy　£or　£he　CDT

eleme難t　is簸。もso　great　asもhat　of　usingもhe　4　CST　eleme簸t，　b滋もhe　comp縫もatio蕪al　time　is　fas毛er

by　a　factor　of　2．5．　To　improve　the　accuracy　one　shou｝d　trade　off　the　efficiency　by　using　a　finer

mesh．

　The　implementation　based　on　£he　Nagtegaal－Rice　functioRal　is　Bot　restyicted　to　a　pair　of

triangular　elements　developed　in　this　paper，　but　could　be　applied　to　any　type　and　Bumber　of　finite

element．　One　of　the　authors　［7］　has　formiilated　£he　functional　uslng　the　eight－cornered　brick

eleff1ent，　which　cons2sts　of　six　coRstant　strain　tetrahedra，　for　three－dimensiona｝　problems，　and

has　applied　i£　to　the　analysis　of　oblique　cutting．

［1］

［2］

［3］

k］

［5］

［6］

［7］
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