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The hydroQatic machines， which are represen七edby blowers， 

ventilating fans， pumps e七c.，usually consist of mo七ersand 

blades. They sometimes ‘cause large ampli七udeof vibra七ion，

and then yield much dynamic stress on七heroots of blades 

excited ro七atingunbalance forces， generated by sticked dir七S

on the blades， for example. 

Host undesirable case of operation for these machines is 

七0 七heresonance phenomena be七ween七hena七uralfrequencies of 

system and exciting forces. Therefore i七 isnecessary七o provide 

for the calculated natural frequencies of them， so we tried七0

calculate them assumed the sys七emconsist of a mass and springs 

of supporting structure using the flexibility ma七rixmethod. 

The results obtained from the calculation agree well with the 

measuremen七sand then guidelines for design of七hesemachines 

are required. 

1 緒言

送風機，ポンプ等のように電動機と羽根車で構成されている回転機械にアンパランスが付着し，
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それが原因で振動，破壊を発生する場合がある O 多くの場合はもともと設計的に構造物の全体もし

くは一部分が，回転数そのものまたはその高調波の振動数にほぼ一致するような固有振動数を持ち，

いわゆる共振状態で長時間使用した結果破損するという場合が多いo したがって，少々のアンバラ

ンスが生じても，簡単には破損しないよう系の固有振動数を設計しておく必要がある O 構造物の固

有振動数計算の方法が開発され，伝達マトリックス法(l)(2) 有限要素法(3) ビ、ルディングブロック

法(4)などがあるO

本報告で取り上げた大型換気扇は比較的構造が簡単で，一次元的な要素が多いため可とう性マト

リックス法(5)などを用い，羽根車や電動機の支持構造物のばね定数やそれらの固有振動数の計算プ

ログラムを作成したO そして，計算結果と実験結果が比較的よく一致することを確認したO

2 理論

2・1 等価振動モデル

図 1に示すような換気扇の振動を論ずる場合，

理論解析を行ないやすくするため，実機をでき

るだけ単純化した等価な振動系モテソレを設定す

るO このモデルの設定の良否によ って，計算の

成否が決まると言 っても過言ではない O 実機に

あまり忠実なモデルを作ると，計算が非常に複

雑になり 実用的でなくな るO あまり 単純にする

と実機と等価とは言えなくなる O ここでは換気

扇(系)全体としては羽根およびモータを集中

質量，膏曲したアームを複数個のばねに置き換
図 1 換気扇

え，剛体を複数個のばねにより弾性支持した系に等価であるとする O このようにした等価振動系モ

デルとその座標系(羽根およびモータの主座標軸 X，y， Z，およびアームの主座標軸 X， Y， z， 

アームの傾き角ψなど)のとり方を図 2に示すO

Z 

図 2 等価振動モデルと主座標軸



2・2 固有振動数とそード

このモデルに対する固有値および固有ベクトルを求めるための固有値マトリタクス (Kn)は

Kl1 - mw~ ， K12' 。 K14 K15 K16 

K22-mωι o ， K24 K25 K26 

K33-mωA， K34 K35 
。

(Kn) = I 
sym K44 -J xúJ~ ， K45 K46 

K55-J戸i， K56 
Kω-Jzω，g J 一一一一一一一一一(1)

ここで X，Y， Z軸方向の換気扇アームの直糠ばね定数Kl1，K22' K33は kx，ky， kzをア

ーム主軸 X，y， z方向のばね定数とすれば，アームは 4本あるので，それぞれ次のようになる(6)。

KU ニ 4 ( kx.cos 2cp + ky sin 2cp) 1 

K22ニ 4 ( kxsin 2ψ+ kyCOS 2cp) 卜一一一一一一一(2)

K33 = 4kz 

また， X， Y， Z軸まわりの回転ばね定数K44' K55， K66 は，アームとモータの接合点の X，Y， 

z座標をa，b， cとすれば，それぞれ次のようになる。

K44 = 4{(kxsin2cp+kycOS2cp)C2 +kyb2) 

K55ニ 4{(kxcos2cp+kysin 2ψ)c2十kya
2) 一一一一一(3)

玄66= 4{(kx(a2sio2cp+b2cos2ψ) +ky (a2 cos 2tp+ b2 sio 2tp)ー 2(kx-ky)absintpcostp} J 

さらに弾性相乗係数 Kij( iキj)はそれぞれ次のようになる O

K12 = I; (kx-ky )siotpcostp 

K14 = -I; ( kx-ky ) c siocpcoscp 

K15 ニ 4(kxcos 2tp + ky sio 2tp) c 

K16 = I; { (kx-ky) asiocpcoscp-(kxcos 2cp+ ky sio 2cp) b} 

K24
二一 4(kxsio 2tp+kycos2tp) c 

K25 = I;(kx-ky ) csiocpcoscp 

K26 = I;{ (kxsio2cp+kycos2cp)a-(kx-ky) bsioψcoscp } 

K34ニI;kzb

K35 =-I;kza 

K45 = -I; { (kx-ky) c2 siocpcostp十 kzab}

K46 = I; { (kx-ky) bcsiocpcoscp-(kxsio2cp+kycos2cp) ca} 

K56 乙{(kx-ky ) ac siotpcosψ一(kxcos 2cp+ kysio 2 tp) bC} 

-一一一(4)

ただし，I;は 4本のアームについて加え合わせることを表わしている O

ここでJKnJ二 Oを満足するωnが固有角振動数となる O 以上の計算を実行するためには，アームの

直線ばね定数を求めなければならない O

2・3 アームのばね定数

任意形状のアームのばね定数を計算する方法としては，多段分割による伝達マトリックス法と，

直管および一定曲率の曲管の接続系による可とう性マトリックス法があるO 本報では可とう性マト

リックス法によってモータ支持アームの直線ばね定数を求めることにするO そして，直管がいくら
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長くても 1つのスパンとし，曲管もいくつかの一定曲率および直管の接続系とみなして計算する O

以下，可とう性マトリタグス法の計算法について述べる O

いま任意形状のアーム(換気扇では一般にパイプが使用されるので以後配管と呼ぶ)ANのN端を

固定し， A端に力FAを加えたときの A点の変位をDAとすると，影響係数OAを用いてDAは次のように

表わせる O

DA = OAFA一一一一一一一(5)
ここで， DAは直線および回転の変位に，FAは力の各成分に分けられ，OAはそれらに関連して '6x 

6の正方対称マトリックスになり，次のように表わせる O

Ox Fx 

Oy Fy 

Oz Fz 
DAニ| ， FA = I • OA = 

{}x M.x 

{)y My 

。Z Mz 

n
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円

unr
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円
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門
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配管A(BO…) Nは n個に分割された直管と曲管の組合せから成っているとするo FA~; A点に作

用すると n分割された各スパンに力が伝達されるo B点以下の L点に伝達されて作用する力は，

L点における座標系(乙，肌， (;， )で定義される力むに|変換される O その変換則は;，点におけ

る変換マトリックス B;'Aを用いて次式で表わされる O

F;，ニB;'AFA一一一一一……(6)

力れによって Lスパンの N端側を固定とし， A端側を自由とする片持配管としての変位D;，を生ず

るO この D;，は Lスパンの影響係数0;，を使って次式で表わされる O

D;， = C;，F;，一一一一一一一(7)
変位D;，をA点での変位Dj，Aとして表現するためには. B;'Aの転置マトリックスによって次の逆変換

を行なえばよい。

D;'A = B;'AD;，一一一一一一一(8)
式(2}(3)(4)から Lスパンによる A点の変位D;'Aは次式となる O

D;'A = B;'AC;，B;'AFA一…・一一一一-(9)
このようにして，各スパンからの変位を A点の変位に換算できるから，全変位DAは次のように表

わせる O
河内W

DAニr;B;'AO;，B;'AFA一一一一一一-…(1日
'&-1 

上式加)は式(5)に対応するから，配管 ANのA点における影響係数CAは次のように表わせるO

OAニEELACLBLA一一一一一一一一但)
Arl 

ここで B;'Aについて考えてみるo B;'AはA点の座標系 (x，y， z)をL点に平行移動した座標系(x'， 

y'. z')に変換するためのマトリックス B;'Aと座標系(ピ， y'. z') 系を L点、で回転移動した座標

系(~;"仇， C;，)に変換するためのマトリックス B;，;，'に分けることができ，次のようになる O

[@;， 0 111. 01 
B !. A = B!.!.' B;.t A = I I I ¥ | ー・一一一一一・位)
----- l 0 @;， 1[.ム，;，・ 1J 



ただし，

rcosce1，' x'1，)， cosce1，' y'1，)， cosce1，' z'1，)l r 0， z1，， -Y1，I 

@1， =! cos(仇， x'1，)， cos (仇， y' 1， )， cos (机， z'1，) 1，ム1，= !-z1，' 0， x1， I 

lcosC(1，' x'1，)， cos((1，' y'1，)， cos((1" z'1，) j I Y1，'一九， 0 J 

次に影響係数マトリックス 01，を示すO 直管と曲管で影響係数マトリックスが異なるが，本報では

直管だけで近似する O 直管のねじれおよび圧縮を単純曲げに換算するために次の関係式を使用して，

影響係数マトリッグス 01，を求めるO

El1，/GJ1， = 1 +ν. El 1，/EA1，二 k~i

ただし，各値は十ベて Lスパンのもので E .縦弾性係数 G 横断性係数， IL:断面二次モー

メント， JL:極慣性モーメント， AL:断面積， ν:ポアソン比

したがって. 01，は Lスパンの管長をんとすると，

OU3 0 0 0 -OZ;2 0 
otf3 。-OZ;2 
O1，k;i O 

o1， 
sym 

。
O 

。
o1， 

O 

O 

O 

0 

(1+ν)ん

-一一一也)

各スパンの影響係数01，と B1，Aを式ωに代入して，配管 AN全体の影響係数 OAが求められる O 影響係

数マトリックスむの逆マトリックスoilを求めて式(5)の両辺に前から掛けてやれば次式が求められ，

oilの各要素がばね定数となるO
FA ニ 0~1 D

A 
--…一一一一---(14)

本報告では，アームの主軸 x， Y. z方向のばね定数を kx'ky' kzとし，その他の要素の影響

は小さいので対角要素のみで代表させることにしたO

2・4 羽根の固有振動数の計算

換気扇全体の振動数と羽根の固有振動数が一致すると共振状態を程し，羽根が疲労破壊するので

羽根の固有振動数を求めておく必要があるO 羽根車は 5枚羽根であるが，それぞれを片持ぱりとし

てそデル化する o 1，および1， + 1断面におけるせん断力 8，曲げモーメント M. 傾斜l{J. たわみ y

の聞の関係を次のような表記法(7)で表わすO

81，+1 = 81， +m1， ω2 y1， 

M1，+l二M1，+81，+1 o1， 

l{J1，+l =l{J1， -81，+1α日1，-M1，αM":'
ト 一一郎)

y 1，+-Jニ y1， -l{J 1， o 1， + 81，+ 1 ds1，十M1，dw， J 

ただし， α. dは影響係数で次式で与えられる O αM1， =ι/El1，'α'8":' = dMj， = OZ; 2 E I..:，. d日1，=ot 
/6EI;， 

片持はりすなわち羽根が振動している場合，自由端を;， 1. 回定端を ;'=nとした場合，

8}二M1=O. l{J1=l{J. Y1=1.0に対してl{Jn= YnニOとなるような ωが固有角振動数となる O
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3 プログラミンゲと数値計算

3・1 系全体の固有振動数とモード

アームの実形と数値計算のためのモデルを図 3

に示すO 羽根およびモータを集中質量と考えたと

きの重量と各軸まわりの慣性モーメントは次のよ

うである O

重量 W =14.7k9 

X軸まわりの慣性モーメント Jx= 1.496k1:勿 82

Y 

Z 

Jy= 1.496 11 

J z=0.357 

系全体の固有振動数は既述の可とう性マトリ y

クス法で計算したO 図4にその計算のフローチャ

ートを示すO

3・2 羽根の固有振動数

羽根 1枚の実形と数値計算用のモデルを図 5に

示すO モデルの固有振動数の計算では，前節で述

べた式聞に. Sl=M1=0.ψ1 =<p. Ylニ1.0を代

入して <Pn. Ynを求めると次のような形の式目6la7)が

得られる O

<Pn (ω) =al (，ω1) + bl (ω)<p一一一一一一.--a6l

Yn(ω)ニ a2(ω1) + bZ (ω)ψ 一一一一一一--n7)

~I ~ 
-τ←-1ーー寸
.sl .6 

図 5 羽根の実形と計算モデル

図 3 アームの実形と計算モデル

C. アーム 1本の
影響係数

K 全体のlまね定数

図4 系全体の振動数計算のフローチャート



ωが固有角振動数のときは lpnGω)= o. 
したがってψニ -alGω)/b1 (，ω) となる O こ

のlpを式町)の Yn(，ω)の式に代入すればYnGω)

ニ Oとなるはずである O このように Yn(，ω) 

=0にするようなωを遂次計算して，固有

角振動数ωを求めるフローチャートを図 6

に示すO なお，図 5に示した断面 Lから，

1， + 1までの区間における質量は断面 Lに

集中しているものとし，断面 1から 3まで

の円弧断面区間の断面二次モーメント 11，は

次式(18)で計算したO

11，ニ 23XI0-1七PR -1.4 b t.1 + b i， t r / 1 2 
ー一一一一一一郎)

3・3 計算結果

本節で述べた計算で得られた結果を次に

示すO

(a) 系全体の固有振動数およびそード

X. Y軸の並進，回転の連成振動

1次…..40.0 Hz 2次…一.61.4 Hz 

Z軸の並進振動 26.3 Hz 

Z軸の回転振動 109 Hz 

なお. X. Y軸の並進，回転の連成振

動のモードを図 7に示すO

(b) 羽根の固有振動数

羽根のモータ軸方向並進振動

l次… 3.13Hz 

2次… 22.5 Hz 

3 次 …・・ 72.5 Hz 

4 実験方法と実験結果

4・1 実験方法

対象物の振動モードを求めるために，イ

ンパルス試験による伝達関数の測定を行な

うO 加速度ピックアップを取り付けた対象

物を，ロードセルのついたハンマで打撃し，

ムω。:計算する角速度の範囲に
おいて 1つの yを求め，次の
y を求めるのにどの程度の
間隔をおくかを決める

ω。，W阿:計算する角速度の範囲
の初めと終りを決める

No:求める角速度の精度を決
める

図6 羽根の固有振動数計算のフローチャート

40.0Hz 61.ιHz 

図7 系全体の連成振動モード(計算)

加速度(出力)および力(入力)信号をチャージアンプで増幅し，データ解析装置(YHP5420A) 

に入力して，伝達関数または加速度のオートスベクトルなどを求める O
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(a) 系全体の打撃実験

系全体の並進振動の計測では，系全体の重心に向けて主軸X，

y， z方向にゴムハンマ(低周波振動を誘起しやすいように)

で打撃し，その方向の加速度を検出してオートスペクトルを求

め，それから固有振動数を決定する O

次に並進と回転の連成振動の計測法は，図 8に示すように重

心を外れた 2点 A，Bに矢印方向の加速度を検出するように 2

個の加速度ビックアップ(以後P.U.と略記する)を取り付け，

やはり重心を外れた位置をゴムハンマで打撃する O このときの

P. U. 1およびP.U. 2のオートスペクトルと伝達関数を求め，固

有振動数と振動モードを決定する O

(b) 羽根の打撃実験

羽根は主にモータの主軸方向に振動するものとし，

打撃および加速度の検出方向はモータの主軸方向の

みとする O マックスウェルの相反定理を使って，図

9に示すように羽根番号(5)の×印位置に P.U.を固定

し，打撃点位置を図の羽根位置 1~25 のように変え

て，各点をロードセルのついたハンマで10回ずつ打

撃して，固有振動数と振動モードを決定する O

4・2 実験結果

図8 系の連成振動の計測法

10 

図 9 E‘U.の位置と打撃点
(a) 系全体の固有帳動数およびそード

X， Y方向の打撃実験では，次の固有振動数

が得られたO

1 次 …・・ 38.3 Hz， 次 -…・・ 72.7 も

その他…ー 107.8 Hz， 140Hz 

Z方向の固有振動数

1次…一.50.0 Hz. 次…ー 107.8Hz

次に並進と回転の連成振動は X， Y方向につ

いては並進の固有振動数と同一であるが， z方

向については並進のみであうたO 連成振動のモ

ードを図10に示すO

(b) 羽根の固有振動数およびモード

羽根を打撃したときの伝達関数(10回の平

均値)の 1例を図11に示すO 図から顕著な固有

振動数は 93.8Hzのみであることがわかる O この

振動数における振動モードの模型を図12に示すO

38.3 Hz 72.7 Hz 

107.8 Hz 140.0 Hz 

図10 系全体の連成振動モード(実験)
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図12 換気扇羽根の振動モード(実験)

4司

200 400 
周波数 Hz

図11 打撃点 1を打撃したときの伝達関数

5 考察

本節では，計算結果と実験結果について比較考察
表 1 ばね定数の比較

する O

5・1 系全体の固有振動数およびモードの比較

まず，換気扇支持ア ームの直線ばね定数および回

転ばね定数についての比較を表 1に示すO 表から X，

Y軸並進のばね定数はかなり近い値になっているが，

Z軸並進， X， Y， Z軸回転のばね定数の計算値は，

測定値に比べてかなり小さくな ってい るO これはア

計算値 測定値

Kll k9/ cm 1.39 x 103 1.60 X 103 

K22 k9/ cm 1.39 X 10
3 1.60 x 103 

K33 k9/ c沼 4.08 X 103 1.90 X 103 

K44 k9cm/ rad 1.79 X 105 2.80 x 10 5 

K55 k9cm/ rad 1.79 X 105 2.80 X 105 

K66k9C沼/rad 1.69 X 105 3.68 X 105 

ームをモデル化したと きに補

強材の影響など を無視したた

めと考えられる O

つぎに固有振動数とモ ード

についての比較を表 2に示すO

X， Y軸の並進，回転の連成

振動については， 1次の固有

振動数とモードがかなり良く

一致し てい るが，2次につい

ては誤差が大きくなっている O

この系において並進，回転と

もl自由度とみなしたときの

固有振動数は， 48.1， 55.0 Hzとなる O 連成振動に対して， 1次の固有振動数には直線ばね定数Kl1'

表 2 系全体の固有振動数およびそード
(モードは重心から節までの距離で表わす)

固有振動数(Hz) 節までの距離例
誤差開 誤差初

計算値 実験値 計算値 実験値

X， Y軸
1次 40.0 38.3 4.44 13.9 15.8 12.0 

回の並転進に，よ 2次 61.4 72.7 15.5 -7.19 一12.7 43.4 

る連成振 3次 107 -8.70 

動
4次 140 -2.50 

1次 26.3 50.0 47.4 ~一一レ--Z 軸の --並 進 2次 108 」一一一
レー云戸

ー一ーーー

Z 軸の回転 109 ト一一一
トー一一

ーーーーーー
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K22' 2次の固有振動数には回転ばね定数K44' K55が大きく影響するから， 2次の固有振動数の誤

差には前記ばね定数の誤差がきいているのであろう O また実験において， 3次以上の固有振動数が

現われたのは，羽根などに連成要因があるためであろう o Z軸方向の固有振動数も両者の聞にはか

なりの差がみられる O これは前記同様ばね定数の違い，羽根の連成による影響，さらに軸受部分の

影響などが考えられる O

5・2 羽根の固有振動数の比較

羽根の固有振動数についての比較を表 3に示すO

実験では計算の 3次と思われる固有振動数しか得

られず，誤差も大きかったO これは，複雑な羽根

の形状とねじれの影響を計算で簡略化しすぎたた

めと考えられ，等価モデルの再検討が必要で、ある O

5・3 系の固有振動数とそータの回転数の関係

一般に系の固有振動教と

1 次

2 次

3 次

表 3 羽根の固有振動数

計算値CHz)実験値白z)

3.1 3 

22.5 

72.5 93.8 

モータの回転数またはその

倍数とが一致することは好

ましくないoそこで本報で

研究した換気扇の固有振動

数とそれらの聞の関係を求

表 4 モータの回転数と固有振動数の関係

50 Hz 60 Hz 計算値

モータ回転数 rps 25 30 1次 40.0 

11 の2倍rps 50 60 2次 61.4 

11 の3倍 rps 75 90 3次

誤差開

22.7 

実験値

38.3 

72.7 

107 

めて表 4fこ示してみたO 本換気扇の場合には，いずれの電源周波数で使用しても支障のないことが

わかるO

6 結言

工業用大型換気扇の振動疲労破壊防止のため，換気扇全体としての固有振動数とその振動モード

を，計算と実験により求めた O その結果， 1次の間有振動数についてはよく一致し，設計にも使え

ることがわかった O また羽根の固有振動数については，計算モデルを変更して再計算しなければな

らないようであるO

終りに，本研究を進めるにあたり実験，計算に多大の協力を戴いた現日立製作所の多田啓司君に

感謝の意を表しますO
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