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- NOMENCLATURE - 

La nomenclature se décomposera en quatre tableaux : les abréviations, les notations principales, les 
indices et les exposants. L'exemple ci-dessous permet de clarifier l'utilisation des trois derniers tableaux : 
 

( )Θr
s a rB ,r,I
R T  : Composante radiale de l'induction magnétique en magnétostatique dans la Région I  

(l'entrefer fictif) avec une aimantation radiale. Elle dépend de la température de 
fonctionnement des aimants permanents, de la position radiale et de la position 
angulaire mécanique de l'inducteur. 

  

Notations principales : B  : Induction magnétique d'un matériau magnétique. 

 T  : Température de fonctionnement. 

 r  : Position radiale. 

 rΘ  : Position angulaire mécanique de l'inducteur ( Θ =r 0 rad.  est 

au centre d'un aimant Nord). 
   

Indices : j  : Régions concentriques : I   Région I  (l'entrefer fictif), 
II   Région II  (la couronne aimantée) et III   Région III  
(la culasse rotorique). 

 s : Magnétostatique. 

 a : Aimants permanents. 
   

Exposants : r : Composante radiale. 

 i  : Direction d'aimantation (R : Radiale ou P : Parallèle). 
 
 

Tableau I : ABRÉVIATIONS. 

Sigles Désignations 
2D Deux Dimensions (ou bidimensionnels). 

3D Trois Dimensions (ou tridimensionnels). 

4Q Quatre Quadrants. 
  

AC Alternative Current. 

AFC(s) Alkaline Fuel Cell(s). 

APU Auxiliary Power Unit. 
  

CAN Convertisseur Analogique Numérique. 

CAO Conception Assistée par Ordinateur. 
  

DC Direct Current. 

DEL Diode Électro-Luminescente. 
  

ECCE Évaluation des Composants d'une Chaîne Électrique 

ED(s) Équation(s) Différentielle(s). 

EDP(s) Équation(s) aux Dérivées Partielles. 
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EME Équipe Machines Électriques. 
  

Fe Aimants à base de Ferrite. 

f.e.m.(s). force(s) électromotrice(s) induite(s) dans une (les) phase(s) quelconque. 

f.m.m. force magnétomotrice produite par un bobinage quelconque. 
  

GE Génie Électrique. 
  

HF Haute Fréquence. 
  

IAT Inverse d'Arc Tangente. 

IGBT(s) Insulated Gate Bipolare Transistor(s). 

INRETS Institut National de Recherche sur les Transports et leur Sécurité. 
  

L2ES Laboratoire d'Électronique, Électrotechnique et Systèmes. 

LEEI Laboratoire d'Électrotechnique et d'Électronique d'Industrielle. 

LEGP Laboratoire de Génie Électrique de Paris. 
  

MCC Machine à Courant Continu. 

MCFC(s) Molten Carbonate Fuel Cell(s). 

MEF Méthode des Éléments Finis. 

MLI Modulation de Largeur d'Impulsion. 

MSAP(s) Moteurs (ou Machines) Synchrones à Aimants Permanents. 
  

Nd-Fe-B Néodyme-Fer-Bore (Aimants permanents à base de terres rares). 
  

OEP Optimisation par Essaims Particulaires. 
  

PAC(s) Pile(s) à Combustible. 

PAFC(s) Phosphoric Acid Fuel Cell(s). 

PWM Pulse Width Modulation. 

PEMFC(s) Proton Exchange Membrane Fuel Cell(s). 
  

r.c. répartition des courants de l'induit produite par un bobinage quelconque. 
  

Sm-Co Samarium-Cobalt (Aimants permanents à base de terres rares). 

SOFC(s) Solide Oxyde Fuel Cell(s). 

SQP Programmation Quadratique Séquentielle. 
  

UFC Université de Franche-Comté. 

UTBM Université de Technologie de Belfort-Montbéliard. 
 
 

Tableau II : NOTATIONS PRINCIPALES. 

Notations spéciales 
Symboles Désignations 
1, 2,…,19 Numérotation. 
γ , a , b ,…,e  Coefficients. 
f , g , h , x , y , C , X et Y Fonctions générales ou particulières. 

A, B,…, F Constantes d'intégration. 

' et '' Dérivées première et seconde d'une fonction. 

′…  Corrigé par le coefficient de Carter classique cK . 

 Complexe. 
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 Conjugué d'un nombre complexe. 

 Vecteur. 

 Valeur absolue. 

[ ]  Matrice ou vecteur. 

∆…  Laplacien. 
 

Notations latines 
Symboles Unités Désignations 
a [–] Coefficient de réglage de coude d'un matériau ferromagnétique doux (compris 

entre 0 et 0,5). 
A  [ T m⋅ ] Potentiel vecteur magnétique d'un milieu magnétique. 

A  [ T m⋅ ] Amplitude du potentiel vecteur magnétique d'un milieu magnétique. 

A  [–] Sources du champ électromagnétique intervenant dans les systèmes de Cramer. 
   

b  [m] Largeur. 

B  [T] Induction magnétique d'un milieu magnétique. 

B  [T] Amplitude de l'induction magnétique d'un milieu magnétique. 

B  [–] Structurelle des conditions aux limites intervenant dans les systèmes de Cramer. 

mB  [T] Induction magnétique des aimants permanents correspondant à ( )maxBH  par 

rapport à la droite de charge λ . 

matb  [–] Valeur réduite de l'induction magnétique matB  ramenée sur un Tesla. 

rB  [T] Induction rémanente d'un matériau magnétique. 

rB  [T] Amplitude de l'induction rémanente d'un matériau magnétique. 

crB  [T] Induction rémanente corrigée d'un matériau magnétique. 

( )maxBH  [ 3kJ m ] Énergie volumique (ou valeur énergétique) maximale des aimants permanents. 
   

C  [ ⋅N m] Couple. 

C  [m] Contour. 

C  [–] Constantes d'intégration intervenant dans les systèmes de Cramer. 

emC  [ ⋅N m] Couple électromagnétique des structures étudiées. 

em0C  [ ⋅N m] Composante continue du couple électromagnétique. 

em0C  [–] Amplitude du couple électromagnétique des structures étudiées. 

mC  [–] Répartition spatiale des bobines. 

mC  [–] Amplitude de la répartition spatiale des bobines. 

CO  [–] Oxyde de carbone. 

2CO  [–] Dioxyde de carbone. 
Cp  [–] Comparaison. 

   

d  [–] Diamètre réduit. 

iD  [m] Diamètre de giration du i élément correspondant à la partie tournante. 

D  [m] 

[ 2C m ] 
Diamètre. 
Induction (déplacement) électrique. 

   

e  [m] Entrefer réel des structures étudiées. 

e−  [–] Électrons. 

ae  [m] Entrefer réel agrandi (ou entrefer efficace). 
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te  [m] Épaisseur des tôles statoriques. 

E  [ V m⋅ ] 
[V] 

Champ électrique. 
Valeur efficace de la f.e.m. 

E  [ V m⋅ ] Amplitude du champ électrique. 
   

F  [N] Effort d'une charge soumis un roulement à rotules sur billes. 

0f  [Hz] Fréquence du synchronisme (ou de fonctionnement). 

50f  [Hz] Fréquence à 50 Hz. 

eF  [V] Force électromotrice. 

eF  [V] Amplitude de la f.e.m. 
   

h  [m] Hauteur/Épaisseur. 

H [A/m] Champ magnétique d'un milieu magnétique. 

H+  [–] Protons d'hydrogène. 

2H  [–] Hydrogène. 

2H O  [–] Eau. 

H  [A/m] Amplitude du champ magnétique d'un milieu magnétique. 
B
cH  [A/m] Champ coercitif d'un matériau magnétique annulant l'induction magnétique. 
J
cH  [A/m] Champ coercitif intrinsèque d'un matériau magnétique. 
0.9
kH  [A/m] Champ de rigidité limite de l'aimant permanent. 

mH  [A/m] Champ magnétique des aimants permanents correspondant à ( )maxBH  par 

rapport à la droite de charge λ . 
   

i•  [A] Courant d'alimentation quelconque de consigne. 

i  [A] Courant d'alimentation quelconque. 

I  [A] Valeur efficace du courant d'alimentation de forme d'onde sinusoïdale. 

I  [A] Amplitude du courant d'alimentation quelconque. 

( )•…I  [–] Fonction de Bessel modifiée de première espèce d'ordre . 
   

j  [–] Opérateur complexe (indice complexe de rotation de 2π ). 

J  [T] 

[ 2kg m⋅ ] 

Polarisation magnétique d'un matériau magnétique. 
Moment d'inertie. 

iJ  [T] Polarisation propre au matériau magnétique. 
•
mJ  [A/m] Densité linéique de courant spatio-temporelle produite par les m phases du 

bobinage d'induit. 

mJ , ′mJ  [A/m] Amplitude de la densité linéique de courant spatio-temporelle produite par les m 
phases du bobinage d'induit. 

rJ  [T] Polarisation rémanente d'un matériau magnétique. 
•

sJ  [ 2A m ] Densité surfacique de courant "par courants de Foucault". 
•

sJ  [ 2A m ] Amplitude de la densité surfacique de courant spatio-temporelle par courants de 
Foucault. 

•
ms

J  [ 2A m ] Densité surfacique de courant spatio-temporelle produite par les m phases du 
bobinage d'induit. 

msJ  [ 2A m ] Amplitude de la densité surfacique de courant spatio-temporelle produite par les 
m phases du bobinage d'induit. 

   

k , ′k  [–] Coefficient ou fonction géométrique d'un ensemble quelconque. 

K  [–] Coefficient ou fonction. 
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( )•…K  [–] Fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce d'ordre . 

bK  [–] Coefficient de bobinage classique. 
′bK  [–] Coefficient de bobinage effectif. 

rBK  [–] Coefficient de correction de l'induction rémanente d'un matériau magnétique. 

cK  [–] Coefficient de Carter classique. 

γK  [–] Coefficient de réduction de largeur d'encoche. 

fk  [–] Coefficient de foisonnement des tôles ferromagnétique du stator. 

φi
k  [–] Coefficient d'interpolation des différentes fonctions permettant de caractériser la 

loi de gain de flux. 

ihk  [–] Coefficient d'interpolation des différentes fonctions permettant de caractériser un 
matériau ferromagnétique doux. 

i3Dk  [–] Coefficient d'interpolation des différentes fonctions permettant de caractériser les 
phénomènes tridimensionnels (coefficient tridimensionnel 3DK ). 

ihak  [–] Coefficient d'interpolation des différentes fonctions permettant de caractériser 
l'épaisseur maximale normalisée d'aimant permanents. 

iNk  [–] Coefficient d'interpolation des valeurs numériques du coefficient tridimensionnel 

3DK . 

rK  [–] Coefficient de l'induction rémanente d'un matériau magnétique. 

strk  [–] Coefficient des topologies ( strk 1=  pour un inducteur intérieur et strk 1= −  pour un 

inducteur extérieur). 
   

L  [m] 
[H] 

Longueur totale ou réelle. 
Inductance. 

L  [H] Amplitude de l'inductance. 
   

m  [–] Nombre de phases. 
M  [A/m] 

[kg] 
Aimantation magnétique d'un matériau magnétique. 
Masse totale. 

iM  [kg] Masse du i élément correspondant à la partie tournante. 
   

N  [–] Nombre total. 

0N  [tr/min] Vitesse de rotation (ou de fonctionnement). 

1N  [–] Différence entre le pas diamétral et le pas de bobinage de la première couche. 

2N  [–] Nombre d'encoches de décalage entre deux couches consécutives. 

cN  [–] Nombre de couches de conducteurs dans une encoche. 

esN  [–] Nombre total d'encoches (ou de dents) au stator. 
nis&d  [–] Numéro de l'ensemble isthmes-dent par rapport à s 0 rad.Θ =  (comptée positif 

dans le sens trigonométrique) 
Nz  [–] Nombre total de zones d'étude. 

xNO  [–] Oxyde d'azote. 
   

2O  [–] Oxygène. 
   

p  [–] 
[W] 

Nombre de paires de pôles. 
Pertes ou puissances instantanées. 

P  [W] Pertes ou puissances moyennes. 

x / ytP  [W] Pertes massiques totales à vide en fonction de la fréquence de fonctionnement x 
et de l'induction magnétique maximale y. 

   

q  [–] Nombre d'encoches par pôle et par phase. 
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qm  [g/s] Débit massique. 
   

r  [m] 
[%] 
[ Ω ] 

Position radiale. 
Ratio adimensionnel. 
Résistance de l'induit d'une machine à courant continu. 

R  [m] 
[ Ω ] 

Rayon. 
Résistance. 

cR  [A] Amplitude de la r.c. produite par les m phases du bobinage de l'induit. 

cR  [m] Rayon de la position radiale d'un conducteur centré. 

filR  [ Ω ] Résistance de fils de connexion. 
   

S  [ 2m ] Surface. 
   

t  [s] Temps. 

T  [s] Période d'un signal quelconque. 
T  [K] Température de fonctionnement. 

0t  [s] Instant t égal à une valeur imposée. 
   

u  [–] Harmoniques temporelles. 

0U  [V] Tension d'alimentation du hacheur 4Q. 

ru  [–] Vecteurs unitaires de la composante radiale du vecteur induction rémanente. 

uΘ  [–] Vecteurs unitaires de la composante tangentielle du vecteur induction rémanente. 
   

v  [–] 
[V] 

Harmoniques spatiaux. 
Tension d'alimentation. 

V  [V] Potentiel scalaire électrique. 

V  [V] Amplitude de la tension d'alimentation. 
V  [ 3m ] 

[V] 
Volume. 
Valeur efficace de la tension d'alimentation. 

   

eW  [J] Énergie emmagasinée. 

eW  [J] Amplitude de l'énergie emmagasinée. 
   

y  [–] Pas. 
 

Notations grecques 
Symboles Unités Désignations 
α  [m] 

[%] 
Épaisseur de peau. 
Coefficient d'arc polaire. 

frα  [–] Coefficient de friction variant selon le type de roulement. 
   

β  [%] Rapport d'un diamètre quelconque sur la longueur du fer statorique. 
   

χ  [–] Susceptibilité magnétique absolue d'un milieu magnétique. 

rχ  [–] Susceptibilité magnétique relative d'un milieu magnétique. 
   

δ  [m] 
[rad.] 

Profondeur de peau. 
Angle électrique de charge (ou l'angle interne) entre la f.e.m. et la tension 
d'alimentation. 

δc  [A] Répartition des courants de l'induit produite par les m phases d'un bobinage 
imbriqué à plusieurs couches. 

∆ emC  [Nm] Composante alternative du couple électromagnétique. 
∆X  [%/K] Variation de X lorsque la température T  s’élève de 1 K. 
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ε  [%] 
[F/m] 

Erreur. 
Permittivité absolue d'un matériau diélectrique. 

0ε  [F/m] Permittivité du vide. 

rε  [–] Permittivité relative d'un matériau diélectrique. 
   

φ  [Wb] Flux magnétique totalisé ou principal. 
   

γ  [%] Rapport d'une longueur quelconque sur la longueur du fer statorique. 
   

η  [%] Rendement. 
   

φ  [Wb] Amplitude du flux magnétique totalisé ou principal. 
ϕ  [rad.] Déphasage harmonique du courant par rapport à la tension d'alimentation. 

   

λ  [–] Droite de charge. 
   

µ  [H/m] Perméabilité magnétique absolue d'un milieu magnétique. 

0µ  [H/m] Perméabilité du vide. 

dµ  [H/m] Perméabilité magnétique différentielle de l'aimant permanent. 

rµ  [–] Perméabilité magnétique relative d'un milieu magnétique. 
   

ν  [m/H] Réluctivité absolue d'un matériau magnétique. 

′ν  [ 2m s ] Viscosité cinématique d'un lubrifiant. 
   

•ρ  [ 3C m ] Densité volumique de charge électrique. 

rρ  [ mΩ ⋅ ] Résistivité électrique d'un matériau électromagnétique. 

ρv  [ 3kg m ] Masse volumique. 
   

τ  [%] Ratio adimensionnel. 

rτ  [%] Taux de remplissage du bobinage. 
   

σ  [S/m] Conductivité électrique d'un matériau électromagnétique. 
   

Θ  ( )θ  [rad.] Angle ou position angulaire mécanique (électrique) avec θ = ⋅ Θp . 

rΘ  ( )θr  [rad.] Position angulaire mécanique (électrique) de l'inducteur ( Θ =r 0 rad.  est au centre 

d'un aimant Nord) avec θ = ⋅ Θr rp . 

Θrs  [rad.] Angle mécanique à tout instant que fait l'axe r 0 rad.Θ =  d'un repère lié à 

l'inducteur par rapport à l'axe s 0 rad.Θ =  d'un repère lié à l'induit. 

rs0Θ  [rad.] Valeur de Θrs  à l'instant t 0 s= . 

sΘ  ( )θs  [rad.] Position angulaire mécanique (électrique) de l'induit ( Θ =s 0 rad.  est au centre de 

la phase-A) avec θ = ⋅ Θs sp . 

xΘ  [rad.] Angle mécanique de décalage entre le centre de l'ouverture angulaire 
quelconque 12Θ  et l'axe de référence de l'induit (i.e., s 0 rad.Θ = ). 

   

0ω  [rad./s] Pulsation électrique du synchronisme. 

ω50  [rad./s] Pulsation électrique à une fréquence 50f  de 50 Hz. 

0Ω  [rad./s] Pulsation mécanique du synchronisme. 
   

ψ  [rad.] Déphasage harmonique du courant d'alimentation par rapport à la f.e.m. 
   

ς  [%] Coefficient d'arc dentaire. 
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Tableau III : INDICES. 

Symboles Désignations 
0 Ambiante correspondant à 20 °C. 

Basse fréquence. 
  

2dc Décalage entre deux couches consécutives. 
  

3D Tridimensionnel. 
  

a Aimants permanents (ou aimants permanents adjacents à l'entrefer). 
Axiale. 
Absorbée. 

act Partie active. 

air Air. 

anal Analytique. 
  

b Bobine (ou bobinage classique). 
Bague. 

b1 Bobinage de la première couche. 
  

c Cyclique. 

capt Capteur ou sonde à effet Hall. 

Cem Couple électromagnétique. 

cfa Cale de fermeture amagnétique. 

col Collective. 

cond, cond  Conducteur dans l'encoche. 

cu Cuivre. 

Cu Curie. 

cr Culasse rotorique. 

cs, cs  Culasse statorique. 

cyl Cylindré. 
  

d Magnétodynamique. 
Dent (ou fond de l'encoche au pied des isthmes de la dent). 
Dénominateur. 

dist Distribution du bobinage classique. 
  

e Encoche (ou haut de l'encoche). 

e1 Basse de l'encoche. 

e2 Haute de l'encoche. 

em Électromagnétique. 
exc  Excitation. 

ext. Extérieur. 
  

f0 Frottement intrinsèque. 

f1 Frottement dû à la charge. 

f Fréquence élevée. 
Frottement. 

fcu Fils de cuivre ronds. 

Fe Force électromotrice. 

Fer Fer. 

Fouc, F Courants de Foucault. 
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φ  Flux magnétique totalisé ou principal. 
  

g Numéro des phases du courant d'alimentation (pour la phase-A : g 0= , pour la phase-B : 

g 1=  et pour la phase-C : g 2= ). 
  

ha Épaisseur d'aimant permanent. 

Hyst Hystérésis. 
  

i Forme d'onde du courant d'alimentation. 

inc Vrillage ou inclinaison des dents. 
ind  Induit denté. 

int Interpolation. 

int. Intérieur. 

is Isthme de la dent. 

is1 Isthmes de la dent adjacents à l'ouverture d'encoche (ou basse de l'isthme de la dent). 

is2 Isthmes de la dent adjacents à l'encoche (ou haute de l'isthme de la dent). 
is & d  Ensemble isthmes-dent. 

isol. Isolée. 
  

j  Régions concentriques : I   Région I  (l'entrefer fictif), II   Région II  (la couronne 
aimantée) et III   Région III  (la culasse rotorique). 

J Effet Joule. 
  

L Inductance. 
  

m Mutuelle. 

mat Matériau ferromagnétique doux (mat sta=  : tôles statoriques et mat rot=  : acier 
rotorique). 

max Maximal. 

min Minimal. 

mec Mécanique dû au frottement dans les roulements. 

mes Mesure (expérimentation). 

moy Moyen. 

mot Moteur. 
  

n Numérateur. 

Nc cN  couches de conducteurs. 

Nc1 Une couche de conducteurs. 

nom Nominale. 

nor Normalisée. 
  

oa Ouverture des aimants permanents. 

ob Ouverture du bobinage classique. 

od Ouverture dentaire. 

oe Ouverture d'encoche. 

op Ouverture polaire. 
  

p Polaire. 
Propre. 

P Pertes ou puissances moyennes. 

PAC Pile à combustible. 
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pt  Partie tournante (ou inducteur). 
  

quelc. Quelconque. 
  

r Roulement. 
Radiale 

r1 Rotor adjacent au vide. 

r2 Rotor adjacent aux aimants permanents. 

rot Rotor. 
  

σ  En prenant en compte les conductivités électriques des matériaux électromagnétiques (i.e., 
des aimants permanents et de la culasse rotorique). 

σ  En négligeant les conductivités électriques des matériaux électromagnétiques (i.e., des 
aimants permanents et de la culasse rotorique). 

s Magnétostatique. 
Supplémentaire. 

s1 Stator adjacent à l'entrefer réel. 

s2 Stator adjacent au vide. 

sat Saturation. 

sp Spire par bobine. 

spp Spires en série par phase. 

sta Stator. 

SP Solution particulière. 

SP1 Première solution particulière. 

SP2 Deuxième solution particulière. 

SSM Sans second membre. 
SYSPAC Système Pile à combustible (ou groupe électrogène à PAC). 
  

tb Tête de bobine d'un conducteur. 

tb1 Première partie de la tête de bobine d'un conducteur. 

tb2 Deuxième partie de la tête de bobine d'un conducteur. 

tot Totale. 
  

u Harmoniques temporelles. 
  

v Harmoniques spatiaux. 
Tension d'alimentation. 

vp Voie de bobinage en parallèle (ou circuits en parallèle). 
  

We Énergie emmagasinée. 
  

iz  Zones d'étude ( 1z  : Zone 1, 2z  : Zone 2 et 3z  : Zone 3) 
 
 

Tableau IV : EXPOSANTS. 

Symboles Désignations 
i  Direction d'aimantation (R : Radiale ou P : Parallèle). 

  

r Composante radiale. 
  

Θ  Composante tangentielle. 
  

z Composante axiale. 

 



Version abrégée. 
 

 
xxxi 

 
 

- VERSION ABRÉGÉE - 

Sujet de thèse : Conception d'un moteur rapide à aimants permanents pour l'entraînement de 
compresseurs de piles à combustibles. 
 

Encadrement : Abdellatif MIRAOUI (PR) et Christophe ESPANET (MCF – HDR). 
 

Discipline : Génie Électrique (GE). 
 

Mots-clés : Machines synchrones à aimants permanents (MSAPs), Haute vitesse, Prototype de 500 W pour 
l'entraînement de compresseurs de piles à combustible (PACs), Résolveur à aimants permanents, 
Modélisation analytique et numérique, Conception et Optimisation 
 

Résumé : 
Les activités du Laboratoire de recherche en Électronique, Électrotechnique et Systèmes (L2ES) sont 

dans le champ des transports que ce soit pour la génération d'énergie au moyen de PACs ou pour la chaîne 
de traction. Les travaux de recherche, dans ce dernier domaine, portent essentiellement sur les MSAPs à 
entraînement direct lent du type synchrone avec balais ou autopiloté à commande trapézoïdale ou 
sinusoïdale. 

L'objectif consiste maintenant à orienter les recherches vers les actionneurs à vitesse élevée. Une 
application importante concerne l'entraînement de compresseurs pour le système PAC. Des études menées 
au L2ES ont montré que les turbocompresseurs constituaient une solution intéressante pour limiter la taille et 
la puissance absorbée. 

Nous proposons dans cette thèse de mettre au point une méthodologie de conception de MSAPs 
montés en surface à vitesse élevée en vue de leur optimisation en prenant en considération les contraintes 
magnétiques, électriques et thermiques. Cette méthodologie prend en compte des contraintes spécifiques 
de la grande vitesse, et notamment les pertes électromagnétiques dans la partie tournante induites par la 
fréquence élevée d'alimentation. Les pertes magnétiques dans l'induit denté créées par une aimantation 
radiale ou parallèle des aimants permanents sont également modélisées. En effet, deux modèles 
analytiques complexes (magnétostatique et magnétodynamique) ont été développés pour prédire ces 
pertes fer significatives dans les MSAPs sans pièces polaires à inducteur intérieur ou extérieur. La méthode 
est générale, parce qu'elle est basée sur le calcul de champ électromagnétique bidimensionnel (2D) en 
coordonnées polaires (résolution des équations de Laplace/Poisson/Diffusion). L'analyse prend en compte 
les notions de courbures, les harmoniques de temps et d'espace de la répartition des courants de l'induit 
produite par un bobinage quelconque, l'effet du champ de réaction d'induit par courant de Foucault, et 
enfin différentes configurations de bobinages statoriques ("généralisation" des bobinages) ainsi que deux 
types d'aimantation (radiale et parallèle). L'hypothèse principale consiste dans le fait que l'on néglige la 
variation de perméance due au stator denté. Les contraintes mécaniques ont été traitées en liaison avec le 
mécanicien de la société NOVELTE Système de Belfort (90). 

La MSAP réalisée tourne à 10 000 tr/min avec un résolveur analogique "sin-cos" à aimants permanents 
constitué de capteurs à effet Hall. Le moteur construit servira de base de validation dans la zone de vitesse 
concernée (i.e., de 0 à 10 000 tr/min). 
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- INTRODUCTION GÉNÉRALE - 

I.  Cadre général de la thèse et remarques prélimaires 
La structuration de la recherche dans le Nord Franche-Comté a conduit à la création du Laboratoire 

d'Électronique, Électrotechnique et Systèmes (L2ES) en tant qu'unité de l'Université de Franche-Comté (UFC) et 
de l'Université de Technologie de Belfort-Montbéliard (UTBM), associée à l'Institut National de Recherche sur 
les Transports et leur Sécurité (INRETS). Une partie importante des activités est tournée vers les transports, que 
ce soit pour la génération d'énergie au moyen de piles à combustible (PACs) ou pour la chaîne de traction. 

Les travaux de recherche dans le domaine des machines électriques portent essentiellement sur les 
machines à aimants permanents (MSAPs) à entraînement direct lent du type synchrone avec balais ou 
autopiloté à commande trapézoïdale ou sinusoïdale. Une méthodologie efficace (prenant en compte des 
contraintes thermiques, magnétiques et mécaniques) pour optimiser ce type de machines électriques 
tournantes a été développée au sein de cette équipe  [1]- [6]. Parmi les réalisations, on peut citer : 

- un moteur intégré à l'hélice d'un groupe moto-ventilateur (GMV) baptisé MAELIS ; 

- un moteur-roue d'assistance au pédalage (250 W/30 Nm) ; 

- un moteur-roue à arceaux de 2 kW et un deuxième de 30 kW ; 

- ou encore un moteur-roue pour le banc d'Évaluation des Composants d'une Chaîne 
Électrique (ECCE) de 30 kW avec un couple de 6 000 Nm. 

L'objectif est maintenant de monter en vitesse et, par conséquent, de concevoir des actionneurs 
électriques à vitesse élevée. En effet, tous les moteurs déjà réalisés sont des MSAPs lents. Les machines 
électriques rapides, voire très rapides, sont utilisables dans une chaîne de traction et dans ce cas il faut 
insérer un réducteur. Ceci ne se justifie que pour les très forts couples. Une autre application importante 
concerne l'entraînement de compresseurs pour le système PAC. Des études menées au laboratoire L2ES 
ont montré que les moto-compresseurs ou les turbocompresseurs à haute vitesse (i.e., ayant une vitesse de 
rotation supérieure ou égale à 10 000 tr/min) permettrent, d'une part, d'augmenter le rendement de 
compression (en diminuant les pertes mécaniques et en rendant la compression quasi-isotherme), et, 
d'autre part, de réduire la taille de l'humidificateur (puisque l'air à la sortie du moto-compresseur serait 
déjà en partie humidifié). De plus, ce genre de technologie à haute vitesse permettrait d'envisager 
également un couplage direct du moto-compresseur et d'une turbine de détente, permettant de récupérer 
de l'énergie à la sortie de la PAC, dans le but de diminuer la puissance consommée par le circuit 
d'alimentation d'air du système PAC  [7]. 

Le but de ce travail de thèse est de modéliser, d'optimiser et de réaliser un moteur à aimants 
permanents rapide pour l'entraînement de compresseurs de PACs. La méthodologie de conception de ces 
moteurs rapides, en vue de leur optimisation, devra être générale et s'appuiera sur celle mise au point 
pour les moteurs à entraînement direct lent  [3]. Cette méthodologie devra aussi prendre en compte les 
contraintes spécifiques (ou les points bloquants) de la grande vitesse à savoir : 

- sur le plan électromagnétique, la modélisation des pertes électromagnétiques générées par la 
fréquence élevée d'alimentation et de déterminer les moyens de les réduire ; 

- sur le plan électromécanique, la création de vibrations qui peuvent être particulièrement 
gênantes à grande vitesse. 
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Les contraintes mécaniques seront traitées en liaison avec le mécanicien de la société NOVELTE Système. 
La validation ne pourra se faire qu'avec un ou plusieurs prototypes. Nous proposons donc, dans une 
première phase, de faire construire une MSAP tournant à 10 000 tr/min et, dans une phase ultérieure de 
monter à 80 000 tr/min pour l'entraînement de turbocompresseurs. 
 

II.  Structure de la thèse 
Le plan que nous nous proposons de suivre dans ce mémoire de thèse s'articule autour de cinq 

chapitres : 

- Dans un premier chapitre, après avoir présenté le contexte et l'objectif de la thèse orientés vers 
la motorisation de compresseurs pour le système PACs, nous évoquerons plus précisément le 
cahier des charges et la démarche retenue pour la méthodologie de conception des MSAPs 
rapides (la modélisation considérée, l'optimisation, etc.). Le choix d'une procédure de 
dimensionnement par optimisation et l'utilisation du logiciel commercial Mathcad® pour 
générer l'outil de dimensionnement ramènent l'essentiel de ce travail de thèse à l'élaboration 
d'un modèle purement analytique ; 

- Les trois chapitres suivants traitent de la mise en œuvre globale du modèle analytique. Le 
second chapitre concerne plus précisément le développement général du modèle analytique, 
c'est-à-dire la modélisation de la géométrique, des matériaux magnétiques en prenant en 
compte l'influence de la température, de la répartition des courants de l'induit et du 
comportement électromagnétique (en utilisant les équations de Maxwell en électromagnétisme 
en prenant en compte les courants de Foucault) des MSAPs. Le troisième chapitre complète le 
développement du modèle analytique par la détermination et l'étude des grandeurs locales et 
intégrales dans les MSAPs. Enfin, le quatrième chapitre propose de définir les équations 
relatives aux grandeurs électromécaniques des MSAPs, c'est-à-dire les pertes harmoniques 
dans le circuit électrique et dans le circuit magnétique (l'induit denté et l'inducteur), les pertes 
mécaniques, le fonctionnement électrique et le rendement. Nous développons une 
modélisation analytique très détaillée de ces machines électriques tournantes. Nous nous 
appliquons à prendre compte un maximum de phénomènes qui interviennent d'un point de 
vue quantitatif dans le fonctionnement des MSAPs. Les phénomènes thermiques sont introduits 
par la prise en compte de l’échauffement en trois points névralgiques du moteur que sont les 
aimants permanents, les conducteurs dans les encoches et les roulements. Dans ces trois 
chapitres, nous nous sommes attachés à valider les prédictions analytiques par comparaison 
avec des résultats de simulations numériques en utilisant le logiciel de calcul numérique de 
champ Flux2D  [8] ; 

- Enfin, le dernier chapitre présente, d'une part, la conception optimale d'une machine 
synchrone de 500 W pour l'entraînement de compresseurs de PACs de 5 kW en appliquant la 
méthodologie de conception exposée lors du premier chapitre, et, d'autre part, la mise en 
œuvre d'un banc d'essai automatisé qui permet, à ce jour, une validation partielle du modèle 
analytique. Ce dernier implanté dans le logiciel commercial Mathcad® aboutit à l'obtention 
d'un logiciel de dimensionnement "rapide". À partir des caractéristiques physiques des 
matériaux utilisés et en spécifiant les performances voulues au point de fonctionnement, nous 
verrons comment ce logiciel parvient à définir une géométrie de MSAP en respectant les 
contraintes principales imposées par le cahier des charges défini dans le premier chapitre. 

Dans tout ce mémoire, nous nous attachons à dégager des principes généraux qui dépassent 
l'application particulière de la motorisation de compresseurs pour le circuit d'alimentation d'air du système 
PAC, notamment autour de la modélisation analytique du système électromagnétique. En effet, le modèle 
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analytique a été développé aussi bien pour les MSAPs sans pièces polaires à inducteur intérieur que pour 
les machines à inducteur extérieur. 

Nous terminerons enfin, ce mémoire de thèse par une conclusion générale décrivant le travail de 
recherche effectuée, les originalités de ce travail (i.e., les apports personnels) et les perspectives futures. 

Il convient aussi de noter, dès à présent, que les conclusions concernant la mise en œuvre globale 
du modèle analytique [Chapitre 2, 3 et 4] seront caractérisées par des schémas structurels résumant les 
travaux réalisés suivis d'un paragraphe clarifiant les apports personnels. 
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"C'est parce que je ne peux pas voyager dans le futur 
que je recherche et imagine les solutions de demain.", 
J. Pouget. 
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I.  Contexte applicatif : Motorisation de compresseurs pour le système pile à 
combustible 

I.1.  Description du système pile à combustible 
I.1.1.   Pourquoi un renouveau de la recherche sur les piles à combustible ? 

es gaz à effet de serre 1, la pollution des villes et les déplacements urbains sont 
aujourd'hui des enjeux majeurs du développement mondial. La tendance à la 
concentration des populations dans les grandes agglomérations et l'expansion inéluctable 

des zones périurbaines impliquent le développement des transports publics et individuels, générant une 
augmentation très importante du trafic. Parallèlement la consommation d'énergie par habitant dans les 
pays en voie de développement ne cesse de croître, alors que les réserves d'énergies fossiles s'épuisent 
inexorablement. La production d'énergie nécessaire aux besoins des populations a de plus en plus 
d'impacts négatifs sur l'environnement, notamment en matière de santé publique. Dès lors, la recherche et 
le développement de nouvelles sources de production d'énergie sont clairement imposés par le respect 
des engagements internationaux, notamment après la ratification du Protocole de Kyoto 2. Les pouvoirs 
publics comme les industriels, conscients des impacts négatifs sur notre environnement, ont engagé les 
recherches nécessaires pour parvenir à des solutions permettant l'émergence d'énergies nouvelles, 
renouvelables, propres, efficaces, sûres et performantes. Deux des préoccupations de la politique 
énergétique de la Commission Européenne sont le réchauffement climatique et l'indépendance 
énergétique. Ainsi, les systèmes de production d'énergie de type PAC alimentés en hydrogène ( 2H ) sont 

des solutions majeures mentionnées dans les programmes de la Commission Européenne. Enjeu de 
société et économique, on peut aujourd'hui reconnaître l'hydrogène comme un vecteur d'énergie 
propre  [9]. 

Les PACs ont mis plus de 150 ans pour évoluer du stade de l'invention à l'innovation, ce qui est un 
phénomène assez rare dans l'histoire des technologies. Leur aventure a été ponctuée par des mouvements 
itératifs de développement, d'abandon puis de redéveloppement  [9]. En général, les PACs se différencient 
selon la nature de leur électrolyte, qui détermine la température de fonctionnement, les ions qui participent 
au transfert d'électricité dans la pile, leur type de construction et les domaines de leur application. Il existe 
cinq grandes catégories de PAC  [9]- [12], leurs principales caractéristiques sont résumées dans le Tableau 1. 
Les PACs sont classées en fonction de la température de fonctionnement de 60 °C pour les piles alcaline 
(AFC : Alkaline Fuel Cell) à 700 °C pour les piles à oxyde solide (SOFC : Solid Oxid Fuel Cell). Non 
polluante et silencieuse intrinsèquement, pouvant se décliner dans une large gamme de puissance, la PAC, 
en particulier de technologie à membrane échangeuse de protons (PEM : Proton Exchange Membrane), est 
un générateur d'électricité envisageable dans tous les secteurs industriels  [13]- [15]. 

Les PACs, à la différence des piles classiques dont on se débarrasse lorsque la matière est épuisée, 
ou des accumulateurs que l'on recharge électriquement, sont alimentées en continu. Cela leur confère une 
souplesse d'emploi équivalente à celles des technologies plus conventionnelles. Cette technologie est 
aujourd'hui la seule à même d'être zéro émission, in situ sans production de 2CO . En effet, la génération 

directe d'énergie électrique par conversion électrochimique de 2H  et de l'oxygène ( 2O ) pour former de 

l'énergie électrique, de la chaleur et de l'eau ( 2H O ) présente de nombreux avantages et en particulier 

l'absence de pollution (les émissions sont pratiquement nulles en comparaison avec celles des moteurs à 
 

                                              
1  Les principaux gaz à effet de serre sont le dioxyde de carbone ( 2CO ), le méthane, qui a cinquante fois plus 

d'action que le 2CO , et les oxydes d'azote ( xNO ). 
2  Ce dernier signifie pour l'ensemble des signataires, la nécessité de réduire leurs émissions de 2CO  et de cinq autres 

gaz à effet de serre de 5,2 % (pour l'Union Européenne) entre 2008 et 2012 par rapport au niveau atteint en 1990. 

L 
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combustion interne les moins polluants). L'attrait pour les PACs est justifié par leurs nombreux avantages : 

- silencieuses – faibles niveaux sonores : seuls certains organes comme le moto-
compresseur et le système de ventilation peuvent être bruyants ; 

- maintenance très peu coûteuse : il n'y a pas de pièces mobiles dans les PACs (hors 
auxiliaires) ; 

- modularité : les PACs sont constituées de cellules élémentaires mises en série ou en 
parallèle pour obtenir un couple tension-courant désiré ; 

- densité massique d'énergie élevée ce qui est un avantage particulièrement important pour 
les applications spatiales et les véhicules terrestres ; 

- rendement énergétique élevé : le rendement électrique PACη  des PACs, sans reformage, 

varie selon le type et peut être supérieur à 50 %. À titre de comparaison, le rendement d'un 
moteur thermique est en moyenne de 15 %. Par conséquence, le rendement énergétique 
des PACs est relativement élevé par rapport à d'autres technologies plus conventionnelles 
 [16]. La Figure 1 compare les rendements des principaux convertisseurs d'énergie. 

Les récents progrès et notamment l'émergence de nouveaux matériaux permettent d'envisager 
différentes applications dans les domaines suivants  [9]- [12] : 

- la génération stationnaire d'énergie peut s'effectuer dans des centrales électriques et par 
la mise en œuvre de la cogénération électricité-chaleur ; 

- l'alimentation des appareils portables telle que les téléphones, les ordinateurs, etc. ; 

- la propulsion des véhicules ou les transports terrestres (voitures, bus et véhicules lourds). 

Parmi ces domaines, les transports terrestres, qui dépendent à plus de 95 % d'hydrocarbures issus du 
pétrole, constituent à ce jour l'un des secteurs générant la plus forte émission de gaz à effet de serre  [17]. 
En revanche, une PAC alimentée directement en hydrogène pur n'engendre aucune pollution 
atmosphérique in situ et est, de plus, très peu bruyante. Elle constitue, de ce point de vue, une alternative 

Tableau 1 :  Les différents types de piles à combustible (PACs) et leurs caractéristiques  [9]- [12]. 

TYPE DE PILE À COMBUSTIBLE AFC PEMFC PAFC MCFC SOFC 

Température de 
fonctionnement, PACT  [°C] 

60 à 80 
à pression 

atmosphérique 
70 à 90 150 à 210 650 à 1 000 700 à 900 

Domaine de 
puissance, PACP  [W] 1 W à 10 kW 

1 W à 
300kW 

1 W à 300kW 
10 kW à 
300 MW 

1 kW à 
500 MW 

Électrolyte 
Hydroxyde de 

potassium 
(liquide) 

Solide à base 
de fluor 

Acide 
phosphorique 

(liquide) 

Carbonates 
fondus de 

lithium/potassium 
(liquide) 

Céramique 
en dioxyde 

de zirconium 
(solide) 

Catalyseur Platine Platine Platine Nickel Perovksites 

Combustible le plus 
probable 2H  pur 2H  pur, 

Méthanol 

Méthanol, 
Gaz naturel, 

2H  (CO < 1 %) 

Gaz naturel, 

2H  2H , CO 

Applications 
Espace, 

Transport 

Espace, 
Transport, 

Stationnaire, 
Portable 

Stationnaire, 
Transport 

Stationnaire 
Stationnaire, 

Transport 

 

CO : Oxyde de Carbone. PAFC : Phosphoric Acid Fuel Cell. 
AFC : Alcaline Fuel Cell. MCFC : Molten Carbonate Fuel Cell. 
PEMFC : Proton Exchange Membrane Fuel Cell. SOFC : Solide Oxyde Fuel Cell. 
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intéressante au moteur à combustion interne, dans le domaine des transports terrestres3. Le plein 
d'énergie s'effectue plus rapidement et le véhicule peut rouler plus longtemps, entre deux recharges, que 
les autres véhicules électriques. Cependant, avant de voir apparaître sur le marché des véhicules à PAC, 
de nombreux verrous technologiques restent encore à lever  [18]. Par exemple, parmi ces verrous, la 
fiabilisation du système PAC (ou du groupe électrogène à PAC) embarqué dans un véhicule grand public 
constitue l'un des problèmes majeurs. 
 

I.1.2.   Système pile à combustible 
I.1.2.1.  Vue globale du système pile à combustible 

Le système PAC constitue donc une source d'énergie électrique. Ce générateur est un dispositif 
complexe dont les performances dépendent du cœur du système PAC (le "stack") mais également des 
débits, pressions et températures des gaz, carburant et comburant, et donc des auxiliaires. Autour du 
"stack", élément actif, il faut mettre en œuvre un certain nombre d'auxiliaires pour faire fonctionner 
correctement le générateur électrique et en obtenir le meilleur rendement. La Figure 2 représente, ainsi, le 
schéma de base décrivant le système PAC, basé sur une pile du type PEMFC, qui comporte le "stack" et les 
différents auxiliaires, tels que  [16] et  [19]- [20] : 

- le circuit de refroidissement, pour extraire la chaleur produite durant la réaction 
électrochimique ; 

- l’humidificateur pour maintenir l’hydratation des gaz et de la membrane de la PAC ; 

- l’approvisionnement d’hydrogène, qui est souvent composé d’un réservoir d’hydrogène 
associé à un réducteur de pression ; 

- l'approvisionnement d’air (plus précisément d’oxygène), qui se compose souvent d’un 
moto-compresseur d’air qui peut-être couplé à une turbine de détente ; 

- le convertisseur statique réalisant l’interface entre la PAC et le bus de courant continu 
(DC : Direct Current). 

Et finalement, un système de supervision permet de contrôler et de commander les différentes variables de 
travail (la température, la circulation d’air, l’écoulement d’hydrogène, l'hydratation des membranes de la 
PAC, etc.) et de superviser la sûreté du système PACs. 

                                              
3  L'application pour les transports terrestres suppose que le véhicule soit conçu comme un véhicule hybride série si 
l'énergie pour la propulsion provient d'une PAC. Une alimentation auxiliaire (APU : Auxiliary Power Unit) est une 
autre piste suivie actuellement par des équipementiers pour pallier l'augmentation de la consommation suite à 
l'augmentation croissante des équipements d'un véhicule liés au confort, à la sécurité, à la transmission des 
informations entre autres. 
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Figure 1 :  Comparaison des rendements des différents convertisseurs d'énergie  [16]. 
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I.1.2.2.  Cœur du système pile à combustible (le "stack") 
Le principe général des PACs est de convertir directement, en énergie électrique et thermique, 

l'énergie libre d'une réaction chimique d'oxydoréduction. La PAC fonctionne selon le procédé inverse de 
l'électrolyse de l'eau. Le principe de fonctionnement est tout à fait similaire à celui d'une pile 
conventionnelle avec un oxydant et un réducteur, séparés par un électrolyte (anode et cathode), qui sont 
progressivement consommés. La PAC, quant à elle, fonctionne continuellement tant qu'elle est alimentée. 
Le comburant et le combustible sont stockés à l'extérieur de la PAC. Le réducteur le plus approprié est le 
dihydrogène (le combustible) et l'oxydant est le dioxygène de l'air (le comburant). 

Les PACs sont composées d'empilement de cellules élémentaires en série, chaque cellule ou pile 
élémentaire comporte une cathode alimentée en comburant (l'oxygène ou l'air) et une anode alimentée en 
combustible, et d'un électrolyte (i.e., un matériau qui bloque le passage des électrons mais laisse circuler les 
ions) qui peut être solide, liquide ou membranaire, le tout est relié par l'intermédiaire d'interconnecteurs ou 
plaques bipolaires. Les Figures 3(a) et 3(b) représentent respectivement deux vues réelles (de PACs de 5 kW et 
de 100 W) et une vue éclatée d'une PAC du type PEMFC (représentant le cœur du système PAC). 

La Figure 3(c) illustre le principe de fonctionnement d'une PAC du type PEMFC. La réaction globale 
d'une PAC de type PEMFC peut s'écrire de la manière suivante  [21] : 

- à l'anode (pôle négatif), l'oxydation de l'hydrogène produit des électrons et des protons 
qui vont migrer à travers la membrane : 

 

2H 2 H 2 e+ −→ ⋅ + ⋅ , (1) 
 

- à la cathode (pôle positif), des électrons sont prélevés du circuit électrique pour produire 

avec les protons H+  la réduction de l'oxygène : 
 

2 2O 4 H 4 e 2 H O+ −+ ⋅ + ⋅ → ⋅ , (2) 
 

- d'où le bilan de la réaction (dont la réversibilité dépend des conditions thermodynamique) : 
 

2 2 22 H O 2 H O⋅ + ⋅ +  (Énergie électrique). (3) 
 

C'est le transfert des protons H+  et des électrons vers la cathode qui va produire un courant électrique 
continu et de l'eau à partir de l'hydrogène et de l'oxygène. 

Cœur
du système PAC

"le stack" Moteur 
synchrone rapide

Compresseur
Circuit 

d’alimentation d’air

Humidificateur

Turbine de détente

DC
Courant
électrique

71 %

14 %

6 %

9 %

Réservoir
d’eau

Circuit

d’alimentation d’hydrogène

Réservoir ou reformeur
d’hydrogène

Circuit 
de refroidissement

DC
Convertisseur

Réservoir d’air

Condenseur

Groupe moto-compresseur

 
Figure 2 :  Schéma de base décrivant le système pile à combustible (PAC)  [19]. 
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La réaction globale, non polluante, est déclenchée à l'aide d'un catalyseur (il s'agit en général de 
platine disposée sur les électrodes) et obtenue dans chacune des cellules élémentaires qui sont associées 
pour constituer un module de la puissance souhaitée : le "stack". La tension totale d'un "stack" dépend du 
nombre de cellules qu'il comporte. Et l'intensité du courant délivré par la PAC est déterminée par la 
surface des cellules élémentaires. Plus leurs surfaces seront grandes, plus l'intensité sera élevée 4. Le 
courant électrique produit par la PAC est continu ; il est donc souvent nécessaire de placer en aval de la 
PAC un onduleur permettant la transformation du courant continu en un courant alternatif, notamment 
lorsque l'installation est utilisée pour fournir du courant domestique. 

Le rendement électrique PACη  d'un "stack" de PAC, sans reformage, est relativement élevé (supérieur 

à 50 %) par rapport à d'autres technologies plus conventionnelles [cf. Figure 1]  [16]. L'énergie non 
convertie en énergie électrique est dissipée sous forme de chaleur et est évacuée sous forme d'eau chaude 
ou de vapeur. Cette perte énergétique peut-être limitée si l'on utilise la chaleur émise par la PAC à des 
fins de cogénération, en chauffant de l'eau ou de l'air. Le rendement global va alors pouvoir atteindre 80 
à 90 %. Cependant, le rendement électrique PACη  d'une PAC est altéré de manière très importante par les 

comportements et les consommations des circuits auxiliaires (l'alimentation en combustible et comburant 
[i.e., le compresseur], l'humidification, le refroidissement, le convertisseur statique, etc.) nécessaires au 
bon fonctionnement de la PAC [cf. Chap. 1-§  I.1.3.]. 

                                              
4  Par exemple, pour un pile composée de 30 cellules élémentaires avec une surface de 2400 cm  (PAC de 5 kW), sa 

tension à vide est de 32,7 V et le courant électrique nominal est de l'ordre de 240 A. 

      
 Puissance de 5 kW Puissance de 100 W  

(a) 

Cellule élémentaire

Cœur du système PAC
"le stack"

Plaques bipolaires

Électrolyte (membrane polymère)
Catalyseur

 

2H

2O

2O

2H O
2H O

H+ e−e−

2H

Dispositif électrique utilisateur
(moteur par exemple)

Anode Cathode

Électrolyte (membrane polymère)

Chaleur
à évacuer

Chaleur
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Hydrogène Oxygène

Excès
Hydrogène

e−
e−

 
(b) (c) 

Figure 3 :  Pile à combustible à membrane échangeuse de proton (PEMFC) : (a) Vues réelles, (b) Vue éclatée 
et (c) Principe de fonctionnement. 
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Un des points critiques, relatif à la construction de la pile, est de pouvoir contrôler de manière 
optimale l'approvisionnement et l'évacuation des composés alimentant chaque cellule (généralement de 
l'hydrogène et de l'air), ou devant être évacués (généralement de l'eau). 
 

I.1.2.3.  Circuit de refroidissement 
Afin de maintenir la température de la pile (environ à 80 °C) et d'évacuer la chaleur issue de la 

réaction électrochimique, un circuit de refroidissement doit être envisagé [cf. Figure 2]. Pour les PACs dont 
la puissance est inférieure à 1 kW, un refroidissement par air (convection) peut être effectué. Un simple 
ventilateur fixé sur le "stack" est alors généralement suffisant pour refroidir la pile  [22]. En revanche, pour 
des piles dont la puissance est supérieure à 1 kW, le refroidissement par un fluide (généralement de l'eau 
déminéralisée) semble impératif. La plupart des constructeurs de PACs insèrent des plaques de 
refroidissement entre les cellules élémentaires. Ainsi, ces dernières sont refroidies par un fluide circulant 
dans un circuit indépendant au sein de la pile. De ce fait, la température de la pile pourra être régulée 
grâce au débit de fluide circulant dans les plaques de refroidissement. 
 

I.1.2.4.  Circuit d'humidification 
Le circuit d’humidification, comme son nom l’indique, permet d’humidifier en permanence les 

réactifs (hydrogène et/ou air) qui entrent dans le "stack" [cf. Figure 2]. Dans les piles de type PEMFC, la 
teneur en eau de la membrane doit être constamment contrôlée, afin de garantir la conductivité ionique 

de celle-ci et de favoriser les transports des protons H+  de l’anode vers la cathode  [23]. Un excès d’eau 
peut cependant noyer la zone active de l’électrode et gêner la diffusion des gaz. Ce phénomène de 
noyage et de bouchon d’eau est particulièrement sensible à la cathode, où se situe la production d’eau. 
L’assèchement ou/et le noyage des membranes diminuent la production d’énergie électrique et limitent la 
durée de vie des PACs. Il convient donc d’humidifier les gaz à l’entrée de la pile, en fonction de leurs 
températures et de la température de fonctionnement de la pile elle-même. 
 

I.1.2.5.  Circuit d'alimentation d'hydrogène 
Ce circuit a pour fonction d’alimenter le compartiment anodique de la PAC en combustible 

[cf. Figure 2]. Ce dernier peut être produit à partir d’un hydrocarbure au moyen d’un reformeur ou bien 
être stocké directement dans des réservoirs sous haute pression (de 300 à 700 bars). Les réservoirs haute 
pression permettent de simplifier le schéma du circuit d’alimentation en combustible. En effet, grâce à un 
détendeur, il sera possible de réguler, presque instantanément, le débit d’hydrogène en fonction de sa 
consommation. Ce circuit doit également permettre de purger le compartiment anodique (voire même de 
réinjecter l’hydrogène non consommé) afin d’éviter l’accumulation d’azote et d’eau en provenance du 
compartiment cathodique dans ce compartiment. 
 

I.1.2.6.  Circuit d'alimentation d'air 
Ce circuit permet d’alimenter en comburant le compartiment cathodique de la pile [cf. Figure 2]. 

Comme pour l’hydrogène, le comburant (l’oxygène pur ou l’air) peut être stocké dans des réservoirs sous 
pression. Mais pour les applications transports (hors sous-marins et applications spatiales), l’alimentation 
se fait généralement à partir de l’air ambiant, qui est abondant et gratuit. Cependant, une telle 
alimentation présente également des inconvénients. L’air ambiant est en effet très souvent pollué par 
diverses particules (CO, les poussières, etc.), qui réduisent d’autant la durée de vie de la pile. 

Les PEMFCs peuvent fonctionner en mode atmosphérique ou en mode pressurisé. En mode 
atmosphérique, l’alimentation de la pile se fait avec des pompes à air. Pour les PACs d’une puissance 
supérieure à 1 kW, le fonctionnement en mode pressurisé est généralement préconisé. L’air comprimé est 
alors obtenu au moyen d’un groupe moto-compresseur. Ce dernier permet de fournir un débit d’air variable 
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à différents niveaux de pression (typiquement de 1,5 à 4 bars)  [24]. Cependant le choix d’un groupe moto-
compresseur reste l’un des obstacles majeurs à surmonter pour la réalisation d'un système PAC. 
 

I.1.3.   Consommation énergétique liée aux différents auxiliaires 
Comme nous l'avons déjà précisé, le rendement électrique PACη  d'un "stack" est relativement élevé 

(supérieure à 50 %). Le comportement du "stack" est fortement influencé par celui des auxiliaires en 
fonctionnement statique mais encore plus en fonctionnement dynamique, ce qui est fondamental pour 
une application transport. La consommation des auxiliaires pénalise très fortement le rendement 
électrique du générateur PAC. Ces auxiliaires consomment à eux seuls près de 25 à 35 % de l'énergie 
électrique disponible en sortie de la PAC  [7] et  [25]. La Figure 4 représente la répartition des puissances 
consommées par le système PAC et par les différentes auxiliaires. Dans des conditions optimales avec un 
rendement électrique SysPACη  du système PAC de 65 % (35 % consommé par les différents auxiliaires), le 

rendement du groupe électrogène à PAC chute jusqu'à 32 %. 
Dans les véhicules utilisant une PAC, le carburant est généralement stocké dans des réservoirs haute 

pression et le comburant est directement prélevé de l’air ambiant. Dans ce cas, le circuit d’alimentation 
d’hydrogène est souvent composé de simples détendeurs permettant de délivrer le débit d’hydrogène 
nécessaire à la pile. La consommation de ce circuit reste généralement marginale, de l’ordre de 2 % de 
l’énergie fournie par le système PAC (approximativement 6 % de la consommation énergétique 
intrinsèque des différents auxiliaires). 

Les circuits de refroidissement et d’humidification sont composés principalement de pompes pour la 
circulation de l’eau à travers la pile et d’un système d’humidification des gaz (roue enthalpique par exemple). 
Ces deux circuits peuvent consommer jusqu’à 7 % de l’énergie délivrée par la PAC (approximativement 15 % 
de la consommation énergétique des différents auxiliaires), surtout lors des démarrages à froid de la PAC. 

Le circuit d’alimentation en air, quant à lui, est le plus "gourmand" des différents auxiliaires d’un point 
de vue énergétique  [20]. En effet, si près de 35 % de l'énergie disponible en sortie du PAC est consommée 
pour l'alimentation des auxiliaires nécessaires au bon fonctionnement de cette dernière (l'approvisionnement 
en gaz, l'humidification, le refroidissement, le convertisseur statique, etc.), le circuit d'alimentation d'air se 
taille la part du lion (près de 71 % de la consommation énergétique intrinsèque des différents auxiliaires). 
L’alimentation sous pression de l’air et l’usage de facteurs de stœchiométries élevés sont à l’origine de 
pertes de charge non négligeables. Ce circuit est généralement composé d’un groupe moto-compresseur, 
de son système d’alimentation électrique, de sa régulation et d’un filtre permettant d’éliminer les polluants 
néfastes au fonctionnement de la pile (poussière et gouttelettes d’huile). Au vue de sa consommation 
énergétique intrinsèque, un effort particulier de recherche doit donc être mené sur ce circuit. C'est l'objectif 
des travaux présentés dans ce mémoire. 
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Figure 4 :  Répartition des puissances consommées par : (a) le système PAC et (b) les différents auxiliaires. 
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I.2.  Groupe moto-compresseur pour le système pile à combustible 
I.2.1.   Introduction 
Depuis une dizaine d’années, les progrès effectués sur les PACs ont été considérables. En effet, les 

constructeurs de PACs réalisent des "stacks" de plus en plus compacts, avec des durées de vie plus longues et 
leurs coûts de fabrication diminuent de jour en jour, notamment grâce à l’optimisation de la teneur en 
platine des électrodes  [26]. En revanche, des efforts doivent être effectués sur les différents auxiliaires de la 
PAC, décris précédemment, afin de réduire leur consommation énergétique  [7]. Ainsi, il sera possible 
d’atteindre des performances comparables, voire supérieures à celles des technologies conventionnelles qui 
ont, elles aussi, fait des progrès non négligeables ces dernières années. Dans le domaine des turbines par 
exemple (machine jusqu’à 10 MW ou plus), les rendements actuels dépassent 40 % (60 % avec cycles 
combinés). Pour les moteurs diesels lents (domaine 10 kW à 25 MW), les rendements peuvent atteindre 
aujourd’hui 45 %  [27]. De fait, les groupes électrogènes à PAC destinés aux applications stationnaires mais 
également aux applications transports doivent être améliorés, notamment en terme de rendement, afin de 
pouvoir rivaliser avec les technologies conventionnelles existant sur le marché. Une optimisation énergétique 
du groupe électrogène à PAC doit donc être conduite. Cette optimisation passe forcément, comme nous 
l’avons vu, par l’optimisation du circuit d’alimentation d’air composé autour du groupe moto-compresseur 
qui peut-être couplé à une turbine de détente et qui est particulièrement "gourmand" en énergie. 
 

I.2.2.   Axe de recherche pour la réduction de la consommation énergétique du groupe 
moto-compresseur 

I.2.2.1.  Quelles sont les actions pour réduire la consommation énergétique ? 
Le circuit d’amenée d’air du cœur du système PAC est donc composé principalement d’un 

compresseur (ou éventuellement de plusieurs compresseurs mis en série), de son système d’entraînement, 
qui est lié à la technologie du compresseur choisi, éventuellement d’une turbine de détente, afin de 
récupérer l’énergie-pression à la sortie de la pile, et d’un système d’alimentation électrique et de 
régulation. La Figure 2 représente les différents éléments caractérisant le groupe moto-compresseur. 

La réduction de la consommation énergétique liée à ce groupe moto-compresseur peut donc se 
faire au moyen de trois actions : 

- action sur le compresseur (i.e., sur la tête de compression) ; 

- action sur la stratégie de commande et de contrôle ; 

- action sur la motorisation électrique permettant d'entraîner le compresseur. 
 

I.2.2.2.  Description des différentes actions 
Une première action concerne le choix de la technologie de compresseurs (plus particulièrement sur 

la tête de compression) à utiliser. Ce choix doit se faire en fonction de la gamme de puissance de la PAC. 
Ainsi, la plage de fonctionnement (plages de pression et de débit) du compresseur doit être fixée. Ensuite, 
si la récupération d’énergie à la sortie de la pile est envisagée, vient le choix de la technologie pour le 
système de détente. Généralement, il est préférable de choisir, pour celui-ci, la même technologie que 
celle retenue pour le compresseur. Par exemple, les turbocompresseurs sont généralement couplés 
mécaniquement sur le même arbre avec des turbines et les compresseurs à spirale avec des détendeurs à 
spirale [cf. Annexe B de  [7]]  [28]. 

Une seconde action se situe au niveau du choix de la stratégie de contrôle/commande du groupe 
moto-compresseur, notamment si l’on s’intéresse à un système PAC placé dans un véhicule de transport. 
En effet, une loi de contrôle/commande performante et robuste permet également une réduction de la 
consommation énergétique intrinsèque du groupe moto-compresseur. Par exemple, Tekin, dans  [7], a 
mené une étude sur le choix d'une stratégie de commande (de type commande rapprochée ou de type 
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supervision de demande de débit d'air en fonction des demandes de puissance du véhicule) du groupe 
moto-compresseur alimentant une PAC de type PEMFC d'une puissance nominale de 5 kW. Suite à cette 
étude, il apparaît qu'une stratégie non linéaire de contrôle/commande rapprochée peut permettre de 
réduire significativement (de l'ordre de 10 %) l'énergie consommée par le groupe moto-compresseur sur 
une sollicitation de type indicielle. De plus, les outils de l'automatique avancée (notamment la logique 
floue) et de l'optimisation (notamment les essaims particulaires) peuvent apporter des solutions à la fois 
novatrices et performantes pour l'évaluation et l'optimisation de la consigne de débit d'air en fonction des 
différentes demandes de puissance du véhicule. De telles stratégies permettent, en outre, d'intégrer et de 
gérer, dès la phase de conception de la loi de commande, d'éventuels dysfonctionnements sur la PAC. 

Une troisième action peut être menée sur le choix de la machine électrique tournante d’entraînement de 
compresseurs (ou l'ensemble compresseurs/turbine de détente)  [19]. En effet, le rôle de ce moteur va être de 
convertir l’énergie électrique prélevée sur la PAC en énergie mécanique destinée à la compression de l’air. 
 

I.2.2.3.  Objectif de la thèse : la motorisation de compresseurs pour le système pile à 
combustible 

La possibilité de récupérer de l'énergie, nous incite à envisager le couplage mécanique sur le même 
arbre d'un compresseur dynamique avec une turbine de récupération du comburant à la sortie. Pour que le 
rendement de la turbine soit satisfaisant, il convient plutôt de travailler à vitesse élevée (supérieure ou égale 
à 10 000 tr/min). Ces dispositifs n'existent pas, à l'heure actuelle, avec les contraintes liées à la PAC. Les 
compétences de l'Équipe Machines Électriques sont donc mises à profit pour concevoir un moteur rapide à 
aimants permanents pour l'entraînement de compresseurs (dans une première phase, un moteur tournant 
à 10 000 tr/min et, dans une phase ultérieure, un moteur pouvant atteindre 80 000 tr/min). 
 

I.3.  Cahier des charges de l'actionneur électrique pour compresseurs de piles à 
combustible 

Dans ce mémoire de thèse, nous nous concentrons principalement sur la conception optimale de la 
MSAP pour l'entraînement de compresseurs du système PAC. Même si l’objectif de cette thèse n’est pas de 
concevoir le compresseur à air, son choix a une influence sur les caractéristiques et la conception de la 
machine électrique tournante. Différents types de compresseur à air sont disponibles sur le marché et, 
pour une application dans les transports terrestres, les caractéristiques suivantes doivent être vérifiées 
(quelle que soit la puissance utile de la PAC)  [7] : 

- le compresseur ne doit pas être lubrifié à l’huile car le "stack" ne supporterait même pas 
quelques ppm d’huile (< 1 ppm – nombre de particules par million). La seule lubrification 
possible doit être réalisée à l’air ou à l’eau ; 

- le débit massique d’air airqm  doit être régulé en agissant directement sur la vitesse de 

rotation de la machine électrique tournante (ou du moto-compresseur à air) afin 
d’accroître la dynamique du système PAC ; 

- l’ondulation absolue de la pression d’entrée et/ou de sortie du compresseur doit être 
inférieure à 0,1 bar. La pression absolue maximale de sortie doit être égale à 2 bars ; 

- la pression absolue de sortie doit être régulée en agissant sur la vitesse de rotation de la 
machine électrique tournante et sur une éventuelle valve de contre-pression ; 

- et finalement, la durée de vie doit être au moins de 8 000 heures (équivalent aux 
contraintes automobiles). 

En comparant les différentes technologies, les compresseurs à spirales dits compresseurs SCROLL 
semblent être les mieux adaptés pour les contraintes précédentes. En effet, ils possèdent un bon 
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rendement à faible et grande vitesse à cause du mouvement très faible de l’excentrique ; ils permettent 
d’avoir une compression sans à-coups, le taux de compression peut être élevé (facilement supérieur à 3) 
et les chambres de compression peuvent être isolées du reste du mécanisme afin d’empêcher au 
maximum la pollution du gaz à compresser. 

Une autre option intéressante est de coupler le moto-compresseur à air avec une turbine de détente 
afin de récupérer une partie de l’énergie des gaz d’échappement de la PAC. Dans ce cas, la vitesse de 
rotation de la machine électrique sera préférentiellement supérieure à 10 000 tr/min, afin d’atteindre un 
rendement de récupération d’énergie suffisant. 

L'objectif final de ce travail de thèse est de réaliser la machine électrique tournante et de l’évaluer 
expérimentalement, premièrement sur un banc d’essai classique et deuxièmement en la couplant à un 
compresseur dans un système PAC. De ce fait, nous avons choisi une puissance réaliste d’un système de 
PAC qui est égal à 5 kW. En effet, un système PAC de 5 kW est disponible au laboratoire L2ES, de telle 
sorte que l'actionneur électrique puisse être testée dans de vraies conditions. La Figure 5 représente une 
photographie du banc PAC Helion 5 kW du L2ES 5. D’autre part, cette puissance est compatible avec la 
traction d’un petit véhicule, tel qu’un scooter électrique, ou d’un générateur auxiliaire de bord (APU) 
consacré aux applications automobiles. 

En considérant ce niveau de puissance, nous pouvons déduire les caractéristiques suivantes de la 
machine électrique tournante : 

- la vitesse de rotation (ou de fonctionnement) nominale 
nom0N 10 000 tr min.=  ; 

- la puissance utile sur l'arbre de la machine =uP 500 W  à la vitesse nominale ; 

- la puissance électrique maximale : maxP 1kW=  (inférieur à 20 % de la puissance de la PAC) ; 

- le rendement de la machine au point nominal 
nommot 91%η >  au minimum. 

En outre, le dimensionnement de la machine électrique tournante doit être réaliste afin qu'elle puisse être 
embarqué sur un véhicule électrique et avoir un coût objectif série, si possible, compatible avec 
l’application automobile. 

Une fois l’objectif de thèse défini et le cahier des charges posé, nous allons nous intéresser à la 
méthode qui sera mise en œuvre pour la conception de la machine électrique tournante d’entraînement 
de compresseurs pour le système PAC. 

                                              
5  Le banc Helion permet de tester des piles PEM en fonctionnement stationnaire ou dynamique (sur des profils de 
mission type transport). La pile PEM de 5 kW est alimentée en hydrogène et en air. Elle comporte 30 cellules. 

Chacune d'entre elle possède une membrane dont la surface active est 2400 cm . 

Conditionnement des gaz

 

Pile à combustible du type
PEM de 5kW

Charge électronique

 
Figure 5 :  Photographie du banc PAC Helion 5 kW du L2ES. 
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II.  Contexte méthodologie : Conception en génie électrique 
II.1.  Introduction 

La diversité des domaines d'applications et la multitude de technologies actuelles rendent de plus en 
plus complexes la définition et le dimensionnement d'une machine électrique tournante associée à son 
dispositif d'alimentation électronique. Pour un cahier des charges donné, la phase de conception se 
découpe en un certain nombre d'étapes successives et le plus souvent itératives  [29]. 

Dans cette partie, nous proposons d'établir une méthodologie de conception générale nous 
conduisant à la réalisation de la machine rapide à aimants permanents destinée à l'entraînement de 
compresseurs du système PAC. 
 

II.2.  Processus de conception 
II.2.1.  Introduction 
Il est maintenant couramment admis que le processus de conception en génie électrique est 

constitué de deux grandes étapes : le choix de la structure à concevoir et le dimensionnement de la 
structure choisie. La Figure 6 schématise ainsi la méthodologie générale du processus de conception. 
 

II.2.2.  Choix de la structure du système à concevoir 
La première étape consiste en la définition de la structure répondant à la fonction décrite dans le 

cahier des charges. Il s’agit de choisir, parmi des éléments existants, celui (ou l’ensemble de ceux) qui 
permet de réaliser la fonction. Dans cette étape, il s’agit de rassembler des connaissances pour construire 
plusieurs solutions possibles existantes ou nouvelles et ensuite de faire un choix parmi elles. Cette étape 
repose aussi sur des notions plus abstraites et plus difficiles à formaliser telles que la créativité ou 
l’expérience. Le plus souvent, on fait appel à son expérience et à son savoir-faire ou on agit par similitude 
avec d’autres applications (plus ou moins proches) déjà traitées. En pratique, une revue de toutes les 
solutions possibles doit être réalisée et un premier choix doit être fait, a priori, en fonction de la 
satisfaction plus ou moins complète du cahier des charges. Le choix définitif ne peut être fait qu’après la 
fin de la deuxième étape. 

En réponse à un cahier des charges d'entraînement à vitesse variable, il s'agit de définir l'actionneur 
électromécanique, le convertisseur électronique et la stratégie de commande de l'ensemble convenant le 
mieux. 
 

II.2.3.  Dimensionnement de la structure choisie 
Une fois le choix de la structure fait, il faut déterminer les grandeurs géométriques, physiques et de 

commande du système en respectant les contraintes décrites dans le cahier des charges. Ces contraintes 
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Figure 6 :  Organigramme général du processus de conception. 
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sont issues d'impératifs liés au coût et aux performances imposées au système. 
Dans cette étape, le concepteur manipule des équations mathématiques liant des paramètres. Il 

existe deux types de paramètres : les paramètres ep  descriptifs d’un système (par exemple, les grandeurs 

géométriques) et les paramètres sp  caractérisant le fonctionnement du système (par exemple, le 

rendement d’une machine électrique tournante). Il faut donc pouvoir évaluer quantitativement l’expression 
analytique de toutes les variables qui caractérisent le fonctionnement et les qualités du système, et en 
particulier celles qui apparaissent dans le cahier des charges, en fonction des grandeurs descriptives du 
système. Ceci est l’opération de modélisation : étant donné un système décrit par ses grandeurs 
géométriques, physiques et de commande (les paramètres ep ), on est capable d'expliciter son 

fonctionnement par un modèle mathématique. Le dimensionnement correspond en fait à l’opération 
inverse : le cahier des charges définit un fonctionnement à réaliser et le concepteur doit déterminer les 
grandeurs descriptives du système. On parle ainsi de problème direct pour la modélisation et de 
problème inverse pour le dimensionnement  [30]. Nous pouvons préciser un peu plus cette idée. Le 

modèle mathématique de la structure à dimensionner correspond en fait à un système ( )Sys  de equN  

équations mathématiques liant les parN  paramètres descriptifs et fonctionnels du système. Le cahier des 

charges impose contN  contraintes qui peuvent être traduites mathématiquement par 
econtN  contraintes 

d’égalité et 
icontN  contraintes d’inégalité ( )e icont cont contN N N= + . Ainsi on doit résoudre un système 

( )Sys′  de 
eequ contN N+  équations et de 

icontN  inéquations à parN  inconnues. Deux cas sont à 

envisager : 

- le système mathématique ( )Sys′  n’a pas de solution, cela correspond à un cahier des 

charges trop contraignant ou irréaliste ; 

- le système mathématique ( )Sys′  a une ou plusieurs solutions (voire une infinité), ce qui 

correspond à un cahier des charges réalisable. Alors il faut au moins trouver une solution, 
au mieux trouver la meilleure solution au regard d’un ou plusieurs critères que l’on se fixe 
arbitrairement ou qui découlent naturellement du cahier des charges. 

On retiendra donc que, s’il est nécessaire de disposer d’un modèle de la structure, l’opération de 
dimensionnement nécessite de mettre au point une méthodologie et une stratégie pour réaliser l’inversion 
du modèle et disposer ainsi d’une méthode de dimensionnement. 

À la fin de cette deuxième étape, un choix définitif pourra être réalisé à partir des résultats de 
dimensionnement des différentes structures envisagées à la première étape. 
 

II.2.4.  Efficacité du processus conception 
L’organigramme de la Figure 6 montre clairement l’importance du travail à réaliser pour concevoir 

un objet. Il faut manipuler des connaissances, des équations mathématiques, faire des choix, élaborer des 
stratégies, etc. On comprend donc aisément qu’il soit nécessaire de chercher des outils aidant le 
concepteur (qui est souvent un ingénieur de bureau d’études) dans les deux étapes en automatisant la 
plus grande partie possible du travail. En même temps que cet objectif de gain de temps, on recherche 
constamment une amélioration des solutions proposées (l'augmentation du rendement, la diminution des 
masses, la diminution du coût, etc.). Ainsi on cherche très exactement à augmenter l’efficacité de la 
conception  [31]. 

Il est indéniable que les ordinateurs, à travers les outils mathématiques et de traitement de la 
connaissance contribuent à augmenter l’efficacité du processus de conception sur les deux plans : ils 
peuvent aboutir à de meilleures solutions en mettant en œuvre divers algorithmes de recherche des 
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solutions que l’on ne peut pas gérer "manuellement" et ils permettent d’effectuer des manipulations de 
données (mathématiques entre autres) avec une rapidité imcomparable. 

Nous allons maintenant voir quels sont les outils qui peuvent améliorer l’efficacité du processus de 
conception dans ces deux étapes : le choix de la structure et le dimensionnement de la structure. 
 

II.3.  Outils d'aide à la conception en vue de l'amélioration de son efficacité 
II.3.1.  Outils d'aide au choix de la structure du système à concevoir 
Cette étape est difficile à automatiser car nous rappelons qu’il s’agit de manipuler des connaissances 

et d’intégrer de l’expérience voire de la créativité, soit globalement de manipuler de l’intelligence. 
On peut simplement mettre en place des bases de données regroupant diverses solutions et leurs 

qualités respectives. Une comparaison des qualités requises par le cahier des charges avec celles de la 
base de données permet de retenir une structure. 

Des outils plus évolués et naturellement plus adaptés sont ceux utilisant l’intelligence artificielle, par 
exemple les systèmes experts. On reproduit le raisonnement d’un véritable expert lorsqu’il a à choisir une 
structure parmi plusieurs possibilités. On représente les éléments du système à concevoir (par exemple les 
convertisseurs statiques et les machines électriques tournantes pour un entraînement à vitesse variable) 
par des objets (au sens informatique) et on applique à ces objets des règles permettant de les assembler 
et de faire des choix. 

Nous ne nous attarderons pas plus sur cet aspect de la conception encore peu développé et dont le 
concepteur lui-même n'a pas forcément la charge. Souvent, le choix de la structure est clairement imposé 
dans le cahier des charges et le travail le plus important reste le dimensionnement. C’est par exemple le 
cas dans le cahier des charges définis dans ce mémoire [cf. Chap. 1-§  I.3.]. D’autre part, à ce niveau de 
la conception, il n’est pas toujours possible de trancher entre plusieurs structures et seul le 
dimensionnement permet un choix objectif et définitif. 
 

II.3.2.  Outils d'aide au dimensionnement de la structure choisie 
II.3.2.1.  Introduction 

Une analyse des différentes solutions existantes amène à distinguer trois types d’outils. Ils partent 
tous de la connaissance de base qui est un modèle mathématique de la structure représentée mais ils 
diffèrent dans l’approche qu’ils ont pour "inverser" le modèle [cf. Chap. 1-§  II.2.3.]. 
 

II.3.2.2.  Dimensionnement par approche "procédurale" 
La première idée, intellectuellement la plus immédiate, est de définir une procédure qui traite les 

équations dans un ordre logique et ramène ponctuellement le dimensionnement à une suite de problèmes 
mathématiques simples ne demandant pas d’algorithmes numériques lourds (résolutions d’équations du 
premier ou du second degré à une ou deux inconnues). Pour cela, on simplifie le modèle mathématique 
et on fixe a priori certains paramètres ; ensuite de proche en proche on trouve les autres paramètres en 
faisant éventuellement des retours en arrière (des itérations) pour corriger un ou plusieurs paramètres en 
vue d’améliorer ou tout simplement de trouver une solution. Ces procédures, très classiques, sont 
abondamment décrites dans les ouvrages habituels de dimensionnement des machines électriques 
tournantes et dans de très nombreux articles ( [32] ou  [33] entre autres). 

Souvent ces procédures reposent sur une grande finesse de synthèse et beaucoup d’expérience. De 
plus une de leurs qualités non négligeable est qu’elles ne nécessitent généralement pas de point initial, 
c’est-à-dire que l’on peut dimensionner une structure sans avoir une idée a priori de ses grandeurs 
descriptives. Cependant, elles manquent clairement d’efficacité pour deux raisons. Premièrement, la 
qualité de la solution trouvée reste souvent médiocre à cause des simplifications intervenues dans le 
modèle et des variables qui ont été fixées initialement. Ainsi ces procédures permettent de trouver une 
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solution satisfaisant le cahier des charges, mais la solution est rarement optimale. Deuxièmement, si le 
temps mis pour trouver une solution, une fois la procédure programmée, est généralement court, il reste 
que cette approche n’a rien de générique et qu’il faut donc déterminer et programmer une procédure 
pour chaque structure à dimensionner. Par ailleurs, la solution dimensionnée par cette approche nécessite 
souvent d’être validée par un outil numérique plus précis que le modèle analytique sur lequel repose la 
procédure précédente. L’approche "procédurale" s’avère finalement relativement coûteuse en temps, 
même si elle ne fait pas forcément appel à des techniques mathématiques élaborées. 
 

II.3.2.3.  Dimensionnement à l’aide de systèmes experts 
Le dimensionnement utilisant des systèmes experts  [34]- [35] repose sur les techniques de 

l’intelligence artificielle. L’objectif est de reproduire le raisonnement d’un expert vis à vis d’un problème de 
conception donné. Une grande partie du travail consiste donc à recueillir la connaissance de l’expert. Il 
faut ensuite la modéliser, c’est-à-dire la représenter par des règles élémentaires applicables à l’objet à 
concevoir. Le système expert sera d’autant plus efficace que le nombre de règles sera important. Mais la 
limite vient souvent du fait que ces règles finissent par se contredire et donc à bloquer le système. Ainsi, 
même si les logiciels obtenus avec les systèmes experts sont conviviaux et peuvent traiter les deux phases 
de la conception d’une structure, ils restent en général longs à élaborer de par l’utilisation d’un langage 
symbolique de haut niveau. 
 

II.3.2.4.  Dimensionnement à l’aide d'algorithmes d'optimisation 
Nous rappelons que, dans le cas où le cahier des charges est réalisable, il existe le plus souvent une 

infinité de solutions à un problème de dimensionnement donné. Donc, au delà de la simple recherche 
d’une solution, l’idéal est de trouver la meilleure solution au regard d’un critère qui est en fait un 
paramètre ou une combinaison de paramètres du modèle structural (par exemple, la masse totale d’un 
moteur, le coût total d’un convertisseur, le rendement du système, etc.). On parle pour ce paramètre 
particulier de fonction objectif, objF . Dans l’espace des solutions, on recherche alors une solution 

optimale, c’est-à-dire qui rend minimale ou maximale la fonction objectif objF . En génie électrique, 

plusieurs auteurs  [29]- [30] et  [36] ont ainsi montré l’équivalence entre un problème de dimensionnement 
de structure et un problème mathématique d’optimisation sous contraintes : avec les notations du 
paragraphe  II.2.3. de ce même chapitre, il faut donc vérifier les equN  équations du modèle, les 

econtN  

contraintes d’égalité, les 
icontN  contraintes d’inégalité du cahier des charges et optimiser une fonction 

objectif objF . 

On peut schématiquement résumer cela par le système bouclé de la Figure 7. Ce schéma appelle 
deux remarques. Premièrement, le dimensionnement par optimisation est toujours itératif  [29]. Il faut donc 
partir d’un point initial qui pourra par exemple être obtenu par une approche "procédurale" sommaire 
 [37] et faire des itérations jusqu’à satisfaire un critère qui permet de dire si l’optimum de la fonction 
objectif objF  a été atteint ou pas. Cette approche convient donc parfaitement au problème de 

l’amélioration d’une structure déjà existante (par exemple l’optimisation d’une gamme de machines 
électriques tournantes chez un constructeur de grandes séries). Deuxièmement, le système bouclé de la 
Figure 7 est analogue à un système électronique où l’on cherche à inverser un opérateur en l’insérant 
dans la chaîne de retour d’un système bouclé ; ici, on inverse l’opérateur "modèle", ce qui correspond à 
l’opération de dimensionnement comme il a été dit plus haut. 

Les deux éléments de base constituant une procédure de dimensionnement par optimisation sont un 
modèle et un algorithme d’optimisation. Nous allons donc les détailler dans les deux paragraphes qui suivent. 
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II.4.  Modèles d'aide au dimensionnement par optimisation 
II.4.1.  Quelles sont les deux familles de modèles ? 
Les modèles d'aide au dimensionnement par optimisation d'une machine électrique tournante 

peuvent se classer selon deux grandes familles : les modèles numériques et analytiques. Sans rentrer dans 
le détail de la mise en œuvre, nous allons évaluer les principaux intérêts et inconvénients de chacun dans 
un processus de dimensionnement  [31]. 
 

II.4.2.  Modèles numériques 
Les méthodes des éléments finis (MEF), des différences finies et des intégrales aux frontières sont des 

exemples de méthodes numériques très utilisées et permettant la modélisation de nombreux phénomènes 
physiques éventuellement couplés (électriques, magnétiques, thermiques, etc.). Elles résolvent directement 
les équations physiques de base du système à dimensionner, avec un faible niveau d'hypothèses et en 
utilisant des algorithmes mathématiques relativement complexes 6. À partir de la discrétisation de la 
géométrie du système à étudier en petites régions (maillage), de la définition des caractéristiques des 
matériaux qui le composent et en utilisant les conditions aux limites du problème, ces modèles nous 
donnent les performances du système et les cartes du champ électromagnétique dans toute la géométrie. 
Ces modèles numériques intégrant des modules magnétostatique et magnétodynamique présentent de 
nombreux avantages  [38]- [39] : 

- une grande précision dans l'évaluation des performances du système à étudier (cela 
d'autant plus que le maillage est adapté) ; 

- l'accès aux grandeurs locales et intégrales ; 

- un nombre d'hypothèses très limité sur la géométrie, les lois des matériaux 
ferromagnétiques,... Souvent très génériques, ils peuvent traiter des structures très 
différentes et avec des géométries en 2D ou en 3D complexes  [8]. Ils permettent 
également une bonne prise en compte de propriétés physiques des matériaux 
ferromagnétiques (courbes de saturation par exemple). 

En contrepartie, ces méthodes présentent quelques inconvénients : 

- la lourdeur des calculs mis en œuvre et la nécessité au départ de réaliser un maillage de 
la géométrie du système à étudier font que ces modèles peuvent être longs à mettre en 
place et à utiliser ; 

- les modèles numériques sont des boîtes noires et ils n’ont pas le caractère explicite des 
équations d’un modèle analytique. 

En effet, l'inconvénient majeur de ces modèles est que dans leur grande majorité ils servent à décrire, 
manipuler, analyser ou simuler numériquement les multiples représentations des objets à concevoir. Leur 
objectif principal est d'aider à valider techniquement les solutions proposées par le concepteur à l'issue de 
l'étape de dimensionnement. En réalité, ils ne participent pas activement aux nombreuses prises de décision 

                                              
6  Il s'agit le plus souvent de l'inversion de grandes matrices. 
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Figure 7 :  Représentation symbolique de l’algorithme de dimensionnement 

par optimisation à l’aide d’un système bouclé. 
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que comporte tout processus de dimensionnement et, en conséquence, on doit plutôt les considérer comme 
des outils d'analyse (ou de calcul) performants  [3] et  [40]- [41]. Néanmoins, l'optimisation sur un nombre 

restreint de paramètres (moins de 10) peut être envisageable  [42] mais elle est illusoire si on veut en 
considérer un plus grand nombre, et ceci à cause du temps de calcul prohibitif. 

La Figure 8 résume les avantages et les inconvénients des modèles numériques à partir d'un schéma 
structurel. 
 

II.4.3.  Modèles analytiques 
Il s'agit de solutions symboliques des équations physiques d'un système, en faisant des hypothèses 

simplificatrices sur la structure et les propriétés physiques de celui-ci. Un modèle analytique est un ensemble 
d'équations paramétrées qui décrivent, le plus fidèlement possible, le fonctionnement du système à étudier. 
Dans le cadre des machines électriques tournantes, on peut citer les deux exemples suivants : 

- les équations analytiques provenant de la résolution formelle des équations de Maxwell : 
on peut établir l'expression exacte du potentiel vecteur magnétique dans l'entrefer réel 
d'une machine synchrone à aimants permanents (MSAP) en supposant que le stator n'est 
pas denté et que la perméabilité des matériaux ferromagnétiques est infinie. À partir de ce 
potentiel vecteur magnétique, on peut déduire toutes les grandeurs électromagnétiques de 
la machine (les inductions magnétiques, le couple électromagnétique, la force 
électromotrice induite dans une phase quelconque, etc.) ; 

- les schémas équivalents : il servent à modéliser le fonctionnement macroscopique 
électrique magnétique ou thermique (i.e., un schéma nodal équivalent) d'un système  [43]-

 [45]. Si ces schémas nécessitent des hypothèses fortes, ils permettent néanmoins d'établir 
symboliquement l'expression de toutes les performances. 

Les avantages de ces modèles analytiques sont nombreux : 

- une fois le modèle analytique connu, les performances du moteur peuvent être obtenues 
avec des temps de calcul courts. On peut alors facilement explorer de nombreuses 
solutions en faisant varier les paramètres du modèle ; 

- leurs équations symboliques contiennent un lien explicite entre tous les paramètres et les 
phénomènes physiques qui interviennent dans le système ; cela aide le concepteur à 
comprendre le fonctionnement intime de la machine électrique tournante et les 
interactions entre les différents paramètres, notamment pour réaliser d'éventuels 
compromis ; 

- il est facile de connaître la sensibilité d'un paramètre par rapport à un autre grâce aux 
dérivées partielles calculées de façon analytique ; 

- Ils sont capables de prendre en compte les aspects techniques (modèle de performance 
du moteur) mais également les aspects industriels et économiques  [5] et  [46]. 
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Figure 8 :  Schéma structurel des avantages et des inconvénients (Gris foncé) des modèles numériques. 
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Par contre, ils présentent eux aussi quelques limitations : 

- la complexité des phénomènes physiques dans une machine électrique tournante oblige à 
utiliser de nombreuses hypothèses simplificatrices, aussi bien au niveau de la géométrie 
que des caractéristiques des matériaux ferromagnétiques employés. Plus le modèle est 
complexe, plus sa mise en œuvre sera longue. La difficulté des manipulations 
symboliques croît avec la taille du modèle analytique ; 

- ils sont adaptés aux calculs de performances moyennes, mais peu aux calculs de 
phénomènes locaux ; ainsi, ils ne permettent pas (ou difficilement) de modéliser des 
phénomènes microscopiques (par exemple une saturation magnétique locale dans 
l'ensemble isthmes-dent ou dans la culasse statorique de l'induit denté, le couple de 
détente dans une MSAP) ; 

- ils ne sont pas génériques (le changement de type de machine implique le développement 
d'un nouveau modèle analytique) ; 

- pour la méthode des réseaux de réluctances, le calcul est approché car on considère des 
tubes de flux magnétique qui n'existent pas et on doit connaître a priori le trajet des lignes 
de flux magnétique. 

L'intérêt fondamental des modèles analytiques par rapport aux modèles numériques est qu'en les 
associant à une méthodologie de dimensionnement par optimisation, on dispose d'un véritable outil de 
dimensionnement, et non plus seulement d'un outil d'analyse des performances de l'actionneur électrique. 

La Figure 9 résume les avantages et les inconvénients des modèles analytiques à partir d'un schéma 
structurel. 
 

II.5.  Méthodes d'optimisation au service du dimensionnement 
II.5.1.  Quelles sont les deux familles de méthodes d'optimisation ? 
Nous avons démontré dans les paragraphes précédents l'intérêt de l'optimisation dans une 

démarche de conception. Nous détaillons dans ce paragraphe les principales démarches et algorithmes 
utilisés dans le domaine du génie électrique et plus particulièrement pour le dimensionnement des 
machines électriques tournantes. Il est d'usage de distinguer deux types de méthodes d'optimisation : les 
méthodes exactes et approchées. 
 

II.5.2.  Méthodes exactes 
Ces méthodes, aussi appelées méthodes d'optimisation globale, conduisent à l'optimum global avec 

une précision que l'on sait évaluer. 
Les méthodes exactes les plus utilisées sont de type "branch and bound" et elles reposent sur 

l'algèbre d'intervalle. Leur principal avantage est qu'elles permettent de trouver avec certitude l'optimum 
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Figure 9 :  Schéma structurel des avantages et des inconvénients (Gris foncé) des modèles analytiques. 
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global quel que soit le type de problème : continu ou discret ou les deux, avec ou sans contraintes. 
Évidemment, cela se paye en temps de calcul et en utilisation mémoire. En effet, la recherche de 
l'optimum se fait par découpage successif de l'espace de recherche de façon à déterminer des bornes 
minimales et maximales de chaque sous-espace. En avançant dans le découpage, il est possible de 
supprimer progressivement des sous-espaces qui ne peuvent pas contenir l'optimum. On comprend 
aisément que pour les problèmes contenant un très grand nombre de variables (assez courant en 
conception de machines électriques tournantes), cette méthode n'est plus envisageable du fait de 
l'explosion combinatoire du découpage de l'espace de recherche. 

Des travaux fort intéressants ont été menés par Messine et Nogarède sur l'optimisation de machines 
synchrones à aimants permanents et d'actionneurs piézoélectriques à l'aide de méthodes de ce type au 
sein du Laboratoire d'Électrotechnique et d'Électronique Industrielle (LEEI) à Toulouse  [47]. Par exemple, 
dans  [47]- [49] l'optimisation d'une machine synchrone à aimants permanents et sans encoches est 
proposée. Comme cela était prévisible, le modèle utilisé est analytique et utilise un nombre restreint de 
variables d'optimisation (une dizaine)  [50]. Les résultats sont intéressants dans le sens où plusieurs critères 
d'optimisation ont été utilisés. Il est ainsi possible de comparer les géométries de machines à volume des 
parties actives minimales, à volume d'aimant permanent minimal et à pertes Joule minimales. Pour ce 
faible nombre de variables, les temps de calcul (entre une et cinq minutes) restent tout à fait acceptables. 
 

II.5.3.  Méthodes approchées 
II.5.3.1.  Quelles sont les deux familles de méthodes approchées ? 

Parmi les méthodes approchées, nous distinguons les méthodes déterministes, qui utilisent 
généralement l'information du gradient de la fonction objectif objF  pour converger vers l'optimum le plus 

proche (i.e., vers un optimum local), et les méthodes stochastiques, qui reposent principalement sur le 
hasard et des heuristiques pour trier les solutions obtenues et orienter la recherche de nouvelles solutions. 
 

II.5.3.2.  Méthodes approchées déterministes 
Depuis de nombreuses années, des travaux ont été menés en France et à l'étranger sur l'utilisation 

des méthodes de gradient pour la recherche de solutions optimales. Nous pouvons par exemple citer  [51], 
qui concerne l'optimisation d'un transformateur triphasé, ou encore  [29] et  [36] (au LEEI) qui concernent 
l'optimisation de machines synchrones à aimants permanents. Ces travaux ont montré de bonnes 
performances dans la recherche de solutions et le principal avantage est la rapidité de convergence (en 
général moins d'une centaine d'itérations). Dans tous ces travaux, les auteurs ont utilisé des modèles 
analytiques avec un nombre assez restreint d'équations (inférieur à trente). Deux raisons peuvent expliquer 
ce choix. D'abord, le concepteur doit disposer des dérivées exactes de la fonction objectif objF  s'il souhaite 

avoir de bonnes performances numériques. L'utilisation de dérivées numériques pose souvent des 
problèmes de convergence et conduit généralement à des résultats médiocres  [52]. Pour obtenir ces 
dérivées exactes, il faut disposer d'équations analytiques explicites, ce qui explique la difficulté d'implanter 
ce type d'algorithme avec des modèles numériques. Par ailleurs, l'utilisation de modèles trop complexes, 
avec un trop grand nombre d'équations, pose le problème de la quantité de calculs à exécuter, puis de la 
recherche d'erreurs dans l'application informatique résultante. Pour aller au-delà de ces deux limitations, 
Wurtz a proposé dans  [30] une approche utilisant massivement du calcul formel exécuté automatiquement 
et la programmation automatique. L'idée est, à partir d'un modèle analytique, d'automatiser la mise en 
forme des équations du modèle et le calcul formel des gradients, puis d'automatiser la programmation de 
l'application d'optimisation. Ainsi, le concepteur est libéré des tâches calculatoires et de programmation 
pour se concentrer sur l'analyse des résultats de dimensionnement. La méthodologie, baptisée 
PASCOSMA, a été améliorée au travers des travaux de thèse de Atienza  [53] et a conduit au logiciel 
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commercial Pro@Design. Le L2ES a été l'un des premiers utilisateur de la méthodologie qui a été intégrée 
à des stratégies de conception plus larges utilisant aussi des logiciels de calculs numériques par éléments 
finis pour la validation des résultats et la finalisation des dimensionnements. On peut citer Espanet, dans 
 [3], qui a conçu un moteur-roue de 30 kW capable de produire pendant 1 minute un couple maximal de 
6 000 Nm. Cette contrainte très forte n'a pu être atteinte que grâce à l'utilisation conjointe d'un modèle 
multi-physique, constitué d'un grand nombre d'équations (supérieur à 140) et liant plus de 220 
paramètres entre eux, et de la méthodologie PASCOSMA. Dans le même esprit, Fassenet a réalisé sa 
thèse de doctorat  [5] au L2ES sur l'optimisation de moto-ventilateurs entraînés par un moteur à courant 

continu à collecteur mécanique. La référence  [54] présente le modèle structural utilisé (qui est aussi un 
"grand" modèle analytique multi-physique) et  [55] présente les résultats d'optimisation. La masse totale 
active de la machine a été optimisée, sous contrainte de rendement, ce qui a conduit à une machine 
présentant une diminution significative de la longueur des aimants permanents (45 %), rendue possible 
par une légère augmentation du rayon extérieur (15 %) et du nombre de paires de pôles. Dans le même 
temps, le rendement a subi une augmentation non négligeable (3,5 points) grâce à une diminution des 

pertes totales ( )17 %−  au point de fonctionnement nominal. 

 

II.5.3.3.  Méthodes approchées stochastiques 
II.5.3.3.1.  Évolutionnaire 

L'inconvénient principal des méthodes approchées déterministes est de converger vers l'optimum local 
le plus proche du point initial. Ces méthodes ne permettent donc pas de déterminer l'optimum global. Une 
solution alternative à l'optimisation globale est d'utiliser des méthodes approchées stochastiques, c'est-à-dire 
reposant pour partie sur le hasard et dont l'analyse relève du calcul des probabilités. 

La méthode élémentaire est la méthode de Monte-Carlo. Elle consiste en un simple tirage aléatoire 
de solution dans l'espace de recherche. Il est ensuite possible de resserrer l'espace de recherche autour de 
zones susceptibles de contenir un optimum. Cette approche élémentaire peut être complétée par des 
règles qui permettent, au fur et à mesure de la convergence, de tirer des conclusions sur les résultats déjà 
obtenus et ainsi d'orienter la recherche des solutions afin de maximiser les chances d'arriver à une 
solution. En ce sens, on parle généralement de méthodes heuristiques, c'est-à-dire de méthodes de 
recherche empirique, qui ont recours aux essais et erreurs pour la résolution de problèmes. Entre autres, 
ces méthodes présentent l'avantage de ne par requérir de point initial (donc de pré-dimensionnement 
avant l'optimisation) ni d'expression de gradients. Le caractère aléatoire de l'exploration de l'espace de 
recherche fournit de bonnes chances d'obtenir l'optimum global, même si, d'un point de vue théorique, 
cela ne peut se faire qu'au bout d'une infinité d'itération. Ainsi, les principales difficultés rencontrées avec 
ce type d'algorithmes sont le nombre élevé d'évaluations de la fonction objectif objF  et la difficulté de 

prendre en compte les contraintes. Ces dernières sont le plus souvent intégrées grâce à la méthode des 
pénalités qui consiste soit à éliminer ces solutions (par exemples si elles conduisent à sortir de l'espace de 
validité du modèle ou de l'espace calculable), soit à pénaliser fortement la fonction objectif objF  en 

ajoutant à cette dernière une terme qui dépend du degré de violation des contraintes. 
Nous pouvons citer trois méthodes heuristiques qui ont déjà conduit à des travaux de recherche 

dans le domaine du génie électrique : 

- les algorithmes génétiques (ou méthodes évolutionnaires)  [56] : Ils reposent sur une 
analogie avec la théorie de l'évolution naturelle de Darwin. Ainsi, à chaque itération, les 
nouvelles "générations" sont créées par croisements et mutations des anciennes et selon 
un processus de sélection qui consiste à éliminer les plus mauvaises solutions. Ce type 
d'algorithme donne lieu à de nombreuses recherches en mathématiques appliquées (de 
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telle sorte que de nombreuses variantes existent) et il convient surtout aux problèmes 
combinatoires ; 

- la méthode du recuit simulé  [57] : Cette méthode, proposée en 1983 par Kirkpatrick, 
repose sur une analogie avec la thermodynamique et plus spécifiquement le 
refroidissement lent d'un corps en fusion. On cherche à reproduire ce phénomène qui 
conduit à une minimisation de l'énergie, pour optimiser de la même façon une fonction 
objectif objF  ; 

- l'optimisation par la recherche taboue  [58] : la recherche taboue utilise une exploitation 
aléatoire de l'espace des solutions associée à une mémoire qui consiste en une liste 
taboue qui conserve l'historique de la recherche et en particulier des meilleures solutions. 
Cette méthode a surtout été utilisée pour des problèmes combinatoires tels que le routage 
de véhicule ou les terminaux téléphoniques. 

Les deux dernières méthodes ont été relativement peu appliquées au dimensionnement optimal. En 
revanche, la relative facilité d'implémentation et la qualité de recherche des solutions des algorithmes 
génétiques ont conduit plusieurs acteurs du génie électriques à les utiliser. Au niveau français, nous 
pouvons citer entre autres les travaux de Almaki, au Laboratoire de Génie Électrique de Paris (LEGP), sur 
l'optimisation d'actionneurs électriques en utilisant les algorithmes génétiques et la modélisation 
numérique par éléments finis  [37]. Il n'est pas étonnant d'ailleurs de relier ces deux outils dans la mesure 
où les algorithmes génétiques ne demandent pas le calcul de dérivées qui est l'un des principaux freins à 
l'utilisation des méthodes déterministes avec les modèles numériques. Nous pouvons aussi citer les travaux 
récents de Moreau, doctorant à l'Institut de Recherche en Électrotechnique et Électronique de Nantes 
Atlantique, qui a optimisé la forme des dents d'une machine à réluctance variable pour application 
éolienne  [59] ou encore ceux menés dans le cadre de l'opération "Machines non conventionnelles" du 

GDR ME2MS par le SATIE, le GREEN et le GE-44 sur l'optimisation d'une machine rapide  [60]. La 
référence  [61], qui résulte d'un travail collaboratif mené entre le LEEP et le LEG dans le cadre du GDR 
ME2MS également, a permis de comparer ces différentes méthodes entre elles sur les cas concrets de 
dimensionnements optimaux d'un moteur à aimants permanents sans balais et d'un transformateur 
triphasé. Ces trois méthodes stochastiques ont aussi été comparées avec une méthode de gradient de type 
programmation quadratique séquentielle (SQP) consistant à ramener à chaque itération le problème à un 
problème d'optimisation quadratique. Les résultats ont confirmé ce qui est dit plus haut : la méthode 
déterministe est plus rapide et plus précise, mais elle peut se faire piéger par des optima locaux, ce qui 
n'est pas le cas des méthodes stochastiques qui ont montré toutes les trois des comportements 
relativement similaires. La conclusion de ce travail est que la bonne voie consiste probablement à coupler 
des méthodes évolutionnaires et des méthodes déterministes. Les premières permettent de faire du 
"nichage" en déterminant des zones d'optima et les secondes permettent ensuite de converger rapidement 
sur les optima locaux de chaque zone. 
 

II.5.3.3.2.  Multi-agent 
En dehors des méthodes évolutionnaires, il existe de nombreuses méthodes plus ou moins 

développées et plus ou moins adaptées à la problématique du dimensionnement en génie électrique. On 
peut citer, par exemple, la méthode d'optimisation par essaims particulaires (OEP)  [62] qui a été utilisée au 
sein du L2ES pour l'optimisation du circuit d'alimentation d'air d'une PAC de 5 kW [cf. Figure 5]. En effet, 
dans  [63], Tekin et al. ont utilisés un formalisme unifié pour optimiser à la fois la machine électrique 
synchrone à aimants permanents entraînant le compresseur (i.e., la tête de compression) et la loi de 
commande non-linéaire utilisant la logique floue. Ce formalisme unifié a permis, d'une part, de minimiser le 
rapport entre l'énergie consommée par le groupe moto-compresseur et l'énergie délivrée par la PAC au 
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système sur un cycle de conduite normalisé qui a été diminué de 19 à 7 % et, d'autre part, de diminuer la 
masse de la machine électrique passant de 1,7 à 0,9 kg avec un rendement supérieur à 90 %. 

L'avantage de l'OEP au niveau de la conception concerne la facilité de mise en œuvre. Cette 
méthode peut être rapidement mise en place pour un non spécialiste de l'optimisation et l'analogie 
biologique présente un caractère pédagogique, dans le sens où le réglage des paramètres est 
relativement intuitif. Néanmoins, cette méthode pêche d'une part par le grand nombre d'itérations 
nécessaires pour converger et d'autre part par la difficulté de prendre en compte les contraintes qui sont 
toujours très nombreuses dans les problèmes de dimensionnement. Il s'agit en fait de défauts communs à 
toutes les méthodes stochastiques. 
 

II.6.  Démarche retenue pour la méthodologie de conception pour la motorisation de 
compresseur pour le système pile à combustible 

Le choix d’utiliser l’optimisation pour la conception de la MSAP, nous pousse tout naturellement à 
nous orienter vers une modélisation analytique de leur fonctionnement. 

La première étape consiste donc à mettre en œuvre un modèle analytique d'un moteur synchrone à 
aimants permanents. C'est le cœur de ce travail de thèse, de plus c'est aussi une étape très importante, 
car la pertinence des résultats de l'optimisation dépend de la capacité du modèle à traduire la réalité du 
moteur électrique. Néanmoins, sa mise en œuvre nécessite l’utilisation de simulations numériques, 
notamment au niveau de la validation de l’allure des inductions magnétiques dans l’entrefer réel et de la 
cohérence des hypothèses inhérentes au modèle analytique, sans modifications profondes des 
performances calculées. De plus, la difficulté de traduire certains phénomènes (par exemple, les pertes 
mécaniques par frottement dans les roulements, etc.) sous la forme d’équations mathématiques impose 
l’introduction de coefficients empiriques tirés d'essais expérimentaux. 

Le modèle analytique constitué d'un jeu d'équations peut ensuite être implanté dans un logiciel de 
dimensionnement chargé de la phase d'optimisation. Cette dernière est effectuée à l'aide d'une méthode 
déterministe (par exemple, la méthode du gradient conjugué, etc.). Notre outil de dimensionnement par 
optimisation sous contraintes sera ainsi directement développé dans le logiciel Mathcad®. 

Finalement, la solution obtenue de l'optimisation doit être validée par des simulations numériques 
ou des mesures pour caractériser plus finement la solution obtenue. Cette validation est nécessaire afin de 
vérifier que l'on reste dans les limites de validité du modèle analytique du moteur  [31]. En effet, il faut que 
la solution obtenue soit conforme à la réalité, au regard des hypothèses simplificatrices faites lors de 
l’élaboration du modèle. 
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DÉVELOPPEMENT 

D'UN MODÈLE ANALYTIQUE 
POUR 
LES MACHINES SYNCHRONES 
À AIMANTS PERMANENTS 
SANS PIÈCES POLAIRES 
À INDUCTEUR INTÉRIEUR OU EXTÉRIEUR 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

"Je suis électrotechnicien et non historien des 
mathématiques. Mais c'est dans les mathématiques 
que je cherche des éléments de réponse à des 
questions importantes pour l'électrotechnique.", 
F. Dubas. 
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I.  Introduction 
epuis la fin des années 70, l'utilisation des aimants permanents à base de terres rares 
n'a fait que croître dans le domaine des machines électriques tournantes ou linéaires. 
Initialement cantonnés aux micromoteurs ou aux applications de haute technologie, ces 

aimants permanents sont utilisés dans de nombreuses machines tournantes en particulier dans le 
domaine de la robotique ou celui des entraînements électriques. Pour tous ces cas, le problème du coût 
élevé de ces aimants permanents est compensé par un accroissement notable des performances, par 
exemple sur l'accélération ou la puissance massique. Ces améliorations sont obtenues grâce aux 
aimants eux-mêmes, mais aussi à leur utilisation judicieuse. Les structures des MSAPs diffèrent 
essentiellement par la disposition des aimants dans les circuits magnétiques. Ainsi des études purement 
électromagnétiques sont orientées vers la recherche de structures plus intéressantes avec pour objectif 
de concevoir des actionneurs toujours plus performants  [64]. Des études de contrôle et de commande 
ont été menées pour analyser l'adaptation de la machine, suivant sa structure, au convertisseur auquel 
elle sera associée  [65]. 

Le dimensionnement d'un actionneur électrique associé à son dispositif d'alimentation est une 
tâche assez complexe. Une approche par calcul numérique des champs électromagnétiques basés sur la 
méthode des éléments finis, des différences finies ou des intégrales aux frontières  [39]- [40] et  [65]- [66] 
permet une modélisation très fine du comportement électromagnétique de la structure. Malheureusement, 
ce type de représentation est mal adapté à une utilisation itérative et ne permet pas aisément de prendre 
simultanément en compte d'autres phénomènes physiques tels que les aspects thermiques par exemple, 
qui sont déterminants pour le dimensionnement  [3],  [29],  [43],  [67]- [69], etc. Dès lors, il est préférable 
d'opter pour des représentations analytiques 2D ou 3D, moins fines il est vrai, mais beaucoup mieux 
adaptées à une utilisation itérative et à la nature pluridisciplinaire d'un problème de dimensionnement 
optimal. Comparés aux calculs purement numériques, les calculs analytiques sont plus rapides, souvent 
moins précis et se prêtent mieux aux études paramétriques. C'est pour ces principales raisons qu'ils 
s'adaptent mieux au dimensionnement de beaucoup de machines électriques tournantes  [70]. L'outil 
analytique ne devra pas être trop simplifié pour ne pas s'éloigner des phénomènes réels. 

Dans le présent chapitre, un modèle analytique général des MSAPs sans pièces polaires à 
inducteur intérieur ou extérieur et à induit encoché, schématisées sur les Figures 10 et 11, est proposé. Ce 
chapitre s'articule autour de quatre paragraphes distincts : 

- la modélisation géométrique permettant de lier les différentes dimensions géométriques 
des MSAPs entre elles par des relations simples ; 

- la modélisation magnéto-thermique des matériaux magnétiques utilisés dans les MSAPs 
qui influent quantitativement sur le fonctionnement électromécanique du système (i.e., les 
aimants permanents et les matériaux ferromagnétiques doux utilisés pour les tôles 
statoriques et la culasse rotorique). Le but principal de ce paragraphe est de présenter 
rapidement les modélisations retenues pour chacun d'eux ; 

- la modélisation de la répartition des courants de l'induit (r.c.) produite par un bobinage 
quelconque. Le but principal de ce paragraphe est de déterminer une formule générale 
de cette répartition pour les bobinages imbriqués à plusieurs couches alimentés par un 
courant de forme sinusoïdal ou rectangulaire (créneaux de 120 °) ; 

- la modélisation électromagnétique qui s'appuie sur un calcul analytique en 2D formulée 
en coordonnées polaires du potentiel vecteur magnétique en magnétostatique et en 
magnétodynamique avec la prise en compte de l'influence des courants de Foucault est 
présentée. 

 

D 
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II.  Modélisation géométrique des structures étudiées 
II.1.  Introduction 

Les grandeurs géométriques sont liées entre elles par des relations simples indépendantes du point 
de fonctionnement du moteur, qui sont aisément déduites de l'analyse de la structure de la machine et des 
plans de construction. Il s'agit entre autres des équations reliant les paramètres géométriques du moteur 
ou encore des expressions des masses des différentes parties du système. Ces équations sont établies de 
telle sorte qu'elles présentent un important degré de généricité afin d'être applicables au plus grand 
nombre de moteurs présentant une topologie similaire. 
 

II.2.  Définition géométrique 
Les Figures 10 et 11 montrent respectivement une coupe transversale restreinte à une paire de pôles 

et le détail d'une dent statorique pour deux topologies de MSAPs montés en surface, l'une à inducteur 
intérieur et l'autre à inducteur extérieur. La plupart des paramètres géométriques sont représentés sur ces 
deux figures. 

Néanmoins le modèle analytique décrivant la structure géométrique, tel qu'il est développé, présente 
certaines restrictions. En effet contrairement à  [46] et  [71], le modèle ne tient compte ni de l'excentricité 
des aimants permanents, ni de leur forme particulière aux extrémités (par exemple, d'éventuels 
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Figure 10 :  Coupe transversale des différentes topologies de machines synchrones à aimants permanents 
(MSAPs) montés en surface à inducteur (a) intérieur et (b) extérieur. 
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Figure 11 :  Détail d'une dent statorique pour les deux topologies considérées : inducteur (a) intérieur et (b) extérieur. 
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épanouissement au bord des aimants permanents), mais seulement de la hauteur et de l'angle d'ouverture 
des aimants [cf. Figure 12]. Enfin, l'analyse ne s'applique qu'aux moteurs pour lesquels l'induit possède 
des dents et des encoches trapézoïdales. 
 

II.3.  Définition de l'inducteur 
II.3.1.  Équations décrivant les dimensions du rotor 
Le rotor, composé d'une culasse cylindrique en acier ferromagnétique doux, dont les propriétés 

magnétiques seront développées plus loin, est défini par sa longueur rotL , ses rayons r1R  et r2R , 

respectivement le rayon du rotor adjacent au vide et adjacent aux aimants permanents, et son épaisseur 

crh . Nous avons donc la relation suivante : 

 

( )cr str r2 r1h k R R= ⋅ − , (4) 
 

avec strk  le coefficient des topologies ( strk 1=  pour un inducteur intérieur et strk 1= −  pour un inducteur 

extérieur). 
En notant 

rotvρ  et rotS , respectivement la masse volumique et la surface du rotor [Équation (5)], la 

masse du rotor rotM  vaut : 

 

( )rot cr r2 r1S h R R= π ⋅ ⋅ + , (5) 

rotrot v rot rotM S L= ρ ⋅ ⋅ . (6) 
 

II.3.2.  Équations décrivant les dimensions des aimants permanents 
Les 2p aimants permanents, p étant le nombre de paires de pôles de la machine, disposés sur la 

surface du rotor ont la forme de tuiles de longueur aL , de rayons r2R  et aR  (le rayon des aimants 

permanents adjacents à l'entrefer), d'épaisseur ah  et d'angle mécanique aΘ . Nous pouvons alors écrire la 

relation suivante : 
 

( )a str a r2h k R R= ⋅ − . (7) 
 

Si p pΘ = π  représente l'angle mécanique polaire, alors le coefficient d'arc polaire des aimants 

permanents est défini par : 
 

a
a

p

Θ
α =

Θ
. (8) 

 

En notant 
avρ  et aS , respectivement la masse volumique et la surface des aimants permanents 
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Figure 12 :  Géométrie des aimants permanents à inducteur extérieur  [5] : (a) Structure réelle et (b) Structure 
implantée dans le modèle. 
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[Équation (9)], la masse totale des aimants permanents aM  vaut : 
 

( )a a a a r2S h R R= α ⋅ π ⋅ ⋅ + , (9) 

aa v a aM S L= ρ ⋅ ⋅ . (10) 
 

II.4.  Définition de l'induit denté 
II.4.1.  Équations décrivant les dimensions du stator 
Le stator est constitué d'un empliment de tôles ferromagnétiques isolées, serrées ou bien collées, de 

longueur staL  dont les propriétés magnétiques seront développées plus loin [cf. Chap. 2-§  III.5.]. Nous 

nous limiterons ici à une description purement géométrique. 
Pour le paramétrage global du stator, cinq rayons sont définis : le rayon du stator adjacent à 

l'entrefer réel s1R , des isthmes de la dent adjacents à l'ouverture d'encoche is1R , des isthmes de la dent 

adjacents à l'encoche is2R , du haut de l'encoche eR  et enfin du stator adjacent au vide s2R . À partir de 

ces paramètres, on peut définir d'autres paramètres géométriques utiles comme la hauteur basse is1h  et 

haute is2h  des isthmes de la dent, de l'encoche eh  et enfin de la culasse statorique csh , donnés par : 
 

( )is1 str is1 s1h k R R= ⋅ − , (11) 

( )is2 str is2 s1h k R R= ⋅ − , (12) 

( )e str e is2h k R R= ⋅ − , (13) 

( )cs str s2 eh k R R= ⋅ − . (14) 
 

Par conséquent, la hauteur dh  allant du fond de l'encoche au pied des isthmes de la dent vaut : 

 

( )d is2 e str e s1h h h k R R= + = ⋅ − . (15) 
 

Le détail d'une dent statorique, pour les différentes topologies [cf. Figure 11], permet de définir plus 
précisément les angles relatifs aux dents et aux encoches du stator. Si esN  est le nombre total d'encoches 

(ou de dents) au stator, alors l'angle mécanique dentaire odΘ  (ou de l'ouverture dentaire) peut être défini 

par la relation (16). Néanmoins, ce dernier peut aussi s'exprimer à l'aide de eΘ  et dΘ , respectivement les 

angles mécaniques de l'encoche et de la dent : 
 

od e d
es

2
N

π
Θ = = Θ + Θ  où e oe is2Θ = Θ + ⋅ Θ , (16) 

 

avec esN 2p q= ⋅ ⋅m , m étant le nombre de phases, q le nombre d'encoches par pôle et par phase, oeΘ  

l'angle mécanique de l'ouverture d'encoche et isΘ  l'angle mécanique d'un isthme de la dent. 

Si 
stavρ  et fk  représentent respectivement la masse volumique et le coefficient de foisonnement des 

tôles ferromagnétiques, alors la masse totale du stator staM  [Équation (20)] est déterminée en effectuant 

la somme des masses de la culasse statorique csM  et de celle des dents dM  et de leurs isthmes isM . 
 

stacs f v cs staM k S L= ⋅ ρ ⋅ ⋅ , (17) 

stad es f v d staM N k S L= ⋅ ⋅ ρ ⋅ ⋅ , (18) 

stais es f v is staM N k S L= ⋅ ⋅ ρ ⋅ ⋅ , (19) 
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sta cs d isM M M M= + + , (20) 
 

avec : csS  la surface de la culasse statorique : ( )cs cs s2 eS h R R= π ⋅ ⋅ + , (21) 

 dS  la surface d'une dent : ( )d
d d e s1S h R R

2
Θ

= ⋅ ⋅ + , (22) 

 isS  la surface des isthmes d'une dent : ( ) 2
is str is1 is2 is is s1S k R R sin R⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⋅ Θ − Θ ⋅⎣ ⎦ . (23) 

 

II.4.2.  Équations décrivant les dimensions du bobinage 
II.4.2.1.  Expression des différentes longueurs du cuivre 

Nous proposons, dans cette section, des expressions relativement simples qui semblent donner une 
bonne approximation des longueurs réelles de cuivre comme nous le verrons dans le paragraphe relatif 
au calcul de la résistance équivalente de l'enroulement d'induit [Équations (272) et (278)]. 

L'enroulement de l'induit denté est constitué de plusieurs spires formant des bobines élémentaires 
identiques, connectées entre elles en parallèle ou en série, afin de réaliser les différentes phases de la 
machine électrique tournante. 

La longueur d'une spire [Équation (33)] peut être décomposée en deux parties. En effet, chaque 
spire est constituée de deux conducteurs (aller et retour) de longueurs égales et de deux raccords 
extérieurs aux encoches aller et retour qui forment les têtes de bobines. 
La longueur de la partie active d'un conducteur 

actcondL  est facile à calculer [cf. Figure 26]. En l'absence 

d'inclinaison des encoches, elle est égale à la longueur réelle du stator et si les encoches sont inclinées (ou 

vrillées) d'un angle incΘ , appelé angle mécanique de vrillage des dents [Équation (25)], elle vaut  [3] : 

 

( )act
sta

cond
inc

L
L

cos
=

Θ
, (24) 

inc inc odyΘ = ⋅ Θ , (25) 
 

avec incy  représentant le pas d'inclinaison qui est compté en nombre entier d'angle mécanique 

dentaire  [72]. 

Par contre, la longueur d'une tête de bobine 
tbcondL  [Équations (32)] est un paramètre difficile à 

apprécier. Elle est décomposée, elle aussi, en deux parties : la première correspond au fil reliant les deux 
encoches dans un plan parallèle aux tôles du stator [Équations (30)] et la deuxième correspond à la partie 
tournante du fil reliant deux fois ce plan à la partie active du conducteur [Équation (31)]. En effet, ces 
longueurs dépendent en grande partie du type de bobinage considéré, du diamètre du conducteur, du 
chevauchement des bobines et enfin du savoir faire du bobineur. 
Nous définissons bΘ  l'angle mécanique du bobinage classique par la relation (26). On notera que, quel 

que soit le bobinage considéré (à pas diamétral, raccourci, ou allongé occupant une ou plusieurs 
couches), cet angle mécanique conserve la même expression. 
 

b b odyΘ = ⋅ Θ , (26) 
 

avec by  représentant le pas de bobinage classique [Équation (C.22)] qui est compté en nombre entier 

d'angle mécanique dentaire  [73]. 
À cause du chevauchement des bobines, nous supposons que chacun des conducteurs de l'induit est 
parfaitement centré au milieu de la surface de l'encoche, hors surface d'une éventuelle cale de fermeture 
amagnétique [Équation (28)]. Si e1S  et e2S  représentent respectivement la surface basse et haute de 
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l'encoche [Équations (29)], alors le rayon de la position radiale d'un conducteur centré cR  est déterminé 

en effectuant l'égalité des deux surfaces [cf. Figure 13] : 
 

( )2 2
e is2

c

R R
R

2

+
= , (27) 

( )2 2e
cfa str is2 s1 isS k R R S

2
Θ

= ⋅ ⋅ − − , (28) 

( )2 2e
e1 str c is2S k R R

2
Θ

= ⋅ ⋅ − , (29a) 

( )2 2e
e2 str e cS k R R

2
Θ

= ⋅ ⋅ − . (29b) 

 

Dans ces conditions, la longueur de la première 
tb1condL  dépend essentiellement de l'angle mécanique du 

bobinage classique et de la position radiale d'un conducteur centré. D'après la Figure 14, cette longueur peut 
s'exprimer de deux manières différentes selon la valeur de l'angle mécanique de bobinage classique : 
 

( )
tb1cond b e cL R= Θ − Θ ⋅  (si bΘ  grand), (30a) 

( )⎡ ⎤= ⋅ ⋅ Θ − Θ⎣ ⎦tb1cond c b eL 2 R sin 2  (si bΘ  petit). (30b) 
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Figure 13 :  Représentation de la position radiale d'un conducteur centré dans l'encoche : inducteur (a) intérieur 
et (b) extérieur. 
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Figure 14 :  Définition des longueurs d'une tête de bobine pour bΘ  : (a) grand et (b) petit. 
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La longueur de la deuxième partie 
tb2condL  vaut deux fois la largeur d'une encoche, car il y a toujours 

deux bobines l'une sur l'autre au niveau des têtes de bobines  [3]. Nous obtenons donc la formule 
suivante : 
 

tb2cond e cL 2 R= ⋅ Θ ⋅ . (31) 

 

Et la longueur d'une tête de bobine vaut finalement : 
 

tb tb1 tb2cond cond condL L L= + . (32) 

 

Par conséquent, la longueur totale d'une spire spL  est définie par la relation suivante : 

 

( )act tbsp cond condL 2 L L= ⋅ + . (33) 

 

Comme chaque bobine est composée de spN  spires en série par bobine (ou encoche), la longueur 

totale d'une bobine vaut alors : 
 

b sp spL N L= ⋅ . (34) 
 

Par ailleurs, chaque conducteur d'une spire est lui-même réalisé à l'aide de fcuN  fils de cuivre ronds, 

de diamètre normalisé fcuD , associés en parallèle. La longueur totale du cuivre utile à la réalisation de 

l'enroulement est égale au produit de la longueur d'une bobine par le nombre de bobines bN  

[Équation (36)] et par le nombre de fils de cuivre ronds fcuN . 

 

cutot b fcu bL N N L= ⋅ ⋅ , (35) 

es c
b

N N
N

2
⋅

= , (36) 

 

avec cN  le nombre de couches (ou d'étages) de conducteurs dans une encoche. 

Par ailleurs, la longueur totale du cuivre utile peut aussi s'exprimer à l'aide de la longueur totale d'une 
spire et du nombre de spires en série par phase sppN  [Équation (38)] : 

 

cutot vp spp fcu spL N N N L= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅m , (37) 

b sp
spp

vp

N N
N

N

⋅
=

⋅m
, (38) 

 

avec vpN  le nombre de voies de bobinages en parallèle (ou circuits en parallèle). 

 

II.4.2.2.  Expression du taux de remplissage 
Le taux de remplissage du bobinage est une donnée particulièrement intéressante car il permet de 

connaître la faisabilité de l'enroulement en fonction des techniques de bobinage. Pour des moteurs produits 
en grande série (par exemple, comme ceux d'auxiliaires automobiles), le bobinage de l'induit est réalisé 
automatiquement et le taux de remplissage peut difficilement dépasser 30 %. Si ce taux est supérieur à cette 
valeur limite, le bobinage doit se faire manuellement ce qui est trop coûteux en grande série  [5]. 
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La surface d'une encoche eS , hors surface de l'éventuelle cale de fermeture amagnétique, est 

définie à partir des dimensions propres à l'encoche [Équations (29)]. Tandis que la surface de cuivre par 
encoche 

ecuS  [Équation (39)] est directement liée au nombre de conducteurs présents dans l'encoche et à 

leur section condS . 
 

e ecu cond condS N S= ⋅ , (39) 
2

fcu
cond fcu

D
S N

4
π ⋅

= ⋅ , (40) 

 

avec 
econd c spN N N= ⋅  le nombre de conducteurs par encoche. 

Le taux de remplissage rτ , exprimé en pour-cent, est donné par le rapport entre la surface de cuivre 

dans une encoche et la surface de l'encoche (hors surface de la cale de fermeture amagnétique) : 
 

( )
e ecu cu

r
e e1 e2

S S
100 100

S S S
τ = ⋅ = ⋅

+
. (41) 

 

II.4.2.3.  Expression de la masse totale du cuivre 
En notant 

cuvρ  la masse volumique du cuivre, la masse totale du cuivre cuM  vaut : 

 

cucu v b cond bM N S L= ρ ⋅ ⋅ ⋅ . (42) 

 

II.5.  Définition de l'entrefer réel 
L'épaisseur réelle de l'entrefer est simplement définie par : 

 

( )str s1 ae k R R= ⋅ − . (43) 
 

II.6.  Définition de la masse totale des parties actives 
Les organes non électromagnétiques du moteur (tels que les enroulements mécaniques, les flasques 

magnétiques, etc.) n'apparaissent pas dans l'expression de la masse totale. La masse totale telle qu'elle est 
définie ici permet d'avoir une idée de grandeur du coût total des matériaux principaux des structures 
étudiées. Elle s'exprime simplement en fonction des masses des différentes parties : 
 

tot rot a cs cuM M M M M= + + + . (44) 
 

II.7.  Définition du moment d'inertie des masses tournantes 
Le moment d'inertie des masses tournantes Jpt  (ou de la partie tournante) est défini par : 

 
n

i 1

2
i iJ M D

=

= ⋅∑pt , (45) 

 

avec iM  et iD  respectivement la masse et le diamètre de giration du ième élément tournant. Dans le cas 

considéré ici, tous calculs faits, on obtient : 
 

( ) ( )rot cr r2 r1 a a a r2
1 1

J M h R R M h R R
2 2

= ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ +pt . (46) 
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III.  Modélisation magnéto-thermique des matériaux magnétiques 
III.1.  Introduction 

Ce paragraphe a pour objectif de décrire les propriétés physiques des matériaux magnétiques 
utilisés (i.e., les aimants permanents et les matériaux ferromagnétiques doux utilisés pour les tôles 
statoriques et la culasse rotorique) qui influencent quantitativement le fonctionnement électromécanique 
du système et de présenter rapidement les différentes modélisations retenues pour chacun d'eux. 
 

III.2.  Généralités 
En tout point d'une structure magnétique, on peut relier le vecteur induction magnétique B  au vecteur 

champ magnétique H par ( )B H= f  où la fonction f  dépend des propriétés physiques du milieu 7. 

Dans le vide les vecteurs magnétiques B  et H sont colinéaires et liés par la relation : 
 

0B H= µ ⋅ , (47) 
 

avec 0µ  la perméabilité du vide égale à 74 10 H m−π × . 

Dans un milieu magnétique quelconque mais isotrope 8, ces vecteurs restent toujours colinéaires. 

On définit le vecteur aimantation magnétique M  (ou la polarisation magnétique 0J M= µ ⋅ ) qui indique 

l'influence du milieu. Les vecteurs magnétiques H et M  se superposent pour créer le vecteur B  selon la 
relation suivante : 
 

( )0 0B H M H J= µ ⋅ + = µ ⋅ + . (48) 

 

Les vecteurs M  et J  rendent compte du même phénomène. Par la suite on utilisera principalement J , 
comme il est d'usage en électrotechnique. 
D'un point de vue macroscopique, quand les matériaux ferromagnétiques sont placés dans un champ 

électromagnétique extérieur, il se crée une polarisation propre au matériau ( ) ( )i 0 rJ H H H= µ ⋅ χ ⋅  qui est 

due à la polarisation des domaines 9  [74]. Lorsque l'on supprime ce champ extérieur, il reste une 

polarisation résiduelle (ou rémanente) r rJ B=   [75]- [76] : 
 

( )i r 0 r rJ J J H H B= + = µ ⋅ χ ⋅ + , (49) 

 

où rχ  et rB  représentent respectivement la susceptibilité magnétique relative 10 et le vecteur induction 

rémanente d'un matériau magnétique. Par conséquent, on obtient la relation suivante : 
 

( )0 r rB 1 H H B⎡ ⎤= µ ⋅ + χ ⋅ +⎣ ⎦ . (50) 

                                              
7  Dans le langage des physiciens, B  désigne le vecteur champ magnétique et H  le vecteur excitation magnétique. 

En électrotechnique, B  désigne le vecteur induction magnétique et H  le vecteur champ magnétique. 
8  Un élément est dit isotrope s'il possède les mêmes propriétés physiques dans toutes les directions. 
9  Petites régions dans lesquelles les dipôles magnétiques s'orientent localement (Organisation en domaines : 
domaine de Weiss et paroi de Bloch). 
10  Ce coefficient de proportionnalité dépend du type matériau : paramagnétique : r 0χ >  (Cste), diamagnétique : 

r 0χ <  (Cste), et ferromagnétique : r 0χ >  (non Cste). 
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En introduisant la perméabilité magnétique relative du matériau ( ) ( )r rH 1 Hµ = + χ  et en utilisant la 

perméabilité magnétique absolue ( ) ( )0 rH Hµ = µ ⋅ µ  la relation (50) conduit à : 

 

( ) rB H H B= µ ⋅ + . (51) 

 

III.3.  Classification 
Si on applique à des matériaux ferromagnétiques un champ magnétique H extérieur variable et 

ayant la même direction que la polarisation magnétique J  (i.e., la direction de l'axe de facile 

aimantation), on obtient alors des caractéristiques ( )B H  et ( )J H , appelées cycles d'hystérésis majeurs. Les 

caractéristiques de ces cycles (valeurs typiques, forme, surface, etc.) permettent une classification des 
matériaux ferromagnétiques en deux grandes familles  [76] : 

- les matériaux magnétiques durs qui sont les aimants permanents ; 

- les matériaux magnétiques doux qui ne présentent des propriétés magnétiques qu'en 
présence d'une excitation extérieure. 

La Figure 15 montre la forme des cycles d'hystérésis majeurs, caractéristique ( )B H , pour les deux cas évoqués. 

 

III.4.  Modélisation magnéto-thermique des aimants permanents 
III.4.1.  Courbe de désaimantation 
Les aimants permanents doivent présenter un cycle d'hystérésis aussi large que possible 

[cf. Figure 15(a)], puisque les aimants permanents doivent conserver leur aimantation même en présence 
d'un champ magnétique extérieur. Dans la quasi-totalité des applications (en particuliers dans les 

machines électriques) le vecteur champ magnétique des aimants permanents aH  est démagnétisant, c'est-

à-dire qu'il s'oppose aux vecteurs induction magnétique aB  et polarisation magnétique aJ  dans les 

aimants permanents. Seule la partie du cycle d'hystérésis appartenant au second quadrant (i.e., dans le 
quart de plan aH 0<  et aB 0> ) est représentée sous la dénomination courbe de désaimantation 11. On 

obtient alors des caractéristiques ( )a aB H  et ( )a aJ H  semblables à celles représentées sur la Figure 16(a). 

                                              
11  On parle de courbe de désaimantation dans la mesure où on applique un champ extérieur qui tend à s'opposer à 

la polarisation résiduelle rJ  des aimants permanents, donc à désaimanter les aimants permanents. 
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[ ]B T
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0

Courbe de première aimantation

Cycle d’hystérésis majeur
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[ ]B T

[ ]H A m

0

Courbe de première aimantation

Cycle d’hystérésis majeur

 
Rque : Le cycle des matériaux magnétiques doux présente une échelle très dilatée de l'axe des abscisses. 

(a) (b) 

Figure 15 :  Formes générales des cycles d'hystérésis pour les matériaux magnétiques (a) durs et (b) doux  [76]. 
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Dans ce quadrant, on peut définir : 

- l'induction et la polarisation rémanente, raB  et raJ , qui sont des indicateurs de la qualité 

potentielle des aimants permanents en terme de création de flux magnétique ; 

- le champ coercitif intrinsèque J
caH  qui est le champ démagnétisant nécessaire pour 

annuler la polarisation magnétique, et le champ coercitif B
caH  annulant l'induction 

magnétique dans la matière. Plus la valeur de J
caH  est élevée, plus les aimants 

permanents peuvent supporter un champ démagnétisant important ; 

- le produit d'énergie volumique ( )maxBH , qui définit la valeur énergétique des aimants 

permanents par unité de volume ; les valeurs mB  et mH  définissent le point de 

fonctionnement correspondant à ( )maxBH  par rapport à la droite de charge 12, λ. 

                                              
12  C'est une droite passant par l'origine qui représente le lieu de points de fonctionnement associés au circuit de 
perméance de l'entrefer. 

0

[ ]a aJ ,B T
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J
caH− B
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ra90% J⋅

0.9
kH−

•
Droite de charge, λ

mH−

mB
( )maxBH

 0

[ ]aJ T

raJ

[ ]aH A m−
J
caH−

ra90% J⋅

0.9
kH−

ra raJ J′ <

•

0.9
a kH H− < − Cycle de recul

 
(a) (b) 

Figure 16 :  Courbe de désaimantation : (a) Limite admissible du champ démagnétisant. (b) Irréversibilité de 
l'action d'un champ magnétique sur la polarisation d'un aimant permanent entraînant sa désaimantation. 

 

Tableau 2 :  Grandeurs caractéristiques comparées de quelques aimants frittés. 

VALEURS CARACTÉRISTIQUES 
Ferrites Nd-Fe-B Sm-Co 

Perméabilité magnétique relative, raµ  [–] 1,05 à 1,1 1,02 à 1,3 1,03 à 1,1 

Induction rémanente à a0 20 C= °T , ra0B  [T] 0,2 à 0,4 0,8 à1,2 0,5 à 1 

Champ coercitif à a0 20 C= °T , B
ca0H  [kA/m] 152 à 289 606 à 735 386 à 723 

Champ coercitif intrinsèque à a0 20 C= °T , J
ca0H  [kA/m] 200 à 300 1000 à 2000 500 à 1500 

Champ de rigidité limite à a0 20 C= °T , 0.9
k0H  [kA/m] 100 à 200 800 à 1800 300 à 1200 

Énergie volumique, ( )maxBH  [ 3kJ m ] 10 à 40 100 à 300 50 à 250 

Température de Curie, 
aCuT  [°C] 450 300 à 325 450 à 1500 

Température limite de fonctionnement, 
amaxT  [°C] 350 150 à 180 200 à 250 

Résistivité électrique, 
arρ  [ mΩ ⋅ ] 610−×  1010  1,4 à 1,6 0,5 à 0,9 

Coefficient de température pour l'induction rémanente, raB∆  [%/K] -0,2 -0,07 à -0,16 -0,005 à -0,07 
Coefficient de température pour le champ coercitif intrinsèque, 

J
caH∆  [%/K] 

0,22 à 0,42 -0,35 à -0,9 -0,25 

Masse volumique, 
avρ  [ 3kg m ] 5000 7200 à 7500 8200 à 8500 
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On peut classer les différents types d'aimants permanents en fonction de ces trois paramètres. Ce 
sont principalement ceux-ci qui vont déterminer le choix du concepteur  [76]. Le Tableau 2 fixe des ordres 
de grandeur des caractéristiques physiques des principaux aimants permanents frittés utilisés dans les 
machines électriques tournantes  [76]- [77]. 
 

III.4.2.  Influence de la température 
III.4.2.1.  Champ coercitif intrinsèque et induction rémanente des aimants permanents 

L'augmentation de la température de fonctionnement aT  se traduit par  [78] : 

- des pertes ou des gains en stabilité qui sont liés aux variations du champ coercitif 

intrinsèque J
caH  des aimants permanents, qui décroît pour les aimants à base de terres 

rares et croît pour les aimants à base de ferrites, avec la température de fonctionnement 

aT  [cf. Figure 17(a)] ; 

- des pertes réversibles d'aimantation (les aimants permanents perdent de leur puissance) 
qui sont liées aux variations de l'induction rémanente raB  des aimants permanents, qui 

décroît avec la température aT  pour s'annuler à la température limite dite de Curie, 

aCuT . Au-delà de cette température, les aimants permanents perdent leurs propriétés 

ferromagnétiques et deviennent des matériaux paramagnétiques. Toute élévation de la 
température aT  entraîne de ce fait un abaissement de la courbe de désaimantation au 

niveau de raB  [cf. Figure 17(b)]. 

Ainsi, le champ coercitif intrinsèque et l’induction rémanente des aimants permanents dépendent 
tous les deux de la température aT . Cette influence sera quantifiée, par une relation linéaire, à l’aide des 

deux facteurs J
caH∆  et raB∆  qui représentent respectivement les variations du champ coercitif intrinsèque 

et de l’induction rémanente des aimants permanents lorsque la température aT  s’élève de 1 K. On 

obtient donc : 
 

( ) ( )J J J
ca a ca0 ca a a0H H 1 H⎡ ⎤= ⋅ + ∆ ⋅ −⎣ ⎦T T T , (52) 

( ) ( )ra a ra0 ra a a0B B 1 B⎡ ⎤= ⋅ + ∆ ⋅ −⎣ ⎦T T T , (53) 

 

avec a0T  la température ambiante des aimants permanents, J
ca0H  et ra0B  respectivement le champ 

coercitif intrinsèque et l'induction rémanente des aimants permanents à la température a0T . 
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Figure 17 :  Variation thermique : (a) Champ coercitif intrinsèque. (b) Induction rémanente des aimants  [79]. 
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III.4.2.2.  Résistivité électrique des aimants permanents 
Le coefficient 

ar∆ρ , représentant la variation de la résistivité électrique des aimants permanents 

lorsque la température aT  s'élève de 1 K, n'est pas donné par les constructeurs des aimants permanents. 

Nous supposerons que la résistivité électrique des aimants permanents 
arρ  est constante et indépendante 

de la température aT . 

 

III.4.3.  Valeur limite du champ démagnétisant 
Lors du démarrage ou de fonctionnement en régime de défaut, le courant d'alimentation des 

machines électriques tournantes peut être important. Les aimants permanents doivent alors pouvoir 
supporter le champ de réaction d’induit correspondant. En pratique, chaque concepteur a donc besoin de 
savoir jusqu’à quelle valeur limite de champ démagnétisant il peut opérer pour un matériau donné. On 

désigne par 0.9
kH−  cette limite admissible, que l’on appelle champ de rigidité limite. À la suite de 

plusieurs travaux sur les aimants permanents à base de terres rares (notamment par D. L. Mart, General 
Electric, États-Unis), les spécialistes s’accordent à penser qu’un bon compromis consiste à conserver, en 
toutes circonstances, au moins 90 % de la polarisation rémanente des aimants permanents 

[cf. Figure 16(a)]. 0.9
kH  désigne ainsi, sur la courbe de désaimantation, le champ qu'il faut appliquer aux 

aimants permanents pour réduire son aimantation de 10 %  [79]. 
Si le champ démagnétisant dépasse le champ de rigidité limite, les aimants permanents subissent 

alors une démagnétisation irréversible : en amenant le champ magnétique aH  à une valeur inférieure à 

0.9
kH− , on revient sur un cycle d'hystérésis mineur à l’intérieur du cycle principal, appelé cycle de recul, ce 

qui équivaut à une diminution de raJ  [cf. Figure 16(b)]. Ce phénomène est très important dans les 

machines électriques tournantes car une démagnétisation irréversible des aimants permanents, même 
partielle, implique une diminution de l'induction magnétique dans l'entrefer de la machine et par 
conséquent une dégradation irrémédiable de ses performances (couple et rendement). Il faut donc 
toujours protéger les aimants permanents d'une machine électrique tournantes de champs 
démagnétisants trop importants  [3]. 

De plus, d'après la relation (52), on peut supposer que le champ 0.9
kH  varie lui aussi sensiblement 

avec la température aT  et on admettra une approximation linéaire du type : 

 

( ) ( )0.9 0.9 J
a ca a a0k k0H H 1 H⎡ ⎤= ⋅ + ∆ ⋅ −⎣ ⎦T T T , (54) 

 

avec 0.9
k0H  le champ de rigidité limite des aimants permanents à la température a0T . On notera que cette 

relation permet de caractériser le risque de désaimantation des aimants permanents suivant leurs 
températures. 
 

III.4.4.  Influence de la direction d'aimantation 

En coordonnées cylindriques, le vecteur induction rémanente des aimants permanents ( )ra a rB ,Θi T  a 

une intensité constante égale à ( )ra aB T  [Équation (53)] et dépend de la direction d'aimantation  [75]. 

L'angle rΘ  désigne la position angulaire mécanique de l'inducteur dont la référence, Θ =r 0 rad. , se 

trouve au centre d'un aimant Nord. La Figure 18 représente un aimant permanent mettant en évidence 
deux types d'aimantation : radiale [cf. Figure 18(a)] et parallèle [cf. Figure 18(b)]. Si les aimants 
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permanents sont radialement homogènes (i.e., qu'ils ne dépendent que de la variable rΘ ), alors le 

vecteur induction rémanente des aimants permanents ( )ra a rB ,Θi T  peut s'exprimer par : 

 

( ) ( ) ( )r
ra a r ra a r r ra a rB , B , u B , uΘ

ΘΘ = Θ ⋅ + Θ ⋅i i iT T T , (55) 

 

avec i l'indice de la direction d'aimantation (R : Radiale ou P : Parallèle) ; ru  et uΘ  respectivement les 

vecteurs unitaires des différentes composantes du vecteur induction rémanente ; ( )r
ra a rB ,Θi T  et ( )ra a rB ,Θ Θi T  

les composantes radiale et tangentielle du vecteur induction rémanente des aimants permanents. 

La Figure 19 illustre la forme d'onde des composantes ( )r
ra a rB ,Θi T  et ( )ra a rB ,Θ Θi T , sous une  paire de pôles, 

suivant la direction d'aimantation dans un référentiel lié à l'inducteur. Les composantes radiale et tangentielle 

du vecteur induction rémanente des aimants permanents ( )ra a rB ,Θi T  étant périodique (de période p2 ⋅ Θ ), 

on peut les exprimer sous la forme de séries de Fourier complexes. En vertu de l'origine en rΘ  choisie, la 

composante ( )r
ra a rB ,Θi T  est paire tandis que ( )ra a rB ,Θ Θi T  est impaire. De plus, de par la condition de 

symétrie en demi-onde, leurs développements ne font pas intervenir de terme de rang pair. Le détail des 

calculs, pour les fonctions ( )r
ra a rB ,Θi T  et ( )ra a rB ,Θ Θi T , est fourni dans l'Annexe B. On obtient alors : 

 

( ) ( ) ( )j s rv
v

v 1, 3...

e
r / r /
ra a r ra aB , e

+∞

=

⋅ ΘΘ Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑i iT TB g
 vp∀ , (56a) 

 

avec : ( )
vs r rvpΘ = ⋅ Θg , (56b) 

 

j 1= −  l'opérateur complexe, v l'indice des harmoniques spatiaux et ( )
v

r /
ra a

ΘB i T  l'amplitude complexe 

des harmoniques de rang v de la composante radiale ou tangentielle du vecteur induction rémanente des 
aimants permanents qui s'exprime par : 
 

( ) ( )
v v

r / r /
ra a ra a ra2 BΘ Θ= ⋅ ⋅B i iT T K  vp∀ , (56c) 

 

où 
v

r /
ra

ΘK i  représente une fonction harmonique complexe qui est définie dans le Tableau 3 pour les deux 

types d'aimantation (radiale et parallèle). Le développement de cette fonction harmonique complexe est 
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Figure 18 :  Représentation d'un aimant permanent avec une direction d'aimantation : (a) radiale et (b) parallèle. 
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réalisé dans l'Annexe B. Ce paramètre dépend essentiellement : 

- de la direction d'aimantation (radiale ou parallèle) ; 

- du nombre de paires de pôles, p ; 

- et du coefficient d'arc polaire des aimants permanents [Équation (8)], aα . 

La Figure 20 met en évidence l'évolution de la composante radiale [cf. Figure 20(a)] et tangentielle 
[cf. Figure 20(b)] d'une aimantation parallèle par rapport à une aimantation radiale en fonction du 
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Figure 19 :  Distribution spatiale des composantes (i) radiale et (ii) tangentielle du vecteur induction rémanente des 
aimants permanents, sous une paire de pôles, suivant une direction d'aimantation (a) radiale et (b) parallèle. 

 

Tableau 3 :  Expressions analytiques de la fonction harmonique complexe 
v

r /
ra

ΘiK  suivante 

la direction d'aimantation des aimants permanents. 

DIRECTION D'AIMANTATION 
FONCTION 

Radiale ( )=i R  Parallèle ( )=i P  

Fonction harmonique complexe radiale, 
v

r
raK i  [–] ( )α ⋅

va oa vpK  
v1
+C  

Fonction harmonique complexe tangentielle, 
vra

ΘK i  [–] 0 j
v1
−− ⋅C  

Coefficient d'ouverture des aimants permanents, ( )
voaK x  [–] p p

a asin
2 2

Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ α ⋅ ⋅ α ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x x  

Fonction générale, 
v1
±C  [–] ( ) ( )α ⎡ ⎤⋅ + ± −⎣ ⎦v v

a
oa oavp 1 vp 1

2
K K  
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coefficient d'arc polaire des aimants permanents, aα , et du nombre de paires de pôles, p. On peut 

aisément constater que la direction d'aimantation n'a quasiment plus aucune influence sur la composante 
radiale lorsque le nombre de paires de pôles est élevé et ceci quelle que soit la valeur imposée à aα . En 

ce qui concerne la composante tangentielle, on remarquera qu'elle existe toujours pour un nombre de 

paires de pôles élevé (inférieure à 10 % par rapport à ( )ra a rB ,Θ ΘR T , a∀T  et rΘ , pour p 15> ). 

Néanmoins, l'influence de aα  permettra de diminuer cette composante. Par exemple, pour a 0,5α =  et 

p 15=  on aboutit à 5 % par rapport à ( )ra a rB ,Θ ΘR T , a∀T  et rΘ . 

 

III.4.5.  Caractéristique magnétique des aimants permanents – Prise en compte de la 
température 

Dans les matériaux modernes 13, on suppose que la susceptibilité magnétique relative ( )ra Hχ  des 

aimants permanents dépend peu du champ magnétique appliqué, donc que la perméabilité magnétique 
relative de l'aimant permanent raµ  est quasiment constante  [77]. La caractéristique de démagnétisation 

peut donc être assimilée à une droite de pente d 0 raµ = µ ⋅ µ  et d'ordonnée à l'origine l'induction rémanente 

des aimants permanents ( )ra aB T  [Équation (53)]. On supposera néanmoins que cette hypothèse reste 

valable tant que le champ magnétique des aimants permanents reste inférieur à ( )0.9
akH T  [Équation (54)]. 

Finalement, en utilisant les relations (51) et (55), on retiendra la relation suivante liant l'induction 

magnétique ( )a a rB ,Θi T  au champ magnétique ( )a a rH ,Θi T  des aimants permanents à leur température de 

fonctionnement aT  : 

 

( ) ( ) ( )a a r d a a r ra a rB , H , B ,Θ = µ ⋅ Θ + Θi i iT T T , (57) 

 

avec B
d ra0 ca0B Hµ =  la perméabilité magnétique différentielle des aimants permanents (valeur souvent 

très proche de la perméabilité de l'air 0µ   [77]) où B
ca0H  représente le champ coercitif des aimants 

permanents à la température a0T . Cette relation permet de caractériser le comportement magnétique et 

thermique des aimants permanents. 

                                              
13  Les aimants à base de ferrite et de terres rares, tels que les Néodyme-Fer-Bore et les Samarium-Cobalt. 
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Figure 20 :  Évolution de la composante (a) radiale et (b) tangentielle d'une aimantation parallèle par rapport 
à une aimantation radiale en fonction de aα  et de p. 
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III.5.  Modélisation magnéto-thermique des matériaux ferromagnétiques doux 
Généralement les tôles statoriques et la culasse rotorique sont constituées de matériaux 

ferromagnétiques doux supposés isotropes. Leurs caractéristiques magnétiques ( )mat matB H  peuvent être 

supposées indépendantes de la température de fonctionnement. On supposera aussi que leurs résistivités 
électriques 

matrρ  sont constantes. Les paramètres matB  et matH  représentent respectivement l'induction et 

le champ magnétique d'un matériau ferromagnétique doux avec mat l'indice pour les tôles statoriques 
(mat = sta) et l'acier rotorique (mat = rot). 

La caractéristique ( )mat matB H  vérifie la même équation que les aimants permanents 

[Équation (57)], mais leur induction rémanente est faible et leur perméabilité relative est élevée (de 50 à 
10 000 selon le matériau). Du fait de leur faible rémanence, le cycle d'hystérésis des matériaux 
magnétiques doux est étroit [cf. Figure 15(b)] et leur caractéristique magnétique peut être assimilée à une 
courbe de première aimantation, appartenant au premier quadrant (i.e., dans le quart de plan matH 0>  

et matB 0> )  [3]. La Figure 21 représente la courbe de première aimantation d'un matériau 

ferromagnétique doux. On peut alors distinguer trois zones : 

- la zone linéaire qui est définie par : 
 

mat mat matB H= µ ⋅ , (58a) 
 
avec µ = µ ⋅ µmat 0 rmat  la perméabilité magnétique absolue d'un matériau ferromagnétique doux où µrmat  

représente la perméabilité magnétique relative à l'origine, 

- le coude de saturation qui est défini par : 
 

( )mat mat mat matB H H= µ ⋅ , (58b) 

 

- et enfin, la zone de saturation qui est définie par : 
 

matmat 0 mat satB H B= µ ⋅ + . (58c) 

 

avec 
matsatB  l'induction magnétique dite de saturation d'un matériau ferromagnétique doux. 

Pour pouvoir utiliser la caractéristique ( )mat matB H  des matériaux ferromagnétiques doux dans un 

modèle analytique, il faut la mettre sous la forme d'une équation mathématique  [3],  [5] et  [46]. Dans la 

littérature  [8],  [30] et  [80] de nombreuses modélisations analytiques ou numériques (fonctions splines) ont 
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[ ]matB T

•

•

Zone de saturation
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matsatB

0µµ = µ ⋅µmat 0 rmat

 
Figure 21 :  Décomposition en zone de la courbe de première aimantation. 
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été proposées. Ainsi, les relations suivantes donnent des exemples de modélisation analytique qui 

permettent de représenter la caractéristique ( )mat matB H  des matériaux ferromagnétiques doux : 

- une fonction simple  [8] : 
 

( )− ⎡ ⎤⋅ π ⋅ µ − ⋅ µ ⋅
= µ ⋅ + ⋅ ⎢ ⎥

π ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

mat

mat

sat rmat 0 mat1
mat 0 mat

sat

2 B 1 H
B H tan

2 B
, (59) 

 

- une fonction avec réglage de coude  [8] : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )mat

2
f mat f mat f mat

mat 0 mat sat
H H 1 H H 1 4 1 a H H

B H B
2 1 a

⎡ ⎤+ − − − ⋅ − ⋅⎣ ⎦= µ ⋅ + ⋅
⋅ −

, (60a) 

( ) ( )= µ ⋅ µ − ⋅
mat

mat
f mat 0 rmat

sat

H
H H 1

B
, (60b) 

 

avec a le coefficient de réglage du coude à déterminer (compris entre 0 et 0,5) ; 

- une fonction à champ faible  [30] : 
 

4
3

2 6
1 5

4
3

khb kmat h
k kh h

mat h mat h matkhb kmat h

e
A

H k b k b
m

1 e

−

−

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥+ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

, (61) 

 

- et une fonction à saturation dite de Marrocco  [80] : 
 

( )
( )1

4 1
2

1
3

2 kh
mat h hmat

mat mat h2 kh0
mat h

b k kB
H B k

b k

⋅

⋅

⎡ ⎤
⋅ −⎢ ⎥

= ⋅ +⎢ ⎥µ ⎢ ⎥+⎣ ⎦

. (62) 

 

Le paramètre matb  représente la valeur réduite de l'induction magnétique matB  ramenée sur un Tesla ; et 

ihk  les coefficients d'interpolation des différentes fonctions, qui rendent l'erreur d'interpolation intε  

minimale [Équation (A.2)] par rapport aux N points significatifs extraits de la caractéristique ( )mat matB H  

réelle donnée par le constructeur, en utilisant une méthode d'interpolation numérique [cf. Annexe A]. On 
notera que les relations (61) et (62) permettent d'utiliser plus facilement le théorème d'Ampère le long 
d'une ligne moyenne d'induction. 

La Figure 22 représente les courbes de première aimantation des matériaux magnétiques les plus 
courants, un alliage fer-silicium (Fev 250-35 HA) pour les tôles statoriques et un acier ordinaire 
(Id 35 cd 4) pour la culasse rotorique, avec leur modélisation analytique en utilisant les fonctions à champ 
faible et à saturation. De plus, le Tableau 4 fixe les ordres de grandeur des caractéristiques physiques de 
ces deux types de matériaux magnétiques. 

L'utilisation analytique de ces différentes expressions [Équation (59) à (62)] avec un coefficient de 
saturation  [75] permet de prendre en compte la non linéarité des matériaux ferromagnétiques doux. Les 

auteurs  [3],  [5] et  [46] en détaillent le principe et la méthode, dans le but d'optimiser des machines 
synchrones à aimants permanents saturées. Contrairement à ces derniers, nous décidons d'utiliser la 
relation (58a) linéaire, car nous avons choisi de dimensionner des machines synchrones à aimants 
permanents non saturées. En outre, la volonté d'évaluer analytiquement et de façon formelle les pertes 
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par courants de Foucault dans la culasse rotorique, impose de considérer un comportement linéaire du 
matériau rotorique. 
 

IV.  Modélisation de la répartition des courants de l'induit 
IV.1.  Introduction 

La répartition des courants de l'induit produite par un bobinage quelconque est le moyen rigoureux 
d'étude des machines électriques tournantes. Elle est définie comme la somme cumulée des ampères-tours 
rencontrés lorsque l'on se déplace le long de l'entrefer réel, e [Équation (43)]. En effet, à chaque passage 
au droit d'une encoche, la r.c. est augmentée algébriquement de la valeur du courant total d'alimentation 
présent dans ladite encoche. C'est évidemment une fonction périodique non-sinusoïdale provoquée par 
des harmoniques  [72] : 

- de distribution du bobinage de l'induit, liés à l'angle occupé par les bobines de chaque 
phase, appelés harmoniques spatiaux qui tournent à des vitesses différentes ; 

- de denture, produits par la localisation discrète des bobines dans les encoches ; 

- temporels, liés à l'évolution instantanée (ou forme d'onde temporelle) de l'intensité du 
courant d'alimentation résultant des événements de commutation, par exemple des six 
étapes de commutation ou de la modulation de largeur d'impulsion (MLI, en 
anglais : Pulse Width Modulation, soit PWM). 

Ce paragraphe a donc pour objectif de déterminer une formule générale de la r.c. de l'induit ( )c s, tδ Θ  

d'un bobinage imbriqué à plusieurs couches, pour un courant d'alimentation quelconque ( )gi t , en série 

de Fourier complexe avec des harmoniques spatio-temporels dans un référentiel lié à l'induit (au stator). 
L'angle sΘ  désigne la position angulaire mécanique de l'induit dont la référence, Θ =s 0 rad. , se trouve 

au centre de la première phase (phase-A). 
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Figure 22 :  Courbes de première aimantation des matériaux magnétiques les plus courants. 

 

Tableau 4 :  Grandeurs caractéristiques comparées de deux matériaux ferromagnétiques doux. 

VALEURS 
CARACTÉRISTIQUES Alliage fer-silicium mat sta=  

(Fev 250-35 HA) 
Acier ordinaire mat rot=  

(Id 35 cd 4) 
Perméabilité magnétique relative à l'origine, µrmat  [–] 8640 1123 

Induction magnétique à saturation, 
matsatB  [T] 1,75 2,2 

Température limite de fonctionnement, 
matmaxT  [°C] -40 à 160 

Résistivité électrique, 
matrρ  [ mΩ ⋅ ] 710−×  1,299 2,366 

Masse volumique, 
matvρ  [ 3kg m ] 7600 7860 

 



IV.  Modélisation de la répartition des courants de l'induit. 
 

 

55 
 

IV.2.  Décomposition harmonique de la répartition des courants de l'induit 
IV.2.1.   Démarche 
Entreprendre au cas par cas la décomposition en série de Fourier complexe de l'onde déterminée de 

la r.c. serait un travail laborieux et ne permettrait pas d'extraire les paramètres généraux  [72]. Il est donc 
préférable de suivre la démarche générique suivante : 

- déterminer la décomposition spatiale en série de Fourier complexe de la r.c. : 

1 d'une encoche isolée, 
2 d'une bobine quelconque, 
3 des bobines d'une phase, 
4 et enfin de toutes les phases. 

- déterminer la décomposition temporelle en série de Fourier complexe du courant 
d'alimentation quelconque ; 

- et déduire finalement le développement harmonique de la r.c. avec des harmoniques 
spatio-temporels. 

Nous développons dans l'Annexe C les calculs relatifs à cette démarche. 
 

IV.2.2.   Expression générale spatio-temporelle de la répartition des courants de l'induit 
L'expression générale spatio-temporelle de la r.c. ( )c s, tδ Θ  produite par les m phases d'un 

bobinage imbriqué à plusieurs couches, dans un référentiel lié à l'induit, s'exprime par les relations (C.25) 

de l'Annexe C. En vertu de l'origine en sΘ  et 0 tω ⋅  choisi, la fonction ( )c s, tδ Θ  est impaire. De plus, de 

par la condition de symétrie en demi-onde, le développement ne fait intervenir que des termes de rang 
impair pour la représentation spatiale et des termes de rang impair non multiples de 3 pour la 
représentation temporelle. 

 

( ) ( )j d su,v,s

u,v
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e
,t

c s c, t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
⎧ ⎫
⎪ ⎪

δ Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ R g
 pr 

u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
, (63a) 

 

avec : ( ) ( )
u,v,sd s s 0, t vp u tΘ = ⋅ Θ + ⋅ ω ⋅ − ϕg , (63b) 

 

où u représente l'indice des harmoniques temporels, t le temps, ϕ le déphasage harmonique du courant 
par rapport à la tension d'alimentation, 0 0pω = ⋅ Ω  la pulsation électrique du synchronisme avec 0Ω  la 

vitesse angulaire de synchronisme et 
u,vcR  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la r.c. 

produite par les m phases du bobinage de l'induit qui s'exprime par : 
 

u,v vuc c2= ⋅ ⋅R I R  pr 
u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
 (63c) 

 

Dans cette relation, uI  représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang u du courant 

d'alimentation [Équation (C.23b)] : 
 

uiu I 2= ⋅ ⋅I K  ∀up , (64) 
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Le paramètre I  représente la valeur efficace d'un courant sinusoïdal et 
uiK  le coefficient de forme d'onde 

du courant d'alimentation qui est défini par la relation (C.24a) pour une alimentation sinusoïdale et par la 
relation (C.24b) pour une alimentation rectangulaire (créneaux de 120 °). La forme d'onde idéale et le 

spectre harmonique de ces deux courants d'alimentations ( )gi t  sont représentés respectivement sur la 

Figure 23, où l'indice g correspond aux différentes phases d'alimentation (pour la phase-A : g 0= , pour 

la phase-B : g 1=  et pour la phase-C : g 2= ). On notera que pour notre étude, nous considérons que la 

valeur efficace du courant rectangulaire est égale à celle du courant sinusoïdal 14. 
Et enfin, la fonction 

vcR  qui représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de la r.c. 

produite par les m phases du bobinage de l'induit [Équation (C.25c)] : 
 

j
vv

spp
oe bc

es

N
v

N
= − ⋅ ⋅ ⋅ π ⋅ ⋅ ς ⋅R m K  vp∀ . (65) 

 
Le paramètre ς = Θ Θoe oe od  représente le coefficient d'arc dentaire de l'ouverture d'encoche et 

v v v vb oe ob dist= ⋅ ⋅K K K K  le coefficient de bobinage classique  [72] et  [81]- [82]. Les différents coefficients 

intervenant dans le coefficient de bobinage classique sont définis dans le Tableau 5. Le développement de 
ces divers facteurs est réalisé dans l'Annexe C. Ils dépendent essentiellement : 

- du coefficient d'arc polaire de l'ouverture dentaire, α = Θ Θod od p  ; 

                                              
14  En clair, nous travaillons à valeur efficace constante, donc à pertes Joules constantes. 
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Figure 23 :  Forme d'onde et spectre harmonique du courant d'alimentation : (a) sinusoïdale et (b) rectangulaire. 
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- du coefficient d'arc dentaire de l'ouverture d'encoche, ςoe  ; 

- du nombre de paires de pôles, p ; 

- du nombre d'encoches par pôle et par phase, q ; 

- du nombre de couches de conducteurs dans une encoche, cN  ; 

- de la différence entre le pas diamétral et le pas de bobinage de la première couche, 1N  ; 

- du nombre d'encoches de décalage entre deux couches consécutives, 2N  ; 

et implicitement du pas du bobinage classique by  [Équation (C.22)]  [73] : 

 

by q= ⋅m  pour un pas diamétral ; (66a) 

by q< ⋅m  pour un pas raccourci ; (66b) 

by q> ⋅m  pour un pas allongé. (66c) 
 

Soit une machine bipolaire (i.e., p 1= ) à aimants permanents montés en surface qui fonctionne à 

une vitesse de rotation, 0N , égale à 10 000 tr/min. La machine électrique tournante considérée possède 

un bobinage triphasé (i.e., 3=m ) imbriqué dont le schéma de bobinage est représenté sur la Figure 24. 

 
Tableau 5 :  Différents coefficients intervenant dans le coefficient de bobinage classique 

vbK . 

DÉFINITION EXPRESSION 

Coefficient d'ouverture d'encoche, 
voeK  [–] ( )

vod oeςK  

Coefficient d'ouverture du bobinage classique, 
vobK  [–] 

v vb1 2dcK⋅K  

Coefficient de distribution du bobinage classique, 
vdistK  [–] ( ) ( )

v vod odq 1K K  

Coefficient d'ouverture dentaire, ( )
vodK x  [–] p p

od odsin vp vp
2 2

Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ ⋅ α ⋅ ⋅ ⋅ α ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x x  

Coefficient d'ouverture du bobinage de la première couche, 
vb1K  [–] 

Θ⎛ ⎞
⋅ ⋅ ⋅ α ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
v

p
op 1 odcos vp N

2
K  

Coefficient de décalage entre deux couches consécutives, 
v2dcK  [–] ( ) ( )

v vod c 2 od 2N N N⋅K K  

Coefficient d'ouverture polaire, 
vopK  [–] p psin vp vp

2 2

Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Figure 24 :  Schéma d'un bobinage triphasé imbriqué à pas raccourci de 5/6 

avec cN = 2 , q = 2  et p =1. 
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Les caractéristiques dimensionnelles principales de ce type de bobinage entrelacé sont définies dans le 

Tableau 6. Si la forme d'onde du courant d'alimentation ( )gi t  appliqué à la machine est sinusoïdale ou 

rectangulaire (créneaux de 120 °) avec une valeur efficace I égale à 3,28 A [cf. Figure 23], alors la forme 

d'onde et le spectre harmonique de la répartition spatio-temporelle des courants de l'induit ( )c s, tδ Θ  

produite par les m phases sont caractérisés sur la Figure 25. Ces différentes courbes sont représentées 
sous une paire de pôle, dans un référentiel lié à l'induit, à l'instant t égal à =0t 0 s . On notera 

principalement que l'augmentation du nombre d'harmonique temporel, u, (i.e., le passage d'un courant 
sinusoïdal à un courant rectangulaire) permet de diminuer l'amplitude de la r.c. spatio-temporelle 
produite par les m phases. 
 

IV.2.3.   Atténuation des harmoniques de denture de la répartition des courants de l'induit 
IV.2.3.1.   Introduction 

Sous la dénomination d'harmoniques de denture se cachent en réalité deux phénomènes. Le 
premier qui est dû à la présence des encoches, sous l'aspect perturbation locale du champ magnétique 
qu'elles introduisent (à cause de la modulation de la perméance d'entrefer), et le deuxième qui est lié à la 

forme en escalier de la courbe de la r.c. ( )c s, tδ Θ  produite par les m phases du bobinage de l'induit. On 

notera, dès maintenant, que les harmoniques de denture liés aux perturbations locales du champ 
électromagnétique ne seront pas abordés dans cette section et seront brièvement développées plus loin au 
niveau du couple électromagnétique [cf. Chap. 3-§  III.4.3.]. 

Généralement, contre le deuxième phénomène, on se contente d'agir globalement par l'inclinaison 
(ou le vrillage) de l'armature statorique car les moyens d'action locaux sont souvent limités voire peu 

efficaces  [72] et  [83]. Afin d'atténuer les harmoniques de denture de la r.c. ( )c s, tδ Θ  produite par les m 

phases du bobinage de l'induit, nous allons déterminer le coefficient d'inclinaison des dents statoriques. 
 

IV.2.3.2.   Modélisation de l'inclinaison de l'armature statorique 
Fixons l'origine des angles située au milieu des tôles ferromagnétiques, comme indiqué sur la 

Figure 26. Si le vrillage total des tôles ferromagnétiques correspond à un angle mécanique incΘ  

[Équation (25)] au centre géométrique, alors on en déduit que le terme générique de la série de Fourier 
 

Tableau 6 :  Paramètres dimensionnels principaux du bobinage triphasé imbriqué. 

PARAMÈTRES VALEURS 

Nombre d'encoches par pôles et par phase, q [–] 2 
Nombre total d'encoches (ou de dents) au stator, esN  [–] 12 

Nombre de couches de conducteurs dans une encoche, cN  [–] 2 

Nombre de bobines, bN  [–] 12 

Nombre de spires par bobine, spN  [–] 12 

Nombre de voies de bobinage en parallèle (ou circuits en parallèle), vpN  [–] 1 

Nombre de spires en série par phase, sppN  [–] 48 

Coefficient d'arc polaire de l'ouverture dentaire, odα  [%] 16,667 

Coefficient d'arc dentaire de l'ouverture d'encoches, oeς  [%] 20 

Différence entre le pas diamétral et le pas de bobinage de la première couche, 1N  [–] 0 

Nombre d'encoches de décalage entre deux couches consécutives, 2N  [–] 1 

Pas de bobinage classique (pas raccourci), by  [–] 5 

Pas d'inclinaison, incy  [–] 0 
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complexe s'exprime par : 
 

( )
( )j inc

s 0
sta

inc u,v
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e

vp u t
L

c s c, t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⎡ ⎤⎛ ⎞Θ
⋅ ⋅ Θ + ⋅ + ⋅ ω ⋅ −ϕ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪δ Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ R
x

 pr 
u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
. (67) 
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Figure 25 :  Forme d'onde et spectre harmonique de la répartition spatio-temporelles des courants de l'induit pour le 
bobinage imbriqué de la Figure 24 avec une alimentation : (a) sinusoïdale ou (b) rectangulaire. 
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Figure 26 :  Représentation de l'inclinaison de l'armature statorique pour une topologie à inducteur intérieur. 
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La variable x  repère la position de la section par rapport au centre qui varie de staL 2−  à staL 2 

[cf. Figure 26]. La valeur moyenne de la r.c. spatio-temporelle produite par les m phases d'un bobinage 
imbriqué à plusieurs couches, dans un référentiel lié à l'induit, avec l'inclinaison de l'armature statorique 
est définie par : 
 

 ( ) ( )
L 2sta

inc inc
L 2sta

c s c s
sta

1
, t , t d

L
−

δ Θ = ⋅ δ Θ ⋅∫ x   

⇔  ( ) ( )j d su,v,s
inc u,v

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e

inc
,t

c s c
inc

sin vp
2

, t e
vp

2

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ

⎧ ⎫Θ⎛ ⎞⋅⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠δ Θ = ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬Θ⎪ ⎪⋅
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ R g
  

⇔  ( ) ( )j d su,v,s
incinc u,v

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,t

cc s , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪δ Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ R g
 pr 

u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
, (68) 

 

avec inc u,v
cR  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la r.c. produite par les m phases 

avec l'inclinaison de l'armature statorique qui est égale à 
u,vcR , mais en remplaçant le coefficient de 

bobinage classique 
vbK  [Équation (C.18)] par le coefficient de bobinage effectif 

vb′K  qui s'exprime par : 

 

v v vb b inc′ = ⋅K K K  vp∀ , (69) 
 

où ( )K K=
v vinc od incy  représente le coefficient d'inclinaison (ou de vrillage) des dents statoriques  [72] et 

 [82]. Notons que le coefficient d'inclinaison 
vincK  est bien égal à 1 pour une machine non-vrillée. 

D'après de nombreux auteurs, la meilleure solution consiste à incliner les encoches par rapport à 
l'axe de la machine d'un angle mécanique proche de l'ouverture dentaire odΘ  (ou plus exactement, d'un 

pas d'inclinaison incy  égal à 1). La Figure 27 représente la forme d'onde et le spectre harmonique de la 

répartition spatio-temporelle des courants de l'induit avec l'inclinaison de l'armature statorique ( )incy 1=  

en appliquant les courants d'alimentation définis dans le paragraphe précédent. L'inclinaison de 
l'armature statorique aura pour effet additionnel de réduire tous les harmoniques, y compris le 
fondamental, mais bien sûr d'autant moins que son rang sera plus éloigné  [72]. On peut dès lors, avec 
une approximation raisonnable, qu'on serait du reste à même chiffrer, confondre la courbe avec son 
terme fondamental et ce quel que soit le type de bobinage. 
 

V.  Modélisation électromagnétique des structures étudiées 
V.1.  Introduction 

Tous les systèmes rencontrés en électrotechnique (transformateurs, machines électriques, 
contacteurs, etc.) fonctionnent sur la base des lois de l'électromagnétisme  [84]- [85]. Durant leur 
fonctionnement, ces différents systèmes sont soumis à l'action du champ électromagnétique (magnétique 
et/ou électrique). Par exemple, dans les machines électriques tournantes, les enroulements ou les aimants 
permanents produisent un champ magnétique constant, ou variable dans l'espace et dans le temps. Dans 
les conducteurs, le champ électrocinétique assure la circulation du courant électrique et, enfin dans les 
matériaux magnétiques, les champs magnétique et électrique se combinent pour créer des courants de 
Foucault. La connaissance du champ électromagnétique permet alors d'avoir accès au calcul des 
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performances du système à étudier ainsi que de décrire son fonctionnement en régime permanent ou 
transitoire. En effet, dans les actionneurs électriques, l'évaluation du champ électromagnétique en chaque 
point de l'espace permet de déduire les flux électromagnétiques (utiles ou de fuites), la force 
électromotrice (f.e.m.) en fonctionnement en générateur à vide, le couple électromagnétique en 
fonctionnement en charge, les ampères tours consommés dans les circuits magnétiques, les différentes 
inductances, etc. Il s'avère donc nécessaire de calculer le champ magnétique ou/et le champ électrique 
pour comprendre, modéliser et dimensionner le système à étudier. 

Le champ électromagnétique, dans les machines électriques tournantes, peut se calculer de façon 
numérique ou analytique. La première voie représentée par les méthodes des éléments finis  [8], des 
différences finies ou d'intégrales aux frontières conduit à des programmes d'utilisation générale. Nous 
nous sommes tournés vers la deuxième [cf. Chap. 2 §  I.] qui laisse le choix entre les schémas équivalents 
établis à l'aide de tubes de flux (la méthode des réseaux de réluctances) et les équations analytiques 
exactes provenant de la résolution formelle des équations de Maxwell en magnétostatique ou en 
magnétodynamique (la méthode des équations formelles). C'est cette dernière méthode qui a été utilisée 
parce qu'elle est très intéressante dans un objectif de dimensionnement dans la mesure où elle fait 
intervenir directement les grandeurs dimensionnelles des structures étudiées. 

Dans ce paragraphe, nous établissons donc à partir des relations de Maxwell une équation aux 
dérivées partielles (EDP) générale linéaire en 2D avec pour inconnu le potentiel vecteur magnétique. 
Suivant certaines hypothèses, nous l'établissons et la résolvons dans trois zones concentriques 
d'épaisseurs, de perméabilités magnétiques relatives et de conductivités électriques constantes : l'entrefer 
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Figure 27 :  Forme d'onde et spectre harmonique de la répartition spatio-temporelle des courants de l'induit 
avec l'inclinaison de l'armature statorique pour le bobinage imbriqué de la Figure 24 avec une 

alimentation : (a) sinusoïdale ou (b) rectangulaire. 
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corrigé par le coefficient de Carter classique, la couronne aimantée (conductrice) et la culasse rotorique 
(conductrice). Les équations de passage aux frontières permettent alors, en introduisant les deux sources 
de champ (les courants d'alimentation et les aimants permanents) à l'aide du théorème de superposition, 
de relier les différentes solutions et d'obtenir une expression du potentiel vecteur magnétique total dans les 
différentes régions. Les grandeurs locales s'en déduisent automatiquement à l'aide des expressions 
analytiques obtenues. 
 

V.2.  Équations aux dérivées partielles générales 
V.2.1.   Équations de Maxwell 

V.2.1.1.  Équations complètes 
Tous les phénomènes électromagnétiques, que l'on veut généralement étudier au sein des dispositifs 

électrotechniques classiques, sont régis  [84]- [85] : 

- par les quatre équations de Maxwell : 
 

( ) B
rot E

t
∂

= −
∂

 Théorème de Faraday, (70a) 

( )div B 0=  Conservation du flux magnétique, (70b) 

( ) s
D

rot H J
t

• ∂
= +

∂
 Théorème d'Ampère, (70c) 

( )div D •= ρ  Théorème de Gauss, (70d) 

 

avec E  le vecteur champ électrique, sJ
•  le vecteur densité de courant, D  le vecteur de déplacement (ou 

induction) électrique et •ρ  la densité volumique de charge électrique. 

- par l'équation définissant la conservation de la charge : 
 

sdiv J 0
t

•
• ∂ρ⎛ ⎞ + =⎜ ⎟

∂⎝ ⎠
, (71) 

 

- et enfin par les équations relatives aux matériaux pour un milieu isotrope et linéaire : 
 

rB H B= µ ⋅ +  Équation des matériaux magnétiques, (72a) 

D E= ε ⋅  Équation des matériaux électriques, (72b) 

sJ E• = σ ⋅  Loi d'Ohm, (72c) 

 

avec 0 rε = ε ⋅ ε  la permittivité absolue d'un matériau diélectrique où 0ε  représente la permittivité du vide 

égale à 128,854 10 F m−×  et rε  la permittivité relative du matériau diélectrique (parfois appelée 

constante diélectrique) ; et r1σ = ρ  la conductivité électrique d'un matériau électromagnétique où rρ  

représente la résistivité électrique du matériau électromagnétique. 
 

V.2.1.2.  Équations simplifiées en régimes quasi-stationnaires 
V.2.1.2.1.   Introduction 

L'appellation classique des états quasi-stationnaires signifie que le terme ∂ ∂D t  est négligeable 

devant •
sJ . Dans le domaine de l'électrotechnique, la formulation des états quasi-stationnaires peut ainsi 
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être utilisée pour prévoir tout ce qui concerne les conducteurs (même mauvais), tandis que l'étude détaillée 
des phénomènes se produisant dans les diélectriques ne peut s'effectuer qu'en considérant les équations 
complètes sans approximation. Cette étude détaillée est le plus souvent inutile (les phénomènes 
importants sont ceux qui concernent les conducteurs), aussi la considération des états quasi-stationnaires 
suffit en général pour résoudre la plupart des problèmes liés aux machines électriques tournantes  [85]. 
 

V.2.1.2.2.   Approximation des régimes quasi-stationnaires 
En précisant ce qui est évoqué dans le paragraphe précédent, les états quasi-stationnaires sont 

définis suivant les relations précédentes [Équations (70) à (72)] mais en remplaçant la relation (70c) par : 
 

( ) srot H J •= . (73) 

 

On peut remarquer que l'ensemble de ces équations est illogique : 

- a priori, le champ électrique E  dépend du temps et, par conséquent, D t∂ ∂  n'est pas nul; 

- on écrit cependant la relation (73) en négligeant le terme en D t∂ ∂ . 

C'est cette hypothèse qui correspond aux états quasi-stationnaires. Pour préciser cela, supposons que 
j 0 te ⋅ω ⋅  représente la dépendance temporelle du champ électrique E , on peut alors écrire en utilisant la 

relation (70c), (72b) et (72c) que : 
 

( ) j 0
s s

D
rot H J 1 J

t
• •ω ⋅ ε∂ ⎛ ⎞= + = + ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ σ⎝ ⎠

. (74) 

 

L'approximation des régimes quasi-stationnaires consiste donc à négliger 0ω ⋅ ε σ  devant 1. Cette 

approximation est tout à fait justifiée dans la plupart des systèmes électrotechniques. Prenons l'exemple du 

cuivre, aux températures usuelles ( 300 K≈T ), avec 0ε = ε  et 656,85 10 S mσ = × , à une fréquence 

16
0f 10 Hz< . On voit bien que cette approximation est parfaitement justifiée. On peut donc négliger 

0ω ⋅ ε σ  et par suite D t∂ ∂  devant sJ
• . 

 

V.2.2.   Équations générales en électrotechnique 
V.2.2.1.  Introduction 

Les relations (70) à (72), en supposant que le courant de déplacement est négligeable 
[Équation (73)], décrivent globalement tous les phénomènes électromagnétiques, mais à l'heure actuelle, 
on ne peut pas résoudre toutes les équations ensemble. On se restreint donc à des cas particuliers 
correspondant aux cas pratiques. En effet, suivant les dispositifs étudiés, certains phénomènes deviennent 
négligeables ; les équations se découplent alors, en donnant naissances à des modèles plus simples tel 
que les modèles électrostatique, électrocinétique, magnétostatique et magnétodynamique  [84]. 
 

V.2.2.2.  Équation générale linéaire 
V.2.2.2.1.   Introduction 

Le modèle général en électromagnétique s'applique aux dispositifs électrotechniques dans lesquels 
les sources de courant ou de tension sont indépendantes et dépendent du temps. C'est le cas des 
dispositifs pour lesquels les champs sont crées à la fois par une r.c. [Équations (63)] et par des aimants 
permanents [Équations (55) et (56)]. 
 



Chapitre 2. 
 

 
64 
 

V.2.2.2.2.   Équations générales 
Pour représenter l'état électromagnétique en un point, on doit recourir simultanément au potentiel 

vecteur magnétique A  précédemment défini par la relation ( )div B 0=  et au potentiel scalaire électrique V. 

En effet, le système s'écrit : 
 

( )B rot A= , (75a) 

A
rot E 0

t

⎛ ⎞∂
+ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

, (75b) 

( )A
E grad

t
∂

+ = −
∂

V . (75c) 

 

On obtient alors les équations suivantes : 
 

( ) ( ) ( )
m rs

A
rot rot A grad J rot B

t
•∂⎡ ⎤ν ⋅ + σ ⋅ + σ ⋅ = + ν ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂

V , (76a) 

( ) A
div grad div 0

t
•⎛ ⎞∂⎡ ⎤ε ⋅ + ε ⋅ + ρ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂⎝ ⎠

V , (76b) 

 

avec 1ν = µ  la réluctivité absolue d'un matériau magnétique et 
ms

J •  le vecteur de densité surfacique des 

courants d'excitation qui alimentent le dispositif électrotechnique étudié. 

Le potentiel vecteur magnétique A , qui permet de s'intéresser à des domaines conducteurs ou 

isolants, ne peut pas être défini que par la seule condition ( )B rot A=  [Équation (75a)] ; on doit 

également fixer sa divergence. Dans le cas le plus complexe où la densité volumique de charge électrique 
•ρ  n'est pas nulle, le potentiel scalaire électrique V doit être évalué. Il faut alors découpler les 

relations (76). On impose donc la jauge de Lorentz : 
 

( )div A = σ ⋅ µ ⋅V , (77) 

 

qui conduit au système suivant : 
 

( ) ( ) ( )
m rs

A
rot rot A grad div A J rot B

t
•∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ν ⋅ + σ ⋅ + ν ⋅ = + ν ⋅⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∂

, (78a) 

( )div grad 0
t

•∂⎡ ⎤ε ⋅ + ε ⋅ σ ⋅ µ ⋅ + ρ =⎣ ⎦ ∂
V

V . (78b) 

 

Ce système d'équations permet donc de tenir compte des phénomènes électromagnétiques très 
généraux dans des matériaux isotropes et linéaires. Mais malheureusement ces équations sont difficiles à 

résoudre car, en tout point, les trois grandeurs de A  par rapport au type de coordonnées et la grandeur 
V doivent être calculées  [84]. 
 

V.2.2.2.3.   Équations générales à trois dimensions en terme de potentiel vecteur 

En supposant que la densité volumique de charge électrique •ρ  est nulle (ce qui est le cas dans 

presque tous les dispositifs à induction classiques  [85]), le potentiel scalaire électrique V peut être considéré 
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comme nul à l'infini et la jauge de Lorentz [Équation (77)] devient celle de Coulomb : 
 

( )div A 0= . (79) 

 

Cela conduit à l'équation ( )div grad 0⎡ ⎤ε ⋅ =⎣ ⎦V  qui, munie de la condition aux limites 0=V , permet de 

démontrer que le potentiel scalaire électrique V est identiquement nul partout. Le système d'équations 
[Équations (78)] se réduit alors à : 
 

( ) ( )
m rs

A
rot rot A J rot B

t
•∂⎡ ⎤ν ⋅ + σ ⋅ = + ν ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂

, (80) 

 

sachant que ( ) ( ) ( )rot a grad a a rot⋅ = ∧ + ⋅x x x , on a : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m r rs

A
grad rot A rot rot A J grad B rot B

t
•∂⎛ ⎞ν ∧ + ν ⋅ + σ ⋅ = + ν ∧ + ν ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠ ∂
. (81) 

 

En utilisant ( ) ( )rot rot grad div⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ∆⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
x x x  avec la relation (79), on obtient alors : 

 

rmA Bs
A

X A J X
t

•∂
− ν ⋅ ∆ + σ ⋅ = +

∂
, (82) 

 

avec ( ) ( )AX grad rot A= ν ∧ , ( ) ( )rB r rX grad B rot B= ν ∧ + ν ⋅  et A∆  représentant le Laplacien de A . La 

relation (82) conduit à trois EDPs du second ordre qui régissent les grandeurs électromagnétiques dans un 
milieu quelconque. 
 

V.2.2.2.4.   Équations générales à deux dimensions en terme de potentiel vecteur 
Lorsque l'objet étudié est suffisamment long (ce qui est généralement le cas dans les machines 

électriques tournantes), ou pourvus d'une symétrie de révolution, l'analyse peut être menée sur une coupe 
qui ramène l'étude à un problème bidimensionnel (les effets de bord étant négligés)  [70]. Alors, si les 
courants qui créent le champ magnétique sont orthogonaux au plan d'étude, le potentiel vecteur 

magnétique A  n'a qu'une seule composante. De ce fait, la condition ( )div A 0=  [Équation (79)] est alors 

vérifiée automatiquement. 

Si la coupe est réalisée perpendiculairement à l'axe 0z, alors le potentiel vecteur magnétique A  et 

les densités surfaciques de courant, sJ
•  et 

ms
J • , n'ont plus qu'une seule composante non nulle, celle 

suivant l'axe 0z. Par conséquent, la relation (82) se réduit alors à : 
 

m r

z
zz z z

A s B
A

X A J X
t

•∂
− ν ⋅ ∆ + σ ⋅ = +

∂
. (83) 

 

En coordonnées cylindriques, en projetant AX  et 
rBX  sur l'axe 0z, l'EDP générale devient alors : 

 

( )
m

rz z z rzz r r
r rs2

r B BA 1 A A
A J B B

r r t r r r rr

Θ
• Θ

⎡ ⎤∂ ⋅ ∂∂ν ∂ ∂ν ∂ ∂ ∂ν ∂ν ν ⎢ ⎥⋅ + ⋅ ⋅ + ν ⋅ ∆ − σ ⋅ = − − ⋅ + ⋅ − ⋅ −⎢ ⎥∂ ∂ ∂Θ ∂Θ ∂ ∂ ⋅ ∂Θ ∂ ∂Θ
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (84) 
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En appliquant le théorème de superposition à l'EDP générale linéaire [Équation (83)], on obtient 
deux types de modèle : magnétostatique et magnétodynamique définis respectivement par le potentiel 

vecteur magnétique z
sA  et z

dA σ . 

 

V.2.2.3.  Équation générale linéaire en magnétostatique 
Le modèle magnétostatique s'applique aux dispositifs électrotechniques dans lesquels les sources de 

courant ou de tension sont indépendantes du temps et dans lesquels il n'y a aucune pièce en mouvement. 
C'est le cas des dispositifs statiques pour lesquels les champs sont crées par des aimants permanents. Le 

terme B t∂ ∂ , intervenant dans la relation (70a), est alors nul ; les champs électrique E  et magnétique B  sont 

découplés. Par conséquent, en magnétostatique, l'EDP générale à deux dimensions [Équation (83)] devient : 
 

s r

z z z
sA BX A X− ν ⋅ ∆ = . (85) 

 

En coordonnées cylindriques, l'EDP générale en magnétostatique est donc donnée par : 
 

( )z z rrz rs s r
s r r2

r BA A B1
A B B

r r r r r rr

Θ
Θ

⎡ ⎤∂ ⋅∂ ∂ ∂∂ν ∂ν ∂ν ∂ν ν ⎢ ⎥⋅ + ⋅ ⋅ + ν ⋅ ∆ = − ⋅ + ⋅ − ⋅ −⎢ ⎥∂ ∂ ∂Θ ∂Θ ∂ ⋅ ∂Θ ∂ ∂Θ
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (86) 

 

V.2.2.4.  Équation générale linéaire en magnétodynamique 
Le modèle magnétodynamique s'applique aux dispositifs électrotechniques dans lesquels les sources 

de courant ou de tension varient en fonction du temps et/ou dans lesquels il y a un mouvement relatif d'un 

pièce par rapport à une autre. Le terme B t∂ ∂ , intervenant dans la relation (70a), n'est pas nul, 

contrairement au modèle magnétostatique ; le champ électrique E  et magnétique B  sont alors couplés 
par la présence des courants d'induits (ou courants de Foucault). C'est le cas des dispositifs pour lesquels 
les champs sont crées par une r.c. variable (tournante par exemple). Par conséquent, en 
magnétodynamique, l'EDP générale à deux dimensions [Équation (83)] devient : 
 

d m

z
zz z d

dA s

A
X A J

tσ

•σ
σ

∂
− ν ⋅ ∆ + σ ⋅ =

∂
. (87) 

 

En coordonnées cylindriques, l'EDP générale en magnétodynamique est donc donnée par : 
 

m

z z z
zzd d d

d s2

A A A1
A J

r r tr
•σ σ σ

σ
∂ ∂ ∂∂ν ∂ν

⋅ + ⋅ ⋅ + ν ⋅ ∆ − σ ⋅ = −
∂ ∂ ∂Θ ∂Θ ∂

. (88) 

 

V.3.  Équations aux dérivées partielles générales appliquées aux structures étudiées 
V.3.1.   Principe de la méthode de calcul 
La méthode de calcul, qui consiste à résoudre de façon formelle les équations du champ 

électromagnétique, s'applique de manière générale aux structures électromagnétiques qui peuvent être 
décomposées en domaines selon la position angulaire mécanique Θ et/ou la position radiale r ; et dans 
lesquels sont disposés les matériaux magnétiques et les sources du champ électromagnétique. De plus, 
ces différents domaines doivent avoir obligatoirement des épaisseurs, des perméabilités magnétiques 
relatives et des conductivités électriques constantes. En effet, dans le cas contraire, l'EDP générale 
[Équation (84)] ne pourrait être résolue analytiquement car on serait confronté à la résolution d'une 
équation différentielle (ED) du deuxième ordre à coefficients non constants. 
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V.3.2.   Découpage généralisé des structures étudiées 
Le découpage des deux structures étudiées se fera uniquement selon la position Θ, contrairement à 

 [46] et  [86]- [87] qui effectue une décomposition en domaines selon les positions Θ et r. Les deux 
topologies de machines synchrones à aimants permanents montés en surface à inducteur intérieur et 
extérieur, schématisées sur la Figure 28, peuvent être décomposées en cinq couches concentriques au 
minimum si l'on élimine les isthmes des dents statoriques [cf. Figure 11] en posant is 0 rad.Θ =  (i.e., 

e oeΘ = Θ ) dans la relation (16) : 

- l'induit denté constitué de deux couches concentriques conductrices : 

 la culasse statorique d'épaisseur csh  [Équation (14)], définie par les rayons s2R  

et eR , de perméabilité magnétique relative et de conductivité électrique 

constantes ; 
 et la couronne encochée, comprenant les dents statoriques et le bobinage 

d'induit, d'épaisseur dh  constante [Équation (15)], définie par les rayons eR  et 

s1R , de perméabilité magnétique relative et de conductivité électrique non 

constantes ; 

- l'entrefer réel d'épaisseur e [Équation (43)], définie par les rayons s1R  et aR , de 

perméabilité magnétique relative et de conductivité électrique constantes équivalentes à 
celle du vide, respectivement égales à 1 et à 0 S/m ; 

- l'inducteur constitué de deux couches concentriques conductrices : 

 la couronne aimantée, comprenant les aimants permanents et les espaces inter-
aimants, d'épaisseur ah  constante [Équation (7)], définie par les rayons aR  et 

r2R , de perméabilité magnétique relative et de conductivité électrique non 

constantes ou constantes suivant la valeur du coefficient d'arc polaire aα  des 

aimants permanents [Équation (8)] ; 
 et la culasse rotorique d'épaisseur crh  [Équation (4)], définie par les rayons r2R  

et r1R , de perméabilité magnétique relative et de conductivité électrique 

constantes. 
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Figure 28 :  Découpage général en couches concentriques des différentes topologies de machines synchrones à 
aimants permanents (MSAPs) montés en surface à inducteur (a) intérieur et (b) extérieur. 
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De plus, les MSAPs sont constituées de deux types de sources de champ : 

- la densité surfacique de courant ( )
m

z
ssJ , t• Θ , intervenant dans la couronne encochée, qui 

est égale au rapport de la répartition des courants ( )c s, tδ Θ  produite par les m phases du 

bobinage d'induit [Équations (63)] sur la surface de l'encoche eS  incluant la surface de la 

cale de fermeture amagnétique cfaS  [Équation (28)] : 

 

( ) ( )j d su,v,s
mm u,v

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

sssJ , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ•
⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ J g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (89) 

 

où ( )m u,vu,v
s e cfac S S= +J R  représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la 

densité surfacique de courant produite par les m phases du bobinage d'induit ; 

- et l'induction rémanente des aimants permanents ( )ra a rB ,Θi T  [Équation (55)], intervenant 

dans la couronne aimantée, dont les composantes radiale et tangentielle sont définies par 
les relations (56). 

 

V.3.3.   Discussion sur l'homogénéité des structures étudiées 
On peut constater que les machines à aimants permanents sans pièces polaires ne répondent pas 

au principe du paragraphe  V.3.1. du chapitre 2. En effet, les couronnes encochée et aimantée ne sont 
pas homogènes [cf. Figure 28], il faut donc homogénéiser les deux couches concentriques. 

La difficulté de la couronne encochée peut être contournée par une transformation des structures 
cylindriques réelles dentées en structures équivalentes sans encoches, en appliquant le coefficient de 
Carter classique cK  [Équations (92)]  [88]. Cette transformation est tout à fait réaliste vis-à-vis du champ 

produit par les aimants permanents, mais elle est insuffisante pour décrire les phénomènes magnétiques 
relatifs aux courants d'alimentation  [29]. Notons que ce procédé ne permet pas de tenir compte des 
phénomènes de fuites magnétiques dans les encoches. 

En ce qui concerne l'homogénéisation de la couronne aimantée, elle dépend principalement de la 
valeur imposée au coefficient d'arc polaire aα  des aimants permanents [Équation (8)] et de la prise en 

compte ou non de la conductivité électrique de cette couche concentrique. Cette homogénéisation fera 
donc l'objet d'une étude détaillée qui sera décrite ultérieurement dans le paragraphe  V.3.7.2. du 
chapitre 2. 

 

V.3.4.   Transformation en une structure équivalente sans encoches 
Les tôles ferromagnétiques des machines électriques sont dentées afin de loger l'enroulement 

d'induit dans les encoches. La valeur de l'induction magnétique dans l'entrefer réel est affectée par la 
présence de ces encoches. Il en résulte que la réluctance de l'entrefer réel augmente. De plus, l'induction 
magnétique est répartie de manière non uniforme dans l'entrefer réel : elle est plus dense au-dessus des 
dents qu'au niveau des encoches  [89]. 

Le coefficient d'entrefer ou de Carter classique cK  permet de remplacer une machine électrique à 

induit denté par un induit lisse et d'introduire à la place de l'entrefer réel e [Équation (43)] un entrefer fictif 
e′  [Équation (93)]  [88]. De plus, les courants qui circulent dans les encoches sont ramenés à la surface du 
stator équivalent lisse (du coté de l'entrefer fictif). Cette transformation usuelle est illustrée sur la Figure 29. 
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Dans les machines à aimants permanents sans pièces polaires, qu'elles soient à inducteur intérieur 
ou extérieur, l'induction magnétique dans l'entrefer n'est plus inversement proportionnelle à l'entrefer réel 
comme c'est le cas pour les machines bobinées  [90]. Ainsi, comme l'expliquent par exemple  [90]- [93], la 
présence d'aimants permanents revient à augmenter l'entrefer réel de la machine. En effet ; à partir d'une 
simple analyse monodimensionnelle du circuit magnétique d'un électro-aimant en supposant une 
perméabilité magnétique relative infinie des parties ferromagnétiques et en négligeant le flux de fuite ; on 
peut calculer un entrefer réel agrandi ae  (appelé aussi entrefer efficace) qui est défini par : 

 

a
a

ra

h
e e= +

µ
. (90) 

 

C'est donc à cet entrefer efficace ae  que l'on applique le coefficient de Carter classique cK . L'entrefer réel 

agrandi corrigé par le coefficient cK  vaut alors : 

 

a c ae e′ = ⋅K , (91) 
 

et le coefficient d'entrefer cK , s'exprimant en fonction des dimensions géométriques d'une encoche et 

d'une dent, est défini par  [91] : 
 

od
c

od a

b
b eγ

=
− ⋅

K
K

, (92a) 

 

avec od od s1b R= Θ ⋅  la largeur de l'ouverture dentaire et γK  le coefficient de réduction de largeur 

d'encoche qui s'exprime, à l'aide de la largeur de l'ouverture d'encoche oe oe s1b R= Θ ⋅  et de l'entrefer réel 

agrandi ae , par : 

 

( )
( )

2 2
oe a1oe oe oe

a a a oe a

b eb b b4
tan ln 1

2 e 2 e 2 e 5 b e
−

γ

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= ⋅ ⋅ − + ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π ⋅ ⋅ ⋅ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

K . (92b) 

 

On notera que le coefficient d'entrefer cK  est indépendant de la hauteur d'encoche [Équation (13)], car 
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Figure 29 :  Transformation d'un induit denté en un induit lisse en appliquant le coefficient de Carter classique cK . 
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les lignes de flux ne pénètrent que peu à l'intérieur de l'encoche. La Figure 30 donne les valeurs du 
coefficient de Carter classique pour différents rapports d'ouverture. Lorsque l'entrefer agrandi ae  est de 

très faible dimension devant la largeur de l'ouverture d'encoche oeb , le coefficient cK  tend rapidement 

vers une grand valeur. Les lignes de champ dans l'entrefer sont alors fortement perturbées par la variation 
de perméance due à l'ouverture d'encoche. Dans ces conditions sévères, l'approximation de Carter ne 
peut plus convenir. Il faut alors recourir à un calcul de champ en 2D à l'aide d'une méthode numérique. 

Finalement l'entrefer fictif e′  et le rayon du stator adjacent à l'entrefer fictif s1R′ , d'une machine à 

inducteur intérieur ou extérieur, sont donnés respectivement par les expressions suivantes : 
 

( )c ae e 1 e′ = + − ⋅K , (93) 

( )s1 s1 str c aR R k 1 e′ = + ⋅ − ⋅K . (94) 
 

En injectant la relation (43) dans la relation (93) et en utilisant la relation (94), on constate que l'entrefer 
fictif peut aussi s'exprimer de la manière suivante : 
 

( )str s1 ae k R R′ ′= ⋅ − . (95) 
 

La transformation que nous venons de réaliser permet de s'affranchir des encoches, plus 
précisément de transformer le stator denté en un stator équivalent lisse. La densité surfacique de courant 

( )
m

z
ssJ , t• Θ  produite par les m phases du bobinage d'induit [Équation (89)] est alors ramenée à la surface 

du stator équivalent lisse du coté de l'entrefer fictif sous la forme d'une densité linéique de courant 

( )z
m sJ , t• Θ  [cf. Figure 29]. Cette densité ( )z

m sJ , t• Θ  est égale au rapport de la répartition des courants 

( )c s, tδ Θ  produit par les m phases [Équations (63)] sur la largeur de l'ouverture d'encoche corrigée par le 

coefficient de Carter classique cK , oe oe s1b R′ ′= Θ ⋅  : 
 

( ) ( )j d su,v,s
u,v

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

mm sJ , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ•

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ J g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (96a) 

 

Le paramètre 
u,vmJ  représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la densité 
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Figure 30 :  Variation du coefficient de Carter classique cK  en fonction des rapports 

adimensionnels oe odb b  et a oee b . 
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linéique de courant produite par les m phases du bobinage d'induit qui s'exprime par : 
 

u,v u,vm m2 ′= ⋅J J  (96b) 

u,v vm mu
s1

1
R

′ = ⋅ ⋅
′

J I J  
pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, 

(96c) 

 

où 
vmJ  représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de la densité linéique de courant  

produite par les m phases du bobinage d'induit qui est définie par : 
 

j= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
vv

spp
m b

N
v

2
J m K  vp∀ . (96d) 

 

On notera que lors de la résolution, la densité linéique de courant ( )z
m sJ , t• Θ  produite par les m 

phases du bobinage d'induit va intervenir dans la condition limite qui existe à la frontière du stator 
équivalent lisse et de l'entrefer fictif [Équation (174a)]. De plus, on remarquera que cette densité linéique 
de courant est proportionnelle à l'inverse du rayon statorique adjacent à l'entrefer fictif, s1R′  : une 

augmentation de s1R′  permettra de diminuer ( )z
m sJ , t• Θ . 

 

V.3.5.   Simplification du découpage généralisé des structures étudiées 
La transformation en structures équivalentes sans encoches permet de réduire le domaine d'étude 

en quatre couches concentriques : le stator équivalent lisse, l'entrefer fictif, la couronne aimantée et enfin 
la culasse rotorique. 

La prise en compte directe du stator équivalent lisse et de la culasse rotorique dans le calcul "n'est 
plus possible", puisque la perméabilité magnétique relative du fer est supposée infinie  [88]. Cette 
simplification, qui n'est pas obligatoire, permet simplement de diminuer le nombre de régions du domaine 
d'étude en deux. Contrairement à certains auteurs (par exemple  [3],  [29] et  [96]- [97]) qui se limitent à deux 
régions d'étude, nous décidons donc d'augmenter le degré de complexité en introduisant la culasse 
rotorique dans l'optique de déterminer les pertes par courants de Foucault dans l'inducteur. Ainsi, les deux 
topologies de machines à aimants permanents montés en surface à rotor intérieur ou extérieur sans 
encoches, schématisées sur la Figure 31, ne se composent plus que de trois zones concentriques : 

- l'entrefer fictif correspondant à la Région I  d'épaisseur e′  [Équation (95)], définie par le rayon 

s1R′  et aR , dont les équations relatives aux matériaux [Équations (72)] sont données par : 
 

( ) ( ) ( )a r 0 r a r 0 a rB ,r, , t H ,r, , t H ,r, , tσ σ σΘ = µ ⋅ µ ⋅ Θ = µ ⋅ ΘI I I I
i i iT T T  (97a) 

( ) ( )•
σσ Θ = σ ⋅ Θ = 2z z

r rsJ r, , t E r, , t 0 A mI II  
Équivalente à celle du vide, 

(97b) 
 

avec r 1µ =I  et 0 S mσ =I  respectivement la perméabilité magnétique relative et la conductivité électrique 

de la Région I , 

- l'inducteur constitué de deux régions conductrices : 

 la Région II  correspondante à la couronne aimantée dont les équations 
relatives aux matériaux [Équations (72)] sont données par : 

 

( ) ( ) ( ) ( )a r 0 r r a r r a rB ,r, , t H ,r, , t B ,σ σΘ = µ ⋅ µ Θ ⋅ Θ + ΘII II II II
i i iT T T , (98a) 

( ) ( ) ( )•
σσ Θ = σ Θ ⋅ Θz z

r r rsJ r, , t E r, , tII IIII , (98b) 
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Le paramètre ( )r a rB ,ΘII
i T  représente le vecteur induction rémanente de la Région II  qui est égal au 

vecteur induction rémanente des aimants permanents ( )ra a rB ,Θi T  [Équation (55)], et ( )r rµ ΘII  et ( )rσ ΘII  

respectivement la perméabilité magnétique relative et la conductivité électrique de la Région II  non 
constantes : 
 

raµ  Aimants permanents, (99a) ( )r rµ Θ =II  
1 Espaces inter-aimants, (99b) 

 

aσ  Aimants permanents, (100a) ( )rσ Θ =II  
0 S/m Espaces inter-aimants. (100b) 

 

où 
aa r1σ = ρ  représente la conductivité électrique de l'aimant permanent [cf. Tableau 2], 

 et la Région III  correspondante à la culasse rotorique dont les équations 
relatives aux matériaux [Équations (72)] sont données par : 

 

( ) ( )a r 0 r a rB ,r, , t H ,r, , tσ σΘ = µ ⋅ µ ⋅ ΘIII III III
i iT T , (101a) 

( ) ( )•
σσ Θ = σ ⋅ Θz z

r rsJ r, , t E r, , tIII IIIIII , (101b) 

 

avec r rrotµ = µIII  et 
rotr1σ = ρIII  respectivement la perméabilité magnétique relative et la conductivité 

électrique de la Région III  [cf. Tableau 4]. 
 

V.3.6.   Écriture des équations générales dans les différentes régions d'étude 
V.3.6.1.  Équations générales linéaires 

En utilisant la relation (84), le potentiel vecteur magnétique total ( )z
a rA ,r, , tσ Θi T  vérifie l'équation de 

Laplace dans la Région I  
 

( )z
a rA ,r, , t 0σ∆ Θ =I

i T , (102) 
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(a)  (b) 

Figure 31 :  Les différentes topologies simplifiées de machines synchrones à aimants permanents (MSAPs) montés en 
surface à inducteur (a) intérieur et (b) extérieur en appliquant le coefficient de Carter classique cK . 
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l'EDP générale linéaire dans la Région II  
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

z
r a r

2
rr

z
a rz

r a r r

A ,r, , t

r

A ,r, , t
... A ,r, , t

t

σ

σ
σ

∂ν Θ ∂ Θ
⋅

∂Θ⋅ ∂Θ

∂ Θ
+ ν Θ ⋅ ∆ Θ − σ Θ ⋅

∂

II II

II
II II II

i

i
i

T

T
T

( )a r
1

,
r

= ⋅ ΘC TII
i , (103a) 

 

avec ( ) ( )r r1ν Θ = µ ΘII II  la réluctivité absolue de la Région II  où ( ) ( )r 0 r rµ Θ = µ ⋅ µ ΘII II  représente la 

perméabilité magnétique absolue de la Région II  et ( )a r,ΘC TII
i  la fonction particulière correspondante à 

la présence des aimants permanents qui est définie par : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r
r r a rr

a r r a r r r a r
r r

B ,
, B , B ,Θ

⎡ ⎤∂ν Θ ∂ Θ
⎢ ⎥Θ = ⋅ Θ − ν Θ ⋅ Θ −

∂Θ ∂Θ⎢ ⎥⎣ ⎦

T
C T T TII II

II II II II

i
i i i , (103b) 

 

et l'équation de Diffusion dans la Région III  
 

( ) ( )z
a rz

a r 0 r
A ,r, , t

A ,r, , t 0
t

σ
σ

∂ Θ
∆ Θ − µ ⋅ µ ⋅ σ ⋅ =

∂
III

III III III

i
i T

T . (104) 

 

V.3.6.2.  Application du théorème de superposition 
Étant donné la linéarité des EDPs générales [Équations (102) à (104)], les deux sources du champ 

électromagnétique produite par le bobinage d'induit d'une part et les aimants permanents d'autre part 
peuvent être séparées en appliquant le théorème de superposition. De ce fait, nous allons considérer deux 
cas, illustrés par la Figure 32 : 

- le premier cas qui conduit à un modèle magnétostatique : la densité linéique de courant 

( )z
m sJ , t• Θ  produite par les m phases du bobinage d'induit [Équations (96)] est nulle et on 

ne conserve que l'induction rémanente des aimants permanents ( )ra a rB ,Θi T  

[Équations (55) et (56)], 

- et le second cas qui conduit à un modèle magnétodynamique : il existe une densité 

linéique de courant ( )z
m sJ , t• Θ  produite par les m phases du bobinage d'induit et nous 

considérons que l'induction rémanente des aimants permanents ( )ra a rB ,Θi T  est nulle 

(c'est-à-dire que les aimants permanents ne sont pas aimantés). Néanmoins, on notera 
que la perméabilité magnétique relative, raµ , et la conductivité électrique, aσ , de l'aimant 

permanent existent toujours en vertu du théorème de superposition. 

Par conséquent, le potentiel vecteur magnétique total ( )z
a rA ,r, , tσ Θi T  est égal à la somme du potentiel 

vecteur magnétique ( )z
s a rA ,r,Θi T  en magnétostatique et du potentiel vecteur magnétique ( )z

rdA r, , tσ Θ  en 

magnétodynamique : 
 

( ) ( ) ( )z z z
a r s a r rdA ,r, , t A ,r, A r, , tσ σΘ = Θ + Θi iT T , (105) 

 

et on notera bien sûr qu'il en est de même pour le vecteur induction magnétique ( )a rB ,r, , tσ Θi T  et pour le 
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vecteur champ magnétique total ( )a rH ,r, , tσ Θi T  : 

 

( ) ( ) ( )a r s a r d rB ,r, , t B ,r, B r, , tσ σΘ = Θ + Θi iT T  où 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

r
s a r s a r r s a r

r
d r r r rd d

B ,r, B ,r, u B ,r, u

B r, , t B r, , t u B r, , t u

Θ
Θ

Θ
σ Θσ σ

⎧ Θ = Θ ⋅ + Θ ⋅⎪
⎨
⎪ Θ = Θ ⋅ + Θ ⋅⎩

i i iT T T
, (106) 

( ) ( ) ( )a r s a r d rH ,r, , t H ,r, H r, , tσ σΘ = Θ + Θi iT T  où 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

r
s a r s a r r s a r

r
d r r r rd d

H ,r, H ,r, u H ,r, u

H r, , t H r, , t u H r, , t u

Θ
Θ

Θ
σ Θσ σ

⎧ Θ = Θ ⋅ + Θ ⋅⎪
⎨
⎪ Θ = Θ ⋅ + Θ ⋅⎩

i i iT T T
, (107) 

 

avec ( )r /
s a rB ,r,Θ Θi T , ( )r /

rdB r, , tΘ
σ Θ , ( )r /

s a rH ,r,Θ Θi T  et ( )r /
rdH r, , tΘ

σ Θ  les différentes composantes radiale et 

tangentielle du vecteur induction magnétique, ( )s a rB ,r,Θi T  et ( )d rB r, , tσ Θ , et du vecteur champ magnétique, 

( )s a rH ,r,Θi T  et ( )d rH r, , tσ Θ , en magnétostatique et en magnétodynamique. 

De ce fait, les équations des matériaux magnétiques dans chaque région définies par les relations (97), 
(98) et (101) deviennent dans la Région I  
 

( ) ( )s a r 0 s a rB ,r, H ,r,Θ = µ ⋅ ΘI I
i iT T  en magnétostatique, (108a) 

 

( ) ( )d r 0 d rB r, , t H r, , tσ σΘ = µ ⋅ ΘI I  (108b) 

( )•
σ Θ = 2z

rsJ r, , t 0 A mI  
en magnétodynamique, 

(108c) 
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Figure 32 :  Application du théorème de superposition : modèle magnétostatique et modèle magnétodynamique. 
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dans la Région II  
 

( ) ( ) ( ) ( )s a r 0 r r s a r r a rB ,r, H ,r, B ,Θ = µ ⋅ µ Θ ⋅ Θ + ΘII II II II
i i iT T T  en magnétostatique, (109a) 

 

( ) ( ) ( )d r 0 r r d rB r, , t H r, , tσ σΘ = µ ⋅ µ Θ ⋅ ΘII II II  (109b) 

( ) ( ) ( )•
σσ Θ = σ Θ ⋅ Θz z

r r rsJ r, , t E r, , tII IIII  
en magnétodynamique, 

(109c) 

 

et dans la Région III  
 

( ) ( )s a r 0 r s a rB ,r, H ,r,Θ = µ ⋅ µ ⋅ ΘIII III III
i iT T  en magnétostatique, (110a) 

 

( ) ( )d r 0 r d rB r, , t H r, , tσ σΘ = µ ⋅ µ ⋅ ΘIII III III  (110b) 

( ) ( )•
σσ Θ = σ ⋅ Θz z

r rsJ r, , t E r, , tIII IIIIII  
en magnétodynamique. 

(110c) 

 

V.3.6.3.  Équations générales linéaires en magnétostatique 
En appliquant la relation (105) aux EDPs générales linéaires [Équations (102) à (104)], on en déduit 

aisément que le potentiel vecteur magnétique ( )z
s a rA ,r,Θi T  en magnétostatique vérifie l'équation de 

Laplace dans la Région I  et dans la Région III  
 

( )z
s a rA ,r, 0∆ Θ =I/III

i T , (111) 

 

et l'EDP suivante dans la Région II  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z

r s a r z
r s a r a r2

rr

A ,r, 1
A ,r, ,

rr

∂ν Θ ∂ Θ
⋅ + ν Θ ⋅ ∆ Θ = ⋅ Θ

∂Θ⋅ ∂Θ
II II

II II II

i
i iT

T C T . (112) 

 

V.3.6.4.  Équations générales linéaires en magnétodynamique 
En appliquant la relation (105) aux EDPs générales linéaires [Équations (102) à (104)], on en déduit 

aisément que le potentiel vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ Θ  en magnétodynamique vérifie l'équation de 

Laplace dans la Région I  
 

( )z
rdA r, , t 0σ∆ Θ =I , (113) 

 

l'EDP générale linéaire dans la Région II  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z
r rr zd d

r r rd2
rr

A r, , t A r, , t
A r, , t 0

tr
σ σ

σ
∂ Θ ∂ Θ∂ν Θ

⋅ + ν Θ ⋅ ∆ Θ − σ Θ ⋅ =
∂Θ ∂⋅ ∂Θ

II II II
II IIII , (114) 

 

et l'équation de Diffusion dans la Région III  
 

( ) ( )z
rz d

r 0 rd

A r, , t
A r, , t 0

t
σ

σ
∂ Θ

∆ Θ − µ ⋅ µ ⋅ σ ⋅ =
∂

III
III IIIIII . (115) 
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V.3.7.   Réécriture des équations générales par homogénéisation de la couronne aimantée 
V.3.7.1.  Introduction 

Les EDPs générales linéaires, en magnétostatique et en magnétodynamique, dans la Région I  et 
dans la Région III  sont des équations classiques, équation de Laplace [Équation (111) et (113)] et de 
Diffusion [Équation (115)], qui conduisent à des solutions analytiques  [94]- [95]. Par contre, les EDPs 
générales linéaires dans la Région II  [Équation (112) et (114)] sont résolvables ou non suivant la valeur 
imposée au coefficient d'arc polaire de l'aimant permanent aα  [Équation (8)]. En effet, deux possibilités 

peuvent être envisagées selon la valeur du coefficient aα  : 

1 la couronne aimantée est homogène, α =a 1 : la perméabilité magnétique relative 

et la conductivité électrique de la Région II  [Équations (99) et (100)] sont constantes 
et égales à celles des aimants permanents, respectivement raµ  et aσ . Les EDPs 

générales linéaires en terme de potentiel vecteur dans la Région II  sont résolvables 
analytiquement et prennent la forme d'une équation de Poisson  [96]- [98] 

 

( ) ( ) ( )r
r a rz

s a r r a r
r

B ,1
A ,r, B ,

r
Θ

⎡ ⎤∂ Θ
⎢ ⎥∆ Θ = − ⋅ Θ −

∂Θ⎢ ⎥⎣ ⎦

II
II II

i
i i T

T T  en magnétostatique, (116) 

 

et d'une équation de Diffusion  [99]- [101] 
 

( ) ( )z
rz d

r 0 ra ad

A r, , t
A r, , t 0

t
σ

σ
∂ Θ

∆ Θ − µ ⋅ µ ⋅ σ ⋅ =
∂

II
II  en magnétodynamique. (117) 

 

De plus les équations des matériaux magnétiques dans la Région II  
[Équations (109)] s'écrivent alors de la manière suivante : 

 

( ) ( ) ( )s a r 0 ra s a r r a rB ,r, H ,r, B ,Θ = µ ⋅ µ ⋅ Θ + ΘII II II
i i iT T T  en magnétostatique, (118a) 

 

( ) ( )d r 0 ra d rB r, , t H r, , tσ σΘ = µ ⋅ µ ⋅ ΘII II  (118b) 

( ) ( )•
σσ Θ = σ ⋅ Θz z

r a rsJ r, , t E r, , tIIII  
en magnétodynamique; 

(118c) 

 

2 et la couronne aimantée n'est pas homogène, a 1α ≠  : la perméabilité 

magnétique relative et la conductivité électrique de la Région II  [Équations (99) 
et (100)] ne sont pas constantes. Les EDPs générales linéaires en terme de 
potentiel vecteur dans la Région II  ne sont pas résolvables analytiquement, car 
ces EDPs conduirait à résoudre des EDs du deuxième ordre à coefficients non 
constants en rΘ . Cela est dû au fait que la couronne aimantée n'est pas 

homogène [cf. Chap. 2 §  V.3.3.]. Il faut donc homogénéiser cette couche 
concentrique en faisant des hypothèses sur la perméabilité magnétique relative 

( )r rµ ΘII  et la conductivité électrique ( )rσ ΘII  de la Région II . 

 

V.3.7.2.  Homogénéisation de la couronne aimantée lorsque ≠a 1α  

V.3.7.2.1.   En magnétostatique 
Pour résoudre ce problème en magnétostatique, lorsque a 1α ≠ , il faut transformer la Région II  en 

une région équivalente où la perméabilité magnétique relative est supposée constante, c'est-à-dire 
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( ) ste
r r Cµ Θ =II , r∀Θ . Cette homogénéisation permettra de retrouver une équation de Poisson telle que la 

relation (116). Dans la littérature, il existe trois solutions possibles : 

1 r raµ = µII  : Zhu et al.  [96]- [97] augmente la perméabilité magnétique relative 

des espaces inter-aimants à la valeur de l'aimant permanent, raµ  (Trait plein sur 

la Figure 33) ; 

2 r 1µ =II  : Boules  [75] et Bérenger  [102] suppose que la perméabilité magnétique 

relative de l'aimant permanent est égale à celle du vide (Trait en pointillé sur la 
Figure 33). En effet, lorsque les aimants permanents utilisées sont à champ 
coercitif élevé (tels que les ferrites et les composés terres rares), ce qui est 
généralement le cas pour les machines électriques, l'hypothèse précédente n'est 
pas très contraignante car la perméabilité magnétique relative de l'aimant 
permanent est alors généralement très voisine de l'unité ( µ = µ ⋅ µ ≈ ⋅ µd ra 0 01,05 ) 

[cf. Tableau 2]  [77] ; 

3 et r 1µ =II  en corrigeant l'induction rémanente ( )ra aB T  des aimants permanents 

[Équation (53)] : Boules  [75] et Espanet  [3] transforment l'aimant permanent réel 
en un aimant équivalent dont la perméabilité magnétique relative vaut 1 (comme 
précédemment), mais ils corrigent l'induction rémanente des aimants permanents 
afin de minimiser l’erreur faite en utilisant un aimant équivalent (Trait mixte sur la 

Figure 33). L'induction rémanente corrigée ( )
cra aB T  des aimants permanents à 

sa température aT  s'exprime par  [3] : 

 

( ) ( )
c rara a B ra aB B= ⋅T K T , (119a) 

 
avec 

raBK  le coefficient de correction de l'induction rémanente des aimants permanents qui est donné par : 

 

( )
ra

ra
B

ra

1

2

+ µ
=

⋅ µ
K . (119b) 

 

La Figure 33 montre les caractéristiques magnétiques réelle et corrigées de l'aimant permanent pour les 
trois approximations. 

Néanmoins, ces trois solutions engendrent des erreurs dans le calcul du potentiel vecteur 
 

0( ) [ ]a aH A m− T

( ) [ ]a aB TT

( )ra aB T

( )
cra aB T

( )ra a 0B− µT

( )
cra a 0B− µT

( )ra a dB− µT

1 : Caractéristique réelle

Caractéristiques corrigées
2

3

 
Figure 33 :  Caractéristique magnétique de l'aimant permanent à la température aT  donnée par le constructeur et 

caractéristiques magnétiques magnétiques corrigées dans le modèle analytique. 
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magnétique ( )z
s a rA ,r,Θj
i T  en magnétostatique dans les différentes régions d'étude. En effet, de 

nombreuses simulations numériques, par éléments finis  [8], ont permis d'évaluer l'erreur de calcul dans la 

Région I , sεI , dans la Région II , sεII , et dans la Région III , sεIII , pour les trois approximations. Ces 

erreurs sεj  sont représentées sur la Figure 34. Elles dépendent de la variation du coefficient de l'arc 

polaire aα  (entre 1 et 0,1) et de la perméabilité magnétique relative raµ  de l'aimant (entre 1 et 1,2), mais 

en aucun cas de la direction d'aimantation des aimants permanents  [98]. 
Pour un aimant permanent donné [cf. Tableau 2] (par exemple, les Nd-Fe-B avec une perméabilité 
magnétique relative raµ  de l'aimant égale à 1,05), on peut alors observer que les erreurs sεj  des trois 

approximations sont très faibles (moins de 2,6 %) et qu'elles augmentent ou diminuent suivant la valeur du 
coefficient d'arc polaire des aimants aα  et de l'approximation faite sur la perméabilité magnétique 

relative de la Région II . Le Tableau 7 récapitule, pour cet exemple, les valeurs extrêmes de l'erreur de 
calcul dans les différentes régions suivant les trois approximations et les deux valeurs extrêmes de aα  (i.e., 

1 et 0,1). Notons aussi que pour a 1α = , qui conduit à la relation (116), la meilleure approximation 

correspond à celle de Zhu et al. avec s 0 %ε =j , par contre pour a 0,1α =  c'est celle de Boules & Espanet 

avec s 0,13 %ε =I , s 0,45 %ε =II  et s 0,03 %ε =III . D'après les Figures 34 et le Tableau 7, nous 

décidons d'utiliser l'approximation de Boules & Espanet, lorsque a 1α ≠ , parce qu'elle permet de 
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Figure 34 :  Erreur de calcul dans le potentiel vecteur magnétique pour les trois approximations dans la (a) Région I , 
(b) Région II  et (c) Région III  en fonction de aα  et de raµ . 
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minimiser l'erreur de calcul dans toutes les régions sur une large plage de variation de aα , contrairement 

à celle de Zhu et al. 

Par conséquent, la relation (112) vérifiant le potentiel vecteur magnétique ( )z
s a rA ,r,ΘII

i T  en 

magnétostatique dans la Région II , pour a 1α ≠ , devient une équation de Poisson 

 

( ) ( ) ( )
ra

r
r a rz

s a r B r a r
r

B ,1
A ,r, B ,

r
Θ

⎡ ⎤∂ Θ
⎢ ⎥∆ Θ = − ⋅ ⋅ Θ −

∂Θ⎢ ⎥⎣ ⎦

II
II II

i
i i T

T K T , (120) 

 
et l'équation des matériaux magnétiques en magnétostatique dans la Région II  [Équation (109a)], pour 

a 1α ≠ , devient : 

 

( ) ( ) ( )
ras a r 0 s a r B r a rB ,r, H ,r, B ,Θ = µ ⋅ Θ + ⋅ ΘII II II

i i iT T K T . (121) 

 
V.3.7.2.2.   En magnétodynamique 

En vertu de l'homogénéisation effectuée sur la perméabilité magnétique relative de la Région II  en 
magnétostatique et du théorème de superposition (qui doit être obligatoirement vérifié) [cf. Chap. 2-
§  V.3.6.2.], l'EDP générale linéaire en magnétodynamique dans la Région II  [Équation (114)], pour 

a 1α ≠ , s'écrit alors 

 

( ) ( ) ( )z
rz d

r 0 rd

A r, , t
A r, , t 0

t
σ

σ
∂ Θ

∆ Θ − µ ⋅ σ Θ ⋅ =
∂

II
IIII . (122) 

 

Notons que l'EDP définie par la relation (122) n'est toujours pas résolvable, à cause de la 

conductivité électrique dans la Région II , ( )rσ ΘII , qui est non constante. Pour résoudre ce problème, il 

faut encore transformer la Région II  en une région équivalente où la conductivité électrique est supposée 

constante, c'est-à-dire ( ) ste
r Cσ Θ =II , r∀Θ . Dans la littérature, il existe deux solutions possibles : 

1 aσ = σII  : Zhu et al.  [99]- [100] augmente la conductivité électrique des espaces 

inter-aimants à la valeur de l'aimant permanent, aσ  ; 

Tableau 7 :  Valeurs extrêmes de l'erreur de calcul dans les différentes régions suivant 
les trois approximations et les deux valeurs extrêmes de aα  pour ra 1, 05µ = . 

sεj  [%]/ aα  [–] 
RÉGIONS D'ÉTUDE APPROXIMATIONS 

minsεj  [%]/ aα  [–] 
maxsεj  [%]/ aα  [–] 

Région I  Zhu et al. 0/1 2,03/0,1 
 Boules & Bérenger 2,02/0,1 2,56/1 
 Boules & Espanet 0,13/0,1 0,42/1 

Région II  Zhu et al. 0/1 2,13/0,1 
 Boules & Bérenger 0,83/1 1,96/0,1 
 Boules & Espanet 0,45/0,1 1,58/1 

Région III  Zhu et al. 0/1 1,45/0,1 
 Boules & Bérenger 1,56/0,1 2/1 
 Boules & Espanet 0,03/0,1 0,07/1 
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2 et 0 S mσ =II  15 : Atallah et al.  [103]- [104] et Zhu et al.  [105] négligent 

l'épaisseur de peau complexe 
u,v

αII  [Équation (163c)] de l'aimant permanent, en 

supposant que la conductivité électrique est égale à celle du vide. 

Comme précédemment, ces deux approximations engendrent des erreurs dans le calcul du potentiel 

vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ Θj  en magnétodynamique dans les différentes régions d'étude. Une étude 

comparative effectuée dans  [99]- [100] par Zhu et al., entre les deux approximations et des essais réalisés 

sur un prototype, a permis de démontrer que la première solution pour aσ = σII  est toujours la meilleure 

avec une erreur d'environ 2 %. 

Par conséquent, la relation (122) vérifiant le potentiel vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ ΘII  en 

magnétodynamique dans la Région II , pour a 1α ≠ , devient une équation de Diffusion 
 

( ) ( )z
rz d

r 0 ad

A r, , t
A r, , t 0

t
σ

σ
∂ Θ

∆ Θ − µ ⋅ σ ⋅ =
∂

II
II , (123) 

 

et les équations des matériaux magnétiques en magnétodynamique dans la Région II  [Équation (109b) 
et (109c)], pour a 1α ≠ , deviennent 
 

( ) ( )d r 0 d rB r, , t H r, , tσ σΘ = µ ⋅ ΘII II , (124a) 

( ) ( )•
σσ Θ = σ ⋅ Θz z

r a rsJ r, , t E r, , tIIII . (124b) 

 

Néanmoins, on remarquera l'incohérence de la relation (124b), du fait de l'hypothèse d'homogénéisation 
effectuée sur la conductivité électrique de la Région II , qui fait apparaître une densité surfacique de 

courant ( )•
σ Θz

rsJ r, , tII  par courants de Foucault dans les espaces inter-aimants (régions non conductrices) 

alors qu'elle devrait être nulle. 
 

V.3.7.3.  Résumé des équations simplifiées linéaires en magnétostatique 
Nous résumons dans ce paragraphe les EDPs simplifiées linéaires en magnétostatique dans les 

différentes régions d'étude, a∀α . D'après l'hypothèse d'homogénéisation sur la couronne aimantée du 

paragraphe précédent [cf. Chap. 2-§  V.3.7.2.], le potentiel vecteur magnétique ( )z
s a rA ,r,Θi T  en 

magnétostatique vérifie l'équation de Laplace dans la Région I  et dans la Région III  
 

( )z
s a rA ,r, 0∆ Θ =I/III

i T , (125) 

 

et l'équation de Poisson dans la Région II  
 

( ) ( ) ( )
r

r
r a rz

s a r B r a r
r

B ,1
A ,r, B ,

r
Θ

⎡ ⎤∂ Θ
⎢ ⎥∆ Θ = − ⋅ ⋅ Θ −

∂Θ⎢ ⎥⎣ ⎦
II

II
II II

i
i i T

T K T . (126a) 

 

Le paramètre 
rBK
II

 représente le coefficient de correction de l'induction rémanente de la Région II  qui est 
 

                                              
15  Le terme B t∂ ∂ , intervenant dans la relation (70a), n'est pas nul, contrairement au modèle en magnétostatique ; le 

champ électrique E  et magnétique B  sont découplés même en présence des courants de Foucault. 
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défini par : 
 

( )
r

r ra
B

ra2

µ + µ
=

⋅ µ
K

II
II . (126b) 

 
De plus, l'équation constitutive des matériaux en magnétostatique dans la Région II , définie par la 
relation (109a), se met sous la forme suivante : 
 

( ) ( ) ( )
rs a r 0 r s a r B r a rB ,r, H ,r, B ,Θ = µ ⋅ µ ⋅ Θ + ⋅ Θ
IIII II II II

i i iT T K T . (127) 

 

Notons que : 

- si a 1α ≠  alors r 1µ =II  : le coefficient 
rBK
II

 devient égal au facteur 
raBK  

[Équation (119b)] et on s'oriente bien vers l'approximation de Boules & Espanet définie par 
la relation (120) et (121) ; 

- et si a 1α =  alors r raµ = µII  : le coefficient 
rBK
II

 devient égal à 1 et on retrouve bien la 

relation (116) et (118a). 
 

V.3.7.4.  Résumé des équations simplifiées linéaires en magnétodynamique 
Nous résumons dans ce paragraphe les EDPs simplifiées linéaires en magnétodynamique dans les 

différentes régions d'étude, a∀α . D'après l'hypothèse d'homogénéisation sur la couronne aimantée du 

paragraphe précédent [cf. Chap. 2-§  V.3.7.2.], le potentiel vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ Θ  en 

magnétodynamique vérifie l'équation de Laplace dans la Région I  
 

( )z
rdA r, , t 0σ∆ Θ =I , (128) 

 

et l'équation de Diffusion dans la Région II  et dans la Région III  
 

( ) ( )z
rz d

r 0 rd

A r, , t
A r, , t 0

t
σ

σ
∂ Θ

∆ Θ − µ ⋅ µ ⋅ σ ⋅ =
∂

II/III
II/III II/IIIII/III . (129) 

 

De plus, les équations constitutives des matériaux en magnétodynamique dans la Région II  ; définies par 
la relation (118b), (118c), (124a) et (124b) ; se mettent sous les formes suivantes : 
 

( ) ( )d r 0 r d rB r, , t H r, , tσ σΘ = µ ⋅ µ ⋅ ΘII II II , (130a) 

( ) ( )•
σσ Θ = σ ⋅ Θz z

r rsJ r, , t E r, , tII IIII . (130b) 

 

a 1α =  r raµ = µII  (118b) et (118c), 
Notons que si 

a 1α ≠  
alors 

r 1µ =II  
et aσ = σII , on retrouve bien la relation 

(124a) et (124b). 
 

V.4.  Résolution des équations aux dérivées partielles générales appliquées aux 
structures étudiées 

V.4.1.   Méthode de résolution 
Pour résoudre les EDPs simplifiées linéaires en magnétostatique [Équation (125) et (126)] et en 

magnétodynamique [Équation (128) et (129)] dans chaque région, il existe deux méthodes : la méthode 
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des images magnétiques et la méthode classique de la séparation des variables  [70] et  [94]. Youmssi, 

dans  [70], démontre que ces deux méthodes sont identiques et procurent les mêmes expressions des 
potentiels vecteurs magnétiques dans les machines synchrones à aimants permanents à pôles lisses. Par 
commodité, nous allons utiliser la méthode classique de la séparation des variables qui permet de 

décomposer le potentiel vecteur magnétique en un produit de deux fonctions ( )X r  et ( )rY Θ . Les formes 

générales des différents potentiels vecteurs magnétiques en magnétostatique et en magnétodynamique 
seront déterminées et développées sous la forme de séries de Fourier complexes. Les constantes 
d'intégration intervenant dans ces différentes expressions seront déterminées analytiquement en 
appliquant les conditions aux limites qui existent aux frontières des différentes régions d'étude et en 
résolvant des systèmes de Cramer [cf. Chap. 2-§  V.4.5.2.]. 
 

V.4.2.   Changement de référentiel 
La Figure 35 illustre le changement d'un repère lié à l'induit à un repère lié à l'inducteur (de sΘ  en 

rΘ ). D'après cette figure, on peut poser les relations suivantes  [3],  [70] et  [102] : 
 

( )s r rs tΘ = Θ + Θ , (130a) 
 

avec ( )rs tΘ  l'angle mécanique que fait l'axe r 0 rad.Θ =  d'un repère lié à l'inducteur par rapport à l'axe 

s 0 rad.Θ =  d'un repère lié à l'induit qui vérifie la relation temporelle 
 

( )rs 0 rs0t tΘ = Ω ⋅ + Θ , (130b) 
 

où rs0Θ  représente la valeur de ( )rs tΘ  à l'instant t 0 s=  qui s'exprime par la relation (130c) en fonction 

du déphasage harmonique du courant d'alimentation par rapport à la f.e.m., ψ, et du déphasage 
harmonique du courant d'alimentation par rapport à la tension d'alimentation, ϕ. 
 

rs0
1
p 2

π⎛ ⎞Θ = ⋅ ψ − ϕ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (130c) 

 

Notons que l'angle électrique de charge δ (ou l'angle interne) entre la f.e.m. et la tension d'alimentation 
est défini par 
 

rs0p
2
π⎛ ⎞δ = − ⋅ Θ + = ϕ − ψ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (131) 

 

Par conséquent, le passage d'une grandeur dans un référentiel lié à l'inducteur à une grandeur dans un 
référentiel lié à l'induit, en magnétostatique et en magnétodynamique, est défini par le Tableau 8. Les 

fonctions harmoniques ( )
vs s , tΘg  et ( )

u,v,sd r , tΘg  intervenant dans ce tableau sont représentées par les 

 

• s 0 rad.Θ =

( )rs 0 rs0t tΘ = Ω ⋅ + Θ

r 0 rad.Θ =
rΘ

sΘ

 
Figure 35 :  Définition des angles pour un changement de repère. 
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relations suivantes : 
 

( ) ( )
vs s s 0, t vp v t v

2
π⎛ ⎞Θ = ⋅ Θ − ⋅ ω ⋅ − ϕ − ⋅ ψ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
g , (132) 

( ) ( ) ( )
u,v,sd r r 0, t vp u v t v

2
π⎛ ⎞Θ = ⋅ Θ + + ⋅ ω ⋅ − ϕ + ⋅ ψ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
g . (133) 

 

V.4.3.   Forme générale du potentiel vecteur magnétique en magnétostatique dans chaque 
région d'étude 

V.4.3.1.  Introduction 
Les EDPs simplifiées linéaires dans les différentes régions d'étude [Équation (125) et (126)] sont du 

même type, néanmoins l'EDP dans la Région II  [Équation (126a)] contient un second membre. La forme 
générale de cette EDP est égale à celle de la relation (125), équation de Laplace, à laquelle se rajoute 
une solution particulière correspondant à la présence des aimants permanents. La méthode classique de 
la séparation des variables nous conduit à des solutions radiales sous forme de séries de Laurent. 
 

V.4.3.2.  Équation de Laplace dans l'entrefer fictif et dans la culasse rotorique 

En coordonnées cylindriques, le laplacien du potentiel vecteur magnétique ( )z
s a rA ,r,ΘI/III

i T  en 

magnétostatique dans les Région I  et III  est défini par : 
 

( )
2 2

z
s a r2 2 2

r

1 1
A ,r, 0

r rr r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ ⋅ + ⋅ ⋅ Θ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ ∂Θ⎝ ⎠

I/III
i T . (134) 

 

En posant ( ) ( ) ( )z
s a r s a s a rA ,r, X ,r Y ,Θ = ⋅ ΘI/III I/III I/III

i i iT T T  et en notant ' et '' les dérivées première et seconde 

des fonctions, l'équation précédente devient : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s a s a r s a s a r s a s a r2
1 1

X ,r Y , X ,r Y , X ,r Y , 0
r r

′′ ′ ′′⋅ Θ + ⋅ ⋅ Θ + ⋅ ⋅ Θ =I/III I/III I/III I/III I/III I/III
i i i i i iT T T T T T , (135) 

 

ou encore sous forme canonique, en faisant apparaître ( )2vp  : 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )2s a s a s a r2

s a s a s a r

X ,r X ,r Y ,1
r vp

rX ,r X ,r Y ,

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′ ′′ Θ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ + ⋅ = − =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

I/III I/III I/III

I/III I/III I/III

i i i

i i i
T T T

T T T
. (136) 

 

Les termes entre crochets dépendent de deux variables distinctes, ils ne peuvent donc être égaux en 

permanence que s'ils valent indépendamment un même nombre constant ( )2vp . La solution de l'équation 

différentielle doit former un système complet sur la frontière afin de pouvoir l'identifier, ce qu'une solution 

en ( )2vp−  aurait interdit en donnant une solution exponentielle réelle. De la même façon, le spectre 
 

Tableau 8 :  Passage d'une grandeur dans un référentiel liée à l'inducteur 
à une grandeur dans un référentiel liée à l'induit. 

MODÈLE 
GRANDEUR DANS UN RÉFÉRENTIEL 

LIÉE À L'INDUCTEUR 
PASSAGE 

GRANDEUR DANS UN RÉFÉRENTIEL 

LIÉE À L'INDUIT 

Magnétostatique ( )
vs rΘg  [Équation (56b)] Inducteur-Induit ( )

vs s , tΘg  

Magnétodynamique ( )
u,v,sd r , tΘg  Induit-Inducteur ( )

u,v,sd s , tΘg  [Équation (63b)] 
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discret en rΘ  imposé par la périodicité, conduit à ne retenir que des valeurs entières de vp. 

Il faut désormais résoudre deux EDs à une variable chacune, en r et en rΘ . La forme générale de 

l'ED en r, 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

s a s a s a2

vp1
X ,r X ,r X ,r 0

r r
′′ ′+ ⋅ − ⋅ =I/III I/III I/III

i i iT T T , (137) 

 

est définie dans la Région I  par  [94] : 
 

( ) ( ) ( )
0 0s a s aA ln r B⋅ +I I

i iT T  pr v 0= , (138a) 
( )s aX ,r =I

i T  
( ) ( )

v v
vp vp

s a s aA r B r−⋅ + ⋅I I
i iT T  pr v 0≠ , (138b) 

 

et dans la Région III  par  [94] : 
 

( ) ( ) ( )
0 0s a s aA ln r B⋅ +III III

i iT T  pr v 0=  (139a) 

( ) ( )
v v

vp vp
s a s aA r B r−⋅ + ⋅III III

i iT T  pr v 0≠  
si la Région III  est de forme annulaire, 

(139b) 
   

( )
0s aBIII

i T  pr v 0=  (140a) 
( )s aX ,r =III

i T  

( )
v

vp
s aA r⋅III

i T  pr v 0≠  
si la Région III  est de forme circulaire. 

(140b) 

 

La forme générale de l'ED en rΘ  est donnée dans la Région I  et dans la Région III  par  [94] : 
 

 ( ) ( ) ( )2
s a r s a rY , vp Y , 0′′ Θ + ⋅ Θ =I/III I/III

i iT T   

( ) ( )
0 0s a r s aC D⋅ Θ +I/III I/III

i iT T  pr v 0= , (141a) 
⇔  ( )s a rY ,Θ =I/III

i T  
( ) ( ) ( )jj s rr v

v v

vp
s a s aC e C e

⋅ Θ⋅ ⋅Θ⋅ = ⋅I/III I/III
i iT T

g
 pr v 0≠ . (141b) 

 

En effectuant le produit de ces deux EDs, ( )s aX ,rI/III
i T  et ( )s a rY ,ΘI/III

i T , et en posant 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
v v v

v v v

s a s a s a

s a s a s a

E A C

F B C

⎧ = ⋅⎪
⎨

= ⋅⎪⎩

I/III I/III I/III

I/III I/III I/III

i i i

i i i

T T T

T T T
, la forme générale du potentiel vecteur magnétique ( )z

s a rA ,r,Θi T  

en magnétostatique s'exprime finalement dans la Région I  par 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0s a s a s a r s aA ln r B C D⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ ⋅ Θ +

⎣ ⎦ ⎣ ⎦I I I I
i i i iT T T T  

( )z
s a rA ,r,Θ =I
i T  ( ) ( ) ( )j s rv

v v
v
v 0

vp vp
s a s aE r F r e

+∞

=−∞
≠

⋅ Θ−⎡ ⎤+ ⋅ + ⋅ ⋅
⎣ ⎦∑ I I

i iT T
g

 vp∀ , (142) 

 

et dans la Région III , de forme annulaire, par 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0s a s a s a r s aA ln r B C D⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ ⋅ Θ +

⎣ ⎦ ⎣ ⎦III III III III
i i i iT T T T  

( )z
s a rA ,r,Θ =III

i T  ( ) ( ) ( )j s rv
v v

v
v 0

vp vp
s a s aE r F r e

+∞

=−∞
≠

⋅ Θ−⎡ ⎤+ ⋅ + ⋅ ⋅
⎣ ⎦∑ III III

i iT T
g

 vp∀ , (143a) 
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de forme circulaire (dans le cas d'un inducteur intérieur), par 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j s rv
0 0 0 v

v
v 0

vpz
s a r s a s a r s a s aA ,r, B C D E r e

+∞

=−∞
≠

⋅ Θ⎡ ⎤Θ = ⋅ ⋅ Θ + + ⋅ ⋅
⎣ ⎦ ∑III III III III III

i i i i iT T T T T
g

 vp∀ , 
(143b) 

 

avec ( )
0s aAI/III

i T , ( )
0s aBI/III

i T , ( )
0s aCI/III

i T , ( )
0s aDI/III

i T , ( )
vs aEI/III

i T  et ( )
vs aFI/III

i T  les constantes 

d'intégration, vp∀ , en magnétostatique de la Région I  et de la Région III . 

 

V.4.3.3.  Équation de Poisson dans la couronne aimantée 
En coordonnées cylindriques, l'équation de Poisson [Équation (126a)] vérifiant le potentiel vecteur  

magnétique ( )z
s a rA ,r,ΘII

i T  en magnétostatique dans la Région II  est donnée par : 

 

( ) ( ) ( )
r

r2 2
r a rz

s a r B r a r2 2 2
rr

B ,1 1 1
A ,r, B ,

r r rr r
Θ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂ Θ∂ ∂ ∂ ⎢ ⎥+ ⋅ + ⋅ ⋅ Θ = − ⋅ ⋅ Θ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂Θ⎢ ⎥∂ ∂Θ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
II

II
II II

i
i i T

T K T . (144) 

 

D'après le paragraphe précédent [cf. Chap. 2-§  V.4.3.2.], la forme générale du potentiel vecteur 

magnétique ( )
SSM

z
a rsA ,r,ΘII

i T  dans la Région II  sans second membre s'exprime donc par : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0s a s a s a r s aA ln r B C D⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ ⋅ Θ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦II II II II

i i i iT T T T  

( )
SSM

z
a rsA ,r,Θ =II

i T  ( ) ( ) ( )j s rv
v v

v
v 0

vp vp
s a s aE r F r e

+∞

=−∞
≠

⋅ Θ−⎡ ⎤+ ⋅ + ⋅ ⋅⎣ ⎦∑ II II
i iT T g

 
vp∀ . (145) 

 

Pour déterminer la solution particulière, correspondant à la présence des aimants permanents, nous 
commençons par exprimer le second membre. Étant donné que le vecteur induction rémanente 

( )r a rB ,ΘII
i T  de la Région II  est égal au vecteur induction rémanente ( )ra a rB ,Θi T  de l'aimant permanent 

[Équation (55)], dont les composantes radiale et tangentielle sont définies par les relations (56), la 
relation (144) peut se mettre sous la forme suivante : 
 

( ) ( ) ( )j s rv
v

v 1, 3...

e
2 2

z
s a r r a s2 2 2

r

1 1 2
A ,r, B e

r r rr r

+∞

=

⋅ Θ−
⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎪ ⎪+ ⋅ + ⋅ ⋅ Θ = − ⋅ ⋅ ℜ ⋅⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟∂∂ ∂Θ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∑II II II
i iT T a g

, (146a) 

 

avec ( )r aB II T  et 
vs

−aII
i  respectivement l’induction rémanente corrigée de la Région II  lorsque la 

température aT  s’élève de 1 K et le coefficient harmonique complexe qui sont définis par : 
 

( ) ( )
rr a B ra aB B= ⋅
IIII T K T , (146b) 

j
v v v

r
s ra ravp± Θ= ± ⋅ ⋅IIa K Ki i i  vp∀ . (146c) 

 

où 
v

r /
ra

ΘK i  représente une fonction harmonique complexe qui est définie dans l'Annexe B par la 

relation (B.6b), (B.7b), (B.9b) et (B.11b). 
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Nous rechercherons une solution particulière de la forme : 
 

( ) ( ) ( )j s rv
vSP1

v 1, 3...

e
z

a r r a ssA ,r, 2 B r e
+∞

=

⋅ Θ⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = − ⋅ ⋅ ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑II IIII
i iT T b g

, (147a) 

 

On détermine le coefficient harmonique complexe 
vsbII

i  en injectant la fonction ( )
SP1

z
a rsA ,r,ΘII

i T  dans 

l'EDP définie par la relation (146a). Tous calculs faits, le coefficient 
vsbII

i  s'exprime par : 

 

( )
v v

2
s s 1 vp− ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

b aII II
i i  pr vp 1≠ . (147b) 

 

À cause du terme ( )21 vp⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
 au dénominateur, la solution particulière ( )

SP1

z
a rsA ,r,ΘII

i T  [Équation (147a)] 

ne conduit pas à une solution pour les machines bipolaires, p 1= , lorsque l'harmonique pour la 

représentation spatiale v est égale à 1. De ce fait, on recherche une autre solution particulière qui s'écrit 
de la manière suivante : 
 

( ) ( ) ( ) ( )j s rv
1SP2

v 1, 3...

e
z

a r r a ssA ,r, 2 B r ln r e
+∞

=

⋅ Θ⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = − ⋅ ⋅ ℜ γ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑II IIII
i iT T g

, (148a) 

 

De même, on détermine le coefficient harmonique complexe 
1sγII

i  en injectant la fonction ( )
SP2

z
a rsA ,r,ΘII

i T  

dans l'EDP définie par la relation (146a). Tous calculs faits, le coefficient 
1sγII

i  s'exprime par : 

 

1 1s s 2−γ =II II
i ia  pr vp 1= . (148b) 

 

Pour les machines bipolaires ou non, la solution particulière vaut alors : 
 

( ) ( ) ( ) ( )j s r1 v
vSP

v 1, 3...

e
sz

a r r a ssA ,r, 2 B si vp 1, ln r , r e
2

+∞

=

−
⋅ Θ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥Θ = − ⋅ ⋅ ℜ = ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ II

II IIII

i
i ia

T T b g
 vp∀ . (149) 

 

En effectuant la somme de la forme générale sans second membre ( )
SSM

z
a rsA ,r,ΘII

i T  [Équation (145)] 

et de la solution particulière ( )
SP

z
a rsA ,r,ΘII

i T  [Équation (149)], la forme générale du potentiel vecteur 

magnétique ( )z
s a rA ,r,ΘII

i T  en magnétostatique dans la Région II  s'exprime finalement par : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0s a s a s a r s aA ln r B C D⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ ⋅ Θ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦II II II II

i i i iT T T T  

( ) ( ) ( )j s rv
v v

v
v 0

vp vp
s a s aE r F r e

+∞

=−∞
≠

⋅ Θ−⎡ ⎤+ ⋅ + ⋅ ⋅⎣ ⎦∑ II II
i iT T g

 

( )z
s a rA ,r,Θ =II

i T  

( ) ( ) ( )j s r1 v
v

v 1, 3...

e
s

r a s2 B si vp 1, ln r , r e
2

+∞

=

−
⋅ Θ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥− ⋅ ⋅ ℜ = ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ II

II II
a

T b
i

i g
 

vp∀ . (150) 
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Les coefficients ( )
0s aAII

i T , ( )
0s aBII

i T , ( )
0s aCII

i T , ( )
0s aDII

i T , ( )
vs aEII

i T  et ( )
vs aFII

i T  représentent les 

constantes d'intégration, vp∀ , en magnétostatique de la Région II . 

 

V.4.4.   Forme générale du potentiel vecteur magnétique en magnétodynamique dans 
chaque région d'étude 

V.4.4.1.  Introduction 
Les EDPs simplifiées linéaires dans la Région I  et dans les régions conductrices (Région II  et 

Région III ) sont respectivement une équation de Laplace [Équation (128)] et une équation de Diffusion 
[Équation (129)]. La forme générale de cette EDP de la Région I  est équivalente à celle de la Région I  en 
magnétostatique [cf. Chap. 2-§  V.4.3.2.], conduisant à des solutions radiales en formes de séries de 
Laurent. Par contre, la méthode classique de la séparation des variables nous conduit à une équation 
d'Helmholtz dans les régions conductrices qui fait intervenir une forme générale avec des fonctions de 

Bessel modifiées, pour 
u v s

u v 0

+ = ⋅

+ ≠

m
, et des séries de Laurent, pour u v 0+ =  avec u et v les indices des 

harmoniques temporels et spatiaux. 
 

V.4.4.2.  Équation de Laplace dans l'entrefer fictif 
Les courants d'alimentation sont modélisés par une densité linéique de courant spatio-temporelle 

( )z
m sJ , t• Θ  [cf. Figure 29] définie par la relation (96a) : 

 

( ) ( )j d su,v,s
u,v

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

mm sJ , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ•

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ J g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (151) 

 

Lors de la résolution, cette densité linéique de courant va intervenir dans la condition de continuité de la 
composante tangentielle du champ magnétique (Théorème d'Ampère) sur la frontière du stator équivalent 
lisse et de la Région I  [Équation (174a)]. En terme de potentiel vecteur magnétique, cette condition limite 
s'exprime par 
 

( ) ( )
s1

z
s zd

str 0 m s

r R

A r, , t
k J , t

r
•σ

′=

∂ Θ
= ⋅ µ ⋅ Θ

∂
I . (152) 

 

En vertu de cette expression et de la périodicité spatio-temporelle de la densité linéique de courant, la 

forme générale du potentiel vecteur magnétique ( )z
sdA r, , tσ ΘI , dans un référentiel lié à l'induit, en 

magnétodynamique dans la Région I  peut se mettre sous la forme suivante : 
 

( ) ( ) ( )j d su,v,s

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

s ddA r, , t X r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ II
g

 pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. (153) 

 

Pour pouvoir résoudre l'équation de Laplace, définie par la relation (128), il est nécessaire de changer de 
référentiel. En utilisant le Tableau 8 et la relation (133), la relation (153) dans un référentiel lié à 
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l'inducteur devient : 
 

( ) ( ) ( )j d ru,v,s

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

r ddA r, , t X r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ II
g

 pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. (154) 

 

En coordonnées cylindriques, l'équation de Laplace [Équation (128)] que vérifie le potentiel vecteur 

magnétique ( )z
rdA r, , tσ ΘI  en magnétodynamique dans la Région I  est donnée par : 

 

( )
2 2

z
rd2 2 2

r

1 1
A r, , t 0

r rr r σ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ ⋅ + ⋅ ⋅ Θ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ ∂Θ⎝ ⎠

I . (155) 

 

En injectant la relation (154) dans l'EDP définie par la relation (155), et en notant ' et '' les dérivées 

première et seconde de la fonction ( )dX rσI , l'équation précédente devient 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

d d d2

vp1
X r X r X r 0

r r
σ σ σ′′ ′+ ⋅ − ⋅ =I I I . (156) 

 

La forme générale de l'ED en r est semblable à la relation (138), et fait donc intervenir des solutions 
radiales en formes de séries de Laurent. On obtient alors  [94] : 
 

( )
u,0,s u,0,sd dE ln r Fσ σ⋅ +I I  pr v 0=  (157a) 

( )dX rσ =I  

u,v,s u,v,s

vp vp
d dE r F r−

σ σ⋅ + ⋅I I  pr v 0≠  
pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. 

(157b) 

 

En introduisant la relation (157b) (pour v 0≠ ) dans la relation (154), la forme générale du potentiel 

vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ ΘI  en magnétodynamique dans la Région I  s'exprime par : 

 

( ) ( )ju,v,s d ru,v,s

u , v 1, 3,...
u,v,su 1, 5, 7,...

e

vp
d ,tz

rd vp
d

E r
A r, , t e

... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ Θ
σ −

σ

⎧ ⎫⎛ ⎞⋅⎪ ⎪⎜ ⎟Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟+ ⋅⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑
I

I
I

g
 pr 

u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
, (158) 

 

avec 
u,v,sdE σI  et 

u,v,sdF σI  les constantes d'intégration, u v∀ + , en magnétodynamique de la Région I . 

 

V.4.4.3.  Équation de Diffusion dans la couronne aimantée et dans la culasse rotorique 
À partir des conditions aux limites en magnétodynamique [cf. Chap. 2-§  V.4.5.1.] et de la forme 

générale du potentiel vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ ΘI  en magnétodynamique dans la Région I  

[Équation (154)], on en déduit aisément que le potentiel vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ ΘII/III  en 

magnétodynamique dans la Région II  et dans la Région III  est de la forme suivante : 
 

( ) ( ) ( )j d ru,v,s

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

r ddA r, , t X r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ II/IIIII/III
g

 pr 
u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
, (159) 
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En coordonnées cylindriques, l'équation de Diffusion que vérifie le potentiel vecteur magnétique 

( )z
rdA r, , tσ ΘII/III  en magnétodynamique dans la Région II  et dans la Région III  est donnée par : 

 

( )
2 2

z
0 r rd2 2 2

r

1 1
A r, , t 0

r r tr r σ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ ⋅ + ⋅ − µ ⋅ µ ⋅ σ ⋅ ⋅ Θ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂Θ⎝ ⎠

II/III II/III II/III . (160) 

 

En injectant la relation (159) dans l'EDP, définie par la relation (160), et en notant ' et '' les dérivées simple 

et double de la fonction ( )dX rσII/III , l'équation précédente devient 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
u,v

2 2
d d d2

1 1
X r X r r vp X r 0

r r
σ σ σ

⎡ ⎤′′ ′+ ⋅ − ⋅ + ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦II/III II/III II/III II/IIIx , (161) 

 

avec ( )
u,v

rxII/III  une fonction harmonique de variable r, qui s'exprime dans la Région II  par : 

 

( ) ( ) str

2u,v u,v

k
r r r r⎡ ⎤= τ ⋅ ⋅⎣ ⎦xII II I II  à a

r2

r R

r R

=
=

, on a 
( )

str
1 u,vu,v

str
2 u,vu,v

k

k

r

r r

= τ ⋅

= τ ⋅ ⋅

x

x

II II I

II II I II

, (162a) 

 

et dans la Région III  par : 
 

( ) ( ) str

2u,v u,v

k
r r r r r⎡ ⎤= τ ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦xIII III I II III  à r2

r1

r R

r R

=
=

, on a 
( )

( )

str
1 u,vu,v

str
2 u,vu,v

k

k

r r

r r r

= τ ⋅ ⋅

= τ ⋅ ⋅ ⋅

x

x

III III I II

III III I II III

. (162b) 

 

Ces fonctions harmoniques, ( )
u,v

rxII  et ( )
u,v

rxIII , s'expriment en fonctions de deux types de ratios 

adimensionnels : complexes et réels. Le ratio adimensionnel complexe des harmoniques de rang u et v de 
la Région II , 

u,v
τII , et de la Région III , 

u,v
τIII , est défini à l'aide du rayon s1R′ , le rayon du stator 

adjacent à l'entrefer fictif [Équation (94)], et de la profondeur de peau complexe 
u,v

δII/III  liée aux 

harmoniques de rang u et v [Équation (163b)] : 
 

u,v
u,v

s1R′
τ =

δII/III
II/III

 pr 
u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
, (163a) 

( ) ( )jj
u,v

u,v
0 r 0

1
1u v

α
δ = =

+⋅ + ⋅ µ ⋅ µ ⋅ σ ⋅ ω

II/III
II/III

II/III II/III
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (163b) 

 

où 
u,v

αII/III  représente l'épaisseur de peau liée aux harmoniques de rang u et v de la Région II  et de la 

Région III  : 
 

( )u,v
0 r 0

2
u v

α =
+ ⋅ µ ⋅ µ ⋅ σ ⋅ ωII/III

II/III II/III
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
. (163c) 
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Les ratios adimensionnels réels relatifs aux différentes régions s'expriment dans la Région I  par : 
 

s1r R′= , on a ( )
1 s1r R r′ =I I  et ( )

2 s1r R 1′ =I , 

  

( ) ( )
1 2

str strstr k kk
a a

s1 s1

r r r r r

R Rr
r R R

= ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

I I I

 à 

ar R= , on a ( )
1 ar R 1=I  et ( )

2 ar R r=I I , 
(164a) 

 

dans la Région II  par : 
 

ar R= , on a ( )
1 ar R r=II II  et ( )

2 ar R 1=II , 

  

( ) ( )
1 2

str strstr k kk
r2 r2

a a

r r r r r

R Rr
r R R

= ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

II II II

 à 

r2r R= , on a ( )
1 r2r R 1=II  et ( )

2 r2r R r=II II , 
(164b) 

 

et dans la Région III  par : 
 

r2r R= , on a ( )
1 r2r R r=III III  et ( )

2 r2r R 1=III , 

  

( ) ( )
1 2

str strstr k kk
r1 r1

r2 r2

r r r r r

R Rr
r R R

= ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

III III III

 à 

r1r R= , on a ( )
1 r1r R 1=III  et ( )

2 r1r R r=III III . 
(164c) 

 

La forme canonique de l'ED en r, définie par la relation (161), est une équation de Bessel modifiée  [94]-

 [95]. Sa solution est égale à la somme de deux fonctions de Bessel modifiées ( )vp •I  et ( )vp •K  dites de 

première et de seconde espèce d'ordre vp. Néanmoins, lorsque la profondeur de peau complexe 
u,v

δII/III  

[Équation (163b)] tend vers l'infini  [103]- [105] ce qui donne 
u,v

τII/III  égal à 0, c'est-à-dire pour 

( )u v 0+ = , la forme générale de l'ED en r devient semblable à la relation (156) et fait donc intervenir des 

solutions radiales en formes de séries de Laurent. Par conséquent, la forme générale de la relation (161) 
est définie dans la Région II  par  [94] : 
 

( )( ) ( )( )u,0 u,0u,0,s u,0,sd 0 d 0E r F rσ σ⋅ + ⋅II II II III Kx x  pr v 0=  (165a) 

( )( ) ( )( )u,v u,vu,v,s u,v,sd vp d vpE r F rσ σ⋅ + ⋅II II II III Kx x  pr v 0≠  
pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, 

(165b) 
 

( )
u,0,0 u,0,0d dE ln r Fσ σ⋅ +II II  pr v 0=  (165c) 

( )dX rσ =II  

u,v,0 u,v,0

vp vp
d dE r F r−

σ σ⋅ + ⋅II II  pr v 0≠  
pr u v 0+ = , 

(165d) 

 

et dans la Région III , de forme annulaire, par  [94] : 
 

( )( ) ( )( )u,0 u,0u,0,s u,0,sd 0 d 0E r F rσ σ⋅ + ⋅III III III IIII Kx x  pr v 0=  (166a) 

( )( ) ( )( )u,v u,vu,v,s u,v,sd vp d vpE r F rσ σ⋅ + ⋅III III III IIII Kx x  pr v 0≠  
pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, 

(166b) 
 

( )
u,0,0 u,0,0d dE ln r Fσ σ⋅ +III III  pr v 0=  (166c) 

( )dX rσ =III  

u,v,0 u,v,0

vp vp
d dE r F r−

σ σ⋅ + ⋅III III  pr v 0≠  
pr u v 0+ = , 

(166d) 
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de forme circulaire (dans le cas d'un inducteur intérieur), par  [94] : 
 

( )( )u,0u,0,sd 0E rσ ⋅III IIII x  pr v 0=  (167a) 

( )( )u,vu,v,sd vpE rσ ⋅III IIII x  pr v 0≠  
pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, 

(167b) 
 

u,0,0dF σIII  pr v 0=  (167c) 

( )dX rσ =III  

u,v,0

vp
dE rσ ⋅III  pr v 0≠  

pr u v 0+ = . 
(167d) 

 

En introduisant les relations (165b), (165d), (166b), (166d), (167a) et (167d) (pour v 0≠ ) dans la 

relation (159), on en déduit que la forme générale du potentiel vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ ΘII/III  en 

magnétodynamique dans les Région II  et III  est égale à la somme de deux potentiels vecteurs magnétiques 

[Équation (168)] : le premier ( )
s

z
rdA r, , tσ ΘII/III  pour 

u v s

u v 0

+ = ⋅

+ ≠

m
 et le second ( )

0

z
rdA r, , tσ ΘII/III  pour 

u v 0+ = . 

 

( ) ( ) ( )
s 0

z z z
r r rd d dA r, , t A r, , t A r, , tσ σ σΘ = Θ + ΘII/III II/III II/III  u v∀ + . (168) 

 

Les formes générales des potentiels vecteur magnétique ( )
s

z
rdA r, , tσ Θ  et ( )

0

z
rdA r, , tσ Θ  en 

magnétodynamique sont définies respectivement dans la Région II  par 
 

( )
( )( )

( )( )
( )ju,vu,v,s d ru,v,s

s
u , v 1, 3,...

u,vu,v,su 1, 5, 7,...

e
d vp ,tz

rd
d vp

E r
A r, , t e

... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ Θ
σ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⋅⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪+ ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
II II

II
II II

I

K

gx

x
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (169a) 

( ) ( ) ( )j d ru,v,0
u,v,0 u,v,00

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz vp vp

r d ddA r, , t E r F r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ−
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ II IIII
g

 pr u v 0+ = , (169b) 

 

et dans la Région III , de forme annulaire, par 
 

( )
( )( )

( )( )
( )ju,vu,v,s d ru,v,s

s
u , v 1, 3,...

u,vu,v,su 1, 5, 7,...

e
d vp ,tz

rd
d vp

E r
A r, , t e

... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ Θ
σ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⋅⎪ ⎪⎢ ⎥
Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪+ ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑
III III

III
III III

I

K

gx

x
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (170a) 

( ) ( ) ( )j d ru,v,0
u,v,0 u,v,00

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz vp vp

r d ddA r, , t E r F r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ−
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ III IIIIII
g

 pr u v 0+ = , (170b) 

 

de forme circulaire (dans le cas d'un inducteur intérieur), par 
 

( ) ( )( ) ( )j d ru,v,s
u,vu,v,ss

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

r d vpdA r, , t E r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ III IIIIII I
g

x  pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (170c) 
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( ) ( )j d ru,v,0
u,v,00

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz vp

r ddA r, , t E r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ IIIIII
g

 pr u v 0+ = , (170d) 

 

avec 
u,v,sdE σII/III  et 

u,v,sdF σII/III  les constantes d'intégration, u v∀ + , en magnétodynamique de la 

Région II  et de la Région III . 
 

V.4.5.   Détermination des constantes d'intégration 
V.4.5.1.  Conditions aux limites 

V.4.5.1.1.   Rappel des conditions aux limites à l'interface deux surfaces 
D'après  [106]- [107], les conditions aux limites principales à l'interface de deux surfaces expriment la 

continuité de la composante tangentielle du champ magnétique [cf. Figure 36] 
 

Θ Θ •− = z
2 1 mH H J  Théorème d'Ampère, (171) 

 

avec •z
mJ  le vecteur de densité linéique de courant, et celles de la composante radiale de l'induction 

magnétique [cf. Figure 36] 
 

r r
2 1B B=  Conservation du flux magnétique, (172a) 

r
1B 0=  Condition de Dirichlet. (172b) 

 

V.4.5.1.2.   Conditions aux limites en magnétostatique 
L'utilisation des relations constitutives des matériaux en magnétostatique [Équation (108a), (110a) et 

(127)] avec les conditions aux limites au passage de deux surfaces, nous permet d'écrire les relations 
suivantes [cf. Figure 32] : 
 

( )s a s1 sB ,R , , t 0Θ ′ Θ =I
i T  (173a) 

( ) ( ) ( )
rs a a r s a a r B r a r

r

1
B ,R , B ,R , B ,Θ Θ Θ⎡ ⎤Θ = ⋅ Θ − ⋅ Θ⎣ ⎦µ III II II

II

i i iT T K T  (173b) 

( ) ( )r r
s a a r s a a rB ,R , B ,R ,Θ = ΘI II
i iT T  (173c) 

( ) ( ) ( )
rs a r2 r B r a r s a r2 r

r r

1 1
B ,R , B , B ,R ,Θ Θ Θ⎡ ⎤⋅ Θ − ⋅ Θ = ⋅ Θ⎣ ⎦µ µIIII II III

II III

i i iT K T T  (173d) 

( ) ( )r r
s a r2 r s a r2 rB ,R , B ,R ,Θ = ΘII III

i iT T  (173e) 

( )r
s a r1 rB ,R , 0Θ =III

i T  si et seulement si la Région III  est de forme annulaire 

a∀T , sΘ , rΘ  et t. 

(173f) 

 
 

Surface No. 1 Surface No. 2

•z
mJ

•

a

b

c

d

1HΘ

2HΘ

r
2B

r
1B

dl •

C

    
Θ

r
ruuΘ

z x

y

•

•  
Figure 36 :  Conditions aux limites au passage d'une surface. 
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V.4.5.1.3.   Conditions aux limites en magnétodynamique 
L'utilisation des relations constitutives des matériaux en magnétodynamique [Équation (108b), 

(110b) et (130a)] avec les conditions aux limites au passage de deux surfaces, quelle que soit les 
hypothèses faites sur les conductivités électriques des matériaux électromagnétiques, nous permet d'écrire 
les relations suivantes [cf. Figure 32] : 
 

( ) ( )z
s1 s str 0 m sdB R , , t k J , tΘ •

σ ′ Θ = − ⋅ µ ⋅ ΘI  (174a) 

( ) ( )a r a rd d
r

1
B R , , t B R , , tΘ Θ

σ σΘ = ⋅ Θ
µI II

II
 (174b) 

( ) ( )r r
a r a rd dB R , , t B R , , tσ σΘ = ΘI II  (174c) 

( ) ( )r2 r r2 rd d
r r

1 1
B R , , t B R , , tΘ Θ

σ σ⋅ Θ = ⋅ Θ
µ µII III

II III
 (174d) 

( ) ( )r r
r2 r r2 rd dB R , , t B R , , tσ σΘ = ΘII III  (174e) 

( )r
r1 rdB R , , t 0σ Θ =III  si et seulement si la Région III  est de forme annulaire 

s∀Θ , rΘ  et t. 

(174f) 

 

V.4.5.2.  Aboutissement à des systèmes de Cramer 

En utilisant la relation (75a), ( )B rot A=  en coordonnées cylindriques, et en réécrivant les conditions 

aux limites, [Équations (173) et (174)], avec les formes générales du potentiel vecteur magnétique 

( )z
s a rA ,r,Θj
i T  en magnétostatique [Équations (142), (143) et (150)] et ( )z

rdA r, , tσ Θj  en magnétodynamique 

[Équations (158), (168), (169) et (170)] dans les différentes régions, on obtient six systèmes de Cramer 

- deux systèmes, vp∀ , en magnétostatique [cf. Annexe D] : un système de six équations à 

six inconnues (lorsque la Région III  est de forme annulaire) et un autre système de cinq 
équations à cinq inconnues (lorsque la Région III  est de forme circulaire) ; 

- et quatre systèmes, pour u v s+ = ⋅m  où s 0, 2,...,= + ∞ , en magnétodynamique 

[cf. l'Annexe E] : deux systèmes de six équations à six inconnues (lorsque la Région III  est 
de forme annulaire) et deux autres systèmes de cinq équations à cinq inconnues (lorsque 
la Région III  est de forme circulaire) ; 

qui vérifient les constantes d'intégration : 
 

[ ] [ ] [ ]1−= ⋅C B A  Système de Cramer, (175) 

 

avec [ ]A  le vecteur complexe des sources du champ électromagnétique (en magnétostatique : l'induction 

rémanente des aimants permanents ( )ra a rB ,Θi T  [Équations (55) et (56)], et en magnétodynamique : la 

densité linéique de courant ( )z
m sJ , t• Θ  produite par les m phases du bobinage d'induit [Équations (96)]) ; 

[ ]B  la matrice structurelle complexe ou réelle des conditions aux limites ; et [ ]C  le vecteur complexe des 

constantes d'intégration en magnétostatique et en magnétodynamique. Les solutions de ces six systèmes 
de Cramer peuvent être déterminées analytiquement. 

Dans l'Annexe D et l'Annexe E, nous développons respectivement le calcul des constantes 
d'intégration en magnétostatique et en magnétodynamique. 
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V.4.6.   Solution générale du potentiel vecteur magnétique total dans chaque région d'étude 
V.4.6.1.  Introduction 

Connaissant les expressions des différentes constantes d'intégration, on en déduit aisément la 

solution générale du potentiel vecteur magnétique ( )z
s a rA ,r,Θi T  en magnétostatique et ( )z

rdA r, , tσ Θ  en 

magnétodynamique. De plus, on peut expliciter la solution générale du potentiel vecteur magnétique 

total ( )z
a rA ,r, , tσ Θi T  à l'aide de la relation (105), en appliquant le théorème de superposition 

[cf. Chap. 2-§  V.3.6.2.]. 
 

V.4.6.2.  Potentiel vecteur magnétique en magnétostatique 

En remplaçant ; dans les relations (142), (143) et (150) ; les constantes d'intégration ( )
0

s aA j
i T , 

( )
0

s aBj
i T , ( )

0
s aCj

i T , ( )
0

s aDj
i T , ( )

v
s aEj

i T  et ( )
v

s aFj
i T  par leurs expressions analytiques définies dans 

l'Annexe D par les relations (D.27) et (D.28) et faisant intervenir les ratios adimensionnels réels relatifs aux 
différentes régions [Équations (164)], on en déduit que la solution générale du potentiel vecteur 

magnétique ( )z
s a rA ,r,Θj
i T  en magnétostatique dans la Région j  peut se mettre sous la forme complexe 

suivante : 
 

( ) ( ) ( )j s rv
v

v 1, 3...

e
z z
s a r s aA ,r, ,r e

+∞

=

⋅ Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑j j
i iT TA g

 vp∀ . (176a) 

 

Le paramètre j  représente l'indice des régions concentriques ( I  : Région I , II  : Région II  et 

III  : Région III ) et ( )
v

z
s a,rj
i TA  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v du potentiel vecteur 

magnétique en magnétostatique dans la Région j . Cette dernière s'exprime par : 
 

( ) ( )
( )

j
v

v
v

z
sz

s a r a
sd

rr
,r 2 B

vp
= ⋅ ⋅ ⋅

⋅
A

j
j II

i
i

K
T T

K
 vp∀ . (176b) 

 

Le paramètre ( )
v

z
s rj
iK , fonction harmonique complexe, est défini dans la Région I  par : 

 

( ) ( ) ( )nj str
2 1v v

2 vp vp kz
s str 1sr k r r 1 r r⋅ +⎡ ⎤= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

K KI I I I
i i  vp∀ , (177a) 

 

dans la Région II  par : 
 

( )

( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )

1sn

nj

str
1 2v str

2
str

1v
v

1 1
v 2 vp

2 vp k vp 1
1 k vp

vp k
2sz

s

s s
sd str s

r r 1 r r
r r

... r r
r

... si vp 1, k ln r r , vp
2 2

⋅ ⋅ −
− ⋅

+

+ −

⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤⋅ + ⋅⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⋅⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥+ ⋅⎪ ⎪⎣ ⎦= − ⋅ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟⎡ ⎤+ ⋅ = + ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

K

K
K

a a
K b

II II II
II

II II
II

II II
II II

i

i
i

i i
i

 vp∀ , (177b) 
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et dans la Région III  par : 
 

( ) ( ) str
1 2

2 vp vp k1 r r r r⋅ −⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦III III  
( ) nj

v v

z
s str 1sr k= − ⋅ ⋅ ⋅K KIII III

i i  
( ) str

2

vp kr r −
III  si la Région III  est de forme circulaire 

vp∀ . (177c) 

 

Les fonctions harmoniques complexes n v1sI
iK , 1sn v

K II
i , n v2sK II

i , n v1sK III
i  et réelle 

vsdK , intervenant dans 

les relations (176b) et (177), sont définies dans l'Annexe D par les relations (D.30). Ces paramètres 
dépendent essentiellement : 

- de la direction d'aimantation (radiale ou parallèle) ; 

- de la structure étudiée (inducteur intérieur strk 1=  ou extérieur strk 1= − ) ; 

- des ratios adimensionnels réels relatifs aux différentes régions d'étude [Équations (164)] ; 

- de rµ II  et rµ III  respectivement la perméabilité magnétique relative de la Région II  et de 

la Région III  ; 

- de aα  le coefficient d'arc polaire des aimants permanents [Équation (8)] qui agit 

implicitement sur la valeur de rµ II  [cf. Chap. 2-§  V.3.7.2.] ; 

- et de p le nombre de paires de pôles. 

 

V.4.6.3.  Potentiel vecteur magnétique en magnétodynamique 
En remplaçant ; dans les relations (158), (168), (169) et (170) ; les constantes d'intégration 

u,v,s
dE σj  

et 
u,v,s

dF σj , u v∀ + , par leurs expressions analytiques définies dans l'Annexe E par les relations (E.31), 

pour 
u v s

u v 0

+ = ⋅

+ ≠

m
, et par les relations (E.34) et (E.35), pour u v 0+ = , et en faisant intervenir les ratios 

adimensionnels complexes [Équation (163a)] et réels [Équations (164)] relatifs aux différentes régions 

d'étude, on en déduit que la solution générale du potentiel vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ Θj  en 

magnétodynamique dans la Région j  peut se mettre sous la forme complexe suivante : 

 

( ) ( ) ( )
s 0

z z z
r r rd d dA r, , t A r, , t A r, , tσ σ σΘ = Θ + Θj j j  pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (178a) 

  

( ) ( ) ( )j d ru,v,s

s u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz z

r ddA r, , t r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ jj A g
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (178b) 

( ) ( ) ( )j d ru,v,0

0 u,v,0u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz z

r ddA r, , t r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ jj
gA  pr u v 0+ = , (178c) 

 

avec ( )
u,v,s

z
d rσjA  et ( )

u,v,0

z
d rσAj  respectivement l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v du 

potentiel vecteur magnétique ( )
s

z
rdA r, , tσ Θj  et du potentiel vecteur magnétique ( )

0

z
rdA r, , tσ Θj  en 
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magnétodynamique dans la Région j , ces dernières s'expriment par : 

 

( )
( )

j
u,v

u,v
u,v,s

u,v

z
dz

m0d
dd

r
r

r 2
vp

σ

σ
σ

′= ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅
⋅

A J
j

j

K

K
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (178d) 

( )
ju,vu,v,0

dz
m0d

r
r 2

vp

σ
σ ′= ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅

⋅
A J

j
j

K ( )
v

z

dd

r

σK
v

 pr u v 0+ = . (178e) 

 

Les paramètres ( )
u,v

z
d rσK j  et 

d σ
K

j ( )
v

z r , fonctions harmoniques complexes, sont définis dans la Région I  par : 

 

( )
( )

( )( ) ( )j
u,v

str str
1 2stru,v

1u,v

1dn
1 k vp vp kz

strd 2 k vp
2dn

r k r r r r
... r r

σ
− ⋅ −

σ ⋅ ⋅
σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎢ ⎥+ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

K
K

K

I
I II

I I
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (179a) 

d σ
K

I ( ) j
v

1dnz
strr k

σ
= ⋅ ⋅

K I ( )
1v

2 vp

2dn

r r 1

...

⋅

σ

⎡ ⎤⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ K

I

I ( )( )
( ) str

2
str

1v

vp k

1 k vp
r r

r r

−

+ ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎩ ⎭

I
I

 pr u v 0+ = , (179b) 

 

dans la Région II  par : 
 

( )
( )( )

( )( ) ( )
j

u,vu,v

u,vu,v
u,v

u,vu,v

vp1dn vpz
str rd

2dn vp

r r
r 2 k

r... r

σ

σ
σ

⎡ ⎤⋅⎢ ⎥
= ⋅ ⋅ µ ⋅ τ ⋅ ⋅⎢ ⎥

+ ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

K
K

K

II II
I

II IIII
IIII II

I

K

x

xx
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (179c) 

d σ
K

II ( ) j
v

1dnz
str rr 2 k

σ
= ⋅ ⋅ µ ⋅

K II
II

( )
1v

2 vp

2dn

r r 1

...

⋅

σ

⎡ ⎤⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ K

II

II ( )( )
( ) str

2
str

1v

vp k

1 k vp
r r

r r

−

+ ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎩ ⎭

II
II

 pr u v 0+ = , (179d) 

 

et dans la Région III  par : 
 

( ) ( ) ( )
j

u,v u,v u,vu,v
u,v

vp
z

str 1dn 1dd
r

r 2 k r
rσ σσ = − ⋅ ⋅ τ ⋅ ⋅ ⋅K K I

III III IIIIII
III

f
x

 pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (179e) 

( ) ( ) str
1 2

2 vp vp k1 r r r r⋅ −⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦III III  
d σ

K
III ( ) j

v

z
1dnr 2 σ= − ⋅K III v

⋅  

( ) str
2

vp kr r −
III  si la Région III  est de forme circulaire 

pr u v 0+ = , (179f) 

 

( )( ) ( )( )2 2u,v u,vu,v u,v
vp vp vp vpr r⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
K I I Kx x x xIII III III III , 

avec : ( )
u,v1d rσ =fIII  

( )( )u,vvp rI xIII  si la Région III  est de forme circulaire. 
(180) 

 

Les fonctions harmoniques complexes 
u,v1dnσK I , 

u,v2dnσK I , 
u,v1dnσK II , 

u,v2dnσK II , 
u,v1dnσK III  et 

u,vddσK  

pour 
u v s

u v 0

+ = ⋅

+ ≠

m
 ; et réelles 1dn σK I v

, 2dn σK I v
, 1dn σK II v

, 2dn σK II v
, 1dn σK III v

 et dd σK
v
 pour 
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u v 0+ =  ; intervenant dans les relations (178d), (178e) et (177) sont définies dans l'Annexe E par les 

relations (E.32) et (E.36). Ces paramètres dépendent essentiellement : 

- de la structure étudiée (inducteur intérieur strk 1=  ou inducteur extérieur strk 1= − ) ; 

- des ratios adimensionnels complexes [Équation (163a)] et réels [Équations (164)] relatifs 
aux différentes régions d'étude ; 

- des fonctions de Bessel modifiées de première et de seconde espèce, ( )vp •I  et ( )vp •K , 

d'ordre vp ; 

- de rµ II  et rµ III  respectivement la perméabilité magnétique relative de la Région II  et de 

la Région III  ; 

- de p le nombre de paires de pôles ; 

- et implicitement de aα  le coefficient d'arc polaire des aimants permanents [Équation (8)] 

qui va influencer sur la valeur de rµ II  [cf. Chap. 2-§  V.3.7.2.]. 

Notons simplement que les amplitudes des expressions précédentes font intervenir les fonctions de 

Bessel modifiées de première et de seconde espèces, ( )vp •I  et ( )vp •K , d'ordre vp caractéristiques des 

problèmes des équations de Diffusion en coordonnées cylindriques. Précisons que, pour des raisons 
numériques, la mise en forme des fonctions harmoniques complexes qui interviennent dans les amplitudes 
est extrêmement importante. Il convient de toujours former des ratios adimensionnels qui tendent vers 0 
lorsque le rang des harmoniques devient important. Notons aussi que l'on peut avoir avantage à utiliser 
les équivalents mathématiques des fonctions de Bessel modifiées, lorsque leur argument devient grand 
devant 1. Cela permet de simplifier les expressions et d'éviter certains problèmes de divergence 
numérique des séries. Cette remarque sera d'autant plus importante lors de la détermination des pertes 
par courants de Foucault dans l'inducteur [cf. Chap. 4-§  II.2.3.]. 

Si on fait l'hypothèse que les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence des 

courants d'induits, alors la solution générale du potentiel vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ Θj  en 

magnétodynamique dans les différentes régions d'étude est remplacée par le potentiel vecteur magnétique 

d
A

σj ( )z
rr, , tΘ  en magnétodynamique lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux 

électromagnétiques. L'expression de 
d

A
σj ( )z

rr, , tΘ  est définie dans l'Annexe F par les relations (F.10). 

 

V.4.6.4.  Potentiel vecteur magnétique total 
D'après le théorème de superposition [cf. Chap. 2-§  V.3.6.2.], le potentiel vecteur magnétique total 

( )z
a rA ,r, , tσ Θj

i T  dans la Région j  s'exprime, en fonction du potentiel vecteur magnétique ( )z
s a rA ,r,Θj
i T  en 

magnétostatique [Équations (176)] et du potentiel vecteur magnétique ( )z
rdA r, , tσ Θj  en 

magnétodynamique dans la Région j  [Équations (178)], à l'aide de la relation (105). 

 

VI.  Conclusion 
La Figure 37, correspondant au schéma structurel du développement d'un modèle analytique pour 

les MSAPs sans pièces polaires à inducteur intérieur ou extérieur, permet de conclure sur le travail de 
recherche effectué dans ce deuxième chapitre. Ce schéma structurel permet de clarifier les premières 
étapes de la mise en œuvre du modèle analytique pour les machines électriques tournantes rapides. 
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Les apports personnels sont multiples et résident principalement dans le développement d'un 
ensemble de modèles pour la caractérisation électromagnétique de tels actionneurs présentant les 
originalités suivantes : 

- des modèles analytiques en 2D formulés en coordonnées polaires à partir des équations 
de Maxwell en électromagnétisme. Ces modèles sont du type magnétostatique  [98] et 
magnétodynamique en présence des courants de Foucault dans les domaines conducteurs 
(i.e., dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique)  [101]. Un autre modèle 
analytique en magnétodynamique en négligeant l'influence des courants de Foucault a été 
développé dans l'Annexe F . Ces différents modèles permettent de modéliser le potentiel 
vecteur magnétique total dans trois régions concentriques homogènes, à savoir dans 
l'entrefer fictif (l'entrefer réel corrigé par le coefficient de Carter classique cK  : Passage 

d'une structure réelle à une structure sans encoches), dans la couronne aimantée et dans la 
culasse rotorique. La modélisation électromagnétique est générale dans le sens où elle est 
applicable à des machines synchrones bipolaires ou multipolaires à aimants permanents 
montés en surface sans pièces polaires à inducteur intérieur ou extérieur, possédant une 

Type de modélisation
• Analytique ;
• Semi-numérique ;
• Numérique.

Modélisation géométrique

• Inducteur (Rotor et Aimants permanents) ;
• Induit denté (Stator et Bobinage) ;
• Entrefer réel ;
• Masse totale des parties actives ;
• Moment d’inertie des masses tournantes.

1

Logiciels numériques
(Éléments finis, différences finies

ou intégrale au frontière)

Validation numérique

Type d’alimentation

• Sinusoïdal ;

• Rectangulaire (Pleine onde du type 120°).

4Annexe C

• Radiale ;

• Parallèle.

Type d’aimantation
des aimants permanents 3Annexe B

• Aimants permanents (Température, Désaimantation,
Direction d’aimantation, Conductivité électrique) ;

• Matériaux ferromagnétiques doux (Tôles statoriques,
Acier rotorique).

Modélisation magnéto-thermique
des matériaux ferromagnétiques

2Annexe B

Modélisation de la répartition des
courants (r.c.) de l’induit

• Bobinage imbriqué à plusieurs couches ;

• Pas de bobinage (Diamétral, Raccourci, Allongé) ;

• Atténuation des harmoniques de denture (Action globale).

5Annexe C

( )gi t

Validation numérique par Flux2D

Analytique

Numérique

u 0 batP , N , U .

Machines synchrones
à aimants permanents montés en surface

à inducteur intérieur et extérieur

Bi & Multipolaire

Structures étudiées

( )p 1≥

• •

Θ
r

ruuΘ

z x

y

•

•

Cahier des charges :

Modélisation électromagnétique

• Équations de Maxwell en électromagnétique ;

• Modélisation analytique en 2D (les effets de bord négligés)
formulée en coordonnées polaires ;

• Découpage généralisé et en couches concentriques des
structures étudiées ;

• Hypothèses d’homogénéisation (dans la couronne
encochée et dans la couronne aimantée) ;

•  Structure équivalente sans encoches (Coefficient de Carter
classique Kc)  Stator équivalent lisse ;

•  Densité linéique de courant produit par les m phases du
bobinage de l’induit ;

•  Régions d’étude (Région I : l’entrefer fictif, Région II : la
couronne aimantée et Région III : la culasse rotorique) ;

•  Résolution en magnétostatique dans les régions d’étude
(Équations de Laplace et de Poisson) du potentiel vecteur
magnétique ;

•  Résolution en magnétodynamique dans les régions d’étude
(Équation de Laplace et de Diffusion) du potentiel vecteur
magnétique :

6Annexe D, E et F

Θ
r

ru
uΘ

z x

y

•

•

• •

rstaµ → +∞

 
Effet de saillance de
l’induit denté négligé

1/ Influence des courants de Foucault :    ;

2/ En négligeant les courants de Foucault [Annexe F] :    .

σ

σ

Effets
de saillances

négligés

( )z
m sJ , t• Θ

( )z
s a rA T ,r, , tΘj
i

( )z
d s

d

A r, , t

A

σ

σ

Θj

j ( )z
sr, , tΘ

( )r /
ra a rB ,Θ Θi T

( )c s, tδ Θ

( )
gm sC Θ

Vers
Chapitre 3

Matériaux

( )0.9
k aH T

 
Figure 37 :  Schéma structurel correspondant au développement d'un modèle analytique pour les machines 

synchrones à aimants permanents (MSAPs) montés en surface à inducteur intérieur ou extérieur. 
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direction d'aimantation des aimants permanents radiale ou parallèle, alimentées avec des 
courants d'alimentation sinusoïdaux ou rectangulaire (créneaux de 120 °) ; 

- les équations formelles du potentiel vecteur magnétique total sont développées à partir de 
ratios adimensionnels complexes [Équations (162)] et réels [Équations (164)] relatifs aux 
différentes régions d'étude. 
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- CHAPITRE 3 - 

 
 

DÉTERMINATION ANALYTIQUE 

DES GRANDEURS LOCALES ET INTÉGRALES  
DES MACHINES SYNCHRONES 
À AIMANTS PERMANENTS 
SANS PIÈCES POLAIRES 
À INDUCTEUR INTÉRIEUR OU EXTÉRIEUR 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

"Je suis un enfant de mon époque. Je dois me 
contenter d'être assis entre deux chaises que sont le 
Savoir et l'Ignorance", 
R. Musil. 
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I.  Introduction 
e présent chapitre complète le développement du modèle analytique par la détermination 
et l'étude des grandeurs électromagnétiques locales et intégrales dans les MSAPs sans 
pièces polaires à inducteur intérieur ou extérieur. La modélisation électromagnétique, qui 

s'appuie sur le calcul exact du potentiel vecteur magnétique en 2D, formulé en coordonnées polaires à 
partir des équations de Maxwell en électromagnétisme, permet de déterminer tout d'abord les expressions 
formelles des inductions magnétiques totale dans les différentes parties des MSAPs. Celles-ci permettront 
d'établir les contraintes relatives à la démagnétisation des aimants permanents ainsi que les relations de 
dimensionnement du circuit magnétique. La connaissance des différentes inductions magnétiques qui sont 
à l'origine des différents flux magnétiques permettent de déterminer implicitement les expressions 
analytiques du couple électromagnétique, de la force électromotrice (f.e.m.) et des différentes inductances 
dans les machines électriques tournantes. Ce troisième chapitre est considéré comme l'étape principale de 
la mise en place du modèle analytique. 
 

II.  Représentation des grandeurs locales dans les structures étudiées 
II.1.  Introduction 

Les structures étudiées sont parfaitement décrites par la connaissance du potentiel vecteur 

magnétique total ( )z
a rA ,r, , tσ Θi T  qui est défini, par la relation (105), à l'aide du potentiel vecteur 

magnétique ( )z
s a rA ,r,Θi T  en magnétostatique et ( )z

rdA r, , tσ Θ  en magnétodynamique. En effet, ces 

différentes expressions permettent alors d'obtenir directement sous une forme identique les expressions 

des grandeurs locales (i.e., l'induction magnétique totale ( )a rB ,r, , tσ Θi T  [Équation (106)] et le champ 

électrique ( )z
rE r, , tσ Θ ). De plus, on notera que le champ magnétique total ( )a rH ,r, , tσ Θi T  [Équation (107)] 

et la densité surfacique de courant ( )z
s rJ r, , t•
σ Θ  par courants de Foucault s'en déduisent alors aisément à 

l'aide des équations des matériaux magnétiques et de la Loi d'Ohm. 
 

II.2.  Induction magnétique totale dans chaque région d'étude 
II.2.1.  Introduction 

En coordonnées cylindriques, ( )B rot A=  [Équation (75a)] permet d'exprimer les deux composantes 

de l'induction magnétique, ( )r
s a rB ,r,Θi T  et ( )s a rB ,r,Θ Θi T , en magnétostatique et, ( )r

rdB r, , tσ Θ  et 

( )rdB r, , tΘ
σ Θ , en magnétodynamique à partir du potentiel vecteur magnétique ( )z

s a rA ,r,Θi T  en 

magnétostatique et ( )z
rdA r, , tσ Θ  en magnétodynamique : 

 

( ) ( )z
s a rr

s a r
r

A ,r,1
B ,r,

r

∂ Θ
Θ = ⋅

∂Θ

i
i T

T     et    ( ) ( )z
s a r

s a r
A ,r,

B ,r,
r

Θ ∂ Θ
Θ = −

∂

i
i T

T     en magnétostatique, (181a) 

( ) ( )z
rr d

rd
r

A r, , t1
B r, , t

r
σ

σ
∂ Θ

Θ = ⋅
∂Θ

    et    ( ) ( )z
rd

rd
A r, , t

B r, , t
r

Θ σ
σ

∂ Θ
Θ = −

∂
    en magnétodynamique. (181b) 

 

II.2.2.  Induction magnétique en magnétostatique 
II.2.2.1.  Expression analytique de l'induction magnétique en magnétostatique 

En appliquant les relations (181a) à la solution générale du potentiel vecteur magnétique 
 

C 
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( )z
s a rA ,r,Θj
i T  en magnétostatique dans la Région j  [Équations (176)], on obtient les deux composantes 

de l'induction magnétique, ( )r
s a rB ,r,Θj
i T  et ( )s a rB ,r,Θ Θj

i T , en magnétostatique dans la Région j  : 

 

( ) ( ) ( )j s rv

v
v 1, 3...

e
r / r /

a r as sB ,r, ,r e
+∞

=

⋅ ΘΘ Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑j j
i iT TB g

 vp∀ , (182a) 

 

avec ( )
v

r /
as ,rΘ

j
i TB  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de la composante radiale ou 

tangentielle du vecteur induction magnétique en magnétostatique dans la Région j  qui s'exprime par : 
 

( ) ( )
( )

v

v
v

r /
sr /

a r as
sd

r
,r 2 B

Θ
Θ = ⋅ ⋅B

j
IIj

i
i

K
T T

K
 vp∀ . (182b) 

 

Le paramètre ( )
v

r /
s rΘ

j
iK , fonction harmonique complexe, est défini dans la Région I  (l'entrefer fictif) par : 

 

( ) ( )
v v

r z
s sr r=K KI I
i i  (183a) 

  

( ) ( ) ( )n
str

2 1v v

2 vp vp k
s 1sr r r 1 r r⋅ +Θ ⎡ ⎤= ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

K KI I I I
i i  

vp∀ , 
(183b) 

 

dans la Région II  (la couronne aimantée) par : 
 

( ) ( )
v v

r z
s sr r=K KII II

i i  (183c) 
  

( )

( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )

1sn

n

str
1 2v str

2
str

1v
v

1
v 21 vp

2 vp k vp 1
str 1 k vp

vp k
2s

s

s
sd ra str s

k r r 1 r r
r r

... r r
r

... si vp 1, k ln r r ,
2

⋅ ⋅ −
− ⋅

+
Θ

−
Θ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤⋅ ⋅ − ⋅⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⋅⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥+ ⋅⎪ ⎪⎣ ⎦= − ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟⎡ ⎤− ⋅ = + ⋅ ⋅ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

K

K
K

a
K K b

II II II
II

II II
II

II
II II

i

i
i

i
i i

 
vp∀ , 

(183d) 

 

et dans la Région III  (la culasse rotorique) par : 
 

( ) ( )
v v

r z
s sr r=K KIII III

i i  (183e) 
  

( ) ( ) str
1 2

2 vp vp k1 r r r r⋅ −⎡ ⎤+ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦III III  
( ) nv vs 1srΘ = ⋅K KIII III

i i  
( ) str

2

vp kr r −
III  si la Région III  est de forme circulaire 

vp∀ . 
(183f) 

 

On notera que le module de l'induction magnétique ( )s a rB ,r,Θj
i T  en magnétostatique dans la 

Région j  est donné par : 
 

( ) ( ) ( )2 2r
s a r s a r s a rB ,r, B ,r, B ,r,ΘΘ = Θ + Θj j j

i i iT T T  vp∀ . (184) 
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II.2.2.2.  Validation analytique-numérique de l'induction magnétique en magnétostatique 
Pour les besoins de cette validation, la structure considérée est une MSAPs montés en surface à 

inducteur intérieur ( )=strk 1  et à induit lisse avec différents nombres de paires de pôles (à savoir, p 1=  et 

p 12= ) selon les deux types d'aimantation [cf. Chap. 2-§  III.4.4.] : radiale et parallèle. 

Les propriétés physiques des matériaux magnétiques considérés (i.e., des aimants permanents et du 
matériau ferromagnétique doux utilisé pour la culasse rotorique) et les caractéristiques dimensionnelles 
principales pour la validation sont données respectivement dans les Tableaux 9 et 10. Notons que la 
perméabilité magnétique relative des tôles statoriques, µrsta , est supposée infinie [cf. Chap. 2-§  V.3.4.]. 

Tableau 9 :  Caractéristiques physiques des matériaux magnétiques considérés pour l'évolution et 
la validation analytique-numérique des inductions magnétiques en magnétostatique. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Aimants à base de terres rares : Néodyme-Fer-Bore (N 30H)  
Perméabilité magnétique relative, raµ  [–] 1,029 

Résistivité électrique, 
arρ  [ mΩ ⋅ ] 610−×  1,44 

Champ coercitif intrinsèque à a0 20 C= °T , J
ca0H  [kA/m] 1273 

Champ de rigidité limite à a0 20 C= °T , 0.9
k0H  [kA/m] 1145 

Induction rémanente à a0 20 C= °T , ra0B  [T] 1,13 

Coefficient de température pour le champ coercitif intrinsèque, J
caH∆  [%/K] -0,58 

Coefficient de température pour l'induction rémanente, raB∆  [%/K] -0,12 

Température de fonctionnement, aT  [°C] 20 
  

Acier ordinaire (Id 35 cd4)  
Perméabilité magnétique relative à l'origine, µ = µrrot rIII  [–] 1123 

Induction magnétique à saturation, 
rotsatB  [T] 2,2 

Résistivité électrique, ρ
rotr  [ mΩ ⋅ ] 710−×  2,366 

 

Tableau 10 :  Paramètres géométriques principaux de la structure considérée pour l'évolution et 
la validation analytique-numérique des inductions magnétiques en magnétostatique. 

PARAMÈTRES VALEURS 

Coefficient des topologies, strk  [–] 1 

Longueur du fer statorique, staL  [mm] 45 

Longueur des aimants permanents, aL  [mm] 51 

Ratio adimensionnel réel relatif à la Région I , rI  [%] 94,683 

( )
1

r rI  [%] 97,269 
 

( )
2

r rI  [%] 
au milieu de la Région I . 

97,341 
  

Ratio adimensionnel réel relatif à la Région II , rII  [%] 73,684 

( )
1

r rII  [%] 84,848 
 

( )
2

r rII  [%] 
au milieu de la Région II . 

86,842 
  

Ratio adimensionnel réel relatif à la Région III , rIII  [%] 0 

( )
1

r rIII  [%] 0 
 

( )
2

r rIII  [%] 
au milieu de la Région III . 

50 
  

Coefficient d'arc polaire des aimants permanents, aα  [–] 1 

Nombre de paires de pôles, p [–] 1 12 
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De plus, en vue d'évaluer la validité des expressions analytiques de l'induction magnétique en 
magnétostatique, nous utilisons le logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8]. Les résultats de la 
simulation avec le calcul analytique seront donc comparés ici à ceux donnés par le calcul numérique. 

Les Figures 38 à 41 illustrent les évolutions et la validation analytique-numérique des deux 

composantes, ( )r
s a rB ,r,Θj
i T  et ( )s a rB ,r,Θ Θj

i T , et du module, ( )s a rB ,r,Θj
i T , de l'induction magnétique en 

magnétostatique dans les différentes régions d'étude. La comparaison des différentes formes d'ondes 
analytiques et numériques est effectuée au milieu de chaque région d'étude. Ces différentes figures 
sont représentées sous une paire de pôles, dans un référentiel lié à l'inducteur, suivant une direction 
d'aimantation radiale [cf. Figures 38 et 40] ou parallèle [cf. Figures 39 et 41]. La comparaison entre 
les formes d'onde calculées par le modèle analytique et par la méthode MEF valide le calcul 
analytique puisque l'erreur est nulle. Ceci est dû au coefficient d'arc polaire des aimants permanents, 

aα , qui a été fixé à 1. Lorsque aα  est différent de 1, on peut noter, d'après le paragraphe  V.3.7.2.1. 

du chapitre 2, une erreur maximale inférieure à 0,42 % pour la Région I  (l'entrefer fictif), inférieure à 
1,58 % pour la Région II  (la couronne aimantée) et inférieure à 0,07 % pour la Région III  (la 
culasse rotorique) provoquée par l'homogénéisation de la couronne aimantée. 

Ces différentes figures nous conduisent à dire que la direction d'aimantation n'a quasiment plus 
aucune influence sur la forme d'onde de l'induction magnétique en magnétostatique quand le nombre de 
paires de pôles, p, est élevé. Lorsque que p est à 1, l'induction magnétique en magnétostatique dans la 
Région I  (l'entrefer fictif) est de forme sinusoïdale pour une aimantation parallèle et de forme 
trapézoïdale pour une aimantation radiale. On notera, d'après le paragraphe  III.4.4. du chapitre 2, que 

la valeur de 2/3 imposée au coefficient d'arc polaire des aimants permanents, aα , permet de faire tendre 

la forme d'onde sinusoïdale vers une forme d'onde trapézoïdale  [2]. 
Les détails importants, ressortant de ces diverses évolutions magnétiques, dans les différentes 

régions d'étude sont : 

- dans la Région I  : Dans tous les cas, le module de l'induction magnétique en 
magnétostatique dans l'entrefer fictif est dû principalement à sa composante radiale. En 
effet, la composante tangentielle est négligeable par rapport à la composante radiale. On 
peut constater que la composante tangentielle est nulle à la surface du stator équivalent 

lisse ( )s1r R′= , car on néglige les effets d'encochage, et qu'elle est plus importante pour 

une aimantation radiale ( ≈ 10  fois plus qu'une aimantation parallèle). Concernant la 

composante radiale, on peut observer qu'elle est moins élevée à la surface du stator 

équivalent lisse ( )s1r R′=  qu'à la surface des aimants permanents ( )mr R=  et que son 

amplitude maximale se situe à Θ = ± Θr p0 rad.  avec Θ = πp p . On remarquera aussi 

que le module de l'induction magnétique en magnétostatique dans cette région d'étude 
est plus important pour une aimantation parallèle que pour une aimantation radiale, et 
que l'amplitude du module diminue lorsque le nombre de paires de pôles, p, augmente. 

- dans la Région II  : Dans le cas d'une aimantation parallèle et pour =p 1, le module de 

l'induction magnétique en magnétostatique dans la couronne aimantée est influencé par 
sa composante tangentielle. Le module de cette induction magnétique est plus élevé pour 
une aimantation parallèle que pour une aimantation radiale. L'amplitude maximale se 
situe à Θ = ± Θr p0 rad.  pour une aimantation parallèle et à Θ = Θ ± Θr p p2  pour une 

aimantation radiale. La diminution de l'amplitude pour une aimantation radiale en 
Θ = ± Θr p0 rad.  est provoquée par les flux de fuites magnétiques entre et autour du bord 

des aimants permanents [cf. Chap. 3-§  II.2.2.3.2.]. On notera que les fuites magnétiques 
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Figure 38 :  Induction magnétique en magnétostatique dans les différentes régions d'étude, sous une paire de pôles, 
pour a 1α =  et p 1=  avec une aimantation radiale : (a) Distribution spatiale. (b) Comparaison analytique-numérique 

(au milieu de chaque région) des composantes (i) radiale et (ii) tangentielle et (iii)  de la valeur du module. 
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Figure 39 :  Induction magnétique en magnétostatique dans les différentes régions d'étude, sous une paire de pôles, 
pour a 1α =  et p 1=  avec une aimantation parallèle : (a) Distribution spatiale. (b) Comparaison analytique-numérique 

(au milieu de chaque région) des composantes (i) radiale et (ii) tangentielle et du (iii) de la valeur du module. 
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Figure 40 :  Induction magnétique en magnétostatique dans les différentes régions d'étude, sous une paire de pôles, 
pour a 1α =  et p 12=  avec une aimantation radiale : (a) Distribution spatiale. (b) Comparaison analytique-numérique 

(au milieu de chaque région) des composantes (i) radiale et (ii) tangentielle et (iii) de la valeur du module. 
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Figure 41 :  Induction magnétique en magnétostatique dans les différentes région d'étude, sous une paire de pôle, pour 

a 1α =  et p 12=  avec une aimantation parallèle : (a) Distribution spatiale. (b) Comparaison analytique-numérique 

(au milieu de chaque région) des composantes (i) radiale et (ii) tangentielle et (iii) de la valeur du module. 



II.  Représentation des grandeurs locales en électromagnétique dans les structures étudiées. 
 

 

113 
-  

entre les aimants permanents n'existent que dans le cas d'une aimantation radiale, p∀ , et 

d'une aimantation parallèle avec p 1≠   [108]. Entre deux aimants consécutifs, on peut 

aussi apercevoir des petites ondulations au niveau de l'induction magnétique en 
magnétostatique dans la couronne aimantée. En réalité, ces ondulations ne sont pas 
présentes, celles-ci sont provoquées par le phénomène de Gibbs  [109]. Ce phénomène 
n'apparaît qu'au voisinage des discontinuités, la série de Fourier de l'induction 
magnétique en magnétostatique possède, par conséquent, une erreur de troncature. 

- dans la Région III  : Quel que soit le type d'aimantation, le module de l'induction 
magnétique en magnétostatique dans la culasse rotorique dépend des composantes 
radiale et tangentielle. Pour =p 1, on peut constater que la composante radiale est de 

forme sinusoïdale et que la composante tangentielle tend à être sinusoïdale. Par contre, 
pour ≠p 1, on observe que ces deux composantes tendent à être nulle à mesure que l'on 

se rapproche de l'extérieur de la culasse rotorique ( )r1r R= . Dans tous les cas, l'amplitude 

maximale du module de l'induction magnétique en magnétostatique dans cette région 

d'étude se situe à la surface de la culasse rotorique et de la couronne aimantée ( )= r2r R  

en Θ = Θ ± Θr p p2 . On notera que cette amplitude peut largement dépasser l'induction 

magnétique à saturation du matériau magnétique constituant la culasse rotorique suivant 
la valeur imposée au nombre de paires de pôles, p, ce qui limite la validité de ce modèle 
qui est linéaire. En effet, la diminution du nombre de paires de pôles permet d'augmenter 
l'amplitude du module de l'induction magnétique en magnétostatique dans la culasse 
rotorique. Cette augmentation provient de la concentration des lignes de champs entre 
deux aimants consécutifs qui est beaucoup plus dense. Plus précisément, à cause, des flux 
de fuites magnétiques entre et autour du bord des aimants permanents provenant des 
effets magnétiques de la couronne aimantée. 

 

II.2.2.3.  Maximisation de l'induction magnétique en magnétostatique dans l'entrefer fictif 
II.2.2.3.1.  Introduction 

Ce paragraphe a pour objectif de démontrer que, quelles que soient les dimensions géométriques 
de la structure, il existe un ratio adimensionnel réel maximal 

max
rII  relatif à la Région II  (la couronne 

aimantée), soit une épaisseur maximale d'aimant permanent 
maxah , qui permet de maximiser l'induction 

magnétique en magnétostatique dans la Région I  (l'entrefer fictif) et, par conséquent, d'améliorer les 
performances des machines électriques tournantes (couple électromagnétique moyen, rendement,…). Afin 
d'utiliser aisément et directement l'épaisseur maximale d'aimant permanent 

maxah  dans un processus 

d'optimisation [cf. Chap. 5-§  II.2.], nous proposons donc de déterminer une expression analytique 
originale de cette épaisseur optimale pour les deux types d'aimantation (radiale et parallèle), en utilisant 
la méthode d'interpolation numérique décrite dans l'Annexe A  [108]. 
 

II.2.2.3.2.  Existence d'un ratio adimensionnel réel maximal relatif à la couronne aimantée 
 Identification des paramètres : 

À partir des relations (182) et (183), le module de l'induction magnétique, dans un référentiel lié à 
l'inducteur, en magnétostatique dans la Région I  (l'entrefer fictif) [cf. Équation (184)] peut s'écrire sous la 
forme simplifiée suivante : 
 

( ) ( ) ( )T TΘ = ⋅ µ µ α Θs a r r a s str r r a rB ,r, B k ,r ,r ,r , , ,p, ,r,I II I I II III II III
i if  vp∀ , (185a) 
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Le paramètre ( )Tr aB II  représente l'induction rémanente corrigée de la Région II  [Équation (146b)] et 

( )µ µ α Θs str r r a rk ,r ,r ,r , , ,p, ,r,I I II III II III
if  une fonction en série de Fourier complexe qui dépend de la 

direction d'aimantation (radiale ou parallèle) et des variables suivantes : 

- strk  le coefficient des topologies ( strk 1=  pour un inducteur intérieur et strk 1= −  pour un 

inducteur extérieur) ; 

- rI , rII  et rIII  respectivement le ratio adimensionnel réel relatif à la Région I  (l'entrefer 

fictif), à la Région II  (la couronne aimantée) et à la région III  (la culasse rotorique) 
[Équations (164)] ; 

- rµ II  et rµ III  respectivement la perméabilité magnétique relative de la Région II  et de la 

Région III  ; 

- aα  le coefficient d'arc polaire des aimants permanents [Équation (8)] qui agit 

implicitement sur la valeur de rµ II  [cf. Chap. 2-§  V.3.7.2.] ; 

- p le nombre de paires de pôles ; 

- r et Θr  respectivement la position radiale et la position angulaire mécanique de 

l'inducteur dont la référence, Θ =r 0 rad. , se trouve au centre d'un aimant Nord. 

Notons qu'à la surface du stator équivalent lisse ( )′= s1r R , le module de l'induction magnétique en 

magnétostatique dans l'entrefer fictif est purement radial et que son maximum se situe en Θ = ± Θr p0 rad.  

[cf. Chap. 3-§  II.2.2.2]. Dans ce cas précis, la fonction en série de Fourier complexe devient : 
 

( ) nj
K

K

+∞

=

+
⎧ ⎫⎪ ⎪′µ µ α = ℜ − ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ v str

vv 1, 3...

e
1s vp k

s str r r a s1 str
sd

k ,r ,r ,r , , ,p, ,R ,0 rad. 4 k rf I
I I II III II III I

i
i  vp∀ . (185b) 

 

Les fonctions harmoniques complexe nK
v1sI

i  et réelle K
vsd , intervenant dans la relation ci-dessus, sont 

définies dans l'Annexe D par les relations (D.30). 
D'après la relation (185a), on peut aisément noter que l'induction rémanente corrigée de la 

Région II , ( )Tr aB II , ne fait varier que l'amplitude du module de l'induction magnétique en 

magnétostatique dans l'entrefer fictif et en aucun cas la forme d'onde de celle-ci. Par conséquent, en 
considérant un modèle linéaire [Équation (53)], on peut en conclure que les paramètres physiques des 
aimants permanents (l'induction rémanente, la perméabilité magnétique relative des aimants permanents, 
etc.) n'influent pas sur le ratio adimensionnel réel maximal 

max
rII  relatif à la Région II  (la couronne 

aimantée). En revanche, la fonction en série de Fourier ( )′µ µ αs str r r a s1k ,r ,r ,r , , ,p, ,R ,0 rad.fI I II III II III
i , qui 

dépend de la direction d'aimantation et des paramètres géométriques, influe sur la forme d'onde de 
l'induction magnétique en magnétostatique dans l'entrefer fictif, et par conséquent sur la valeur optimale 

max
rII  (soit l'épaisseur maximale d'aimant permanent 

maxah ). 

 

 Analyse de l'induction magnétique maximale en magnétostatique dans l'entrefer fictif : 
Dans cette analyse, les propriétés physiques des matériaux ferromagnétiques de l'inducteur (i.e., des 

aimants permanents et de la culasse rotorique) sont données dans le Tableau 9. La température de 
fonctionnement Ta  des aimants permanents a été fixée à 120 °C. 

La Figure 42 représente l'évolution de l'induction magnétique en magnétostatique dans la Région I  
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à la surface du stator équivalent lisse ( )s1r R′=  en Θ = ± Θr p0 rad.  en fonction du ratio adimensionnel réel 

relatif à la Région I  (l'entrefer fictif), rI , et à la Région II  (la couronne aimantée), rII , pour des matériaux 

ferromagnétiques donnés à l'inducteur. On notera que le ratio adimensionnel réel rIII  relatif à la 

Région III  (la culasse rotorique) n'influence pratiquement pas l'allure des surfaces de réponse. En effet, ce 

ratio est toujours multiplé par µr1 III  (qui tend généralement vers +0  pour un µ >r 1000III  [cf. Tableau 4]) 

dans les constantes d'intégration, intervenant dans les expressions de l'induction magnétique en 
magnétostatique [cf. Annexe D]. Ces surfaces de réponse ont été tracées pour un inducteur intérieur 
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Définition des ratios adimensionnels réels rI  et rII  [cf. Chap. 2-§  V.4.4.3.] : 

 ( ) strk
a s1r R R ′=I  : Le ratio adimensionnel réel de la Région I  (l'entrefer fictif). 

 ( ) strk
r2 ar R R=II  : Le ratio adimensionnel réel de la Région II  (la couronne aimantée). 

Variation de l'inducteur suivant les ratios adimensionnels réels rI  et rII  (Limite géométrique de l'inducteur) : 

Inducteur inexistant pour un inducteur intérieur  0 %r =I  : 
Inducteur qui tend vers l'infini pour un inducteur extérieur 

, r∀ II   Entrefer fictif maximal. 

 100 %r =I  : Entrefer fictif nul, r∀ II . 

 0 %r =II  : Inducteur constitué uniquement d'aimants permanents sans culasse rotorique. 

 100 %r =II  : Inducteur sans aimants permanents. 

Figure 42 :  Évolution de l'induction magnétique en magnétostatique à la surface du stator équivalent lisse ( )s1r R ′=  

en r p0 rad.Θ = ± Θ , pour a 1α =  et p 1= , en fonction des ratios adimensionnels rI  et rII  suivant une direction 

d'aimantation (a) radiale ou (b) parallèle. 
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( )=strk 1  avec un nombre de paire de pôles, p, et un coefficient d'arc polaire des aimants permanents, αa , 

fixés à 1 suivant une direction d'aimantation radiale [cf. Figure 42(a)] ou parallèle [cf. Figure 42(b)]. 
En comparant les deux types d'aimantation, on peut aisément constater qu'il existe des réseaux de ratios 

( )max
r , rI II  permettant de maximiser l'induction magnétique en magnétostatique dans la Région I  

(l'entrefer fictif). Pour une aimantation parallèle, on peut observer que le maximum de cette induction 
magnétique n'est jamais atteint ou plus précisément qu'il se trouve à la limite géométrique de l'inducteur 
(i.e., =

max
r 0 %II  et ∀rI ). Cette limite géométrique est représentée par un inducteur sans culasse 

rotorique, donc constitué uniquement d'aimants permanents, ce qui n'est pas une solution réaliste. En 
revanche, pour une aimantation radiale, on peut remarquer que, ∀rI , il existe un ratio adimensionnel réel 

maximal 
max

rII  relatif à la Région II  (la couronne aimantée) qui permet de maximiser l'induction 

magnétique en magnétostatique dans la Région I  (l'entrefer fictif). En effet, en dessous de cette valeur 
optimale, cette induction magnétique diminue. Cela peut paraître surprenant, mais cette réduction est 
causée par les flux de fuites magnétiques entre et autour du bord des aimants permanents. Ceci peut être 
observé en traçant les lignes de flux magnétique entre deux aimants consécutifs. La Figure 43 illustre ces 
différentes fuites magnétiques pour les deux types d'aimantation et pour deux géométries données à 

l'inducteur ; à savoir =p 1, α =a 1, =r 0 %III  et 
=

=

r 90 %

r 44,44 %
I

II
 [cf. Figure 43(a)/(b)(i)] & 

=

=

r 70 %

r 28,57 %
I

II
 

[cf. Figure 43(a)/(b)(ii)]. Dans le cas général, on peut constater que : 

- pour une valeur imposée de rI , les fuites magnétiques entre les aimants permanents 

augmentent lorsque le ratio adimensionnel réel rII  relatif à la Région II  (la couronne 

aimantée) se situe en dessous de sa valeur optimale 
max

rII   [110] ; 
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Figure 43 :  Les différents flux de fuite magnétique entre et autour du bord des aimants permanents pour une direction 
d'aimantation (a) radiale ou (b) parallèle pour deux géométries données à l'inducteur – a 1α = , p 1= , r 0 %=III , 

(i) r 90 %=I  & r 44, 44 %=II  et (ii) r 70 %=I  & r 28, 57 %=II   [108]. 
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- quel que soit le type d'aimantation (radiale ou parallèle), le ratio adimensionnel réel rI  

relatif à la Région I  (l'entrefer fictif) n'influe que sur la valeur maximale de l'induction 
magnétique en magnétostatique dans l'entrefer fictif. En effet, la diminution de ce ratio rI  

augmente les fuites magnétiques autour du bord des aimants permanents et, par 
conséquent, diminue la valeur maximale de cette induction magnétique  [111]. 

Les réseaux de ratios ( )max
r , rI II  (i.e., les différentes géométries optimales) permettant de maximiser 

l'induction magnétique en magnétostatique dans la Région I  (l'entrefer fictif) pour un inducteur intérieur 

( )=strk 1  16 sont illustrés sur la Figure 44. Ces évolutions ont été tracées pour un inducteur intérieur pour 

les deux types d'aimantation (radiale [cf. Figure 44(a)] et parallèle [cf. Figure 44(b)]), pour un nombre de 
paires de pôles, p, variant de 1 à 12 avec α =a 1 [cf. Figure 44(a)/(b)(i)] et pour un coefficient d'arc 

polaire des aimants permanents, αa , variant de 1 à 0 (par pas de 0,1) avec =p 1 [cf. Figure 44(a)/(b)(ii)]. 

La comparaison analytique-numérique a été réalisée avec un nombre de paires de pôles, p, et un 
coefficient d'arc polaire des aimants permanents, αa , fixés à 1. 

Contrairement à une aimantation radiale, on peut observer que, pour une aimantation parallèle 

avec α =a 1 (∀rI  et p), les réseaux de ratios ( )max
r , rI II  se situent toujours à la limite géométrique 

correspondant à =
max

r 0 %II . La Figure 45 avec α =a 1, p 12=  et r 90 %=I  permet de mettre en évidence 

le maximum mathématique de rII  pour les deux types d'aimantation. Au-delà d'une certaine valeur de rII  

avec une aimantation parallèle, la variation de l'induction magnétique en magnétostatique à ′= s1r R  dans la 

Région I  (l'entrefer fictif) en Θ = ± Θr p0 rad.  en fonction du ratio rII  est très faible. D'un point de vue 

pratique, il ne sera donc pas nécessaire de diminuer le ratio rII  jusqu'à la limite géométrique car cela est 

coûteux sans pour autant augmenter notablement la valeur maximale de l'induction magnétique dans 
l'entrefer fictif. 

En dehors des deux cas particuliers a 0α = , pour les deux types d'aimantation, et α =a 1 avec p 1= , 

pour l'aimantation parallèle, on remarquera que quelle que soit la direction d'aimantation : 

- si p augmente, on aura une augmentation de la valeur optimale 
max

rII , a∀α  et ∀rI  ; 

- si aα  diminue, on aura une augmentation de la valeur optimale 
max

rII , ∀p  et ∀rI . 

De plus, on notera qu'une augmentation de 
max

rII  conduit à une augmentation des fuites magnétiques 

entre et autour du bord des aimant permanents, ce qui implique une diminution notable de la valeur 
maximale de l'induction magnétique en magnétostatique dans l'entrefer fictif. 

Le Tableau 11 explicite l'influence du coefficient d'arc polaire des aimants permanents, aα , et du 

nombre de paires de pôles, p, sur les réseaux de ratios ( )max
r , rI II  suivant les deux types d'aimantation. 

Pour une aimantation parallèle, le nombre de paires de pôles, p, n'influe pas sur les fuites magnétiques, 
alors que le coefficient d'arc polaire des aimants permanents, aα , est un facteur qui augmente ces 

dernières. À contrario, pour une aimantation radiale, on constate que l'ouverture polaire des aimants 
permanents diminue très peu l'induction magnétique maximale en magnétostatique dans l'entrefer fictif 
(en comparaison avec l'aimantation parallèle). Alors que le nombre de paires de pôles, p, a une grande 
influence sur les fuites magnétiques des aimants permanents. 

                                              
16  Notons dès à présent que les réseaux de ratios ( )max

r , rI II  pour un inducteur extérieur ( )= −strk 1  se situent 

toujours à la limite géométrique (c'est-à-dire à =
max

r 0 %II  ∀rI , p et αa ). 
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II.2.2.3.3.  Interpolation numérique de l'épaisseur maximale d'aimant permanent 
 Problématique : 

L'induction magnétique en magnétostatique dans la Région I  (l'entrefer fictif) est à l'origine de la 
forme d'onde du flux principal en magnétostatique, de la force électromotrice induite dans une phase 
quelconque  [111]- [112], du couple électromagnétique normal (composantes moyenne et alternative) 

 [113], des pertes magnétiques dans le circuit magnétique de l'induit denté  [112], etc. Si cette induction 
magnétique dans l'entrefer fictif est utilisée dans un processus d'optimisation avec une aimantation 
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Définition des ratios adimensionnels réels rI  et rII  [cf. Chap. 2-§  V.4.4.3.] : 

 ( ) strk
a s1r R R ′=I  : Le ratio adimensionnel réel de la Région I  (l'entrefer fictif). 

 ( ) strk
r2 ar R R=II  : Le ratio adimensionnel réel de la Région II  (la couronne aimantée). 

Variation de l'inducteur suivant les ratios adimensionnels réels rI  et rII  (Limite géométrique de l'inducteur) : 

Inducteur inexistant pour un inducteur intérieur  0 %r =I  : 
Inducteur qui tend vers l'infini pour un inducteur extérieur 

, r∀ II   Entrefer fictif maximal. 

 100 %r =I  : Entrefer fictif nul, r∀ II . 

 0 %r =II  : Inducteur constitué uniquement que d'aimants permanents sans culasse rotorique. 

 100 %r =II  : Inducteur sans aimants permanents. 

Figure 44 :  Évolution des réseaux de ratios ( )max
r , rI II  permettant de maximiser l'induction magnétique en 

magnétostatique dans la Région I  (l'entrefer fictif) pour une direction d'aimantation (a) radiale ou (b) parallèle 
pour (i) 1 p 12≤ ≤  et a 1α =  & (ii) a0 1≤ α ≤  et p 1= . 
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radiale, p∀ , ou une aimantation parallèle, p 1≠  et a 1α ≠ , on peut obtenir une mauvaise solution du 

ratio adimensionnel réel rII  relatif à la Région II  (la couronne aimantée). En effet, d'après la Figure 42, 

deux valeurs différentes du ratio rII  peuvent conduire à une même valeur d'induction magnétique dans 

l'entrefer fictif. La plus petite solution du ratio rII , soit la plus grande solution de l'épaisseur d'aimant 

permanent ah , doit être écartée car elle est peu réaliste. Pour une géométrie donnée, il est donc 

nécessaire de connaître la valeur maximale du ratio rII  (i.e., 
max

rII ) qui permet de maximiser l'induction 

magnétique en magnétostatique dans l'entrefer fictif. Ainsi, il est intéressant de trouver une expression 
analytique de cette valeur optimale. Vu la complexité des expressions analytiques de l'induction 
magnétique en magnétostatique dans l'entrefer fictif [cf. Équations (182) et (183)], il est totalement 

impossible de trouver une solution symbolique à l'équation ( )s a s1dB ,R ,0 rad. dr 0′ =I II
i T . De ce fait, nous 

proposons de déterminer une expression analytique de l'épaisseur maximale d'aimant permanent 
maxah  à 

partir des réseaux de ratios ( )max
r , rI II  définis dans le paragraphe précédent. Cette équation originale 

sera déterminée pour les deux types d'aimantation selon la méthode d'interpolation numérique décrite 
dans l'Annexe A  [108]. 
 

 Approximation numérique : 
En introduisant les relations (7) et (95), définissant respectivement l'épaisseur d'aimant permanent et 

l'entrefer fictif, dans la relation (164b), décrivant le ratio adimensionnel réel rII  relatif à la Région II  (la 

couronne aimantée), on peut définir une épaisseur normalisée maximale d'aimant permanent 
 

′ =
′
max

nor /max

a
a

s1

h
h

R
, (186) 
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Figure 45 :  Évolution de l'induction magnétique en magnétostatique à la surface du stator équivalent lisse ( )s1r R ′=  

en r p0 rad.Θ = ± Θ  pour a 1α = , p 12=  et r 90 %=I  en fonction du ratio adimensionnel rII  

suivant les deux types d'aimantation. 
 

Tableau 11 :  Influence de aα  et de p sur les réseaux de ratios ( )max
r , rI II  suivante le type d'aimantation. 

PARAMÈTRES 
DIRECTION D'AIMANTATION Nombre de paires 

de pôles, p [–] 
Coefficient d'arc polaire  

des aimants permanents, aα  [–] 

Radiale ( )=i R   Beaucoup d'influence.  Peu d'influence. 

Parallèle ( )=i P   N'influence pas du tout.  Beaucoup d'influence. 
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qui peut s'exprimer par : 
 

( )− ⋅
max

1 r rII I  pour un inducteur intérieur ( )=strk 1 , (187a) ′ =
nor /maxah  

+∞  pour un inducteur extérieur ( )= −strk 1 . (187b) 
 

On peut constater que l'épaisseur optimale d'aimant permanent 
maxah , permettant de maximiser 

l'induction magnétique dans la Région I  (l'entrefer fictif), dépend de la topologie de l'inducteur, du rayon 
statorique adjacent à l'entrefer fictif s1R′ , du ratio adimensionnel réel rI  relatif la Région I  (l'entrefer fictif) 

et de la valeur optimale 
max

rII . Notons que l'épaisseur maximale d'aimant permanent 
maxah  tend toujours 

vers l'infini pour un inducteur extérieur. 

Par conséquent, en prenant les points correspondants aux réseaux de ratios ( )max
r , rI II  

[cf. Figure 44] et en utilisant la relation (187a), on peut évaluer la variation du ratio normalisé ′
nor /maxah  

en fonction du ratio adimensionnel réel rI  relatif la Région I  (l'entrefer fictif). La Figure 46 représente 

l'évolution des courbes de l'épaisseur normalisée maximale d'aimant permanent pour différentes valeurs 
du nombre de paires de pôles, p, (i.e., 1 à 12) avec α =a 1 et pour différentes valeurs du coefficient d'arc 

polaire des aimants permanents, αa , (i.e., 1 à 0 par pas de 0,1) avec p 1= . Ces évolutions ont été 

tracées pour un inducteur intérieur ( )=strk 1  selon les deux types d'aimantation : radiale [cf. Figure 46(a)] 

et parallèle [cf. Figure 46(b)]. On notera que, ∀p  et αa , le rayon du stator adjacent à l'entrefer fictif s1R′  

ne perturbe en aucun cas les allures normalisées. 
Afin de pouvoir prendre en compte cette problématique de valeur optimale dans un processus de 

dimensionnement, nous avons développé une expression analytique originale de l'épaisseur normalisée 
maximale d'aimant permanent ′

nor /maxah  en utilisant les points numériques provenants des réseaux de 

ratios ( )max
r , rI II  [cf. Figure 46] et en appliquant une méthode d'interpolation numérique. Cette méthode 

ainsi que le développement des relations (188) sont présentés respectivement dans l'Annexe A et 
l'Annexe G. On obtient  [108] : 
 

rI  ∀p  pour α =a 1 avec une aimantation parallèle, (188a) 
  

0 ∀p  pour α =a 0  (188b) 
  ′ =

nor /maxah  

( ) ( ) ( ) ( )α
α α⎡ ⎤

⋅ ⋅ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

2
1 2

ha a
ha a ha a

1

,p
ha p r 1 r

g
g ff I I

i
i ii  

quel que soit le type d'aimantation, 
(188c) 

 

avec ( )
1ha pf i , ( )α

2
aha ,pf i , ( )α

1
ahagi , ( )α

2
ahagi  et ( )α

3
ahagi  les fonctions d'interpolation du ratio 

′
nor /maxah  qui dépendent de la direction d'aimantation des aimants permanents (i.e., =i R  : Radiale et 

=i P  : Parallèle), du coefficient d'arc polaire des aimants permanents, αa , et du nombre de paire de 

pôles, p. Ces différentes fonctions d'interpolation sont définies par [cf. Annexe G] : 
 

( ) ⋅= ⋅ +
3ha

2

k
ha

1 1 4

k p
ha ha hap k e kf

i
ii i i , (189a) 

( ) ( ) ⋅α = α ⋅ +
6ha

5

k
ha

2 3 7

k p
a aha ha ha,p e kf g

i
ii i i , (189b) 
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( ) ⋅α
α = ⋅ +

10ha
9

k
ha a

1 8 11

k
aha ha hak e kg

i
ii i i , (189c) 

( ) ⎛ ⎞
α = ⋅ α − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
13ha

2 12 14 15

2
k

a aha ha ha hak k kg
ii i i i , (189d) 

( ) ⋅αα = ⋅ +
18ha

17

k
ha a

3 16 19

k
aha ha hak e kg

i
ii i i , (189e) 

 

avec 
jhaki  les coefficients d'interpolation qui ont été déterminés pour les différents cas illustrés sur la Figure 46. 
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Définition du ratio normalisé ′
nor /maxah  et du ratio adimensionnel réel rI  : 

 ′ ′=
nor /max maxa a s1h h R  : Le ratio normalisé de l'épaisseur maximal d'aimant permanent. 

 ( ) strk
a s1r R R ′=I  : Le ratio adimensionnel réel de la Région I  (l'entrefer fictif). 

Variation de l'inducteur suivant le ratio adimensionnel réel rI  (Limite géométrique de l'inducteur) : 

Inducteur inexistant pour un inducteur intérieur  0 %r =I  : 
Inducteur qui tend vers l'infini pour un inducteur extérieur 

, r∀ II   Entrefer fictif maximal. 

 100 %r =I  : Entrefer fictif nul, r∀ II . 

Figure 46 :  Évolution du ratio 
nor / maxah′  en fonction du ratio rI  selon une direction d'aimantation (a) radiale 

ou (b) parallèle pour (i) 1 p 12≤ ≤  et a 1α =  & (ii) a0 1≤ α ≤  et p 1= . 
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Ces coefficients ont été évalués, en appliquant une méthode de résolution numérique non-linéaire (du 

type Levenberg-Marquardt), afin de rendre l'erreur d'interpolation εint
i  minimale [Équation (A.2)] par 

rapport aux valeurs numériques provenants des réseaux de ratios ( )max
r , rI II . Ces coefficients sont 

récapitulés dans le Tableau 12. 
 

Les évolutions de l'expression analytique de l'épaisseur normalisée maximale d'aimant permanent 
′

nor /maxah  sont représentées sur la Figure 46 en fonction du ratio adimensionnel réel rI  relatif la Région I  

(l'entrefer fictif). La comparaison entre l'approximation numérique et les points numériques provenants des 

réseaux de ratios ( )max
r , rI II  conduit à un résultat tout à fait correct. La Figure 47 met en évidence l'erreur 

Tableau 12 :  Coefficients d'interpolation 
jhaki  intervenants dans l'épaisseur maximale normalisée 

d'aimant permanent 
nor / maxah′  suivant le type d'aimantation. 

DIRECTION D'AIMANTATION DIRECTION D'AIMANTATION COEFFICIENT 
D'INTERPOLATION Radiale ( )=i R  Parallèle ( )=i P  

COEFFICIENT 
D'INTERPOLATION Radiale ( )=i R  Parallèle ( )=i P  

1haki  0,948 1,453 
11haki  0,7322 0,285 

2haki  -0,572 -0,539 
12haki  0,1828 0,8058 

3haki  0,465 0,544 
13haki  0,7773 1,3137 

4haki  0,046 0,121 
14haki  0,5478 0,4668 

5haki  2,181 10,878 
15haki  0,4025 0,1456 

6haki  0,275 0,088 
16haki  0,232 8,45 −× 1210  

7haki  2,93 −× 510  3,927 
17haki  0,41 17,77 

8haki  0,2123 0,904 
18haki  1,359 0,815 

9haki  0,07 -0,246 
19haki  0,048 -6,985 −× 510  

10haki  1,728 0,439    
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Figure 47 :  Erreur d'interpolation intεi  de l'épaisseur maximale normalisée d'aimant permanent 
nor / maxah′  

en fonction de aα  et de p pour une direction d'aimantation (a) radiale ou (b) parallèle. 
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d'interpolation εint
i  de l'épaisseur maximale normalisée d'aimant permanent ′

nor /maxah  en fonction du 

coefficient d'arc polaire des aimants permanents, αa , et du nombre de paire de pôles, p, selon les deux 

types d'aimantation. On notera que l'erreur d'interpolation maximale ε
maxint

i  est égale à 5,958 % pour une 

aimantation radiale et à 9,246 % pour une aimantation parallèle. Ces erreurs d'interpolation sont dues 
essentiellement à la mauvaise approximation numérique des coefficients d'interpolation et de la 
simplification de l'expression analytique de l'épaisseur normalisée maximale d'aimant permanent ′

nor /maxah . 

 

II.2.3.  Induction magnétique en magnétodynamique 
II.2.3.1.  Expression analytique de l'induction magnétique en magnétodynamique 

En appliquant les relations (181b) à la solution générale du potentiel vecteur magnétique 

( )z
rdA r, , tσ Θj  en magnétodynamique dans la Région j  [Équations (178)], on obtient les deux composantes 

de l'induction magnétique, ( )r
rdB r, , tσ Θj  et ( )rdB r, , tΘ

σ Θj , en magnétodynamique dans la Région j  : 

 

( ) ( ) ( )
s 0

r / r / r /
r r rd d dB r, , t B r, , t B r, , tΘ Θ Θ

σ σ σΘ = Θ + Θj j j  pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (190a) 

  

( ) ( ) ( )j d ru,v,s

s u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tr / r /

r ddB r, , t r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ jj B g
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (190b) 

( ) ( ) ( )j d ru,v,0

0 u,v,0u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tr / r /

r ddB r, , t r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ jj B g
 pr u v 0+ = , (190c) 

 

avec ( )
u,v,s

r /
d rΘ

σBj  et ( )
u,v,0

r /
d rΘ

σBj  respectivement l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v 

des composantes radiale ou tangentielle, ( )
s

r /
rdB r, , tΘ

σ Θj  et ( )
0

r /
rdB r, , tΘ

σ Θj , du vecteur induction 

magnétique en magnétodynamique dans la Région j  qui s'expriment par : 
 

( )
( )

u,v

u,v
u,v,s

u,v

r /
dr /

m0d
dd

r
r 2

Θ
σΘ

σ
σ

′= ⋅ µ ⋅ ⋅B J
j

j

K

K
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (190d) 

( )
u,v

u,v,0

dr /
m0d r 2

σΘ
σ ′= ⋅ µ ⋅ ⋅B J

j
j

K ( )
v

r /

dd

rΘ

σK
v

 pr u v 0+ = , (190e) 

 

Les paramètres ( )
u,v

r /
d rΘ

σjK  et 
d σj

K ( )
v

r / rΘ , fonctions harmoniques complexes, sont définis dans la 

Région I  par : 
 

( ) ( )
u,v u,v

r z
d dr rσ σ=K KI I  (191a) 

( )
( )

( )( ) ( )
u,v

str str
1 2stru,v

1u,v

1dn
1 k vp vp k

str 2 k vpd
2dn

r k r r r r
... r r

σ
− ⋅ −Θ

⋅ ⋅σ
σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − ⋅ ⋅ ⋅
⎢ ⎥− ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

K
K

K

I
I II

I I
 

pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, 

(191b) 
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d σ
K

I ( )
v

r
d

r
σ

= K
I ( )

v

z r  (191c) 

d σ
K

I ( )
v

str 1dn
str

k
r k

σΘ
⋅

= ⋅
K I ( )

1v

2 vp

2dn

r r 1

...

⋅

σ

⎡ ⎤⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ K

I

I ( )( )
( ) str

2
str

1v

vp k

1 k vp
r r

r r

−

+ ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎩ ⎭

I
I

 
pr u v 0+ = , 

(191d) 

 
dans la Région II  par : 
 

( ) ( )
u,v u,v

r z
d dr rσ σ=K KII II  (191e) 

( )
( )( )

( )( ) ( )
u,v u,vu,v

u,vu,v
u,v

u,v u,vu,v

vp1dn
str rd

2dn

r r
r 2k

r... r

σΘ
σ

σ

⎡ ⎤⋅⎢ ⎥
= − ⋅ µ ⋅ τ ⋅ ⋅⎢ ⎥

− ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

K
K

K

II II
I

II IIII
IIII II

h x

xh x

I

K
 

pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, 

(191f) 

  

d σ
K

II ( )
v

r
d

r
σ

= K
II ( )

v

z r  (191g) 

d σ
K

II ( )
v

str 1dn
str r

k
r 2k

σΘ
⋅

= ⋅ µ ⋅
K II

II

( )
1v

2 vp

2dn

r r 1

...

⋅

σ

⎡ ⎤⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ K

II

II ( )( )
( ) str

2
str

1v

vp k

1 k vp
r r

r r

−

+ ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎩ ⎭

II
II

 
pr u v 0+ = , 

(191h) 

 

et dans la Région III  par : 
 

( ) ( )
u,v u,v

r z
d dr rσ σ=K KIII III  (191i) 

( ) ( ) ( )u,v u,v u,vu,v
u,v

vp

str 1dn 2dd
r

r 2k r
r

Θ
σ σσ = ⋅ τ ⋅ ⋅ ⋅K K I

III III IIIIII
III

f
x

 
pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, 

(191j) 

  

d σ
K

III ( )
v

r
d

r
σ

= K
III ( )

v

z r  (191k) 

( ) ( ) str
1 2

2 vp vp k1 r r r r⋅ −⎡ ⎤+ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦III III  
d σ

K
III ( )

v
str 1dnr 2kΘ

σ= ⋅K III v
⋅  

( ) str
2

vp kr r −
III  si la Région III  est de forme circulaire 

pr u v 0+ = , 
(191l) 

 

( )( ) ( )( )2 2u,v u,v u,v u,vu,v u,v
vp vpr r⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠K II Kx h x x h xIII III III III , 
avec : ( )

u,v2d rσ =fIII  

( )( )u,v u,v
rIh xIII  si la Région III  est de forme circulaire. 

(192) 

 

Les fonctions harmoniques complexes ( )( )u,v u,v
rh xI II/III  et ( )( )u,v u,v

rKh xII/III  de la Région II  et de la 

Région III  sont définies dans l'Annexe E par les relations (E.24). 

On notera que le module de l'induction magnétique ( )d rB r, , tσ Θj  en magnétodynamique dans la 

Région j  est donné par : 
 

( ) ( ) ( )2 2r
d r r rd dB r, , t B r, , t B r, , tΘ

σ σ σΘ = Θ + Θj j j  u v∀ + . (193) 

 

Si on fait l'hypothèse que les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence des 

courants d'induits, alors les deux composantes, ( )r
rdB r, , tσ Θj  et ( )rdB r, , tΘ

σ Θj , et le module, ( )d rB r, , tσ Θj , 
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de l'induction magnétique en magnétodynamique dans les différentes régions d'étude sont remplacés 

respectivement par les deux composantes, 
d

B
σj ( )r

rr, , tΘ  et 
d

B
σj ( )rr, , tΘ Θ , et le module, dB σj ( )rr, , tΘ , de 

l'induction magnétique en magnétodynamique lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux 

électromagnétiques. Les expressions de 
d

B
σj ( )r

rr, , tΘ , 
d

B
σj ( )rr, , tΘ Θ  et dB σj ( )rr, , tΘ  sont définies dans 

l'Annexe F par les relations (F.13) et (F.15). 
 

II.2.3.2.  Validation analytique-numérique de l'induction magnétique en magnétodynamique 
Pour les besoins de cette validation, la structure considérée est une machine bipolaire (i.e., p 1= ) à 

aimants permanents montés en surface à inducteur intérieur ( )=strk 1  et à induit lisse (i.e., α =a 1) avec une 

vitesse de rotation (ou de fonctionnement), 0N , égale à 10 000 tr/min. La machine électrique tournante 

considérée possède un bobinage triphasé (i.e., 3=m ) imbriqué dont le schéma de bobinage est représenté 
sur la Figure 24 et dont les caractéristiques dimensionnelles principales sont définies dans le Tableau 6. La 

forme d'onde du courant d'alimentation ( )gi t  appliqué à la machine est soit sinusoïdale soit rectangulaire 

(créneaux de 120 °) avec une valeur efficace I égale à 3,28 A. La représentation temporelle et le spectre 

harmonique du courant d'alimentation ( )gi t  sont tracés sur la Figure 23 [cf. Chap. 2-§  IV.2.2.]. 

Les propriétés physiques des matériaux magnétiques considérés (i.e., des aimants permanents et du 
matériau ferromagnétique doux utilisé pour la culasse rotorique) pour la validation sont données dans le 
Tableau 9. Notons que la perméabilité magnétique relative des tôles statoriques, rstaµ , est supposée infinie 

[cf. Chap. 2-§  V.3.4.]. Les paramètres géométriques principaux sont donnés dans le Tableau 10. En ce qui 
concerne le rayon statorique adjacent à l'entrefer fictif, s1R′ , il a été fixé à 20,7 mm pour la validation. 

De plus, en vue d'évaluer la validité des expressions analytiques de l'induction magnétique en 
magnétodynamique, nous utilisons le logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8]. Les résultats de 
la simulation avec le calcul analytique seront donc comparés ici à ceux donnés par le calcul numérique. 
On notera que les simulations numériques pour un courant d'alimentation rectangulaire n'ont pas été 
réalisées, néanmoins nous ferons l'hypothèse que la validation numérique avec un courant sinusoïdal 
permet de valider le modèle analytique de façon globale. 

Les Figures 48 et 49 illustrent les évolutions et la validation analytique-numérique des deux composantes, 

( )r
sdB r, , tσ Θj  et ( )sdB r, , tΘ

σ Θj , et du module, ( )d sB r, , tσ Θj , de l'induction magnétique en magnétodynamique 

dans les différentes régions d'étude. La comparaison des différentes formes d'ondes analytiques et numérique 
est effectuée au milieu de chaque région d'étude. Ces différentes figures sont représentées sous une paire de 
pôles, dans un référentiel lié à l'induit 17, pour un courant d'alimentation sinusoïdal [cf. Figure 48] ou 
rectangulaire [cf. Figure 49] à l'instant t égal à = ⋅ ϕ Ω0 0t p  et ∀ ϕ . La comparaison entre les formes d'onde 

calculées par le modèle analytique et par le MEF valide le calcul analytique puisque l'erreur est nulle. Comme 
pour l'induction magnétique en magnétostatique, cette erreur numérique est influencée par le coefficient d'arc 
polaire des aimants permanents, αa  [cf. Chap. 2-§  V.3.7.2.2.]. 

Il convient de noter que, contrairement aux grandeurs locales, 
d

B
σj ( )r

sr, , tΘ Θ  et dB σj ( )sr, , tΘ , en 

magnétodynamique en négligeant les conductivités électriques des matériaux électromagnétiques (à 
savoir dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique) [cf. Annexe F], la distribution de 
l'induction magnétique en magnétodynamique est influencée par la modification des courants d'induits. 

                                              
17  On notera que le passage d'une grandeur dans un référentiel lié à l'inducteur, rΘ , à une grandeur dans un 

référentiel lié à l'induit, sΘ , est développé dans le Tableau 8 [cf. Chap. 2-§  V.4.2.]. 
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Figure 48 :  Induction magnétique en magnétodynamique dans les différentes régions d'étude, sous une paire de pôles, 
avec une alimentation sinusoïdale : (a) Distribution spatio-temporelle à l'instant 0t . (b) Comparaison analytique-

numérique (au milieu de chaque région) des composantes (i) radiale et (ii) tangentielle et (iii) de la valeur du module. 
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Figure 49 :  Induction magnétique en magnétodynamique dans les différentes régions d'étude, sous une paire de pôles, 
avec une alimentation rectangulaire : (a) Distribution spatio-temporelle à l'instant 0t . (b) Comparaison analytique-

numérique (au milieu de chaque région) des composantes (i) radiale et (ii) tangentielle et (iii) de la valeur du module. 
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La Figure 50 illustre la comparaison des deux composantes de l'induction magnétique ainsi que de 
son module en magnétodynamique avec et sans les conductivités électriques dans les matériaux 
électromagnétique pour un courant d'alimentation sinusoïdal [cf. Figure 50(a)] ou rectangulaire 
[cf. Figure 50(b)]. Cette modification est provoquée essentiellement par les ratios adimensionnels 
complexes des harmoniques de rang u et v de la Région II , 

u,v
τII , et de la Région III , 

u,v
τIII . Ces ratios 

définis par les relations (163) dépendent du rayon statorique adjacent à l'entrefer fictif, s1R′ , et de 

l'épaisseur de peau liée aux harmoniques de rang u et v, 
u,v

αII III . Pour une machine électrique 

tournante donnée, les combinaisons des harmoniques de temps u et d'espace v pour lesquels u v 0+ ≠  

sont à l'origine d'une légère asymétrie au niveau des formes d'onde de l'induction magnétique en 
magnétodynamique dans les différentes régions d'étude. Ainsi, l'augmentation des harmoniques 
temporels, c'est-à-dire le passage d'un courant sinusoïdal à un courant rectangulaire, permet de diminuer 
l'épaisseur de peau et, par conséquent, d'accentuer cette asymétrie. De plus, on notera que, d'après les 
relations (163), plus la vitesse de rotation, 0N , ou le nombre de paires de pôles, p, est élevé, plus 

l'asymétrie au niveau des formes d'onde sera prononcée. Par contre, il convient de noter que le rayon 
statorique s1R′  n'influence en aucun cas l'asymétrie, mais par contre, d'après les relations (190), on 

constate que celui-ci fait varier le niveau d'induction (i.e., une augmentation de s1R′  provoque une 

diminution de l'induction magnétique en magnétodynamique). 
 

II.2.4.  Induction magnétique totale 
D'après le théorème de superposition [cf. Chap. 2-§  V.3.6.2.], les deux composantes de l'induction 

magnétique totale, ( )r
a rB ,r, , tσ Θj

i T  et ( )a rB ,r, , tΘ
σ Θj
i T , dans la Région j  s'expriment en fonction des deux 

composantes de l'induction magnétique, ( )r
s a rB ,r,Θj
i T  et ( )s a rB ,r,Θ Θj

i T , en magnétostatique 

[Équations (182)] et des deux composantes de l'induction magnétique, ( )r
rdB r, , tσ Θj  et ( )rdB r, , tΘ

σ Θj , en 

magnétodynamique dans la Région j  [Équations (190)]. Le module de l'induction magnétique, 

( )a rB ,r, , tσ Θj
i T , en magnétodynamique est défini à l'aide de la relation (106). 

D'après les paragraphes précédents, on remarquera que la forme d'onde des deux composantes et 
du module de l'induction magnétique totale dans les différentes régions d'étude n'est pas profondément 
modifiée par la circulation des courants dans les bobines de l'enroulement de l'induit (i.e., la réaction 
d'induit). C'est sûrement inexact pour des forts courants, mais nous dirons que l'induction magnétique en 
magnétodynamique est négligeable par rapport à celle en magnétostatique. 
 

II.3.  Champ magnétique total dans chaque région d'étude 
II.3.1.  C hamp magnétique en magnétostatique 
D'après les équations des matériaux magnétiques en magnétostatique dans les différentes 

régions ; à savoir dans la Région I  et dans la Région III  [Équations (108a) et (110a)] 
 

( ) ( )s a r 0 r s a rB ,r, H ,r,Θ = µ ⋅ µ ⋅ ΘI/III I/III I/III
i iT T , (194) 

 

et dans la Région II  [Équation (127)] 
 

( ) ( ) ( )
rs a r 0 r s a r B r a rB ,r, H ,r, B ,Θ = µ ⋅ µ ⋅ Θ + ⋅ Θ
IIII II II II

i i iT T K T , (195) 
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Figure 50 :  Comparaison de l'induction magnétique en magnétodynamique avec et sans les conductivités électriques 
dans les matériaux électromagnétiques dans les différentes régions d'étude, sous une paire de pôles, à l'instant 0t  avec 

un courant d'alimentation (a) sinusoïdal et (b) rectangulaire [composantes (i) radiale, (ii) tangentielle et (iii) module]. 
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les deux composantes du champ magnétique, ( )r
s a rH ,r,Θj
i T  et ( )s a rH ,r,Θ Θj

i T , en magnétostatique dans la 

Région j  s'expriment par : 
 

( ) ( ) ( )j s rv

v
v 1, 3...

e
r / r /

a r as sH ,r, ,r e
+∞

=

⋅ ΘΘ Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑j jT THi i g
 vp∀ , (196a) 

 

avec ( )
v

r /
as ,rΘ

j TH i  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de la composante radiale ou 

tangentielle du vecteur champ magnétique en magnétostatique dans la Région j  qui s'exprime dans la  

Région I  et dans la Région III  par : 
 

( ) ( )
( )

v

v
v

r /
sr /

a r as
0 r sd

r1
,r 2 B

Θ
Θ = ⋅ ⋅ ⋅

µ ⋅ µ
H I/III

III/III
I/III

i
i

K
T T

K
 vp∀ , (196b) 

 

et dans la Région II  par : 
 

( ) ( )
( )

v vv

v
v

r / r /
sd rasr /

a r as
0 r sd

r1
,r 2 B

Θ Θ
Θ

⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦= ⋅ ⋅ ⋅
µ ⋅ µ

H II
IIII

II

i i
i

K K K
T T

K
 vp∀ . (196c) 

 

On notera que le module du champ magnétique ( )s a rH ,r,Θj
i T  en magnétostatique dans la 

Région j  est donné par : 

 

( ) ( ) ( )2 2r
s a r s a r s a rH ,r, H ,r, H ,r,ΘΘ = Θ + Θj j j

i i iT T T  vp∀ . (197) 

 

II.3.2.  C hamp magnétique en magnétodynamique 
D'après les équations des matériaux magnétiques en magnétodynamique dans les différentes 

régions ; à savoir [Équations (108b), (110b) et (130a)] 
 

( ) ( )d r 0 r d rB r, , t H r, , tσ σΘ = µ ⋅ µ ⋅ Θj j j ; (198) 

 

les deux composantes du champ magnétique, ( )r
rdH r, , tσ Θj  et ( )rdH r, , tΘ

σ Θj , en magnétodynamique 

dans la Région j  s'expriment par : 

 

( ) ( ) ( )
s 0

r / r / r /
r r rd d dH r, , t H r, , t H r, , tΘ Θ Θ

σ σ σΘ = Θ + Θj j j  pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (199a) 

  

( ) ( ) ( )j d ru,v,s

s u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tr / r /

r ddH r, , t r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ jj H g
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (199b) 

( ) ( ) ( )j d ru,v,0

0 u,v,0u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tr / r /

r ddH r, , t r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ jj H g
 pr u v 0+ = , (199c) 
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dans lesquelles ( )
u,v,s

r /
d rΘ

σHj  et ( )
u,v,0

r /
d rΘ

σHj  représentent respectivement l'amplitude complexe des 

harmoniques de rang u et v des composantes radiale ou tangentielle, ( )
s

r /
rdH r, , tΘ

σ Θj  et ( )
0

r /
rdH r, , tΘ

σ Θj , du 

vecteur champ magnétique en magnétodynamique dans la Région j  qui s'expriment par : 
 

( )
( )

u,v

u,v
u,v,s

u,v

r /
dr /

md
r dd

r
1

r 2

Θ
σΘ

σ
σ

′= ⋅ ⋅ ⋅
µ

H J
j

j
j

K

K
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (199d) 

( )
u,vu,v,0

dr /
md

r

1
r 2

σΘ
σ ′= ⋅ ⋅ ⋅

µ
H J

j
j

j

K ( )
v

r /

dd

rΘ

σK
v

 pr u v 0+ = . (199e) 

 

On notera que le module du champ magnétique ( )d rH r, , tσ Θj  en magnétodynamique dans la 

Région j  est donné par : 

 

( ) ( ) ( )2 2r
d r r rd dH r, , t H r, , t H r, , tΘ

σ σ σΘ = Θ + Θj j j  u v∀ + . (200) 

 

Si on fait l'hypothèse que les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence des 

courants d'induits alors les deux composantes, ( )r
rdH r, , tσ Θj  et ( )rdH r, , tΘ

σ Θj , et le module, ( )d rH r, , tσ Θj , 

du champ magnétique en magnétodynamique dans les différentes régions d'étude sont remplacés 

respectivement par les deux composantes, 
d

H
σj ( )r

rr, , tΘ  et 
d

H
σj ( )rr, , tΘ Θ , et le module, dH σj ( )rr, , tΘ , 

du champ magnétique en magnétodynamique lorsqu'on néglige les conductivités électriques des 

matériaux électromagnétiques. Les expressions de 
d

H
σj ( )r

rr, , tΘ , 
d

H
σj ( )rr, , tΘ Θ  et dH σj ( )rr, , tΘ  sont 

définies dans l'Annexe F par les relations (F.17) et (F.18). 
 

II.3.3.  C hamp magnétique total 
II.3.3.1.  Expression analytique du champ magnétique total 

D'après le théorème de superposition [cf. Chap. 2-§  V.3.6.2.], les deux composantes du champ 

magnétique total, ( )r
a rH ,r, , tσ Θj

i T  et ( )a rH ,r, , tΘ
σ Θj
i T , dans la Région j  s'expriment en fonction des deux 

composantes du champ magnétique, ( )r
s a rH ,r,Θj
i T  et ( )s a rH ,r,Θ Θj

i T , en magnétostatique 

[Équations (196)] et des deux composantes du champ magnétique, ( )r
rdH r, , tσ Θj  et ( )rdH r, , tΘ

σ Θj , en 

magnétodynamique dans la Région j  [Équations (199)]. Le module du champ magnétique total, 

( )a rH ,r, , tσ Θj
i T , est défini à l'aide de la relation (107). 

 

II.3.3.2.  Prise en compte des problèmes de démagnétisation des aimants permanents 
II.3.3.2.1.  Introduction 

Dans les machines à aimants permanents sans pièces polaires, qu'elles soient à inducteur intérieur 
ou extérieur, un problème important reste le risque de désaimantation des aimants permanents soumis à 
des contraintes extérieures. Ce risque n'est pas négligeable car les aimants permanents sont sensibles à 
plusieurs phénomènes de nature très diverses tels que : 

- le champ magnétique en magnétodynamique (i.e., le champ magnétique de la réaction 
d'induit) avec  [46] ou sans  [29] l'influence du champ interne des aimants permanents ; 
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- le risque de désaimantation dans l'air "à chaud" ou "à froid" lorsque l'inducteur n'est pas 
assemblé avec l'induit denté  [114]. La première concerne le collage des aimants 
permanents de type Nd-Fe-B frittés ou composites (plasto-néodymes). Durant la 
polymérisation de la colle, un passage en étuve peut amener l'inducteur à une 
température supérieure à 120 °C, entraînant une démagnétisation partielle des aimants à 
cause du champ démagnétisant dans l'air. La seconde situation est celle des moteurs à 
stator réparti en secteurs tels que celui présenté dans  [6]. Ce type de machine à 
commutation électronique présente notamment l'avantage de la modularité, mais, durant 
une partie de la période de fonctionnement, les aimants permanents sont soumis au 
champ démagnétisant dans l'air. L'utilisation d'aimant de type ferrite ou en plasto-ferrite 
pose alors un problème en basse température, car, pour ce type de matériau, le module 

du champ coercitif intrinsèque ( )J
ca aH T  décroît avec la température ; 

- la variation de la température des aimants permanents  [1] ; 

- les imperfections de l'aimantation qui se traduisent par une non uniformité de l'induction 
rémanente des aimants permanents  [115] ; 

- le vieillissement, les chocs et vibrations mécaniques  [78]- [79]. 

Les aimants permanents actuels sont assez stables vis-à-vis des contraintes mécaniques et 
supportent convenablement le vieillissement (à température ambiante). Nous ne nous préoccuperons donc 
pas de ces causes. 

Les effets de la température de fonctionnement aT  permettent d'introduire des contraintes sur 

l'échauffement des aimants permanents. Étant donné l'approximation linéaire faite sur les aimants 
permanents [cf. Chap. 2-§  III.4.2.], on peut dire que la température de ceux-ci sera fixée au cas le plus 
critique suivant le type d'aimant (i.e., à haute température pour les Nd-Fe-B et à basse température pour 
les ferrites). Notons, à titre indicatif, que l'estimation de la température des aimants permanents en régime 
permanent ou transitoire peut aussi être obtenue en utilisant un modèle thermique réalisée à l'aide de la 
méthode nodale  [68]- [69]. 

Les imperfections de l'aimantation, la désaimantation dans l'air ainsi que l'influence du champ 
interne des aimants permanents ne seront pas traitées dans ce mémoire. Par conséquent, il ne reste plus à 
considérer ici que les phénomènes de pertes de magnétisation dus, dans une machine électrique 
tournante, à la présence du champ magnétique de réaction d'induit. 
 

II.3.3.2.2.  Détermination du risque de désaimantation 
D'une manière générale, la détermination de l'influence d'un champ magnétique extérieur sur le flux 

magnétique principal en magnétostatique nécessite l'utilisation de la caractéristique de démagnétisation 
relative à la polarisation magnétique du matériau. Cette courbe de désaimantation est donnée sur la 
Figure 16 du paragraphe  III.4.1. du chapitre 2. La prise en compte d'une contrainte interdisant cette 
démagnétisation consiste donc à écrire que le module du champ magnétique total, dans un référentiel lié 
à l'inducteur, dans la Région II  (la couronne aimantée) doit être inférieur ou égal au champ de rigidité 

limite 18 ( )0.9
akH T  [Équation (54)] des aimants permanents. La contrainte de démagnétisation est donc 

donnée par : 
 

( ) ( )0.9
a r akH ,r, , t Hσ Θ ≤ −II

i T T  a∀T , r, rΘ  et t. (201) 

                                              
18  Notons que ce champ de rigidité limite correspond à la valeur limite du champ démagnétisant. Elle consiste à 
conserver, en toutes circonstances, au moins 90 % de la polarisation rémanente [cf. Chap. 2-§  III.4.3.]. 
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Cette relation permet de définir implicitement un point de fonctionnement limite des aimants 
permanents et, par conséquent, une épaisseur minimale d'aimant permanent pour éviter le champ 
magnétique créé par la réaction d'induit démagnétisant. En effet, comme le paragraphe  II.2.2.3.3. de ce 
même chapitre, concernant l'interpolation numérique de l'épaisseur maximale d'aimant permanent, il 
serait possible de déterminer une expression analytique de l'épaisseur minimale d'aimant permanent 
contre le risque de désaimantation. Néanmoins, on notera que cette épaisseur minimale ne sera pas 
traitée dans ce mémoire. 

Le risque de désaimantation doit être considéré pour la valeur maximale du module, 

( )a rH ,r, , tσ ΘII
i T , du champ magnétique en magnétodynamique dans la couronne aimantée. Or cette 

valeur correspond à celle du champ magnétique créé par la réaction d'induit démagnétisante. Les effets 
de la réaction d'induit démagnétisante sont sensibles qualitativement et quantitativement. Sur le plan 
qualitatif, on note que la composante longitudinale de la réaction d'induit démagnétisante agit sur les 
parties centrales des blocs d'aimant alors que la composante transversale à plutôt tendance à affecter le 
champ sur les bords de ces blocs. D'après Kone  [29], il est préférable de choisir le milieu du pôle en 
réaction d'induit longitudinale comme point de contrôle de la démagnétisation. Le champ magnétique 
maximal créé par la réaction d'induit longitudinale démagnétisante est obtenu pour un calage du courant 
d'alimentation, à l'instant t égal à 0 rs0 0t = − Θ Ω , tel que rs0 pΘ = − π . 

Il est légitime ici de se poser la question suivante : Dans quelle partie de la couronne aimantée (soit 
à l'intérieur soit à l'extérieur) est-ce que la réaction d'induit longitudinale démagnétisante est-elle la plus 
pénalisante ?. Les simulations analytiques permettent d'apporter des réponses à cette question. 

Pour les besoins de ces simulations, la structure considérée est une machine bipolaire (i.e., p 1= ) à 

aimants permanents montés en surface à inducteur intérieur ( )=strk 1  et à induit lisse avec une vitesse de 

rotation (ou de fonctionnement), 0N , égale à 10 000 tr/min selon les deux types d'aimantation 

[cf. Chap. 2-§  III.4.4.] : radiale et parallèle. 

Le bobinage considéré et la forme d'onde du courant d'alimentation ( )gi t  appliqué à la machine sont 

explicités dans le paragraphe dédié à la validation analytique-numérique de l'induction magnétique en 
magnétodynamique [cf. Chap. 2-§  II.2.3.2.]. 
Les propriétés physiques des matériaux magnétiques considérés (i.e., des aimants permanents et du 
matériau ferromagnétique doux utilisé pour la culasse rotorique) sont données dans le Tableau 9. Notons 
que la perméabilité magnétique relative des tôles statoriques, rstaµ = +∞ , est supposée infinie [cf. Chap. 2-

§  V.3.4.]. Les paramètres géométriques principaux sont donnés dans le Tableau 10. En ce qui concerne le 

rayon statorique adjacent à l'entrefer fictif, s1R′ , pour la validation, celui-ci a été fixé à 20,07 mm. 

Les Figures 51 et 52 illustrent les dégradés du module, ( )a rH ,r, , tσ Θj
i T , du champ magnétique total 

dans les différentes régions d'étude à la température de fonctionnement a 120 C= °T  et à l'instant t égal à 

0t  selon les deux types d'alimentation [cf. Chap. 2-§  IV.2.2.] : sinusoïdal [cf. Figure 51] et rectangulaire 

[cf. Figure 52] pour une valeur efficace du courant égale à I et à 15 I⋅ . Ces différents dégradés sont 
représentés sous une paire de pôles, dans une référentiel lié à l'inducteur, suivant une direction 
d'aimantation radiale [cf. Figures 51/52(a)] ou parallèle [cf. Figures 51/52(b)]. 
Sur ces figures, on notera que les zones de désaimantation dans la Région II  (la couronne aimantée) 

sont clairement détectées en bloquant la borne maximale de ( )a r 0H ,r, , tσ ΘII
i T  à la valeur de la limite 

admissible par les aimants permanents, i.e. ( )0.9
akH 480,9 kA m=T . La couleur blanche, hors échelle, 

signifie alors que les zones sont désaimantées. On peut observer que l'augmentation de la valeur efficace 
du courant (i.e., de I à 15 I⋅ ) provoque une nette désaimantation au centre des aimants permanents 
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[cf. Figure 53]. De plus, le passage d'un courant sinusoïdal à un courant rectangulaire laisse apparaître 
une légère asymétrie au niveau de la désaimantation. Cette asymétrie est provoquée par le champ 
magnétique en magnétodynamique qui est influencé principalement par l'épaisseur de peau liée aux 
harmoniques de rang u et v, 

u,v
αII III . On peut aussi remarquer que, pour une aimantation radiale, 

l'intérieur des aimants permanents (i.e., adjacent à la culasse rotorique) subit une désaimantation moindre 
que l'extérieur des aimants permanents (i.e., adjacent à l'entrefer fictif). On notera que cet effet est inversé 
pour une aimantation parallèle. 

Dans les machines électriques tournantes, il est intéressant d'être capable d'estimer le pourcentage 
de désaimantation en 2D dans la couronne aimantée afin de l'intégrer dans un outil de dimensionnement 
 [46]. Ce taux de désaimantation peut être représenté par la Figure 53. Cette dernière a été déterminée 
avec et sans les conductivités électriques dans les matériaux électromagnétiques suivant les deux types 
d'alimentation et les deux types d'aimantation pour différentes valeurs efficaces du courant d'alimentation 
(à savoir I, 5 I⋅ , 10 I⋅  et 15 I⋅ ). En négligeant les conductivités électriques, on constate d'une part que 
l'alimentation à courant sinusoïdal influence plus sur le pourcentage de désaimantation qu'une 
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Figure 51 :  Dégradés du module, ( )a rH ,r, , tσ Θj
i T , du champ magnétique total dans les différentes régions d'étude à 

a 120 C= °T  et à l'instant 0t  avec un courant d'alimentation sinusoïdal pour une valeur efficace du courant égale 

à : (i) I  et (ii) 15 I⋅  et pour une direction d'aimantation : (a) radiale ou (b) parallèle. 
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Figure 52 :  Dégradés du module, ( )a rH ,r, , tσ Θj
i T , du champ magnétique total dans les différentes régions d'étude à 

a 120 C= °T  et à l'instant 0t  avec un courant d'alimentation rectangulaire pour une valeur efficace du courant égale 

à : (i) I  et (ii) 15 I⋅  et pour une direction d'aimantation : (a) radiale ou (b) parallèle. 
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Figure 53 :  Pourcentage de désaimantation suivant les deux types d'alimentation et les deux types d'aimantation 

avec et sans les conductivités électriques dans les matériaux magnétiques 
(dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique). 
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alimentation à courant rectangulaire et d'autre part que le taux de désaimantation est moins élevé qu'avec 
les conductivités électriques. On notera que cette constatation est inversée lorsqu'on prend en compte les 
conductivités électriques dans les matériaux électromagnétiques. On remarquera que, dans tous les cas, 
l'aimantation radiale procure un plus grand taux de désaimantation par rapport à l'aimantation parallèle. 

Néanmoins, on soulignera à titre indicatif que le pourcentage de désaimantation en 2D dans la 
couronne aimantée est plus faible que celui en 3D. De plus, si l'on considère le risque de désaimantation dans 
l'air "à chaud" ou"à froid"  [114], on peut alors en déduire que le taux de désaimantation devient plus élevé. 
 

II.4.  Grandeurs locales déterminées à partir du théorème de Faraday et de la loi d'Ohm 
II.4.1.  C hamp électrique dans chaque région d'étude 

En coordonnées cylindriques, ( )rot E B t= − ∂ ∂  [Équation (70a)] et ( )B rot A=  [Équation (75a)] 

permettent d'exprimer le champ électrique ( )z
rE r, , tσ Θ  en fonction du potentiel vecteur magnétique total 

( )z
a rA ,r, , tσ Θi T  par rapport à la grandeur temporelle t : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z zz s a r rd ra rz d
r

A ,r, A r, , t A r, , tA ,r, , t
E r, , t

t t t
σσ σ

σ

⎡ ⎤∂ Θ + Θ ∂ Θ∂ Θ ⎣ ⎦Θ = − = − = −
∂ ∂ ∂

ii TT
. (202) 

 

Notons que le champ électrique ( )z
rE r, , tσ Θ  provient uniquement du potentiel vecteur magnétique 

( )z
rdA r, , tσ Θ  en magnétodynamique. Il convient aussi de noter que le champ électrique ( )z

rE r, , tσ Θ  existe 

aussi bien dans un domaine conducteur que isolant, contrairement à la densité surfacique de courant 

( )z
s rJ r, , t•
σ Θ  par courants de Foucault qui n'existe que dans un domaine conducteur [cf. Chap. 3-§  II.4.2.]. 

En appliquant la relation (202) à la solution générale du potentiel vecteur magnétique 

( )z
rdA r, , tσ Θj  en magnétodynamique dans la Région j  [Équations (178)], on obtient le champ électrique 

( )z
rE r, , tσ Θj  dans la Région j  : 

 

( ) ( ) ( )j d ru,v,s

u,v,s
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e
,tz z

rE r, , t r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑j jE g
 pr 

u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
, (203a) 

 

avec ( )
u,v,s

z rσE j  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v du champ électrique ( )z
rE r, , tσ Θj  

dans la Région j  qui s'exprime par les relations (203b) et (203c). On peut aisément remarquer que le 

champ électrique ( )z
rE r, , tσ Θj  est nulle lorsque u v 0+ = . En utilisant la relation (178d), l'amplitude 

complexe ( )
u,v,s

z rσE j  devient : 

 

( ) ( )
j u,v

u,v
u,v

z
d2

m0 0
dd

r
u v

2 r
v

σ

σ

+
′⋅ µ ⋅ Ω ⋅ ⋅ ⋅ ⋅J

K

K

j
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (203b) ( )

u,v,s

z rσ =E j  

0 V/m pr u v 0+ = . (203c) 
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Si on fait l'hypothèse que les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence des 

courants d'induits, alors le champ électrique ( )z
rE r, , tσ Θj  dans les différentes régions d'étude est remplacé 

par le champ électrique E
σj ( )z

rr, , tΘ  lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux 

électromagnétiques. L'expression de E
σj ( )z

rr, , tΘ  est définie dans l'Annexe F par les relations (F.20). 

 

II.4.2.  Densité surfacique de courant par courants de Foucault dans chaque région d'étude 

La densité surfacique de courant ( )z
s rJ r, , t•
σ Θ  par courants de Foucault est déterminée par la loi 

d'Ohm [Équation (72c)] selon : 
 

( ) ( )z z
s r rJ r, , t E r, , t•
σ σΘ = σ ⋅ Θ  (204) 

 

Notons que la densité surfacique de courant ( )z
s rJ r, , t•
σ Θ  par courants de Foucault est nulle pour un 

domaine isolant, tel que la Région I  (l'entrefer fictif) qui possède une conductivité électrique σI  nulle. 

En utilisant les relations (97b), (101b) et (130b) avec la solution générale du champ électrique 

( )z
rE r, , tσ Θj  dans la Région j  [Équations (203)], on obtient aisément la densité surfacique de courant 

( )•
σ Θz

rsJ r, , tj  par courants de Foucault dans la Région j  : 

 

( ) ( ) ( )j g+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ• •
σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ d ru,v,s

u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz z

rs sJ r, , t r ej jJ  pr 
u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
, (205a) 

 

avec ( )•
σ

u,v,s

z
s rJ j  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la densité surfacique de 

courant ( )•
σ Θz

rsJ r, , tj  par courants de Foucault dans la Région j  qui s'exprime par : 

 

( )
( )•

σ•
σ

σ

′
= ⋅ ⋅

′
u,v u,v

u,v,s
u,v

z
smz

s
s1 dd

r
r 2

R

J
J

j
j

K

K
 u v∀ + . (205b) 

 

Le paramètre ( )•
σ

u,v

z
s rK j , fonction harmonique complexe, est défini dans la Région I  par : 

 

( )•
σ =

u,v

z
s r 0K I  u v∀ + , (206a) 

 

dans la Région II  par : 
 

( )( )
( )( )

u,vu,vu,v

u,vu,v

2
1dn vp

vp
str

2dn vp

r
2k r

vp ... r

σ

σ

⎡ ⎤⋅τ ⎢ ⎥
− ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥

+ ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

II IIII
I

II II

K

K

I

K

x

x
 pr 

u v s

u v 0
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⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (206b) ( )•

σ =
u,v

z
s rK II  

0 pr u v 0+ = , (206c) 
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et dans la Région III  par : 
 

( )1 u,v

u,v u,v

2
vp

str 1dn 1d
r

2k r r
vp σ σ

τ
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
µ

III
III III I

III
K f  pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (206d) ( )•

σ =
u,v

z
s rK III  

0 pr u v 0+ = . (206e) 
 

Notons que le type d'aimantation imposé aux aimants permanents n'influence en aucun cas la 

forme d'onde et l'amplitude de la densité surfacique de courant ( )•
σ Θz

rsJ r, , tj  par courants de Foucault 

dans les différentes régions d'étude. Il en est de même pour le champ électrique ( )z
rE r, , tσ Θj . 

Il convient de noter que, dans les expressions antérieures, les combinaisons des harmoniques de temps u 

et d'espace v pour lesquels u v 0+ =  sont synchrones avec l'inducteur, et, en conséquence, n'induisent pas des 

courants d'induits, mais contribuent à la génération du couple électromagnétique normal [cf. Chap. 3-

§  III.4.2.2.]. Par contre, les combinaisons des harmoniques de temps u et d'espace v pour lesquels 
u v s

u v 0

+ = ⋅

+ ≠

m
 

ne sont pas synchrones et contribuent à la génération du couple électromagnétique supplémentaire [cf. Chap. 3-
§  III.4.2.3.] et des pertes par courants de Foucault dans l'inducteur [cf. Chap. 4-§  II.2.3.]. 

Si les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence des courants d'induits, alors 

la densité surfacique de courant ( )•
σ Θz

rsJ r, , tj  par courants de Foucault dans les différentes régions d'étude est 

remplacée par la densité de courant 
σs

J
j ( )• Θz

rr, , t  lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux 

électromagnétiques. L'expression de 
σs

J
j ( )• Θz

rr, , t  est définie dans l'Annexe F par les relations (F.22). 

 

II.4.3.  Validation analytique-numérique des grandeurs locales dites électriques 

La structure, le type de bobinage, la forme d'onde du courant d'alimentation ( )gi t  appliqué à la 

machine, les propriétés physiques des matériaux magnétiques ainsi que les paramètres géométriques 
principaux considérés pour cette validation sont explicités dans le paragraphe dédié à la validation 
analytique-numérique de l'induction magnétique en magnétodynamique [cf. Chap. 3-§  II.2.3.2.]. 

Nous utilisons le logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8], afin d'évaluer la validité des 

grandeurs locales dites électriques, ( )z
rE r, , tσ Θj  et ( )•

σ Θz
rsJ r, , tj . Les résultats de la simulation avec le 

calcul analytique seront donc comparés ici à ceux donnés par le calcul numérique. Néanmoins, dans ce 

paragraphe, nous ne validerons que la densité surfacique de courant ( )•
σ Θz

rsJ r, , tj  dues aux courants de 

Foucault, car nous ferons l'hypothèse que la validation analytique-numérique de cette densité surfacique de 

courant permet de valider implicitement le champ électrique ( )z
rE r, , tσ Θj . 

Comme dans le paragraphe  II.2.3.2. de ce même chapitre, les simulations numériques pour un courant 
d'alimentation rectangulaire n'ont pas été réalisées. Nous dirons donc que la validation numérique avec 
un courant sinusoïdal permet de valider le modèle analytique de façon globale. 

La Figure 54 illustre l'évolution et la validation analytique-numérique de la densité de courant 

( )•
σ Θz

rsJ r, , tj  par courants de Foucault dans les différentes régions d'étude. La comparaison des différentes 

formes d'ondes analytiques et numériques est effectuée au milieu de chaque région d'étude. Ces 
différentes figures sont représentées sous une paire de pôles, dans un référentiel lié à l'inducteur, pour un 
courant d'alimentation sinusoïdal [cf. Figure 54(a)] ou rectangulaire [cf. Figure 54(b)] à l'instant t égal à 
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Figure 54 :  Densité surfacique de courant par courants de Foucault dans les différentes régions d'étude, sous une paire 
de pôles, avec un courant d'alimentation à l'instant 0t  : (a) sinusoïdale ou (b) rectangulaire – (i) Distribution spatio-

temporelle et (ii) Comparaison analytique-numérique (au milieu de chaque région). 
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Figure 55 :  Comparaison de la densité surfacique de courant par courants de Foucault avec et sans les conductivités 
électriques dans les matériaux électromagnétiques dans les différentes régions d'étude, sous une paire de pôles, à 

l'instant 0t  avec un courant d'alimentation : (a) sinusoïdale ou (b) rectangulaire. 
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0 rs0 0t = − Θ Ω  et ∀ Θrs0 . La comparaison entre les formes d'onde calculées par le modèle analytique et 

par le MEF valide le calcul analytique puisque l'erreur est nulle. Comme pour l'induction magnétique en 
magnétodynamique, cette erreur numérique est influencée par le coefficient d'arc polaire des aimants 

permanents, αa  [cf. Chap. 2-§  V.3.7.2.2.]. 

Il convient de noter que, contrairement à la grandeur locale 
σs

J
j ( )• Θz

rr, , t  en magnétodynamique en 

négligeant les conductivités électriques des matériaux électromagnétiques (à savoir dans les aimants 
permanents et dans la culasse rotorique) [cf. Annexe F], la densité surfacique de courants due aux 
courants de Foucault est influencée par l'existence de courants d'induits. La Figure 55 illustre la 
comparaison de la densité surfacique de courant par courants de Foucault avec et sans les conductivités 
électriques dans les matériaux électromagnétique pour un courant d'alimentation sinusoïdal 
[cf. Figure 55(a)] ou rectangulaire [cf. Figure 55(b)]. On notera, dès à présent, que la densité surfacique 
de courant due aux courants d'induits en négligeant les conductivités électriques est surévaluée par 
rapport à celle avec les conductivités électriques. La modification due aux courants d'induits est provoquée 
essentiellement par l'épaisseur de peau liée aux harmoniques de rang u et v, 

u,v
αII III , des domaines 

conducteurs (i.e., les aimants permanents et le matériau ferromagnétique doux utilisé pour la culasse 
rotorique). En effet, le phénomène a lieu à partir du moment où l'épaisseur de peau, 

u,v
αII III , est soit du 

même ordre ou plus petite que le diamètre des domaines conducteurs (i.e., a2 R⋅  pour la Région II  et 

r22 R⋅  pour la Région III ). Ainsi, l'augmentation des harmoniques temporels, c'est-à-dire le passage d'un 

courant sinusoïdal à un courant rectangulaire, permet de diminuer l'épaisseur de peau et, par 

conséquent, d'augmenter la densité surfacique de courant ( )•
σ Θz

rsJ r, , tj  par courants de Foucault. De ce 

fait, il en résulte un accroissement des pertes par courants de Foucault dans l'inducteur (ou dans la partie 
tournante) [cf. Chap. 4-§  II.2.3.]. 

À titre indicatif, la répartition des courants de Foucault induits dans la Région II  (la couronne aimantée) 
et dans la Région III  (la culasse rotorique) est tridimensionnelle. En effet, les lignes de courant forment 
nécessairement des boucles qui se referment dans le volume des aimants permanents et/ou de la culasse 
rotorique. En bidimensionnel, les courants se referment à l'infini. La Figure 56 représente les lignes de courant 
dans un segment d'aimant permanent en 3D. Intuitivement, la longueur des lignes de courant étant plus 
longues dans le cas réel que dans le cas 2D, nous supposons donc que la densité surfacique de courant par 
courants de Foucault dans les aimants permanents (ou de la culasse rotorique) est plus grande. 
 

III.  Représentation des grandeurs intégrales dans les structures étudiées 
III.1.  Introduction 

Les structures étudiées sont parfaitement décrites par la connaissance du potentiel vecteur magnétique 

  

Θ

r

z

x

y
• ruuΘ

  

Lignes de courant induits
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Figure 56 :  Représentation des courants de Foucault induits dans un segment d'aimant permanent en 3D  [104]. 
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total ( )z
a rA ,r, , tσ Θi T  [Équation (105)], à l'aide du potentiel vecteur magnétique ( )z

s a rA ,r,Θi T  en 

magnétostatique et ( )z
rdA r, , tσ Θ  en magnétodynamique. En effet, ces différentes expressions permettent 

alors d'obtenir directement sous une forme identique les expressions des grandeurs intégrales (i.e., le flux 

magnétique totalisé ( )
g a, tσφi T  induit dans une phase quelconque du bobinage de l'induit [Équation (211)] 

et celui dans l'induit denté ( )a, tσφind
i T  [Équation (227)] d'une part, et le couple électromagnétique 

( )em aC , tσ
i T  [Équation (255)] d'autre part). De plus, on notera que des grandeurs électromagnétiques 

caractéristiques des structures étudiées ; à savoir la f.e.m. et les inductances mutuelles entre les différents 
enroulements ; peuvent s'en déduire aisément [cf. Chap. 3-§  IV.]. 
 

III.2.  Flux magnétique totalisé induit dans une phase quelconque du bobinage de 
l'induit 

III.2.1.  Décomposition en flux magnétiques principaux 

Le flux magnétique totalisé du vecteur induction magnétique totale ( )a sB ,r, , tσ Θi T  [Équation (106)], 

dans un référentiel lié à l'induit 19,à travers une surface 0S  délimitée par un contour 0C  est donné par 

l'intégrale : 
 

( ) ( ) ( )
0 0

z
a a s a s,r, t B ,r, , t dS A ,r, , t dlσ σ σφ = Θ ⋅ = Θ ⋅∫∫ ∫i i i

S C

T T T . (207) 

 

Dès lors, puisque le nombre de bobines de la phase numéro g (pour la phase-A : g 0= , pour la 

phase-B : g 1=  et pour la phase-C : g 2= ) sur une ouverture angulaire mécanique élémentaire sdΘ  est 

( )
gm s s1 sp C R d′ ′⋅ Θ ⋅ ⋅ Θ , la contribution de l'élément de bobinage s1 sp R d′⋅ ⋅ Θ  au flux magnétique totalisé 

traversant la phase numéro g est : 
 

( ) ( ) ( )
gg

z
a s1 sta m s a s1 s sd , t p R L C A ,R , , t dσσ ′ ′ ′φ = ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θi iT TI , (208) 

 

avec ( )z
a sA ,r, , tσ ΘI

i T  le potentiel vecteur magnétique total, dans un référentiel lié à l'induit, à s1r R′=  dans la 

Région I  (l'entrefer fictif) [cf. Chap. 2-§  V.4.6.4.] ; et la fonction ( )
gm sC′ Θ  définie par le rapport de la 

répartition spatiale des bobines ( )
gm sC Θ  de la phase numéro g [Équations (C.20)] sur la largeur de 

l'ouverture d'encoche corrigée par le coefficient de Carter classique cK , oe oe s1b R′ ′= Θ ⋅  : 
 

( )
j s p

g v
v 1, 3,...

e

2
vp g

mm sC e
+∞

=

⎛ ⎞⋅ ⋅ Θ − ⋅ ⋅Θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎫
⎪ ⎪′ ′Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ C m  vp∀ , (209a) 

 

où 
vm′C  représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de la répartition spatiale des 

bobines de la phase numéro g ramenée à la frontière du stator équivalent lisse et de l'entrefer fictif et est 
 

                                              
19  On notera que le passage d'une grandeur dans un référentiel lié à l'inducteur, rΘ , à une grandeur dans un 

référentiel lié à l'induit, sΘ , est développé dans le Tableau 8 [cf. Chap. 2-§  V.4.2.]. 
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donnée par : 
 

v
v

m
m

s1

1
2

R
′ = ⋅ ⋅

′

J
C

m
 vp∀ . (209b) 

 

Comme la fonction ( )
gm sC′ Θ  est nulle sur les segments correspondant aux dents et aux isthmes de la dent, le 

flux magnétique totalisé traversant une phase quelconque peut donc s'obtenir par : 
 

( ) ( ) ( )
2 p

gg
0

z
a s1 sta m s a s1 s s, t p R L C A ,R , , t d

⋅Θ

σσ ′ ′ ′φ = ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ∫i iT TI . (210) 

 

D'après le théorème de superposition [cf. Chap. 2-§  V.3.6.2.], l'expression précédente met en 
évidence la contribution des aimants permanents et celle du courant d'alimentation à la création du flux 
magnétique totalisé traversant la phase numéro g. On a alors : 
 

( ) ( ) ( )
gg ga a ds, t , t tσσφ = φ + φi iT T , (211a) 

  

( ) ( ) ( )
2 p

gg
0

z
a s1 sta m s s a s1 s ss , t p R L C A ,R , , t d

⋅Θ

′ ′ ′φ = ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ∫i iT TI , (211b) 

( ) ( ) ( )
2 p

g g
0

z
d s1 sta m s s1 s sdt p R L C A R , , t d

⋅Θ

σ σ′ ′ ′φ = ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ∫ I , (211c) 

 

où ( )
g as , tφi T  et ( )

gd tσφ  représentent respectivement le flux magnétique principal en magnétostatique et 

en magnétodynamique traversant la phase numéro g du bobinage de l'induit. On notera que la 
composante du flux magnétique principal en magnétostatique permet d'identifier la f.e.m. de la phase 
numéro g [cf. Chap. 3-§  IV.2.] et que la composante en magnétodynamique sert à déterminer les 
expressions des inductances mutuelles entre les différents enroulements d'une part, des inductances 
propre et cyclique d'une phase quelconque des structures étudiées d'autre part [cf. Chap. 3-§  IV.3.]. 
 

III.2.2.  Flux magnétique principal en magnétostatique 
III.2.2.1.  En négligeant le débordement des aimants permanents 

Le calcul de l'intégrale, définissant le flux magnétique principal ( )
g as , tφi T  en magnétostatique 

traversant la phase numéro g [Équation (211b)], peut être rapidement effectué en utilisant le théorème de 
Parseval généralisé. Tous calculs faits ; en substituant la solution générale du potentiel vecteur 

magnétique ( )z
s a sA ,r, , tΘI
i T , dans un référentiel lié à l'induit, en magnétostatique à s1r R′=  dans la 

Région I  (l'entrefer fictif) [Équations (176)] et l'expression de la répartition spatiale des bobines ( )
gm sC′ Θ  

de la phase numéro g ramenée à la frontière du stator équivalent lisse et de l'entrefer fictif 
[Équations (209)] dans la relation (211b) ; on obtient alors : 
 

( ) ( )
( )j rs p

vg
v 1, 3...

e

2
vp t g

a s as , t e
+∞

=

⎡ ⎤⋅ ⋅ Θ − ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧ ⎫
⎪ ⎪φ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑i i mT Tφ  vp∀ , (212a) 

 

avec ( )
vs aφi T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v du flux magnétique principal ( )

g as , tφi T  en 
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magnétostatique à la température de fonctionnement aT  et à l'instant t qui s'exprime par : 
 

( ) ( ) v
v

v

s
s a cyl r a

sd
2 S B

φ
′= ⋅ ⋅ ⋅φ

i
i

K
T T

KII  vp∀ . (212b) 

 
Les paramètres cylS′ , surface de l'induit (dite surface de cylindré) corrigée par le coefficient de Carter 

classique cK , et 
v

sφK i , fonction harmonique complexe, sont définis respectivement par : 

 

cyl s1 staS 2 R L′ ′= π ⋅ ⋅ , (213) 

n
v str

vv

m vp k
s str 1s

1
2k r

vp
+

φ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅K K
m

i iJ
I I  vp∀ . (214) 

 

Notons que, pour une machine électrique tournante donnée avec une direction d'aimantation des 

aimants permanents quelconque (radiale ou parallèle), le flux magnétique principal ( )
g as , tφi T  en 

magnétostatique traversant la phase numéro g est proportionnel à la surface de cylindré, cylS′ , d'une part 

et à l'induction rémanente corrigée de la Région II  de l'aimant permanent [Équation (146b)], ( )r aB II T , 

d'autre part. 
Il est intéressant de remarquer également que le coefficient de bobinage classique 

vbK  

[Équation (C.18)] intervenant dans l'amplitude complexe 
vmJ  [Équation (96d)] permettra d'augmenter ou 

de diminuer l'amplitude maximale du flux magnétique principal ( )
g as , tφi T  en magnétostatique. Par 

exemple, le passage d'un pas diamétral à un pas raccourci avec le même nombre de couches et 
d'encoches par pôle et par phase permet de diminuer l'amplitude maximale. Le vrillage des dents 
statorique, caractérisé par le coefficient de bobinage effectif 

vb′K  [Équation (69)], conduira à une 

diminution du flux magnétique principal ( )
g as , tφi T  en magnétostatique. 

Il convient aussi de souligner que la maximisation de l'induction magnétique en magnétostatique 
dans la Région I  (l'entrefer fictif) [cf. Chap. 3-§  II.2.2.3.] permettra, par conséquent, de maximiser le flux 

magnétique principal ( )
g as , tφi T  en magnétostatique. 

 

III.2.2.2.  Prise en compte du débordement des aimants permanents 
III.2.2.2.1.   Développement du coefficient tridimensionnel (les effets d'extrémités) 

En toute rigueur, tout système électromagnétique est tridimensionnel. Cependant, la plupart des 
machines privilégient une direction particulière d'établissement des champs et des courants. Ceci entraîne 
la nécessité d'une connaissance précise des phénomènes dans le plan privilégié par la structure et d'une 
approximation plus sommaire dans la direction orthogonale. Néanmoins, il n'est plus à démontrer que 
pour certains dispositifs, une étude bidimensionnelle n'est pas suffisante  [70]. Il est toutefois possible 
d'étudier ces machines par des modèles bidimensionnels qui peuvent intégrer le cas échéant, à l'aide 
d'une correction adaptée, l'influence de l'hétérogénéité qui existe dans la troisième dimension (les effets 
d'extrémités)  [110] et  [116]. 

Un grand nombre de machines synchrones à aimants permanents montés en surface, qu'ils soient à 
rotor intérieur ou extérieur, ont une longueur d'aimant aL  supérieure à celle du paquet de tôles constituant 

l'induit staL , ceci afin d'augmenter le flux magnétique totalisé  [76]. Par conséquent, une partie des lignes 
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de champ magnétique en magnétostatique, provenant des extrémités des aimants permanents, sont 
canalisées par le matériau ferromagnétique du stator  [70] [cf. Figure 57]. Le flux magnétique principal 

( )
g a 0s , tφi T  en magnétostatique induit dans une phase quelconque du bobinage de l'induit 

[Équations (212)] à l'instant t fixé (i.e., 0t ), que l'on exprime de façon traditionnelle en fonction de la 

longueur staL , sera donc majoré par la circulation de ces lignes de champ supplémentaires. La prise en 

compte de ce phénomène dans la modélisation est possible en introduisant un coefficient tridimensionnel 

3DK  qui représente physiquement l'augmentation du flux magnétique ( )
g a 0s , t∆φi T  causée par le 

débordement des aimants permanents. Ce coefficient vaut 1 quand le débordement des aimants 
permanents est nul ( sta aL L= ) : 

 

( )

( )
g

g

a 0s
3D

a 0s

, t
1

, t

∆φ
= +

φ

T
K

T

i

i  a∀T . (215) 

 

Des mesures du gain de flux magnétique ( ) ( )
g ga 0 a 0s s, t , t∆φ φi iT T , à partir de simulations 

numériques tridimensionnelles, ont permis de montrer que l'augmentation du flux magnétique  est 
directement liée au rapport des longueurs d'aimant et du fer statorique, 
 

γ =a a staL L , (216) 
 

sans toutefois lui être proportionnelle. Grâce à ces simulations numériques et à partir d'une approximation 
numérique, Jean et al.  [117] ont permis de donner une expression analytique de ce coefficient 3DK  et qui 

s'écrit de la manière suivante : 
 

( )1 2 3 4 5
1 2

3D N N N a N a Nk tan k k k k−= ⋅ + ⋅ β + ⋅ β +K , (217) 

 

avec 
jNk  les coefficients d'interpolation qui rendent l'erreur d'interpolation intε  minimale [Équation (A.2)] 

par rapport aux valeurs des mesures numériques. 

Carcasse

Rotor

aL

staL

Arbre

Aimant

Stator

s1R

Lignes de champ

Débordement de l’aimant

    
αr

ruuα

zx

y

•

•
 

Figure 57 :  Représentation des phénomènes tridimensionnels produits par le 
débordement des aimants permanents  [5]. 
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Néanmoins des études plus approfondies ont montré que l'augmentation du flux magnétique est liée bien 
sûr à γa  mais également à 

 

s1 s1 sta2 R Lβ = ⋅ , (218) 
 

le rapport du diamètre statorique adjacent à l'entrefer sur la longueur du fer statorique, car il est évident 
que la pénétration des lignes de champ pour une même longueur de tôles est supérieure pour des tôles 
de plus grand diamètre  [76] et  [70]. Des mesures du gain de flux magnétique réalisées en fonction de ces 

deux rapports ont permis d'établir une loi de ( ) ( )
g ga 0 a 0s s, t , t∆φ φi iT T  en fonction de la géométrie du 

moteur qui est représentée, sous forme d'abaque  [46] et  [76], sur la Figure 58(a). À partir d'une certaine 
limite, l'augmentation de la longueur aL  n'a plus aucun effet supplémentaire sur la valeur du flux 

magnétique. Malheureusement, les auteurs dans  [46] et  [76] n'ont pas donné d'expression analytique de 

ce coefficient tridimensionnel. Afin de pouvoir appliquer directement ce coefficient 3DK  dans un processus 

de dimensionnement, nous avons donc développé une expression analytique de ce coefficient 
[Équations (219)] en utilisant les courbes de la Figure 58(a) et en appliquant une méthode d'interpolation 
numérique. Cette méthode ainsi que le développement des relations (219) sont présentés respectivement 
dans l'Annexe A et l'Annexe H. 
 

( )
( )f

f
β

⋅γ⎡ ⎤
= + β ⋅ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

23D s1
23D a

1 1

k
3D 3D s1 3D1 k eK , (219a) 

( )
63D

5

k
3D s1

1 3 4

k
3D s1 3D 3Dk k e

⋅β⎛ ⎞
β = ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
f , (219b) 

( )
103D

9

k
3D s1

2 7 8

k
3D s1 3D 3Dk k e

⋅β⎛ ⎞
β = ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
f , (219c) 

 

avec 
j3Dk  les coefficients d'interpolation qui rendent l'erreur d'interpolation intε  minimale [Équation (A.2)] 

par rapport aux valeurs numériques extraites des courbes de la Figure 58(a). Ces coefficients ont les 
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Figure 58 :  Évolution (a) de la loi du gain de flux magnétique ( ) ( )
g ga 0 a 0s s, t , t∆φ φi iT T   [46] et  [76], et 

(b) du coefficient tridimensionnel 3DK  en fonction des deux rapports aγ  et s1β . 
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valeurs suivantes : 
 

1

2

3D

3D

k 0,1

k 2,303

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

, 

3

4

5

6

3D

3D

3D

3D

k 218,515
k 0,226
k 0,425

1,147k

⎡ ⎤ −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 et 

7

8

9

10

3D

33D

3D

3D

k 142,289
k 8,831 10
k 5,685

0,096k

−

⎡ ⎤ −⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ − ×⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. (219d) 

 

La Figure 58(b) représente l'évolution du coefficient 3DK  en fonction de γa  et s1β . 
 

III.2.2.2.2.   Expression générale du flux magnétique principal en magnétostatique 

Le flux magnétique principal ( )
3Dg as , tφi T  en magnétostatique en prenant en compte les 

phénomènes 3D (les effets d'extrémités) s'exprime simplement par la relation suivante : 
 

( ) ( )
3Dg ga 3D as s, t , tφ = ⋅ φi iT K T  vp∀ . (220) 

 

III.2.2.3.  Validation analytique-numérique du flux magnétique principal en magnétostatique 
Pour les besoins de cette validation, la structure considérée est une machine bipolaire (i.e., p 1= ) à 

aimants permanents montés en surface à inducteur intérieur ( )=strk 1  et à induit lisse selon les deux types 

d'aimantation [cf. Chap. 2-§  III.4.4.] : radiale et parallèle. Le type de bobinage, les propriétés physiques 
des matériaux magnétiques ainsi que les paramètres géométriques principaux considérés sont explicités 
dans le paragraphe dédié à la validation analytique-numérique des inductions magnétiques en 
magnétostatique et en magnétodynamique [cf. Chap. 3-§  II.2.]. En ce qui concerne le rayon statorique 

adjacent à l'entrefer fictif, s1R′ , il a été fixé à 20,07 mm pour la validation. 

Nous utilisons le logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8], afin d'évaluer la validité des 

expressions analytiques du flux magnétique ( )
g as , tφi T  en magnétostatique. Les résultats de la simulation 

avec le calcul analytique seront donc comparés ici à ceux donnés par le calcul numérique. Le coefficient 

3DK  est pris égal à l'unité, afin de s'affranchir des phénomènes tridimensionnels non modélisés 

numériquement par le logiciel Flux2D, et par conséquent ( ) ( )
3Dg ga as s, t , tφ = φi iT T . 

La Figure 59 illustre le flux magnétique principal ( )
0

as , tφi T  en magnétostatique traversant la phase-A 
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Figure 59 :  Comparaison analytique-numérique du flux magnétique en magnétostatique traversant la phase-A pour 
une aimantation : (a) radiale ou (b) parallèle. 
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(i.e., g 0= ) du bobinage de l'induit analytiquement et numériquement pour les deux types d'aimantation. 

Les courbes sont tracées suivant la position angulaire électrique s 0 tθ = ω ⋅ , sur une période électrique 

0T 2= π ω , avec un angle rs0Θ  [Équation (130c)], représentant la valeur de ( )rs tΘ  à l'instant t 0 s= , égal 

à la valeur donnée dans les tableaux caractéristiques définis dans l'Annexe J. Quel que soit le type 
d'aimantation, la Figure 59 montre clairement que la modélisation analytique donne des résultats très 
satisfaisants puisque les allures du flux magnétique en magnétostatique, calculées mathématiquement et 
numériquement sont en parfaite concordance tant au niveau de leurs évolutions en fonction de la position 
angulaire électrique sθ  qu'au niveau de leurs amplitudes maximales. On notera que l'amplitude maximale 

du flux magnétique principal ( )
0

as , tφR T  pour une aimantation radiale [cf. Figure 59(a)] est légèrement plus 

élevée que celle d'une aimantation parallèle [cf. Figure 59(b)]. 
Si on considère un induit denté, alors on peut remarquer sur la Figure 59 une légère oscillation 

autour de celle du calcul analytique. Ces inflexions du flux magnétique sont dues à l'encochage de l'induit, 
les lignes de champ ayant tendance à se concentrer sur l'ensemble isthmes-dent. Par contre les amplitudes 
restent sensiblement dans le même ordre de grandeur. Notons que cette effet sera amplifié au niveau de 
la f.e.m. à cause de la dérivée effectuée sur le flux magnétique [cf. Chap. 3-§  IV.2.2.]. 

En conclusion, il est primordial que le flux magnétique ( )
g as , tφi T  en magnétostatique traversant une 

phase quelconque du bobinage de l'induit soit dimensionné au plus juste car celui-ci est une image du 
coefficient de la f.e.m. et, par conséquent, intervient notablement dans la valeur du couple 
électromagnétique normal développé sur l'arbre. 
 

III.2.3.  Flux magnétique principal en magnétodynamique 
III.2.3.1.  Expression générale du flux magnétique en magnétodynamique 

Comme précédemment le calcul de l'intégrale, définissant le flux magnétique principal ( )
gd tσφ  en 

magnétodynamique traversant la phase numéro g [Équation (211c)], peut être rapidement effectué en 
utilisant le théorème de Parseval généralisé. Tous calculs faits ; en substituant la solution générale du 

potentiel vecteur magnétique ( )z
sdA r, , tσ ΘI , dans un référentiel lié à l'induit, en magnétodynamique à 

s1r R′=  dans la Région I  (l'entrefer fictif) [Équations (178)] et l'expression de la répartition spatiale des 

bobines ( )
gm sC′ Θ  de la phase numéro g ramenée à la frontière du stator équivalent lisse et de l'entrefer 

fictif [Équations (209)] dans la relation (211c) ; on obtient alors : 
 

( ) ( ) ( )
g sg 0gd d dt t tσ σ σφ = φ + φ  pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (221a) 

  

( )
( )j 0 p

sg u,v,s
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e

2
u t vp g

d dt e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⎡ ⎤⋅ ⋅ ω ⋅ −ϕ + ⋅ ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥⎣ ⎦
σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

φ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ φ m  pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (221b) 

( )
( )j 0 p

0g u,v,0
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e

2
u t vp g

d dt e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⎡ ⎤⋅ ⋅ ω ⋅ −ϕ + ⋅ ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥⎣ ⎦
σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

φ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ φ m  pr u v 0+ = , (221c) 

 

avec 
u,v,sdσφ  et 

u,v,0dσφ  respectivement l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v du flux 

magnétique principal ( )
sgd tσφ  et du flux magnétique principal ( )

0gd tσφ  en magnétodynamique 
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traversant la phase numéro g qui s'expriment par : 
 

u,v,s

u,v,s
u,v

d
d 0 sta

dd
2 L I

φ σ
σ

σ
= ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅φ

K

K
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (221d) 

u,v,0

d
d 0 sta2 L I

φ σ
σ = ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅φ

K
u,v,0

dd σK
v

 pr u v 0+ = . (221e) 

 

Les paramètres 
u,v,s

dφ σK  et dφ σK
u,v,0

, fonctions harmoniques complexes, sont définis par : 

 

u u,vu,v,s
d i Lm2φ σ σ= ⋅ ⋅ ⋅K m K K  pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (222a) 

dφ σK
uu,v,0
i Lm2 σ= ⋅ ⋅ ⋅m K K

v
 pr u v 0+ = , (222b) 

 

dont 
u,vLmσK  et Lm σK

v
 représentent des fonctions harmoniques complexes qui s'expriment par : 

 

( ) ( )v strstr
u,v u,v u,v

2
m 1 k vp2 k vp

Lm str 1dn 2dn
1

2 k r r
vp

− ⋅⋅ ⋅
σ σ σ

⎛ ⎞
= − π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
K K K

m

J
I I I I  pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (223a) 

Lm σK v

v

2
m

str 1dn
1

2 k
vp σ

⎛ ⎞
= − π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
K

m

J
I ( )

v

2 vp
2dnr 1⋅

σ⋅ + + KI I
( )str

v

1 k vpr + ⋅⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦I  pr u v 0+ = . (223b) 

 

Notons que, pour une machine électrique tournante donnée avec une alimentation quelconque 

(sinusoïdale ou rectangulaire), le flux magnétique principal ( )
gd tσφ  en magnétodynamique traversant la 

phase numéro g est proportionnel à la valeur efficace du courant, I, d'une part et à la longueur du fer 

statorique, staL , d'autre part. Comme dans le paragraphe  III.2.2.1. de ce même chapitre dédié au flux 

magnétique principal ( )
g as , tφi T  en magnétostatique, le coefficient de bobinage classique 

vbK  

[Équation (C.18)] ou le coefficient de bobinage effectif 
vb′K  [Équation (69)] influe sur l'amplitude 

maximale du flux magnétique principal ( )
gd tσφ  en magnétodynamique. 

Il convient aussi de souligner que ce dernier sera influencé par l'existence des courants de Foucault 
provoqué essentiellement par l'épaisseur de peau liée aux harmoniques de rang u et v, 

u,v
αII III , des 

domaines conducteurs (i.e., les aimants permanents et le matériau ferromagnétique doux utilisé pour la 
culasse rotorique). Cette remarque sera d'autant plus importante lorsque l'on s'intéressera à la 
détermination des différentes inductances [cf. Chap. 3-§  IV.3.]. 

Si on fait l'hypothèse que les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence 

des courants d'induits, alors le flux magnétique ( )
gd tσφ  en magnétodynamique traversant la phase 

numéro g est remplacé par le flux magnétique d σφ ( )
g

t  en magnétodynamique lorsqu'on néglige les 

conductivités électriques des matériaux électromagnétiques. L'expression de d σφ ( )
g

t  est définie 

implicitement dans le paragraphe I.II. de l'Annexe I. 
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III.2.3.2.  Validation analytique-numérique du flux magnétique principal en magnétodynamique 
La structure, le type de bobinage, la forme d'onde du courant d'alimentation ( )gi t  appliqué à la 

machine, les propriétés physiques des matériaux magnétiques ainsi que les paramètres géométriques 
principaux considérés pour cette validation sont explicités dans le paragraphe dédié à la validation 
analytique-numérique de l'induction magnétique en magnétodynamique [cf. Chap. 3-§  II.2.3.2.]. 
De plus, en vue d'évaluer la validité des expressions analytiques du flux magnétique en 
magnétodynamique, nous utilisons le logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8]. Les résultats de 
la simulation avec le calcul analytique seront donc comparés ici à ceux donnés par le calcul numérique. 
Comme dans le paragraphe  II.2.3.2. de ce même chapitre, les simulations numériques pour un courant 
d'alimentation rectangulaire n'ont pas été réalisées. Nous dirons donc que la validation numérique avec 
un courant sinusoïdal permet de valider le modèle analytique de façon globale. 

La Figure 60 illustre le flux magnétique principal ( )
0d tσφ  en magnétodynamique traversant la 

phase-A (i.e., g 0= ) du bobinage de l'induit analytiquement et numériquement pour un courant 

sinusoïdal [cf. Figure 60(a)] ou rectangulaire [cf. Figure 60(b)]. Les courbes sont tracées suivant la position 
angulaire électrique s 0 tθ = ω ⋅ , sur une période électrique 0T 2= π ω , avec un angle ϕ  égal à la valeur 

donnée dans les tableaux caractéristiques définis dans l'Annexe J. La Figure 60 montre clairement que la 
modélisation analytique donne des résultats très satisfaisants puisque les allures du flux magnétique en 
magnétodynamique, calculées mathématiquement et numériquement sont en parfaite concordance tant 
au niveau de leurs évolutions en fonction de la position angulaire électrique sθ  qu'au niveau de leurs 

amplitudes maximales. 
Si on fait l'hypothèse que les champs électriques et magnétiques sont découplés même en présence 

des courants d'induits, alors on peut remarquer sur la Figure 60 que le flux magnétique d σφ ( )
0

t  en 

magnétodynamique traversant la phase-A du bobinage de l'induit en négligeant les conductivités 

électriques est proportionnel au courant d'alimentation ( )0i t  de la phase-A, contrairement au flux 

magnétique ( )
0d tσφ  qui ne l'est pas. Cela est d'autant plus remarquable pour un courant d'alimentation 

rectangulaire [cf. Figure 60(b)]. En conséquence, nous dirons que les différentes inductances ne seront pas 
constantes si l'on tient compte des conductivités électriques dans les matériaux électromagnétiques (à 
savoir dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique). 
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Figure 60 :  Comparaison analytique-numérique du flux magnétique en magnétodynamique traversant la phase-A 
avec un courant d'alimentation : (a) sinusoïdale ou (b) rectangulaire. 
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III.2.4.  Flux magnétique totalisé 

D'après le théorème de superposition [cf. Chap. 2-§  V.3.6.2.], le flux magnétique totalisé ( )
g a, tσφi T  

induit par une phase quelconque s'exprime, en fonction du flux magnétique principal ( )
g as , tφi T  en 

magnétostatique [Équations (212)] et du flux magnétique principal ( )
gd tσφ  en magnétodynamique 

[Équations (221)], à l'aide de la relation (211a). 

Notons que le flux magnétique totalisé ( )
3Dg a, tσφi T  avec les effets d'extrémités est défini par la 

relation (211a) mais en remplaçant la relation (212) par la relation (220) correspondant au flux 

magnétique principal ( )
3Dg as , tφi T  en magnétostatique en prenant en compte les phénomènes 3D. 

 

III.3.  Flux magnétique totalisé dans l'induit denté 
III.3.1.  Introduction 
Dans la modélisation électromagnétique présentée dans le paragraphe  V. du chapitre 2, la 

transformation en une structure équivalente sans encoches par l'application du coefficient de Carter 
classique et l'introduction d'une perméabilité magnétique relative infinie pour le fer statorique ne font pas 
apparaître explicitement les dimensions de l'induit denté. En effet, les dimensions de l'ensemble isthmes-
dent (ou celles des encoches) et de la culasse statorique n'ont pas été prises en compte dans le modèle 
électromagnétique. Il est donc nécessaire, dans une optique de conception, de définir des contraintes 
magnétiques qui permettent de les dimensionner correctement. 

La détermination du flux magnétique totalisé dans l'induit denté permettra de développer les 
expressions analytiques des inductions magnétiques totales dans l'ensemble isthmes-dent et dans la 
culasse statorique. La quantification de ces dernières permettra, dans un premier temps, d'imposer des 
contraintes magnétiques au niveau de l'ensemble isthmes-dent et de la culasse statorique de sorte que le 
fer statorique ne soit pas saturé et, dans un second temps, d'évaluer les pertes électromagnétiques dans le 
stator denté [cf.Chap. 4 -§  II.2.2.]. 
 

III.3.2.  Généralisation 

Le flux magnétique totalisé du vecteur induction magnétique totale ( )a sB ,r, , tσ Θi T  [Équation (106)], 

dans un référentiel lié à l'induit, à travers une surface 0S  délimitée par un contour 0C  est défini par la 

relation (207). Le flux traversant une ouverture angulaire quelconque 12Θ , caractérisé par les angles 

mécaniques 1Θ  et 2Θ  avec 1 2Θ = −Θ  [cf. Figure 61], dans le cas général est donc donné par la 

circulation du potentiel vecteur magnétique sur le contour délimitant ce dernier. Cette circulation est 
définie, à tout instant, par : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 x

2 x

z
a s z z

a sta s sta a 1 x a 2 x
s

A ,r, , t
,r, t p L d p L A ,r, , t A ,r, , t

Θ +Θ

Θ +Θ

σ
σ σ σ

∂ Θ ⎡ ⎤φ = ⋅ ⋅ ⋅ Θ = ⋅ ⋅ Θ + Θ − Θ + Θ⎣ ⎦∂Θ∫
i

i i iT
T T T , (224) 

 

avec xΘ  l'angle mécanique de décalage entre le centre de l'ouverture angulaire quelconque 12Θ  et l'axe 

de référence de l'induit (i.e., s 0 rad.Θ = ). 

En supposant qu'il n'y a aucun flux de fuite et en utilisant la conservation du flux, le flux magnétique 

totalisé ( )a, tσφind
i T  dans l'induit denté est équivalent à celui dans l'induit lisse. Ce flux magnétique totalisé 

( )a, tσφind
i T  à la frontière du stator équivalent lisse et de la Région I  (l'entrefer fictif), i.e. à s1r R′= , peut 
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donc s'exprime par : 
 

( ) ( ) ( )z z
a sta a s1 1 x a s1 2 x, t p L A ,R , , t A ,R , , tσ σ σ

⎡ ⎤′ ′φ = ⋅ ⋅ Θ + Θ − Θ + Θ⎣ ⎦ind I I
i i iT T T , (225) 

 

avec ( )z
a sA ,r, , tσ ΘI

i T  le potentiel vecteur magnétique total, dans un référentiel lié à l'induit, à s1r R′=  dans la 

Région I  (l'entrefer fictif) [cf. Chap. 2-§  V.4.6.4.]. 

D'après le théorème de superposition [cf. Chap. 2-§  V.3.6.2.], l'expression précédente met en 
évidence la contribution des aimants permanents et celle du courant d'alimentation à la création du flux 
magnétique totalisé dans l'induit denté. Étant donné que l'induction magnétique en magnétodynamique 
est négligeable par rapport à celle en magnétostatique [cf. Chap. 2-§  II.2.4.], on admet que le flux 

magnétique ( )a, tσφind
i T  est équivalent au flux magnétique ( )s a, tφind

i T  en magnétostatique dans l'induit 

denté à s1r R′= . On obtient alors : 
 

( ) ( ) ( ) ( )z z
a s a sta s a s1 1 x s a s1 2 x, t , t p L A ,R , , t A ,R , , tσ

⎡ ⎤′ ′φ ≅ φ = ⋅ ⋅ Θ + Θ − Θ + Θ⎣ ⎦ind ind I I
i i i iT T T T , (226) 

 

avec ( )z
s a sA ,r, , tΘI
i T  le potentiel vecteur magnétique, dans un référentiel lié à l'induit, en magnétostatique 

à s1r R′=  dans la Région I  (l'entrefer fictif) [Équations (176)]. 

En remplaçant dans la relation (226) le potentiel vecteur magnétique par son expression 
correspondante, on obtient celle du flux magnétique totalisé dans l'induit denté sous une ouverture 
angulaire quelconque 12Θ  : 
 

( ) ( ) ( )j rs x
v

v 1, 3...

e
vp t

a a, t e
+∞

=

⎡ ⎤⋅ ⋅ Θ −Θ⎣ ⎦
σ σ

⎧ ⎫⎪ ⎪φ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ind ind
i iT Tφ  vp∀ , (227a) 

 

avec ( )
v aσφind

i T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v du flux magnétique totalisé ( )a, tσφind
i T  

dans l'induit denté à la température de fonctionnement aT  et à l'instant t qui s'exprime par : 
 

( ) ( ) v
v

v

a cyl r a
sd

2 S B
φ σ

σ ′= ⋅ ⋅ ⋅φ
ind

ind II

i
i

K
T T

K
 vp∀ . (227b) 

 

Le paramètre 
v

φ σK ind
i , fonction harmonique complexe, est défini par : 

 

nj str
v vv

vp k
str 12 12 1sk r +

φ σ = − ⋅ ⋅ α ⋅ ⋅ ⋅K K Kind I I
i i  vp∀ , (228) 

 

avec 12 12 pα = Θ Θ  le coefficient d'arc polaire de l'ouverture angulaire quelconque 12Θ  et 
v12K  le 

coefficient d'ouverture angulaire 12Θ  qui donné par : 
 

v

p p
12 12 12sin vp vp

2 2

Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ α ⋅ ⋅ α ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
K  vp∀ . (229) 

 

Notons que, pour une machine électrique tournante donnée avec une direction d'aimantation des 

aimants permanents quelconque (radiale ou parallèle), le flux magnétique totalisé ( )a, tσφind
i T  dans l'induit 
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denté est proportionnel à la surface de cylindré, cylS′ , d'une part et à l'induction rémanente corrigée de la 

Région II  de l'aimant permanent [Équation (146b)], ( )r aB II T , d'autre part. 

Il convient aussi de souligner que la maximisation de l'induction magnétique en magnétostatique dans la 
Région I  (l'entrefer fictif) [cf. Chap. 3-§  II.2.2.3.] permettra, par conséquent, de maximiser le flux 

magnétique totalisé ( )a, tσφind
i T  dans l'induit denté. 

 
 

III.3.3.  Flux magnétique totalisé dans l'ensemble isthmes-dent 
III.3.3.1.  Expression générale du flux magnétique dans l'ensemble isthmes-dent 

L'allure des lignes de champ en électromagnétique dans une machine synchrone à aimants 

permanents montés en surface à inducteur intérieur ( )=strk 1  avec une aimantation radiale est présentée 

sur la Figure 61. Après avoir traversé l'entrefer réel, le flux magnétique totalisé ( )a, tσφind
i T  arrive dans la 

zone de l'ensemble isthmes-dent et passe par deux chemins parallèles, une partie suivant l'ensemble 
isthmes-dent et une autre partie suivant les encoches. Le rapport entre ces deux parties dépend du rapport 
de perméances de l'ensemble isthmes-dent et de l'encoche. Nous supposerons que le flux magnétique 

totalisé ( )a, tσφis&d
i T  sous une ouverture dentaire, odΘ , est entièrement canalisé par l'ensemble isthmes-

dent et, par conséquent, que la partie du flux magnétique qui passe par l'encoche est négligeable. En 
d'autres termes, cela revient à dire que la perméance de l'ensemble isthmes-dent est beaucoup plus 
importante que celle de l'encoche. 

Dans ces conditions et en utilisant les expressions généralisées du flux sous une ouverture angulaire 

quelconque 12Θ  [Équations (227)], le flux magnétique totalisé ( )a, tσφis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dent 

sous une ouverture dentaire odΘ  s'exprime par : 

 

( ) ( )
( ) ( )j od

rs

v
v 1, 3...

e
vp t 2 n 1

2
a a, t e

+∞

=

Θ⎡ ⎤⋅ ⋅ Θ − ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪φ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑
is&d

is&d is&d
i iT Tφ  vp∀ , (230) 

 
avec nis&d  le numéro de l'ensemble isthmes-dent par rapport à s 0 rad.Θ =  (compté positif dans le sens 
 

Θ
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Figure 61 :  Allure des lignes de champ dans une machine synchrone à aimants permanents montés 

en surface à inducteur intérieur avec une aimantation radiale. 
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trigonométrique) [cf. Figure 61] et ( )
v aσφis&d

i T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v du flux 

magnétique totalisé ( )a, tσφis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dent à la température de fonctionnement aT  et 

à l'instant t. L'expression de cette amplitude est égale à la relation (227b), mais en remplaçant le produit 
de 12α , le coefficient d'arc polaire de l'ouverture angulaire 12Θ , et 

v12K , le coefficient d'ouverture 

angulaire 12Θ , par le produit de odα , le coefficient d'arc polaire de l'ouverture dentaire, et ( )
vod 1K , le 

coefficient d'ouverture dentaire [Équation (C.2)]. 

Notons que la forme d'onde du flux magnétique totalisé ( )a, tσφis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dent 

numéro , sous une ouverture dentaire odΘ , sera équivalente à celle de l'ensemble isthmes-dent numéro 

 mais décalée d'un angle électrique odn 2⋅ Θis&d  (avec n 2=is&d  pour cette exemple). Il convient aussi 

de souligner que tous les ensembles isthmes-dent verront le même flux magnétique lorsque la machine 
électrique tournante aura fait un tour mécanique. 

Le flux magnétique totalisé ( )
3D

a, tσφis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dent, sous une ouverture 

dentaire odΘ , en prenant en compte les phénomènes 3D (les effets d'extrémités) s'exprime simplement 

par la relation suivante : 
 

( ) ( )
3D

a 3D a, t , tσσφ = ⋅ φis&dis&d
i iT K T  vp∀ . (231) 

 

III.3.3.2.  Contrainte magnétique pour le dimensionnement de l'ensemble isthmes-dent 

En supposant qu'il n'y a aucun flux de fuite, le flux magnétique totalisé ( )a, tσφis&d
i T  crée dans 

l'ensemble isthmes-dent une induction magnétique totale supposée purement radiale ( )r
aB ,r, tσis&d

i T  dont 

la valeur dépend de la position radiale r considérée dans l'ensemble isthmes-dent (puisque, eu égard à la 
forme trapézoïdale adoptée pour les encoches [cf. Chap. 2-§  II.2.], la largeur de l'ensemble isthmes-dent 

varie avec le rayon). Si l'on admet que l'induction magnétique radiale ( )r
aB ,r, tσis&d

i T  dans l'ensemble 

isthmes-dent est uniforme à tout instant au niveau du rayon r, alors celle-ci peut s'exprimer d'après le 
principe de conservation du flux par : 
 

( ) ( )
( )

ar
a

sta

, t
B ,r, t

b r L
σ

σ
φ

=
⋅

is&d
is&d

is&d

i
i T

T  vp∀ , (232) 

 

où ( )b ris&d  représente la largeur de l'ouverture de l'ensemble isthmes-dent au niveau du rayon de calcul 

r ( s1 eR r R≤ ≤  pour un inducteur intérieur et e s1R r R≤ ≤  pour un inducteur extérieur). 

Si l'ensemble isthmes-dent est décomposé en plusieurs zones d'étude avec Nz  le nombre total de zones 

d'étude (trois dans le cas considéré ici), alors l'induction magnétique radiale ( )r
aB ,r, tσis&d

i T  dans l'ensemble 

isthmes-dent peut être définie par la relation (233). La Figure 62 détaille ces différentes zones caractéristiques 
constituant l'ensemble isthmes-dent des différentes topologies étudiées. 
 

( ) ( ) ( )
( )

ar r
a i a

i sta

, t
B ,r, t B ,r, t

b r L
σ

σ σ
φ

= =
⋅

is&d
is&d z

z

i
i i T

T T  vp∀ , (233) 

 

avec iz  l'indice de la zone d'étude ( 1z  : Zone 1, 2z  : Zone 2 et 3z  : Zone 3) et ( )ib rz  la largeur de 
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l'ouverture des différentes zones d'étude qui est donnée par : 
 

( ) ( )i d ib r b k r= ⋅z z , (234) 
 

dont d d s1b R= Θ ⋅  représente la largeur de l'ouverture de la dent et ( )ik rz  une fonction géométrique des 

zones caractéristiques qui est définie sous la forme suivante : 
 

( ) ( ) ( )−ς + ς
= ⋅

ς
str

1

kis d
1 1

d
k r r rz z  dans la Zone 1, (235a) 

  

( )

( ) ( )

( ) ( )

⎧ ⎫⎡ ⎤ς + ς ς⎪ ⎪⋅ − − ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥ς ς⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭=
⋅ − ⋅

strstr
1

strstr str
1

kis d k is
2 2

d d
2 kk k

1 2 2

r 1 r r

k r
r r 1 r r

z z

z
z z z

 dans la Zone 2, (235b) 

  

( )
( )

( )

−

=
⋅

str
1

str

k
3

3 k
1 2

r r
k r

r r

z
z

z z
 dans la Zone 3. (235c) 

 

Ces fonctions géométriques dépendent du coefficient d'arc dentaire de la dent, d d od2ς = ⋅ Θ Θ , et du 

coefficient d'arc dentaire des isthmes de la dent, is is od2ς = ⋅ Θ Θ , d'une part et des ratios adimensionnels 

réels relatifs aux différentes zones d'étude qui s'expriment dans la Zone 1 par : 
 

is1r R= , on a ( ) =
11 is1 1r R rz z  et ( ) =

21 is1r R 1z , 

  

( ) ( )= ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2

str strstr

1 1 1

k kk
s1 s1

is1 is1

r r r r r

R Rr
r R R

z z z

 à 

s1r R= , on a ( ) =
11 s1r R 1z  et ( ) =

21 s1 1r R rz z , 
(236a) 

 

dans la Zone 2 par : 
 

is2r R= , on a ( ) =
12 is2 2r R rz z  et ( ) =

22 is2r R 1z , 

  

( ) ( )= ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2

str strstr

2 2 2

k kk
is1 is1

is2 is2

r r r r r

R Rr
r R R

z z z

 à 

is1r R= , on a ( ) =
12 is1r R 1z  et ( ) =

22 is1 2r R rz z , 
(236b) 
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Figure 62 :  Zones caractéristiques constituant l'ensemble isthmes-dent des différentes 
topologies : inducteur (a) intérieur et (b) extérieur. 
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et dans la Zone 3 par : 
 

er R= , on a ( ) =
13 e 3r R rz z  et ( )

2s3 er R 1= , 

  

( ) ( )= ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2

str strstr

3 3 3

k kk
is2 is2

e e

r r r r r

R Rr
r R R

z z z

 à 

is2r R= , on a ( ) =
13 is2r R 1z  et ( ) =

23 is2 3r R rz z . 
(236c) 

 

La fonction ( )r
i aB ,r, tσz
i T  correspondant à la composante radiale de l'induction magnétique totale, sous 

une ouverture dentaire odΘ , dans les différentes zones d'étude s'exprime sous la forme de séries de 

Fourier complexes par : 
 

( ) ( )
( ) ( )j od

rs

v
v 1, 3...

e
vp t 2 n 1

r r 2
i a i aB ,r, t ,r e

+∞

=

Θ⎡ ⎤⋅ ⋅ Θ − ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑
is&d

z z
i iT TB  vp∀ , (237a) 

 

avec ( )
v

r
i a,rσBz
i T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de l'induction magnétique radiale 

( )r
i aB ,r, tσz
i T  dans les différentes zones d'étude qui est représentée par : 

 

( ) ( )
( )

v
v

v

r
B ir

i a r a
sd

r
,r 2 B

σ
σ = ⋅ ⋅B z

z II

i
i K

T T
K

 vp∀ . (237b) 

 

Le paramètre ( )
v

r
B i rσK z
i , fonction harmonique complexe, est défini par : 

 

( ) ( ) ( )nj
str

v vv

vp k
r s1
B i str od 1s

s1 d i

r
r 2 k p

k r

+

σ
′β

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
β ς ⋅

K K K I
z I

z

i i1  vp∀ , (238a) 

 

avec s1′β  le rapport du diamètre statorique adjacent à l'entrefer fictif sur la longueur du fer statorique qui 

est donné par : 
 

s1 s1 sta2 R L′ ′β = ⋅ . (239) 
 

En remarquant que ′β β ≈s1 s1 1 20, il est possible d'éliminer la longueur staL  du fer statorique dans la 

relation (238a) et l'induction magnétique radiale ( )
3D

r
aiB ,r, tσz

i T  dans les différentes zones d'étude de 

l'ensemble isthmes-dent en prenant en compte les phénomènes 3D (les effets d'extrémités) s'exprime 
toujours par la relation suivante : 
 

( ) ( )
3D

r r
a 3D i aiB ,r, t B ,r, tσσ = ⋅ zz

i iT K T  vp∀ . (240) 

 

L'ensemble isthmes-dent doit être dimensionné de sorte qu'il ne soit pas saturé pour l'induction 
magnétique maximale admissible dans les tôles statoriques (i.e., pour l'induction magnétique à saturation 

stasatB ). Cette induction magnétique maximale admissible dans le fer en linéaire permet de fixer cette 

                                              
20  Notons qu'étant donné que le rayon du stator adjacent à l'entrefer fictif, s1R ′ , est à peu près égal au rayon du 

stator adjacent à l'entrefer réel, s1R , le rapport s1 s1′β β  est très peu différent de l'unité. 
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contrainte magnétique pour le dimensionnement de l'ensemble isthmes-dent. L'induction magnétique 

radiale maximale ( )
max

r
aB σis&d

i T  dans l'ensemble isthmes-dent est définie, à l'instant t égal à 

( )0 od rs0 0t n 2= ⋅ Θ − Θ Ωis&d  et n∀ is&d  et Θrs0 , par : 
 

( ) ( ) ( )
vmax

v 1, 3...

e
r r r

a 1 a s1 0 1 a s1B B ,R , t ,R
+∞

=

σ σσ

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ℜ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑z zis&d
i i iT T TB  vp∀  pour un inducteur intérieur, (241a) 

( ) ( ) ( )
vmax

v 1, 3...

e
r r r

a 3 a e 0 3 a eB B ,R , t ,R
+∞

=

σ σσ

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ℜ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑z zis&d
i i iT T TB  vp∀  pour un inducteur extérieur, (241b) 

 

si l'ensemble isthmes-dents n'est pas constitué d'isthmes, et par : 
 

( ) ( ) ( )
vmax

v 1, 3...

e
r r r

a 3 a is2 0 3 a is2B B ,R , t ,R
+∞

=

σ σσ

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ℜ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑z zis&d
i i iT T TB  vp∀  pour un inducteur intérieur, (241c) 

( ) ( ) ( )
vmax

v 1, 3...

e
r r r

a 3 a e 0 3 a eB B ,R , t ,R
+∞

=

σ σσ

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ℜ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑z zis&d
i i iT T TB  vp∀  pour un inducteur extérieur, (241d) 

 

si l'ensemble isthmes-dents possède des isthmes. 
En prenant en compte les phénomènes 3D (les effets d'extrémités), l'induction magnétique radiale 

maximale ( )
max 3D

r
aB σis&d

i T  s'exprime simplement par la relation suivante : 

 

( ) ( )
max 3D max

r r
a 3D aB Bσ σ= ⋅is&d is&d

i iT K T  vp∀ . (242) 

 

III.3.4.  Flux magnétique totalisé dans la culasse statorique 
III.3.4.1.  Expression générale du flux magnétique dans la culasse statorique 

D'après la Figure 61, illustrant les lignes de champ en électromagnétique dans une machine 

électrique tournante, le flux magnétique totalisé ( )a, tσφcs
i T  dans la culasse statorique est réparti de façon 

non uniforme suivant la hauteur csh  [Équation (14)]. D'une part, on s'aperçoit que le flux magnétique 

totalisé ( )a, tσφp
i T  sous un pôle se sépare en deux parties égales suivant la ligne neutre [cf. Figure 61] 

lorsqu'il pénètre dans la culasse statorique. Et d'autre part, on constate que le flux magnétique ( )a, tσφcs
i T  

dans la culasse statorique atteint sa valeur maximale sous l'axe inter-aimant (i.e., à l'angle mécanique 

p 2Θ ). Dans ces conditions et en utilisant les expressions généralisées du flux magnétique sous une 

ouverture angulaire quelconque 12Θ  [Équations (227)], le flux magnétique totalisé ( )a, tσφcs
i T  dans la 

culasse statorique peut alors s'exprimer par : 
 

( ) ( )
( )j p

rs

v
v 1, 3...

e

vp t
2

a a, t e
+∞

=

Θ⎡ ⎤
⋅ ⋅ Θ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

φ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑cs cs
i iT Tφ  vp∀ , (243) 

 

avec ( )
v aσφcs

i T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v du flux magnétique totalisé ( )a, tσφcs
i T  
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dans la culasse statorique à la température de fonctionnement aT  et à l'instant t. L'expression de cette 

amplitude est égale à la relation (227b) divisée par 2, mais en remplaçant le produit de 12α , le 

coefficient d'arc polaire de l'ouverture angulaire 12Θ , et 
v12K , le coefficient d'ouverture angulaire 12Θ , 

par 
vopK , le coefficient d'ouverture polaire [Équation (C.8)]. 

Comme pour le flux magnétique totalisé ( )a, tσφis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dent, l'allure de la 

forme d'onde du flux magnétique totalisé ( )a, tσφcs
i T  dans la culasse statorique est identique en tout point 

de la culasse lorsque la machine électrique tournante aura fait un tour mécanique. 

Le flux magnétique totalisé ( )
3D

a, tσφcs
i T  dans la culasse statorique en prenant en compte les 

phénomènes 3D (les effets d'extrémités) s'exprime simplement par la relation suivante : 

 

( ) ( )
3D

a 3D a, t , tσσφ = ⋅ φcscs
i iT K T  vp∀ . (244) 

 

III.3.4.2.  Contrainte magnétique pour le dimensionnement de la culasse statorique 

En supposant qu'il n'y a aucun flux de fuite, le flux magnétique totalisé ( )a, tσφcs
i T  crée dans la 

culasse statorique une induction magnétique totale supposée purement tangentielle ( )aB , tΘ
σcs
i T . Dans ces 

conditions, la loi de conservation du flux permet d'en déduire que l'expression analytique de l'induction 

magnétique ( )aB , tΘ
σcs
i T  est : 

 

( ) ( )a
a

cs sta

, t
B , t

h L
σΘ

σ
φ

=
⋅

cs
cs

i
i T

T  vp∀ , (245) 

 

où encore, sous la forme de séries de Fourier complexes, par : 
 

( ) ( )
( )j p

rs

v
v 1, 3...

e

vp t
2

a aB , t e
+∞

=

Θ⎡ ⎤
⋅ ⋅ Θ +⎢ ⎥

Θ Θ ⎣ ⎦
σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑cs cs
i iT TB , (246a) 

 

avec ( )
v a

Θ
σBcs
i T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de l'induction magnétique tangentielle 

( )aB , tΘ
σcs
i T  dans la culasse statorique qui s'exprime par : 

 

( ) ( ) v
v

v

B
a r a

sd
2 B

Θ
σΘ

σ = ⋅ ⋅B cs
cs II

i
i K

T T
K

 vp∀ . (246b) 

 

Le paramètre 
vB

Θ
σK cs

i , fonction harmonique complexe, est défini par : 

 

nj str
v vv

nor

vp ks1
B str p 1s

cs s1

1
k r

h
+Θ

σ
′β

= − ⋅ ⋅ π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
β

K K Kcs I I
i i  vp∀ , (247) 
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Le paramètre 
norcsh , l'épaisseur normalisée de la culasse statorique, est donné par : 

 

nor
cs

cs
s1

h
h

R
=  vp∀ . (248) 

 

Comme ′β β ≈s1 s1 1, permettant d'éliminer la longueur staL  dans la relation (247), l'induction 

magnétique tangentielle ( )
3D

aB , tΘ
σcs
i T  en prenant en compte les phénomènes 3D (les effets d'extrémités) 

peut s'exprimer par la relation suivante : 
 

( ) ( )
3D

a 3D aB , t B , tΘ Θ
σσ = ⋅ cscs

i iT K T  vp∀ . (249) 

 

La culasse statorique doit être dimensionnée de manière à supporter le flux maximal sans que les 
tôles ferromagnétiques du stator denté soient saturées. L'induction magnétique maximale admissible 
permet donc de fixer cette contrainte magnétique pour le dimensionnement de la culasse statorique. Cette 

induction magnétique tangentielle maximale ( )
max

aBΘ
σcs
i T  dans la culasse statorique est définie, à l'instant t 

égal à ( )0 p rs0 0t 2= − Θ + Θ Ω  et ∀ Θrs0 , par : 

 

( ) ( ) ( )
+∞

=

Θ Θ Θ
σσ σ

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ℜ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ vmax max
v 1, 3...

ea a 0 aB B , t cscs cs
i i iT T TB . (250) 

 

En prenant en compte les phénomènes 3D (les effets d'extrémités), l'induction magnétique 

tangentielle maximale ( )
max 3D

aBΘ
σcs
i T  s'exprime simplement par la relation suivante : 

 

( ) ( )
max 3D max

a 3D aB BΘ Θ
σ σ= ⋅cs cs
i iT K T  vp∀ . (251) 

 

III.3.5.  Validation analytique-numérique dans les différentes parties de l'induit denté 
On se propose de valider les expressions analytiques du flux et de l'induction magnétique totaux 

dans les différentes parties de l'induit denté précédemment décrites par une comparaison avec les 
résultats issus de simulations numériques. La validation est effectuée sur une machine bipolaire (i.e., 

p 1= ) à aimants permanents montés en surface à inducteur intérieur ( )=strk 1  avec une vitesse de 

rotation (ou de fonctionnement), 0N , égale à 10 000 tr/min. pour les deux types d'aimantation 

[cf. Chap. 2-§  III.4.4.] : radiale et parallèle. Les caractéristiques principales (à savoir les propriétés 
physiques des matériaux magnétiques, les paramètres géométriques principaux de la machine,…) sont 
données dans les tableaux caractéristiques définis dans l'Annexe J. Comme les simulations numériques 
sont réalisées en deux dimensions à l'aide du logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8], le 

coefficient 3DK  est naturellement pris égal à l'unité dans le but de s'affranchir des phénomènes 3D non 

modélisés. 
Le tracé des lignes de champ [cf. Figure 63(a)] et une cartographie détaillée des inductions 

[cf. Figure 63(b)] dans toute la machine, sous la forme d'un dégradé de couleurs, sont présentés sur la 

Figure 63 en magnétostatique (i.e., à vide) à l'instant t égal à ( )0 od rs0 0t n 2= ⋅ Θ − Θ Ωis&d  avec 

n 1=is&d  (i.e., l'aimant Nord en face de l'ensemble isthmes-dent numéro ). Ces simulations donnent des 

informations supplémentaires au modèle analytique sur le comportement magnétique des moteurs comme 
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l'état de saturation locale (i.e., dans les isthmes des dents). Elles permettent aussi de mettre en lumière les 
différences comportementales entre une aimantation radiale ou parallèle. Le tracé des lignes de champ 
permet de valider l'hypothèse faite sur les inductions magnétique totales dans les différentes parties de 
l'induit denté, à savoir purement radiale dans l'ensemble isthmes-dent et purement tangentielle dans la 
culasse statorique. 

La Figure 64 illustre les flux magnétiques totalisés, ( )a, tσφis&d
i T  et ( )a, tσφcs

i T , dans l'ensemble 

isthmes-dent numéro  et dans la culasse statorique pour les deux types d'aimantation suivant la position 
angulaire électrique s 0 tθ = ω ⋅  et sur une période électrique 0T 2= π ω . Les formes d'onde du flux 

magnétique dans la culasse statorique ont été tracées selon deux positions [cf. Figure 63] : la première 
position (Pos. 1) située en fond d'encoche correspondant à l'angle s 0 rad.Θ =  et la seconde (Pos. 2) située 

au fond du centre de l'ensemble isthmes-dents numéro . Quel que soit le type d'aimantation, la 
Figure 64 montre clairement que la modélisation analytique donne des résultats très satisfaisants puisque 
les allures des flux magnétiques, calculées analytiquement et numériquement, sont en parfaite concordance 
tant au niveau de leurs évolutions en fonction de la position angulaire électrique sθ  qu'au niveau de leurs 

amplitudes maximales. Néanmoins, le flux magnétique totalisé ( )a, tσφcs
i T  dans la culasse statorique à la 

Pos. 2 calculé analytiquement ne correspond pas à celui calculé numériquement (avec une erreur de 25,6 % 
pour une aimantation radiale et 27,7 % pour une aimantation parallèle). Cela s'explique par le fait que le 
modèle analytique dans la Pos. 2 ne prend pas en compte la partie du flux magnétique rentrant dans 
l'ensemble isthmes-dent numéro  lorsque les espaces inter-aimants se trouvent en face de cette dernière, 
contrairement la Pos. 1 qui prend la totalité du flux magnétique. Par conséquent, la Pos. 1 située en fond 
d'encoche reste la position la plus adaptée à la mesure du flux magnétique totalisé dans la culasse 
statorique. 

On peut remarquer que l'amplitude maximale du flux magnétique totalisé ( )a, tσφis&d
P T  dans l'ensemble 

isthmes-dent numéro  pour une aimantation parallèle est légèrement plus élevée que celle d'une 
aimantation radiale. Cette remarque est inversée pour le flux magnétique totalisé dans la culasse 
statorique. Ces deux constations peuvent aussi être clarifiées à l'aide la Figure 63. 

La Figure 65 représente l'induction magnétique radiale ( )r
i aB ,r, tσz
i T  dans les différentes zones 

d'étude de l'ensemble isthmes-dent numéro  [cf. Figure 65(a)(i)/(b)(i)] d'une part et l'induction 

magnétique tangentielle ( )aB , tΘ
σcs
i T  dans la culasse statorique  [cf. Figure 65(a)(ii)/(b)(ii)] d'autre part pour 

les deux types d'aimantation suivant la position angulaire électrique s 0 tθ = ω ⋅  et sur une période 

électrique 0T 2= π ω . Les formes d'onde des inductions magnétiques ( )r
i aB ,r, tσz
i T  et ( )aB , tΘ

σcs
i T  ont été 

tracées respectivement aux extrémités de chaque zone d'étude (identifiées par les numéro 1, 2 et 3 sur la 
Figure 63) et au centre de la culasse statorique suivant l'axe de référence de l'induit s 0 rad.Θ =  (identifiée 

par le numéro 4 sur la Figure 63). Quel que soit le type d'aimantation, la Figure 65 montre clairement 
que les allures des inductions magnétiques analytiques et numérique sont en parfaite concordance au 
niveau de leurs évolutions en fonction de la position électrique sθ . On constate néanmoins que leurs 

amplitudes ne sont pas identiques dans l'ensemble isthmes-dent et dans la culasse statorique. Ceci est dû 
à l'hypothèse faite sur les inductions magnétiques totales dans les différentes parties de l'induit denté, à 
savoir que dans le modèle analytique, la composante tangentielle dans l'ensemble isthmes-dent et de la 
composante radiale dans la culasse statorique sont négligées. La Figure 66 illustre ces différentes 
composantes à partir du logiciel de calcul numérique de champ Flux2D. 
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Nous avons relevé, pour le modèle analytique comme pour la simulation numérique, les valeurs des 
inductions magnétiques à différents endroits de l'induit denté pour les deux types d'aimantation à l'instant t 

égal à ( )0 od rs0 0t n 2= ⋅ Θ − Θ Ωis&d  et ∀ Θrs0  avec n 1=is&d  (i.e., l'aimant Nord en face de l'ensemble 

isthmes-dent numéro ). La Figure 67 localise les points où les inductions magnétiques analytiques et 
numériques ont été relevées dans les différentes parties de l'induit denté. Les résultats 
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Figure 63 :  (a) Lignes de champ et (b) dégradés de l'induction magnétique totale, tracés avec 
le logiciel d'éléments finis Flux2D, en magnétostatique (à vide) dans une machine synchrone à aimants permanents 

montés en surface à inducteur intérieur avec une aimantation : (i) radiale ou (ii) parallèle. 
 

0 6π 2π π 3 2π 2π
[ ]0 t rad.ω ⋅

0

0,2−

0,4−

0,3−

0,1

0,2

0,1−

0,4

0,3

0,5

0,5−

( ) [ ]a Wbσφi Tis&d

( )3
a10−

σ⋅ φis&d
P T

( )3
a10−

σ⋅ φis&d
R T

Numérique (MEF)

Analytique

 
0 6π 2π π 3 2π 2π

[ ]0 t rad.ω ⋅

0

0,6−

1,2−

0,9−

0,3

0,6

0,3−

1,2

0,9

1,5

1,5−

( ) [ ]a Wbσφcs
i T

( )3
a10−

σ⋅ φcs
R TPos. 1 :

( )3
a10−

σ⋅ φcs
P TPos. 1 :

( )3
a10−

σ⋅φcs
R TPos. 2 :

( )3
a10−

σ⋅ φcs
P TPos. 2 :Numérique (MEF)

Analytique

 
(a) (b) 

Figure 64 :  Comparaison analytique-numérique du flux magnétique totalisé pour les deux types d'aimantation (radiale 
ou parallèle) (a) dans l'ensemble isthmes-dent numéro  et (b) dans la culasse statorique. 
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comparatifs sont détaillés dans le Tableau 13. Sur l'ensemble des points, on remarque une mauvaise 
concordance entre les inductions magnétiques totales dans les différentes parties de l'induit denté sur la 
base du modèle analytique et évaluées numériquement. Cela est dû à l'hypothèse faite sur les 
composantes de l'induction magnétique dans l'induit denté et sur la partie du flux rentrant dans l'ensemble 
isthmes-dent numéro  (Pos. 2). 
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Figure 65 :  Comparaison analytique-numérique de l'induction magnétique totalisé (i) dans les différentes zones d'étude 
(aux extrémités de chaque zone) de l'ensemble isthmes-dent numéro  et (ii) dans la culasse statorique pour une 

aimantation : (a) radiale ou (b) parallèle. 
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Figure 66 :  Représentation des composantes de l'induction magnétique totale dans les différentes parties de l'induit 
négligées par le modèle analytique pour les deux types d'aimantation : (a) composante tangentielle dans l'ensemble 

isthmes-dent numéro  et (b) composante radiale dans la culasse statorique. 
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III.4.  Couple électromagnétique des structures étudiées 
III.4.1.  Introduction 
Le calcul du couple d'une machine électrique tournante peut s'effectuer à partir des calculs généraux 

de l'énergie des systèmes électromécaniques. Le couple électromagnétique d'une machine synchrone à 
aimants permanents montés en surface à inducteur intérieur ou extérieur [cf. Figure 10] provient de trois 
phénomènes distincts : 

- l'intéraction des sources de champ des deux armatures (les courants d'alimentation et les 
aimants permanents) ; 

- l'intéraction de deux champs magnétiques causé par la présence des courants d'induits 
(ou courants de Foucault) ; 

- et l'action d'un champ magnétique sur une armature à réluctance variable. 

Le premier et le second processus concernent les machines à entrefer constant à circuit magnétique 
isotrope, alors que le troisième est spécifique aux machines à réluctance variable à circuit magnétique 
fortement anisotrope. Le couple qui est lié uniquement à l'anisotropie est dit couple réluctant provoqué par 
l'induit denté d'une part et par l'inducteur si et seulement si les pôles sont saillants d'autre part. 

Pour déterminer l'expression analytique du couple électromagnétique, il existe deux méthodes de 
calcul soit directement à partir de l'énergie électromagnétique 21, soit à partir du tenseur de 
Maxwell 22. Youmssi, dans  [70], démontre que ces deux méthodes procurent des résultats semblables 
                                              
21  On parle de méthodes énergétiques. Par ces méthodes, le couple électromagnétique (ou la force) est calculé en 
faisant le bilan énergétique de la conversion électromécanique à partir du modèle de Kirchoff ou du modèle de Maxwell. 
22  La méthode du tenseur de Maxwell est celle de la pression magnétostatique sur une surface. Le couple 
électromagnétique (ou la force) est calculé à partir de la direction du vecteur induction magnétique en 
électromagnétique sur la surface qui sépare les différents milieux. 
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Figure 67 :  Points pour lesquels sont relevés les inductions magnétiques totales dans l'induit denté. 

 

Tableau 13 :  Comparaison des calculs analytique et numérique (Flux2D) de l'induction magnétique 
totale dans l'induit denté à différent endroits et à l'instant 0t  pour les types d'aimantation. 

  POINTS D'ÉVALUATION 
AIMANTATION  a b c d e f g h i 

Analytique [T] 1,739 0 0 0 0,632 0,974 -0,302 0,856 0,768 
MEF [T] 1,197 0,897 0,057 0,181 0,513 0,789 0,3 0,995 0,633 

Radiale 

( )=i R  
Erreur [%] 45,2 -100 -100 -100 23,1 23,4 0,7 -14 21,3 

Analytique [T] 1,333 0 0 0 0,721 1,112 -0,345 0,975 0,695 
MEF [T] 1,047 0,718 0,004 0,209 0,594 0,917 0,339 1,034 0,506 

Parallèle 

( )=i P  
Erreur [%] 27,3 -100 -100 -100 21,4 21,2 1,74 -5,7 37,4 
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au niveau du couple électromagnétique, néanmoins la deuxième méthode demeure la plus précise. 
Nous allons donc utiliser la méthode du tenseur de Maxwell. 

Notons tout de même que, dans la mesure où l'on n'a pas tenu explicitement compte de l'encochage 
dans la modélisation (l'induit denté et l'inducteur à pôles saillants) [cf. Chap. 2-§  V.3.3. et  V.3.4.], le 
couple de reluctance dû à la denture n'est pas pris en compte dans le calcul du couple électromagnétique. 
Néanmoins, l'atténuation des harmoniques de denture du couple réluctant sera abordée brièvement dans 
le paragraphe  III.4.3. de cette même section. 
 

III.4.2.  Utilisation du tenseur de Maxwell 
III.4.2.1.  Décomposition du couple électromagnétique 

Le couple électromagnétique ( )em aC , tσ
i T  des structures étudiées à la température de fonctionnement 

aT  et à l'instant t peut être calculé en intégrant le tenseur de Maxwell sur une surface quelconque insérée dans 

la Région I  (l'entrefer fictif)  [119]- [120]. En choisissant un cylindre de rayon s1R′ , le couple électromagnétique 

des structures équivalentes sans encoches est alors donné, en fonction du potentiel vecteur magnétique total 

( )z
a sA ,r, , tσ ΘI

i T , dans un référentiel lié à l'induit, dans la Région I  par : 
 

( ) ( ) ( )
2 p

0
s1

z z
a s a s1 sstr s1 sta

em a s
0 sr R

A ,r, , t A ,R , , tk p R L
C , t d

r

⋅Θ

σ σ
σ

′=

′∂ Θ ∂ Θ′⋅ ⋅ ⋅
= − ⋅ ⋅ ⋅ Θ

µ ∂ ∂Θ∫
i i

i T T
T I I , (252) 

 

En utilisant la relation (105) du théorème de superposition [cf. Chap. 2-§  V.3.6.2.], l'équation devient 
 

( ) ( ) ( )f f
⋅Θ

σ σ σ′=

′⋅ ⋅ ′= − ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ
µ ∫

2 p

s10

sta s1
em a Cem1 a s Cem2 a s1 s s

r R0

p L R
C , t ,r, , t ,R , , t di i iT T T , (253a) 

 

avec : ( ) ( ) ( )
f σ

σ ′=
′= ′=

∂ Θ∂ Θ
Θ = +

∂ ∂s1
s1 s1

zz
ss a s d

Cem1 a s
r R

r R r R

A r, , tA ,r, , t
,r, , t

r r

i
i T

T I I , (253b) 

 ( ) ( ) ( )
f σ

σ
′∂ Θ′∂ Θ

′ Θ = +
∂Θ ∂Θ

zz
s1 ss a s1 s d

Cem2 a s1 s
s s

A R , , tA ,R , , t
,R , , t

i
i T

T I I . (253c) 

 

En appliquant les deux conditions aux limites qui existe à la frontière du stator équivalent lisse et de la 
Région I  [cf. Chap. 2-§  V.4.5.1.] : 
 

( )

s1

z
s a s

r R

A ,r, , t
0

r
′=

∂ Θ
=

∂
I
i T

 en magnétostatique, (254a) 

( ) ( )
s1

z
s zd

str 0 m s

r R

A r, , t
k J , t

r
•σ

′=

∂ Θ
= ⋅ µ ⋅ Θ

∂
I  en magnétodynamique, (254b) 

 

aux relations (253) et d'après les relations (181), qui définissent la composante radiale de l'induction 

magnétique en magnétostatique et en magnétodynamique, le couple électromagnétique ( )em aC , tσ
i T  

s'écrit alors de la manière suivante : 
 

( ) ( ) ( )em a ems a emdC , t C , t C tσ σ= +i iT T , (255a) 
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( ) ( ) ( )
2 p

0

2 z r
ems a s1 sta m s s a s1 s sC , t p R L J , t B ,R , , t d

⋅Θ

•′ ′= − ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ∫i iT TI , (255b) 

( ) ( ) ( )
2 p

0

2 z r
emd s1 sta m s s1 s sdC t p R L J , t B R , , t d

⋅Θ

•
σ σ′ ′= − ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ∫ I , (255c) 

 

avec ( )ems aC , ti T  le couple électromagnétique normal créé par l'intéraction des sources de champ des 

deux armatures (les courants d'alimentation et les aimants permanents) et ( )emdC tσ  le couple 

électromagnétique supplémentaire causé par la présence des courants d'induits (ou courants de Foucault). 
 

III.4.2.2.  Couple électromagnétique normal 
III.4.2.2.1.   Expression générale du couple électromagnétique normal 

En effectuant les calculs, le couple électromagnétique normal ( )ems aC , ti T  créé par l'interaction de la 

densité linéique de courant ( )z
m sJ , t• Θ  produit par les m phases du bobinage d'induit [Équations (96)] et 

de la composante radiale ( )r
s a sB ,r, , tΘI
i T  de l'induction magnétique, dans un référentiel lié à l'induit, en 

magnétostatique [Équations (182)] à s1r R′=  dans la Région I  est donné par les relations (256). On 

obtient les relations décrivant les deux composantes principales de l'onde de couple électromagnétique 

normal, à savoir la composante continue ( )em0s aCi T  qui représente le couple électromagnétique normal 

moyen [Équation (256b)] et la composante alternative ( )ems aC , t∆ i T  qui correspond aux ondulations de 

couple [Équation (256c)] : 
 

( ) ( ) ( )ems a em0s a ems aC , t C C , t= + ∆i i iT T T  pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (256a) 
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eem0s a em0s aC
+∞ +∞

=−∞ =
=

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ℜ ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑i iT TC  pr u v 0+ = , (256b) 

( ) ( ) ( ) ( )j 0
u,v,s

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
u v t

ems a em0s aC , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ + ⋅ ω ⋅ −ϕ
⎧ ⎫
⎪ ⎪

∆ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑i iT TC  pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (256c) 

 

avec ( )
u,v,sem0s aC i T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v, u v∀ + , à la température de 

fonctionnement aT  de la composante continue ( )em0s aCi T  et alternative ( )ems aC , t∆ i T  qui s'exprime par : 
 

( ) ( )
u,v,s u,v,sem0s a Cems a I= ⋅C i iT K T  u v∀ + . (256d) 

 

Le paramètre ( )
u,v,sCems aK Ti  correspond au coefficient harmonique du couple électromagnétique normal 

( )ems aC , ti T  à la température de fonctionnement aT  qui est caractérisé par : 
 

( ) ( ) ( )
uu,v,s vCems a cyl r a i e2 2 S B cos v′= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ψK T m T K Ki i

II  u v∀ + , (257) 
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dans laquelle 
veK i  représente une fonction harmonique complexe qui est donnée par : 

 

n += ⋅ ⋅ Θ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅v v str
vv

v

m 1s vp k
e str p op

sd
k vp r

K
K K

m K

i
i J I

I  vp∀ . (258) 

 

Ainsi, la composante continue ( )em0s aCi T  du couple électromagnétique normal n'est créé que par 

l'intéraction des harmoniques de même rang ( )u v 0+ =  des ondes décrivant les répartitions spatiales des 

sources de champ. En particulier, lorsque les courants d'alimentation ( )gi t  sont sinusoïdaux, les 

relations (256) montrent que la composante continue ( )em0s aCi T  du couple électromagnétique normal 

( )ems aC , ti T  n'est fournit que par les ondes fondamentales de ces sources. On retrouve bien les résultats 

établis dans  [118]. 
Notons que pour une machine électrique tournante donnée avec une alimentation quelconque 

(sinusoïdale ou rectangulaire) et une direction d'aimantation des aimants permanents quelconque (radiale 

ou parallèle), le couple électromagnétique normal ( )ems aC , ti T  est proportionnel à la valeur efficace du 

courant, I, à la surface de cylindré, cylS′ , et à l'induction rémanente corrigée de la Région II  de l'aimant 

permanent [Équation (146b)], ( )r aB II T . Comme dans le paragraphe  III.2.2.1. de ce même chapitre dédié 

au flux magnétique principal ( )
g as , tφi T  en magnétostatique, le coefficient de bobinage classique 

vbK  

[Équation (C.18)] ou le coefficient de bobinage effectif 
vb′K  [Équation (69)] influe sur l'amplitude des deux 

composantes de l'onde du couple électromagnétique normal ( )ems aC , ti T . 

De plus, il convient de noter que la forme d'onde du courant d'alimentation, caractérisée par le coefficient 

uiK , influe aussi sur l'amplitude du couple normal [cf. Figures 68 et 69]. 

Soulignons enfin que la maximisation de l'induction magnétique en magnétostatique dans la Région I  
(l'entrefer fictif) [cf. Chap. 3-§  II.2.2.3.] permettra, par conséquent, de maximiser le couple 

électromagnétique normal ( )ems aC , ti T . 

Le couple électromagnétique normal ( )
3D aemsC , ti T  en prenant en compte les phénomènes 3D (les 

effets d'extrémités) s'exprime simplement par la relation suivante : 
 

( ) ( ) ( )
3D a 3D em0s a ems aemsC , t C C , t⎡ ⎤= ⋅ + ∆⎣ ⎦

i i iT K T T  u v∀ + . (259) 

 

III.4.2.2.2.   Validation analytique-numérique du couple électromagnétique normal 
La structure, le type de bobinage, le type d'aimantation, la forme d'onde du courant d'alimentation 

 

( )gi t  appliqué à la machine, les propriétés physiques des matériaux magnétiques ainsi que les 

paramètres géométriques principaux considérés pour cette validation sont explicités dans le paragraphe 
dédié à la validation analytique-numérique de l'induction magnétique en magnétostatique [cf. Chap. 3-
§  II.2.2.2.] et en magnétodynamique [cf. Chap. 3-§  II.2.3.2.]. 
De plus, en vue d'évaluer la validité des expressions analytiques du couple électromagnétique normal 

( )ems aC , ti T , nous utilisons le logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8]. Les résultats de la 

simulation avec le calcul analytique seront donc comparés ici à ceux donnés par le calcul numérique. 
Comme dans le paragraphe  II.2.3.2. de ce même chapitre, les simulations numériques pour un courant 
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d'alimentation rectangulaire n'ont pas été réalisées. Nous considérons donc que la validation numérique 
avec un courant sinusoïdal permet de valider le modèle analytique de façon globale. Le coefficient 3DK  

est pris égal à l'unité, afin de s'affranchir des phénomènes tridimensionnels non modélisés avec le logiciel 

Flux2D, et par conséquent ( ) ( )
3D a ems aemsC , t C , t=i iT T . 

Les Figures 68 et 69 illustrent respectivement la distribution spatio-temporelle et le spectre 

harmonique du couple électromagnétique normal ( )ems aC , ti T  pour les deux types d'alimentation et 

d'aimantation. Les courbes sont tracées suivant la position angulaire électrique s 0 tθ = ω ⋅ , sur une période 

électrique 0T 2= π ω , avec un angle ψ  égal à la valeur donnée dans les tableaux caractéristiques définis 

dans l'Annexe J. La Figure 68 montre clairement que la modélisation analytique donne des résultats très 
satisfaisants puisque les allures du couple électromagnétique normal, calculé mathématiquement et 
numériquement sont en parfaite concordance tant au niveau de leurs évolutions en fonction de la position 
angulaire électrique sθ  qu'au niveau de leurs amplitudes maximales. 

Pour une machine électrique tournante donnée, on peut aisément remarquer que la composante continue 

( )em0s aCi T  du couple électromagnétique normal est légèrement plus élevée pour une aimantation radiale 

[cf. Figure 68(a)] que pour une aimantation parallèle [cf. Figure 68(b)] et ceci quel que soit le courant 
d'alimentation appliqué. Par contre, le passage d'un courant sinusoïdal à un courant rectangulaire 
provoquant une augmentation des harmoniques temporels conduit à une diminution du couple 
électromagnétique normal moyen d'une part et à une accentuation des ondulations alternatives d'autre 
part et ceci quel que soit le type d'aimantation. De plus, il convient de noter que le couple 
 

électromagnétique normal ( )ems aC , tP T  d'une aimantation parallèle est égal à sa composante continue et 

ne fait pas apparaître d'ondulations alternatives, contrairement à celui d'une aimantation radiale. Notons 
tout de même que, dans la mesure où l'on n'a pas tenu explicitement compte de l'encochage dans la 
modélisation (l'induit denté et l'inducteur à pôles saillants) [cf. Chap. 2-§  V.3.3. et  V.3.4.], le couple de 
reluctance dû à la denture n'est pas pris en compte dans le calcul. Les ondulations, décrites par la 

relation (256c), de pulsation électrique ( ) 0u v+ ⋅ ω  sur le couple électromagnétique normal ( )ems aC , ti T  

correspondent donc uniquement à celles produites par les répartitions spatio-temporelles des sources de 
champ (répartitions spatiales pour les aimants permanents et spatio-temporelles pour la densité linéique 
de courant). On peut souligner que les six étapes de commutation pour une alimentation rectangulaire 
(créneaux de 120 °) sont bien clarifiées sur la Figure 68(a)(ii)/(b)(ii). 
 

III.4.2.3.  Couple électromagnétique supplémentaire 
III.4.2.3.1.   Expression générale du couple électromagnétique supplémentaire 

En effectuant les calculs, le couple électromagnétique supplémentaire ( )emdC tσ  créé par 

l'interaction de la densité linéique de courant ( )z
m sJ , t• Θ  produit par les m phases du bobinage d'induit 

[Équations (96)] et de la composante radiale ( )r
sdB r, , tσ ΘI  de l'induction magnétique, dans un référentiel 

lié à l'induit, en magnétodynamique [Équations (190)] à s1r R′=  dans la Région I  est donné par les 

relations suivantes : 
 

u v s

s 0, 2,...,

+ = ⋅

= + ∞

m
 et 

m v s

s 0, 2,...,

′− = ⋅

′ = + ∞

m
, 

 ( ) ( )emd em0d emdC t C C tσ σ σ= + ∆  pr 
u m s

s 0, 2,...,

′′+ = ⋅

′′ = + ∞

m
, 

(260a) 
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u v∀ +  et m v∀ − , 
 

u,m,v,s,s ,0
u , m , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,... m 1, 5, 7,...

eem0d em0dC
+∞ +∞ +∞

′
=−∞ =−∞ =

= =

σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ℜ ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ ∑ C  pr 
u m 0+ = , 

(260b) 
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Figure 68 :  Distribution spatio-temporelle du couple électromagnétique normal pour une direction 
d'aimantation : (a) radiale ou (b) parallèle avec un courant d'alimentation (i) sinusoïdal ou (ii) rectangulaire. 
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Figure 69 :  Spectre harmonique du couple électromagnétique normal pour une direction 
d'aimantation : (a) radiale ou (b) parallèle. 
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u v∀ +  et m v∀ − , 
 

( ) ( ) ( )j
+∞ +∞ +∞

′ ′′
=−∞ =−∞ =

= =

⋅ + ⋅ ω ⋅ −ϕ
σ σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪∆ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑ 0
u,m,v,s,s ,s

u , m , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,... m 1, 5, 7,...

e
u m t

emd em0dC t eC  pr u m s

u m 0

′′+ = ⋅

+ ≠

m
, 

(260c) 

 

avec 
′ ′′σu,m,v,s,s ,sem0dC  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u, m et v, u v∀ +  et m v∀ − , de la 

composante continue em0dC σ  et alternative ( )emdC tσ∆  qui s'exprime par : 

 

′ ′′σ σ= ⋅
u,m,v,s,s ,s u,m,v,sem0d Cemd IC K  u v∀ + , m v∀ −  et u m∀ + . (260d) 

 

Le paramètre 
u,m,v,sCemdσK  correspond au coefficient harmonique du couple électromagnétique 

supplémentaire ( )emdC tσ  qui est caractérisé par : 

 

j
mu,m,v,s u,v,sCemd i dvp 2σ σ= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅K m K φ  pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (261a) 

j
mu,m,v,0 u,v,0Cemd i dvp 2σ σ= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅K m K φ  pr u v 0+ = . (261b) 

 

Les fonctions harmoniques complexes 
u,v,sdσφ  et 

u,v,0dσφ , représentant respectivement l'amplitude 

complexe des harmoniques de rang u et v du flux magnétique principal ( )
sgd tσφ  et du flux magnétique 

principal ( )
0gd tσφ  en magnétodynamique traversant la phase numéro g, sont données par les relations 

(221d) et (221e). 
Notons que pour une machine électrique tournante donnée avec une alimentation quelconque 

(sinusoïdale ou rectangulaire), le couple électromagnétique supplémentaire ( )emdC tσ  est proportionnel à 

la valeur efficace du courant au carré, 2I , d'une part et à la longueur du fer statorique, staL , d'autre part. 

Comme dans le paragraphe  III.2.3.1. de ce même chapitre dédié au flux magnétique principal ( )
gd tσφ  

en magnétodynamique, le coefficient de bobinage classique 
vbK  [Équation (C.18)] ou le coefficient de 

bobinage effectif 
vb′K  [Équation (69)] influe sur l'amplitude des deux composantes de l'onde du couple 

électromagnétique supplémentaire ( )emdC tσ . De plus, il convient de noter que ce dernier sera influencé 

par l'existence des courants de Foucault provoqué essentiellement par l'épaisseur de peau liée aux 
harmoniques de rang u et v, 

u,v
αII III , des domaines conducteurs (i.e., les aimants permanents et le 

matériau ferromagnétique doux utilisé pour la culasse rotorique). Cette influence sera d'autant plus 
prononcée pour un courant d'alimentation rectangulaire [cf. Figure 70]. 

Soulignons aussi que le couple électromagnétique supplémentaire ( )emdC tσ  ne dépend pas cas de 

l'angle ψ  contrairement au couple électromagnétique normal ( )ems aC , ti T . 

Si on fait l'hypothèse que les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence 

des courants d'induits, alors le couple électromagnétique supplémentaire ( )emdC tσ  est remplacé par le 

couple électromagnétique emdC σ ( )t  en magnétodynamique lorsqu'on néglige les conductivités 

électriques des matériaux électromagnétiques. Ce couple emdC σ ( )t  est nul [cf. Annexe I]. En effet, il ne 

produit aucune composante quelle soit continue ou alternative. 
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III.4.2.3.2.   Validation analytique-numérique du couple électromagnétique supplémentaire 
La structure, le type de bobinage, la forme d'onde du courant d'alimentation ( )gi t  appliqué à la 

machine, les propriétés physiques des matériaux magnétiques ainsi que les paramètres géométriques 
principaux considérés pour cette validation sont explicités dans le paragraphe dédié à la validation 
analytique-numérique de l'induction magnétique en magnétodynamique [cf. Chap. 3-§  II.2.3.2.]. 
De plus, en vue d'évaluer la validité des expressions analytiques du flux magnétique en magnétostatique, 
nous utilisons le logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8]. Les résultats de la simulation avec le 
calcul analytique seront donc comparés ici à ceux donnés par le calcul numérique. Comme dans le 
paragraphe  II.2.3.2. de ce même chapitre, les simulations numériques pour un courant d'alimentation 
rectangulaire n'ont pas été réalisées. 

La Figure 70 illustre la distribution spatio-temporelle du couple électromagnétique supplémentaire 

( )emdC tσ  analytiquement et numériquement pour un courant sinusoïdal [cf. Figure 70(a)] ou rectangulaire 

[cf. Figure 70(b)]. Les courbes sont tracées suivant la position angulaire électrique s 0 tθ = ω ⋅ , sur une 

période électrique 0T 2= π ω , avec un angle ϕ  égal à la valeur donnée dans les tableaux caractéristiques 

définis dans l'Annexe J. La Figure 70 montre clairement que la modélisation analytique donne des résultats 
très satisfaisants puisque les allures du couple électromagnétique supplémentaire calculées 
mathématiquement et numériquement sont en parfaite concordance tant au niveau de leurs évolutions en 
fonction de la position angulaire électrique sθ  qu'au niveau de leurs amplitudes maximales. On peut 

souligner que les six étapes de commutation pour une alimentation rectangulaire (créneaux de 120 °) sont 
bien clarifiées sur la Figure 70(b). 
 

III.4.2.4.  Couple électromagnétique 
D'après le théorème de superposition [cf. Chap. 2-§  V.3.6.2.], le couple électromagnétique 

( )em aC , tσ
i T  s'exprime, en fonction du couple électromagnétique normal ( )ems aC , ti T  [Équations (256)] et 

du couple électromagnétique supplémentaire ( )emdC tσ  [Équations (260)], à l'aide de la relation (255a). 

Notons que le couple électromagnétique normal ( )
3D aemC , tσ

i T  avec les effets d'extrémités est défini 

par la relation (255a) mais en remplaçant la relation (256a) par la relation (259) correspondant au 
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Figure 70 :  Distribution spatio-temporelle du couple électromagnétique supplémentaire avec un courant 
d'alimentation : (a) sinusoïdale ou (b) rectangulaire. 
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couple électromagnétique normal ( )
3D aemsC , ti T  en prenant en compte les phénomènes 3D. 

D'après les paragraphes précédents, on remarquera que, quel que soit le type d'aimantation et 

d'alimentation, la forme d'onde du couple électromagnétique ( )em aC , tσ
i T  n'est pas profondément modifiée 

par le couple électromagnétique supplémentaire ( )emdC tσ  causé par la circulation des courants de 

Foucault dans les matériaux électromagnétique. C'est sûrement inexact pour des forts courants, mais nous 
dirons que le couple électromagnétique supplémentaire est négligeable par rapport au couple normal. 

La Figure 71 donne les courbes du couple électromagnétique ( )em aC , tσ
i T  obtenues par le calcul 

analytique (Trait plein) et par le calcul numérique (Trait en pointillé) avec l'induit denté (structure réelle). Les 
courbes ont été tracées avec une alimentation sinusoïdale pour les deux types d'aimantation : radiale 
[cf. Figure 71(a)] ou parallèle [cf. Figure 71(b)]. Le coefficient 3DK  est pris égal à l'unité, afin de 

s'affranchir des phénomènes tridimensionnels non modélisés numériquement par le logiciel Flux2D, et par 

conséquent ( ) ( )
3Dem a aemC , t C , tσ σ=T Ti i . 

On notera que les niveaux moyens des deux caractéristiques sont pratiquement identiques. En fait la 
différence entre les valeurs moyennes du couple par calcul analytique et par calcul numérique est ici de 
l'ordre de 3 % environ par rapport à ce dernier. 
Par contre les ondulations obtenues par les deux méthodes sont loin d'être comparables surtouts pour une 
aimantation radiale. Ce résultat n'est pas surprenant car, comme cela a été indiqué précédemment la 
transformation de Carter utilisés dans les hypothèses du calcul analytique [cf. Chap. 2-§  V.3.3. et  V.3.4.] 
fait une moyenne des phénomènes magnétiques dans l'entrefer réel, et entraîne donc une "lissage" de ces 
derniers, ce qui fait disparaître les ondulations dues à la denture du stator. Il convient aussi de souligner 
que l'aimantation parallèle conduit à minimiser les ondulations dues au couple réluctant. 
 

III.4.3.  Atténuation des harmoniques de denture du couple réluctant 
Jusqu'alors nous n'avons guère abordé le problème des harmoniques de denture. On sait 

cependant qu'il n'est pas possible de les laisser se développer, car ils conduiraient en général à de graves 
inconvénients tels que par exemple  [72] : 

- les pulsations de couple électromagnétique dues à l'effet de réluctance variable ; 

- les bruits magnétiques ; 

- les pertes supplémentaires ; 

- la distorsion harmonique du courant d'alimentation. 
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Figure 71 :  Comparaison analytique-numérique du couple électromagnétique d'une structure réelle avec un 
courant sinusoïdal avec une aimantation : (a) radiale ou (b) parallèle. 
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Sous la dénomination d'harmoniques de denture se cachent en réalité deux phénomènes : 

- le premier est seulement dû à la présence des encoches, sous l'aspect perturbation locale 
du champ magnétique qu'elles introduisent (à cause de la modulation de la perméance 
d'entrefer) ; 

- le deuxième est lié à la forme en escalier de la courbe de la r.c. ( )c s, tδ Θ  produite par les 

m phases du bobinage de l'induit. 

Contre ce dernier, on se contente d'agir globalement par le vrillage de l'armature statorique 
[cf. Chap. 2-§  IV.2.3.]. On a, en revanche, quelques moyens d'actions locales pour minimiser les 
perturbations locales du flux magnétique. Il est à peu près évident que plus les ouvertures d'encoches 
seront de faible largeur, moins la perturbation sera sensible. On a donc intrinsèquement intérêt à prévoir 
des ouvertures aussi réduites que possible, au moins pour cet aspect des choses. Malheureusement, cela 
n'est pas toujours possible : 

- dans les machines à moyenne ou à haute tension, les bobines sont préparées séparément 
et introduites dans les encoches ultérieurement ; l'ouverture doit alors voir la même 
largeur que l'encoche (i.e., oe is d2Θ = ⋅ Θ + Θ ). Dans ce cas, la seule solution 

d'amélioration consiste à prévoir des cales de fermetures d'encoches réalisées dans un 
matériau amagnétique ou semi-magnétique, qui est en fait un aggloméré de poudre de 
fer, de tissu de verre et de résine. Ce matériau, relativement onéreux et de manipulation 
peu aisée, présente l'inconvénient de se saturer pour des valeurs très basses de l'induction 
magnétique (de l'ordre de 0,3 à 0,4 T), ce qui en limite l'efficacité ; 

- pour les machines à basse tension, des ouvertures d'encoches de faible largeur se 
traduisent par une augmentation très sensible de la réactance de fuite préjudiciable au 
facteur de puissance des moteurs. 

Il y a donc lieu de rechercher le meilleur compromis technique ou technico-économique. Un autre 
moyen consiste, d'ailleurs souvent conjointement au précédent, à prévoir un entrefer réel, e, plus important 
car les ouvertures d'encoches se feront d'autant moins sentir que l'entrefer réel sera plus important. Là 
encore, un compromis doit être recherché car la valeur de l'entrefer réel intervient de manière cruciale pour 
un grand nombre de caractéristiques majeures dans les machines électriques tournantes. 

Ainsi, les moyens d'actions locales se montrant limités, voire peu efficaces, l'action globale au niveau 
du vrillage de l'armature statorique reste une nécessité dans la plupart des cas. Le coefficient d'inclinaison 
des dents statoriques est défini dans le paragraphe  IV.2.3.2. du chapitre 2 dédié à la modélisation de 
l'inclinaison de l'armature statorique. Il convient aussi de noter que le décalage des aimants permanents 
équivaut à l'inclinaison des dents statoriques et, par conséquent a le même effet global  [3],  [83]... 
 

IV.  Représentation des grandeurs électromagnétiques à partir des grandeurs 
intégrales 

IV.1.  Introduction 
Les machines synchrones à aimants permanents montés en surface, qu'elles soient à inducteur 

intérieur ou extérieur, ne présente généralement que peu d'effet de saillance, ainsi elles peuvent être 
représentées par un diagramme à une seule réactance dit diagramme de Behn-Eschenburg 
[cf. Chap. 4-§  III.3.1.]. Les grandeurs intégrales décrites dans le paragraphe  III. de ce même chapitre, à 

savoir les flux magnétiques principaux ( )
g as , tφi T  en magnétostatique [Équations (212)] et ( )

g as , tφi T  en 

magnétodynamique [Équations (221)] traversant la phase numéro g, permettent de déterminer les 
éléments de ce diagramme. 
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Ce paragraphe a donc pour objectif de déterminer les expressions analytiques des éléments 
principaux du diagramme de Behn-Eschenburg dans les structures étudiées : la force électromotrice 

( )
g aeF , ti T  induite dans une phase quelconque [Équation (263)] et les différentes inductances (i.e., 

l'inductance mutuelle 
gimL σ  entre les différentes phases d'une part et les inductances propre 

gpL σ  et 

cyclique 
gcL σ  d'une phase quelconque d'autre part). 

 

IV.2.  Force électromotrice induite dans une phase quelconque 
IV.2.1.   Expression générale de la force électromotrice 

Ayant quantifié le flux magnétique principal ( )
g as , tφi T  en magnétostatique [Équations (212)] 

traversant la phase numéro g, on peut déterminer la f.e.m. ( )
g aeF , ti T  induite dans une phase quelconque 

et par conséquent le couple électromagnétique normal sur l'arbre. Une mauvaise évaluation entraînerait 
des erreurs importantes au niveau des performances des structures étudiées. L'expression de la f.e.m. est 
obtenue à partir des relations (212). En effet, la loi de Faraday permet d'écrire : 
 

Changement de variable 
( )

( )
g

g

as
ae

d , t
F , t

dt

φ
= −

i
i

T
T  ( )rs 0 rs0t tΘ = Ω ⋅ + Θ  [Équation (130b)] 

( )
( )

( )
g

g

as
a 0e

rs

d , t
F , t

d t

φ
= −Ω ⋅

Θ

i
i

T
T  vp∀ . (262) 

 

En dérivant l'expression correspondante et en faisant apparaître l'angle de charge δ entre la f.e.m. et la 
tension d'alimentation [Équation (131)], on obtient finalement la relation (263). Cette dernière relation 
donne directement les expressions des différents harmoniques de la f.e.m. aux bornes d'une phase des 
structures étudiées : 
 

( ) ( )
( )j 0 p

vg
v 1, 3...

e

1 2
vp t g

p
a e aeF , t e

+∞

=

⎡ ⎤
⋅ ⋅ ⋅ ω ⋅ −δ − ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑i i mT TF  vp∀ , (263a) 

 

avec ( )
ve aF i T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de la f.e.m. ( )

g aeF , ti T  à la température 

de fonctionnement aT  qui s'exprime par : 
 

( ) ( )
ve a av2 E= ⋅F i iT T  (263b) 

( ) ( )
va Fe a 0vE = ⋅ Ωi iT K T  

vp∀ , 
(263c) 

 

où ( )avEi T  représente la valeur efficace complexe des harmoniques de rang v de la f.e.m. ( )
g aeF , ti T  à la 

température de fonctionnement aT , et ( )
vFe aK Ti  le coefficient harmonique de la f.e.m. qui est défini par : 

 

( ) ( )
v vFe a cyl r a e2 S B′= ⋅ ⋅ ⋅K T T Ki i

II  vp∀ , (264) 
 

avec 
veK i  une fonction harmonique complexe qui est définie par la relation (258). 

Notons que pour une machine électrique tournante donnée avec une direction d'aimantation des 

aimants permanents quelconque (radiale ou parallèle), la f.e.m. ( )
g aeF , ti T  induite dans une phase 
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quelconque est proportionnelle à la vitesse angulaire de synchronisme, 0 0N 30Ω = π ⋅ , à la surface de 

cylindré, cylS′ , et à l'induction rémanente corrigée de la Région II  de l'aimant permanent 

[Équation (146b)], ( )r aB II T . Comme dans le paragraphe  III.2.2.1. de ce même chapitre dédié au flux 

magnétique principal ( )
g as , tφi T  en magnétostatique, le coefficient de bobinage classique 

vbK  

[Équation (C.18)] ou le coefficient de bobinage effectif 
vb′K  [Équation (69)] influe sur l'amplitude de la 

f.e.m. ( )
g aeF , ti T  induite par une phase quelconque. Il convient aussi de souligner que la maximisation de 

l'induction magnétique en magnétostatique dans la Région I  (l'entrefer fictif) [cf. Chap. 3-§  II.2.2.3.] 
permettra de maximiser la f.e.m. 

La f.e.m. ( )
3Dg aeF , ti T  induite dans une phase quelconque en ajoutant les phénomènes 

tridimensionnels (les effets d'extrémités) s'exprime simplement par la relation suivante : 
 

( ) ( )
3Dg ga 3D ae eF , t F , t= ⋅i iT K T  vp∀ . (265) 

 

IV.2.2.   Validation analytique-numérique de la force électromotrice 
La structure, le type de bobinage, les propriétés physiques des matériaux magnétiques ainsi que les 

paramètres géométriques principaux considérés pour cette validation sont explicités dans le paragraphe 
dédié à la validation analytique-numérique de l'induction magnétique en magnétostatique [cf. Chap. 3-
§  II.2.2.2.] et en magnétodynamique [cf. Chap. 3-§  II.2.3.2.]. En ce qui concerne le rayon statorique 

adjacent à l'entrefer fictif, s1R′ , il a été fixé à 20,07 mm pour la validation. 

Nous utilisons le logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8], afin d'évaluer la validité des 
expressions analytiques de la f.e.m.. Les résultats de la simulation avec le calcul analytique seront donc 
comparés ici à ceux donnés par le calcul numérique. Le coefficient 3DK  est pris égal à l'unité, afin de 

s'affranchir des phénomènes tridimensionnels non modélisés numériquement par le logiciel Flux2D, et par 

conséquent ( ) ( )
3Dg ga ae eF , t F , t=i iT T . 

La Figure 72 illustre la f.e.m. ( )
0 aeF , ti T  induite dans la phase-A (i.e., g 0= ) du bobinage de l'induit 

analytiquement et numériquement pour les deux types d'aimantation : radiale [cf. Figure 72(a)] ou 
parallèle [cf. Figure 72(b)]. Ces courbes sont tracées suivant la position angulaire électrique s 0 tθ = ω ⋅ , 

sur une période électrique 0T 2= π ω , avec un angle δ  [Équation (131)] égal à la valeur donnée dans les 

tableaux caractéristiques définis dans l'Annexe J. La comparaison entre les formes d'onde calculées par le 
modèle analytique et par la MEF valide le calcul analytique, puisque les allures de la f.e.m. calculées 
mathématiquement et numériquement sont en parfaite concordance tant au niveau de leurs évolutions en 
fonction de la position angulaire électrique sθ  qu'au niveau de leurs amplitudes maximales. On notera 

que l'amplitude maximale de la f.e.m. ( )
0 aeF , tP T  pour une aimantation parallèle est légèrement plus 

élevée que celle d'une aimantation radiale. 
Si on considère un induit denté, alors on peut remarquer sur la Figure 72 des légères oscillations 

autour de celle du calcul analytique. Ces inflexions de f.e.m. beaucoup plus prononcées pour une 
aimantation radiale sont dues à l'encochage de l'induit, les lignes de champ ayant tendance à se 
concentrer sur l'ensemble isthmes-dent. Par contre les amplitudes restent sensiblement du même ordre de 
grandeur. En conséquence, on peut dire que l'homogénéisation effectuée sur la couronne encochée n'a 
qu'une faible répercussion sur la forme d'onde de la f.e.m. à vide  [92]. 
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D'après la Figure 72, on peut classer en première approche les machines synchrones à aimants 
permanents montés en surface, qu'elles soient à inducteur intérieur ou extérieur, en deux familles selon 
l'allure de la f.e.m. induite dans une phase quelconque : 

- les machines électriques tournantes dites à f.e.m. trapézoïdale pour lesquelles la forme du 
courant d'alimentation est de type rectangulaire (créneaux de 120 °) ; 

- et celles dites à f.e.m. sinusoïdale, la forme du courant d'alimentation la plus appropriée 
étant alors sinusoïdale. 

La forme d'onde de la f.e.m. induite dans une phase quelconque dépend essentiellement de la direction 
d'aimantation (radiale ou parallèle), du coefficient d'arc polaire des aimants permanents, aα , du nombre 

de paires de pôles, p, et du type de bobinage utilisé (introduit par le coefficient de bobinage effectif 
vb′K ). 

Notons tout de même qu'une aimantation radiale ne veut pas forcément dire f.e.m. trapézoïdale et 
inversement pour une aimantation parallèle, car la direction d'aimantation des aimants permanents est 
affectée par le coefficient d'arc polaire des aimants permanents, aα , et par le nombre de paires de pôles, 

p. Il convient aussi de noter que rien n'empêche, en pratique, d'alimenter une machine à f.e.m. 
trapézoïdale avec des courants d'alimentation sinusoïdaux et vice-versa. L'intérêt des associations 
précédentes est d'obtenir de faibles ondulations de couple  [193]. 
 

IV.3.  Les différentes inductances dans les structures étudiées 
IV.3.1.   Introduction 
Les différentes inductances du bobinage de l'induit peuvent avoir un effet significatif sur les 

performances dynamiques des machines électriques tournantes aussi bien en régime transitoire qu'en 
régime permanent  [121]- [123]. Par exemple, des inductances élevées peuvent écarter de manière 
significative la courbe couple-vitesse de la caractéristique linéaire idéale rendant nécessaire l'avancement 
des commutations afin d'augmenter le couple à grande vitesse. À l'inverse, des inductances faibles 
influencent les ondulations maximales du courant d'alimentation résultant des événements de commutation 
de la MLI qui augmentent les pertes et les ondulations de couple  [124]. En conséquence, il est nécessaire 
de calculer les différentes inductances du bobinage de l'induit et de déterminer leurs expressions 
analytiques de ces dernières afin de les intégrer dans un outil de dimensionnement. De nombreux auteurs, 
tels que  [124]- [125], ont démontré que les expressions analytiques provenant d'un modèle 2D sont 
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Figure 72 :  Comparaison analytique-numérique de la force électromotrice induite dans la phase-A pour une 
aimantation : (a) radiale ou (b) parallèle. 
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beaucoup plus précises que celles découlant d'un modèle simplifié à une dimension  [89] qui est 
habituellement utilisé pour les machines à induction. Étant donné la modélisation électromagnétique 
décrite dans le chapitre 2, les différentes inductances du bobinage de l'induit seront développées en 2D. 

Dans le cas où la perméabilité magnétique relative du fer statorique est infinie, une première partie de 
la chute de tension de la réaction d'induit est due au flux magnétique principal qui traverse l'entrefer réel. 
Une deuxième partie est due aux flux de fuites dans la partie active des machines électriques tournantes et 
une troisième partie est due au flux de fuites des têtes de bobines  [126]. L'inductance propre d'une phase 
quelconque des machines électriques tournantes est donc décomposable en trois inductances élémentaires : 

- l'inductance principale responsable du flux magnétique principal qui traverse l'entrefer réel ; 

- l'inductance de fuites d'encoches responsable du flux magnétique qui se reboucle dans les 
encoches sans traverser l'entrefer réel ; 

- et l'inductance des têtes de bobines responsable du flux magnétique qui traverse la zone 
non active de la machine. 

Cette décomposition est aussi valable pour les inductances mutuelle entre deux phases et cycliques 23. 
Notons que, du fait de la modélisation en 2D des structures étudiées et de la répartition linéiques des 

bobines, les calculs développés dans ce mémoire [cf. Chap. 2-§  V.] ne permettent pas de rendre compte des 
phénomènes tels que les fuites dans les têtes de bobines, les fuites dans les encoches, etc. Par conséquent, 
même si il existe de nombreuses formules empiriques classiques dans la littérature  [124] et  [126], les 
inductances mutuelle et propre de ces différentes fuites, intervenant sur l'alimentation de la machine, seront 
alors négligées. Néanmoins, l'inductance cyclique dite synchrone sera empiriquement majorée de 20 %. 

Si les conductivités électriques des matériaux électromagnétiques sont négligées et si la machine 
électrique tournante n'est pas saturée, chacune des chutes de tension définies précédemment est proportionnelle 

au courant d'alimentation et en avance de 2π  électrique par rapport à la f.e.m. de la machine  [127]. Par 

conséquent, les inductances mutuelle mL σ gi
 (entre les phases numéro g et numéro i), propre pL σ g

 et cyclique 

cL σ g
 sont définies respectivement dans l'Annexe I par les relations (I.17), (I.19) et (I.20b). 

 

IV.3.2.   Remarque sur l'influence des courants de Foucault dans la partie tournante sur les 
différentes inductances 

Si on tient compte des conductivités électriques des aimants permanents et de la culasse rotorique, 
alors, lorsque les courants d’alimentation sont variables au cours du temps, les flux magnétiques en 
magnétodynamique dans les bobinages ne sont plus proportionnels aux courants qui les créent (même en 
l’absence des aimants permanents). Dans ces conditions, les notions d’inductance mutuelle et propre 
n’ont plus de sens. En fait, si l’on souhaite tenir compte de l’impact des courants de Foucault induits dans 
les parties tournantes sur les flux magnétiques créés par les courants statoriques, il convient de calculer 
directement ces flux, puis d’appliquer la loi d’Ohm généralisée pour établir l’expression de la tension aux 
bornes d’une phase g quelconque : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
gig

i 1
g g cu g a ds

d
v t R i t , t t

dt =
σ

⎛ ⎞
= ⋅ + φ + φ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑
m

T Ti , (266) 

 

avec ( )gv t  la tension d'alimentation [Équations (345c)], ( )gi t  le courant d'alimentation [Équations (C.23)], 
 

                                              
23  Il existe deux inductances cycliques, une selon l'axe direct (Axe-d) et une autre selon l'axe transversal (Axe-q). 
Notons que dans une machine synchrone à pôles lisses (c'est-à-dire sans saillance magnétique) ces deux inductances 
sont identiques et on parle généralement d'inductance synchrone. 
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( )g cuR T  la résistance effective d'une phase quelconque [Équations (278)], ( )
g as , tφ Ti  le flux magnétique 

principale en magnétostatique traversant la phase numéro g [Équations (212)] et ( )
gid tσφ  le flux 

magnétique principal en magnétodynamique traversant les phases numéro g et numéro i qui est défini par : 

 

( ) ( ) ( )
gi sgi 0gid d dt t tσ σ σφ = φ + φ  u v∀ + , (267a) 

  

( )
( ) ( )j g puu,v,s
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m
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avec : ( ) ( )
ug 0 p

1 2
t up t g

p
⎡ ⎤

= ⋅ ⋅ ω ⋅ − ϕ − ⋅ ⋅ Θ⎢ ⎥
⎣ ⎦

f
m

 up∀ , (267d) 

 

dans lesquelles les amplitudes complexes 
u,v,sdσφ  et 

u,v,0dσφ  des harmoniques de rang u et v sont 

données respectivement par les relations (221d) et (221e). 
Une telle approche peut être utile pour simuler la machine électrique tournante en régime 

transitoire, par exemple lorsqu’elle est alimentée par un onduleur de tension. Néanmoins, dans un souci 
de simplification, nous négligeons dans ce mémoire l’impact des courants de Foucault induits dans les 
parties tournantes sur les flux magnétiques principaux créés par le bobinage de l'induit, et nous utilisons le 
schéma équivalent classique à une réactance [cf. Chap. 4-§  III.3.1.] avec l’inductance cyclique cL σ g

 

d'une phase quelconque déterminée dans l'Annexe I. 
 

V.  Conclusion 
La Figure 37, correspondant au schéma structurel de la détermination et de l'étude des grandeurs 

locales et intégrales dans les MSAPs sans pièces polaires à inducteur intérieur ou extérieur, permet de 
conclure sur le travail de recherche effectué dans ce troisième chapitre. Ce schéma structurel permet de 
clarifier les deuxièmes étapes de la mise en œuvre du modèle analytique pour les machines électriques 
tournantes rapides. 

Les apports personnels sont multiples et résident principalement dans le développement d'un 
ensemble de modèles pour la caractérisation électromagnétique de tels actionneurs présentant les 
originalités suivantes : 

- le développement d'une expression analytique originale de l'épaisseur maximale normalisée 
d'aimant permanent 

nor /max maxa a s1h h R′ ′= , par interpolation numérique, permettant de 

maximiser l'induction magnétique en magnétostatique dans l'entrefer fictif (Région I ) des 
MSAPs à induit lisse pour deux types d'aimantation (radiale et parallèle). La maximisation de 
cette induction magnétique permet, par conséquent, d'améliorer les performances des 
machines électriques tournantes (couple électromagnétique, rendement,…). Cette 
expression analytique, définie dans l'Annexe G, dépend du coefficient d'arc polaire des 
aimants permanents, aα , du nombre de paires de pôles, p, du ratio adimensionnel réel 

relatif à la Région I , ( ) strk
a s1r R R′=II , du type de structure (inducteur intérieur ou inducteur 

extérieur) et du type d'aimantation (radiale ou parallèle)  [108] ; 



V.  Conclusion. 
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- l'influence des courants de Foucault sur toutes les grandeurs locales et intégrales dans les 
MSAPs montés en surface à inducteur intérieur ou extérieur ; 

- la localisation et le pourcentage de désaimantation des aimants permanents suivant deux 
types d'alimentation (sinusoïdale et rectangulaire) et deux types d'aimantation (radiale et 
parallèle) avec et sans les conductivités électriques dans les matériaux magnétiques (i.e., 
dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique) ; 
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Figure 73 :  Schéma structurel correspondant à la détermination et l'étude des grandeurs locales et intégrales dans 

les machines synchrones à aimants permanents (MSAPs) montés en surface à inducteur intérieur ou extérieur. 
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- le développement d'une expression analytique originale du coefficient tridimensionnel 

3DK , par interpolation numérique, permettant de modéliser l'influence du débordement 

des aimants permanents. Cette expression analytique, définie dans l'Annexe H, dépend du 
rapport des longueurs d'aimant et du fer statorique, a a staL Lγ = , et du rapport du 

diamètre statorique adjacent à l'entrefer réel sur la longueur du fer statorique, 

s1 s1 sta2 R Lβ = ⋅  ; 

- le développement des expressions analytiques généralisées du flux et de l'induction 
magnétique totale dans les différentes parties de l'induit denté suivant le type 
d'aimantation (radiale ou parallèle). Ces formules formelles permettent d'imposer des 
contraintes magnétiques de dimensionnement, lors d'une optimisation, dans l'ensemble 
isthmes-dent et dans la culasse statorique. 
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- CHAPITRE 4 - 

 
 

MODÉLISATION ÉLECTROMÉCANIQUE 

DES MACHINES SYNCHRONES 
À AIMANTS PERMANENTS 
SANS PIÈCES POLAIRES 
À INDUCTEUR INTÉRIEUR OU EXTÉRIEUR 
 
ET 
 

ESTIMATION DES PERTES 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
"La succession de chercheurs est comparable à un 
seul homme qui apprend indéfiniment", 
B. Pascal. 
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I.  Introduction 
es machines électriques sont le siège de multiples pertes dues aux nombreux phénomènes 
qui interviennent dans la conversion électromécanique qu'ils participent à la création du 
couple électromagnétique ou qu'ils soient parasites. La conversion est en effet opérée par 

des systèmes géométriques discontinus, avec des matériaux non linéaires et excités éventuellement par des 
ondes riches en harmoniques. En général, les comportements électromécaniques sont bien sûr semblables 
pour tous les moteurs électriques et les caractéristiques électromécaniques sont très dépendantes des 
problèmes de pertes car on observe, par rapport à un moteur de même structure mais de puissance plus 
élevée, un facteur d'échelle particulièrement défavorable  [128]. Par conséquent, la modélisation 
électromécanique impose la quantification et la localisation des pertes avec la plus grande précision. 

Les machines synchrones à aimants permanents sans pièces polaires, qu'elles soient à inducteur 
intérieur ou extérieur, induisent des pertes de différents types liées notamment à l'intensité du courant 
d'alimentation, à l'état magnéto-thermique des matériaux magnétiques et à la vitesse de rotation 0N . Ces 

pertes peuvent être divisées en trois grands groupes  [89] et  [129]- [130]. Par ordre d'importance 
décroissante, on peut distinguer : 

- Les pertes dans le circuit électrique : ce sont les pertes par effet Joule dans le bobinage de 
l'induit, plus généralement dans toutes les parties conductrices d'une machine traversées 
par un courant d'alimentation quelconque. De plus, un enroulement logé dans des 
encoches est soumis à un flux magnétique de fuites transversal qui crée des courants de 
Foucault et augmente ainsi les pertes par effet Joule. La valeur de ces pertes à fréquence 
élevée dépend de la forme et de la section du conducteur ainsi que du degré de non-
uniformité de la densité surfacique de courants de Foucault dans une section droite du 
conducteur. 

- Les pertes dans le circuit magnétique (l'induit denté et l'inducteur) : elles sont appelées 
aussi pertes fer du fait que les matériaux utilisés pour ce circuit sont habituellement à base 
de fer (i.e., les aimants permanents et les matériaux ferromagnétiques doux des tôles 
statoriques et de la culasse rotorique). 

1 Dans l'induit denté : ce sont des pertes magnétiques, à vide et en charge, qui 
regroupent à la fois les pertes par courants de Foucault et les pertes par 
hystérésis. On notera que ces dernières correspondent à une modification locale 
du mouvement des électrons liés (au noyau), qui modifie l'orientation des 
moments magnétiques des atomes associés, sous l'effet de la variation de champ 
magnétique appliqué, alors que les pertes par courants de Foucault 
correspondent à un déplacement des électrons libres du matériau sous l'effet 
d'une variation de flux magnétique totalisé  [130]. 

2 Dans l'inducteur, au niveau de la couronne aimantée et de la culasse 
rotorique : ce sont des pertes magnétiques par courants de Foucault qui 
résultent des variations de l'induction magnétique en magnétodynamique 
[cf. Chap. 3-§  II.2.3.]. À vide ces pertes parasites par courants de Foucault sont 
dues principalement aux harmoniques de perméance de l'induit denté, tandis 
qu'en charge elles résultent à la fois de l'effet de denture et des harmoniques 
spatio-temporels de la répartition des courants de l'induit qui sont provoqués 
par la localisation discrète des conducteurs du bobinage de l'induit et par la 
forme d'onde du courant d'alimentation non sinusoïdale résultant des 
événements de commutation [cf. Chap. 2-§  IV.]. 

L 



Chapitre 4. 
 

 

184 
 

- Les pertes mécaniques : ce sont les pertes engendrées par tous les frottements dus à la 
rotation de la partie tournante de la machine, que ce soit des frottements entre solides ou 
entre solide et fluide. 

Ce chapitre présente le calcul analytique des principales pertes et dresse le bilan global dans les 
machines synchrones à aimants permanents sans pièces polaires, qu'elles soient à inducteur intérieur ou 
extérieur, dans le but d'estimer leur comportement électromécanique. La Figure 74 met en évidence la 
nature et la localisation des pertes dans les différentes parties de ces machines électriques tournantes. 
L’analyse des pertes est présentée dans la première partie en quatre paragraphes. Tout d'abord, la 
modélisation des pertes normales (à fréquence basse) et supplémentaires (à fréquence élevée) par effet 
Joule dans le bobinage de l'induit, possédant des conducteurs à section circulaire, parcourus par un courant 
d'alimentation quelconque. Le paragraphe suivant est axé sur les pertes dans le circuit magnétique de 
l'induit denté ; à savoir les pertes par courants de Foucault et par hystérésis dans les dents, les isthmes des 
dents et dans la culasse statorique. L'estimation des pertes dans le circuit magnétique de l'inducteur 
provoquées par les courants d'induits (ou courants de Foucault) est ensuite abordée. Notons tout de même 
que, dans la mesure où l'on n'a pas tenu explicitement compte de l'encochage dans la modélisation 
électromagnétique [cf. Chap. 2-§  V.3.3. et  V.3.4.], les pertes par courant de Foucault dans l'inducteur dues 
à la denture ne seront pas prises en compte dans cette estimation. Et enfin, les pertes mécaniques 
provoquées par le frottement des roulements sur l'arbre seront modélisées. De plus, on notera que les autres 
pertes, dites supplémentaires, sont soit impossibles à calculer ou soit évaluées avec une grande 
approximation et seront totalement négligées. En général, les pertes supplémentaires représentent une faible 
proportion des pertes totales (1 à 5 % de la puissance fournie à charge nominale). Nous complétons ensuite 
cette étude par un bilan énergétique de l'ensemble des puissances mises en jeu, qui permettra de 
caractériser électromécaniquement les différentes structures étudiées et de calculer leur rendement. 
 

II.  Modélisation analytique des différentes pertes dans les structures étudiées 
II.1.  Pertes dans le circuit électrique 

II.1.1.  Introduction 
L'estimation de l'échauffement du moteur est cruciale du point de vue thermique. Dans les machines 

électriques tournantes, les pertes par effet Joule sont souvent les pertes majoritaires  [110]. À partir de la 
résistance d'une phase à fréquence nulle et de la résistance effective d'une phase nous allons exprimer ici les 
pertes par effet Joule dans le bobinage de l'induit des structures étudiées à fréquences basse et élevée. 
 

II.1.2.  Pertes normales par effet Joule dans le bobinage de l'induit en basse fréquence 
II.1.2.1.  Résistivité électrique du cuivre 

La résistivité électrique du cuivre 
curρ  varie sensiblement avec la température de fonctionnement du 
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Figure 74 :  Nature et localisation des différentes pertes dans les machines électriques à aimants permanents. 
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cuivre cuT . Si 
cu0rρ  désigne la résistivité électrique du cuivre à la température ambiante cu0T  et 

cur∆ρ  le 

coefficient représentant la variation de la résistivité électrique du cuivre lorsque la température cuT  s'élève 

de 1 K, alors la résistivité électrique ( )
cur cuρ T  s'exprime par : 

 

( ) ( )
cu cu0 cur cu r r cu cu01⎡ ⎤ρ = ρ ⋅ + ∆ρ ⋅ −⎣ ⎦T T T . (268) 

 

Les caractéristiques physiques du cuivre dans les machines électriques tournantes dépendent du 
diamètre normalisé fcuD  des fils de cuivre ronds constituant les conducteurs du bobinage de l'induit. La 

Figure 75 représente la résistivité électrique du cuivre 
cu0rρ  à cu0 20 C= °T  [cf. Figure 75(a)] et la masse 

volumique du cuivre 
cuvρ  [cf. Figure 75(b)] en fonction du diamètre normalisé fcuD  des fils de cuivre 

ronds  [131]. Le Tableau 14 fixe un ordre de grandeur de toutes les caractéristiques physiques pour deux 
fils ronds émaillés (par exemple, pour fcuD  égal 0,1 et 5 mm). 
 

II.1.2.2.  Résistance d'une phase à fréquence nulle 
Pour une appréciation plus juste des pertes normales par effet Joule à fréquence basse, l'expression 
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Figure 75 :  Caractéristiques physiques du cuivre en fonction du diamètre normalisé fcuD  des fils de cuivre 

ronds : (a) la résistivité électrique 
cu0rρ  et (b) la masse volumique 
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de la résistance d'une bobine a été corrigée en fonction de l'échauffement moyen du bobinage. La résistance 
d'une bobine à fréquence nulle, définie par la relation (269), est directement liée à sa longueur bL  

[Équation (34)] (qui tient compte d'un éventuel raccourcissement ou allongement des bobines et de la longueur 

des têtes de bobines [cf. Chap. 2-§  II.4.2.1.]) et à la section des conducteurs utilisés condS  [Équation (40)]. 
 

( ) ( )= ρ ⋅
cu

b
0b cu r cu

cond

L
R

S
T T . (269) 

 

La résistance d'une phase quelconque à fréquence nulle est égale à 
 

( ) ( )= ⋅
⋅

b
0g cu 0b cu

vp

N
R R

N
T T

m
, (270) 

 

et peut aussi s'écrire : 
 

( ) ( )= ρ ⋅ ⋅
cu

sp
0g cu r cu spp

cond

L
R N

S
T T , (271) 

 

où spL  représente la longueur totale d'une spire [Équation (33)], bN  le nombre de bobines 

[Équation (36)], vpN  le nombre de voies en parallèle (ou circuits en parallèle) et sppN  le nombre de spires 

en série par phase [Équation (38)]. 
La définition du taux de remplissage rτ , qui caractérise l'occupation du cuivre dans l'encoche, peut 

se traduire par la relation (41) de telle sorte que : 
 

( ) ( )= ⋅ ρ ⋅ ⋅ ⋅
τ ⋅cu e

sp
0g cu r cu cond spp

r e

L
R 100 N N

S
T T . (272) 

 

II.1.2.3.  Expression analytique des pertes normales par effet Joule 
Tout enroulement de résistance ( )0g cuR T  parcouru par un courant d'alimentation quelconque est le 

siège de pertes instantanées par effet Joule valant : 
 

( ) ( ) ( )= ⋅
g

2
0J cu 0g cu gp , t R i tT T . (273) 

 

Les pertes moyennes normales par effet Joule d'un enroulement en basse fréquence peuvent être 
calculées à l'aide du théorème de Parseval généralisé sur une période électrique 0T 2= π ω . En utilisant 

l'évolution instantanée de l'intensité du courant dans la phase numéro g [Équations (C.23)] et en 

Tableau 14 :  Grandeurs caractéristiques physiques du cuivre. 

CARACTÉRISTIQUES VALEURS 

Diamètre normalisé des fils émaillés, fcuD  [mm] 0,1 5 

Perméabilité magnétique relative, rcuµ  [–] ≈  1 

Température limite de fonctionnement selon la Classe H, 
cumaxT  [°C] 180 

Résistivité électrique à cu0 20 C= °T , 
cu0rρ  [ mΩ ⋅ ] 610−×  0,01831 0,01767 

Coefficient de température pour la résistivité électrique, 
cur∆ρ  [%/K] 0,38 

Masse volumique, 
cuvρ  [ 3kg m ] 8904 8900 
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multipliant par le nombre de phases, les pertes moyennes normales par effet Joule en basse fréquence 
dans le bobinage de l'induit sont données par : 
 

( ) ( )= ⋅
10J cu 0 0J cuP PT K T , (274a) 

 

avec ( )
10J cuP T  les pertes normales à fréquence basse dans le bobinage de l'induit dues au fondamental 

du courant d'alimentation : 
 

( ) ( ) ( )= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
1 1

2 2
0J cu i 0g cuP 2 R IT K m T , (274b) 

 

et 0K  le coefficient dû aux harmoniques temporels à basse fréquence : 
 

+∞

=
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ u

u 1 1
u 1, 5, 7,...

2
i

0
i

K
K

K
 ∀up . (274c) 

 

La Figure 76 représente le spectre harmonique des pertes normales à fréquence basse par effet 
Joule pour une alimentation sinusoïdale [cf. Figure 76(a)] et pour une alimentation rectangulaire 
[cf. Figure 76(b)]. On peut aisément constater que ces pertes par effet Joule sont très peu influencées par 
le type d'alimentation, moins de 5 % par rapport au fondamental, et ceci quelle que soit la valeur de la 

résistance ( )0g cuR T  d'une phase [Équation (272)]. 

 

II.1.3.  Pertes supplémentaires par effet Joule dans le bobinage d'induit à fréquence élevée 
II.1.3.1.  Résistance effective d'une phase 

Lorsque le courant d'alimentation, qui parcourt un conducteur, est de forme quelconque et de 

fréquence élevée, la densité surfacique de courant ( )•
σ

z
sJ x, tcond  dans une section droite du conducteur n'est 

plus uniforme contrairement en basse fréquence, à cause de l'existence de courants de Foucault. Il s'agit en 
fait de l'effet pelliculaire 24 au sens large (incluant l'effet de proximité), encore appelé effet Kelvin. La 
Figure 77 montre la distribution typique de la densité surfacique de courant dans un conducteur rond en 
présence d'un effet pelliculaire modéré. L'effet pelliculaire est généralement perçu comme le fait qu'à une 

                                              
24  L'effet pelliculaire est défini comme la modification, due à un effet quasi-statique, de la distribution du courant sur 
la section d'un conducteur unique. 
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Figure 76 :  Spectre harmonique des pertes moyennes normales par effet Joule en fréquence basse pour 
un courant d'alimentation (a) sinusoïdale et (b) rectangulaire. 
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fréquence suffisamment élevée la densité surfacique de courant se concentre à la périphérie du conducteur. 
Ce phénomène a lieu à partir du moment où la fréquence de fonctionnement est suffisamment élevée pour 
que l'épaisseur de peau du cuivre 

ucuα  [Équation (276)] soit du même ordre ou plus petite que le diamètre 

du conducteur condD  [Équation (277)]. Il est d'autant plus marqué que la fréquence est élevée. 

Par rapport au fonctionnement en basse fréquence, il en résulte un accroissement de la résistance 
[cf. Figure 78] et donc un accroissement des pertes par effet Joule dans le bobinage de l'induit pour un 
même courant transporté. La résolution des équations de Maxwell conduit aux expressions simplifiées 
suivantes pour des conducteurs dans l'air  [130]. Pour des conducteurs à section circulaire de diamètre 

condD , on introduit le diamètre réduit : 
 

u
u

cond
cu

cu

D
d

4
=

⋅ α
 ∀up , (275) 

( )ucu
0 rcu cu cu 0

2
u

α =
⋅ µ ⋅ µ ⋅ σ ⋅ ωT

 ∀up , (276) 

cond fcu fcuD N D= ⋅ , (277) 
 

avec ( ) ( )
cucu cu r cu1σ = ρT T  la conductivité électrique du cuivre et rcuµ  la perméabilité magnétique relative 

du cuivre (valeur très proche de 1) [cf. Tableau 14]. 

Si ( )0g cuR T  est la résistance d'une phase quelconque à fréquence nulle [Équation (272)], alors la 

résistance effective ( )g cuR T  est donnée de façon approchée par  [130] : 

 

u
4

cud
1

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 si 
ucud 100 %< , (278a) 

( ) ( )= ⋅
ug cu 0g cuR RT T  

u
u

cu
cu

1 3
d

4 64 d

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

 si 
ucud 100 %> , 

∀up . 

(278b) 

 

Les variations correspondant à ces deux relations sont représentées sur la Figure 78. 
 

II.1.3.2.  Expression analytique des pertes totales par effet Joule à fréquence élevée 
Pour les courants alternatifs, de forme d'onde quelconque, les conducteurs étant généralement des 

matériaux à caractéristiques linéaires, il suffit de calculer la résistance ( )
ug cuR T  [Équations (278)] 

correspondant à chaque fréquence des termes de la série de Fourier composant le courant d'alimentation 
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composé de

Nfcu fils de cuivre

•

x

0

( )•
σ ⎡ ⎤

⎣ ⎦
z 2

sJ x, t A mcond Fréquence élevée

Fréquence basse

    
Θ

r
ruuΘ

z x

y

•

•  
Figure 77 :  Allure de la densité surfacique de courant par courants de Foucault dans un conducteur rond 

subissant l'effet pelliculaire (trait plein en basse fréquence et trait en pointillé à fréquence élevée). 
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et d'additionner les pertes dues à chaque harmonique temporel  [130]. Par conséquent, les pertes totales 
par effet Joule dans le bobinage de l'induit à fréquence élevée s'expriment sous la forme suivante : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+∞

=
=

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅∑ u u 1
u 1

u 1, 5, 7,...

2
J cu g cu i f cu 0J cuP 4 R I PT T K K T T  ∀up , (279a) 

 

avec ( )
uf cuK T  le coefficient dû aux harmoniques temporels à fréquence élevée : 

 

( )
( )
( )

+∞

=
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ u u

u 1 1
u 1, 5, 7,...

2
g cu i

f cu
0g cu i

R

R

T K
K T

T K
 ∀up . (279b) 

 

À titre indicatif, notons que la valeur moyenne de la densité surfacique de courant ( )•
σ

z
sJ x, tcond  

dans la section droite d'un conducteur peut s'exprimer par la relation suivante : 
 

( ) ( )
( ) ( )

1
cu

z J cu
cu i f cus s

r cu spp cond

P
J 2 J

N V
• •

σ σ= = ⋅ ⋅ ⋅
ρ ⋅ ⋅ ⋅cond cond

T
T K K T

T m
 ∀up , (280) 

 

avec condV  et sJ
•

σcond , représentant respectivement le volume d'un conducteur et la valeur efficace de la 

densité surfacique de courant d'un courant sinusoïdal, qui sont définis par : 
 

cond cond spV S L= ⋅ , (281) 

s
cond

I
J

S
•

σ =cond . (282) 

 

II.1.3.3.  Expression analytique des pertes supplémentaires par effet Joule 
En conséquence, en utilisant les pertes normales en basse fréquence [Équations (274)] et les pertes 

totales à fréquence élevée [Équations (279)], les pertes supplémentaires par effet Joule dans le bobinage 
de l'induit à fréquence élevée sont définies par : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − = ⋅
1sJ cu J cu 0J cu f0 cu 0J cuP P P PT T T K T T , (283a) 

 

dans laquelle ( )
uf0 cuK T , coefficient dû aux harmoniques temporels à fréquence basse et élevée, 
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Figure 78 :  Variation du rapport de la résistance effective sur la résistance à fréquence nulle 

d'une phase quelconque en fonction du diamètre réduit dans l'air. 
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est donné par : 
 

( )
( )
( )

+∞

=
=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ u u

u 1 1
u 1, 5, 7,...

2
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R

T K
K T
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La Figure 79 représente le spectre harmonique des pertes supplémentaires à fréquence élevée par 
effet Joule sans et avec effet pelliculaire (respectivement pour 

ucud  égal à 5 et 100 %) pour une 

alimentation sinusoïdale [cf. Figure 79(a)] et pour une alimentation rectangulaire [cf. Figure 79(b)]. En 
comparant la Figure 76 avec la Figure 79, on peut aisément constater que les pertes par effet Joule à 
fréquence élevée sans effet pelliculaire correspondent aux pertes normales à fréquence basse, cela se 

traduit par le fait que la résistance effective ( )g cuR T  d'une phase [Équation (278)] est égale à la résistance 

( )0g cuR T  d'une phase à fréquence nulle [Équation (272)], ce qui nous donne ( ) =f cu 0K T K . De plus, on 

peut remarquer qu'avec l'effet pelliculaire les pertes par effet Joule dans le bobinage de l'induit augmente, 
pour un même courant transporté, faisant apparaître des pertes supplémentaires. Ces dernières pour un 
courant donné dépendent exclusivement du diamètre réduit et sont largement influencées par le type 
d'alimentation (plus de 5 % par rapport au fondamental). 
 

II.2.  Pertes dans le circuit magnétique (l'induit denté et l'inducteur) 
II.2.1.  Introduction 
Ce paragraphe a pour objectif de décrire les pertes électromagnétiques dans le circuit magnétique. 

Ces pertes sont appelées aussi pertes fer du fait que les matériaux utilisés pour ce circuit sont habituellement 
à base de fer (i.e., les aimants permanents et les matériaux ferromagnétiques doux des tôles statoriques et 
de la culasse rotorique). Par conséquent, nous allons développer les expressions analytiques des pertes fer 
dans l'induit denté d'une part, qui regroupent les pertes par courants de Foucault et les pertes par hystérésis, 
et les pertes magnétiques dans l'inducteur (dans la couronne aimantée et dans la culasse rotorique) d'autre 
part, qui implique uniquement les pertes par courants de Foucault. 
 

II.2.2.  Pertes magnétiques dans l'induit denté 
II.2.2.1.  Introduction 

L'induit denté est constitué d'un empilement de tôles soumis à une induction magnétique variable 
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Figure 79 :  Spectre harmonique des pertes supplémentaires à fréquence élevée par effet Joule pour un courant 
d'alimentation (a) sinusoïdale et (b) rectangulaire. 
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[cf. Chap. 3-§  III.3.5.]. Cette partie ferromagnétique est donc source de pertes électromagnétiques dites 
pertes fer qui se manifestent par un échauffement. Elles influent de manière notable le rendement des 
machines synchrones à aimants permanents  [110], par conséquent, il est important d'estimer ces pertes fer 
avec la plus grande précision. En fonction des hypothèses faites sur le matériau (saturé, grains orientés,...), 
sur la géométrie du domaine étudié (tôle plane infinie, section de tôles finie,…) et sur les conditions 
d'excitation (flux, champ et induction magnétique sinusoïdale,…) ; il est possible d'aborder ce problème par 
deux méthodes différentes, plus ou moins sophistiquées, dont aucune n'est parfaite : 

- une première méthode, dite analytique, basée sur des équations simples qui peuvent être 
résolues rapidement. Cette simplicité impose l'utilisation de coefficients correctifs pour 
tenir compte des multiples écarts dus aux hypothèses imposées  [132]- [146] ; 

- une seconde méthode, dite numérique (éléments finis, différences finies ou intégrales au 
frontière), ayant recours à des algorithmes de calcul de champ électromagnétique et à un 
modèle statistique d'hystérésis. Actuellement, cet outil d'analyse fournit les meilleurs 
résultats dans un domaine de fréquence étendu  [147]- [152]. Malheureusement, cette 
approche numérique est extrêmement lourde et coûteuse en terme de temps de calculs. 

En conclusion, notre étude sera basée sur une méthode analytique qui permet, de part son caractère 
explicite et sa facilité de résolution, de nous orienter vers un processus de dimensionnement rapide. 

À l'heure actuelle, aucune de ces méthodes ne permet de résoudre le problème des pertes 
magnétiques dans toute sa complexité. En effet, le calcul des pertes fer dans les machines électriques 
tournantes est rendu très complexe pour les cinq raisons principales suivantes : 

- le processus de fabrication des tôles ferromagnétiques de l'induit denté qui nécessite de 
nombreuses opérations sur le matériau (découpage, encochage, ébavurage éventuel, 
empilage sous pression, traitement thermique,…)  [153] ; 

- la géométrie cylindrique tridimensionnelle des circuits et les discontinuités dues à la 
présence des encoches ; 

- le mouvement relatif des deux parties actives principales ; 

- la forme d'onde des courants d'alimentation ; 

- et enfin, la très forte non-linéarite de la caractéristique magnétique des matériaux 
ferromagnétiques. 

Dans les machines électriques, l'expérience montre que les pertes réelles sont toujours supérieures 
aux pertes magnétiques calculées. Fassenet, dans  [5], énonce certaines des raisons qui justifient de telles 
différences entre les résultats théoriques et expérimentaux. On retiendra plus précisément que la majeure 
partie des erreurs commises sont dues, d'une part, à des modifications microscopiques de la matière  [148]-

 [149] et, d'autre part, à l'influence 

- de la non-uniformité de l’induction magnétique  [89],  [130] et  [132] : la répartition du flux 
magnétique total n’est pas uniforme, l’induction magnétique étant plus élevée au 
voisinage des dents que dans les régions les plus éloignées de celles-ci ; 

- de l’hystérésis tournante (ou elliptique)  [133],  [142] et  [144] : au cours du 
fonctionnement, le fer des machines électriques tournantes est soumis à un cycle 
d’inversion d’aimantation périodique qui peut avoir lieu de deux façons. L’inversion 
d’aimantation dite alternative a lieu dans les dents où l’induction est répartie 
pratiquement de façon uniforme suivant la section active de l'induit et varie dans le temps. 
L’inversion d’aimantation dite tournante (ou elliptique) a lieu dans la culasse statorique. 
Cela entraîne que l'hystérésis est alternative dans les dents mais tournante dans la culasse 
statorique, ce qui conduit à des pertes plus élevées. Il y a donc en chaque point non 
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seulement variation de l’amplitude de l’induction (pertes par hystérésis alternative), mais 
aussi variation de direction de cette induction (donc pertes par hystérésis tournante). Il 
n'existe pas encore de données expérimentales suffisantes permettant d'établir dans quelle 
mesure les pertes par hystérésis dépendent de l'induction lors d'une aimantation cyclique 
tournante. Pour le calcul préliminaire des pertes dans le fer dans les machines électriques 
tournantes, on peut, selon l'expérience, prendre les mêmes pertes par hystérésis, tant pour 
l'aimantation cyclique tournante que pour l'aimantation cyclique alternative ; 

- de l'effet pelliculaire  [89] et  [130] : aux fréquences fondamentales élevées d'utilisation du 
cycle d'aimantation, ou lorsque que les tôles sont d'une certaine épaisseur, il apparaît une 
réduction des pertes due à une pénétration moindre du champ dans la section des tôles. 
Une induction magnétique non-uniforme s'y établit, rendant obligatoire la résolution des 
équations en trois dimensions. Cet effet de réaction d'induit des courants de Foucault 
(effet pelliculaire) confine le champ au voisinage de la surface de la tôle et le réduit 
considérablement en son centre. L'introduction d'une épaisseur réduite de tôle permet 
d'exprimer cette dépendance. 

Pour rendre en compte ces différents phénomènes dans la méthode analytique, on a souvent recours 
à des coefficients de majoration expérimentaux  [5] ou empiriques. On peut citer, comme exemples, les 

coefficients d'Alger et Eksergian  [132] pour tenir compte de la non-uniformité du champ ou encore le 

coefficient de Kapoor  [133] pour l'hystérésis elliptique dans la culasse statorique. Nous avons choisi de ne 
pas avoir recours à ce type de coefficients afin de conserver le caractère analytique du modèle, car leur 
pertinence est difficile à évaluer lors de la modification des paramètres des structures étudiées (géométrie et 
matériaux ferromagnétiques) au cours d'une optimisation. De plus, nous allons supposer que les pertes fer à 
vide dans le circuit magnétique de l'induit denté sont égales à celles produites lors du fonctionnement en 
charge du moteur. Cette approximation suppose que l'induction magnétique totale dans la Région I  
(l'entrefer fictif) n'est pas modifiée par la circulation des courants dans les bobines de l'enroulement de 
l'induit (induction magnétique en magnétodynamique négligeable) [cf. Chap. 3-§  II.2.4.]. 

Nous garderons cependant à l'esprit que l'application brutale des relations analytiques utilisées 
conduit à une sous-estimation des pertes fer dans l'induit denté des structures étudiées, même en 
décomposant la tôlerie en éléments ayant une induction uniforme. 
 

II.2.2.2.  Formules des pertes magnétiques dans l'induit denté 
II.2.2.2.1.  Formules traditionnelles – Induction magnétique sinusoïdale dans le fer 

L'approche macroscopique de Steinmetz (faisant abstraction de l'organisation de la matière en 
domaines magnétiques) énonce une formule empirique donnant la variation des pertes en fonction de 
l'induction magnétique totale et de la fréquence de fonctionnement 0f . Cette approche traditionnelle 

suppose que l'induction magnétique varie sinusoïdalement et ne crée aucun cycle d'hystérésis mineur dans 
le matériau ferromagnétique. Ce modèle présente l'avantage d'être analytique et simple à mettre en 
œuvre ; il servira par conséquent de base à notre étude. 

Sous des conditions de flux magnétique alternatif, les pertes fer dans les tôles statorique (les dents, 
les isthmes des dents et la culasse) sont séparées en deux composantes [Équation (284a)] 25 : 

1 les pertes d'origine ohmique, dites pertes par courants de Foucault, qui sont dues 
aux f.e.m. créées par la variation du flux magnétique dans le fer et dépendent de 
la conductivité du matériau ferromagnétique. Elles sont proportionnelles au carré 

                                              
25  Cette décomposition reste néanmoins complétement artificielle et par conséquent injustifiable. En effet, les deux 
termes de pertes ne sont pas indépendants du fait qu'il s'agit du même champ magnétique appliqué et de la même 
induction magnétique locale. 
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de la fréquence. De plus, celles-ci sont réduites en feuilletant le fer en tôles 
d'épaisseurs très minces isolées électriquement les unes des autres et dont les 
plans sont parallèles aux lignes d'induction magnétique totale ; 

2 les pertes d'origine magnétique (essentiellement dues au phénomène 
d'hystérésis), dites pertes par hystérésis, qui sont liées à l'énergie nécessaire à 
l'aimantation du fer. En régime quasi-statique, elles sont proportionnelles à l'aire 
du cycle d'hystérésis décrit par le matériau ferromagnétique et à sa fréquence. 

Analytiquement, ces différentes pertes électromagnétiques d'un élément de volume stadV  de matériau 

ferromagnétique de masse volumique 
stavρ , soumis à une induction magnétique sinusoïdale de valeur 

maximale maxB  (tant que celle-ci reste inférieure à l'induction magnétique à saturation 
stasatB ) et de 

pulsation électrique 0ω , peuvent s'exprimer respectivement par les relations (284b) et (284c). Les pertes 

par excès (ou anormales) sont négligées, de même que les pertes dues à la rotation de l'induction 
magnétique dans le matériau. 
 

_Fer _Fouc _HystP P Pσ σ σ= +ind ind ind , (284a) 

sta
2 2

_Fouc Fouc 0 max v staP k B dVσ = ⋅ ω ⋅ ⋅ ρ ⋅
indind , (284b) 

S
sta

n
_Hyst Hyst 0 max v staP k B dVσ = ⋅ ω ⋅ ⋅ ρ ⋅

indind , (284c) 

 

avec Fouck
ind

 et Hystk
ind

 des constantes qui caractérisent respectivement les pertes par courants de Foucault et 

par hystérésis ; et Sn  la constante de Steinmetz qui, dans le cas classique, est supposée égale à la constante 

de Richter à savoir 2  [89] (en réalité cette constante varie plutôt entre 1,8 et 2,2  [146]). Ces différentes 
constantes dépendent des propriétés des matériaux ferromagnétiques et du niveau de magnétisation. 

La détermination des coefficients, Fouck
ind

 et Hystk
ind

, intervenant dans le calcul des pertes 

électromagnétiques dépend de la tôle statorique utilisée. En général, les métallurgistes de tôles 
ferromagnétiques donnent la valeur 26 des pertes massiques totales ou spécifiques 

50 /1,5tP  à vide, à une 

fréquence de 50 Hz ( )50 502 fω = π ⋅  et à une induction magnétique sinusoïdale d'amplitude maximale 

maxB  de 1,5 T pour les divers types et épaisseurs de tôles  [154]. Néanmoins, il n'est pas suffisant de 

connaître la valeur des pertes massiques totales du matériau ferromagnétique. En effet, la conductivité 
électrique est présentée aussi, comme une donnée nécessaire pour la caractérisation du matériau des 
pertes électromagnétiques  [89]. Ces données essentielles permettent de déterminer les coefficients 

Fouck
ind

 et Hystk
ind

, s'ils ne sont pas fournis. Pour des tôles fines d'épaisseurs te , de conductivité électrique 

stasta r1σ = ρ  [cf. Tableau 4] et de masse volumique 
stavρ  [cf. Tableau 4], le coefficient Fouck

ind
 peut être 

calculé analytiquement par la relation (285). Le coefficient Hystk
ind

 donné par la relation (286) se déduit à 

partir de la valeur des pertes massiques totales 
50 /1,5tP  et du coefficient des pertes moyennes par courants 

de Foucault Fouck
ind

  [3]. 

 

sta

2
sta t

Fouc
v

e
k

24
σ ⋅

=
⋅ ρind

, (285) 

                                              
26  Elle est mesurée pour une aimantation cyclique alternative, c’est-à-dire pour une aimantation avec inversion 
périodique de l’intensité du champ magnétique, sans changement de direction de ce dernier. 
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50 /1,5
2 2

t Fouc 50 max
Hyst 2

50 max

P k B
k

B

− ⋅ ω ⋅
=

ω ⋅
ind

ind
 avec maxB 1,5 T= . (286) 

 

Le Tableau 15 donne les valeurs numériques des coefficients Fouck
ind

 et Hystk
ind

 pour la tôle statorique 

(alliage fer-silicium : Fev 250-35 HA) de la Figure 22. Certains fabricants donnent directement les courbes 
des pertes massiques totales mesurées à l'aide du cadre d'Epstein pour maxB 1,5 T=  en fonction de la 

fréquence de fonctionnement ou mieux encore un réseau de courbes en fonction de la fréquence pour 
différentes valeurs de maxB . La Figure 80 représente le réseau de courbes de l'alliage fer-silicum 

(Fev 250-35 HA) caractérisant les tôles ferromagnétiques ainsi que les résultats obtenus avec les 
expressions de Steinmetz  [154]. Généralement, l'erreur commise entre les courbes des pertes totales 
mesurées à l'aide du cadre d'Epstein et celles calculées à l'aide de l'approche macroscopique de Steinmetz 
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Figure 80 :  Pertes massiques totales 

x / ytP  en fonction de la fréquence de fonctionnement 0f  pour différentes 

valeurs de l'induction magnétique maximale maxB   [154]. 
 

Tableau 15 :  Valeur des coefficients Fouck
ind

 et Hystk
ind

 intervenant dans le calcul des pertes électromagnétiques. 

CARACTÉRISTIQUES VALEURS 
Tôles ferromagnétiques à grains non orientés et laminées à froid. Fev 250-35 HA 
Amplitude maximale de l'induction magnétique sinusoïdale, maxB  [T] 1,5 

Pertes massiques totales à vide, 
50/1,5tP  [W/kg] 2,5 

Épaisseur nominale des tôles ferromagnétiques, te  [mm] 0,35 

Coefficient des pertes moyennes par courants de Foucault, 
indFouck  2 2W s kg T⎡ ⎤⋅ ⋅⎣ ⎦  65,17 10−×  

Coefficient des pertes moyennes par hystérésis, Hystk
ind

 2W s kg T⎡ ⎤⋅ ⋅⎣ ⎦  31,91 10−×  
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[Équations (284)] est inférieure à 10 %. Les niveaux d'erreur pour différentes valeurs de l'induction 
magnétique maximale maxB  et de la fréquence de fonctionnement 0f  sont représentés sur la Figure 81. 

Il faut signaler néanmoins que les valeurs des paramètres fondamentaux du matériau, modifiées 
par la mise en œuvre et les conditions complexes d'utilisation dans les machines électriques tournantes, 
sont très différentes de celles qui interviennent dans le cadre d'Epstein utilisé pour caractériser le matériau. 
En effet, dans cet appareil, le champ magnétique peut être considéré comme uniforme, l'hystérésis 
uniquement alternative et l'onde imposée est sinusoïdale à basse fréquence (50 Hz). Cela implique que les 
valeurs caractéristiques normalisées ne peuvent être employées telles quelles et ne peuvent constituer 
qu'une référence relative, à corriger avec précaution, pour chaque type d'utilisation  [130]. 
 

II.2.2.2.2.  Formules améliorées – Induction magnétique non sinusoïdale dans le fer  
Les expressions des pertes fer dans le circuit magnétique de l'induit denté, définies par les 

relations (284), sont seulement valables pour une induction magnétique sinusoïdale. Dans la plupart des 
machines synchrones à aimants permanents, qu'elles soient à inducteur intérieur ou extérieur, la variation 
de l'induction magnétique dans le fer statorique est loin d'être sinusoïdale. En effet, les paramètres 
géométriques (le nombre de paires de pôles p et le coefficient d'arc polaire des aimants permanents aα ) 

ainsi que la direction d'aimantation (radiale ou parallèle) des aimants permanents font que les matériaux 
ferromagnétiques de l'induit denté travaillent avec des ondes non sinusoïdales [cf. Chap. 3-§  III.3.]. 

Ces conditions de fonctionnement entraînent une forte augmentation des pertes électromagnétiques 
par rapport aux régimes sinusoïdaux du modèle de Steinmetz. Ce modèle macroscopique établi pour une 
induction sinusoïdale devient alors difficilement utilisable. En nous inspirant des travaux de Slemon  [32] et 
du modèle de Steinmetz, nous en déduisons les expressions applicables à une répartition quelconque 
d’induction magnétique totale  [138]- [139],  [141] et  [143]- [146]. 

Pour ce qui est des pertes moyennes par hystérésis, la loi de Steinmetz [Équation (284c)] reste valable 
tant que la forme de l'induction magnétique variable en électromagnétique ne crée aucun cycle d'hystérésis 
mineur dans le matériau ferromagnétique. En revanche, les pertes moyennes par courants de Foucault 
[Équation (284b)] doivent être formulées d'une autre manière. En effet, les pertes d'origine ohmique dans 
l'induit denté, principalement dans l'ensemble isthmes-dent, augmentent sous l'effet de l'influence des 
harmoniques de l'induction magnétique. Afin d'être suffisamment précis dans l'évaluation des pertes fer, une 
approche alternative incluant les harmoniques de l'induction magnétique, dans chaque élément fini de la 
machine, doit être utilisée. L'utilisation de l'expression de Slemon  [32] (dépendant du temps) suppose que les 
pertes moyennes par courants de Foucault sont induites par la variation de l'induction magnétique totale. 
Cette expression est déterminée à l'aide de l'expression traditionnelle des pertes d'origine ohmique définies 
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Figure 81 :  Erreur entre les courbes des pertes totales mesurées à l'aide du cadre d'Epstein et celles 

calculées à l'aide de l'approche macroscopique de Steinmetz. 
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par la relation (284b) (Modèle macroscopique de Steinmetz). Si on considère une répartition sinusoïdale, 
l’induction magnétique dans l'induit denté est de la forme : 
 

( ) ( )max 0B t B sin tσ = ⋅ ω ⋅ind . (287) 
 

La valeur moyenne du carré de sa dérivée est liée à sa pulsation électrique 0ω  et à son amplitude 

maximale maxB  par l’expression : 
 

( ) 2
2 2

0 max

T

dB t 1
B

dt 2
σ⎛ ⎞

= ⋅ ω ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ind . (288) 

 

Finalement, la comparaison des relations (284b) et (288) suggère que les pertes moyennes par courants 
de Foucault peuvent s’exprimer de la façon suivante : 

 

( )
sta

2

_Fouc Fouc v sta

T

dB t
P 2 k dV

dt
σ

σ
⎛ ⎞

= ⋅ ⋅ ⋅ ρ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ind
ind

ind . (289) 

 

Cette dernière formulation va nous servir à calculer les pertes moyennes par courants de Foucault 
dans les dents, les isthmes des dents et dans la culasse du paquet de tôles des structures étudiées. Cette 
nouvelle approche est basée sur le fait que les pertes par courants de Foucault sont proportionnelles à la 
valeur moyenne du carré de la dérivée de l'induction magnétique totale. 
 

II.2.2.3.  Pertes moyennes par courants de Foucault dans l'induit denté 
II.2.2.3.1.  Introduction 

Les pertes moyennes par courants de Foucault dans les alliages ferromagnétiques, utilisés dans le 
circuit magnétique de l'induit denté, résultent, selon la loi de Faraday, des variations temporelles des flux 
magnétiques qui induisent des f.e.m. dans leur masse. Ces f.e.m. donnent naissance à des courants qui 
se ferment dans la masse du fer dans des plans normaux à la direction du flux magnétique total. Le 
phénomène est analogue à celui qui génère des courants dans une boucle fermée conductrice traversée 
par un flux magnétique variable, la masse du fer pouvant être décomposée, par la pensée, en un 
ensemble de boucles fermées conductrices. Ces courants sont liés au mouvement des électrons libres du 
matériau magnétique, du fait de l'action du champ électrique local, que l'on peut déduire des équations 
de Maxwell à partir du champ magnétique appliqué, comme dans tout conducteur excité par une f.e.m.. 
 

II.2.2.3.2.  Pertes moyennes par courants de Foucault dans l'ensemble isthmes-dent 

Si ( )r
aB ,r, tσis&d

i T  représente l'induction magnétique radiale en électromagnétique, à la température 

de fonctionnement aT  et à l'instant t, sous une ouverture dentaire au rayon r ( s1 eR r R≤ ≤  pour un inducteur 

intérieur et e s1R r R≤ ≤  pour une inducteur extérieur) et ( )b ris&d  la largeur de l'ouverture d'une dent et de 

ces isthmes au même rayon, alors l'intégrale générale des pertes moyennes par courants de Foucault dans 
l'ensemble isthmes-dent, sous une période électrique 0T 2= π ω , s'écrit de la manière suivante : 
 

( ) ( ) ( )02 Re

sta
0 Rs1

2r
a

_Fouc a str Fouc es f v sta
dB ,r, t1

P 2k k N k L b r dr dt
T dt

π ω
σ

σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ρ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ind
is&d

is&d is&d

i
i T

T . (290) 
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Étant donnée la forme trapézoïdale adoptée au niveau des dents et des encoches [cf. Chap. 2-§  II.2.], 
l'ensemble isthmes-dent est décomposé en plusieurs zones d'étude (à savoir, trois zones identiques au 
minimum pour chaque dent). La Figure 62, définie dans le paragraphe  III.3.3.2. du chapitre 3, récapitule 
les différentes zones caractéristiques constituant l'ensemble isthmes-dent des différentes topologies étudiées. 
En conséquence, l'équation précédente des pertes moyennes d'origine ohmique devient : 
 

( ) ( )
N

i 1

_Fouc a i _Fouc aP P
=

σ σ= ∑
z

is&d z
i iT T , (291a) 

 

avec iz  l'indice de la zone d'étude ( 1z  : Zone 1, 2z  : Zone 2 et 3z  : Zone 3), Nz  le nombre total de 

zones d'étude dans une dent et ces isthmes, et ( )i _Fouc aP σz
i T  les pertes moyennes par courants de 

Foucault dans les différentes zones d'étude qui sont définies par : 

 

( ) ( ) ( )0
R2 sup.

sta
0 Rinf .

2r
i a

i _Fouc a str Fouc es f v sta i
dB ,r, t1

P 2k k N k L b r dr dt
T dt

π ω
σ

σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ρ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ind
z

z z

i
i T

T , (291b) 

 

où sup.R  et inf .R  représentent les rayons de la surface d'intégration correspondante à la zone 

caractéristique choisie ( inf . s1R R=  & sup. is1R R=  pour la Zone 1, inf . is1R R=  & sup. is2R R=  pour la Zone 2 

et inf . is2R R=  & sup. eR R=  pour la Zone 3) ; ( )ib rz  et ( )r
i aB ,r, tσz
i T  respectivement la largeur de 

l'ouverture et la composante radiale de l'induction magnétique totale, sous une ouverture dentaire odΘ , 

des différentes zones d'étude qui sont définies par les relations (234) et (237). 
Tous calculs faits, en substituant les relations (234) et (237) dans la relation (291b) et en effectuant les 

différentes intégrales, on aboutit aisément aux pertes moyennes par courants de Foucault dans les zones 
caractéristiques constituant l'ensemble isthmes-dent. Ces pertes d'origine ohmique sont alors définies par : 
 

( ) ( )σ σ σ= ⋅
1i _Fouc a 1 _Fouc ai _FoucP Pz z z

i i iT K T , (292a) 

 

avec ( )
1 ai _FoucP σz

i T  les pertes moyennes par courants de Foucault dans les différentes zones causées par 

le fondamental de la composante radiale de l'induction magnétique totale ( )r
1 aB ,r, tσz
i T , sous une 

ouverture dentaire odΘ , à la surface de l'entrefer réel ( s1r R= ) [Équation (237b)] : 

 

( ) ( )
11

22 r
a i Fouc 0 1 a s1 ii _FoucP k k ,R Mσσ ′= ⋅ ⋅ ω ⋅ ⋅

indz z zz
i iT TB , (292b) 

 

et σ1 _FoucK z
i  le coefficient dû aux harmoniques spatiaux dans l'ensemble isthmes-dent par courants de 

Foucault  [134]- [136] : 
 

( )
( )

( )

( )

( )

n

n

+∞ +∞

= =

⋅ −
σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥⋅⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= ℜ ⋅ = ℜ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⋅⎩ ⎭ ⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑
v

v
v v

v 1, 3... v 1, 3...1 1
1

1

e e

2
1s2 odr

1s a s1 sd p v 12 2
1 _Fouc r

1s a s1 1s
od

sd

1
,R

v v r
,R

1

K
K

T K
K

T K
K

K

I

z
z I

z I

i

i
i

i i

B

B
 ∀vp . (292c) 
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Le facteur harmonique ( )
vod 1K , coefficient d'ouverture dentaire, et les fonctions harmoniques complexe 

n v1sK I
i  et réelle 

vsdK  sont donnés respectivement dans l'Annexe C et l'Annexe D par la relation (C.2) et les 

relations (D.30). 

Le coefficient harmonique σ1 _FoucK z
i , provoqué par la variation de l'induction magnétique radiale 

( )r
1 aB ,r, tσz
i T  en électromagnétique sous une ouverture dentaire odΘ , dépend essentiellement de la 

structure étudiée (inducteur intérieur strk 1=  ou extérieur strk 1= − ), du nombre total d'encoches (ou de 

dents) au stator, esN , de la direction d'aimantation des aimants permanents (radiale ou parallèle) et des 

paramètres géométriques de l'inducteur à savoir : 

- de rI , rII  et rIII  les ratios adimensionnels réels [Équations (164)] relatifs à l'entrefer fictif 

(Région I ), à la couronne aimantée (Région II ) et à la culasse rotorique (Région III ) ; 

- de rµ II  et rµ III  respectivement la perméabilité magnétique relative de la Région II  et de 

la Région III  ; 

- de aα  le coefficient d'arc polaire des aimants permanents [Équation (8)] qui agit 

implicitement sur la valeur de rµ II  [cf. Chap. 2-§  V.3.7.2.] ; 

- et de p le nombre de paires de pôles. 

Dans la relation (292b), le paramètre ik′z  représente une fonction géométrique des zones 

caractéristiques qui est défini par : 
 

( ) ( )
⋅

⋅
′ = ⋅ ⋅

−

str

str

2 k
1

1 12 k
1

r
k 2 ln r

r 1
z

z z
z

 dans la Zone 1, (293a) 

 

( )
( )

⋅

⋅

⎡ ⎤⎛ ⎞ς + ς
+ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ς⎛ ⎞ς + ς ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦′ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟ς ⎡ ⎤⎝ ⎠ ⎛ ⎞ς + ς⎢ ⎥⋅ −⎜ ⎟ς⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

str

str

is d
2 str2

d2 k is d
2 1 2 2d 2 kis d

2
d

ln r k ln

k 2 r r

r 1

z

z z z

z

 dans la Zone 2, (293b) 

 

( )
( ) ( )

⋅

⋅

⋅ ⋅⎛ ⎞ς + ς′ = ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟ς⎝ ⎠ −

str

str

2 2 k
1 2 3is d

3 32 kd 3

r r r
k 2 ln r

r 1

z z z
z z

z
 dans la Zone 3, (293c) 

 

et iMz  la masse des différentes zones d'étude qui est donnée par la relation suivante : 

 

stai es f v i staM N k S L= ⋅ ⋅ ρ ⋅ ⋅z z , (294) 

 

avec iSz  la surface des zones caractéristiques constituant l'ensemble isthmes-dent qui s'exprime par : 

 

( )⋅

⋅

−⎛ ⎞ς ς + ς
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟ς⎝ ⎠

str

str

2 k
1cyl d is d

1 str 2 k
sta es d 1

r 1V
S k

L N r

z
z

z
 dans la Zone 1, (295a) 

 

( )
( )

⋅

⋅

− ⎡ ⎤⎛ ⎞ς ς + ς
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ς⎢ ⎥⋅ ⎝ ⎠⎣ ⎦

str

str

str

2 k
2cyl kd is d

2 str 22 k
sta es ds1 2

r 1V
S k r 1

L N r r

z
z z

z
 dans la Zone 2, (295b) 
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( )
( )

⋅

⋅

−ς
= − ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

str

str

2 k
3cyl d

3 str 2 k
sta es 1 2 3

r 1V
S k

L N r r r

z
z

z z z
 dans la Zone 3. (295c) 

 

Notons que ces différents paramètres (i.e., ′ ikz , iMz  et iSz ) font intervenir les ratios adimensionnels réels 

relatifs aux différentes zones d'étude constituant l'ensemble isthmes-dent (à savoir 1rz , 2rz  et 3rz ) qui sont 

définis par les relations (236), le coefficient d'arc dentaire isς  des isthmes de la dent, le coefficient d'arc 

dentaire dς  de la dent et le volume de l'inducteur cylV  (dit volume de cylindré) qui est donné par : 

 
2

cyl s1 staV R L= π ⋅ ⋅ . (296) 

 

En substituant les relations (292) dans la relation (291a) et en utilisant la masse et la surface des 
ensembles isthmes-dent ; 
 

is dM M M= +is&d  [Équations (18) et (19)], (297) 

is dS S S= +is&d  [Équations (22) et (23)] ; (298) 
 

les pertes totales par courants de Foucault ( )_Fouc aP σis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dent s'exprime par : 

 

( ) ( )σ σ σ= ⋅
1

_Fouc a 1 _Fouc a_FoucP Pis&d z is&d
i i iT K T , (299a) 

 

avec ( )
1

a_FoucP σis&d
i T  les pertes moyennes par courants de Foucault dans l'ensemble isthmes-dent causées 

par le fondamental de la composante radiale de l'induction magnétique totale ( )r
1 aB ,r, tσz
i T , sous une 

ouverture dentaire odΘ , à la surface de l'entrefer réel ( s1r R= ) [Équation (237b)] : 
 

( ) ( )
11

22 r
a Fouc 0 1 a s1_FoucP k k ,R Mσσ = ⋅ ⋅ ω ⋅ ⋅

indis&d z is&dis&d
i iT TB , (299b) 

 

où kis&d  représente le coefficient géométrique de l'ensemble isthmes-dent qui est défini par : 
 

( )′ ′ ′⋅ + ⋅ + ⋅
=

+
1 1 2 2 3 3

is d

k S k S k S
k

S S
z z z z z z

is&d . (300) 

 

II.2.2.3.3.  Pertes moyennes par courants de Foucault dans la culasse statorique 
En adoptant strictement la même démarche, les pertes moyennes par courants de Foucault 

( )_Fouc aP σcs
i T  dans la culasse statorique sont, par définition, déterminées par l’intégrale définie par la 

relation (301). En effet, si ( )aB , tΘ
σcs
i T  représente l'induction magnétique tangentielle en électromagnétique 

dans la culasse statorique [Équations (246)], à la température de fonctionnement aT  et à l'instant t, alors 

l'intégrale générale des pertes moyennes par courants de Foucault ( )_Fouc aP σcs
i T  dans la culasse 

statorique, sous une période électrique 0T 2= π ω , peut s'écrire de la manière suivante : 

 

( ) ( )02 Rs2

sta
0 Re

2
a

_Fouc a str Fouc f v sta
dB , t1

P 2k k k L 2 r dr dt
T dt

π ω Θ
σ

σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ ⋅ ⋅ ρ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ π ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ind
cs

cs

i
i T

T . (301) 
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Tous calculs faits, en substituant les relations (246) dans la relation (301) et en effectuant les 

différentes intégrales, on aboutit aisément aux pertes moyennes par courants de Foucault ( )_Fouc aP σcs
i T  

dans la culasse statorique. Ces pertes d'origine ohmique sont alors définies par : 
 

( ) ( )σ σ σ= ⋅
1

_Fouc a _Fouc a_FoucP Pcs cs cs
i i iT K T , (302a) 

 

avec ( )
1

a_FoucP σcs
i T  les pertes moyennes par courants de Foucault dans la culasse statorique causées par 

le fondamental de la composante tangentielle de l'induction magnétique totale ( )aB , tΘ
σcs
i T  

[Équation (246b)] : 
 

( ) ( )
11

22
a Fouc 0 a cs_FoucP k MΘ

σσ = ⋅ ω ⋅ ⋅
ind cscs

i iT TB , (302b) 

 

et σ _FoucK cs
i  le coefficient dû aux harmoniques spatiaux dans la culasse statorique par courants de 

Foucault  [134]- [136] : 
 

( )
( )

( )

n

n

+∞ +∞

= =

Θ
σ ⋅ −

σ Θ
σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥⋅⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= ℜ ⋅ = ℜ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⋅⎩ ⎭ ⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑
v

v
v v

v 1, 3... v 1, 3... 11
1

1

e e

2
1s2 op

a sd p v 12 2
_Fouc

a 1s
op

sd

v v r

K
K

T K
K

T K
K

K

I

cs
cs I

cs I

i

i
i

i i

B

B
 ∀vp . (302c) 

 

Le facteur harmonique 
vopK , coefficient d'ouverture polaire, et les fonctions harmoniques complexe n v1sK I

i  

et réelle 
vsdK , intervenant dans la relation (302c), sont définis respectivement dans l'Annexe C et l'Annexe D 

par la relation (C.8) et les relations (D.30). On notera que le coefficient harmonique σ _FoucK cs
i  est 

indépendant du nombre de dents au stator, esN , contrairement au coefficient harmonique σ1 _FoucK z
i . 

 

II.2.2.3.4.  Pertes totales dissipées par courants de Foucault dans l'induit denté 
Nous pouvons maintenant exprimer les pertes totales dissipées par courants de Foucault dans 

l'induit denté comme la somme des pertes moyennes par courants de Foucault ( )_Fouc aP σis&d
i T  dans 

l'ensemble isthmes-dent [Équations (299)] et ( )_Fouc aP σcs
i T  dans la culasse statorique [Équations (302)] 

des tôles statoriques de l'induit denté : 
 

( ) ( ) ( )_Fouc a _Fouc a _Fouc aP P Pσ σ σ= +ind is&d cs
i i iT T T . (303) 

 

Les pertes totales d'origine ohmique ( )
3D

a_FoucP σind
i T  dans l'induit denté en prenant en compte les 

phénomènes 3D (les effets d'extrémités) caractérisés par le coefficient tridimensionnel 3DK  27 
 

                                              
27  Ce coefficient, correspondant aux effets de bords, permet de modéliser l'influence du débordement des aimants 
permanents [cf. Chap. 3-§  III.2.2.2.]. On notera que ce coefficient vaut 1 quand le débordement des aimants 
permanents est nul ( sta aL L= ). Le développement de ce facteur tridimensionnel 3DK  est explicité dans l'Annexe H. 
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[Équations (219)] s'expriment simplement par la relation suivante : 
 

( ) ( )
3D

a 3D _Fouc a_FoucP P σσ = ⋅ indind
i iT K T . (304) 

 

II.2.2.4.  Pertes moyennes par hystérésis dans l'induit denté 
II.2.2.4.1.  Introduction 

Globalement, les pertes moyennes par hystérésis résultent, sous l'effet de la variation en intensité et/ou 
en direction du champ magnétique appliqué, de la modification de l'organisation de la matière en domaines 
de Weiss. La variation de la magnétisation provoque des déplacements, des suppressions ou des créations de 
parois entre domaines qui tentent à orienter leurs moments dans le sens du champ magnétique appliqué. Ces 
transformations irréversibles se font avec apparition d'hystérésis et absorbent de l'énergie. Bien que discontinu 
à l'échelle microscopique, le phénomène peut être considéré comme continu à l'échelle macroscopique  [130]. 

Nous avons vu que ces pertes d'origine magnétique représentent, transformées en chaleur, l'énergie 
nécessaire à l'aimantation cyclique alternative du fer. En régime quasi-statique, elles sont proportionnelles 
à l'aire du cycle d'hystérésis (au nombre de cycles d'aimantation), à la fréquence de fonctionnement et 
dépendent implicitement des caractéristiques intrinsèques des tôles statoriques (de l'épaisseur des tôles 
statoriques, de la conductivité électrique et de la masse volumique). Nous allons donc appliquer la loi de 
Steinmetz [Équation (284c)] qui reste valable tant que la variation de l'induction magnétique n'est à 
l'origine d'aucun cycle d'hystérésis mineur dans le matériau ferromagnétique de l'induit denté. 
 

II.2.2.4.2.  Pertes moyennes par hystérésis dans l'ensemble isthmes-dent 
À partir de la formule empirique du modèle macroscopique de Steinmetz et de l'induction magnétique 

totale maximale dans l'ensemble isthmes-dent à l'instant t égal à ( )0 od rs0 0t n 2= ⋅ Θ − Θ Ωis&d  et n∀ is&d  

et Θrs0  [cf. Chap. 3-§  III.3.3.2.], on peut donner une expression intégrale des pertes moyennes par 

hystérésis ( )_Hyst aP σis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dent sous la forme : 

 

( ) ( ) ( )
Re

sta
Rs1

r
_Hyst a str Hyst es f v sta 0 a 0P k k N k L b r B ,r, t drσ σ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ρ ⋅ ⋅ ω ⋅ ⋅ ⋅∫indis&d is&d is&d

i iT T . (305) 

 

Tous calculs faits, en adoptant strictement la même démarche que les pertes moyennes par courants 

de Foucault ( )_Fouc aP σis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dents [cf. Chap. 4-§  II.2.2.3.2.], les pertes d'origine 

magnétique s'expriment pour un matériau homogène, isotrope et à champ magnétique total uniforme ou 
non par : 
 

( ) ( )
N

i 1

_Hyst a i _Hyst aP P
=

σ σ= ∑
z

is&d z
i iT T . (306a) 

 

avec ( )i _Hyst aP σz
i T  les pertes moyennes par hystérésis dans les différentes zones d'étude [cf. Figure 62] qui 

sont données par : 
 

( ) ( )σ σ σ= ⋅
1

i _Hyst a 1 _Hyst ai _HystP Pz z z
i i iT K T  ∀vp , (306b) 

 

où ( )
1

ai _HystP σz
i T  représente les pertes moyennes par hystérésis dans les différentes zones causées par le 

fondamental de la composante radiale de l'induction magnétique totale ( )r
1 aB ,r, tσz
i T , 
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sous une ouverture dentaire odΘ , à la surface de l'entrefer réel ( s1r R= ) [Équation (237b)] : 
 

( ) ( )
11

2r
a i Hyst 0 1 a s1 ii _HystP k k ,R Mσσ = ⋅ ⋅ ω ⋅ ⋅

indz z zz
i iT TB , (306c) 

 

et σ1 _HystK z
i  le coefficient dû aux harmoniques spatiaux dans l'ensemble isthmes-dent par hystérésis : 
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 ∀vp . (306d) 

 

Ce facteur σ1 _HystK z
i  dépend des mêmes paramètres que le coefficient harmonique σ1 _FoucK z

i  des pertes 

par courants de Foucault dans l'ensemble isthmes-dent [Équation (292c)]. 
Notons qu'en utilisant les relations (297), (298) et (300) les pertes moyennes par hystérésis 

( )_Hyst aP σis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dent peuvent s'écrire de la manière suivante : 

 

( ) ( )σ σ σ= ⋅
1_Hyst a 1 _Hyst a_HystP Pis&d z is&d

i i iT K T , (307a) 

 

avec ( )
1 a_HystP σis&d

i T  les pertes moyennes par hystérésis dans l'ensemble isthmes-dent causées par le 

fondamental de la composante radiale de l'induction magnétique totale ( )r
1 aB ,r, tσz
i T , sous une ouverture 

dentaire odΘ , à la surface de l'entrefer réel ( s1r R= ) [Équation (237b)] : 

 

( ) ( )
11

2r
a Hyst 0 1 a s1_HystP k k ,R Mσσ = ⋅ ⋅ ω ⋅ ⋅

indis&d z is&dis&d
i iT TB . (307b) 

 

II.2.2.4.3.  Pertes moyennes par hystérésis dans la culasse statorique 
De la même façon, en utilisant la loi de Steinmetz et l'induction magnétique totale maximale dans la 

culasse statorique à l'instant t égal à ( )0 p rs0 0t 2= − Θ + Θ Ω  et ∀ Θrs0  [cf. Chap. 3-§  III.3.4.2.], on peut 

écrire l'expression intégrale des pertes moyennes par hystérésis ( )_Hyst aP σcs
i T  dans la culasse statorique. 

Ces pertes d'origine magnétique sont alors données par : 
 

( ) ( )
Rs2

sta
Re

2
_Hyst a str Hyst f v sta 0 a 0P k k k L B , t 2 r drΘ

σ σ= ⋅ ⋅ ⋅ ρ ⋅ ⋅ ω ⋅ ⋅ π ⋅ ⋅∫indcs cs
i iT T . (308) 

 

Tous calculs faits, en substituant les relations (246) dans la relation (308) et en calculant l'intégrale, 

on aboutit aisément aux pertes moyennes par hystérésis ( )_Hyst aP σcs
i T  dans la culasse statorique. Ces 

pertes d'origine magnétique s'expriment donc pour un matériau homogène, isotrope et à champ 
magnétique total uniforme ou non par : 
 

( ) ( )σ σ σ= ⋅
1_Hyst a _Hyst a_HystP Pcs cs cs

i i iT K T  ∀vp , (309a) 
 

avec ( )
1 a_HystP σcs

i T  les pertes moyennes par hystérésis dans la culasse statorique causées par le fondamental 
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de la composante tangentielle de l'induction magnétique totale ( )aB , tΘ
σcs
i T  [Équation (246b)] : 

 

( ) ( )
11

2
a Hyst 0 a cs_HystP k MΘ

σσ = ⋅ ω ⋅ ⋅
ind cscs

i iT TB , (309b) 

 

et σ _HystK cs
i  le coefficient dû aux harmoniques spatiaux dans la culasse statorique par hystérésis : 
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Ce facteur σ _HystK cs
i  dépend des mêmes paramètres que le coefficient harmonique σ _FoucK cs

i  des pertes 

par courants de Foucault dans la culasse statorique [Équation (302c)]. 
 

II.2.2.4.4.  Pertes totales dissipées par hystérésis dans l'induit denté 
Nous pouvons alors exprimer les pertes totales dissipées par hystérésis dans l'induit denté comme la 

somme des pertes moyennes par hystérésis ( )_Hyst aP σis&d
i T  dans l'ensemble isthmes-dent [Équations (307)] 

et ( )_Hyst aP σcs
i T  dans la culasse statorique [Équations (309)] des tôles statorique de l'induit denté : 

 

( ) ( ) ( )σ σ σ= +_Hyst a _Hyst a _Hyst aP P Pind is&d cs
i i iT T T . (310) 

 

Les pertes totales d'origine magnétique, en prenant en compte les phénomènes 3D (les effets 
d'extrémités) caractérisés par la relation (219), s'expriment simplement par la relation suivante : 
 

( ) ( )
3D a 3D _Hyst a_HystP P σσ = ⋅ indind

i iT K T . (311) 

 

II.2.2.5.  Pertes totales dissipées dans le circuit magnétique de l'induit denté 

Les pertes totales dissipées ( )_Fer aP σind
i T  dans le circuit magnétique de l'induit denté s'expriment 

simplement par la somme des pertes par courants de Foucault [Équation (303)] et par hystérésis 
[Équation (310)] dans l'ensemble isthmes-dent et dans la culasse statorique. Lorsque le moteur est à vide 
(à I 0 A= ), elles valent : 
 

( ) ( ) ( )_Fer a _Fouc a _Hyst aP P Pσ σ σ= +ind ind ind
i i iT T T . (312) 

 

Les pertes fer totales, en prenant en compte les phénomènes 3D (les effets d'extrémités) caractérisés 
par le coefficient tridimensionnel 3DK  [Équations (219)], s'expriment simplement par la relation suivante : 
 

( ) ( )
3D a 3D _Fer a_FerP P σσ = ⋅ indind

i iT K T . (313) 

 

Il convient de souligner que la maximisation de l'induction magnétique en magnétostatique dans la 
Région I  (l'entrefer fictif) [cf. Chap. 3-§  II.2.2.3.] permettra de maximiser les pertes totales dissipées dans 
le circuit magnétique de l'induit denté avec ou sans les effets d'extrémités. 
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II.2.2.6.  Discussion sur l'évolution des pertes magnétiques dans l'induit denté 
L'évolution des pertes magnétiques dans l'induit denté est étudiée sur une machine bipolaire (i.e., 

p 1= ) à aimants permanents montés en surface à inducteur intérieur ( )=strk 1  et avec un induit denté. Les 

caractéristiques principales (à savoir les propriétés physiques des matériaux magnétiques, les paramètres 
géométriques principaux de la machine,…) sont données dans les tableaux caractéristiques définis dans 
l'Annexe J. Les phénomènes 3D (les effets d'extrémités), traduits par le coefficient tridimensionnel 3DK  

[cf. Chap. 3-§  III.2.2.2.], ne seront pas pris en compte dans cette évolution (i.e., 3D 1=K ). Les pertes fer 

dans l'induit denté seront déterminées pour les deux types d'aimantation [cf. Chap. 2-§  III.4.4.] : radiale et 
parallèle. 

La Figure 82 illustre les pertes magnétiques dans l'induit denté (à savoir les pertes totales dissipées 
dans le circuit magnétique d'induit, les pertes par courants de Foucault et par hystérésis dans les différentes 
parties de l'induit denté) en fonction de la vitesse de rotation (ou de fonctionnement), 0N , pour les deux 

types d'aimantation. Ces différentes figures amènent trois remarques. Premièrement, quel que soit le type 

d'aimantation, on peut observer que les pertes par courants de Foucault ( )_Fouc aP σind
i T  sont trois fois plus 

élevées que les pertes par hystérésis ( )_Hyst aP σind
i T . Généralement, à haute vitesse, les pertes par hystérésis 

sont négligeables par rapport aux pertes par courants de Foucault  [170] et  [173]. Deuxièmement, les pertes 

par hystérésis ( )_Hyst aP σis&d
P T  dans l'ensemble isthmes-dent pour une aimantation parallèle sont 

légèrement plus élevées par rapport à celles d'une aimantation radiale. Cela s'explique par le fait que 
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Figure 82 :  Évolution des pertes magnétiques dans l'induit denté suivant la vitesse de rotation pour les deux types 
d'aimantation (radiale ou parallèle) : (a) Pertes totales dissipées. (b) Pertes par courants de Foucault. 

(c) Pertes par hystérésis. 
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l'induction magnétique totale dans les différentes zones d'étude de l'ensemble isthmes-dent est plus élevée 
pour une aimantation parallèle que pour une aimantation radiale [cf. Chap. 3-§  III.3.5.]. La troisième 
remarque est que les pertes totales dissipées dans le circuit magnétique de l'induit sont plus importantes 
pour une aimantation radiale que pour une aimantation parallèle. 

Il est intéressant de noter que ces trois remarques ne sont pas générales. En effet, elles dépendent 
entièrement des caractéristiques géométriques de l'induit denté et de l'inducteur et de la direction 
d'aimantation des aimants permanents. Par exemple, en comparant les deux types d'aimantation, on peut 

remarquer que la minimisation des pertes fer totales ( )_Fer aP σind
i T  dans le circuit magnétique de l'induit 

dépend de la direction d'aimantation des aimants permanents. On peut constater qu'il existe un réseau de 

ratios ( )r , rI II , qui traduit la variation de l'inducteur, permettant de privilégier l'aimantation parallèle plutôt 

que l'aimantation radiale. La Figure 83, comparant les pertes fer totales provoquées par une aimantation 

parallèle par rapport à une aimantation radiale, permet d'illustrer ce réseau de ratios ( )r , rI II . De plus, on 

notera que l'augmentation du nombre de paires de pôles, p, et ceci quelle que soit la valeur imposée au 
coefficient d'arc polaire des aimants permanents, αa , permet de s'orienter vers une aimantation radiale. 
 

II.2.3.  Pertes magnétiques dans l'inducteur (ou dans la partie tournante) 
II.2.3.1.  État de l'art 

II.2.3.1.1.  Pourquoi des pertes magnétiques dans la partie tournante ? 
Les machines synchrones à aimants permanents sont susceptibles d'être une technologie privilégiée 

pour beaucoup d'applications, par exemple pour les systèmes de contrôle et de commande électrique. En 
effet, elles sont propices à l'obtention d'un bon rendement, à une densité de puissance élevé, à une petite 
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"Minimisation" des pertes fer totales dans 
le circuit magnétique de l'induit denté 
par rapport au type d'aimantation 
 

 : L'aimantation parallèle est privilégiée 
par rapport à l'aimantation radiale. 
 

 : L'aimantation radiale est privilégiée 
par rapport à l'aimantation parallèle. 
 

 

Définition des ratios adimensionnels réels rI  et rII  [cf. Chap. 2-§  V.4.4.3.] : 

 ( ) strk
a s1r R R ′=I  : Le ratio adimensionnel réel de la Région I  (l'entrefer fictif). 

 ( ) strk
r2 ar R R=II  : Le ratio adimensionnel réel de la Région II  (la couronne aimantée). 

Variation de l'inducteur suivant les ratios adimensionnels réels rI  et rII  (Limite géométrique de l'inducteur) : 

Inducteur inexistant pour un inducteur intérieur  0 %r =I  : 
Inducteur qui tend vers l'infini pour un inducteur extérieur 

, r∀ II   Entrefer fictif maximal. 

 100 %r =I  : Entrefer fictif nul, r∀ II . 

 0 %r =II  : Inducteur constitué uniquement d'aimants permanents sans culasse rotorique. 

 100 %r =II  : Inducteur sans aimants permanents. 

Figure 83 :  Comparaison des pertes fer totales provoquées par une aimantation parallèle par rapport 
à une aimantation radiale. 
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taille et enfin à un petite masse. Depuis ces dernières années, l'augmentation des performances massiques 
de ces machines électriques tournantes a amené les concepteurs à augmenter la fréquence de la conversion 
électromécanique, conduisant ainsi à une considération plus détaillée des différents problèmes tels que 
l'influence des inductances d'enroulement sur les performances du système dynamique  [155], les pertes fer 
dans l'induit denté  [147], les pertes parasites par courants de Foucault dans l'inducteur  [86]- [87], etc. 

Dans les machines Brushless AC et DC équipées des aimants permanents montés en surface, les 
pertes magnétiques par courants de Foucault sont souvent négligées, car on suppose implicitement que 
l'inducteur (ou la partie tournante) tourne au synchronisme avec le fondamental de la force 
magnétomotrice (f.m.m.) du bobinage de l'induit denté   [3],  [5],  [46],  [81],  [70],  [29],  [92],  [68]- [69], 
 [118],… Cependant, à cause des variations spatio-temporelles de l'induction magnétique totale dans 
l'entrefer réel, des pertes significatives par courants de Foucault peuvent être induites dans les aimants 
permanents, dans l'acier rotorique et aussi, si elle existe, dans la frette métallique qui peut être utilisée 
pour maintenir la couronne aimantée (principalement pour les opérations à haute vitesse  [156]). Ces 
pertes ont deux origines qui peuvent coexister. À vide (à I 0 A= ), elles sont dues aux harmoniques de 

perméances de l'induit denté, tandis qu'en charge ces pertes par courants de Foucault dans la partie 
tournante résultent : 

- des effets de denture du stator  [105] et  [157]- [165] ; 

- et des harmoniques spatio-temporels de la f.m.m. du bobinage de l'induit denté à savoir : 

1 les harmoniques spatiaux de la f.m.m. provoqués par la localisation discrète des 
bobines dans les encoches de l'induit  [99]- [101],  [103]- [105] et  [165]- [169] ; 

2 les harmoniques temporels de la f.m.m. provoqués par la forme d'onde du 
courant d'alimentation non sinusoïdale résultant des événements de commutation 
 [100]- [101] et  [103]- [105], par exemple des six étapes de commutation  [86], 

 [170] et  [171]- [174] ou de la MLI  [87] et  [110]. 

On peut dire que la seconde origine est liée à l'existence d'harmoniques de champ tournant non 
synchrones à la vitesse de rotation de l'inducteur. Par exemple, dans une machine électrique tournante 
triphasée (i.e., = 3m ) à même périodicité spatiale 2 pπ  à l'inducteur et à l'induit et alimentée par des 

courants de pulsation 0ω  synchrone de la vitesse de rotation de l'inducteur 0Ω , c'est-à-dire vérifiant la 

relation 0 0 pω = Ω , l'harmonique spatial de rang 5 de la f.m.m. inter-agissant avec l'harmonique 

temporel de rang 1 du courant (i.e., le fondamental) crée un champ tournant à la vitesse 06 ⋅ Ω , donc 

non synchrone de la vitesse de rotation de l'inducteur. 
En général, les pertes par courant de Foucault dans l'inducteur sont relativement faibles comparées 

aux pertes fer dans l'induit denté et à celles du circuit électrique (inférieures à 5 % des pertes totales 
 [110]). Néanmoins, les pertes parasites dans les aimants permanents peuvent être importantes lorsque 
l'on utilise des aimants à base de terres rares (Nd-Fe-B ou Sm-Co). En effet, ces aimants présentent la 
particularité d'être conducteurs, leur résistivité électrique étant de l'ordre de 1,6 mµΩ ⋅  [cf. Tableau 2], et 

ils sont le siège de courants de Foucault et, en conséquence, de pertes pouvant être intenses dans 
certaines conditions 28. Ces pertes par courants de Foucault peuvent ainsi causer une augmentation 
significative de la température dans les aimants permanents (due à la dissipation thermique relativement 
faible de l'inducteur) et aboutir à une désaimantation partielle, irréversible  [86]- [87]. 

Notons, pour finir, qu'il est particulièrement important de considérer les pertes parasites par 
 

                                              
28  Notons que les aimants ferrite (à base de strontium ou de baryum), de leur côté, ne sont pas conducteurs et, 
d'ailleurs, les fournisseurs ne donnent généralement pas leur conductivité. Ils ne posent donc pas de problèmes de 
pertes dans les aimants permanents. 
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courants de Foucault dans : 

- les machines lentes à très fort couple massique, souvent appelés "moteurs-couple", utilisés 
dans les entraînements directs  [175] pour lequel le nombre de paires de pôles est grand 
afin de limiter la masse des circuits magnétiques de rebouclage du flux, ce qui implique 
une fréquence de fonctionnement 0f  élevée même pour une faible vitesse de rotation ; 

- les machines rapides  [19], voire très rapides  [176]- [177], à faible polarité, pour lesquelles 
la fréquence de fonctionnement 0f  est élevée ; 

- les machines avec de grandes ouvertures d'encoches, par exemple les moteurs à flux 
transverse  [159]- [160] ; 

- les machines qui utilisent des bobinages non entrelacés (i.e., autour une dent)  [103]. 
 

II.2.3.1.2.  Comment déterminer les pertes magnétiques dans la partie tournante ? 
Généralement, l'hypothèse de base repose sur le fait que l'étude des pertes magnétiques dans la 

partie tournante peut se ramener à une étude de courants d'induits (ou courants de Foucault). Cela 
consiste à négliger le phénomène d'hystérésis dans les matériaux magnétiques de l'inducteur (à savoir 
dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique). 

Comme dans le paragraphe  II.2.2.1. de ce même chapitre, dédié aux pertes magnétiques dans 
l'induit denté, les pertes significatives par courants de Foucault peuvent être calculées selon deux 
méthodes : la première dite numérique (éléments finis en 2D/3D, différences finies ou intégrales au 
frontière) et la seconde dite analytique. 

Il est primordial de noter que la répartition des courants de Foucault induits dans les aimants 
permanents et dans la culasse rotorique est tridimensionnelle. En effet, les lignes de courant forment 
nécessairement des boucles qui se referment dans le volume des aimants permanents et/ou de la culasse 
rotorique [cf. Figure 56]. À cause de la difficulté pour prédire la distribution des courants de Foucault dans 
l'inducteur (surtout dans la culasse rotorique en 3D), nous limiterons notre étude à des analyses en 2D qui 
supposent que les courants se referment à l'infini. Néanmoins, et hormis les logiciels numériques en 3D 
qui restent la méthode la plus générale, on peut citer Kirtley et al.  [167] qui a développé un modèle 
analytique simplifié en 3D formulé en coordonnées rectangulaires 29 d'une machine synchrone à aimants 
permanents avec des espaces inter-aimants. Ce modèle a permis d'étudier l'influence de la longueur 
axiale des aimants sur les pertes par courants de Foucault dans les aimants permanents. Cependant, ces 
dernières n'ont pas varié avec la longueur axiale des aimants permanents qui est en contradiction avec les 
analyses faites dans  [104] et  [178]. Par conséquent, l'influence de la longueur des aimants staL  sur les 

pertes magnétiques dans la partie tournante est encore à étudier avec plus de précision. Cette influence 
sera une des perspectives de ce travail de thèse 30. 

La première méthode utilisant par exemple l'analyse des éléments finis en 2D  [157]- [159],  [168]-

 [169] et  [179]- [181] est relativement lourde et coûteuse en terme de temps de calculs (à cause de la très 
forte non-linéarité de la caractéristique magnétique des matériaux ferromagnétiques, du mouvement 
relatif des parties actives principales,…), et ne possède pas le caractère explicite d'une solution analytique 
et peut difficilement être utilisée dans un outil de dimensionnement. De plus, il faut prendre un certain 
nombre de précautions afin d'obtenir un résultat pertinent. Une des principales correspond au maillage. 

                                              
29  Ce modèle simplifié en 3D a été développé à partir des équations de Diffusion et des équations de Bullard en 
coordonnée rectangulaire. 
30  Intuitivement, la longueur des lignes de courant étant plus longues dans le cas réel que dans le cas 2D, nous 
pouvons supposer que la résistance équivalente des aimants permanents (ou de la culasse rotorique) est plus 
grande. Comme la variation de flux est la même, la tension induite est inchangée, donc les pertes par courants de 
Foucault dans dans la partie tournante doivent être plus faibles dans le cas réel que dans la cas 2D idéalisé. 
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Pour que le calcul soit précis, il faut au moins deux éléments dans l'épaisseur de peau. Pour les aimants, 
cela ne pose généralement pas de problèmes particuliers, car l'épaisseur de peau est de l'ordre de 
quelques millimètres. En revanche, au niveau de la culasse rotorique, si nous considérons le cas typique 
où la perméabilité magnétique relative vaut 1 000, la résistivité électrique vaut 0,2 mµΩ ⋅  et la fréquence 

500 Hz, la profondeur de pénétration vaut 32 mµ . Dans ce cas, une discrétisation fine est donc 

nécessaire pour présenter exactement les effets de peau, ce qui donne lieu généralement à des problèmes 
d'instabilités numériques  [181]. La Figure 84 représente une discrétisation fine du maillage (avec le 
logiciel d'éléments finis Flux2D) au niveau de la partie tournante dans une machine synchrone aimants 
permanents montés en surface à inducteur intérieur. Il est donc plus simple (et surtout plus rapide) 
d'utiliser une méthode reposant sur les impédances de surface 31  [182]. Cela est aussi possible avec le 
logiciel Flux2D en définissant des régions dites surfaciques. Cette formulation peut aussi être appliquée à 
d'éventuelles frettes conductrices retenant les aimants permanents. Notons qu'un maillage trop grossier 
conduit systématiquement à une surévaluation des pertes par courants de Foucault dans l'inducteur. Ainsi, 
les techniques analytiques (i.e., la seconde méthode) sont souvent utilisées pour prédire les pertes dans 
l'inducteur dans l'étape de conception  [86]- [87],  [99]- [101],  [103]- [105],  [110],  [164]- [166] et  [170]- [173] 
et à condition qu'elles soient suffisamment précises. 

Divers modèles analytiques ont été développés pour déterminer les pertes magnétiques à l'inducteur 
dans les machines synchrones à aimants permanents montés en surface, qu'elles soient à inducteur 
intérieur ou extérieur. Suivant le modèle mathématique développé, les pertes magnétiques par courants 
de Foucault dans la partie tournante sont calculées : 

- uniquement dans la frette magnétique conductrice  [110] ou dans les aimants permanents 

 [103]- [104],  [172] et  [173] ; 

- ou, à la fois dans la frette métallique et dans les aimants permanents  [99]- [100],  [105], 

 [164]- [165],  [170] et  [171] ou, encore, dans les aimants permanents et dans la culasse 

rotorique  [86]- [87],  [101] et  [166]. 

La majorité de ces modèles sont en 2D formulés en coordonnées rectangulaires 32  [164]- [166] ou 

polaires 33  [86]- [87],  [99]- [101],  [103]- [105],  [110] et  [170]- [173] et incluent de nombreuses hypothèses 

                                              
31  Il s'agit d'une formulation analytique du champ magnétique dans une zone d'épaisseur très faible où règne des 
courants de Foucault. 
32  Dans les machines synchrones à aimants permanents, ce type de coordonnée est souvent utilisé lorsque le 
rapport du diamètre des aimants permanents adjacent à l'entrefer, ⋅ a2 R , sur l'ouverture polaire est relativement 

      
Θ

r
ruuΘ

z x

y

•

•  
Figure 84 :  Discrétisation fine du maillage (à partir du logiciel d'éléments finis Flux2D) au niveau de la partie 

tournante dans une machine synchrone à aimants permanents montés en surface à inducteur intérieur. 
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simplificatrices. Dans  [86]- [87] et  [171], les pertes par courants de Foucault sont déterminées en 
supposant que l'entrefer réel est négligé et que la f.m.m. du bobinage de l'induit denté est représentée par 
une distribution linéique de courant à la surface des aimants permanents. Dans  [103]- [104] et  [172]-

 [173], l'entrefer réel n'est pas négligé et les pertes magnétiques dans l'inducteur sont calculées à partir 

d'une structure lisse avec une densité linéique de courant à la surface du stator lisse. Par contre dans  [99]-

 [101],  [105] et  [170], la structure dentée est transformée en une structure équivalente sans encoches à 

l'aide du coefficient de Carter classique cK  et les pertes par courants de Foucault sont déterminées en 

supposant que la f.m.m. du bobinage de l'induit est remplacée par une densité linéique de courant à la 
surface du stator adjacent à l'entrefer fictif sous les ouvertures de l'encoche. L'hypothèse principale dans 
ces différents modèles en 2D est de négliger la variation de perméance dû au stator denté. Citons, 
néanmoins, Zhu et al.  [105] et Boules  [164] qui ont calculé les pertes magnétiques dans la partie 
tournante en prenant en compte les effets de denture du stator. 
Notons aussi que les pertes par courants de Foucault dans la partie tournante peuvent être calculées selon 
deux approches : 

1 les courants de Foucault sont supposés être à résistance équivalente limitée, c'est-
à-dire que l'influence de la réaction d'induit par courants de Foucault n'est pas 
modélisée. Les pertes magnétiques dans la partie tournante sont donc 
simplement calculées à partir du champ magnétique en magnétodynamique en 
négligeant les conductivités électriques dans les matériaux électromagnétiques 
 [110],  [103]- [105] et  [172]- [173] [cf. Annexe I] ; 

2 les pertes magnétiques dans l'inducteur sont déterminées en prenant en compte 
l'effet des courants de Foucault sur le champ magnétique en magnétodynamique 
 [86]- [87],  [99]- [101],  [164]- [166] et  [170]- [171]. Cette approche implique 
nécessairement la résolution analytique de l'équation de Diffusion dans les 
différentes parties de l'inducteur [cf. Chap. 2-§  V.4.4.]. 

L'approche 1 ne pose vraiment pas de problèmes lorsque l'épaisseur de peau associée aux harmoniques 
de la réaction d'induit est grande devant les dimensions de la région étudiée, c'est-à-dire, le plus souvent, 
dans les aimants permanents. En revanche ce n'est pas du tout le cas dans la frette métallique conductrice 
(si elle existe) et dans la culasse rotorique. Cela peut ainsi conduire à une surévaluation des pertes dans 
ces différentes régions [cf. Chap. 4-§  II.2.3.4.]. Il s'avère donc nécessaire d'utiliser l'approche 2 qui se 

rapproche plus de la réalité avec une erreur d'environ 2 %  [99]- [100]. 

Pour finir, nous dirons que les modèles les plus raffinés correspondent à Deng  [86]- [87], Zhu et al.  [99]-

 [100] et Dubas et al.  [101], car leurs modèles prennent en compte la courbure de la machine, les 
harmoniques de temps et d'espace de f.m.m. du bobinage de l'induit et l'effet des courants de Foucault 
sur le champ magnétique en magnétodynamique. 
 

II.2.3.1.3.  Comment réduire les pertes magnétiques dans la partie tournante ? 
Après avoir décrit les méthodes de détermination des pertes magnétiques dans la partie tournante, 

nous proposons d'aborder brièvement, dans cette partie, les diverses solutions ou techniques qui 
permettent de réduire les pertes parasites. 

On peut donc citer : 

- la modification de l'ensemble isthmes-dent : Lorsque les pertes significatives par courants 

                                                                                                                                                               
élevé. De plus, cette représentation en coordonnée cartésienne est inappropriée pour les machines à aimants 
bipolaires (i.e. =p 1) possédant une direction d'aimantation du type parallèle  [170]. 
33  Ce type de coordonnée est souvent utilisé pour prendre en compte les courbures des machines électriques. 
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de Foucault sont majoritairement dues à l'effet de saillance, une modification de 
l'ensemble isthmes-dent à partir de l'ouverture d'encoche conduit à une réduction de l'effet 
de réluctance et donc de diminuer les pertes magnétiques dans la partie tournante ; 

- la segmentation des aimants permanents par pôle : Une autre solution géométrique 
consiste à segmenter circonférentiellement ou/et axialement les aimants permanents par 
pôle de façon à augmenter la résistance vue par les courants qui y sont induits. Cela 
permet de réduire les pertes par courants de Foucault quelle que soit leur origine, 
contrairement à la modification de l'ensemble isthmes-dent qui permet uniquement d'agir 
sur les effets de la saillance. À titre d'illustration, nous montrons sur la Figure 85 le 
pourcentage de réduction pertes magnétiques dans la partie tournante lorsque les 
aimants permanents sont segmenter circonférentiellement et axialement  [83],  [103]- [104], 

 [110] et  [173]. La Figure 85 montre une diminution plus modeste des pertes avec une 
segmentation circonférentielle en 6 aimants permanents par pôle ou avec une 
segmentation axiale en 5 aimants permanents par pôle. 

Outre les solutions classiques précédentes consistant à agir sur la géométrie des machines tournantes, il 
existe la méthode : 

- du bouclier contre le flux magnétique : Pour éviter les pertes excessives dans la partie 
tournante, une solution intéressante consiste à mettre une frette métallique possédant une 
conductivité élevée par rapport à celle des aimants permanents et de la culasse rotorique. 
Excepté dans des cas spéciaux, tels que discuté dans  [184], la mise en place d'une frette 
conductrice permettra de diminuer les pertes magnétiques dans la couronne aimantée et 
dans la culasse rotorique. La frette agira donc comme bouclier contre le flux magnétique. 
Notons que plus l'épaisseur de la frette est grande, plus les pertes dans cette dernière sont 
petites et, par conséquent, les pertes magnétiques dans la partie tournante sont petites. Il 
est intéressant de noter qu'il existe une épaisseur permettant de maximiser les pertes par 
courants de Foucault dans la frette métallique  [110] ; 

- de saturation de la culasse rotorique : Cette solution consiste à travailler dans la zone 

saturée de la caractéristique magnétique ( )B H  du matériau ferromagnétique doux utilisé 

pour la culasse rotorique. Ceci permettra de limiter les variations du flux magnétique. 
Cette méthode est complètement détaillée dans l'article  [183]. À titre d'illustration, nous 
montrons sur la Figure 86 le pourcentage de réduction des pertes magnétiques dans la 
partie tournante lorsque le matériau ferromagnétique de la culasse rotorique est saturé. 
La Figure 86 montre que les pertes magnétiques dans la partie tournante sont 
inversement proportionnelles à la saturation de la culasse rotorique. 
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Figure 85 :  Influence de la segmentation des aimants permanents sous un pôle sur les pertes 

magnétiques dans la partie tournante  [103]- [104]. 
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Seule la modification de l'ensemble isthmes-dent sera utilisée dans ce mémoire, ceci s'explique par 
le fait que la modélisation analytique ne prend pas en compte la segmentation des aimants permanents 
par pôle, la présence d'une frette métallique conductrice et le comportement non-linéaire de la 
caractéristique magnétique du matériau ferromagnétique doux utilisé pour la culasse rotorique. 
 

II.2.3.1.4.  Comment mesurer les pertes magnétiques dans la partie tournante ? 
Une des grosses problématiques dans les machines synchrones à aimants permanents montés en 

surface correspond à mesurer les pertes magnétiques dans la partie tournante. Ce domaine est trop peu 
souvent abordé ; pourtant l'évaluation expérimentale des pertes est nécessaire pour la validation de tous 
les modèles, tant analytiques que numériques. Seulement quelques papiers ont comparé les prédictions 
numériques ou analytiques avec les mesures  [99]- [100],  [159],  [167],  [170] et  [185]- [187]. À ma 
connaissance, il n'existe que deux méthodes de mesures à savoir : la méthode de séparation des pertes 
collectives et la méthode thermométrique par élévation de température. 
La mesure des pertes par courants de Foucault dans l'inducteur est difficile car la séparation des pertes 
collectives (qui, elles, sont facilement mesurables) n'est pas chose aisée, surtout si l'on cherche à séparer 
les pertes fer de l'induit denté et de l'inducteur, et, au niveau de l'inducteur, les pertes dans les aimants 
permanents, dans la culasse rotorique et enfin dans la frette métallique si elle existe. De ce fait, la 
méthode de séparation des pertes collectives est donc imprécise. Par conséquent, la méthode 
thermométrique par élévation de température (par laquelle la densité des pertes par courants de Foucault 
est obtenue à partir de la variation temporelle initiale de température et d'une connaissance des 
propriétés des matériaux) est largement préférée. 

Dans ce mémoire, la mesure des pertes magnétiques dans l'inducteur ne sera pas abordée et sera 
donc une des perspectives de ce travail de thèse. 
 

II.2.3.2.  Formules générales en utilisant le théorème de Poynting 
II.2.3.2.1.  Hypothèses de modélisation 

Les principales hypothèses conduisant à l'élaboration du modèle sont les suivantes : 

- les effets d'extrémité sont ignorés, ce qui permet d'utiliser un modèle analytique en 2D ; 

- les aimants permanents sont constitués d'une couronne aimantée (Région II ) multipolaire, ce 
qui permet d'avoir une région cylindrique uniforme dans le sens où la conductivité électrique 

et la perméabilité magnétique relative y sont constantes ( )∀ Θr  [cf. Chap. 2-§  V.3.7.] ; 

- le comportement magnétique de la culasse rotorique (Région III ) est linéaire, ce qui 
permet d'admettre une perméabilité magnétique relative constante dans cette région ; 
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Figure 86 :  Influence de la saturation dans le matériau ferromagnétique doux utilisé pour la culasse 

rotorique sur les pertes magnétiques dans la partie tournante  [183]. 
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- la perméabilité magnétique relatives des tôles statoriques est supposée infinie à cause de 
l'hypothèse faite sur les structures étudiées [cf. Chap. 2-§  V.3.4.] ; 

- la variation de perméance au niveau de l'induit denté est négligée (on transforme pour 
cela les structures réelles en une structure équivalente sans encoches à l'aide du coefficient 

de Carter classique cK  [cf. Chap. 2-§  V.3.4.]) ; cette hypothèse est la plus contraignante 

dans la mesure où elle conduit à négliger les pertes dues aux fluctuations du champ 
résultant de la variation de réluctance ; 

- le bobinage de l'induit denté est modélisé par une densité linéique de courant ( )z
m sJ , t• Θ  

à la surface du stator équivalent lisse du coté de l'entrefer fictif sous les ouvertures de 
l'encoche [cf. Chap. 2-§  V.3.4.]. 

 

II.2.3.2.2.  Définition générale des pertes magnétiques dans la partie tournante 
Pour calculer les pertes instantanées par courants de Foucault ( )σd _Foucp tpt  dans l'inducteur (ou 

dans la partie tournante), deux méthodes alternatives peuvent être utilisées  [181] : la première à partir de 
la formule classique qui est définie dans l'Annexe I par les relations (I.21) et la seconde à partir du 
théorème de Poynting. Bien que les deux méthodes alternatives donnent des résultats identiques, la 
méthode à l'aide du théorème de Poynting facilite le calcul des pertes magnétiques dans l'inducteur, surtout 
lorsque le modèle analytique est formulé en coordonnées polaires, puisque l'intégration des fonctions de 

Bessel modifiées ( )vp •I  et ( )vp •K  avec des arguments en complexes est souvent problématique. 

Ainsi, en utilisant le théorème de Poynting, les pertes instantanées par courants de Foucault dans la 
partie tournante sont définies par : 
 

( ) ( ) ( )Θ
σ σ σ= Θ ⋅ Θ ⋅∫∫

S

z
d _Fouc r rdp t E r, , t H r, , t dS

pt

pt II ptII , 
(314a) 

 

avec Spt  la surface de la partie tournante et ( )σ Θz
rE r, , tII  et ( )Θ

σ ΘrdH r, , tII  respectivement la composante 

tangentielle du champ magnétique en magnétodynamique et le champ électrique dans la Région II  qui 
sont données par les relations (199) et (203). 
En appliquant les relations (130) correspondantes aux équations constitutives des matériaux en 
magnétodynamique dans la Région II  et en effectuant des changements de variable, la relation (314a) devient : 

 

( ) ( ) ( )
⋅Θ

• Θ
σ σ σ

⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ

µ ⋅ µ ⋅ σ ∫
2 p

Ra0

zstr a a
d _Fouc r r rs d

0 r

k p R L
p t J r, , t B r, , t dpt II II

II II
, (314b) 

 

avec µrII  la perméabilité magnétique relative de la Région II , σII  la conductivité électrique de la 

Région II  et ( )Θ
σ ΘrdB r, , tII  et ( )•

σ Θz
rsJ r, , tII  respectivement la composante tangentielle de l'induction 

magnétique en magnétodynamique et la densité surfacique de courant par courants de Foucault dans la 
Région II  qui sont données par les relations (190) et (205). 

Les pertes moyennes par courants de Foucault localisées dans l'inducteur en chaque point peuvent 
être calculées à l'aide du théorème de Parseval généralisé sous une période électrique 0T 2= π ω . De ce 

fait, on obtient : 
 

( )
π ω

σ σ= ⋅ ⋅∫
02

0

d _Fouc d _Fouc
1

P p t dt
Tpt pt . (315) 
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Les pertes magnétiques instantanées ( )σd _Foucp tIII  et moyennes σd _FoucPIII  dans la culasse 

rotorique (Région III ) sont équivalentes à la relation (314b) et (315) mais en remplaçant, d'une part, 
respectivement le rayon aR  des aimants permanents adjacents à l'entrefer réel et la longueur aL  des 

aimants par le rayon r2R  du rotor adjacent aux aimants permanents et la longueur rotL  de la culasse 

rotorique et, d'autre part, les indices pt  et II  par l'indice III  correspondant à la Région III . En ce qui 

concerne la détermination des pertes instantanées ( )σd _Foucp tII  et moyennes σd _FoucPII  par courants de 

Foucault dans la couronne aimantée (Région II ), il suffit simplement de soustraire les pertes magnétiques 

instantanées ( )σd _Foucp tIII  et moyennes σd _FoucPIII  dans la Région III  des pertes magnétiques 

instantanées ( )σd _Foucp tpt  et moyennes σd _FoucPpt  dans tout l'inducteur. 

 

II.2.3.3.  Pertes moyennes par courants de Foucault dans la partie tournante 
II.2.3.3.1.  Pertes totales dissipées dans le circuit magnétique de l'inducteur 

En substituant les relations (190) et (205) ; correspondantes à la composante tangentielle de 

l'induction magnétique ( )Θ
σ ΘrdB r, , tII  en magnétodynamique et à la densité surfacique de courant 

( )•
σ Θz

rsJ r, , tII  par courants de Foucault [Équations (205)] et de [Équations (190)], dans un référentiel lié à 

l'inducteur, à = ar R  dans la Région II  (la couronne aimantée) ; dans la relation (314b) et (315), on 

aboutit aisément aux pertes totales dissipées dans le circuit magnétique de l'inducteur. Ces pertes 
électromagnétiques sont définies par : 
 

σ σ= ⋅ ω ⋅ ⋅2 2
d _Fouc Fouc 0 dP k B M

ptpt pt pt , (316) 

 

avec Fouck
pt

 le coefficient des pertes moyennes par courants de Foucault dans la partie tournante qui est 

égal au coefficient des pertes moyennes par courants de Foucault dans la Région II  (la couronne 
aimantée) et qui peut être calculé analytiquement en fonction de la longueur aL , de la conductivité 

électrique σII  et de la masse volumique ρ
av  des aimants permanents par la relation suivante : 

 

σ ⋅
= =

⋅ ρ
a

2
a

Fouc Fouc
v

L
k k

24pt II
II , (317) 

 

Mpt  la masse totale de la partie tournante étant définie par : 

 

= +a rotM M Mpt , (318) 
 

et σdBpt  la valeur efficace de l'induction magnétique en magnétodynamique dans la partie tournante qui 

s'exprime par : 
 

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ
σ

σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪′= ℜ ⋅ µ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ u,v

u,v
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,... u,v

e

2
P d _Fouc22

md 0 2
dd

B 4
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pt J
K

K
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. (319) 
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Le paramètre σ
u,v

P d _FoucK pt , fonction harmonique complexe des harmoniques de rang u et v, est défini par : 

 

( ) ( )j f− ⋅
σ

+′β
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

γ µ
str

u,v

vp 2 ks1
P d _Fouc

a r

u v1
2 2 r

vp I pt
II

 pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (320a) 

σ =
u,v

P _FoucK pt  

0 pr + =u v 0 , (320b) 
 

avec f σ
u,v

P d _Foucpt  une fonction harmonique complexe qui s'exprime par : 

 

( ) ( )
C C

f
x

σ σ
σ ⋅ ⋅

⋅µ
= ⋅ ⋅ ⋅

− ⋅ −

u,v u,v

u,v str str
1u,v

2 1F 2Fr
P d _Fouc 2 k 2 k

3 vp
r 1 r 1

II
pt

II II III
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (320c) 

 

où : 

( ) ( )

C σ

⋅
⋅ ⋅

γ
= ⋅

γ ⎡ ⎤ργ⎢ ⎥α ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎢ ⎥γ ρ− −⎢ ⎥⎣ ⎦

u,v

rotstr

str str
a

a
1F
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a 2 k 2 krot v

1

1 1
r

r 1 r 1
II
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(321a) 
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, (321b) 

 

dans laquelle γrot , rapport des longueurs du rotor et du fer statorique, est donné par : 
 

γ =rot rot staL L . (322) 
 

Nous établissons ainsi que les pertes par courants de Foucault dans la partie tournante sont 
proportionnelles au carré des amplitudes des harmoniques spatio-temporels de la densité linéique de courant 

( )z
m sJ , t• Θ  à la surface du stator équivalent lisse du coté de l'entrefer fictif sous les ouvertures de l'encoche 

[Équations (96)]. Les combinaisons des harmoniques de temps u et d'espace v pour lesquels u v 0+ =  sont 

synchrones avec l'inducteur et n'induisent pas de pertes magnétique dans le circuit magnétique de l'inducteur, 
mais contribuent à la génération du couple électromagnétique normal [cf. Chap. 3-§  III.4.2.2.]. Par contre, 
dans le cas contraire, ils produisent des pertes par courants de Foucault dans l'inducteur et contribuent à la 
création d'un couple électromagnétique parasite [cf. Chap. 3-§  III.4.2.3.]. 

Si les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence des courants d'induits, alors les 
pertes totales dissipées σd _FoucPpt  dans le circuit magnétique de l'inducteur sont remplacées par les pertes par 

courants de Foucault σdPpt _Fouc  dans la partie tournante lorsque l'on néglige les conductivités électriques des 

matériaux électromagnétiques. L'expression de σdPpt _Fouc  est définie dans l'Annexe F par la relation (I.22a). 

Notons que les pertes totales dissipées σdPpt _Fouc  dans le circuit magnétique de l'inducteur sont 

proportionnelles au carré de la pulsation électrique du synchronisme ω0 , donc le carré de la vitesse de 

rotation 0N , contrairement aux σd _FoucPpt  qui ne le sont pas à cause de l'existence des courants de 

Foucault dans les domaines conducteurs (i.e., les aimants permanents et le matériau ferromagnétique 
doux utilisé pour la culasse rotorique). En effet, la pulsation ω0  intervient aussi dans l'épaisseur de peau 

liée aux harmoniques de rang u et v, 
u,v

αII III , des domaines conducteurs. 
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II.2.3.3.2.  Pertes moyennes par courants de Foucault dans la culasse rotorique 
D'après le paragraphe  II.2.3.2.2. de ce même chapitre, l'utilisation de la composante tangentielle 

de l'induction magnétique ( )Θ
σ ΘrdB r, , tIII  en magnétodynamique [Équations (190)] et de la densité 

surfacique de courant ( )•
σ Θz

rsJ r, , tIII  par courants de Foucault [Équations (205)], dans un référentiel lié à 

l'inducteur, à = r2r R  dans la Région III  (la culasse rotorique) avec la relation (314b) et (315) permet 

d'aboutir aux pertes moyennes par courants de Foucault σd _FoucPIII  dans la culasse rotorique. Ces pertes 

électromagnétiques sont donc définies par : 
 

σ σ= ⋅ ω ⋅ ⋅2 2
d _Fouc Fouc 0 d rotP k B M

IIIIII III , (323) 

 

avec Fouck
III

 le coefficient des pertes moyennes par courants de Foucault dans la Région III  qui peut être 

calculé analytiquement en fonction de la longueur rotL , de la conductivité électrique σIII  et de la masse 

volumique ρ
rotv  du rotor par la relation suivante : 

 

rot

2
rot

Fouc
v

L
k

24
σ ⋅

=
⋅ ρIII

III , (324) 

 

et σdBIII  la valeur efficace de l'induction magnétique en magnétodynamique dans la Région III  qui 

s'exprime par : 
 

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ
σ

σ

⎧ ⎫
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∑ ∑ u,v

u,v
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,... u,v

e

2
P d _Fouc22

md 0 2
dd

B 4
III

III J
K

K
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. (325) 

 

Le paramètre σ
u,v

P d _FoucK III , fonction harmonique complexe des harmoniques de rang u et v, est défini par : 

 

( ) ( )j f σ
+′β

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
γ µ u,v

vps1
P d _Fouc

rot r

u v1
2 2 r r

vp I II III
II

 pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (326a) 

σ =
u,v

P d _FoucK III  

0 pr + =u v 0 , (326b) 
 

avec f σ
u,v

P d _FoucIII  une fonction harmonique complexe qui s'exprime par : 

 

( )
C

f
x

σ σ
σ ⋅ ⋅

= µ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅

u,v u,v

u,v str
1u,v

1dn 3F
P d _Fouc r 2 k 2 vp

3 vp
r 1 r

III
III II

III III II

K
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (326c) 
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u,v3Fσ =C  

1 1u,vu,v u,v
vp

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠II x h xIII III  si la Région III  est de forme circulaire. 

(327) 
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Si les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence des courants d'induits, 
alors les pertes moyennes par courants de Foucault σd _FoucPIII  dans la Région III  sont remplacées par 

les pertes moyennes par courants de Foucault σdPIII _Fouc  dans la culasse rotorique lorsqu'on néglige les 

conductivités électriques des matériaux électromagnétiques. L'expression de σdPIII _Fouc  est définie dans 

l'Annexe F par la relation (I.26). 
 

II.2.3.3.3.  Pertes moyennes par courants de Foucault dans la couronne aimantée 
D'après le paragraphe  II.2.3.2.2. de ce même chapitre, les pertes moyennes par courants de 

Foucault σd _FoucPII  dans la Région II  (la couronne aimantée) sont définies simplement par : 

 

σ σ σ= −d _Fouc d _Fouc d _FoucP P PII pt III . (328) 
 

Si les champs électrique et magnétique sont découplés même en présence des courants d'induits, alors 
les pertes par courants de Foucault σd _FoucPII  dans la Région II  sont remplacées par les pertes par courants 

de Foucault σdPII _Fouc  dans la couronne aimantée lorsque l'on néglige les conductivités électriques des 

matériaux électromagnétiques. L'expression de σdPII _Fouc  est définie dans l'Annexe F par la relation (I.23). 

 

II.2.3.4.  Discussion de l'évolution des pertes magnétiques dans l'inducteur 
La structure, le type de bobinage, la forme d'onde du courant d'alimentation ( )gi t  appliqué à la 

machine, les propriétés physiques des matériaux magnétiques ainsi que les paramètres géométriques 
principaux considérés pour cette validation sont explicités dans le paragraphe dédié à la validation 
analytique-numérique de l'induction magnétique en magnétodynamique [cf. Chap. 3-§  II.2.3.2.]. De plus, 
en vue d'évaluer la validité des expressions analytiques des pertes moyennes par courants de Foucault 
dans la partie tournante, nous utilisons le logiciel de calcul numérique de champ Flux2D  [8]. Les résultats 
de la simulation avec le calcul analytique seront donc comparés ici à ceux donnés par le calcul 
numérique. Comme dans la chapitre 3, les simulations numériques pour un courant d'alimentation 
rectangulaire n'ont pas été réalisées. Nous dirons donc que la validation numérique avec un courant 
sinusoïdal suffit à valider le modèle analytique. 

La Figure 87 illustre l'évolution transitoire analytique et numérique des pertes instantanées et moyennes 
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Figure 87 :  Évolution des pertes instantanées et moyennes par courants de Foucault dans les différentes 
parties de l'inducteur à une vitesse de rotation, 0N , égale à 10 000 tr/min avec un courant 

d'alimentation : (a) : sinusoïdal et (b) : rectangulaire. 
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par courants de Foucault dans les différentes parties de l'inducteur à une vitesse de rotation, 0N , avec des 

courants d'alimentation sinusoïdaux [cf. Figure 87(a)] et rectangulaires [cf. Figure 87(b)]. Cette figure 
montre clairement que la modélisation analytique donne des résultats très satisfaisants puisque les pertes 
moyennes par courants de Foucault dans les différentes parties de l'inducteur calculées analytiquement et 
numériquement sont en parfaite concordance (environ 2 % d'erreur). Nous constatons un régime transitoire 
semblable à celui que l'on peut observer dans des amortisseurs d'alternateurs. Dans ce cas de figure, les 
pertes moyennes par courants de Foucault σd _FoucPIII  dans la Région III  (la culasse rotorique) sont 

négligeables par rapport à celles dans la Région II  (la couronne aimantée). En effet, ces dernières sont 
400 fois plus élevées pour une alimentation sinusoïdale et environ 10 fois plus élevées pour une 
alimentation rectangulaire. 

La Figure 88 représente les évolutions analytique et numérique des pertes moyennes par courants de 
Foucault, avec et sans l'influence des courants d'induits, en fonction de la vitesse de rotation, 0N , pour des 

courants d'alimentation sinusoïdaux [cf. Figure 88(a)] et rectangulaires [cf. Figure 88(b)]. De plus, nous 
comparons les résultats du modèle numérique avec ceux obtenus en utilisant un calcul numérique par 
éléments finis prenant en compte la structure encochée réelle du stator et en négligeant la saturation des 
matériaux magnétiques. La Figure 88 amène trois remarques. Premièrement, nous observons une bonne 
concordance entre les calculs analytiques (avec l'influence des courants d'induits) et numériques. Cela est 
principalement dû au fait que l'ouverture d'encoche est très faible au niveau de l'entrefer réel. En effet, dans 
ce cas de figure, le coefficient d'arc dentaire de l'ouverture d'encoche, ςoe , est inférieur à 20 %. De plus le 

coefficient d'arc polaire de l'ouverture dentaire est très grand, de l'ordre de 16,7 %. Dans ces conditions, les 
variations de l'induction magnétique dans l'ensemble isthmes-dent dues à l'effet de réluctance sont très 
faibles ; en outre, cela est confirmé par le calcul des pertes magnétiques dans l'inducteur à vide qui sont 
environ le vingtième des pertes magnétiques en charges. Quoi qu'il en soit, cette concordance est 
encourageante, car elle démontre la validité du calcul analytique. Deuxièmement, les pertes magnétiques 
avec l'influence des courants d'induit [Équations (316), (323) et (328)] ne sont pas proportionnelles avec le 
carré de la pulsation électrique du synchronisme ω0 , donc le carré de la vitesse de rotation 0N . En effet, la 

pulsation ω0  intervient aussi dans l'épaisseur de peau liée aux harmoniques de rang u et v, 
u,v

αII III , des 

domaines conducteurs. La troisième remarque est que les pertes moyennes par courants de Foucault, 
lorsque l'on néglige les conductivités électriques dans les matériaux magnétiques (i.e., dans les aimants 
permanents et dans la culasse rotorique), surestiment les pertes magnétiques dans l'inducteur surtout aux 
vitesses élevées et quand les conductivités électriques sont élevées  [99]- [100]. Par exemple, les pertes 
moyennes par courants de Foucault dP σIII _Fouc  dans la culasse rotorique sont 200 fois plus élevées que les 

pertes magnétiques dans la culasse rotorique en prenant en compte les conductivités électriques dans les 
matériaux magnétiques, d _FoucP σIII . On notera que cette remarque est d'autant plus importante lorsqu'on 

passe d'un courant sinusoïdal [cf. Figure 88(a)] à un courant rectangulaire [cf. Figure 88(b)]. 
 

II.2.4.  Pertes magnétiques totales dans les structures étudiées 

Les pertes magnétiques totales ( )Fer aP σ
i T  dans les structures étudiées s'expriment simplement par la 

somme des pertes totales dissipées dans le circuit magnétique de l'induit denté, ( )_Fer aP σind
i T  

[Équation (312)] et de l'inducteur, _Fer d _FoucP Pσ σ=pt pt  [Équation (316)]. 

 

( ) ( )Fer a _Fer a _FerP P Pσ σ σ= +i iT Tind pt . (329) 

 



Chapitre 4. 
 

 

218 
 

 
Notons que les pertes fer totales dans les structures étudiées en ajoutant les phénomènes 3D 

( )
3D aFerP σ

i T  sont définies en remplaçant, dans la relation (329), les pertes fer totales ( )_Fer aP σind
i T  dans le 

circuit magnétique de l'induit denté [Équation (312)] par les pertes fer totales ( )
3D a_FerP σind

i T  dans le 

circuit magnétique de l'induit denté avec les effets d'extrémités [Équation (313)]. 
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Figure 88 :  Évolution des pertes moyennes par courants de Foucault suivant la vitesse de rotation pour un courant 
d'alimentation (a) sinusoïdal ou (b) rectangulaire dans : (i) la partie tournante, (ii) la Région II  (la couronne 

aimantée) et (iii) la Région III  (la culasse rotorique). 
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II.3.  Pertes mécaniques 
II.3.1.  Introduction 
Nous allons considérer uniquement les pertes mécaniques mecP  dues au frottement dans les 

roulements, les autres pertes d'origine aérodynamique et par ventilation seront négligées. Les pertes liées 
aux frottements des joints d'étanchéités sont considérées inexistantes à cause de l'étanchéité qui est 
réalisée sans contact (joints labyrinthe 34). Compte tenu du nombre conséquent de roulements sur le 
marché et de leurs complexités  [188]- [191], nous limiterons l'étude des pertes mécaniques mecP  à des 

roulements de type rotule sur billes 35, alésage cylindrique et conique, lubrifiés avec de la graisse. 
 

II.3.2.  Couple mécanique 
II.3.2.1.  Introduction 

Le roulement est un organe qui assure à lui seul plusieurs fonctions principales : il permet le 
positionnement d'un arbre par rapport à son logement tout en assurant une rotation précise avec le 
minimum de frottements ou d'échauffements, et il transmet des efforts (ou charges) axiaux, radiaux ou 
combinées. Un arbre de machine électrique tournante est souvent maintenu par deux roulements. 
Généralement, quand un arbre est maintenu par deux roulements capables de supporter une charge 
axiale, l'un des deux roulements est monté libre axialement  [189]. La Figure 89 représente une coupe 

transversale d'un roulement à rotule sur billes et l'effort radial rF  et/ou axial aF  sur un roulement. 

Les frottements dans les roulements dépendent de nombreux facteurs, tels que : 

- l'alignement ; 

- le type de géométrie interne du roulement ; 

- l'état de surface des chemins de roulement ; 

- la charge auxquelle les roulements sont soumis ; 

- le type de lubrification (graisse, barbotage ou injection d'huile) ; 

- les caractéristiques du lubrifiant (viscosité) ; 

- la nature des étanchéités (avec ou sans contact) ; 

- et l'équilibre thermique du montage (viscosité du lubrifiant et coefficient de frottement) ; 

qui prennent une importance d'autant plus grande que la vitesse de rotation (ou de fonctionnement) 0N  

                                              
34  Les joints labyrinthe préviennent les entrées de poussières abrasives, sable et humidité ce qui les rendent très 
utiles pour des environnements hostiles. 
35  Ce type de roulements est excellent pour les vitesses élevées, les faibles frottements, la compensation des 
déversements en fonctionnement et la compensation des erreurs d'alignements. 
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Figure 89 :  Roulement à rotule sur billes. (a) Coupe transversale d'un roulement et (b) Roulement soumis 
à des charges combinées (radiale et axiale). 
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est élevée. Le couple mécanique mecC , et par conséquent les pertes mécaniques mecP , dû au frottement 

dans les roulements, bien que miniment, existent et proviennent d'origines très diverses : 

- des contacts corps roulants-chemin de roulement, corps roulants-cage et cage-bagues ; 

- du barattage (agitation) du lubrifiant ; 

- et des joints intégrés aux roulements. 

L'évaluation de ces pertes par frottement dans les roulements a fait et fait encore l'objet de 
nombreuses études. Elles peuvent être déterminées, de deux manières différentes, par l'utilisation : 

- de formules simples qui supposent que les roulements fonctionnent sous une charge 

purement radiale rF   [130] ; 

- et de formules détaillées établies à partir des résultats expérimentaux suivant le type de 
roulement sous une charge quelconque (une composante purement radiale rF , axiale aF  

ou une charge combinée)  [188] et  [191] ; 

C'est ces dernières formules qui sont utilisées dans ce mémoire. Mais néanmoins, leur application reste 
délicate, car leur validité dépend beaucoup de la connaissance précise des conditions de fonctionnement 
du roulement. Cette démarche est encore du domaine de la recherche et est employée lorsque les 
roulements sont sollicités sous des conditions très sévères, par exemple en grande vitesse. 
 

II.3.2.2.  Expression du couple de frottement total d'un roulement 
II.3.2.2.1.  Calcul simplifié 

Dans de bonnes conditions de fonctionnement, vitesse de rotation modérée, charge relativement 
faible, lubrification convenable, le couple de frottement total 

rfC  d'un roulement peut s'exprimer d'une 

façon relativement simple par la relation suivante  [130] : 
 

r rf fr moy rC R F= α ⋅ ⋅  Formule simplifiée, (330) 
 

avec frα  le coefficient de friction variant selon le type de roulement qui est égal à 0,001 pour les 

roulements à rotules sur billes et 
rmoyR  le rayon moyen (ou primitif) d'un roulement qui s'exprime en 

fonction du rayon de la bague extérieure, 
ext.bR , et de la bague intérieure, 

int .bR , par [cf. Figure 89] : 

 

( )ext. int .

r

b b
moy

R R
R

2

−
= . (331) 

 

II.3.2.2.2.  Calcul détaillé 
Lorsque tous les paramètres de fonctionnement sont connus, le couple de frottement total 

rfC  d'un 

roulement [Équation (330)] peut être calculé plus précisément. En effet, les équations suivantes donnent 
une meilleure approximation de ce couple, surtout lorsque les conditions de fonctionnement différent des 
conditions précédentes. Le couple de frottement total 

rfC  d'un roulement dépend maintenant de la 

température de fonctionnement du roulement rT  et doit être calculé en additionnant le couple de 

frottement intrinsèque ( )
rf0 rC T  (i.e., le couple résistant à vide) dépendant du lubrifiant à la température 

rT  et le couple de frottement dû à la charge 
rf1C  : 

 

( ) ( )
r r rf r f0 r f1C C C= +T T  Formule détaillée (Théorie SKF). (332) 



II.  Modélisation analytique des différentes pertes dans les structures étudiées. 
 

 

221 
-  

Le couple de frottement intrinsèque ( )
rf0 rC T  à la température rT , dominant dans les roulements 

faiblement chargés tournant à grande vitesse, est influencé par les pertes hydrodynamiques dans le 
lubrifiant. On le calcule ainsi : 
 

( )
r

2 36 3
0 r 0 moy8 10 N R′⎡ ⎤⋅ ⋅ α ⋅ ν ⋅ ⋅⎣ ⎦T  pr ( )r 0N 0,002′ν ⋅ ≥T , (333a) 

  ( )
rf0 rC =T  

r
5 3

0 moy1,28 10 R⋅ ⋅ α ⋅  pr ( )r 0N 0,002′ν ⋅ <T , (333b) 

 

avec 0α  le coefficient lié au type de roulement et à la lubrification qui est égal à 2 pour les roulements à 

rotules sur billes lubrifiés à la graisse  [188] et  [191] ; et ( )r′ν T  la viscosité cinématique du lubrifiant à la 

température de fonctionnement du roulement rT  qui est défini, en appliquant une méthode d'interpolation 

numérique [cf. Annexe A], par 36 : 
 

( )
3

2

k
r

1 4

k
r k e k

′ν
′ν ⋅

′ ′ν ν′ν = ⋅ +
TT , (334a) 

 

où 
j

k ′ν  les coefficients d'interpolation qui rendent l'erreur d'interpolation intε  minimale [Équation (A.2)] par 

rapport aux valeurs numériques données par la société SKF  [188]. Ces coefficients pour une graisse 
LGLT 2 ont les valeurs suivantes : 
 

1

2

3

4

k 73,167
k 0,105
k 0,732

0,879k

′ν

′ν

′ν

′ν

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. (334b) 

 

La Figure 90 représente l'évolution de la viscosité cinématique ( )r′ν T  en fonction de la température de 

fonctionnement du roulement rT . On notera que cette viscosité varie fortement selon la température qui 

sera atteinte dans le roulement. La plupart du temps les roulements opèrent à des températures comprises 
entre 20 °C et 70 °C  [191]. 

                                              
36  La démarche pour déterminer l'expression analytique de la viscosité cinématique du lubrifiant est analogue à celle 
de l'expression analytique de l'épaisseur maximale normalisée d'aimant permanent [cf. Annexe G] ou du coefficient 
tridimensionnel [cf. Annexe H]. 
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Figure 90 :  Évolution de la viscosité cinématique en fonction de la température 

de fonctionnement du roulement rT . 
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Le couple de frottement dû à la charge, 
rf1C , provient des déformations élastiques et des 

glissements occasionnels des contacts. Il prédomine dans les roulements très chargés tournant lentement. 
On le calcule ainsi : 
 

r r
a b

f1 1 moy 1C R P= α ⋅ ⋅ , (335) 

 

avec a et b les exposants liés au type de roulement qui sont égaux à 1 pour les roulements à rotules sur 
billes, 1α  le coefficient lié à la charge et au type de roulement, et 1P  la charge déterminant le couple de 

frottement 
rf1C . Ces deux derniers paramètres sont définis pour les roulements à rotule sur billes par : 

 

0,4
a

1
0

1
0,0003 2

s

⎛ ⎞
α = ⋅ ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (336) 

  

⋅ ⋅ − ⋅2 a r1,4 Y F 0,1 F  si >1 rP F , (337a) 
=1P  

rF  si <1 rP F , (337b) 
 

où 2Y  représente le facteur de charge axiale qui est lié au type de roulement et 0s  le coefficient de 

sécurité statique qui donne une indication sur la qualité de fonctionnement du roulement que l'on veut 
atteindre en ce qui concerne le bruit, les vibrations, les chocs et le frottement : 
 

0
0

0

C
s

P
= . (338) 

 

Le Tableau 16 donne les valeurs minimales recommandées selon les conditions de fonctionnement pour 
ce coefficient de sécurité 0s . Les paramètres 0C  et 0P , intervenant dans la relation (338), représentent 

respectivement la charge statique nominale 37 lié au type de roulement et la charge statique équivalente 
qui s'exprime par : 
 

0 r 0 aP F Y F= + ⋅ , (339) 
 

avec 0Y  le facteur de charge axiale qui est lié au type de roulement. 
 

II.3.2.3.  Expression du couple mécanique dû au frottement dans les roulements 
En utilisant l'expression du couple de frottement d'un roulement [Équation (332)], le couple mécanique 

mecC  dû aux frottements dans les roulements à la température de fonctionnement des roulements rT  est 

                                              
37  La charge radiale maximale admissible pour chaque roulement telle que la contrainte qui en résulte dans le 
roulement immobile puisse être tolérée dans la majorité des applications sans que sa durée de vie et sa rotation en 
soient altérées  [189]. 

 

Tableau 16 :  Indication sur la qualité de fonctionnement d'un roulement. 

CONDITIONS DE FONCTIONNEMENT 
VALEURS MINIMALES RECOMMANDÉES 

POUR LE COEFFICIENT DE SÉCURITÉ 

Grandes exigences de douceur de mouvement, de silence de fonctionnement, 
de précision de rotation. 

4 

Fonctionnement avec des chocs prononcés. 3 
Applications courantes. 1,5 
Sans exigences particulières. 0,8 
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donné par la relation (340) dans laquelle rN  représente le nombre de roulements sur l'arbre. 
 

( ) ( )
rmec r r f rC N C= ⋅T T . (340) 

 

La Figure 91(a) représente le couple mécanique ( )mec rC T  en utilisant la formule simplifiée [Équation (330)] 

et la formule détaillée (Théorie SKF) [Équation (332)] suivant la vitesse de rotation 0N  et la température 

d'équilibre des roulements rT . Les valeurs du rayon primitif 
rmoyR  d'un roulement [Équation (331)] et des 

composantes radiale, rF , et axiale, aF , de la charge sont données dans les tableaux caractéristiques définis 

dans l'Annexe J. On notera que le couple mécanique ( )mec rC T  provenant de la formule détaillée (Théorie 

SKF) varie fortement avec la température d'équilibre qui sera atteinte dans les roulements, contrairement au 
couple provenant de la formule simplifiée. La Figure 91(b) permet de mettre en évidence l'erreur Cmecε  du 

couple mécanique ( )mec rC T  de la formule détaillée par rapport à celui de la formule simplifiée. Pour une 

température standard de 40 °C, correspondante au régime de température établi, et une vitesse de rotation 

0N  de 10 000 tr/min, on obtient une erreur de 58,1 %. 
 

II.3.3.  La puissance totale dissipée par le frottement des roulements sur l'arbre 
Les pertes mécaniques mecP  à la température de fonctionnement des roulements rT , localisées dans 

les pièces en mouvement soumises à des frottements, s'expriment en fonction de la vitesse angulaire de 
synchronisme 0Ω  par : 

 

( ) ( )mec r mec r 0P C= ⋅ ΩT T . (341) 
 

III.  Bilan électromécanique et calcul du rendement des structures étudiées 
III.1.  Introduction 

L'objectif de ce paragraphe est de dresser un bilan énergétique des deux topologies de machines 
synchrones à aimants permanents montés en surface, à savoir à inducteur intérieur ou extérieur. La 
connaissance des diverses pertes dans les différents organes des structures étudiées permet d'estimer les 
puissances mises en jeu et d'aboutir ainsi au rendement. 
 

1000
2000

3000
4000

5000
6000

7000
8000

9000
10

30

40

50

60

0
0,5

1
1,5

2
2,5

3,5

4,5

3

4

5

0
2 000

4 000
6 000

8 000
10 000

20
30

40
50

60
70

[ ]0N tr min
[ ]r C°T

Formule détaillée
(Théorie SKF)

Formule simplifiée

C
m

ec
[N

  m
m

]
.

 
1000

2000
3000

4000
5000

6000
7000

8000
9000

10

30

40

50

60

0
2 000

4 000
6 000

8 000
10 000

20
30

40
50

60

[ ]0N tr min
[ ]r C°T

10

20

30

70

70

40

50

60

C
m

ec
ε

[%
]

 
(a) (b) 

Figure 91 :  (a) Évolution et (b) comparaison du couple mécanique ( )mec rC T  selon la formule simplifiée et la 

formule détaillée en fonction de la température d'équilibre des roulements rT  et de la vitesse de rotation 0N . 
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III.2.  Bilan global des pertes 
En négligeant les pertes supplémentaires, qui représentent les pertes que l'on ne sait pas calculer par 

des formulations analytiques du fait de la complexité des phénomènes physiques, les pertes moyennes 
totales analytiques s'expriment donc en effectuant la somme des différentes pertes calculées précédemment : 
 

( ) ( ) ( ) ( )Tot cu a r J cu Fer a mec rP , , P P Pσ σ= + +i iT T T T T T  avec ( ) ( )Fer a _Fer a _FerP P Pσ σ σ= +ind pt
i iT T . (342) 

 
Notons que les pertes moyennes totales en prenant en compte le débordement des aimants permanents 

( )
3D

cu a rTotP , ,σ
i T T T  sont définies en remplaçant les pertes magnétiques totales ( )Fer aP σ

i T  [Équation (329)] 

par les pertes fer totales avec les effets d'extrémités ( )
3D

aFerP σ
i T  dans la relation (342). 

En négligeant les phénomènes 3D, la Figure 92 dresse un bilan global des pertes dans les 
machines électriques tournantes en précisant la nature et la localisation de chaque perte. Parallèlement à 
tous les phénomènes que nous avons abordés [cf. Chap. 4-§  II.], des pertes supplémentaires apparaissent 
dans le fer et dans le cuivre des machines électriques. Certaines pertes supplémentaires prennent 
naissance dès la marche à vide, d'autres seulement lors de la marche en charge  [89],  [129]- [130]. 
 

III.3.  Schéma électrique équivalent et bilan global des puissances 
III.3.1.  Modélisation électrique des structures étudiées 
La possibilité de dimensionner une machine en tenant compte directement du type et de la forme 

d'onde de son alimentation (tension ou courant de forme donnée [cf. Annexe C]) est très intéressante, car 
ces données constituent une part importante des spécifications du cahier des charges. Pour cela, il faut 
pouvoir relier les grandeurs électriques aux dimensions et caractéristiques des structures étudiées. 

À partir des différentes approches analytiques, le fonctionnement des structures étudiées peut être 
représenté sous la forme d'un schéma électrique équivalent dans lequel apparaît l'ensemble des éléments 
dissipatifs lors de la détermination des pertes. Le schéma électrique équivalent d'une phase quelconque 
est illustré sur la Figure 93. 

Considérons ainsi l'enroulement numéro g d'une machine électrique tournante. Sachant que sa 

résistance effective à fréquence élevée 38 est ( )g cuR T  et la tension d'alimentation entre des bornes ( )gv t , 

son comportement électriques est alors écrit à tout instant par l'équation : 
 

( ) ( ) ( )
( )

g a
g g cu g

d , t
v t R i t

dt

σφ
= ⋅ +

T
T

i

, (343) 

 

où ( )
g a, tσφi T  est le flux magnétique totalisé traversant la phase numéro g et ( )gi t  le courant 

d'alimentation qui la parcourt [Équations (C.23)]. En négligeant les flux de fuites, le flux magnétique 
totalisé traversant la phase numéro g [Équations (211)] calculé précédemment et se compose des 
contributions des aimants permanents [Équations (212)] et des courants du bobinage de l'induit 
[Équations (221)]. 
En substituant les relations (211) dans la relation (343) et en utilisant l'inductance cyclique cL σ g

 d'une 

phase quelconque [Équation (I.20b)], lorsqu'on néglige les conductivités électriques dans les matériaux 
 

                                              
38  Cette résistance est égale à la résistance d'une phase à fréquence nulle, ( )0g cuR T , lorsque l'épaisseur de peau du 

cuivre 
ucuα  est plus grande que le diamètre du conducteur condD . 
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_FerP σpt

d _FoucP σIIPertes magnétiques
dans
l’inducteur d _FoucP σIII

( )0J cuP T

( )sJ cuP T
Pertes Joules

( )_Hyst aP σcs
i T

( )_Fouc aP σcs
i T

( )_Fouc aP σis&d
i T

Pertes magnétiques
dans
l’induit denté

Pertes mécaniques
par frottement dans les roulements

u u 0P C= ⋅ Ω

( )J cuP T

( )_Hyst aP σis&d
i T

( )_Hyst aP σind
i T

( )mec rP T

aP

( )em0 aP σ
i T( )Fer aP σ

i T

( )_Fer aP σind
i T

( )_Fouc aP σind
i T

 
Récapitulatif des différentes pertes et puissances des structures étudiées 

 Puissance totale absorbée par les structures étudiées, aP  ; 

 Pertes totales par effet Joule dans le bobinage de l’induit à fréquence élevée, ( )J cuP T  : 

- Pertes normales en basse fréquence, ( )0J cuP T  ; 

- Pertes supplémentaires à fréquence élevée, ( )sJ cuP T  ; 

 Pertes magnétiques totales dans l’induit denté et l’inducteur, ( )Fer aP σ Ti  : 

- Pertes fer totales dans le circuit magnétique de l'induit denté, ( )_Fer aP σind
i T  : 

Pertes moyennes par courants de Foucault, ( )_Fouc aP σind
i T  : 

a/ Pertes moyennes par courants de Foucault dans l'ensemble isthmes-dent, ( )_Fouc aP σis&d
i T  ; 

b/ Pertes moyennes par courants de Foucault dans la culasse statorique, ( )_Fouc aP σcs
i T  ; 

Pertes moyennes par hystérésis, ( )_Hyst aP σind
i T  : 

a/ Pertes moyennes par hystérésis dans l'ensemble isthmes-dent, ( )_Hyst aP σis&d
i T  ; 

b/ Pertes moyennes par hystérésis dans la culasse statorique, ( )_Hyst aP σcs
i T  ; 

- Pertes fer totales dans le circuit magnétique de l'inducteur, _Fer d _FoucP Pσ σ=pt pt  : 

Pertes moyennes par courants de Foucault dans la Région II  (la couronne aimantée), d _FoucP σII  ; 

Pertes moyennes par courants de Foucault dans la Région III  (la culasse rotorique), d _FoucP σIII  ; 

 Puissance moyenne électromagnétique des structures étudiées, ( ) ( )em0 a em0s aP Pσ ≅i iT T  ; 

 Pertes mécaniques par frottement dans les roulements, ( )mec rP T  ; 

 Puissance utile des structures étudiées, uP . 

Figure 92 :  Bilan global des pertes dans les structures étudiées. 
 

( )Fer aR T

cL σ g( )g cuR T

( )
ge aF , tTi( )gv t

( )gi t

( )
gFer ai , tT( )

gemi t

 

À ce niveau d'étude nous introduisons deux nouvelles variables 

( )
gemi t  et ( )

gFer ai , tT . Lors de son fonctionnement à vide, le 

moteur absorbe un faible courant, ( ) ( )
gg emi t i t≈ , dans le but de 

compenser les pertes magnétiques dans l'induit denté. Ce courant 

( )
gFer ai , tT  est défini par : ( ) ( ) ( )

g g
Fer a _Fer a aei , t P F , tσ=T T Tind

i i . 

Figure 93 :  Schéma électrique équivalent d'une phase quelconque. 
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magnétiques, l'équation électrique d'un enroulement numéro g peut se mettre sous la forme : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
gg g cu g a cev t R i t F , t L σ= ⋅ + +T Ti ( )

g

gdi t

dt
⋅ . (344) 

 

En régime alternatif équilibré de pulsation électrique 0ω , on peut poser : 

 

( )
( )j 0 p

u 1
u 1, 5, 7,...

e

1 2
up t g

p
g ui t 2 e

+∞

=
=

⎡ ⎤
⋅ ⋅ ⋅ ω ⋅ −ϕ − ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ I m  up∀  [Équations (C.23)], (345a) 

( ) ( )
( )j 0 p

vg
v 1, 3...

e

1 2
vp t g

p
a e aeF , t e

+∞

=

⎡ ⎤
⋅ ⋅ ⋅ ω ⋅ −δ − ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑i i mT TF  vp∀  avec vp up=  [Équations (263)], (345b) 

( )
j 0 p

u 1
u 1, 5, 7,...

e

1 2
up t g

p
g uv t 2 e

+∞

=
=

⎛ ⎞
⋅ ⋅ ⋅ω ⋅ − ⋅ ⋅Θ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ V m  up∀ , (345c) 

 

avec 
uvu V 2= ⋅ ⋅V K  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u de la tension d'alimentation dans 

laquelle V représente la valeur efficace de la tension d'alimentation et 
uvK  le coefficient de forme d'onde 

de la tension d'alimentation. En substituant les relations précédentes dans la relation (344), on obtient : 
 

( ) ( )j j j
u

u u
g cu e a 0u u c2 e 2 R e 2 u L⋅ ⋅ϕ ⋅ ⋅ψ

σ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ω ⋅V I FT Ti
g u⋅I  u∀  avec u 1, 5, 7,...= . (346a) 

 

Ainsi, le fonctionnement électrique des structures étudiées pour les harmoniques de rang u est donc 
complètement défini en régime permanent mécanique par la relation complexe ci-dessus. Cette relation 
permet de construire le "diagramme vectoriel harmonique" qui est représenté sur la Figure 94. Dans le cas 
sinusoïdal par exemple, il ne subsiste que le fondamental (i.e., u 1= ), ce qui permet de retrouver les 
relations classiques souvent utilisées dans l'étude des machines électriques tournantes à forme d'onde 
sinusoïdale  [118] : 
 

( ) ( )j j ja g cu 0u cV e E e R L⋅ϕ ⋅ψ
σ⋅ = + ⋅ + + ⋅ ω ⋅i T T

g
I⎡ ⎤ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
. (346b) 

 
 

Axe-d

Axe-q

u2 ⋅Iu ⋅ ψ

( )
ue aF i T

( ) ug cu2 R⋅ ⋅T I

j 0 c2 u L σ⋅ ⋅ ω ⋅
g

u⋅I

u2 ⋅V

u ⋅ϕ

0

u ⋅ δ

 

Désignation des différents angles : 

ϕ  : le déphasage harmonique du courant d'alimentation par 

rapport à la tension d'alimentation ; 
ψ  : le déphasage harmonique du courant d'alimentation par 

rapport à la f.e.m. ; 
δ  : l'angle de charge (ou l'angle interne) entre la f.e.m. et la 
tension d'alimentation. 
 
 

Figure 94 :  "Diagramme vectoriel harmonique" des structures étudiées pour l'harmonique de rang u. 
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En remplaçant les amplitudes complexes de uI , de ( )
ue aF i T  et de uV  par leurs expressions analytiques 

dans la relation (346a), on trouve, après décomposition en parties réelle et imaginaire : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
u uv a g cu iu2 V cos u E cos u 2 R I⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϕ = ⋅ ⋅ ψ + ⋅ ⋅ ⋅K T T Ki  (347a) 

( ) ( ) ( ) j
uv a 0u c2 V sin u E sin u 2 u L σ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϕ = ⋅ ⋅ ψ + ⋅ ⋅ ω ⋅K Ti

ug iI⋅ ⋅K  
u∀  avec u 1, 5, 7,...= , 

(347b) 

 

dont la valeur efficace de la tension d'alimentation vérifie l'équation suivante : 
 

( ) ( ) j

u

e
a 0u c

v

E sin u 2 u L1
V

2

σ⋅ ⋅ ψ + ⋅ ⋅ ω ⋅
= ℜ ⋅

⋅

T

K

i

( ) ( ) ( )

ug

u 1
u 1, 5, 7,... u

2

i

2
a g cu iu

I

... E cos u 2 R I

+∞

=
=

⎧ ⎫
⎡ ⎤⎪ ⎪⋅ ⋅⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎨ ⎬

⎪ ⎪⎡ ⎤+ ⋅ ⋅ ψ + ⋅ ⋅ ⋅⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑
K

T T Ki
 u∀ . (348) 

 

Notons que l'on peut retrouver ce résultat en exploitant directement le "diagramme vectoriel 
harmonique" de la Figure 94. Le système d'équations, défini par les relations (347), décrit le 
fonctionnement électrique des structures étudiées pour les harmoniques de rang u. Ainsi, lorsque 
l'alimentation de l'équipement n'est pas sinusoïdale (alimentation par onduleur notamment), l'étude peut 
être menée en appliquant le principe de superposition aux différentes harmoniques. La connaissance de 

l'une des grandeurs I, ( )auEi T  ou V permet de déterminer les deux autres en fonction des caractéristiques 

des structures et des phases à l'origine. Au cours du dimensionnement d'une machine électrique 
tournante, on peut imposer son type d'alimentation, en tension ou en courant par exemple, et la 
dimensionner en conséquence. 

Notons que la valeur efficace de la tension d'alimentation, en prenant en compte le débordement 
des aimants permanents 3DV , est définie en remplaçant la valeur efficace complexe des harmoniques de 

rang v de la f.e.m. ( )auEi T  [Équation (263c)] par celle avec les effets d'extrémités ( )3D au
Ei T . 

 

III.3.2.  Bilan globale des puissances 
III.3.2.1.  Puissance moyenne absorbée 

La puissance instantanée absorbée ( )ap t  par les structures étudiées s'exprime classiquement par : 

 

( ) ( ) ( )
1

g 0
a g gp t v t i t

−

=

= ⋅∑
m

. (349) 

 

La puissance moyenne absorbée peut être calculée à l'aide du théorème de Parseval généralisé sur une 
période électrique 0T 2= π ω . En utilisant l'évolution instantanée de l'intensité du courant et de la tension 

dans une phase numéro g, la puissance moyenne absorbée pour une connexion en étoile est donnée par : 
 

1a a aP P= ⋅K , (350a) 

 

avec 
1aP  la puissance moyenne absorbée due au fondamental : 

 

( ) ( )
1 1

2
a iP 2 V I cos= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϕK m , (350b) 
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et aK  le coefficient dû aux harmoniques temporels : 
 

( )
( )

u

u 1 1
u 1, 5, 7,...

2
i

a
i

cos u

cos

+∞

=
=

⎛ ⎞ ⋅ ϕ
⎜ ⎟= ⋅
⎜ ⎟ ϕ⎝ ⎠

∑
K

K
K

. (350c) 

 

En utilisant le schéma électrique équivalent d'une phase quelconque [cf. Figure 93], la puissance 
moyenne absorbée par les structures étudiées est aussi donnée par la relation suivante : 
 

( ) ( ) ( )a J cu _Fer a em0 aP P P Pσ σ= + +T T Tind
i i . (351) 

 

III.3.2.2.  Puissance moyenne électromagnétique 
En négligeant les courants de Foucault et en supposant que ( ) ( )

gem gi t i t≈ , la puissance 

instantanée électromagnétique ( )em ap , tσ
i T  est équivalente à la puissance instantanée électromagnétique 

en magnétostatique ( )ems ap , ti T  et vérifie la relation suivante : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
1

g
g 0

em a ems a a gep , t p , t F , t i t
−

=
σ ≅ = ⋅∑i i i

m

T T T . (352) 

 

Tous calculs faits, en substituant les expressions de la f.e.m. [Équations (263)] et l'évolution instantanée de 
l'intensité du courant [Équations (C.23)] dans la phase numéro g à l'instant t, on peut obtenir les relations 

décrivant les deux composantes principales de la puissance électromagnétique instantanée ( )ems ap , ti T  en 

magnétostatique ; à savoir la composante continue ( )em0s aPi T  qui représente la puissance 

électromagnétique moyenne [Équation (353b)] et la composante alternative ( )ems aP , t∆ i T  qui correspond 

aux ondulations de la puissance électromagnétique [Équation (353c)] en magnétostatique. Il vient alors : 
 

( ) ( ) ( )ems a em0s a ems aP , t P P , t= + ∆i i iT T T  u v∀ + , (353a) 

( ) ( ) ( )
u,v,0

u , v 1, 3...
u 1, 5, 7,...

eem0s a em0 a em0s aP P
+∞ +∞

=−∞ =
=

σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

≅ = ℜ ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑i i iT T TP  pr u v 0+ = , (353b) 

( ) ( ) ( ) ( )j 0
u,v,s

u , v 1, 3...
u 1, 5, 7,...

e
u v t

ems a em0s aP , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ + ⋅ ω ⋅ −ϕ
⎧ ⎫
⎪ ⎪

∆ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑i iT TP  pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (353c) 

 

avec ( )
u,v,sem0s aP i T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v, u v∀ + , à la température de 

fonctionnement aT  de la composante continue ( )em0s aPi T  et alternative ( )ems aP , t∆ i T  qui s'exprime par : 
 

( ) ( )
u,v,s u,v,sem0s a em0s a s= ⋅ ΩP Ci iT T  u v∀ + , (353d) 

 

où ( )
u,v,sem0s aC i T  représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v, u v∀ + , à la 

température de fonctionnement aT  de la composante continue ( )em0s aCi T  et alternative ( )ems aC , t∆ i T  qui 

est définie par la relation (256d). 
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Notons que le coefficient harmonique ( )
u,v,sCems aK Ti  du couple électromagnétique normal ( )ems aC , ti T  à 

la température de fonctionnement aT  défini par la relation (257) s'exprime aussi à l'aide du coefficient 

harmonique ( )
vFe aK Ti  de la f.e.m. [Équation (264)] par la relation suivante : 

 

( ) ( ) ( )
uu,v,s vCem a i Fe a2 cos v= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ψK T m K K Ti i  u v∀ + . (354) 

 

La puissance électromagnétique ( )ems aP , ti T , en prenant en compte les phénomènes 3D (les effets 

d'extrémités), s'exprime simplement par la relation suivante : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ems a 3D em0s a ems a 3D em0 a em aP , t P P , t P P , tσ σ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ + ∆ ≅ ⋅ + ∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦

i i i i iT K T T K T T  u v∀ + . (355) 

 

En utilisant le Figure 92, le bilan global des pertes dans les structures étudiées, la puissance 

moyenne électromagnétique ( )em0 aP σ Ti  des structures étudiées est aussi donnée par la relation suivante : 
 

( ) ( )em0 a u _Fer mec rP P P Pσ σ= + +i T Tpt , (356a) 

u u 0P C= ⋅ Ω , (356b) 
 
avec uC  le couple utile (ou mécanique) développé sur l'arbre. 
 

III.4.  Rendement 
Le rendement moyen d'une machine électrique tournante correspond au rapport de la puissance 

qu’elle fournit uP  sur la puissance qu’elle absorbe : 
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
em0 a _Fer mec ru

mot a cu r
a em0 a J cu _Fer a

P P PP
, ,

P P P P

σ σ

σ σ

− −
η = =

+ +

T T
T T T

T T T

i

i i
pt

ind
. (357) 

 
Notons que le rendement moyen d'une machine électrique tournante en prenant en compte le 

débordement des aimants permanents ( )
3Dmot a cu r, ,η T T T  sont définies en remplaçant la puissance 

moyenne électromagnétique ( )em0 aP σ
i T  et les pertes fer totales ( )_Fer aP σind

i T  dans l'induit denté par la 

puissance moyenne électromagnétique ( )
3D

aem0P σ
i T  [Équation (355)] et les pertes fer totales 

( )
3D

a_FerP σind
i T  [Équation (311)] dans l'induit denté avec les effets d'extrémités.  

 

IV.  Conclusion 
La Figure 95, correspondant au schéma structurel des grandeurs électromécaniques pour les MSAPs 

sans pièces polaires à inducteur intérieur ou extérieur, permet de conclure sur le travail de recherche 
effectué dans ce quatrième chapitre. Ce schéma structurel permet de clarifier les dernières étapes de la 
mise en œuvre du modèle analytique pour les machines électriques tournantes rapides. 

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons dressé un bilan des pertes harmoniques 
localisées dans les différents organes des structures étudiées : 

- les pertes normale (à fréquence basse) et supplémentaire (à fréquence élevée) dans le 
circuit électrique pour un courant d'alimentation quelconque (sinusoïdal ou rectangulaire) 
[cf. Chap. 4-§  II.1.] ; 
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- les pertes magnétiques dans l'induit denté (par courants de Foucault et par hystérésis) 
induites par la variation de l'induction magnétique totale [cf. Chap. 4-§  II.2.2.]. Ces pertes 
harmoniques ont été clarifiées dans les différentes parties de l'induit denté selon deux 
types d'aimantation : radiale et parallèle. Les expressions déterminées sont générales 
contrairement à celles données dans  [3],  [5],  [32] et  [46] ; 
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Figure 95 :  Schéma structurel correspondant aux grandeurs électromécaniques dans les machines synchrones à 

aimants permanents (MSAPs) montés en surface à inducteur intérieur ou extérieur. 
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- les pertes magnétiques dans l'inducteur (par courants de Foucault) induites par la 
variation de l'induction magnétique en magnétodynamique pour un courant 
d'alimentation quelconque (sinusoïdal ou rectangulaire) [cf. Chap. 4-§  II.2.3.]. Ces pertes 
parasites dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique résultent des 
harmoniques spatio-temporels de la répartition des courants de l'induit. Les pertes par 
courants de Foucault en négligeant les conductivités électriques dans les aimants 
permanents et dans la culasse rotorique, développées dans l'Annexe I, ont été comparées 
à celles dont l'influence des courants de Foucault n'est pas négligée. Cette comparaison 
nous conduit à dire que les pertes par courants de Foucault sont surestimées lorsqu'on ne 
prend pas en compte l'influence des courants d'induits [cf. Chap. 4-§  II.2.3.4.]. Cela est 
d'autant plus remarquable lorsque les machines électriques tournantes fonctionnent à 
grande vitesse avec un courant d'alimentation rectangulaire (créneaux de 120 °) ; 

- les pertes mécaniques dues au frottement dans les roulements de type rotule sur billes, 
alésage cylindrique et conique, lubrifié avec de la graisse [cf. Chap. 4-§  II.3.]. Ces pertes 
sont déterminées à partir de deux démarches analytiques. La première dite simplifiée qui 
suppose que les roulements fonctionnement sous une charge purement radiale et la 
deuxième dite détaillée (Théorie SKF) qui est établie à partir des résultats expérimentaux 
suivant le lubrifiant utilisé et le type de roulement sous une charge quelconque. La 
comparaison entre les deux démarches analytiques nous conduit à dire que les pertes 
mécaniques sont sous-estimées lorsqu'on utilise les formules simplifiées (par exemple, 
58,1 % d'erreur à 0N 10 000 tr min.=  et à r 40 C= °T ). Cela est d'autant plus 

remarquable lorsque les machines électriques tournantes fonctionnent à grande vitesse. 

Nous avons aussi précisé que les expressions analytiques des pertes magnétiques totales conduisent à une 
sous-estimation de ces dernières du fait des hypothèses simplificatrices trop éloignées de la réalité physique. 
La plus pertinente des hypothèses est celle qui consiste à négliger les effets de saillance dus à l'induit denté. 
La connaissance des mécanismes d'aimantation ou des processus de fabrication des matériaux 
ferromagnétiques serait aussi nécessaire afin d'estimer les pertes de manière précise. Nous avons choisi de 
ne pas avoir recours à des coefficients de majoration expérimentaux ou empiriques afin de conserver le 
caractère analytique du modèle et ainsi être capable d'évaluer, du moins qualitativement, l'impact de la 
modification des paramètres des structures étudiées (géométrie et matériaux) au cours de l'optimisation. 

Dans une seconde partie, à partir d’un bilan de puissances généralisé à tout le système, nous avons 
établi un schéma électrique équivalent et un "diagramme vectoriel harmonique" des structures étudiées qui 
nous a permis, par un jeu d’équations analytiques, de calculer toutes les grandeurs électromécaniques 
(les puissances, le rendement,…). 

Nous disposons à présent d’un modèle analytique magnétique et électromécanique. En effet, toutes 
ces grandeurs électromécaniques forment une partie importante du modèle analytique. L’étape suivante 
repose sur la conception optimale d'une machine synchrone rapide 500 W, à aimants permanents sans 
pièces polaires, à inducteur intérieur, pour l'entraînement de compresseurs de PACs et sur la validation 
des résultats prédits par ce modèle par comparaison avec des mesures expérimentales. 
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- CHAPITRE 5 - 

 
 

CONCEPTION OPTIMALE 

D'UN PROTOTYPE 
DE MACHINE SYNCHRONE RAPIDE 
À AIMANTS PERMANENTS 
SANS PIÈCES POLAIRES 
À INDUCTEUR INTÉRIEUR 
 
ET 
 

VALIDATIONS EXPÉRIMENTALES 

 
 
 
 

 

"Prendre conscience que ce qui s'est passé dans son 
esprit correspond exactement à ce qui se passe dans 
la nature est une expérience incomparable, la 
meilleur chose qui puisse arriver à un scientifique", 
L. Kadanoff. 
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I.  Introduction 
es précédents chapitres [Chapitre 2, 3 et 4] nous ont permis de développer un modèle 
général analytique capable de prédire les performances des MSAPs sans pièces polaires à 
inducteur intérieur ou extérieur. Nous avons clairement mis en évidence la complexité de 

certains phénomènes physiques prenant naissance au sein des MSAPs et rendant particulièrement délicate leur 
mise en équation en insistant en particulier sur l'influence des courants de Foucault générés par la fréquence 
d'alimentation élevée dans l'inducteur (i.e., dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique). 

Ce chapitre propose d'appliquer la méthodologie de conception exposée lors du premier chapitre 
au cas particulier de l'optimisation afin d'atteindre le but que l'on s'était fixé : la conception optimale d'une 
machine synchrone de 500 W d'entraînement de compresseurs pour le système PAC de 5 kW tout en 
respectant le cahier des charges. Le modèle purement analytique implanté dans le logiciel commercial 
Mathcad® permet de disposer d'un outil de dimensionnement rapide. À partir des caractéristiques 
physiques des matériaux utilisés et en spécifiant les performances voulues au point de fonctionnement, 
nous verrons comment ce logiciel parvient à définir une géométrie de MSAP en respectant les contraintes 
principales imposées par le cahier des charges défini dans le premier chapitre. La mise en œuvre d'un 
banc d'essai permet, à ce jour, une validation partielle du modèle analytique. 
 

II.  Conception d'un prototype de 500 W pour l'entraînement de compresseurs de 
pile à combustible 

II.1.  Rappel du cahier des charges 
D'après l'étude effectuée dans le chapitre 1 ("Contexte et objectif de la thèse"), l'actionneur électrique 

dédié à l'entraînement de compresseurs pour le système PAC doit répondre au cahier des charges suivant : 

- la vitesse de rotation (ou de fonctionnement) nominale 
nom0N 10 000 tr min.=  ; 

- la puissance utile sur l'arbre de la machine =uP 500 W  à la vitesse nominale ; 

- la puissance électrique maximale : maxP 1kW=  (inférieur à 20 % de la puissance de la PAC) ; 

- le rendement de la machine au point nominal (à 500 W  et à 10 000 tr min. ) 

nommot 91%η >  au minimum. 

En outre, le dimensionnement de la machine électrique tournante doit être réaliste afin de pouvoir être 
embarqué sur un véhicule (un poids minimum inférieur à 12 kg) et avoir un coût objectif série, si possible, 
compatible avec l’application automobile. 
 

II.2.  Démarche de dimensionnement optimal 
Lors de l'optimisation, l'algorithme dans le logiciel commerciale Mathcad® résout les systèmes 

d'équations implicites de notre modèle. 
Ainsi les paramètres d'entrée peuvent être de deux types : 

- Fixe, si nous ne voulons pas que ce paramètre varie ; 

- Contrainte par intervalle, si on permet à ce paramètre d'évoluer dans un intervalle défini. 
Une valeur initiale (généralement celle correspondante à la machine de départ que l'on 
veut optimiser) comprise dans l'intervalle est alors nécessaire pour fournir un point de 
départ à l'algorithme d'optimisation. 

Les paramètres de sortie peuvent à leur tour être de quatre types : 

- Libre, lorsque le paramètre est libre de prendre n'importe quelle valeur. Il s'agit pour la 
plupart, de paramètres intermédiaires du modèle auxquels on ne s'intéresse pas directement ; 

L 
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- Fixe, si le paramètre est contraint à une valeur déterminée. Ceci concerne notamment les 
performances que le moteur doit respecter au point de fonctionnement traité ; 

- Contrainte par intervalle, lorsque le paramètre peut prendre n'importe quelle valeur dans 
l'intervalle donné. Dans ce cas, il faut utiliser un intervalle pertinent par rapport à l'échelle de 
valeur du paramètre. En particulier, il est préférable de ne pas utiliser un intervalle trop large ; 

- Objectif, lorsque le paramètre est la fonction objectif à minimiser par l'algorithme 
d'optimisation ; comme le coût, la masse, le volume,…Un intervalle est demandé pour 
cette fonction objectif afin de guider l'algorithme d'optimisation. 

Dans un premier temps, nous avons donc formalisé le problème de conception en termes 
d'optimisation. Les objectifs et spécifications du cahier des charges ont ainsi été définis et formulés en 
termes de critères et de contraintes. 
 

II.3.  Résultats du dimensionnement 
Les résultats du dimensionnement sous contraintes pour la machine synchrone rapide dédiée 

l'entraînement de compresseurs pour le système PAC sont données dans l'Annexe J. La Figure 96 montre 
une coupe transversale restreinte à une paire de pôle et le détail d'une dent statorique de la machine 
synchrone rapide de 500 W [cf. Figure 96(a) et (b)] pour l'entraînement d'un compresseur de PACs, d'une 
part, et une coupe transversale d'un roulement à rotule sur billes [cf. Figure 96(c)], d'autre part. La 
Figure 97 montre une photographie de toutes ces représentations géométriques. La plupart des 
paramètres géométriques sont représentés sur la Figure J.1 ci-dessous. 

Tous les paramètres et les variables d'optimisation ainsi que les caractéristques physiques, 
géométriques et de fonctionnement sont données les Tableaux J.1, J.2 et J.3 définis dans l'Annexe J. Les 
valeurs géométriques et de fonctionnement données dans les Tableaux J.2 et J.3 ont été calculées à une 
température de fonctionnement du cuivre = °cu 100 CT , des aimants permanents = °a 20 CT  et des 

roulements = °r 20 CT .
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Figure 96 :  Représentation géométrique de la machine synchrone rapide de 500 W pour l'entraînement d'un 
compresseur de piles à combustible (PACs) : (a) Coupe tranversale, (b) Détail d'une dent statorique 

et (c) Roulement de type rotule sur billes. 
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III.  Conception de l'alimentation pour le prototype de 500 W 
III.1.  Introduction 

Cette partie porte sur la réalisation d'une alimentation pour la machine synchrone de 500 W dédiée 
à l'entraînement de compresseurs pour le système PAC de 5 kW. L'objectif final est de piloter le prototype 
pour relever les caractéristiques réelles et de comparer celles-ci aux caractéristiques issues du modèle 
analytique général. 
 

III.2.  Généralités 
III.2.1.  Alimentation par onduleur de tension commandé en courant 
Pour un contrôle du courant performant du point de vue dynamique, l'alimentation d'une MSAP par 

un onduleur de tension est préférable à celle par un onduleur de courant. En effet, l'inductance de lissage 
en tête de l'onduleur de courant ralentit l'évolution du courant et dégrade de ce fait les performances de 
l'asservissement. Lorsqu'on alimente une MSAP à l'aide d'un onduleur de tension, il existe deux grands 
principes pour le contrôle du couple électromagnétique : 

- soit par une loi tension-fréquence (une commande en tension) ; 

- soit par un contrôle direct des courants d'alimentation dans l'actionneur électrique (une 
commande en courant). 

La seconde solution est la mieux adaptée, parce qu'elle offre la possibilité d'un contrôle direct du couple 
électromagnétique  [192]. C'est ce type de contrôle qui sera utilisé dans ce mémoire de thèse. 
 

III.2.2.  Principe d'autopilotage 
Le principe de l'alimentation (ou d'autopilotage) d'une MSAP consiste à commander les 6 

interrupteurs de l'onduleur de tension de façon à imposer aux courants d'alimentation dans la MSAP de 
suivre des consignes générées à partir d'un dispositif de mesure de la position (du type codeur ou 
résolveur) et dont on contrôle l'amplitude I et le calage ψ  par rapport aux f.e.m.s. de la MSAP. Le 

  
(a) (b) 

  
(c) (d) 

Figure 97 :  Vues réelles de la machine synchrone rapide de 500 W pour l'entraînement d'un 
compresseurs de piles à combustible : (a) Induit dentée, (b) Inducteur (partie tournante), 

(c) Roulement de type rotule sur billes et (d) Globale. 
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synoptique de l'alimentation par onduleur de tension régulé en courant est représenté à la Figure 98. On 
distingue sur le synoptique trois fonctions principales : 

- un dispositif de mesure (codeur ou résolveur) permettant de connaître la position de 
l'inducteur en temps réel par rapport à l'induit ; 

- un circuit de génération des consignes de courants (autopilotage) qui permet de créer, à 
partir de la position de l'inducteur, les courants de consigne. Par exemple, dans  [193], les 
motifs de ces courants sont stockés dans des mémoires adressables par les signaux 
digitalisés issus du résolveur, et dont les sorties numériques sont converties par un 
convertisseurs numériques-analogiques. Généralement, un circuit déphaseur, placé entre 
la sortie du dispositif de mesure de la position et les mémoires, permet de décaler les 
courants de consigne par rapport aux f.e.m.s. d'un angle ψ  ; 

- un système de contrôle des courants qui génère les signaux de commande des bras de 
l'onduleur de tension, par comparaison des courants dans la MSAP avec les courants de 
consigne. 

Ainsi, avec ce dispositif, on dispose d'un réglage séparé de l'amplitude et de la phase des courants 
d'alimentation (i.e., I et ψ ), ce qui permet un contrôle aisé du couple électromagnétique dans la MSAP. 

 

III.2.3.  Différents modes d'autopilotage 
III.2.3.1.  Introduction 

L'autopilotage d'une MSAP consiste à alimenter les phases de la machine électrique tournante avec 
des courants d'alimentation au synchronisme des f.e.m.s. Il est important de noter que ces deux grandeurs 
sont indépendantes. Les courants sont imposés, en forme, en amplitude et en fréquence par des 
consignes via des boucles de régulation. Les f.e.m.s. induites dans les phases dépendent de la répartition 
spatiale du bobinage de l'induit, de la direction d'aimantation des aimants permanents, de la forme de 
l'induction magnétique dans l’entrefer réel en magnétostatique (créée uniquement par les aimants 
permanents) et leur amplitude est proportionnelle à la vitesse angulaire de synchronisme, 0 0N 30Ω = π ⋅ , 

de la MSAP [cf. Chap. 3-§  IV.2.]. En première approche, on peut classer, ces MSAPs en deux familles 
selon l’allure des f.e.m.s : 

- les machines électriques tournantes dites à f.e.m. trapézoïdale pour lesquelles la forme du 
courant d'alimentation est du type rectangulaire (créneaux de 120 °) ; 
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Figure 98 :  Schéma synoptique de l'alimentation en tension commandé en courant d'une machine 

synchrone à aimants permanents (MSAP). 
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- et les machines électriques tournantes dites à f.e.m. sinusoïdale (correspondant à notre 
cas). Celles-ci sont constituées d’un bobinage dont les enroulements sont répartis de 
manière à ce que la répartition spatio-temporelle de la f.m.m., aux discontinuités des 
encoches près, suive une évolution sinusoïdale. La forme du courant d'alimentation la plus 
appropriée est alors sinusoïdale. 

Mais rien n’empêche, en pratique, d’alimenter une machine à f.e.m. trapézoïdale avec des courants 
d'alimentation sinusoïdaux et vice-versa  [193]. 
 

III.2.3.2.  Mode de commutation rectangulaire 
Le mode de commutation rectangulaire (créneaux de 120 °) est à la base des premiers actionneurs et 

variateurs de vitesse à courant alternatif. Ce type d’autopilotage est réalisé par un capteur de position de 6 
secteurs asservissants les instants de commutation des interrupteurs. Cela permet de maintenir un décalage 
angulaire constant entre le fondamental des f.e.m.s. et les courants d'alimentation du bobinage d'induit ou 
de limiter ses variations. Cette technique de commutation est simple et peu onéreuse. En effet, l’autopilotage 
de l'actionneur électrique peut être assuré par un capteur de position et les courants d'alimentation de 
l'actionneur peuvent être contrôlés avec une boucle de régulation identique à celle d’une machine à courant 
continu (MCC). Cette technique fait l’objet de nombreux travaux de recherche, avec pour objectif : 

- l'obtention d’un couple constant sur la plage de vitesse la plus large possible ; 

- la définition d’une alimentation et d’une commande aussi simples que possible. 

Dans ce type de commutation, le contrôle du courant absorbé par la machine électrique tournante est 
effectué par le hachage de la tension aux bornes de celle-ci. Cette tâche peut être réalisée par deux modes de 
hachage différents : 

- le simple hachage (Mode 1) : Dans ce mode, le hachage de la tension aux bornes de 
l'actionneur électrique est effectué uniquement par les transistors du haut (ou du bas) de 
l’onduleur de tension ; 

- le double hachage (Mode 2) : Dans ce cas, le hachage de la tension des phases est 
effectué à la fois par les transistors du haut et ceux du bas. Avec ce mode, il y a en 
permanence deux transistors en commutation. 

Le Mode 1 permet de réduire les pertes par commutation, car il y a un seul transistor qui commute, et pour 
la même ondulation du courant la fréquence de commutation est plus faible qu’avec le Mode 2. Avec le 
Mode 1, pendant les freinages, le courant de la machine électrique tournante ne peut pas être récupéré par 
la source de tension. 
 

III.2.3.3.  Mode de commutation sinusoïdale 
Dans ce mode de commutation, les consignes de courant d'alimentation sont sinusoïdales. Chaque 

courant est comparé à sa consigne, et l’onduleur de tension est commandé de manière à imposer des 
courants permettant de suivre ces références. Dans ce cas les deux transistors de chaque branche de 
l’onduleur de tension sont commandés en fonction de l’évolution du courant dans la phase correspondante. 
Cette technique permet d’avoir de bonnes performances statiques et dynamiques (à savoir, une bonne 
qualité du couple électromagnétique, une plage de variation de vitesse à couple constant plus large, des 
pertes fer magnétiques plus faibles), c'est pour cela que cette technique est surtout utilisée dans les 
applications exigeant précision et rapidité. Cependant, ce mode de commutation nécessite généralement un 
outil de traitement numérique, un dispositif dédiée à la mesure de la position, deux ou trois boucles de 
régulation, ainsi qu’un soin particulier dans la mesure des courants et l’électronique de commande. Ces 
exigences rendent cette technique onéreuse et plus délicate à mettre au point. 
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D’une manière générale, dans ce type de commutation, deux stratégies de contrôle des courants 
d'alimentation sont utilisées : 

- l'autopilotage en abc : Dans ce cas, chaque courant d'alimentation est directement 
comparé à sa consigne. L’écart entre le courant d'alimentation mesuré et sa consigne est 
l’entrée d’un régulateur, dont la sortie délivre une signal déterminant l’état de 
l’interrupteur correspondant. Étant donné que les courants d'alimentation de la machine 
électrique tournante et leurs consignes sont en évolution permanente en amplitude et en 
phase, les régulateurs de courant doivent avoir de bonnes performances en régulation et 
en poursuite. L’avantage de cette méthode réside dans sa simplicité mais son 
inconvénient est que sa bande passante est limitée. C'est ce type d'autopilotage qui sera 
utilisé dans ce mémoire de thèse ; 

- l'autopilotage en dq (ou commande vectorielle) : Avec cette commande, la régulation des 
courants d'alimentation est assurée par deux boucles de régulation (contrôle de di  et qi ). 

En effet, en faisant les transformations de Park direct et inverse, les grandeurs de la 
machine électrique tournante liées à l'inducteur sont contrôlées d’une manière similaire à 
celles d’une MCC à excitation séparée. Par ailleurs, le fort couplage qui existe entre les 
grandeurs de l’Axe-d et celle de l’Axe-q, et les non-linéarités des grandeurs de la chaîne 
directe de commande, conduisent à un système multi-variable non linéaire. Pour avoir de 
bonnes performances, un découplage entre les grandeurs de ces deux axes et des 
régulateurs de courants robustes sont souvent nécessaires. 

 

III.3.  Dispositif dédié à la fonction de mesure de la position 
III.3.1.  Introduction 
L'ensemble de ces différents modes d'autopilotage ne peut se concevoir sans une connaissance de la 

position de l'inducteur, mesurée ou estimée 39. Plus ou moins précis, plusieurs dispositifs sont dédiés à cette 
fonction de mesure. Dans ce paragraphe, nous allons, dans un premier temps, faire un bref récapitulatif et 
un comparatif des dispositifs existants sur le marché et, dans un deuxième temps, présenter le dispositif qui 
a été conçu au sein du L2ES avec la collaboration de NOVELTE Système. L'optimisation de ce dispositif a été 
réalisée à l'aide du logiciel de calcul numérique de champ par éléments finis Flux3D  [19]. 
 

III.3.2.  Récapitulatif en vue d'une comparaison 
III.3.2.1.  Introduction 

Toute servocommande avec une MSAP comporte un dispositif de mesure de la position monté sur 
l'arbre. Ce dispositif jour un rôle important dans la boucle d'asservissement car la mesure de position est 
utilisée pour réaliser la commande en position (ou en vitesse) mais aussi pour contrôler le couple 
électromagnétique. L'amplitude des courants d'alimentation appliqués à la MSAP permet de commander 
le couple électromagnétique tandis que la phase des courants est liée à la position de l'inducteur. Le choix 
du dispositif dépend des besoins de l'application, les modèles les plus fréquemment rencontrés sont : 

- les résolveurs ; 

- les codeurs relatifs (ou incrémentaux) ; 

- les codeurs absolus. 
 

III.3.2.2.  Résolveurs 
Les résolveurs sont des dispositifs de position couramment utilisés avec les MSAPs. Ce sont, pour 

 

                                              
39  Utilisation d'une commande sans capteur  [194]. 
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simplifier, des transformateurs tournants constitués d'un rotor bobiné et d'un stator comprenant deux 
enroulements en quadrature (décalés de 90 °). Le rotor est alimenté par un courant sinusoïdal de haute 
fréquence (HF), compris entre 4 et 10 kHz ; on parle de porteuse. Cette porteuse est en fait appliquée au 
primaire du transformateur, tandis que le secondaire est en rotation. Il produit un champ tournant qui induit 
dans deux enroulements secondaires deux tensions alternatives modulées en amplitude selon la position de 

l'arbre, d'amplitudes ( )ssin⋅ θK  et ( )scos⋅ θK , à partir desquelles un signal analogique proportionnel à sθ  

est élaboré par un circuit intégré spécialisé. On parle donc de résolveur ou codeur "sin-cos". 
L’intérêt de ce capteur réside dans sa robustesse et sa grande fiabilité, du fait qu’il n’y a pas de 

contacts glissants (balais ou bagues). Le résolveur est l'un des composants les plus fiables disponibles 
dans la surveillance de la position d'arbre. Il est bien adapté à un fonctionnement en environnement 
hostile et ses performances perdurent avec le temps. Il offre une répétitivité infinie et un haut degré de 
flexibilité qui simplifie le raccordement avec différents systèmes électroniques. De plus, il donne une 
information de position absolue. 
 

III.3.2.3.  Codeurs relatifs (ou incrémentaux) 
Les codeurs incrémentaux utilisent des techniques de balayage optique. La lumière émise par diode 

électro-luminescente (DEL) passe à travers un disque en rotation (solidaire de l'axe de la machine 
électrique tournante) comportant des marques fixes transparentes et opaques, et arrive sur un réseau de 
photodiodes. Quand l'axe du codeur tourne, les différentes marques passent devant les photodiodes et le 
signal délivré se présente sous la forme d'une succession d'impulsions (en fait, un signal carré) dont la 
période est représentative de la vitesse de rotation (la période correspondant à deux zones successives 
transparente et opaque). 

Le nombre de paires de marques opaques et transparentes régulièrement espacées sur la 
circonférence du disque correspond à la résolution du codeur. La précision de la mesure de la position 
dépend essentiellement de la précision de l'assemblage mécanique du codeur (notamment de l'excentricité 
du montage du disque ou de l'optique). Cette valeur est en général inférieure à un pas du disque 
tournant, de sorte que la précision du codeur dépend de sa résolution (soit un quart de la période du 
signal). Par conséquent, pour un codeur incrémental avec une résolution de 2 048 pas (nombre de 
périodes du signal de sortie sur un tour), l'erreur de la mesure de position est d'environ 3 minutes 
d'arc : elle est donc nettement plus faible que celle d'un système d'asservissement basé sur un résolveur. 
Mais les codeurs incrémentaux ont un inconvénient : comme la mesure est obtenue en comptant le 
nombre de périodes du signal de sortie à partir du moment où le capteur est mis sous tension, ils 
fournissent une mesure relative (si on connaît pas la position de l'actionneur électrique au démarrage, il 
est donc totalement impossible de connaître la position de l'arbre). 

Pour les utiliser dans une application d'asservissement, il est nécessaire de prévoir un dispositif 
d'alignement magnétique (des aimants permanents de la machine) lors de chaque mise sous tension. Si 
les exigences spécifiques à l'application empêchent l'utilisation d'un tel dispositif d'alignement, il faut 
utiliser des MSAPs équipés de capteurs à effet Hall montés dans les dents statoriques. Ces capteurs sont 
utilisés à la mise sous tension de façon à démarrer le moteur en commutation de type 120 °. Le système 
d'asservissement de couple bascule ensuite dans le mode de commutation sinusoïdale. 
 

III.3.2.4.  Codeurs absolus 
Les capteurs de position absolue sont également appelés codeurs angulaires absolus. Ils délivrent 

une information de position dépendante de l'angle parcouru et fournissent, immédiatement après 
l'alimentation du système de contrôle, la position absolue. Le principe consiste en un disque est divisé en 
plusieurs pistes. Chaque piste comporte une alternance de secteurs réfléchissants et absorbants. Un 
émetteur-récepteur par piste fournit les informations. Le nombre de pistes fixe le nombre de positions 
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discrètes pouvant être définies nn pistes 2 positions= . La résolution est en générale comprise entre 122  

et 132  points/tours. On distingue deux types de codeurs absolus, à savoir mono-tour et multi-tours. 
Mono-tour signifie que l'angle parcouru est de 360 ° par rotation, tandis que multi-tours décrit un système 
encodant plusieurs révolutions complètes : d'autres codeurs mono-tour et leurs disques encodés sont 
assemblés et actionnés par l'intermédiaire d'un engrenage de réduction. D'une manière générale, 
l'information de position est donnée en code Binaire ou Gray, avec une préférence pour ce dernier. 

Le principal avantage de tels capteurs est qu'ils donnent une information de position absolue, alors 
que les codeurs incrémentaux donne la position relative (par rapport à une position initiale variable). 
 

III.3.2.5.  Comparaison entre les différents dispositifs 
Le Tableau 17 permet de comparer les différents dispositifs dédiés à la fonction de mesure de la 

position. Il en ressort que les résolveurs, dits "sin-cos", sont très utilisés dans les applications d'asservissements 
des MSAPs et permettent essentiellement d'avoir une position absolue pour un moindre coût. 
 

III.3.3.  Résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents 
III.3.3.1.  Structure et principe 

Ce dispositif de mesure de la position, qui a été conçu au L2ES avec la collaboration de NOVELTE 
Système, est "original" 40. Par rapport aux résolveurs classiques [cf. Chap. 5-§  III.3.2.2.], le rotor bobiné 
est remplacé par des aimants permanents et les deux enroulements en quadrature (décalés respectivement 
de 90 °) constituant le stator sont remplacés par des capteurs à effet Hall. 

Le résolveur représente "l'image de l'inducteur" à l'extérieur de la MSAP, ce qui permet de connaître 
en temps réel la position de l'inducteur par rapport à l'induit. Étant donné que la machine électrique 
tournante optimisée est une machine bipolaire (i.e., p 1= ) sans pièces polaires (i.e., a 1α = ) avec des 

aimants du type parallèle, le dispositif de mesure est un résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants 
permanents sans pièces polaires avec une direction d'aimantation parallèle. Les Figures 99 et 100 
montrent respectivement une coupe transversale, une vue globale obtenue avec Flux3D et une 
photographie du système réel permettant de connaître la position de l'inducteur. La plupart des 
paramètres géométriques sont représentés sur la Figure 99. Les illustrations montrent que quatre 

logements ont été prévus pour placer les capteurs à effet Hall, à savoir : 0 ° pour le Capteur 1 ( )= 1i , 

90 ° pour le Capteur 2 ( )= 2i , 180 ° pour le Capteur 3 ( )= 3i  et 270 ° pour le Capteur 4 ( )= 4i . 

Le principe en donc est simple : "Les deux aimants permanents sont placés en vis-à-vis sur l'axe lié à 
l'arbre de la MSAP rapide de 500 W crée une induction magnétique captB

i
. Les capteurs à effet Hall situés sur 

le stator délivrent alors une tension de sortie captv
i
 directement proportionnelle à cette induction. Lorsque la 

MSAP tourne à une vitesse de rotation 0N , les capteurs à effet Hall voient une induction magnétique variable 

de fréquence 0f  et, par conséquent, ils délivrent une tension de sortie variable de même fréquence." 

                                              
40  Le mot original est mis entre guillemets car, au fil de nos recherches après avoir conçu le résolveur, nous avons 
découvert l'existence d'un produit équivalent exploité par Elweco, une petite société Américaine de l'Ohio  [195]. 

Tableau 17 :  Comparatif des dispositifs dédiés à la fonction de mesure de la position. 

RÉSOLVEURS CODEURS INCRÉMENTAUX (OU RELATIFS) CODEURS ABSOLUS 
Chers Peu chers Peu chers (selon la résolution) 
Bonne fiabilité 
(acceptent les environnements difficiles) 

Fiabilité médiocre 
(surtout en environnement pollué) 

Fiabilité médiocre 
(surtout en environnement pollué) 

Robustes et fiables Relativement fragile Relativement fragile 
Électronique complexe Électronique complexe Électronique complexe 
Position absolue Position relative Position absolue 
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III.3.3.2.  Optimisation du résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents par Flux3D 
 Propriété des matériaux ferromagnétiques et des capteurs à effets Hall constituant le résolveur : 

Les propriétés physiques des matériaux magnétiques considérés (i.e., des aimants permanents et du 
matériau ferromagnétique doux utilisé pour le rotor et le stator du dispositif de mesure) et les caractéristiques 
principales des capteurs à effet Hall sont données dans les Tableaux K.1 et K.3 définis dans l'Annexe K. Les 
capteurs à effet Hall sont des modèles SS 495 A du constructeur américain Honeywell. Nous les 
alimenterons par une tension continue régulée de 5 V, les masses étant communes. La tension de sortie 

captv
i
 prendra les valeurs définies sur la Figure 101 et sera caractérisée par la relation suivante : 

 

capt capt captv a B v= ⋅ +
i i i

 où [ ]1
a V T

32
= , (358) 

 

avec captv
i

 la valeur du zéro central qui est égale à 2,5 V. 

 

 Pourquoi optimiser le dispositif de mesure de la position ? : 
On peut observer que l'induction magnétique captB

i
 au voisinage des capteurs à effet Hall est 

limitée à 64 mT (soit 640 Gauss), sous peine de saturer le signal de sortie captv
i
. Il est primordial de 

dimensionner les aimants permanents, le rotor et le stator du résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants 
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Figure 99 :  Coupe tranversale du résolveur "sin-cos" bipolaire (i.e., p =1) à aimants permanents. 
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Figure 100 :  Vue globale du résolveur "sin-cos" bipolaire (i.e., p =1) à aimants permanents : (a) Flux3D et (b) réelle. 
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permanents pour éviter à tout prix cette saturation. Étant donné qu'au niveau magnétique le dispositif de 
mesure de la position fait intervenir l'effet de cage de Faraday, un dimensionnement utilisant une 
modélisation 3D est donc préférable. Par conséquent, le dispositif de mesure de la position sera optimisé 
à partir du logiciel de calcul numérique de champ par éléments finis Flux3D. 

 

 Quelle est la valeur de l'induction magnétique maximale à la surface des capteurs qu'il ne faut pas 
dépasser ? : 
Dérive en température au niveau des capteurs à effet Hall : 

D'après le Tableau K.3 de l'Annexe K, la variation maximale de la tension de sortie captv
i
 en basse 

température ( )captT 20 C< °  est égale à 0,0027 V/°C et en haute température ( )captT 20 C≥ °  est égale à 

0,00225 V/°C. Si on admet une variation de la température de 60 ° à l'intérieur du résolveur causée, 
d'une part, par la conduction de la chaleur issue de la machine synchrone rapide et, d'autre part, par les 
frottements aérodynamiques, alors la valeur maximale de la tension de sortie captv

i
 passe de 4,5 à 

4,365 V. En utilisant la relation (358), l'induction magnétique maximale au voisinage des sondes à effet 
Hall passe de 64 à 59 mT. 
 

Dérive en température au niveau des aimants permanents : 
Étant donné que le coefficient de température de l'induction rémanente est négatif [cf. Tableau K.1], 

l'induction magnétique captB
i
 diminue lorsque la température augmente. La variation de la température des 

aimants permanents ne pose donc pas de problème. Néanmoins, si l'on considère que l'induction rémanente 

ra0B  maximale donnée par le constructeur, à savoir 850 mT, est erronée de ± 5 % , l'induction magnétique 

maximale au voisinage des sondes à effet Hall passe alors de 59 à 56 mT. 
 

Induction magnétique maximale considérée pour l'optimisation du dispositif de mesure de la position : 
Les dérivés en température des aimants permanents et des capteurs à effet Hall conduisent à 

imposer une induction magnétique maximale 
maxcaptB

i
 au voisinage des capteurs à effet Hall inférieure 

ou égale à 56 mT au lieu de 64 mT. Cette limite d'induction magnétique permettra de ne pas saturer le 
signal de sortie captv

i
. 

 

 Optimisation du dispositif de mesure de la position : 
Objectif : 

Dimensionnement du résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents sans pièces polaires avec 
une direction d'aimantation parallèle par optimisation à partir du logiciel de calcul numérique de champ 
par éléments finis Flux3D. 
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Figure 101 :  Caractéristique de transfert des capteurs à effet Hall (Type SS 495 A) à alimV = 5 V   [196]. 
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Contraintes : 
1 l'induction magnétique maximale 

maxcaptB
i
 au voisinage des capteurs à effet Hall 

doit être inférieure ou égale à 56 mT pour ne pas saturer ces derniers (par 
exemple, 

maxcaptB 50 mT=
i

) ; 

2 l'induction magnétique maximale dans le matériau ferromagnétique utilisé pour 
le rotor et le stator doit être largement inférieure à l'induction magnétique à 
saturation 

rot / stasatB  afin de ne pas perturber la forme d'onde de l'induction 

magnétique captB
i
 ; 

3 la taille et la masse du dispositif de mesure de la position doit être réaliste (par 
exemple, le diamètre extérieur du stator doit être inférieur à 50 mm). 

 

Résultat de l'optimisation par les éléments finis Flux3D : 
Une démarche séquentielle d'optimisation par le logiciel d'éléments finis Flux3D permet d'obtenir les 

paramètres géométriques du dispositif de mesure de la position. Les paramètres géométriques optimisés 
caractérisés sur la Figure 99 sont donnés dans le Tableau K.2 défini dans l'Annexe K. 

Le tracé de l'induction magnétique captB
1
 et de la tension de sortie captv

1
 au voisinage du Capteur 1 

à 
int .captr R=  et à a 20 C= °T  avec le logiciel d'éléments finis Flux3D, représenté sur la Figure 102, permet 

de valider la contrainte 1. On peut constater, d'une part, que la composante tangentielle captBΘ
1
 de 

l'induction magnétique au voisinage du Capteur 1 est négligeable par rapport à la composante radiale et, 
d'autre part, que cette dernière possède une allure sinusoïdale. La tension de sortie des capteurs à effet 
Hall peut être définie approximativement de la manière suivante : 
 

( ) ( ) ( )capt capt s captv t V 2 sin t 1 v
2
π⎡ ⎤= ⋅ ⋅ θ − α − − ⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦i i i1 i  où ( ) ( )s s 0 rs0t p t t pθ = ⋅ Θ = ω ⋅ + ⋅ Θ , (359) 

 

avec captV
i
 la valeur efficace de la tension de sortie ( )captv t

i
 au voisinage des capteurs à effet Hall et α1  

l'angle électrique de décalage entre la f.e.m. de la phase-A de la MSAP optimisée et la tension de sortie 
délivrée par le Capteur 1. D'après la Figure 102, la valeur maximale et minimale de la tension de sortie en 
numérique (Flux3D) valent respectivement 4,1 et 0,912 V au lieu de 4,5 et 0,5 V en théorie (par constructeur), 
montrant ainsi que la contrainte 1 est bien respectée. 
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Figure 102 :  Tracés de (a) l'induction magnétique captB
1
 et de (b) la tension de sortie captv

1
 au voisinage du 

Capteur 1 à 
int.captr = R  et à Ta = 20 °C  avec le logiciel d'éléments finis Flux3D. 
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Le tracé des lignes de champ [cf. Figure 103(a)] et une cartographie détaillée des inductions 
magnétiques [cf. Figure 103(b)] dans tout le dispositif de mesure de la position, sous la forme d'un 
dégradé de couleurs, sont présentés sur la Figure 103. Ces simulations donnent des informations 
supplémentaires sur le comportement magnétique du résolveur "sin-cos" à aimants permanents comme 
l'état de saturation locale. Ces différents figures permettent de valider la contrainte 2. 
 

III.3.3.3.  Détermination de la position 
En appliquant la fonction "inverse d'arc tangente (IAT)" sur les échantillons d'un signal sinus et cosinus du 

résolveur "sin-cos" à aimants permanents, on peut en déduire la position de l'arbre de la machine synchrone 
rapide en temps réel. Pour pouvoir appliquer la fonction IAT, il est primordial que les deux signaux ne 
possèdent pas de valeur moyenne et que leurs amplitudes soient strictement égales ou unitaires. 

Les tensions de sortie, ( )captv t
1

 et ( )captv t
2

, du Capteur 1 (à 0 °) et du Capteur 2 (à 90 °) 

[Équation (359)] éliminées de leurs valeurs moyennes et rendues unitaires permettent avec la fonction ITA 
d'obtenir la position de la machine électrique en temps réel. 

 

III.4.  Génération des consignes de courants d'alimentation 
III.4.1.  Introduction 
Dans ce paragraphe, nous allons présenter les différentes méthodes permettant de créer les 

courants d'alimentation de consigne. Deux méthodes de reconstitution des courants de référence seront 
proposées. La première méthode est basée sur l'utilisation de la position et la deuxième méthode consiste 
à reconstituer les consignes de courants d'alimentation directement à partir de deux signaux 
(respectivement décalés de 90 °) délivrés par le dispositif de mesure de la position. C'est cette dernière 
méthode qui sera utilisé dans ce mémoire de thèse. 
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Figure 103 :  (a) Lignes de champ et (b) dégradés de l'induction magnétique, tracés avec le logiciel d'éléments finis 
Flux3D, dans tout le dispositif de mesure de la position à Ta = 20 °C  et à r = 0 rad.Θ  [(i) Vue globale, (ii) Partie 1, 

(iii) Partie 2 et (iv) Partie 3]. 
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III.4.2.  À partir de la position 
À partir de la détermination de la position [cf. Chap. 5-§  III.3.3.3.], on crée les courants 

d'alimentation de consigne. La Figure 104, représentant le schéma synoptique de la génération des 
courants d'alimentation de consigne, permet de clarifier cette première méthode. 

Les motifs de ces courants sont stockés dans des mémoires adressables par les signaux digitalisés issus 
du résolveur, et dont les sorties numériques sont converties par un convertisseurs numériques-analogiques. Un 
circuit déphaseur, placé entre la sortie du dispositif de mesure de la position et les mémoires, permet 

éventuellement de décaler les courants de consigne par rapport aux f.e.m.s. d'un angle ψ   [193]. 

 

III.4.3.  À partir de deux signaux du résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents 
Le but est de déterminer les courants d'alimentation de consigne à l'aide de deux signaux 

(respectivement décalés de 90 °) provenant du dispositif de mesure de la position [cf. Figure 104]. Cette 
deuxième méthode permet de s'affranchir du calcul de la position. 

Si la tension de sortie centrée (i.e., à valeur moyenne nulle), ( )c ti , des capteurs à effet Hall 

s'expriment par : 
 

( ) ( ) ( )sc t C 2 sin t 1
2
π⎡ ⎤= ⋅ ⋅ θ − α − − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

i i 1 i , (360) 

 

avec Ci  la valeur efficace de la tension de sortie ( )c ti  au voisinage des capteurs à effet Hall, alors les 

courants d'alimentation de consigne ( )gi t•  peuvent s'exprimer à partir de deux signaux par : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g g g s
2

i t ,C ,I, c t ,C ,I, c t I 2 sin t g• π⎡ ⎤= α ψ ⋅ + α ψ ⋅ = ⋅ ⋅ θ − ψ − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
a b

m1 1 1 1 1 2 . (361) 

 

En utilisant les formules d'addition en trigonométrie, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sin cos cos sin− = ⋅ − ⋅x y x y x y , et après  
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Figure 104 :  Schéma synoptique de la génération des courants d'alimentation des consignes. 
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identification, on aboutit à un système deux équations à deux inconnues : 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

g g

g g

2
I cos g ,C ,I, C cos ,C ,I, C sin

2
I sin g ,C ,I, C sin ,C ,I, C cos

⎧ π⎛ ⎞⋅ ψ + ⋅ = α ψ ⋅ ⋅ α − α ψ ⋅ ⋅ α⎜ ⎟⎪
⎪ ⎝ ⎠
⎨

π⎛ ⎞⎪ ⋅ ψ + ⋅ = α ψ ⋅ ⋅ α + α ψ ⋅ ⋅ α⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

a b
m

a b
m

1 1 1 1 1 2 2 1

1 1 1 1 1 2 2 1

. (362) 

 

La résolution de ce système conduit à : 
 

( ) ( ) ( )g
I 2 2

,C ,I, cos g cos sin g sin
C

⎡ ⎤π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞α ψ = ⋅ ψ + ⋅ ⋅ α + ψ + ⋅ ⋅ α⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

a
m m1 1 1 1

1
, (363a) 

 

et 
 

( ) ( ) ( )g
I 2 2

,C ,I, sin g cos cos g sin
C

⎡ ⎤π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞α ψ = ⋅ ψ + ⋅ ⋅ α − ψ + ⋅ ⋅ α⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

b
m m1 2 1 1

2
. (363b) 

 

III.5.  Système de contrôle des courants et commande de l'onduleur de tension 
III.5.1.  Introduction 
La mise en conduction des interrupteurs de l'onduleur de tension régulé en courant peut être 

effectuée par différentes techniques de commande. On distingue deux types de régulation du courant, 
couramment utilisées : la régulation par MLI et la régulation par hystérésis. C'est cette dernière régulation 
qui sera utilisée dans ce mémoire de thèse. 
 

III.5.2.  Régulation du courant par modulation de largeur d'impulsion 
La méthode de contrôle de courant par MLI (ou la méthode de hachage à fréquence fixe) à partir d’une 

source de tension continue consiste à imposer aux bornes de la machine électrique tournante des créneaux 
de tension de manière à ce que le fondamental de la tension soit le plus proche de la référence de tension 
sinusoïdale. Les instants de commutation des interrupteurs sont déterminés par l’intersection du signal de la 
tension de référence sinusoïdale appelée "modulatrice" avec un signal triangulaire de haute fréquence 
appelée "porteuse". Le schéma de principe de cette régulation est représenté sur la Figure 105(a). 
 

III.5.3.  Régulation du courant par hystérésis 
La technique de régulation par hystérésis facilite l'alimentation des machines électriques tournantes 

par des courants harmoniques. En effet cette régulation à l'avantage d'être simple, stable et de présenter 
un bonne dynamique  [197]. La régulation par hystérésis consiste à commander les interrupteurs de 
manière à maintenir le courant instantané dans une bande de largeur fixée centrée autour de la valeur 
moyenne du courant d'alimentation. Plus la largeur de la bande est faible, plus l'ondulation résiduelle de 
courant est faible et plus la fréquence de commutation des transistors est élevée et inversement. Le choix 
de la largeur de bande consiste donc en un compromis entre les pertes par commutation dans les 
transistors et l'amplitude des ondulations de courant résiduelles. Par ailleurs, lorsque la fréquence de 
commutation est trop grande, les circuits de commande rapprochée des transistors peuvent se bloquer car 
la durée du temps mort entre le blocage et l'amorçage de deux transistors d'un même bras devient trop 
court. Le schéma de principe de cette régulation est représenté sur la Figure 105(b). 

Pour la commande de l'ensemble onduleur-machine synchrone, la régulation par hystérésis est très 
utilisée : elle est simple, économique et robuste. Ce type de régulation nous permet de produire un 
courant dont la forme est très voisine d'une sinusoïde. Les désavantage sont, d'une part, une fréquence de 
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hachage qui est variable et, d'autre part, des ondulations de courant qui peuvent être grandes, entraînant 
alors des ondulations de couple  [193] et  [197]. 
 

IV.  Mise en œuvre expérimentale 
IV.1.  Introduction 

Ce présent paragraphe a pour objectif de décrire la totalité du banc d'essai avec son alimentation, 
de caractériser de façon élémentaire la machine synchrone rapide de 500 W (i.e., la f.e.m. induite dans 
une phase quelconque, la résistance de bobinage de l'induit et les différentes inductances) et de valider 
expérimentalement la méthode de commande de cette dernière. 

 

IV.2.  Description du banc d'essai avec l'alimentation 
IV.2.1.   Vue générale 
Un banc d'essai "automatisé" a été mis en œuvre. Sur ce banc d'essai, on distingue principalement 

deux parties : les constituants électromécaniques et les constituants électroniques. La Figure 106 permet 
de distinguer ces différents constituants. 
 

IV.2.2.   Constituants électromécaniques 
IV.2.2.1.   Introduction 

La partie électromécanique du banc d'essai est constituée des éléments suivants : la machine 
synchrone rapide de 500 W dédiée à l'entraînement de compresseurs pour le système PAC, le résolveur 
"sin-cos" bipolaire à aimants permanents et la MCC servant de charge lorsque la machine synchrone 
optimisée fonctionne en moteur. 
 

IV.2.2.2.   Machine synchrone de 500 W optimisée et dispositif de mesure de la position 
La Figure 107 représente la machine synchrone rapide à aimants permanents sans pièces polaires 

à inducteur intérieur (i.e., le prototype de 500 W) ainsi que le résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants 
permanents positionné au bout de l'arbre de la machine. Notons que les constituants électromécaniques 
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Figure 105 :  Schéma de principe de la régulation (a) par modulation de largeur d'impulsion (MLI) 
et (b) par hystérésis. 
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sont enfermés dans une boîte de protection en cas de défaillance du système électromécanique en 
fonctionnement haute vitesse. 
 

IV.2.2.3.   Caractéristique de la machine à courant continu 
La machine synchrone rapide de 500 W est accouplée à une MCC à aimants permanents 

[cf. Figure 107]. En fonctionnement génératrice, la machine synchrone optimisée est entraîné par la MCC dont 
l'induit est alimenté pour une source de tension continue variable. Ceci nous facilitera la tâche au niveau de la 
mise au point de la commande. La MCC sert également de charge pour le moteur synchrone ; dans ce cas 
elle fonctionne en génératrice, et est elle-même chargée par des rhéostats variables. 

Les principales caractéristiques figurant sur la plaque signalétique sont les suivantes : 

- la puissance nominale, nomP 367,5 W=  ; 

- la vitesse de rotation nominale, 
nom0N 3 000 tr min=  ; 

- la tension et le courant nominaaux de l'induit : U 140 V=ind  et I 3,3 A=ind  ; 

- la tension et le courant nominaux de l'inducteur : U 140 V=exc  et I 0,15 A=exc . 

Notons qu'en charge la vitesse de rotation de la machine synchrone rapide (i.e., 10 000 tr/min) est limitée 
à cause de celle de la MCC (i.e., 3 000 tr/min). 

PC pour le contrôle
et la commande

DSP de type TMS320C14-20MHz

Interface électronique

Onduleur de tension

Alimentation stabilisée

Alimentation continue

Constituants électroniques

Machine à courant continu (MCC) Machine synchrone rapide de 500 W

Résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents

Constituants électromécaniques  
Figure 106 :  Vue générale du banc d'essai (Les constituants électromécaniques et électroniques). 

 

Résolveur "sin-cos" bipolaire
à aimants permanents

Machine synchrone rapide de 500 W
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Figure 107 :  Machine synchrone de 500 W optimisée et dispositf de mesure de la position. 
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Si ces informations nous permettent rapidement de mettre en œuvre ce moteur, il faut néanmoins 
effectuer des tests supplémentaires pour le caractériser et l'utiliser correctement (surtout lorsque la MCC 
servira de charge pour la machine synchrone rapide de 500 W). On détermine donc par des mesures : 

- la résistance de de l'induit : La résistance d'induit, r, se mesure par méthode 
voltampèremétrique. Cette résistance est dépendante de la liaison collecteur/balais, nous 
ferons donc la moyenne des trois mesures en déplaçant le rotor d'un angulaire de 120 °. 
Le courant circulant dans le rotor durant cet essai sera égal au courant nominal. Nous 
aboutissons à une valeur de 2,56 Ω  ; 

- les pertes collectives : Pour connaître le couple résistant opposé par la MCC en 
fonctionnement génératrice à la machine synchrone optimisée, il est nécessaire d'évaluer 
les pertes collectives, colP , de la MCC. Un essai à vide est donc requis, nous découplons 

alors les deux machines. Ce couple est dû aux frottements sur les roulements, aux pertes 
fer dans les tôles ferromagnétiques et aux pertes Joule. L'excitation est séparée et 
constante. La puissance à vide se décompose ainsi : 

 

v v
2

v a J 0 mec Fer colP P P U I r I C P P P= − = ⋅ − ⋅ = ⋅ Ω = + =ind ind ind . (364) 

 

Les résultats sont donnés dans le Tableau 18. pour une tension d'excitation Uexc  égale à 

120 V. La Figure 108 représente les caractéristiques principales de la MCC (à savoir, la 
f.e.m. et les pertes collectives en fonction de la vitesse de rotation de la MCC). 

 
Tableau 18 :  Caractéristiques principales de la machine à courant continu (MCC) servant 

de charge à la machine synchrone rapide. 

VITESSE 
DE ROTATION 

0N  [tr/min] 

TENSION 
DE L'INDUIT 
Uind  [V] 

COURANT 
DE L'INDUIT 

Iind  [A] 

VALEUR EFFICACE 
DE LA F.E.M. 

E  [V] 

PERTES JOULE 

JP  [ W ] 
PUISSANCE ABSORBÉE 

aP  [ W ] 
PERTES COLLECTIVES 

colP  [ W ] 

466 20 0,162 19,58 0,07 3,24 3,17 
940 40 0,19 39,51 0,09 7,6 7,51 

1 442 60 0,215 59,45 0,12 12,9 12,78 
1 920 80 0,24 79,38 0,15 19,2 19,05 
2 430 100 0,265 99,32 0,18 26,5 26,32 
2 900 120 0,29 119,26 0,22 34,8 34,58 
3 395 140 0,31 139,2 0,25 43,4 43,15 
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Figure 108 :  Caractéristiques principales de la machine à courant continu (MCC) : (a) la force électromotrice 
et (b) les pertes collectives en fonction de la vitesse de rotation. 
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Grâce à ces mesures, nous serons donc capables d'effectuer un bilan de puissance rapide lors des tests de notre 
prototype de 500 W, et notamment de connaître le couple résistant qui lui sera opposé [cf. Chap. 5-§  IV.4.2.1.]. 
 

IV.2.3.   Constituants électroniques 
IV.2.3.1.   Introduction 

La partie électronique du banc d'essai est constituée principalement : 

- d'un onduleur de puissance triphasé ; 

- d'une interface électronique comprenant deux cartes électroniques. La première carte 
permettant la mesure des courants d'alimentation du prototype de 500 W et la seconde 
carte électronique permettant, d'une part, l'exploitation du résolveur "sin-cos" bipolaire à 
aimants permanents et, d'autre part, l'interfaçage entre le système dSPACE et l'onduleur de 
puissance ; 

- et d'un système de contrôle et de commande réalisé avec l'outil dSPACE. 

 

IV.2.3.2.   Onduleur de tension triphasé 
Comme il a été dit dans le paragraphe  III.2.1. de ce même chapitre, nous utilisons un onduleur de 

tension triphasé délivré par la société SEMIKRON. L'onduleur, qui est réprésenté sur la Figure 109, est 
constitué de trois modules de type SKM 50 GB 123 D. Chaque module représente un bras de l'onduleur à 
transistors bipolaires à commande isolée (IGBTs : Insulated Gate Bipolare Transistors) avec une diode de 
roue libre [cf. Figure 109]. Les IGBTs sont pilotés par des drivers de type SKHI 22 qui exigent une tension 
d'alimentation de 15 V. 
 

IV.2.3.3.   Interface électronique 
IV.2.3.3.1.  Mesure des courants d'alimentation 

La mesure des courants d'alimentation est réalisée à l'aide de capteurs de courant fonctionnant sur 
le principe de l'effet Hall. Les capteurs choisis sont des capteurs LEM de type LA 25-NP alimentés par une 
tension continue régulée de 15 V± . Ce sont des capteurs multi-calibres qui peuvent prendre en charge 

des courants d'entrées de 5-8-12 e 25 A selon le branchement effectué. 
Ces capteurs ont été choisi car ils s'offrent une meilleur plage de mesure par rapport à d'autres 

capteurs. Nous obtenons ainsi une mesure des courants d'alimentation plus précise ce qui nous permet 
d'optimiser la commande, celle-ci se faisant par régulation à hystérésis du courant. 

La Figure 110 représente la carte électronique dédiée à la mesure des courants d'alimentation. En sortie 
de ce circuit nous obtenons des tensions directement traitables par la carte de commande et par le logiciel 
dSPACE. On notera bien sûr que ces tensions de sortie sont l'image des courants d'alimentation à 

EHCK  près. 

 

 

Alimentation continue
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Alimentation stabilisée
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            Module IGBT 

Figure 109 :  Onduleur de tension triphasé. 
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IV.2.3.3.2.  Interfaçage entre les parties électromécaniques et électroniques 
 Description de la carte électronique dédiée à cette interfaçage : 

La Figure 111 représente la carte électronique permettant l'interfaçage entre les parties 
électromécaniques et électroniques. Les fonctions assurées cette carte électronique sont les suivantes : 

- la symétrisation de la tension de sortie ( )captv t
i

 des capteurs à effet Hall du résolveur "sin-

cos" bipolaire à aimants permanents permettant de réaliser les consignes de courants 
d'alimentation à partir de la méthode proposée dans le paragraphe  III.4.3. de ce même 
de chapitre ; 

- l'alimentation stabilisée de ces capteurs à effet Hall ; 

- et l'adaptation des niveaux de commande entre le système dSPACE et l'onduleur de tension 
triphasé. 

 

 Symétrisation de la tension de sortie des capteurs à effet Hall : 
La tension de sortie délivrée par chacun des capteurs à effet Hall va de 0,5 à 4,5 V théoriquement 

(par constructeur) et de 0,912 à 4,1 V numériquement. Le Tableau 19 présente les résultats des essais 
ainsi que les erreurs absolues entre les valeurs théoriques et les valeurs mesurées, d'une part, et entre les 
valeurs numériques et les valeurs mesurées, d'autre part. Toutes les mesures ont été effectuées sous une 

Phases de la machine synchrone de 500 W

Capteurs LEM de type LA 25-NP

Alimentation stabilisée ( )alimU 15 V= ±

Tensions de sortie proportionnelles
aux courants d’alimentation

 
Figure 110 :  Carte électronique dédiée à la mesure des courants d'alimentation. 

 

Tension de sortie              des capteurs à effet Hall du
résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents

( )captv t
i

Tension de sortie centrée          des capteurs à effet Hall( )c ti

Adaptation des niveaux de commande entre
le dSPACE et l’onduleur de tension triphasé

 
Figure 111 :  Carte électronique dédiée à l'interfaçage entre les parties électromécaniques et électroniques. 
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tension d'alimentation alimV  de 5,05 V. Les erreurs relatives sont de 1 % en courant continu. La 

Figure 112 illustre la tension de sortie délivrée par le Capteur 1. Plusieurs choses peuvent être déduites de 
ces résultats. Il apparaît qu'aucun des capteurs à effet Hall ne délivrent le même signal, aussi bien en 
valeur maximale qu'en valeur minimale. On obtient une erreur absolue maximale, d'une part, pour la 
tension de sortie maximale de 4,44 % par rapport au constructeur et de 7,32 % par rapport au numérique 
et, d'autre part, pour la tension de sortie minimale de 76 % par rapport au constructeur et de 9,54 % par 
rapport au numérique. Chaque sonde à effet Hall est unique, et les disparités sont extrêmement fortes. 

Le signal délivré par les capteurs Hall comporte une composante continue, une tension d'environ 
2,5 V autour de laquelle s'inscrivent les deux sinusoïdes. Pour pouvoir générer les courants d'alimentation 
de consigne, il est nécessaire d'éliminer la composante continue et rendre parfaitement symétrique les 
signaux. La solution envisagée pour éliminer cette composante continue va faire appel à un amplificateur 
opérationnel monté en soustracteur. Nous allons donc soustraire la valeur de la composante continue, 
soit 2,5 V (valeur théorique donnée par constructeur), et ce, quelles que soient les évolutions de cette 
composante au cours du temps. Nous la supposerons donc constante. 
 

 Adaptation de niveau de commande entre le dSPACE et l'onduleur de tension triphasé : 
Enfin, cette carte électronique sert d'interface entre la carte d'entrées/sorties du dSPACE et de 

l'onduleur de tension triphasé. En effet, la carte d'acquisition de dSPACE délivre une tension de sortie de 
10 V ; cela est insuffisant pour les drivers SKHI 22 qui exigent une tension de 15 V. Un simple petit circuit 
HEF4104 réalise cette conversion de niveau. Nous nous servons également de la sortie complémentée 
pour chaque entrée, qui est appliquée sur le driver correspondant au MOS en bas de branche. Le système 
dSPACE délivre alors seulement les trois signaux du comparateur à hystérésis. 
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Figure 112 :  Tension de sortie captv

1
 délivrée du Capteur 1. 

 
Tableau 19 :  Tension de sortie délivrée par les capteurs à effet Hall. 

TENSION DE SORTIE ERREUR DE MESURES TENSION DE SORTIE ERREUR DE MESURES 

CAPTEURS Maximale 
maxcaptV

i
 [V] 

const /mesε  [%] 

num/mesε  [%] 
Minimale 

mincaptV
i
 [V] 

const /mesε  [%] 

num/mesε  [%] 

Capteur 1 (à 0 °) 4,4 
2,22 
7,32 

0,880 
76 

3,51 

Capteur 2 (à 90 °) 4,4 
2,22 
7,32 

0,855 
71 

6,25 

Capteur 3 (à 180 °) 4,3 
4,44 
4,88 

0,880 
76 

3,51 

Capteur 4 (à 270 °) 4,35 
3,33 
6,1 

0,825 
65 

9,54 
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IV.2.3.4.   Le système de contrôle et de commande avec l'outil dSPACE 
IV.2.3.4.1.  Introduction 

À l’heure actuelle, les DSP sont un passage obligé pour le contrôle des actionneurs électrique, comme la 
MSAP qui présente une haute flexibilité et une rapidité d’exécution en temps réel. Mais avant il faut y 
implémenter une commande qui est généralement la plus délicate. Pour ce faire, Matlab/Simulink® présente 
une meilleure passerelle. Nous avons utilisé le système dSPACE pour l'implémentation de la commande de la 
machine synchrone rapide. 

dSPACE est un outil de développement industriel permettant un prototypage rapide. Le premier des 
points forts de dSPACE est d'être partenaire de MathWorks, l'éditeur de MatLab®. L'implantation de 
modèles Simulink sur le matériel dSPACE est donc très rapide. Le second atout tient en la possibilité d'un 
contrôle du système en temps réel, avec des changements effectués d'un clic de souris et visibles sur 
l'écran de l'ordinateur grâce aux logiciels fournis : "Trace" et "Cockpit". 

Le système que nous avons utilisé est doté d’un DSP fabriqué par Texas instrument : un 
TMS320C14. Nous avons pu bénéficier des avantages de dSPACE, à savoir une facilité de développement 
et des temps de développement considérablement réduits. Malheureusement nous avons également du 
subir la faiblesse de ce DSP dont la vitesse d’horloge est seulement de 20 MHz. 

La Figure 113 représente le DSP TMS320C14-20MHz et le PC pour le contrôle et la commande 
avec l'outil dSPACE. 

Cette partie est consacrée à la présentation de notre travail effectué pour implanter la méthode de 
commande par hystérésis avec la reconstitution des consignes de courants d'alimentation à partir de deux 
signaux (respectivement décalés de 90 °) provenant du résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants 
permanents. Le système de contrôle et de commande de la machine synchrone rapide de 500 W pour 
l'entraînement de compresseurs de PACs a été implantée sur un DSP de type TMS320C14-20MHz après 
avoir été codée en langage C à partir du logiciel Matlab/Simulink®  [19]. 
 

IV.2.3.4.2.  Implantation de la commande avec Matlab/Simulink® 
Le principe de la commande, comme elle a été définie dans le paragraphe précédent [cf. Chap. 5-

§  III.2.], est basée sur la comparaison des courants d'alimentation réels avec des courants de référence. Ces 
derniers sont déterminés à l'aide de deux signaux (respectivement décalés de 90 °) provenant du dispositif 
de mesure de la position [cf. Chap. 5-§  III.4.3.]. Cette méthode permet de s'affranchir du calcul de la 
position. La méthode de régulation du courant utilisée est une régulation par hystérésis [cf. Chap. 5-
§  III.5.3.] qui consiste à générer des impulsions de commande des cellules de l’onduleur de manière à 
maintenir le courant instantané, circulant dans une phase, dans une bande de largeur fixée centrée autour 

PC pour le contrôle et la commande
avec l’outil dSPACE

DSP TMS320C14-20MHz  
Figure 113 :  DSP TMS320C14-20MHz et PC pour le contrôle et la commande avec l'outil dSPACE. 
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de la valeur moyenne du courant. La variation du courant et la vitesse de rotation du moteur agissent 
directement sur la fréquence de découpage et le rapport cyclique. 

La Figure 114 présente le schéma de principe de la commande et de contrôle par hystérésis de la 
machine synchrone rapide de 500 W. La Figure 115 représente le schéma bloc à partir de 
Matlab/Simulink® de cette commande et de ce contrôle. Ce schéma bloc est codé et implanté 
automatiquement en langage C dans le DSP de type TMS320C14-20MHz. Dans ce schéma, le Bloc 1 
correspond au calcul automatique, au cours du temps, des valeurs efficaces des tensions de sortie du 

Capteur 1, ( )c t1 , et du Capteur 2, ( )c t2 . Le Bloc 2 et le Bloc 3 correspond à la reconstitution des courants 

d'alimentation de référence, ( )gi t• , calculée à partir des relations (361) et (363). Si l'on supprime le capteur sur 

la troisième phase (i.e., la phase-C), on dispose toujours de ( )0i t•  et ( )1i t•  ; on peut donc en déduire ( )2i t•  par 

la relation ( ) ( ) ( )2 0 1i t i t i t• • •⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ . Il en est de même pour le courant d'alimentation ( )2i t . 
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Figure 114 :  Schéma de principe de la commande et de contrôle par hystérésis. 
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Figure 115 :  Schéma bloc à partir de Matlab/Simulink® de la commande et de contrôle par hystérésis. 
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IV.3.  Caractérisation élémentaire de la machine synchrone rapide de 500 W 
IV.3.1.   Introduction 
Ce paragraphe a pour objectif de mesurer les caractéristiques élémentaires de la machine 

synchrone rapide de 500 W d'entraînement de compresseurs pour le système PAC. Les éléments 
principaux du "diagramme vectoriel harmonique" (ou diagramme de Behn-Eschenburg), à savoir : 

- la f.e.m. induite dans une phase quelconque, ( )
g aeF , ti T  ; 

- la résistance d'une phase quelconque, ( )g cuR T  ; 

- les différentes inductances du bobinage de l'induit (i.e., les inductances propre 
gpL σ , 

cyclique 
gcL σ  d'une phase quelconque et mutuelle 

gimL σ  entre les différentes phases) ; 

seront donc mesurer, de manière à vérifier la correspondance entre les calculs issus du modèle analytique 
et de la réalité. 
 

IV.3.2.   Mesure de la force électromotrice induite dans une phase quelconque 
Les premiers relevés que nous avons effectués sont ceux de la f.e.m. induite dans toutes les phases 

de la machine synchrone rapide de 500 W. La MCC entraîne le prototype de 500 W à une vitesse 
maximale de 3 000 tr/min. Toutes les mesures ont été réalisées à froid (i.e., a 20 C= °T ) sur une plage de 

fonctionnement allant de 0 à 3 000 tr/min. 

La Figure 116 compare la force électromotrice de la Phase-A (i.e., g 0= ) à 2 500 tr/min 

déterminée analytiquement (avec et sans les phénomènes 3D traduisant les effets d'extrémités), 
numériquement et expérimentalement. On peut aisément constater que la f.e.m. en prenant en compte 
les phénomènes 3D (les effets d'extrémités) coïncide "parfaitement" avec celle de l'expérimentation. 

Le Tableau 20 présente les résultats des essais (i.e., la valeur efficace et le coefficient de la f.e.m. 
avec les effets d'extrémités) ainsi que les erreurs absolues entre la valeur théorique et les valeurs mesurées. 
La plus grande erreur absolue vaut 8,6 % ce qui traduit une cohérence satisfaisante entre les résultats 
théoriques et expérimentaux. Étant donné que la valeur efficace de la f.e.m. expérimentale est légèrement 
plus élevée que celle théorique, il convient de noter que pour une même tension de batterie (i.e., 

batU 130 V= ) l'actionneur électrique de 500 W tournera moins vite. 
 

IV.3.3.   Mesure de la résistance dans une phase quelconque 
La résistance ( )g cuR T  d'une phase quelconque à cu 20 C= °T  calculée à partir du modèle analytique 

est égale à 332 mΩ . 
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Figure 116 :  Tracés analytiques (avec et sans les effets d'extrémités), numérique et expérimental de la force 

électromotrice induite dans la phase-A (i.e., g 0= ) à la température a 20 C= °T  et la vitesse 0N 2 500 tr min= . 
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La mesure de la résistance d'un enroulement peut être réalisée à l'aide d'un ohmmètre à 
température ambiante (i.e., cu 20 C= °T ) ou à partir de la méthode voltampèremétrique. La dernière 

méthode consiste simplement à relever le courant provoqué par la tension continue qui est appliquée sur 
l'enroulement de la machine synchrone optimisée et d'appliquer la loi d'Ohm. Comme la résistance de 
l'enroulement à mesurer est faible, l'ampèremètre est placé en amont du voltmètre. 

La résistance de chaque enroulement a été mesurée à froid (i.e., cu 20 C= °T ) par la méthode 

voltampèremétrique et par un ohmmètre. Toutes les mesures avec la méthode voltampèremétrique ont été 
effectuées sous une tension continue d'alimentation alimV  de 1,5 V. Le Tableau 21 présente les résultats des 

essais ainsi que les erreurs absolues entre la valeur théorique et les valeurs mesurées. On peut observer 
d'après ces essais que le bobinage de l'induit est bien réalisé car les résistances des différentes phases ont 
des valeurs très proches, ce qui nous conduit à dire que les phases sont bien équilibrées. 

On peut observer que la résistance d'une phase quelconque est plus faible en théorie qu'en pratique 
(par exemple, 543 au lieu de 332 mΩ  pour la phase-A). Cela s'explique par le fait, qu'il existe à 

l'extérieur de la machine des fils de connexions, introduisant par conséquent une résistance 

supplémentaire, ( )fil cuR T , d'environ 210 mΩ  (mesure effectuée à l'ohmmètre). La résistance déterminée 

avec la méthode voltampèremétrique ou à l'ohmmètre déduite de cette résistance de fils ( )fil cuR T , nous 

conduit à peu près aux mêmes valeurs calculées avec le modèle analytique (par exemple, 333 au lieu de 
332 mΩ  pour la phase-A). La plus grande erreur absolue vaut 0,9 % ce qui traduit une cohérence 

satisfaisante entre les résultats théoriques et expérimentaux quelle que soit la méthode de mesure. 
 

IV.3.4.   Mesure des différentes inductances du bobinage de l'induit 
IV.3.4.1.   Principe de la méthode de mesure 

Nous avons, dans un premier temps, pensé à utiliser la méthode classique de Joubert. Le problème 
 

Tableau 20 :  Caractéristiques analytiques et expérimentales de la force électromotrice induite dans la phase-A 
(i.e., g 0= ) de la machines synchones de 500 W sur une plage de fonctionnement allant de 0 à 3 000 tr/min. 

 ANALYTIQUES EXPÉRIMENTALES 

Vitesse 
de rotation 

0N  [tr/min] 

Valeur 
efficace 

( )3D aE TP  [V] 

Coefficient 

( )
3D

aFe
PK T  [ V s⋅ ] 

Valeur 
efficace 

( )3D aE TP  [V] 

Coefficient 

( )
3D

aFe
PK T  [ V s⋅ ] 

ERREUR DE MESURES 

anal/mesε  [%] 

0 0 0 0 0 0 
500 2,87 0,055 3,05 0,058 6,44 

1 000 5,73 0,055 6,22 0,059 8,6 
1 500 8,6 0,055 9,19 0,059 6,89 
2 000 11,46 0,055 12,09 0,058 5,51 
2 500 14,33 0,055 15,4 0,059 7,57 
3 000 17,19 0,055 18,39 0,059 6,95 

 
Tableau 21 :  Mesure de la résistance du bobinage de l'induit. 

MÉTHODE VOLTAMPÈREMÉTRIQUE 
ENROULEMENT DE LA 

OHMMÈTRE 

( )g cuR T  [mΩ ] 
ERREUR DE MESURES 

anal/mesε  [%] I  [A] ( )g cuR T  [mΩ ] 

ERREUR DE MESURES 

anal/mesε  [%] 

Phase-A (i.e., g 0= ) 540 (330)* 108,5 (0,6)* 2,76 543 (333)* 63,6 (0,3)* 

Phase-B (i.e., g 1= ) 540 (330)* 108,5 (0,6)* 2,75 545 (335)* 64,2 (0,9)* 

Phase-C (i.e., g 2= ) 540 (330)* 108,5 (0,6)* 2,77 541 (331)* 63 (0,3)* 
      

* Les valeurs en gras et entre parenthèses correspondent aux résistances effectives déduites des résistances de fils qui 
existent en dehors de la machine (i.e., les connexions fils-bobinages). 
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auquel nous avons été confronté est la forte puissance exigée par cette méthode puisque les résistances et 
les impédances d'une phase sont extrêmement faibles. Cette méthode a donc été écartée au profit d'une 
autre méthode, dite haute fréquence (HF), qui consiste à utilisé l'onduleur de puissance en mode hacheur 
quatre quadrants (4Q) en créant des créneaux de tension de fréquence plus ou moins élevée (entre 0 et 
10 kHz). Le principe de calcul des inductances à HF est le suivant : 

- un signal carré de fréquence variable et connue et de rapport cyclique 0,5 est appliqué 
sur l'une des diagonales du hachaur 4Q tandis que son complémentaire traite la seconde 
[cf. Figure 117] ; 

- la tension et le courant aux bornes de la charge RL sont représentés sur la Figure 117. La 

tension aux bornes de cette charge s'exprime ainsi par la relation suivante : 
 

( ) ( ) ( ) 0
di t

u t i t U
dt

= ⋅ + ⋅ = ±L R . (365a) 

 

Si le courant est nul à un instant t égal à 0t , ( )0i t 0 A= , on peut alors écrire : 
 

( ) ( ) 0
0

di t U
U i t dt

dt
± = ⋅ ⇔ = ± ⋅ ∫L

L
. (365b) 

 

La pente de la tangente du courant à l'instant t égal à 0t  est alors définie par 0U± L . 

Pour une tension 0U  donnée et connaissant la valeur de cette pente, il est possible d'en 

déduire la valeur de l'inductance L . 
 

IV.3.4.2.   Inductance propre d'une phase quelconque 
L'inductance propre pL σ g

 d'une phase quelconque calculée à partir du modèle analytique est égale 

à 0,506 mH. 
La charge RL du hacheur 4Q, pour la mesure de l'inductance propre d'une phase quelconque, est 

illustrée sur la Figure 118(a). D'après les explications précédentes, l'inductance propre d'une phase 
quelconque est alors définie par : 
 

pL σ g 0U Pente= . (366) 

 

Toutes les mesures ont été réalisées sur une plage de fréquence allant de 0 à 10 kHz. Notons que 
l'inducteur de la machine électrique tournante est bloqué et on ne peut alimenter qu'une phase à la fois, 
sinon le moteur tourne et il apparaît alors une force contre-électromotrice qui perturberait nos mesures. 
Étant donné que les phases sont équilibrés, les essais se feront uniquement sur la phase-A (i.e., g 0= ). La 

Figure 118(b) représente un exemple de tension et de courant aux bornes de la charge considérée pour 
une fréquence de 1 kHz. Le Tableau 22 présente les résultats des essais (i.e., la valeur de la tension 0U , 

 

DC

DC

Hacheur 4Q

0U

Charge RL

( )u t

( )i t

Tn

Tp Charge RL

Tn

Tp

0U

( )u t

( )i t

0f variable

  

( )u t

( )i t
0

0U
L

0U

[ ]t s

0U−
 

Figure 117 :  Principe de la méthode HF (Hacheur 4Q & Tension et courant aux bornes d'une charge RL ). 
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de la pente et de l'inductance propre) effectuées sur la phase-A ainsi que les erreurs absolues entre la 
valeur théorique et les valeurs mesurées. D'après ces résultats, on peut observer que l'inductance propre 
mesurée est très proche de celle déterminée avec le modèle analytique : la plus grande erreur absolue 
vaut 7,11 % ce qui traduit une cohérence satisfaisante entre les résultats théoriques et expérimentaux. 
 

IV.3.4.3.   Inductance cyclique d'une phase quelconque 
L'inductance cyclique cL σ g

 d'une phase quelconque calculée à partir du modèle analytique est 

égale à 0,733 mH. 
La charge RL du hacheur 4Q, pour la mesure de l'inductance cyclique d'une phase quelconque, est 

illustrée sur la Figure 119(a). D'après les explications précédentes, l'inductance cyclique d'une phase 
quelconque est alors définie par : 
 

cL σ g 0U Pente= . (367) 

 

Comme précédemment, toutes les mesures ont été réalisées sur une plage de fréquence allant de 0 
à 10 kHz et à inducteur bloqué. De plus, l'inducteur est positionné de telle sorte que le champ magnétique 
créé par les aimants permanents (en magnétostatique) soit parfaitement dans l'axe de la bobine alimentée 
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Figure 118 :  Mesure de l'inductance propre d'une phase quelconque : (a) Charge RL  (la phase-A) du hacheur 4Q. 
(b) Tension et courant aux bornes de la charge considérée pour une fréquence de 1 kHz. 

 

Tableau 22 :  Mesure de l'inductance propre de la phase-A (i.e., g 0= ) sur une plage 

de fréquence allant de 0 à 10 kHz. 

FRÉQUENCE 

0f  [kHz] 
TENSION 

0U  [V] 
PENTE [ V H ] 

INDUCTANCE PROPRE 

pL σ 0
 [mH] 

ERREUR DE MESURES 

anal/mesε  [%] 

0 0 0 0 0 
1 8,6 1,853 410×  0,464 8,3 

2 19,4 4,128 410×  0,47 7,11 

3 28,5 6 410×  0,475 6,13 

4 35,2 7,318 410×  0,481 4,94 

5 41,1 8,492 410×  0,484 4,35 

6 45,5 9,305 410×  0,489 3,36 

7 52,3 10,652 410×  0,491 2,96 

8 55,5 11,190 410×  0,496 1,98 

9 57,7 11,586 410×  0,498 1,58 

10 61 12,151 410×  0,502 0,79 

 



IV.  Mise en œuvre expérimentale. 
 

 

263 
-  

(i.e., la phase-A). La Figure 119(b) représente un exemple de tension et de courant aux bornes de la 
charge considérée pour une fréquence de 1 kHz. Le Tableau 23 présente les résultats des essais (i.e., la 
valeur de la tension 0U , de la pente et de l'inductance cyclique) effectuées sur la phase-A alimentée ainsi 

que les erreurs absolues entre la valeur théorique et les valeurs mesurées. D'après ces résultats, on peut 
observer que l'inductance cyclique mesurée est très proche de celle déterminée avec le modèle 
analytique : la plus grande erreur absolue vaut 8,19 % ce qui traduit une cohérence satisfaisante entre les 
résultats théoriques et expérimentaux. 
 

IV.3.4.4.   Inductance mutuelle entre les différentes phases 
L'inductance mutuelle mL σ gi

 entre les phases numéro g et numéro i calculée à partir du modèle 

analytique est égale à 0,227 mH− . 

À partir des mesures précédentes et la relation ci-dessous, on peut en déduire aisément les valeurs 
expérimentales de l'inductance mutuelle entre les différentes phases. 
 

mL σ gi pL σ=
g cL σ−

g
. (368) 
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Figure 119 :  Mesure de l'inductance cyclique d'une phase quelconque : (a) Charge RL  (la phase-A en série avec la 
phase-B) du hacheur 4Q. (b) Tension et courant aux bornes de la charge considérée pour une fréquence de 1 kHz. 

 
Tableau 23 :  Mesure de l'inductance cyclique de la phase-A (i.e., g 0= ) sur une plage 

de fréquence allant de 0 à 10 kHz. 

FRÉQUENCE 

0f  [kHz] 
TENSION 

0U  [V] 
PENTE [ V H ] 

INDUCTANCE CYLCIQUE 

cL σ 0
 [mH] 

ERREUR DE MESURES 

anal/mesε  [%] 

0 0 0 0 0 
1 23,5 3,113 410×  0,755 3,00 

2 47,5 6,242 410×  0,761 3,82 

3 65,5 8,551 410×  0,766 4,50 

4 71,3 9,236 410×  0,772 5,32 

5 76,3 9,845 410×  0,775 5,73 

6 81,1 10,397 410×  0,78 6,41 

7 89,6 11,458 410×  0,782 6,68 

8 97,3 12,363 410×  0,787 7,37 

9 107,1 13,547 410×  0,789 7,64 

10 112,2 14,149 410×  0,793 8,19 
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IV.4.  Résultats expérimentaux en charge 
IV.4.1.   Essai préliminaire sur une charge passive 
L'objectif de cette partie est de vérifier la validité de la méthode de commande [cf. Chap. 5-

§  IV.2.3.4.] sur une charge passive avant de l'appliquer sur la machine synchrone rapide de 500 W. Nous 
avons ainsi choisi une charge de type RL triphasée équilibrée. Les trois résistances sont montées en série 
avec trois bobines, couplées en étoile, directement reliées à l'onduleur de tension régulé en courant pour 
simuler les trois phases de la machine électrique. Les résistances et les inductances utilisées pour cette 
charge passive sont respectivement égales à 5 Ω  et à 3,6 mH. 

Les consignes de courant d'alimentation (ceux circulant dans la charge RL) sont données en fonction 
de la position qui est obtenue en faisant tourner le résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents par 
la MCC alimentée par une source de tension continue variable. 

La Figure 120 représente le schéma synoptique du montage réalisé pour ces essais préliminaires sur 
la charge passive de type RL. 

La Figure 121 montrent les courants d'alimentation réels et de référence dans les différentes phases 
de la charge passive de type RL. On remarque sur cette figure que les courants d'alimentation suivent bien 
leurs consignes ce qui permet de vérifier l'efficacité de la méthode. 
 

IV.4.2.   Alimentation de la machine synchrone rapide de 500 W 
IV.4.2.1.   Essai en charge 

Après avoir validé la commande sur une charge passive, l'étape suivante de notre travail à consisté 
à tester la méthode de commande sur la machine optimisée. 

Nous avons testé notre commande en chargeant la machine synchrone rapide de 500 W avec la 
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Figure 120 :  Mesure en œuvre de la commande sur une charge passive de type RL (avec R 5= Ω  et L 3,6 mH= ). 
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Figure 121 :  Tracé des courants d'alimentation réels et de référence de la charge RL (avec R 5= Ω  et L 3,6 mH= ). 
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génératrice à courant continu. La Figure 122, représentant un schéma synoptique, permet de clarifier ces 
essai en charge sur le prototype de 500 W. L'excitation de celle-ci est indépendante et fixée. La tension et 
le courant débités dans la charge sont mesurés, et les essais à vide que nous avons précédemment 
effectués [cf. Chap. 5-§  IV.2.2.3.] nous permettent de d'y ajouter les pertes collectives colP , dans le but de 

connaître le couple résistant opposé par cette génératrice. 
Nous avons mené quatre essais, avec pour chacun d'eux un courant efficace de consigne différent. 

Les autres paramètres restent fixes, à savoir la tension de batterie batU  égale à 50 V, la tension 

d'excitation de la MCC Uexc  égale à 120 V et le rhéostat de charge égal à 100 Ω. Le Tableau 24 

récapitule les résultats de ces différents essais. La Figure 123 montrent les courants d'alimentation réels et 
de référence dans les différentes phases de la machine synchrone rapide de 500 W. On remarque sur 
cette figure que les courants d'alimentation suivent bien leurs consignes ce qui permet d'affirmer l'efficacité 
de la méthode. Les résultats du Tableau 24 permettent de confirmer le modèle analytique en 
charge : pour un courant d'induit efficace de 1 A, le modèle analytique donne un couple 
électromagnétique de 0,328 Nm alors que nous avons mesuré un couple de 0,36 Nm, ce qui représente 
une erreur absolue de 9,76 %. 

D'autres essais doivent encore être menés, notamment pour valider le bilan de puissance et les 
comportements thermique et vibratoire de la machine synchrone rapide de 500 W. 
 

IV.4.2.2.   Essai à vide 
Nous nous sommes empressés d'essayer notre moteur à vide en cherchant la plus haute vitesse 

accessible. Cet essai a été mené à vide parce que la MCC et ses roulements sont conçus  pour une vitesse 
maximale de 3 000 tr/min. En appliquant la tension de batterie nominale (i.e., batU 130 V= ) à l'onduleur 

de puissance, nous avons pu atteindre la vitesse maximale de 10 614 tr/min (vitesse mesurée avec le 
résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents). 
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Figure 122 :  Mesure en œuvre de la commande sur le prototype de 500 W. 

 
Tableau 24 :  Essais préliminaires en charge de la machine synchrone rapide de 500 W. 

COURANT EFFICACE 
DE CONSIGNE 

I•  [A] 

FRÉQUENCE 

0f  [Hz] 

VITESSE 
DE ROTATION 

0N  [tr/min] 

PUISSANCE UTILE 

DÉLIVRÉE PAR LA MCC 

uP  [ W ] 

PERTES COLLECTIVES 

colP  [ W ] 
COUPLE RÉSISTANT 

[Nm ] 

1 31,2 1 872 52,6 18 0,360 
0,8 22,6 1 356 27,6 12 0,278 
0,6 13,7 822 10,3 6 0,188 
0,4 6,3 378 2,1 2,5 0,116 
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V.  Conclusion 
Dans ce chapitre, nous avons présenté le banc d'essai expérimental permettant d'alimenter le 

machine synchrone rapide par des courants d'alimentation sinusoïdaux en présentant les principales 
caractéristiques des différentes éléments constitutifs du banc d'essai. 
Nous avons également présenté le système de contrôle et de commande du moteur réalisé avec l'outil 
dSPACE. La technique de régulation par hystérésis utilisée a été implantée sur un DSP de type 
TMS320C14-20MHz après avoir été codée en langage C à partir du logiciel Matlab/Simulink®. La 
méthode de commande est d'abord testée sur une charge passive de type RL triphasée équilibrée avant de 
l'appliquée à la machine synchrone rapide de 500 W dédiée à l'entraînement de compresseurs pour le 
système PAC. 

Les apports personnels dans ce chapitre sont les suivantes : 

- une machine électrique tournante rapide ( )0N 10 000 tr min.=  de 500 W pour 

l'entraînement de compresseurs de PACs [cf. Annexe J]. Ce prototype est une machine 
synchrone bipolaire à aimants permanents sans espaces inter-aimants à inducteur 
intérieur qui a été optimisée à l'aide du logiciel Mathcad®. La direction d'aimantation des 
aimants permanents dans cet actionneur électrique est du type parallèle et le bobinage 
considéré est triphasé imbriqué à pas raccourci de 5/6 ; 

- un résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents sans espaces inter-aimants qui a 
été optimisé à l'aide du logiciel de calcul numérique de champ par éléments finis Flux3D. 
La direction d'aimantatio des aimants permanents est du type parallèle. Ce résolveur 
représente "l'image de l'inducteur" de la MSAP à l'extérieur, ce qui permet de connaître en 
temps réel la position de l'inducteur par rapport à l'induit ; 

- un banc d'essai a été mis en œuvre. La commande par hystérésis de la machine 
électrique tournante rapide a été implantée sur un DSP de type TMS320C14-20MHz 
après avoir été codée en langage C à partir du logiciel Matlab/Simulink®  [19]. 
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Figure 123 :  Tracé des courants d'alimentation réels et de référence du prototype de 500 W. 
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- CONCLUSION GÉNÉRALE - 

Dans cette conclusion générale, nous présentons tout d'abord le bilan des travaux de recherche 
décrits dans ce mémoire, dans un second temps les différentes originalités du travail (i.e., les apports 
personnels) et enfin des perspectives sous la forme d'un programme de recherche. 
 

I.  Bilan du travail de recherche 
Les PACs sont l'une des voies les plus prometteuses permettant une alternative crédible au moteur à 

combustion interne et donc la possibilité d'envisager l'apparition d'un véhicule propre. Actuellement, les 
grands constructeurs automobiles ont quasiment tous présenté des démonstrateurs de tels véhicules à 
base de PACs. Cependant, aucun ne dispose à ce jour d'un véhicule de ce type réellement 
commercialisable. De nombreux points durs doivent en effet encore être surmontés. Les différents 
auxiliaires permettant de faire fonctionner les PACs et de destinés à conditionner et à assurer 
l'approvisionnement en réactifs (hydrogène et air), l'évacuation des produits et de la chaleur, altèrent de 
manière importante le rendement global du système PAC. Ces auxiliaires consomment à eux seuls près de 
25 à 35 % de l'énergie électrique disponible en sortie de la PAC  [7] et  [25]. Dans le bilan énergétique de 
ces circuits auxiliaires, nous avons souligné que la consommation du circuit d'alimentation d'air composé 
d'un groupe moto-compresseur représente à lui seul environ 71 % de la consommation énergétique 
intrinsèque des différents auxiliaires. Il s'avère donc judicieux d'agir sur le groupe moto-compresseur, afin 
d'optimiser énergétiquement ce dernier. La réduction de la consommation énergétique de ce groupe peut 
se faire au moyen de trois actions : 

- action sur le compresseur (i.e., sur la tête de compression) ; 

- action sur la stratégie de commande et de contrôle ; 

- action sur la motorisation électrique permettant d'entraîner le compresseur. 

Dans la dernière action, la vitesse de rotation de la machine électrique tournante doit être supérieure ou 
égale à 10 000 tr/min afin d’atteindre un rendement suffisant lors de la récupération de l’énergie par une 
turbine. Dans ce cadre, les compétences de l'Équipe Machines Électriques (EME) sont mises à profit pour 
concevoir des moteurs rapides à aimants permanents. 

Dans ce mémoire, nous nous sommes donc particulièrement intéressé aux problèmes liés à la 
conception assistée par ordinateur (CAO) des MSAPs montés en surface, avec un objectif de dimensionner 
une machine synchrone rapide dédiée à l'entraînement de compresseurs pour le système PACs. Le 
développement d'un modèle analytique "général" à partir des équations de Maxwell en électromagnétisme 
nous a permis d'optimiser et de réaliser une MSAP tournant à 10 000 tr/min suivant la méthodologie de 
conception des moteurs à entraînement direct lent  [3]. Nous avons clairement mis en évidence la 
complexité de certains phénomènes physiques prenant naissance au sein des MSAPs et rendant 
particulièrement délicate leur mise en équation et en insistant en particulier sur l'influence des courants de 
Foucault générés dans l'inducteur par la fréquence d'alimentation élevée (i.e., dans les aimants 
permanents et dans la culasse rotorique). 
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II.  Originalités du travail – Apports personnels 
La contribution de ce travail de thèse dans le domaine de la modélisation des MSAPs montés en 

surface sans pièces polaires à inducteur intérieur ou extérieur a permis une évolution dans les modèles 
analytiques et dans la conception de tels systèmes. Les apports personnels sont multiples et résident 
premièrement dans le développement d'un ensemble de modèles analytiques pour la caractérisation de 
tels actionneurs présentant les originalités suivantes : 

- une discrétisation des modèles analytiques généraux développés en s'appuyant sur les 
équations de Maxwell en électromagnétisme dans le but de créer un outil de 
dimensionnement indépendant des formes géométriques employées. Par leur souplesse 
d'utilisation et la complète liberté d'action dans leur utilisation, ces modèles constituent 
une très bonne alternative à une approche traditionnelle de types éléments finis. 

- des modèles analytiques en 2D formulés en coordonnées polaires du type magnétostatique 
 [98] et magnétodynamique avec la prise en compte ou non de l'influence des courants de 
Foucault dans les domaines conducteurs (i.e., dans les aimants permanents et dans la 
culasse rotorique)  [101]. Ces différents modèles permettent d'obtenir les équations formelles 
du potentiel vecteur magnétique total dans trois régions concentriques homogènes, à savoir 
dans l'entrefer fictif (l'entrefer réel corrigé par le coefficient de Carter classique cK  : Passage 

d'une structure réelle à une structure sans encoches), dans la couronne aimantée et dans la 
culasse rotorique. Elles sont développées principalement avec des ratios adimensionnels 
complexes ou réels relatifs à l'inducteur et l'induit denté, ce qui permet de minimiser le 
nombre de variables inconnues lors d'une optimisation. Ces équations formelles 
permettent aussi de développer des expressions analytiques de toutes les grandeurs locales 
(les inductions et les champs magnétiques, les champs électriques, la densité surfacique de 
courant par courants de Foucault,...), intégrales (les flux magnétiques, le couple 
électromagnétique, la force électromotrice induite dans une phase quelconque, les 
différentes inductances mutuelles,…) et électromécaniques (les pertes harmoniques, le 
rendement,…) dans les machines électriques tournantes. La modélisation 
électromagnétique est "générale" dans le sens où elle est applicable à des machines 
synchrones bipolaires ou multipolaires à aimants permanents montés en surface sans 
pièces polaires à inducteur intérieur ou extérieur, possédant une direction d'aimantation des 
aimants radiale ou parallèle, alimentées avec des courants d'alimentation sinusoïdaux ou 
rectangulaire (créneaux de 120 °). Néanmoins, ces modèles analytiques posent le problème 
de ne pas prendre en compte la saturation magnétique des matériaux ferromagnétiques 
doux et les effets de saillances ; mais une excellente concordance avec des calculs par 
éléments finis bidimensionnels a été constatée dans la zone de validité des modèles 
analytiques. 

- l'influence des courants de Foucault sur toutes les grandeurs locales et intégrales 
électromagnétiques dans les MSAPs montés en surface à inducteur intérieur ou extérieur ; 

- la localisation et le pourcentage de désaimantation des aimants permanents suivant deux 
types d'alimentation (sinusoïdale et rectangulaire) et deux types d'aimantation (radiale et 
parallèle) avec et sans les conductivités électriques dans les matériaux magnétiques (i.e., 
dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique) ; 

- le développement des expressions analytiques généralisées du flux et de l'induction 
magnétique totale dans les différentes parties de l'induit denté suivant le type 
d'aimantation (radiale ou parallèle). Ces formules symboliques permettent d'imposer  
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des contraintes magnétiques de dimensionnement, lors d'une optimisation, dans 
l'ensemble isthmes-dent et dans la culasse statorique ; 

- le développement d'une expression analytique originale de l'épaisseur maximale normalisée 
d'aimant permanent 

nor /max maxa a s1h h R′ ′=  41 permettant de maximiser l'induction 

magnétique en magnétostatique dans l'entrefer fictif (Région I ) des MSAPs à induit lisse 
pour deux types d'aimantation (radiale et parallèle)  [108]. La maximisation de cette 
induction magnétique permet, par conséquent, d'améliorer les performances des machines 
électriques tournantes (couple électromagnétique, rendement,…). Cette expression 
analytique "générale", définie dans l'Annexe G par une méthode d'interpolation numérique, 
dépend du coefficient d'arc polaire des aimants permanents, aα , du nombre de paires de 

pôles, p, du ratio adimensionnel réel relatif à l'entrefer fictif, ( ) strk
a s1r R R′=II  42, du type de 

structure (inducteur intérieur ou inducteur extérieur) et du type d'aimantation (radiale ou 
parallèle) ; 

- le développement d'une expression analytique du coefficient tridimensionnel 3DK  

permettant de modéliser l'influence du débordement des aimants permanents (les effets 
d'extrémités). Cette expression analytique, définie dans l'Annexe H par une méthode 
d'interpolation numérique, dépend du rapport des longueurs d'aimant et du fer statorique, 

a a staL Lγ = , et du rapport du diamètre statorique adjacent à l'entrefer réel sur la 

longueur du fer statorique, s1 s1 sta2 R Lβ = ⋅ . 

Deuxièmement, ce travail de thèse propose d'autres conclusions originales dans le développement et la 
réalisation de deux systèmes réels  [19] : 

- une machine électrique tournante rapide ( )0N 10 000 tr min.=  de 500 W pour 

l'entraînement de compresseurs de PACs [cf. Annexe J]. Ce prototype est une machine 
synchrone bipolaire à aimants permanents sans espaces inter-aimants à inducteur 
intérieur qui a été optimisée à l'aide du logiciel Mathcad®. La direction d'aimantation des 
aimants permanents dans cet actionneur électrique est du type parallèle et le bobinage 
considéré est triphasé imbriqué à pas raccourci de 5/6 ; 

- un résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents sans espaces inter-aimants 
[cf. Annexe K] qui a été optimisé à l'aide du logiciel de calcul numérique de champ par 
éléments finis Flux3D. La direction d'aimantation des aimants permanents est du type 
parallèle. Ce résolveur représente "l'image de l'inducteur" de la MSAP à l'extérieur, ce qui 
permet de connaître en temps réel la position de l'inducteur par rapport à l'induit. 

En outre, un banc d'essai a été mis en œuvre. La commande par hystérésis de la machine électrique 
tournante rapide de 500 W pour l'entraînement de compresseurs de PACs a été implantée sur un DSP de 
type TMS320C14-20MHz après avoir été codée en langage C à partir du logiciel Matlab/Simulink®  [19]. 
 
 
 

                                              
41  Dans laquelle, 

maxah  représente l'épaisseur maximale d'aimant permanent et s1R ′  le rayon du stator adjacent à 

l'entrefer réel corrigé par le coefficient de Carter classique cK . 
42  Dans laquelle, strk  représente le coefficient des topologies ( strk 1=  pour un inducteur intérieur et strk 1= −  pour un 

inducteur extérieur) et aR  le rayon des aimants permanents adjacent à l'entrefer réel. 
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III.  Perspectives du travail 
Plusieurs perspectives à court et moyen termes sont envisageables. 
Tout d'abord, nous envisageons de poursuivre nos travaux sur la modélisation analytique des MSAPs 

plus précisément sur le champ magnétique dans l'entrefer réel en modélisant les effets de saillances 
causés par l'induit denté et l'inducteur non lisse. Des méthodes utilisant la transformée conforme de 
Schwarz-Christoffel  [93] et  [198] ou des modèles semi-numériques utilisant la formule de Green  [199] 
sont envisagées. De tels travaux ont déjà été proposés pour calculer le couple de détente, il convient de 
les adapter et d'étendre leur portée pour que ce soit le plus général possible (par exemple, pour le calcul 
des pertes magnétiques par courants de Foucault et par effet de saillance dans les aimants permanents et 
dans la culasse rotorique). Une autre modélisation envisagée consiste à coupler une approche analytique 
exacte déterminée par résolution des équations de Maxwell en électromagnétisme, comme présenté dans 
ce mémoire, couplée à un réseau de perméance ou un logiciel d'éléments finis 2D  [200] pour la 
modélisation du stator denté 43. La difficulté est alors de gérer le découpage en volumes élémentaires et le 
raccordement des deux modèles à la surface extérieure de l'induit. D'autres travaux plus généraux sont 
envisagés pour fournir des modèles analytiques et des méthodologies d'élaboration les plus génériques 
possibles, pour les domaines physiques connexes mais fortement liés que sont la thermique et la 
mécanique. L'objectif final de ces modèles est qu'ils soient intégrés à des outils de dimensionnement 
optimal afin de prendre en compte ces phénomènes dès le début du dimensionnement. Cela doit 
contribuer au raccourcissement du cycle de conception et à l'amélioration des qualités énergétiques des 
solutions trouvées. 

Une deuxième perspective correspond au couplage semi-fort entre les phénomènes 
électromagnétiques, thermiques et mécaniques orientés vers des modèles analytiques en vue d'une 
optimisation globale du système. 

Une troisième perspective correspond à l'étude de la répartition tridimensionnelle des courants de 
Foucault dans la partie tournante des MSAPs. Cette modélisation a deux objectifs. Premièrement, elle doit 
permettre d'évaluer encore plus précisément les pertes magnétiques et deuxièmement elle doit apportée 
une meilleure compréhension des phénomènes en connaissant le chemin tridimensionnel des courants 
induits. Des travaux de recherches sont aussi en cours pour développer un modèle analytique en 3D en se 
basant sur les travaux de Youmssi  [70]. 

La quatrième perspective concerne les méthodes expérimentales. Ce domaine est trop peu souvent 
abordé ; pourtant l'évaluation expérimentale des pertes est nécessaire pour la validation de tous les 
modèles, tant analytiques que numériques. Des méthodes thermiques, par analyse des échauffements 
rotoriques (permanents ou transitoires avec isolation thermique du rotor), sont par exemple envisageables. 
 [99]- [100],  [159],  [167],  [170] et  [185]- [187]. 

La dernière perspective de ce travail concerne plus particulièrement le prototypage des MSAPs pour 
la motorisation de compresseurs pour le système PACs. L'intensification actuelle des recherches au L2ES et 
dans d'autres laboratoires français sur le système PACs doit être accompagnée par une recherche autour 
des actionneurs associés à ce système. Il s'agit donc, par exemple, de poursuivre les développements 
entrepris dans ce travail de thèse, notamment en diversifiant les structures, afin de dépasser les limites 
technologiques liées à l'utilisation des aimants permanents. L'objectif d'une machine électrique tournante 
de 80 000 tr/min pourrait être à la fois un challenge scientifique intéressant, en même temps que 
présenter un intérêt réel pour le circuit d'alimentation d'air du système PACs, dans la mesure où le moto-
compresseur pourrait être couplé avec des turbines (de récupération d'énergie), dont le rendement n'est 
intéressant qu'aux hautes vitesses. 
                                              
43  Cela doit, en effet, permettre d'allier une bonne modélisation de la répartition des courants d'induits au niveau de 
l'inducteur et une prise en compte de l'effet de saillance statorique et de la saturation, au moins au niveau de l'induit 
denté. 
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Et enfin, il semble clair que la conception optimale doit non seulement s'intéresser au système 
complet (par exemple, machine électrique tournante et compresseur), et non aux différents composants 
(machine électrique tournante ou compresseur) qui le constituent, mais elle doit porter aussi sur sa 
commande. Ainsi, la co-conception d'un système et de sa commande oblige à réfléchir aux outils de 
modélisation et d'optimisation adaptés. 
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- ANNEXES - 

Annexe A : Interpolation numérique par une méthode non-linéaire. 
 

Annexe B : Représentation des composantes radiale et tangentielle du vecteur induction rémanente des 
aimants permanents en série de Fourier complexe. 

 

Annexe C : Expression générale en série de Fourier complexe de la répartition spatio-temporelle des 
courants de l'induit. 

 

Annexe D : Détermination des constantes d'intégration en magnétostatique. 
 

Annexe E : Détermination des constantes d'intégration en magnétodynamique. 
 

Annexe F : Grandeurs locales en magnétodynamique en négligeant les conductivités électriques des 
matériaux électromagnétiques. 

 

Annexe G : Expression analytique de l'épaisseur maximale normalisée d'aimant permanent par 
interpolation numérique. 

 

Annexe H : Expression analytique du coefficient tridimensionnel par interpolation numérique. 
 

Annexe I : Grandeurs intégrales en négligeant les conductivités électriques des matériaux 
électromagnétiques. 

 

Annexe J : Caractéristiques physiques, géométriques et de fonctionnement de la machine synchrone 
rapide de 500 W pour l'entraînement de compresseurs de piles à combustible. 

 

Annexe K : Caractéristiques physiques et géométriques du résolveur "sin-cos" à aimants permanents. 
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- Annexe A - 

Interpolation numérique 
par 

une méthode non-linéaire. 

Dans cette annexe, nous nous intéressons à la technique d'interpolation numérique qui permet de 
reconstruire une fonction mathématique (ou de déterminer une expression analytique) à partir de courbes 
ou de données disponibles. 
 

A.I.  MÉTHODE D'INTERPOLATION NUMÉRIQUE 
Supposons que l'on dispose d'un certain nombre de points, notés ix , auxquels on associe des 

valeurs iy , qui peuvent être par exemple des points significatifs extraits d'une courbe expérimentale. On 

souhaite déterminer une fonction mathématique f  (fonction affine, polynôme, exponentielle, etc.) donnée 

ou non qui permet de calculer la réponse y  à une entrée x  non comprise dans les points ix  de départ. 

Les techniques d'interpolation permettent ainsi de reconstruire, à partir des données disponibles, cette 

fonction ( )f x  inconnue. 

Lorsque les points ix  sont "peu nombreux", on peut chercher à construire une fonction f  passant 

exactement par les valeurs iy . Dans cette optique, l'idée la plus simple est de chercher un polynôme pf  

de degré n qui vérifie les i couples de points réels ( )i iM ,x y  donnés. La solution la plus évidente est 

d'écrire 
 

( )
0 1 2 j

2 i
p p p p pk k k ... k= + ⋅ + ⋅ + ⋅f x x x x , (A.1) 

 

puis d'identifier les coefficients 
jpk  en écrivant les conditions ( )

ip i p=f x f  pour chaque ix . On est ainsi 

amené à former la matrice, dite de Vandermonde, associée aux points ix . Il faut ensuite l'inverser pour 

déterminer ( )pf x   [201]. 

Lorsque les points ix  sont "nombreux", le degré des polynômes d'interpolation augmente et avec lui 

le risque de fortes oscillations, qui ne correspondent pas forcément à la fonction mathématique que l'on 
souhaite approximer. On peut alors limiter cet inconvénient en construisant  [201] : 

- une approximation par morceaux de faible degré : les différents "morceaux" étant 
indépendants les uns des autres ou bien liés par des conditions de continuité de pente 
voire de courbure (c'est le principe des fonctions splines), 

- ou encore une approximation globale ne passant pas exactement par les valeurs iy  mais 

minimisant la distance entre les valeurs iy  et ( )f x . 

Cette dernière approximation (ou interpolation numérique) reste la meilleure, et c'est celle-ci qui 
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sera utilisée dans ce mémoire, parce qu'elle permet de déterminer les jk  coefficients d'interpolation, qui 

interviennent dans une fonction mathématique f  quelconque, rendant l'erreur d'interpolation intε  

minimale [Équation (A.2)] par application d'une méthode de résolution non-linéaire (par exemple 
Levenberg-Marquardt, Gradient conjugué, etc.). Le choix de la fonction f  quelconque est l'étape la plus 

délicate de l'algorithme, en effet, elle permet de minimiser l'erreur intε  pour pouvoir passer par tous les 

points expérimentaux. 
 

( )N

i 1

i i j
int

i

,k1
N =

−
ε = ⋅∑

y f x

y
, (A.2) 

 

avec N le nombre total de points significatifs extraits d'une courbe expérimentale. 
 

A.II.  EXEMPLE D'INTERPOLATION 
Soient ( )i iM ,x y  les N couples de points expérimentaux représentés sur la Figure A.1, on cherche la 

fonction mathématique f  qui minimise l'écart entre les valeurs expérimentales et interpolées. On peut 

observer que les N points représentent une fonction mathématique s'apparentant une exponentielle, on 
s'oriente donc vers une équation analytique du type : 
 

( ) 4k
3k

j 1 2,k k k e ⋅⎛ ⎞= ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

xf x . (A.3a) 

 

En appliquant une méthode de résolution numérique non-linéaire, du type Levenberg-Marquardt, on 
obtient les valeurs des coefficients jk  qui rendent l'erreur d'interpolation minimale : 

 

1

2

3

4

k 64,211
k 0,1
k 2,303
k 2,352

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

. (A.3b) 

 

La comparaison entre la fonction d'interpolation [Équations (A.3)] et les N points expérimentaux est 
représentée sur la Figure A.1 et conduit à un résultat tout à fait correct (soit int 0,057 %ε = ). 
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Figure A.1 :  Exemple d'interpolation par minimisation de l'erreur d'interpolation. 
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- Annexe B - 

Représentation des composantes radiale et tangentielle 
du vecteur induction rémanente des aimants permanents 

en série de Fourier complexe. 

Dans cette annexe, nous développons le calcul des composantes radiale et tangentielle 

( )r /
ra a rB ,Θ Θi T  du vecteur induction rémanente des aimants permanents à leur température de 

fonctionnement aT  en série de Fourier complexe dans un référentiel lié à l'inducteur, lorsque la direction 

d'aimantation est soit radiale soit parallèle. L'angle rΘ  désigne la position angulaire mécanique de 

l'inducteur dont la référence, r 0 rad.Θ = , se trouve au centre d'un aimant Nord. 

 

B.I.  RAPPEL SUR LA SÉRIE DE FOURIER TRIGONOMÉTRIQUE COMPLEXE 
Tout signal périodique de période T 2 p= π , ( ) ( )s s TΘ = Θ + , peut être décomposé en une somme 

de fonctions périodiques sinusoïdales dont la forme générale est exprimée ci-dessous : 
 

( ) ( ) ( ) j

v 1 v

vp
0 v v vs a a cos vp b sin vp c e

+∞ +∞

= =−∞

⋅ ⋅ΘΘ = + ⋅ ⋅ Θ + ⋅ ⋅ Θ = ⋅∑ ∑ , (B.1) 

 

avec j 1= −  l'opérateur complexe ; Θ la position angulaire mécanique ; p le nombre de paires de 

pôles ; v l'indice des harmoniques spatiaux ; 0a , va  et vb  les coefficients réels et vc  le coefficient 

complexe qui sont définis respectivement par : 
 

( )
T

0

0
1

a s d
T

= ⋅ Θ ⋅ Θ∫ , (B.2a) 

( ) ( )
T

0

v
2

a s cos vp d
T

= ⋅ Θ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ∫ , (B.2b) 

( ) ( )
T

0

v
2

b s sin vp d
T

= ⋅ Θ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ∫ , (B.2c) 

  

( )jv va b 2− ⋅  pour v 0> , 

( )jv va b 2+ ⋅  pour v 0< , vc =  

0a  pour v 0= . 

(B.2d) 

 

On notera aussi les trois cas de symétrie des signaux : 
- fonctions paires : 

 

( ) ( )s sΘ = −Θ  ce qui donne vb 0=  et vc  est réel v∀ , (B.3a) 
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- fonctions impaires : 
 

( ) ( )s sΘ = − −Θ  ce qui donne va 0=  et vc  est imaginaire v∀ , (B.3b) 
 

- fonctions à symétrie demi-onde : 
 

( ) T
s s

2
⎛ ⎞Θ = − Θ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ce qui conduit à v impair. (B.3c) 

 

B.II.  AIMANTATION RADIALE 
B.II.1.  Représentation de la direction d'aimantation 
La Figure B.1 représente un aimant permanent avec une direction d'aimantation radiale. Pour ce 

type d'aimantation, la Figure B.2 met en évidence la forme d'onde des composantes radiale ( )r
ra a rB ,ΘR T  

et tangentielle ( )ra a rB ,Θ ΘR T , sous une paire de pôles, du vecteur induction rémanente ( )ra a rB ,ΘR T  des 

aimants permanents à leur température de fonctionnement aT  dans un référentiel lié à l'inducteur. 

 

B.II.2.  Composante radiale 

La fonction ( )r
ra a rB ,ΘR T , indiquée sur la Figure B.2(a), peut être représentée par un développement 

en série Fourier complexe [Équation (B.1)]. Cette fonction est périodique, de période p2 ⋅ Θ  avec pΘ  

l'angle mécanique polaire, paire [Équation (B.3a)], et de valeur moyenne nulle vérifiant la symétrie demi-
onde [Équation (B.3c)]. 

( )R
ra aB T

( )r
ra aB R T

N0 S

( )ra aBR T

( )ra aBR T

( )ra aBR T

( )ra aBR T

rΘ
aΘ •

 
rΘ

ruuΘ

z x

y

•

•  
Figure B.1 :  Représentation d'un aimant permanent avec une direction d'aimantation radiale. 

[ ]r rad.Θ

( )[ ]r
ra aB TR T

02p−πp− π 2pπ pπ

( )ra aB T

0

( )ra aB− T

a

2
Θ

−
pΘ

p

2

Θ
−p−Θ 0

a

2
Θ p

2

Θ
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Figure B.2 :  Distribution spatiale de la composante (a) radiale et (b) tangentielle du vecteur induction rémanente des 
aimants permanents, sous une paire de pôles, pour l'aimantation radiale. 
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En utilisant la relation (B.2b), on a : 
 

 ( ) ( )
2 p

0

r
v ra a r r r

p

1
a B , cos vp d

⋅Θ

= ⋅ Θ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ
Θ ∫ R T   

⇔  ( ) ( )
2a

0

v ra a r r
p

4
a B cos vp d

Θ

= ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ
Θ ∫ T   

⇔  ( ) ( )= ⋅ ⋅ α ⋅
vv ra a a oaa 2 B vpT K , (B.4) 

 

avec ( )ra aB T  l'induction rémanente des aimants permanents à leur température de fonctionnement aT , 

a a pα = Θ Θ  le coefficient d'arc polaire des aimants permanents avec aΘ  l'angle mécanique de 

l'ouverture des aimants permanents, et ( )x
voaK  le coefficient d'ouverture des aimants permanents  [2] : 

 

( )x x x
Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅ α ⋅ ⋅ α ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v

p p
oa a asin

2 2
K . (B.5) 

 

En appliquant la relation (B.2d) et en posant ( ) vva a− = , on aboutit facilement à la fonction 

( )r
ra a rB ,ΘR T  en série de Fourier complexe qui est définie par : 

 

( ) ( ) j r
v

v 1, 3...

e
vpr r

ra a r ra a raB , 2 B e
+∞

=

⋅ ⋅Θ⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = ⋅ ⋅ ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑R RT T K  vp∀ , (B.6a) 

 

avec : ( )= α ⋅
vv

r
ra a oa vpK KR  vp∀ . (B.6b) 

 

B.II.3.  Composante tangentielle 

Comme indiquée sur la Figure B.2(b), la fonction ( )ra a rB ,Θ ΘR T  est uniformément nulle : 

 

( ) ( ) j r
v

v 1, 3...

e
vp

ra a r ra a raB , 2 B e
+∞

=

⋅ ⋅ΘΘ Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = ⋅ ⋅ ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑R RT T K  vp∀ , (B.7a) 

 

avec : 
vra 0Θ =K R  vp∀ . (B.7b) 

 

B.III.  AIMANTATION PARALLÈLE 
B.III.1.  Représentation de la direction d'aimantation 
La Figure B.3 représente un aimant permanent avec une direction d'aimantation parallèle. Pour ce 

type d'aimantation, la Figure B.4 met en évidence la forme d'onde des composantes radiale ( )r
ra a rB ,ΘP T  

et tangentielle ( )ra a rB ,Θ ΘP T , sous une paire de pôles, du vecteur induction rémanente ( )ra a rB ,ΘP T  des 

aimants permanents à leur température de fonctionnement aT  dans un référentiel lié à l'inducteur. 

 

B.III.2.  Composante radiale 

La fonction ( )r
ra a rB ,ΘP T , indiquée sur la Figure B.4(a), peut être représentée à nouveau par un 
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développement en série Fourier complexe [Équation (B.1)]. Cette fonction est périodique, de période p2 ⋅ Θ , 

paire [Équation (B.3a)], de valeur moyenne nulle et vérifiant la symétrie demi-onde [Équation (B.3c)]. 
En utilisant la relation (B.2b), on a : 

 

 ( ) ( )
2 p

0

r
v ra a r r r

p

1
a B , cos vp d

⋅Θ

= ⋅ Θ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ
Θ ∫ P T   

⇔  ( ) ( ) ( )
2a

0

v ra a r r r
p

4
a B cos cos vp d

Θ

= ⋅ ⋅ Θ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ
Θ ∫ T   

⇔  ( ) ( ) ( )⎡ ⎤= ⋅ α ⋅ + + −⎣ ⎦v vv ra a a oa oaa B vp 1 vp 1T K K . (B.8) 

 

En appliquant la relation (B.2d) et en posant ( ) vva a− = , on aboutit facilement à la fonction 

( )r
ra a rB ,ΘP T  en série de Fourier complexe qui est définie par : 

 

( ) ( ) j r
v

v 1, 3...

e
vpr r

ra a r ra a raB , 2 B e
+∞

=

⋅ ⋅Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = ⋅ ⋅ ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑P PT T K  vp∀ , (B.9a) 

 

avec : v v

r
ra 1

+=K CP  vp∀ , (B.9b) 

 ( ) ( )± α ⎡ ⎤= ⋅ + ± −⎣ ⎦v vv

a
oa oa1 vp 1 vp 1

2
C K K  vp∀ . (B.9c) 
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Figure B.3 :  Représentation d'un aimant permanent avec une direction d'aimantation parallèle. 
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Figure B.4 :  Distribution spatiale de la composante (a) radiale et (b) tangentielle du vecteur induction rémanente des 
aimants permanents, sous une paire de pôles, pour l'aimantation parallèle. 
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B.III.3.  Composante tangentielle 

La fonction ( )ra a rB ,Θ ΘP T , indiquée sur la Figure B.4(b), peut être représentée par un développement 

en série Fourier complexe [Équation (B.1)]. Cette fonction est périodique, de période p2 ⋅ Θ , impaire 

[Équation (B.3b)], de valeur moyenne nulle et vérifiant la symétrie demi-onde [Équation (B.3c)]. 
En utilisant la relation (B.2c), on a : 

 

 ( ) ( )
2 p

0

v ra a r r r
p

1
b B , sin vp d

⋅Θ

Θ= ⋅ Θ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ
Θ ∫ P T   

⇔  ( ) ( ) ( )
2a

0

v ra a r r r
p

4
b B sin sin vp d

Θ

= − ⋅ ⋅ Θ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ
Θ ∫ T   

⇔  ( ) ( ) ( )⎡ ⎤= ⋅ α ⋅ + − −⎣ ⎦v vv ra a a oa oab B vp 1 vp 1T K K . (B.10) 

 

En appliquant la relation (B.2d) et en posant ( ) vvb b− = − , on aboutit facilement à la fonction 

( )ra a rB ,Θ ΘP T  en série de Fourier complexe qui est définie par : 

 

( ) ( ) j r
v

v 1, 3...

e
vp

ra a r ra a raB , 2 B e
+∞

=

⋅ ⋅ΘΘ Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = ⋅ ⋅ ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑P PT T K  vp∀ , (B.11a) 

 

avec : j
vvra 1

Θ −= − ⋅K CP  vp∀ . (B.11b) 

 

B.IV.  EXPRESSION GÉNÉRALE DES COMPOSANTES DU VECTEUR INDUCTION RÉMANENTE DES 

AIMANTS PERMANENTS 
Quelle que soit l'aimantation, radiale ou parallèle, les composantes radiale et tangentielle du 

vecteur induction rémanente des aimants permanents peuvent se mettre sous la forme suivante : 
 

( ) ( ) ( )j s rv
v

v 1, 3...

e
r / r /
ra a r ra aB , e

+∞

=

⋅ ΘΘ Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑i iT TB g
, (B.12a) 

 

avec : ( )
vs r rvpΘ = ⋅ Θg  (B.12b) 

 ( ) ( )
v v

r / r /
ra a ra a ra2 BΘ Θ= ⋅ ⋅B i iT T K  

vp∀ . 
(B.12c) 

 

où i représente l'indice de la direction d'aimantation (R : Radiale ou P : Parallèle) et ( )
v

r /
ra a

ΘB i T  

l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de la composante radiale ou tangentielle du vecteur 
induction rémanente des aimants permanents. 
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- Annexe C - 

Expression générale en série de Fourier complexe 
de la répartition spatio-temporelle des courants de l'induit. 

Dans cette annexe, nous nous intéressons à la détermination de la formule générale de la 

répartition des courants (r.c.) ( )c s, tδ Θ  d'un bobinage imbriqué à plusieurs couches en série de Fourier 

complexe avec des harmoniques spatio-temporels dans un référentiel lié à l'induit. Le courant 

d'alimentation ( )gi t  sera considéré quelconque. L'angle sΘ  désigne la position angulaire mécanique de 

l'induit dont la référence, s 0 rad.Θ = , se trouve au centre de la première phase (phase-A). 

 

C.I.  DESCRIPTION DE LA MÉTHODE 
On pourrait bien sûr entreprendre au cas par cas la décomposition en série de Fourier complexe 

de l'onde déterminée, mais nous pensons qu'il est préférable de procéder de la manière suivante : 

- déterminer la décomposition spatiale en série de Fourier complexe de la r.c. d'une 
encoche isolée ; 

- déterminer ensuite la décomposition spatiale en série de Fourier complexe de la r.c. 
d'une bobine quelconque ; 

- sommer les contributions individuelles des bobines d'une phase ; 

- combiner les contributions des autres phases ; 

- déterminer la décomposition temporelle en série de Fourier complexe du courant 
d'alimentation quelconque ; 

- et déduire finalement le développement harmonique de ( )c s, tδ Θ  avec des harmoniques 

spatio-temporels. 

Il est évident que la répartition des courants dépend essentiellement de la répartition spatiale des 
bobines dans les encoches et du nombre d'encoches. Elle n'est en rien influencée par la manière dont sont 

 

•••

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

phase-A
phase-B
phase-C

Neutre

Les voies en pointillés sont
situées en fond d’encoche Numéro d’encoche

Têtes de bobines

 
Figure C.1 :  Bobinage triphasé imbriqué à pas raccourci de 5/6 avec cN = 2 , q = 2  et p =1. 
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réalisées les connexions frontales (Têtes de bobines)  [72]. La Figure C.1 représente un bobinage triphasé (i.e., 

= 3m ) imbriqué à pas raccourci de 5/6 avec cN 2= , q 2=  et p 1=  où cN  est le nombre de couches de 

conducteurs dans une encoche, q le nombre d'encoches par pôle et par phase et p le nombre de paires de 
pôles. L'examen de ce bobinage montre que tout se passe comme si on était en présence de deux bobinages 
identiques (i.e., la 1ère couche à pas diamétral, et la 2ème couche à pas diamétral décalée d'une encoche par 
rapport à la 1ère couche). Quel que soit le bobinage considéré, on peut donc toujours le faire apparaître 
comme une combinaison de bobines à pas diamétral occupant suivant les cas une ou plusieurs couches  [73]. 
Néanmoins, il nous semble quand même utile de s'intéresser à des combinaisons de bobines à pas raccourci 
ou allongé afin d'être le plus général possible, contrairement à la plupart des auteurs. 
 

C.II.  DÉCOMPOSITION SPATIALE DE LA RÉPARTITION DES COURANTS 
C.II.1.  Développement harmonique de la r.c. d'une encoche isolée 

La distribution spatiale de la r.c. d'une encoche isolée ( )
e _ isol.c s , tδ Θ , dans un référentiel lié à 

l'induit, peut être représentée sur la Figure C.2. La fonction ( )
e _ isol.c s , tδ Θ  peut être représentée par un 

développement en série Fourier complexe [Équation (B.1)]. Cette fonction est périodique de période p2 ⋅ Θ  

avec pΘ  l'angle mécanique polaire, paire [Équation (B.3a)] et de valeur moyenne non nulle. 

En utilisant la relation (B.2b), on a : 
 

 ( ) ( )
2 p

e _ isol.
0

v c s s s
p

1
a , t cos vp d

⋅Θ

= ⋅ δ Θ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ
Θ ∫   

⇔  ( )= ⋅ ⋅ ς ⋅ α ⋅
v

sp
v g oe od oe

vp

N
a i t

N
K , (C.1) 

 

avec ( )gi t  le courant d'alimentation quelconque parcourant la phase numéro g à l'instant t ; spN  le nombre 

de spires en série dans l'encoche ; vpN  le nombre de voies en parallèle ; ς = Θ Θoe oe od  le coefficient d'arc 

dentaire de l'ouverture d'encoche où oeΘ  représente l'angle mécanique de l'ouverture d'encoche, 

Θ = πod es2 N  l'angle mécanique dentaire [Équation (16)] et = ⋅ ⋅esN 2p qm  le nombre total d'encoches (ou 

de dents) ; α = Θ Θod od p  le coefficient d'arc polaire de l'ouverture dentaire ; et ( )= ς
v voe od oeK K  le 

coefficient d'ouverture d'encoche  [81]- [32] où ( )
vodK x  représente le coefficient d'ouverture dentaire : 

 

( )
Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅ ⋅ α ⋅ ⋅ ⋅ α ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v

p p
od od odsin vp vp

2 2
K x x x  vp∀ . (C.2) 
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Figure C.2 :  Distribution spatiale de la r.c. d'une encoche isolée. 
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En appliquant la relation (B.2d) et en posant ( ) vva a− = , on aboutit facilement à la fonction 

( )
e _ isol.c s , tδ Θ  en série de Fourier complexe qui est définie par : 

 

( ) ( ) j s
e _ isol. e _ isol. e _ isol.

0 vv 1, 2,...

e
vp

c s g m m
1

, t 2 i t e
2

+∞

=

⋅ ⋅Θ
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅ + ⋅⎨ ⎬

⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑K K  vp∀ , (C.3a) 

 

avec : = ⋅ ς ⋅ α ⋅
⋅e _ isol. v

v

sp
m oe od oe

vp

N

2 N
K K  vp∀ . (C.3b) 

 

C.II.2.  Développement harmonique de la r.c. d'une bobine quelconque 

La distribution spatiale de la r.c. pour une bobine quelconque ( )
b _ quelc.c s , tδ Θ , dans un référentiel 

lié à l'induit, peut être représentée sur la Figure C.3. On peut remarquer que la bobine est formée de spN  

spires en série réparties dans les deux encoches parcourues par un courant d'alimentation quelconque 

( )gi t  et séparées d'un angle mécanique b1Θ , appelé l'angle mécanique de bobinage de la première 

couche, qui est défini par : 
 

b1 b1 odyΘ = ⋅ Θ , (C.4) 
 

avec b1y  représentant le pas de bobinage de la première couche qui est compté en nombre entier d'angle 

mécanique dentaire odΘ . Il peut être à pas diamétral, 1N 0= , raccourci, 1N 0> , ou allongé, 1N 0< , où 

1 b1N q y= ⋅ −m  représente la différence entre le pas diamétral et le pas de bobinage de la première 

couche  [73] avec m le nombre de phases. 

En utilisant les relations (C.3) et (B.3c), et la formule d'Euler ( ) j jj2 sin e e⋅ − ⋅⋅ = −x xx , on a : 

 

 ( )
b _ quelc. e _ isol. e _ isol.

b1 b1
c s c s c s, t , t , t

2 2
Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞δ Θ = δ Θ − − δ Θ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

⇔  ( ) ( )
j jj

b1 b1
s

b _ quelc. e _ isol.
vv 1, 3,...

e
vp vpvp 2 2

c s g m, t 2 i t e e e
+∞

=

Θ Θ
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅Θ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅ ⋅ −⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ K , (C.5) 
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Figure C.3 :  Distribution spatiale de la r.c. d'une bobine quelconque. 
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et en posant b1 p 1 odNΘ = Θ − ⋅ Θ , on obtient : 

 

( ) ( ) jj s
b _ quelc. v e _ isol.

vv 1, 3,...

e
vp

c s g p b1 m, t 2 i t vp e
+∞

=

⋅ ⋅Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪δ Θ = − ⋅ ℜ ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ K K  vp∀ , (C.6) 

 

avec 
vb1K  le coefficient d'ouverture du bobinage de la première couche  [81]- [82] : 

 

Θ⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ ⋅ α ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
v v

p
b1 op 1 odcos vp N

2
K K . (C.7) 

 

Le paramètre 
vopK  représente le coefficient d'ouverture polaire : 

 

Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠v

p p
op sin vp vp

2 2
K . (C.8) 

 

On aboutit finalement à la fonction ( )
b _ quelc.c s , tδ Θ  en série de Fourier complexe qui est définie par : 

 

( ) ( ) j s
b _ quelc. b _ quelc.

vv 1, 2,...

e
vp

c s g m, t 2 i t e
+∞

=

⋅ ⋅Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ K  vp∀ , (C.9a) 

 

avec : j π
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ς ⋅ ⋅

b _ quelc. v v
v

sp
m oe oe b1

vp es

N
vp

N N
K K K  vp∀ . (C.9b) 

 

C.II.3.  Contributions individuelles des bobines d'une phase 
C.II.3.1.  Bobinage à une couche de conducteurs cN 1=  

Les bobinages imbriqués réguliers à une couche de conducteurs sont constitués par la juxtaposition 
de q encoches par pôle et par phase régulièrement espacées d'un angle mécanique dentaire, odΘ . La 

Figure C.4 représente la distribution spatiale de la r.c. d'une phase à une couche de conducteurs, 

( )
Nc1c s, tδ Θ , dans un référentiel lié à l'induit. 

On doit sommer les contributions de ces q encoches par pôle et par phase pour chaque 
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Figure C.4 :  Distribution spatiale de la r.c. d'une phase à une couche de conducteurs. 
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harmonique en prenant en compte le fait que pour un harmonique quelconque de rang impair v 2k 1= + , 

le décalage électrique entre deux encoches consécutives est cette fois ( )od odv 2k 1⋅ Θ = + ⋅ Θ . Il existe deux 

méthodes pour réaliser cette sommation  [72], à savoir la représentation vectorielle et la progression 
géométrique en complexe. Par sa simplicité et pour faciliter les calculs, nous allons utiliser la dernière 
méthode. On a : 
 

 ( ) ( )
( )j odq 1

s od

Nc1 b _ quelc.
vn 0 v 1, 3,...

e
vp q 1 n

2
c s g m, t 2 i t e

− +∞

= =

Θ⎡ ⎤⋅ ⋅ Θ − − ⋅ + ⋅Θ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧ ⎫
⎪ ⎪δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ K   

⇔  ( ) ( )
( )j

j
od q 1

s
od

Nc1 b _ quelc.
vv 1, 3,... n 0

e
vp q 1

vp n2
c s g m, t 2 i t e e

−+∞

= =

Θ⎡ ⎤⋅ ⋅ Θ − − ⋅⎢ ⎥ ⋅ ⋅ ⋅Θ⎣ ⎦
⎧ ⎫
⎪ ⎪δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑K . (C.10) 

 

En posant la suite géométrique ( ) ( )
N 1

n 0

n Nr r 1 r 1
−

=

= − −∑ , on en déduit que j
q 1

od

n 0

vp ne
−

=

⋅ ⋅ ⋅Θ∑  devient : 

 

 
j

j
j

q 1 od
od

od
n 0

vp q
vp n

vp
e 1

e
e 1

−

=

⋅ ⋅ ⋅Θ
⋅ ⋅ ⋅Θ

⋅ ⋅Θ
−

=
−

∑   

⇔  
( )jj

−

=

Θ
⋅ ⋅ − ⋅⋅ ⋅ ⋅Θ

Θ⎛ ⎞
⋅ ⋅ α ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠= ⋅
Θ⎛ ⎞

⋅ α ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
q 1 od

od

n 0

p
od vp q 1vp n 2

p
od

sin q vp
2

e e

sin vp
2

. (C.11) 

 

En introduisant la relation (C.11) dans (C.10), on obtient : 
 

 ( ) ( ) j s
Nc1 b _ quelc.

vv 1, 3,...

e

p
od

vp
c s g m

p
od

sin q vp
2

, t 2 i t e

sin vp
2

+∞

=

⋅ ⋅Θ

⎧ ⎫Θ⎛ ⎞
⋅ ⋅ α ⋅⎪ ⎪⎜ ⎟

⎪ ⎪⎝ ⎠δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬Θ⎛ ⎞⎪ ⎪⋅ α ⋅⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ K   

⇔  ( ) ( ) j s
Nc1 v b _ quelc.

vv 1, 3,...

e
vp

c s g dist m, t 2 i t q e
+∞

=

⋅ ⋅Θ⎧ ⎫⎪ ⎪δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ K K , (C.12) 

 

avec ( ) ( )
v v vdist od odq 1=K K K  le coefficient de distribution du bobinage classique  [81]- [82]. 

On aboutit finalement à la fonction ( )
Nc1c s, tδ Θ  en série de Fourier complexe qui est définie par : 

 

( ) ( ) j s
Nc1 Nc1v

v 1, 3,...

e
vp

c s g m, t 2 i t e
+∞

=

⋅ ⋅Θ⎧ ⎫⎪ ⎪δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ K  vp∀ , (C.13a) 

 

avec : j π
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ς ⋅ ⋅ ⋅

Nc1 v v vv

sp
m oe oe b1 dist

vp es

N
vp q

N N
K K K K  vp∀ . (C.13b) 

 

C.II.3.2.  Bobinage à cN  couches de conducteurs 

La méthode de placement "par levée" définit les enroulements à pas raccourci ou à pas allongé avec  
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cN  couches de conducteurs  [73]. Dans ce type d'enroulement, les cN  couches de conducteurs sont 

décalées entre elles d'un angle ( ) d2c2k 1 p+ ⋅ Θ  pour l'harmonique v 2k 1= + , où d2cΘ  représente l'angle 

mécanique entre deux couches consécutives qui est défini par : 
 

d2c 2 odNΘ = ⋅ Θ . (C.14) 
 

avec 2N  le nombre d'encoches de décalage entre deux couches consécutives. 

La Figure C.5 représente la distribution spatiale de la r.c. d'une phase à cN  couches de conducteurs 

( )
Ncc s, tδ Θ , dans un référentiel lié à l'induit. Pour trouver le développement harmonique de ( )

Ncc s, tδ Θ , il 

faut sommer les contributions de ces cN  couches de conducteurs. Pour cela, nous allons de nouveau 

utiliser la méthode de progression géométrique en complexe. Tous calculs faits, on obtient : 
 

 ( ) ( )
( )j d2cN 1c s c d2c

Nc Nc1v
n 0 v 1, 3,...

e
vp N 1 n

2
c s g m, t 2 i t e

− +∞

= =

Θ⎡ ⎤⋅ ⋅ Θ − − ⋅ + ⋅Θ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧ ⎫
⎪ ⎪δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ K   

⇔  ( ) ( ) j s
Nc v Nc1v

v 1, 3,...

e
vp

c s g c 2dc m, t 2 i t N e
+∞

=

⋅ ⋅Θ⎧ ⎫⎪ ⎪δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ K K , (C.15) 

 

avec ( ) ( )
v v v2dc od c 2 od 2N N N= ⋅K K K  le coefficient de décalage entre deux couches consécutives  [72]. 

On aboutit finalement à la fonction ( )
Ncc s, tδ Θ  en série de Fourier complexe qui est définie par : 

 

( ) ( ) j s
Nc Nc v

v 1, 3,...

e
vp

c s g m, t 2 i t e
+∞

=

⋅ ⋅Θ
⎧ ⎫⎪ ⎪δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ K  vp∀ , (C.16a) 

 

avec : j π
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ς ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Nc v v v vv

sp
m c oe oe b1 dist 2dc

vp es

N
vp N q

N N
K K K K K  vp∀ . (C.16b) 

 

C.II.4.  Contributions des autres phases d'une machine triphasée 

La r.c. ( )
0c s, tδ Θ  de la phase-A, avec cN  couches de conducteurs et à pas quelconque, est équivalente 
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Figure C.5 :  Distribution spatiale de la r.c. d'une phase à cN  couches de conducteurs. 
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aux relations (C.16). Les répartitions des courants créées par les autres phases auront la même forme, 

mais elles seront décalées de l'angle mécanique p
2

g ⋅ ⋅ Θ
m

 avec g le numéro correspondant aux phases 

d'alimentation (pour la phase-A : g 0= , pour la phase-B : g 1=  et pour la phase-C : g 2= ). Si sppN  est 

le nombre de spires en série par phase 
 

b sp
spp

vp

N N
N

N

⋅
=

⋅m
, (C.17) 

 

avec 
⋅

= es c
b

N N
N

2
 représente le nombre de bobines ; 

vbK  est le coefficient de bobinage classique  [72] 

 

v v v vb oe ob dist= ⋅ ⋅K K K K , (C.18) 
 

avec 
v v vob b1 2dc= ⋅K K K  représente le coefficient d'ouverture du bobinage classique ; alors la répartition 

des courants de la phase numéro g à l'instant t ( )
gc s, tδ Θ  est définie par : 

 

( ) ( ) ( )
g gc s g m s, t i t Cδ Θ = ⋅ Θ  vp∀ . (C.19) 

 

Le terme ( )
gm sC Θ , correspondant à la répartition spatiale des bobines de la phase numéro g, s'exprime par : 

 

( )
j s p

g v
v 1, 3,...

e

2
vp g

mm sC e
+∞

=

⎛ ⎞⋅ ⋅ Θ − ⋅ ⋅Θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎫
⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ mC  vp∀ , (C.20a) 

 

avec 
0v v

m m2= ⋅KC  l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de la répartition spatiale des 

bobines de la phase numéro g ( )
gm sC Θ  où 

0 v
mK , une fonction harmonique complexe, est définie par : 

 

j= − ⋅ ⋅ π ⋅ ⋅ ς ⋅
0 vv

spp
m oe b

es

N
v

N
K K  vp∀ . (C.20b) 

 

Grâce à cela, on est désormais en mesure d'écrire la décomposition spatiale en série de Fourier 

complexe de la r.c. produit par les m phases ( )c s, tδ Θ  pour une alimentation quelconque : 

 

( ) ( )
m 1

g
g 0

c s c s, t , t
−

=

δ Θ = δ Θ∑  vp∀ . (C.21) 

 

De plus, on notera que le pas du bobinage classique de ( )c s, tδ Θ  est donné par : 

 

( ) ( )Θ
⎡ ⎤= = ⋅ − + ⋅ α = ⋅ − +⎣ ⎦Θ α

b
b 1 2 od 1 2

od od

1
y 1 N N q N Nm . (C.22) 
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C.III.  DÉCOMPOSITION SPATIO-TEMPORELLE DE LA RÉPARTITION DES COURANTS DE L'INDUIT 
C.III.1.  Développement harmonique du courant d'alimentation quelconque 
Supposons que la machine soit alimentée par un système m-phasé équilibré de courants alternatifs. 

L'évolution instantanée de l'intensité du courant dans la phase numéro g à l'instant t peut alors s'exprimer 
sous la forme d'une série de Fourier complexe par les relations (C.23). En vertu de l'origine 0 tω ⋅  choisie, 

la fonction ( )gi t  est paire [cf. Figure C.6]. De plus, de par la condition de symétrie en demi-onde, son 

développement temporel fait intervenir que des termes de rang impair non multiples de 3 (pour une 
connexion étoile sans neutre ou sans composante homopolaire). 
 

( )
( )j 0 p

u ,
u 1, 5, 7,...

1 2
up t g

p
g ui t e

+∞

=−∞
=

⎡ ⎤
⋅ ⋅ ⋅ ω ⋅ −ϕ − ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥

⎣ ⎦= ⋅∑ I m  up∀ , (C.23a) 

 

avec u l'indice des harmoniques temporels, ϕ le déphasage harmonique du courant par rapport à la 
tension d'alimentation, 0 0pω = ⋅ Ω  la pulsation électrique du synchronisme avec 0Ω  la vitesse angulaire 

de synchronisme, et uI  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u du courant d'alimentation qui 

est défini par : 
 

uiu I 2= ⋅ ⋅I K  up∀ . (C.23b) 

 

Le paramètre I représente la valeur efficace d'un courant sinusoïdal et 
uiK  le coefficient de forme d'onde 

du courant d'alimentation qui s'exprime par la relation (C.24a) pour un courant sinusoïdal et par la 
relation (C.24b) pour un courant rectangulaire (créneaux de 120 °). La forme d'onde idéale de ces deux 
courants d'alimentation est représentée sur la Figure C.6. On notera que dans les conditions de la 
Figure C.6, la valeur efficace du courant rectangulaire est égale à celle du courant sinusoïdal. 
 

ui
1
2

=K  (C.24a) 

Θ⎛ ⎞
= ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎝ ⎠

u

p
i

3
sin up

u 3
K  

up∀ . 

(C.24b) 

 

C.III.2.  Expression générale spatio-temporelle de la r.c. 

La décomposition spatiale de la r.c. ( )c s, tδ Θ  [Équation (C.21)] et la décomposition temporelle du 
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Figure C.6 :  Forme d'onde du courant d'alimentation : (a) sinusoïdale et (b) rectangulaire. 
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courant d'alimentation ( )gi t  [Équations (C.23)] produites par les m phases en série de Fourier complexe, 

nous conduisent à l'expression générale spatio-temporelle de la r.c. produite par les m phases ( )c s, tδ Θ  

dans un référentiel lié à l'induit : 
 

 ( )
( ) ( )j1 s 0

0 v
g 0 u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e

2
vp u t u v g

c s u m, t 2 e
− +∞ +∞

= =−∞ =
=

π⎡ ⎤⋅ ⋅Θ + ⋅ ω ⋅ −ϕ − + ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎪ ⎪

δ Θ = ⋅ ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ ∑ I
m

mK   

⇔  ( ) ( )j d su,v,s

u,v
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e
,t

c s c, t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
⎧ ⎫
⎪ ⎪

δ Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ R g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (C.25a) 

 

avec : ( ) ( )
u,v,sd s s 0, t vp u tΘ = ⋅ Θ + ⋅ ω ⋅ − ϕg , (C.25b) 

 

et 
u,v vuc c2= ⋅ ⋅R I R  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la r.c. produite par les m 

phases, pour u v s+ = ⋅m  avec s 0, 2,...,= + ∞ , où 
vcR  représente l'amplitude complexe des 

harmoniques de rang v de la r.c. produite par les m phases qui est définie par : 
 

j
0 vv v

spp
m oe bc

es

N
v

N
= ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ π ⋅ ⋅ ς ⋅R m K m K  vp∀ . (C.25c) 

 

 
 



Annexes. 
 

 

292 
 

 
 
 
 
 



Annexe D. 
 

 

293 
-  

 

- Annexe D - 

Détermination des constantes d'intégration 
en magnétostatique. 

Dans cette annexe, nous développons le calcul des constantes d’intégration ( )
0

s aA j
i T , ( )

0
s aBj

i T , 

( )
0

s aCj
i T , ( )

0
s aDj

i T , ( )
v

s aEj
i T  et ( )

v
s aFj

i T  apparaissant dans les formes générales du potentiel vecteur 

magnétique ( )z
s a rA ,r,Θj
i T  en magnétostatique dans les régions j  [Équations (142), (143) et (150)] où j  

représente l'indice des régions concentriques ( I  : Région I , II  : Région II  et III  : Région III ). Le calcul 

des constantes d'intégration s'obtient évidemment en écrivant les conditions aux limites qui existent aux 
frontières des différentes régions d'étude. On obtient ainsi deux systèmes de Cramer [cf. § D.III.], vp∀ , 

dont les constantes d'intégration sont les inconnues que l'on détermine analytiquement. 
 

D.I.  FORME GÉNÉRALE DU POTENTIEL VECTEUR DANS LES DIFFÉRENTES RÉGIONS D'ÉTUDE 
La forme générale du potentiel vecteur magnétique ( )z

s a rA ,r,Θi T  en magnétostatique est définie 

dans la Région I  par [Équation (142)] 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0s a s a s a r s aA ln r B C D⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ ⋅ Θ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦I I I I

i i i iT T T T  

( )z
s a rA ,r,Θ =I
i T  ( ) ( ) ( )j s rv

v v
v
v 0

vp vp
s a s aE r F r e

+∞

=−∞
≠

⋅ Θ−⎡ ⎤+ ⋅ + ⋅ ⋅⎣ ⎦∑ I I
i iT T g

 vp∀ , (D.1) 

 

dans la Région II  par [Équation (150)] 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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e
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∑ II

II II
a
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vp∀ , (D.2) 

 

et dans la Région III , de forme annulaire, par [Équation (143a)] 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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de forme circulaire (dans le cas d'un inducteur intérieur), par [Équation (143b)] 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j s rv
0 0 0 v

v
v 0

vpz
s a r s a s a r s a s aA ,r, B C D E r e

+∞

=−∞
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i i i i iT T T T T g

 vp∀ , 
(D.3b) 

 
avec ( ) ( )

rr a B ra aB B= ⋅
IIII T K T  [Équation (146b)] où 

rBK
II

 et ( )ra aB T  représentent respectivement le 

coefficient de correction de l'induction rémanente de la Région II  [Équation (126b)] et l'induction 

rémanente de l'aimant permanent à sa température de fonctionnement aT  ; 
1s

−aII
i  et 

vsbII
i  des coefficients 

harmoniques complexes [Équation (146c) et (147b)] qui dépendent de l a fonction harmonique complexe 

v

r /
ra

ΘK i  qui est définie dans l'Annexe B par la relation (B.6b), (B.7b), (B.9b) et (B.11b). 

 

D.II.  ÉCRITURE DES CONDITIONS AUX LIMITES 
L'utilisation des relations constitutives des matériaux en magnétostatique [Équation (108a), (110a) et 

(127)] dans les différentes régions d'étude ainsi que les conditions aux limites au passage de deux 
surfaces [Équations (171) et (172)], nous permettent d'écrire les relations suivantes [cf. Figure 32] : 
 

( )s a s1 sB ,R , , t 0Θ ′ Θ =I
i T  (D.4a) 

( ) ( ) ( )
rs a a r s a a r B r a r

r

1
B ,R , B ,R , B ,Θ Θ Θ⎡ ⎤Θ = ⋅ Θ − ⋅ Θ⎣ ⎦µ III II II

II

i i iT T K T  (D.4b) 

( ) ( )r r
s a a r s a a rB ,R , B ,R ,Θ = ΘI II
i iT T  (D.4c) 

( ) ( ) ( )
rs a r2 r B r a r s a r2 r

r r

1 1
B ,R , B , B ,R ,Θ Θ Θ⎡ ⎤⋅ Θ − ⋅ Θ = ⋅ Θ⎣ ⎦µ µIIII II III

II III

i i iT K T T  (D.4d) 

( ) ( )r r
s a r2 r s a r2 rB ,R , B ,R ,Θ = ΘII III

i iT T  (D.4e) 

( )r
s a r1 rB ,R , 0Θ =III

i T  si et seulement si la Région III  est de forme annulaire 

a∀T , sΘ , rΘ  et t. 

(D.4f) 

 

D.III.  CALCUL DES CONSTANTES D'INTÉGRATION (SYSTÈMES DE CRAMER) 

En coordonnées cylindriques, ( )B rot A=  [Équation (75a)] permet d'exprimer les deux composantes 

de l'induction magnétique, ( )r
s a rB ,r,Θi T  et ( )s a rB ,r,Θ Θi T , en fonction du potentiel vecteur magnétique 

( )z
s a rA ,r,Θi T  en magnétostatique : 

 

( ) ( )z
s a rr

s a r
r

A ,r,1
B ,r,  

r

∂ Θ
Θ = ⋅

∂Θ

i
i T

T , (D.5a) 

( ) ( )z
s a r

s a r
A ,r,

B ,r,
r

Θ ∂ Θ
Θ = −

∂

i
i T

T . (D.5b) 

 

En appliquant les formules ci-dessus à la forme générale du potentiel vecteur magnétique dans les 
différentes régions d'étude données par les relations (D.1), (D.2) et (D.3) ; on obtient la forme générale 

des deux composantes de l'induction magnétique, ( )r
s a rB ,r,Θi T  et ( )s a rB ,r,Θ Θi T , en magnétostatique dans  
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la Région I  
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dans la Région II  
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et dans la Région III  pour une forme annulaire 
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et pour une forme circulaire (dans le cas d'un inducteur intérieur) 
 

( )
( ) ( )

( ) ( )jj s r0 0 v
v

v
v 0

s a s a vpr
s a r s a

B C vp
B ,r, E r e

r r

+∞
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( ) ( ) ( )j s rv
v

v
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B ,r, E r e
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=−∞
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⋅ ΘΘ Θ = − ⋅ ⋅ ⋅∑III III
i iT T g

 vp∀ . 
(D.13) 

 

D'après la relation (D.9) et les conditions aux limites (D.4b) et (D.4d), on en déduit que la fonction 

( )s a rB ,r,Θ Θj
i T  est périodique, de période p2 ⋅ Θ  (avec pΘ  l'angle mécanique polaire), impaire, de valeur 

moyenne nulle et ne contenant que des harmoniques impairs. De ce fait, les constantes d'intégration 

( )
0

s aA j
i T , ( )

0
s aCj

i T  et ( )
0

s aDj
i T  sont nulles. En conséquence, les fonctions ( )z

s a rA ,r,Θj
i T  et ( )r

s a rB ,r,Θj
i T  

sont périodiques, de période p2 ⋅ Θ , respectivement impaire et paire, de valeur moyenne nulle annulant 

ainsi la constante d'intégration ( )
0

s aBj
i T  ; elles ne contiennent que des harmoniques impairs. Notons que 

les autres conditions aux limites définies par les relations (D.4a), (D.4c), (D.4e) et (D.4f) sont 
automatiquement vérifiées. On peut alors réécrire les formes générales des deux composantes de 

l'induction magnétique, ( )r
s a rB ,r,Θi T  et ( )s a rB ,r,Θ Θi T , en magnétostatique dans la Région I  
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r vp vp
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dans la Région II  
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et dans la Région III  pour une forme annulaire 
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( ) ( ) ( ) ( )j s rv
v v

v 1, 3...

e
vp vp

s a r s a s a
vp

B ,r, 2 E r F r e
r

+∞

=

⋅ ΘΘ −
⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤Θ = ⋅ ℜ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑III III III
i i iT T T g
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et pour une forme circulaire (dans le cas d'un inducteur intérieur) 
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e
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Les conditions aux limites [Équations (D.4)] réécrites avec les formes générales des deux composantes de 
l'induction magnétique en magnétostatique dans les différentes régions d'étude [Équation (D.14) à (D.21)] 
permettent d'établir deux systèmes de Cramer. Un premier système de six équations à six inconnues, lorsque 
la Région III  est de forme annulaire, et un second système de cinq équations à cinq inconnues, lorsque la 

Région III  est de forme circulaire, vp∀ , que vérifient les constantes d'intégration ( )
v

s aEj
i T  et ( )

v
s aFj

i T  : 
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avec ( )
vs a

⎡ ⎤
⎣ ⎦AII

i T , 
vs⎡ ⎤

⎣ ⎦B  et ( )
v

s a
⎡ ⎤
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C j

i T  respectivement le vecteur complexe de la source du champ 

électromagnétique, la matrice structurelle des conditions aux limites, et le vecteur complexe des constantes 
d'intégration en magnétostatique qui s'expriment de la manière suivante : 
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Notons que, lorsque la Région III  est de forme circulaire, la dernière ligne des vecteurs ( )
vs a

⎡ ⎤
⎣ ⎦AII

i T  et 

( )
v

s a
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
C j

i T  ainsi que la dernière ligne et la dernière colonne de la matrice 
vs⎡ ⎤

⎣ ⎦B  n'existent pas. 

 

D.IV.  EXPRESSIONS DES CONSTANTES D'INTÉGRATION 
En effectuant les calculs, on trouve l'expression suivante des constantes d'intégration en magnétostatique 

pour une machine à aimants permanents sans pièces polaires possédant un inducteur intérieur ( strk 1= ) 
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⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K
K

II
i

f  pr vp 1= , 

(D.27c) 

( ) ( ) 1sn n
str

v vv str str
v

2 k vpvp 1
a r2

s a r a 2s k vp 1 k vp 1
sd r2 a

R R1 1
F B

vp R R

⋅ ⋅−

⋅ − ⋅ −

⎛ ⎞
= − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
II II II II
i i iT T K K

K
 vp∀ , (D.27d) 

  

( ) ( ) n v
v str

v

1s
s a str r a k vp 1

sd r2

1 1
E k B

vp R ⋅ −
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

III
III II

i
i K

T T
K

 vp∀ , (D.27e) 

( ) n str
v

str
v

2 k vp1s r1
str r a k vp 1

sd r2

R1
k B

vp R

⋅ ⋅

⋅ −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

III
II

K
T

K

i
 ( )

vs aF =III
i T  

0 si la Région III  est de forme circulaire 

vp∀ , (D.27f) 
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et pour une machine possédant un inducteur extérieur ( strk 1= − ), on a 
 

( ) ( ) n v str
v

v

1s k vp 1
s a str r a a

sd

1
E k B R

vp
⋅ += − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

I
I II

i
i K

T T
K

 vp∀ , (D.28a) 

( ) ( ) n str
v

v str
v

k vp 11s a
s a str r a 2 k vp

sd s1

R1
F k B

vp R

⋅ +

⋅ ⋅
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

′

I
I II

i
i K

T T
K

 vp∀ , (D.28b) 

  

1sn
str

v str

2 k vp
r2

k vp 1
a

R

R

⋅ ⋅

⋅ −
⋅K II

i  pr vp 1≠ , 

( ) ( )
v

v

s a r a
sd

1 1
E B

vp
= − ⋅ ⋅ ⋅II II

i T T
K

 

1sn
str

v 1v str

2 k vp
r2

sd 10sk vp 1
a

R vp
2R

⋅ ⋅

⋅ −

⎛ ⎞
⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
fK KII

i  pr vp 1= , 

(D.28c) 

( ) ( ) ( )1sn n str
v vv str

v

k vp 1vp 1
s a r a 2s a r2 k vp 1

sd a

1 1 1
F B R R

vp R
⋅ +−

⋅ −
= − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅II II II II

i i iT T K K
K

 vp∀ , (D.28d) 

  

( ) ( ) n str
v

v str
v

2 k vp1s r1
s a str r a k vp 1

sd r2

R1
E k B

vp R

⋅ ⋅

⋅ −
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

III
III II

i
i K

T T
K

 vp∀ , (D.28e) 

( ) ( ) n v
v str

v

1s
s a str r a k vp 1

sd r2

1 1
F k B

vp R ⋅ −
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

III
III II

i
i K

T T
K

 vp∀ , (D.28f) 

 

avec : ( )str
1 1 1

k
10s s str s ak ln R+ −= − ⋅ ⋅f a aII II

i i  vp∀ , (D.29) 

 

Les fonctions harmoniques complexes n v1sI
iK , 1sn v

K II
i , n v2sK II

i , n v1sK III
i  et réelle 

vsdK  sont représentées 

sous la forme suivante dans la Région I  
 

( )
( )

( )
str

v v v
str

str
v vv

vp k
1s s 2s

1 k vpr

vp k
str s 2s1s

r

1
2 r

r
1

... k 2 vp r

+− +

− ⋅

++ −

⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎢ ⎥µ⎢ ⎥ ⋅
⎢ ⎥

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎢ ⎥µ⎣ ⎦

II II
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II

II II
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f f

f f

c

b

i i

i i
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II

iK  
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1 11

1 k
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1 k
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r

1
2 r

k r
1
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⎢ ⎥

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎢ ⎥µ⎣ ⎦
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II

II

II
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f f f

f f f

i i

i i
 pr vp 1= , 

(D.30a) 

 

dans la Région II  
 

( )

( )

5s

5s

str str
v vv v

str str
vvv v

1 k vp vp k
str 1s s 6s

r

1 k vp vp k
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r

1 k 1 k
str 7s
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r r
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1
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− +−

+
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⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦µ
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II II
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II II

III II II
II

f f f f

f
f
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(D.30b) 
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( )
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(D.30c) 

 

et dans la Région III  
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II
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(D.30d) 

 

( )str
v v

1 k vp
sd 9s r − ⋅= ⋅ IIfK  vp∀ , (D.30e) 

 

avec : ( )
v

2 vp
1s r 1± ⋅= ±f III  vp∀ , (D.31a) 

 ( ) ( )str str
v v v

1 k vp 1 k vp
2s s sr r+ ⋅ − ⋅± −+ +−= ⋅ ± ⋅f i i id dII II II II  vp∀ , (D.31b) 

 
( )1

1

s 2
3s r 1

2

+

= ⋅ −f
i

i aII
II  pr vp 1= , (D.31c) 

 
( )1

1

s
4s ln r

2

−

= ⋅f
i

i aII
II  pr vp 1= , (D.31d) 

 
( ) ( )

5s
str str

v vv

1 k vp 1 k vp
s s

r

1
r r− ⋅ + ⋅−+ +−⎡ ⎤= ⋅ ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦µ

f i i i
II I II I
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e e  vp∀ , (D.31e) 

 ( ) ( )str str

v

1 k vp 1 k vp
6s

r r

1 1
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 v v v9s 8s 8s
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µ µ

f f f
II III

 vp∀ , (D.31i) 

 
v v vs s ra

Θ= −c b KII II
i i i  vp∀ , (D.31j) 

 ( )
v vv ra ss vp 1± Θ= ± ⋅∓ ∓d K bIIII

i i i  vp∀ , (D.31k) 

 ( )
v vv ra r ss vp 1± Θ= ± ⋅ µ ⋅∓ ∓e K bII IIII

i i i  vp∀ . (D.31l) 

 

Notons que ces différentes fonctions harmoniques complexes font intervenir des ratios adimensionnels 
réels relatifs aux différentes régions d'étude qui sont définis par [Équations (164)] : 
 

strk
a

s1

R
r

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟′⎝ ⎠

I  : Région I , 
strk

r2

a

R
r

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
II  : Région II  et 

strk
r1

r2

R
r

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
III  : Région III . (D.32) 
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- Annexe E - 

Détermination des constantes d'intégration 
en magnétodynamique. 

Dans cette annexe, nous développons le calcul des constantes d’intégration 
u,v,0

dE σj , 
u,v,0

dF σj , 

u,v,s
dE σj  et 

u,v,s
dF σj  apparaissant dans les formes générales du potentiel vecteur magnétique 

( )z
rdA r, , tσ Θj  en magnétodynamique dans les régions j   [Équations (158), (168), (169) et (170)] où j  

représente l'indice des régions concentriques ( I  : Région I , II  : Région II  et III  : Région III ). Le calcul 

des constantes d'intégration s'obtient en écrivant les conditions aux limites qui existent aux frontières des 

différentes régions d'étude. On obtient ainsi quatre systèmes de Cramer [cf. § E.III.], pour u v s+ = ⋅m  où 

s 0, 2,...,= + ∞ , dont les constantes d'intégration sont les inconnues que l'on détermine analytiquement. 

 

E.I.  FORME GÉNÉRALE DU POTENTIEL VECTEUR DANS LES DIFFÉRENTES RÉGIONS D'ÉTUDE 
La forme générale du potentiel vecteur magnétique ( )z

rdA r, , tσ Θ  en magnétodynamique est définie 

dans la Région I  par [Équation (158)] 
 

( ) ( )ju,v,s d ru,v,s

u , v 1, 3,...
u,v,su 1, 5, 7,...

e

vp
d ,tz

rd vp
d

E r
A r, , t e

... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ Θ
σ −

σ

⎧ ⎫⎛ ⎞⋅⎪ ⎪⎜ ⎟Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟+ ⋅⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑
I

I
I

g
 pr 

u v s

s 0, 2,...,

⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

m
, (E.1) 

 

dans la Région II  par [Équations (168) et (169)] 
 

( ) ( ) ( )
s 0

z z z
r r rd d dA r, , t A r, , t A r, , tσ σ σΘ = Θ + ΘII II II  u v∀ + , (E.2a) 
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s
u , v 1, 3,...

u,vu,v,su 1, 5, 7,...

e
d vp ,tz

rd
d vp

E r
A r, , t e

... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ Θ
σ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⋅⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪+ ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
II II

II
II II

I

K

gx

x
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (E.2b) 

( ) ( ) ( )j d ru,v,0
u,v,0 u,v,00

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz vp vp

r d ddA r, , t E r F r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ−
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ II IIII
g

 pr u v 0+ = , (E.2c) 

 

et dans la Région III , de forme annulaire, par [Équations (168), (170a) et (170b)] 
 

( ) ( ) ( )
s 0

z z z
r r rd d dA r, , t A r, , t A r, , tσ σ σΘ = Θ + ΘIII III III  u v∀ + , (E.3a) 
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s
u , v 1, 3,...

u,vu,v,su 1, 5, 7,...

e
d vp ,tz
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E r
A r, , t e

... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ Θ
σ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⋅⎪ ⎪⎢ ⎥
Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪+ ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑
III III

III
III III

I

K

gx

x
 pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (E.3b) 

( ) ( ) ( )j d ru,v,0
u,v,0 u,v,00

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz vp vp

r d ddA r, , t E r F r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ−
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ III IIIIII
g

 pr u v 0+ = , (E.3c) 

 

de forme circulaire (dans le cas d'un inducteur intérieur), par [Équations (168), (170c) et (170d)] 
 

( ) ( )( ) ( )j d ru,v,s
u,vu,v,ss

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

r d vpdA r, , t E r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ III IIIIII I
g

x  pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (E.3d) 

( ) ( )j d ru,v,0
u,v,00

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz vp

r ddA r, , t E r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ IIIIII
g

 pr u v 0+ = , (E.3e) 

 

avec ( )vp •I  et ( )vp •K  respectivement les fonctions de Bessel modifiées de première et de seconde espèce 

d'ordre vp, et ( )
u,v

rxII/III  une fonction harmonique complexe qui s'exprime par [Équations (162)] : 

 

( ) ( ) str

2u,v u,v

k
r r r r⎡ ⎤= τ ⋅ ⋅⎣ ⎦xII II I II  dans la Région II , (E.4a) 

( ) ( ) str

2u,v u,v

k
r r r r r⎡ ⎤= τ ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦xIII III I II III  dans la Région III , (E.4b) 

 

où strk  représente le coefficient des topologies ( strk 1=  pour un inducteur intérieur et strk 1= −  pour un 

inducteur extérieur) ; rI , rII , ( )
2

r rII  et ( )
2

r rIII  les ratios adimensionnels réels [Équations (164)] ; et 

u,v
τII/III  le ratio adimensionnel complexe des harmoniques de rang u et v de la Région II  et de la 

Région III  [Équation (163a)]. 
 

E.II.  ÉCRITURE DES CONDITIONS AUX LIMITES 
L'utilisation des relations constitutives des matériaux en magnétodynamique [Équation (108b), 

(110b) et (130a)] dans les différentes régions d'étude ainsi que les conditions aux limites au passage de 
deux surfaces [Équation (171) et (172)], nous permettent d'écrire les relations suivantes [cf. Figure 32] : 
 

( ) ( )z
s1 s str 0 m sdB R , , t k J , tΘ •

σ ′ Θ = − ⋅ µ ⋅ ΘI  (E.5a) 

( ) ( )a r a rd d
r

1
B R , , t B R , , tΘ Θ

σ σΘ = ⋅ Θ
µI II

II
 (E.5b) 

( ) ( )r r
a r a rd dB R , , t B R , , tσ σΘ = ΘI II  (E.5c) 

( ) ( )r2 r r2 rd d
r r

1 1
B R , , t B R , , tΘ Θ

σ σ⋅ Θ = ⋅ Θ
µ µII III

II III
 (E.5d) 

( ) ( )r r
r2 r r2 rd dB R , , t B R , , tσ σΘ = ΘII III  (E.5e) 

( )r
r1 rdB R , , t 0σ Θ =III  si et seulement si la Région III  est de forme annulaire 

s∀Θ , rΘ  et t . 

(E.5f) 
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Le terme ( )z
m sJ , t• Θ , source de champ en magnétodynamique, représente la densité linéique de courant 

produite par les m phases du bobinage d'induit qui s'exprime par [Équations (96)] : 
 

( ) ( )j d su,v,s
u,v

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

mm sJ , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ•

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ J g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (E.6) 

 

où 
u,vmJ  représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de ( )z

m sJ , t• Θ . 

 

E.III.  CALCUL DES CONSTANTES D'INTÉGRATION (SYSTÈMES DE CRAMER) 

En coordonnées cylindriques, ( )B rot A=  [Équation (75a)] permet d'exprimer les deux composantes 

de l'induction magnétique, ( )r
rdB r, , tσ Θ  et ( )rdB r, , tΘ

σ Θ , en fonction du potentiel vecteur magnétique 

( )z
rdA r, , tσ Θ  en magnétodynamique : 

 

( ) ( )z
rr d

rd
r

A r, , t1
B r, , t  

r
σ

σ
∂ Θ

Θ = ⋅
∂Θ

, (E.7a) 

( ) ( )z
rd

rd

A r, , t
B r, , t

r
Θ σ

σ
∂ Θ

Θ = −
∂

. (E.7b) 

 

En appliquant les formules ci-dessus à la forme générale du potentiel vecteur magnétique dans les différentes 
régions d'étude données par les relations (E.1), (E.2) et (E.3) ; on obtient la forme générale des deux 

composantes de l'induction magnétique, ( )r
rdB r, , tσ Θ  et ( )rdB r, , tΘ

σ Θ , en magnétodynamique dans la Région I  

 

( ) ( ) ( )j
j d ru,v,s

u,v,s u,v,s
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e
,tr vp vp

r d dd
vp

B r, , t E r F r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ−
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ I II
g

 (E.8) 

  

( ) ( ) ( )j d ru,v,s
u,v,s u,v,s

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tvp vp

r d dd
vp

B r, , t E r F r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ −
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ I II
g

 

u v∀ + , 

(E.9) 

 

dans la Région II  
 

( ) ( ) ( )
s 0

r / r / r /
r r rd d dB r, , t B r, , t B r, , tΘ Θ Θ

σ σ σΘ = Θ + ΘII II II  u v∀ + , (E.10) 

  

( )
( )( )

( )( )
( )j

j
u,vu,v,s d ru,v,s

s
u , v 1, 3,...

u,vu,v,su 1, 5, 7,...

e
d vp ,tr

rd
d vp

E rvp
B r, , t e

r ... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ Θ
σ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⋅⎪ ⎪⎢ ⎥
Θ = ℜ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪+ ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑
II II

II
II II

I

K

gx

x
 (E.11) 

  

( )
( )( )

( )( )
( )ju,v u,vu,v,s d ru,v,s

s
u , v 1, 3,...

u,v u,vu,v,su 1, 5, 7,...

e
d ,t

rd
d

E rvp
B r, , t e

r ... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ ΘΘ
σ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤− ⋅⎪ ⎪⎢ ⎥
Θ = ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪+ ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑
II II

II
II II

I

K

gh x

h x
 

u v s

u v 0

+ = ⋅

+ ≠

m
, 

(E.12) 
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( ) ( ) ( )j
j d ru,v,0

u,v,0 u,v,00
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e
,tr vp vp

r d dd
vp

B r, , t E r F r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ−
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ II IIII
g

 (E.13) 

  

( ) ( ) ( )j d ru,v,0
u,v,0 u,v,00

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tvp vp

r d dd
vp

B r, , t E r F r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ −
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ II IIII
g

 

u v 0+ = , 

(E.14) 

 

et dans la Région III  pour une forme annulaire 
 

( ) ( ) ( )
s 0

r / r / r /
r r rd d dB r, , t B r, , t B r, , tΘ Θ Θ

σ σ σΘ = Θ + ΘIII III III  u v∀ + , (E.15) 

  

( )
( )( )

( )( )
( )j

j
u,vu,v,s d ru,v,s

s
u , v 1, 3,...

u,vu,v,su 1, 5, 7,...

e
d vp ,tr

rd
d vp

E rvp
B r, , t e

r ... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ Θ
σ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⋅⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥+ ⋅

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
III III

III
III III

I

K

gx

x
 (E.16) 

  

( )
( )( )

( )( )
( )ju,v u,vu,v,s d ru,v,s

s
u , v 1, 3,...

u,v u,vu,v,su 1, 5, 7,...

e
d ,t

rd
d

E rvp
B r, , t e

r ... F r

+∞ +∞

=−∞ =
=

σ ⋅ ΘΘ
σ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤− ⋅⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥+ ⋅

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
III III

III
III III

gh x

h x

I

K

 

u v s

u v 0

+ = ⋅

+ ≠

m
, 

(E.17) 

  

( ) ( ) ( )j
j d ru,v,0

u,v,0 u,v,00
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e
,tr vp vp

r d dd
vp

B r, , t E r F r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ−
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ III IIIIII
g

 (E.18) 

  

( ) ( ) ( )j d ru,v,0
u,v,0 u,v,00

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tvp vp

r d dd
vp

B r, , t E r F r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ −
σ σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪Θ = ℜ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ III IIIIII
g

 

u v 0+ = , 

(E.19) 

 

et pour une forme circulaire (dans le cas d'un inducteur intérieur) 
 

( ) ( )( ) ( )j
j d ru,v,s

u,vu,v,ss
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e
,tr

r d vpd
vp

B r, , t E r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ III IIIIII I
g

x  (E.20) 

  

( ) ( )( ) ( )j d ru,v,s
u,v u,vu,v,ss

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,t

r dd
vp

B r, , t E r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ − ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ III IIIIII
g

h xI  

u v s

u v 0

+ = ⋅

+ ≠

m
, 

(E.21) 

  

( ) ( )j
j d ru,v,0

u,v,00
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e
,tr vp

r dd
vp

B r, , t E r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ IIIIII
g

 (E.22) 

  

( ) ( )j d ru,v,0
u,v,00

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tvp

r dd
vp

B r, , t E r e
r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ
σσ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ − ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ IIIIII
g

 

u v 0+ = , 

(E.23) 
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Les fonctions harmoniques complexes, ( )( )u,v u,v
rII/IIIh xI  et ( )( )u,v u,v

rh xK II/III , de la Région II  et de la 

Région III  sont définies par les relations suivantes : 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )u,v u,v u,v u,v u,vvpvp 1
1

r r r r
vp −= ⋅ ⋅ −h x x x xI I III/III II/III II/III II/III , (E.24a) 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )u,v u,v u,v u,v u,vvpvp 1
1

r r r r
vp −= ⋅ ⋅ +h x x x xK K KII/III II/III II/III II/III . (E.24b) 

 

Les conditions aux limites [Équations (E.5)] réécrites avec les formes générales des deux composantes de 
l'induction magnétique en magnétodynamique dans les différentes régions d'étude [Équation (E.8) à 
(E.23)] permettent d'établir quatre systèmes de Cramer. Deux systèmes de six équations à six inconnues, 
lorsque la Région III  est de forme annulaire, et deux autres systèmes de cinq équations à cinq inconnues, 

lorsque la Région III  est de forme circulaire, pour u v s+ = ⋅m  où s 0, 2,...,= + ∞  que vérifient les 

constantes d'intégration 
u,v,s

dE σj  et 
u,v,s

dF σj  : 

 

u,v,s u,vu,v,s

1
d d d

−
σ σ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦jC B A  u v∀ + , (E.25) 

 

avec 
u,vdσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
A , 

u,v,sdσ
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
B  et 

u,v,s
dσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
C j  respectivement le vecteur complexe de la source du champ 

électromagnétique, la matrice structurelle complexe des conditions aux limites, et le vecteur des constantes 
d'intégration en magnétodynamique sans négliger les conductivités électriques des matériaux 
électromagnétiques qui s'expriment de la manière suivante : 
 

u,v

u,v

mvp 1
str 0 s1

d

k R
vp

0
0
0

0
0

+

σ

⎡ ⎤
′− ⋅ µ ⋅ ⋅⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A

J

 u v∀ + , (E.26) 

 

u,v u,v

u,v u,v

u,v u,v u,v u,v
u,v,s

u,v u,v

u,v u,v

u

2 vp
s1

2 vp
a 1 2

2 vp
a 3 4

5 6 1 2
d

vp vp
r2 r2 a r2 a r2

3 4
7 8 vp vp

a a

7

R 1 0 0 0 0

R 1 0 0

R 1 0 0

0 0
R R R R R R

0 0
R R

0 0 0 0

⋅

⋅

⋅

σ

′−

− −

− −

⎡ ⎤ = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⋅ ⋅

− −

B

Ct Ct

Ct Ct

Ct Ct Ct Ct

Ct Ct
Ct Ct

Ct

II II

II II

II II III III

III III
II II

III ,v u,v8

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

Ct III

 pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (E.27a) 
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u,v,0

2 vp
s1

2 vp 2 vp
a a

r r
2 vp 2 vp

a a
d

2 vp 2 vp
r2 r2

r r r r
2 vp 2 vp

r2 r2
2 vp

r1

R 1 0 0 0 0
1 1

R 1 R 0 0

R 1 R 1 0 0
1 1 1 1

0 0 R R

0 0 R 1 R 1

0 0 0 0 R 1

⋅

⋅ ⋅

⋅ ⋅

σ
⋅ ⋅

⋅ ⋅

⋅

⎡ ⎤′−
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⋅ −⎢ ⎥µ µ
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥− ⋅ ⋅ −⎢ ⎥µ µ µ µ
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

B

II II

II II III III

 pr u v 0+ = , (E.27b) 

 

u,v,s

u,v,s

u,v,s

u,v,s
u,v,s

u,v,s

u,v,s

d

d

d
d

d

d

d

E

F

E

F

E

F

σ

σ

σ
σ

σ

σ

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

C

I

I

II
j

II

III

III

 u v∀ + , (E.28) 

 

où 
u,v1Ct II/III  à 

u,v8Ct II/III  représentent des coefficients harmoniques complexes définis par : 

 

1u,vu,v u,v

vp
a

1
r

R ⎛ ⎞= ⋅ ⎜ ⎟µ ⎝ ⎠
Ct II/III II/III

II/III
h xI , (E.29a) 

1u,vu,v u,v

vp
a

2
r

R ⎛ ⎞= ⋅ ⎜ ⎟µ ⎝ ⎠
Ct II/III II/III

II/III
h xK , (E.29b) 

1u,v u,v

vp
3 a vpR ⎛ ⎞= ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
Ct II/III II/IIII x , (E.29c) 

1u,v u,v

vp
4 a vpR ⎛ ⎞= ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
Ct II/III II/IIIK x , (E.29d) 

2u,v u,v u,v
5

r

1 ⎛ ⎞= ⋅ ⎜ ⎟µ ⎝ ⎠
Ct II II

II
h xI , (E.29e) 

2u,v u,v u,v
6

r

1 ⎛ ⎞= ⋅ ⎜ ⎟µ ⎝ ⎠
Ct II II

II
h xK , (E.29f) 

2u,v u,v
7 vp

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ct II/III II/IIII x , (E.29g) 

2u,v u,v
8 vp

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ct II/III II/IIIK x . (E.29h) 

 

Les fonctions harmoniques de la Région II , 
1u,v

xII  et 
2 u,v

xII , et celles de la Région III , 
1u,v

xIII  et 

2 u,v
xIII , sont définies à l'aide des relations (E.4) et des frontières d'étude. Ces différentes fonctions 

harmoniques complexes s'expriment de la manière suivante : 
 

( ) str
1 u,v u,vu,v

k
aR r= = τ ⋅x xII II II I  (E.30a) 

( ) ( ) str
2 u,v u,vu,v

k
r2R r r= = τ ⋅ ⋅x xII II II I II  

dans la Région II , 
(E.30b) 
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( ) ( ) str
1 u,v u,vu,v

k
r2R r r= = τ ⋅ ⋅x xIII III III I II  (E.30c) 

( ) ( ) str
2 u,v u,vu,v

k
r1R r r r= = τ ⋅ ⋅ ⋅x xIII III III I II III  

dans la Région III . 
(E.30d) 

 

Notons que, lorsque la Région III  est de forme circulaire, la dernière ligne des vecteurs 
u,vdσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
A  et 

u,v,s
dσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
C j  

ainsi que la dernière ligne et la dernière colonne des matrices 
u,v,sdσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
B  et 

u,v,0dσ
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
B  sont inexistantes. 

 

E.IV.   EXPRESSIONS DES CONSTANTES D'INTÉGRATION 
En effectuant les calculs, on trouve les expressions suivantes des constantes d'intégration en 

magnétodynamique 

 pour 
u v s

u v 0

+ = ⋅

+ ≠

m
 quelle que soit la topologie de la machine synchrone à aimants 

permanents sans pièces polaires ( strk 1=  : inducteur intérieur et strk 1= −  : inducteur extérieur) : 

 

( )str
u,v

u,vu,v,s str
u,v

k 1 vp1dn a
md str 0 k vp 1

dd s1

R1
E k

vp R

− ⋅σ
σ ⋅ −

σ
= ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

′

I
I J

K

K
, (E.31a) 

( )str
u,v

u,vu,v,s str
u,v

k 1 vp2dn a
md str 0 k vp 1

dd s1

R1
F k

vp R

+ ⋅σ
σ ⋅ −

σ
= ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

′

I
I J

K

K
, (E.31b) 

  

u,v

u,vu,v,s
u,v

1dn vps1
md str 0 r

dd

R
E 2 k r

vp

σ
σ

σ

′
= ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅

II
II II IJ

K

K
, (E.31c) 

u,v

u,vu,v,s
u,v

2dn vps1
md str 0 r

dd

R
F 2 k r

vp

σ
σ

σ

′
= ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅

II
II II IJ

K

K
, (E.31d) 

  

2 u,v
vp

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K IIIx , u,v

u,vu,v,s
u,v

1dn vps1
md str 0

dd

R
E 2 k r

vp

σ
σ

σ

′
= − ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

III
III IJ

K

K
 

1 si la Région III  est de forme circulaire, 
(E.31e) 

u,v

2u,v u,v
u,v

1dn vps1
mstr 0 vp

dd

R
2 k r

vp

σ

σ

′ ⎛ ⎞⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

J
K

K
III

III II x , 
u,v,sdF σ =III  

0 si la Région III  est de forme circulaire. 

(E.31f) 

 

Les fonctions harmoniques complexes 
u,v1dnσK I , 

u,v2dnσK I , 
u,v1dnσK II , 

u,v2dnσK II , 
u,v1dnσK III  et 

u,vddσK  

sont représentées sous la forme suivante dans la Région I  
 

u,v u,vu,v u,v u,v
1dn 1d 2d5d 6d

−+ −+
σ = ⋅ + ⋅K I C C C C , (E.32a) 

u,v u,vu,v u,v u,v
2dn 1d 2d5d 6d

+− +−
σ = ⋅ + ⋅K I C C C C , (E.32b) 

 

dans la Région II  
 

2 2u,v u,v u,vu,v u,v u,v
1dn 1d 2d vpσ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

K II II IIC h x C xK K , (E.32c) 
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2 2u,v u,v u,vu,v u,v u,v
2dn 1d 2d vpσ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

K II II IIC h x C xI I , (E.32d) 

 

et dans la Région III  
 

2 2 2 2u,v u,vu,v u,v u,v u,v u,v
1dn vp vpσ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

K III II II II IIh x x x h xI KK I , (E.32e) 

 

( ) ( )str str
u,v u,v u,v u,vu,v u,v u,v u,v u,v

1 k vp 1 k vp
dd 1d 2d 1d 2d5d 6d 5d 6dr r− ⋅ + ⋅−+ −+ +− +−

σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

K C C C C C C C CI I , (E.32f) 

 

1 2 2 1u,v u,v u,v u,v
vp vp vp vp

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠III III III IIIx x x xI K I K , 

avec : u,v1d
r

1
= − ⋅

µ
C

II
 

1u,v
vp

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

I IIIx  si Région III  est de forme circulaire, 
(E.33a) 

  

 1 2 2 1u,v u,vu,v u,v u,v u,v
vp vp

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

h x x x h xI KK IIII III III III , 

 u,v2d
r

1
= ⋅

µ
C

III
 

1u,v u,v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

h xI III  si Région III  est de forme circulaire, 
(E.33b) 

  

 ( ) ( )str
1 1u,vu,v u,v u,v

k
r vp vp 13d

1
1 r

vp
±

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= µ ± ⋅ ± ⋅ τ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠II II II I IIC x xK K , (E.33c) 

 ( ) ( )str
1 1u,vu,v u,v u,v

k
r vp vp 14d

1
1 r

vp
±

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= µ ± ⋅ ⋅ τ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓ ∓C x xII II II I III I , (E.33d) 

 
2 2u,v u,vu,v u,v u,vu,v u,v5d 3d 4d

± ± ±⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓ ∓C h x C C h xI KII II , (E.33e) 

 
2 2u,v u,v u,vu,v u,v

vp vp6d 3d 4d
± ± ±⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∓ ∓C x C C xI KII II , (E.33f) 

 

 pour u v 0+ =  avec une machine à aimants permanents sans pièces polaires possédant 

un inducteur intérieur ( strk 1= ) : 

 

u,vu,v,0

1dn
md str 0

1
E k

vp
σ

σ = ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅ I
I J

K
v

dd σK str
v

k vp 1
s1

1

R ⋅ −
⋅

′
, (E.34a) 

u,vu,v,0 md str 0
dd

1 1
F k

vpσ
σ

= ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅I J
K

v

1dn σ⋅ IK
v 2dn σ+ IK ( ) str

str
v str

2 k vp
1 k vp a

a k vp 1
s1

R
R

R

⋅ ⋅
− ⋅

⋅ −
⎡ ⎤⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ′

, (E.34b) 

  

u,vu,v,0

1dn
md str 0 r

1
E 2 k

vp
σ

σ = ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ II
II IIJ

K
v

dd σK str
v

k vp 1
a

1

R ⋅ −
⋅ , (E.34c) 

u,vu,v,0 md str 0 r
dd

1 1
F 2 k

vpσ
σ

= ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅II IIJ
K

v

1dn σ⋅ IIK
v 2dn σ+ IIK ( ) str

str
v str

2 k vp
1 k vp r2

r2 k vp 1
a

R
R

R

⋅ ⋅
− ⋅

⋅ −
⎡ ⎤⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

, (E.34d) 

  

u,vu,v,0

1dn
md 0

1
E 2

vp
σ

σ = − ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅ III
III J

K
v

dd σK str
v

k vp 1
r2

1

R ⋅ −
⋅ , (E.34e) 
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u,v

1dn
m0

1
2

vp
σ

⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅J
K III v

dd σK

str

str
v

2 k vp
r1

k vp 1
r2

R

R

⋅ ⋅

⋅ −
⋅ , (E.34f) 

u,v,0dF σ =III  

0 si Région III  est de forme circulaire, (E.34g) 
 

et possédant un inducteur extérieur ( strk 1= − ) 

 

u,vu,v,0

1dn
md str 0

1
E k

vp
σ

σ = ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅
I

I J
K

v

dd σK

str

str
v

2 k vp
a
k vp 1

s1

R

R

⋅ ⋅

⋅ −
⋅

′
, (E.35a) 

u,vu,v,0 md str 0
dd

1 1
F k

vpσ
σ

= ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅I J
K

v

1dn σ⋅ IK
v 2dn σ+ IK ( )str

v str

k 1 vp
a k vp 1

s1

1
R

R

+ ⋅
⋅ −

⎡ ⎤⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ′
, (E.35b) 

  

u,vu,v,0

1dn
md str 0 r

1
E 2 k

vp
σ

σ = ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅
II

II IIJ
K

v

dd σK

str

str
v

2 k vp
r2

k vp 1
a

R

R

⋅ ⋅

⋅ −
⋅ , (E.35c) 

u,vu,v,0 md str 0 r
dd

1 1
F 2 k

vpσ
σ

= ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅ µ ⋅ ⋅II IIJ
K

v

1dn σ⋅ IIK
v 2dn σ+ IIK ( )str

v str

k 1 vp
r2 k vp 1

a

1
R

R

+ ⋅
⋅ −

⎡ ⎤⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
, (E.35d) 

  

u,vu,v,0

1dn
md 0

1
E 2

vp
σ

σ = ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅ III
III J

K
v

dd σK

str

str
v

2 k vp
r1

k vp 1
r2

R

R

⋅ ⋅

⋅ −
⋅ , (E.35e) 

u,vu,v,0

1dn
md 0

1
F 2

vp
σ

σ = − ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅
III

III J
K

v

dd σK str
v

k vp 1
r2

1

R ⋅ −
⋅ . (E.35f) 

 

Les fonctions harmoniques réelles 1dn σIK
v
, 2dn σK I v

, 1dn σK II v
, 2dn σK II v

, 1dn σK III v
 et dd σK

v
 sont 

représentées sous la forme suivante dans la Région I  
 

1dn σK I v
=  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

str str

str str

1 k vp 1 k vp2 vp
str

r r r

1 k vp 1 k vp2 vp

r r r

1 1 1
k r 1 1 r 1 r

1 1 1
... r 1 1 r 1 r

− ⋅ + ⋅⋅

− ⋅ + ⋅⋅

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟µ µ µ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− ⋅ + ⋅ + ⋅ + − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟µ µ µ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

III II II
II II II

III II II
III II II

 vp∀ , (E.36a) 

2dn σK I ( ) ( ) ( ) ( )
v

2 vp 2 vp 2 vp 2 vp

r r r

1 1 1
2 r 1 r 1 r 1 r 1⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎡ ⎤

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥µ µ µ⎣ ⎦
III II III II

II II III
 vp∀ , (E.36b) 

 

dans la Région II  
 

1dn σK II ( ) ( )str
v

vp k 2 vp 2 vp
str

r r r

1 1 1
r k r 1 r 1− ⋅ ⋅⎡ ⎤

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ +⎢ ⎥µ µ µ⎣ ⎦
I III III

II II III
 vp∀ , (E.36c) 

2dn σK II ( )str
v

vp k 2 vp

r r

1 1
2 r r 1− ⋅= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

µ µ I III
II III

 vp∀ , (E.36d) 

 

et dans la Région III  
 

1dn σK III ( ) str

v

vp k

r

1
2 r r −= ⋅ ⋅ ⋅

µ I II
II

 vp∀ , (E.36e) 
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dd σK
v

=  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 vp2 vp 2 vp 2 vp

r r r

2 vp2 vp 2 vp 2 vp

r r r

1 1 1
r 1 1 1 r r 1 r r

1 1 1
... r 1 1 1 r r 1 r r

⋅⋅ ⋅ ⋅

⋅⋅ ⋅ ⋅

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎡ ⎤⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + − ⋅ −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦µ µ µ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎡ ⎤− ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + − ⋅ +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦µ µ µ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

III I II I II
II II II

III I II I II
III II II

 vp∀ . (E.36f) 

 

Notons que ces différentes fonctions harmoniques complexes font intervenir des ratios adimensionnels 
réels relatifs aux différentes régions d'étude qui sont définis par [Équations (164)] : 
 

strk
a

s1

R
r

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟′⎝ ⎠

I  : Région I , 
strk

r2

a

R
r

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
II  : Région II  et 

strk
r1

r2

R
r

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
III  : Région III . (E.37) 

 



Annexe F. 
 

 

311 
-  

 

- Annexe F - 

Grandeurs locales en magnétodynamique 
en négligeant les conductivités électriques 

des matériaux électromagnétiques. 

Dans cette annexe, nous développons le calcul des grandeurs locales en magnétodynamique 
(l'induction magnétique, le champ magnétique, le champ électrique et la densité de courant par courants 
de Foucault) dans les deux topologies de machines synchrones à aimants permanents montés en surface 
à inducteur intérieur et extérieur [cf. Figure 10], lorsqu'on néglige les conductivités électriques des aimants 

permanents et de la culasse rotorique  [46],  [3],  [103] et  [105]. Le terme B t∂ ∂ , intervenant dans la 

relation (70a), n'est pas nul, contrairement au modèle en magnétostatique mais les champs électrique E  

et magnétique B  sont découplés même en présence des courants d'induits (ou courants de Foucault). 
 

F.I.  POTENTIEL VECTEUR MAGNÉTIQUE EN MAGNÉTODYNAMIQUE DANS LES DIFFÉRENTES 

RÉGIONS D'ÉTUDE 
F.I.1.  Équation simplifiée linéaire en magnétodynamique 
En négligeant les conductivités électriques des matériaux électromagnétiques, l'EDP simplifiée linéaire en 

magnétodynamique, vérifiant le potentiel vecteur magnétique 
d

A
σj ( )z

rr, , tΘ , est définie dans la Région j  par : 

 

d
A

σ
∆

j ( )
2 2

z
r 2 2 2 d

r

1 1
r, , t A

r rr r σ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
Θ = + ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ ∂Θ⎝ ⎠

j ( )z
rr, , t 0Θ =  Équation de Laplace, (F.1) 

 

avec j  l'indice repérant les régions concentriques ( I  : Région I , II  : Région II  et III  : Région III ). 

 

F.I.2.  Forme générale du potentiel vecteur magnétique 
En utilisant la méthode classique de la séparation des variables  [70] et  [94], la forme générale du 

potentiel vecteur magnétique 
d

A
σj ( )z

rr, , tΘ  en magnétodynamique dans la Région j , en négligeant les 

conductivités électriques des matériaux électromagnétiques, est semblable à la relation (158). On obtient 
alors dans les différentes régions 
 

d
A

σj ( ) e
d

z
r

E
r, , t

σ
Θ = ℜ

j
u,v,s

vp

d

r

... F σ

⋅

+ j

( )j d ru,v,s

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,... u,v,s

,t

vp
e

r

+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ

−

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪⋅⎨ ⎜ ⎟ ⎬

⋅⎪ ⎜ ⎟ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑ g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (F.2a) 

 

avec dE σj
u,v,s

 et dF σj
u,v,s

 les constantes d'intégration, u v∀ + , en magnétodynamique des régions j , 

lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux magnétiques. 
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On notera que si la Région III , correspondant à la culasse rotorique, est de forme circulaire  
(dans le cas d'un inducteur intérieur), la constante d'intégration dF σIII

u,v,s
 est alors nulle et la 

relation (F.2a) dans la Région III  devient 
 

d
A

σIII ( ) e
z

r dr, , t E σΘ = ℜ III
( )j d ru,v,s

u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

,tvpr e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. (F.2b) 

 

F.I.3.  Détermination des constantes d'intégration 
L'utilisation des relations constitutives des matériaux en magnétodynamique [Équation (108b), 

(110b) et (130a)] dans les différentes régions d'étude ainsi que les conditions aux limites au passage de 
deux surfaces [Équation (171) et (172)], nous permettent d'écrire les relations suivantes en terme de 
potentiel vecteur magnétique [cf. Figure 32] : 
 

d
A

σ
∂

I ( )
( )

s1

z
s z

str 0 m s

r R

r, , t
k J , t

r
•

′=

Θ
= ⋅ µ ⋅ Θ

∂
 (F.3a) 

d
A

σ
∂

I ( )

a

z
r d

r
r R

r, , t A1
r

σ

=

Θ ∂
= ⋅

∂ µ
II

II

( )

a

z
r

r R

r, , t

r
=

Θ

∂
 (F.3b) 

d
A

σ
∂

I ( )z
a r d

r r

R , , t A1 σ
Θ ∂

= ⋅
∂Θ µ

II

II

( )z
a r

r

R , , tΘ

∂Θ
 (F.3c) 

d

r

A1 σ
∂

⋅
µ

II

II

( )

r2

z
r d

r
r R

r, , t A1
r

σ

=

Θ ∂
= ⋅

∂ µ
III

III

( )

r2

z
r

r R

r, , t

r
=

Θ

∂
 (F.3d) 

d
A

σ
∂

II ( )z
r2 r d

r

R , , t A
σ

Θ ∂
=

∂Θ
III ( )z

r2 r

r

R , , tΘ

∂Θ
 (F.3e) 

d
A

σ
∂

III ( )z
r1 r

r

R , , t
0

Θ
=

∂Θ
 si et seulement si la Région III  est de forme annulaire 

s∀Θ , rΘ  et t , 

(F.3f) 

 

avec strk  le coefficient des topologies ( strk 1=  pour un inducteur intérieur et strk 1= −  pour un inducteur 

extérieur) et le terme ( )z
m sJ , t• Θ , source de champ en magnétodynamique, représentant la densité 

linéique de courant produite par les m phases du bobinage d'induit qui s'exprime par [Équations (96)] : 
 

( ) ( )j d su,v,s
u,v

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
,tz

mm sJ , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ•

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ J g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (F.4) 

 

où 
u,vmJ  représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de ( )z

m sJ , t• Θ . 

En remplaçant dans les relations (F.3) le potentiel vecteur magnétique 
d

A
σj ( )z

rr, , tΘ  en 

magnétodynamique par ses expressions correspondantes [Équations (F.2)], on obtient deux systèmes de 
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Cramer. Un premier système de six équations à six inconnues, lorsque la Région III  est de forme 
annulaire, et un second système de cinq équations à cinq inconnues, lorsque la Région III  est de forme 

circulaire, u v∀ + , que vérifient les constantes d'intégration dE σj
u,v,s

 et dF σj
u,v,s

 : 

 

d σC j
u,v,s

d σ
⎡ ⎤ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

B
v

1

d

−

σ
⎡ ⎤ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

A
u,v

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 u v∀ + , (F.5) 

 

avec d σA
u,v

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, d σB
v

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 et d σC j
u,v,s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 respectivement le vecteur complexe de la source du champ 

électromagnétique [Équation (E.26)], la matrice structurelle complexe des conditions aux limites 
[Équation (E.27b)], et le vecteur des constantes d'intégration en magnétodynamique, lorsqu'on néglige les 
conductivités électriques des matériaux magnétiques, qui s'expriment de la manière suivante : 
 

d σA

u,v

u,vu,v

mvp 1
str 0 s1

d

k R
vp

0
0
0
0
0

+

σ

⎡ ⎤
′− ⋅ µ ⋅ ⋅⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A

J

 u v∀ + , (F.6) 

 

d σB
u,v,0v

2 vp
s1

2 vp 2 vp
a a

r r
2 vp 2 vp

a a
d

2 vp 2 vp
r2 r2

r r r r
2 vp 2 vp

r2 r2
2 vp

r1

R 1 0 0 0 0
1 1

R 1 R 0 0

R 1 R 1 0 0
1 1 1 1

0 0 R R

0 0 R 1 R 1

0 0 0 0 R 1

⋅

⋅ ⋅

⋅ ⋅

σ
⋅ ⋅

⋅ ⋅

⋅

⎡ ⎤′−
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⋅ −⎢ ⎥µ µ
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥− ⋅ ⋅ −⎢ ⎥µ µ µ µ
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B

II II

II II III III

 u v∀ +  et vp∀ , (F.7) 

 

d σC j
u,v,s

dE σ

⎡ ⎤ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

I
u,v,s

dF σI
u,v,s

dE σII
u,v,s

dF σII
u,v,s

dE σIII
u,v,s

dF σIII
u,v,s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 u v∀ + . (F.8) 

 

Notons que, lorsque la Région III  est de forme circulaire, la dernière ligne des vecteurs d σA
u,v

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 et 

d σC j
u,v,s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ainsi que la dernière ligne et la dernière colonne de la matrice d σB
v

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 sont inexistantes. 

En effectuant les calculs, on obtient les mêmes constantes d'intégration que celles définies dans 

l'Annexe E pour u v 0+ = , qui sont données par les relations (E.34) pour un inducteur intérieur ( strk 1= )  
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et par les relations (E.35) pour un inducteur extérieur ( strk 1= − ) : 
 

dE σj u,v,0u,v,s
dE σ= j  et dF σj u,v,0u,v,s

dF σ= j  u v∀ + . (F.9a) 

 

F.I.4.  Solution générale du potentiel vecteur magnétique 
En remplaçant, dans les relations (F.2), les constantes d'intégration dE σj

u,v,s
 et dF σj

u,v,s
 

[Équations (F.9)] par leurs expressions analytiques, définies dans l'Annexe E par les relations (E.34) et 
(E.35), et en faisant intervenir les ratios adimensionnels réels [Équations (164)] relatifs aux différentes 

régions, on en déduit aisément que la solution générale du potentiel vecteur magnétique 
d

A
σj ( )z

rr, , tΘ  

en magnétodynamique dans la Région j  sans prendre en compte les conductivités électriques peut se 

mettre sous la forme complexe suivante : 
 

d
A

σj ( ) e
z

r d
r, , t

σ
Θ = ℜ

j
A ( ) ( )j d ru,v,s

u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

,tz r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (F.10a) 

 

avec 
d σ

A
j ( )

u,v,s

z r  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v du potentiel vecteur magnétique 

d
A

σj ( )z
rr, , tΘ  en magnétodynamique dans la Région j , en négligeant les conductivités électriques des 

matériaux électromagnétiques, qui s'exprime par : 
 

d σ
A

j ( )
ju,v

u,v,s

dz
m0

r
r 2

vp

σ
′= ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅

⋅
J

j
K ( )

v

z

dd

r

σK
v

 pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. (F.10b) 

 

Le paramètre 
d σ

K
j ( )

v

z r , fonction harmonique complexe, est défini dans la Région I  par 

 

d σ
K

I ( ) j
v

1dnz
strr k

σ
= ⋅ ⋅

K I ( )
1v

2 vp

2dn

r r 1

...

⋅

σ

⎡ ⎤⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ K

I

I ( )( )
( ) str

2
str

1v

vp k

1 k vp
r r

r r

−

+ ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎩ ⎭

I
I

 u v∀ + , (F.11a) 

 

dans la Région II  par 
 

d σ
K

II ( ) j
v

1dnz
str rr 2 k

σ
= ⋅ ⋅ µ ⋅

K II
II

( )
1v

2 vp

2dn

r r 1

...

⋅

σ

⎡ ⎤⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ K

II

II ( )( )
( ) str

2
str

1v

vp k

1 k vp
r r

r r

−

+ ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎩ ⎭

II
II

 u v∀ + , (F.11b) 

 

et dans la Région III  par 
 

( ) ( ) str
1 2

2 vp vp k1 r r r r⋅ −⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦III III  
d σ

K
III ( ) j

v

z
1dnr 2 σ= − ⋅K III v

⋅  

( ) str
2

vp kr r −
III  si la Région III  est de forme circulaire 

u v∀ + . (F.11c) 
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Notons que ces différentes fonctions harmoniques complexes font intervenir d'une part des ratios 

adimensionnels réels, ( )
1

r rj  et ( )
2

r rj , relatifs aux différentes régions d'étude et d'autre part des fonctions 

harmoniques réelles 1dn σK I v
, 2dn σK I v

, 1dn σK II v
, 2dn σK II v

, 1dn σK III v
 et dd σK

v
 qui sont définies 

respectivement par les relations (164) et par les relations (E.36) de l'Annexe E. 
 

F.II.  INDUCTION MAGNÉTIQUE EN MAGNÉTODYNAMIQUE DANS LES DIFFÉRENTES RÉGIONS D'ÉTUDE 

En coordonnées cylindriques, ( )B rot A=  [Équation (75a)] permet d'exprimer les deux composantes 

de l'induction magnétique, 
d

B
σ ( )r

rr, , tΘ  et 
d

B
σ ( )rr, , tΘ Θ , en fonction du potentiel vecteur magnétique 

d
A

σ ( )z
rr, , tΘ  en magnétodynamique : 

 

d
B

σ ( ) dr
r

A1
r, , t

r
σ

∂
Θ = ⋅

( )z
r

r

r, , t
 

Θ

∂Θ
, (F.12a) 

d
B

σ ( ) d
r

A
r, , t σΘ

∂
Θ = −

( )z
rr, , t

r

Θ

∂
. (F.12b) 

 

En appliquant les formules ci-dessus à la solution générale du potentiel vecteur magnétique  

d
A

σj ( )z
rr, , tΘ  en magnétodynamique dans la Région j  [Équations (F.10)], on obtient les deux 

composantes de l'induction magnétique, 
d

B
σj ( )r

rr, , tΘ  et 
d

B
σj ( )rr, , tΘ Θ , en magnétodynamique lorsqu'on 

néglige les conductivités électriques des matériaux magnétiques : 
 

d
B

σj ( ) e
r /

r d
r, , tΘ

σ
Θ = ℜ

j
B ( ) ( )j d ru,v,s

u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

,tr / r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (F.13a) 

 

avec 
d σ

B
j ( )

u,v,s

r / rΘ  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la composante radiale ou 

tangentielle 
d

B
σj ( )r /

rr, , tΘ Θ  du vecteur induction magnétique en magnétodynamique dans la Région j , en 

négligeant les conductivités électriques des matériaux magnétiques, qui s'exprime par : 
 

d σ
B

j ( )
u,v

u,v,s

dr /
m0r 2

σΘ ′= ⋅ µ ⋅ ⋅J
j

K ( )
v

r /

dd

rΘ

σK
v

 pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (F.13b) 

 

Le paramètre 
d σj

K ( )
v

r / rΘ , fonction harmonique complexe, est défini dans la Région I  par 

 

d σ
K

I ( )
v

r
d

r
σ

= K
I ( )

v

z r  (F.14a) 

d σ
K

I ( )
v

str 1dn
str

k
r k

σΘ
⋅

= ⋅
K I ( )

1v

2 vp

2dn

r r 1

...

⋅

σ

⎡ ⎤⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ K

I

I ( )( )
( ) str

2
str

1v

vp k

1 k vp
r r

r r

−

+ ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎩ ⎭

I
I

 
u v∀ + , 

(F.14b) 
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dans la Région II  par 
 

d σ
K

II ( )
v

r
d

r
σ

= K
II ( )

v

z r  (F.14c) 

d σ
K

II ( )
v

str 1dn
str r

k
r 2k

σΘ
⋅

= ⋅ µ ⋅
K II

II

( )
1v

2 vp

2dn

r r 1

...

⋅

σ

⎡ ⎤⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ K

II

II ( )( )
( ) str

2
str

1v

vp k

1 k vp
r r

r r

−

+ ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎩ ⎭

II
II

 
u v∀ + , 

(F.14d) 

 

et dans la Région III  par 
 

d σ
K

III ( )
v

r
d

r
σ

= K
III ( )

v

z r  (F.14e) 

( ) ( ) str
1 2

2 vp vp k1 r r r r⋅ −⎡ ⎤+ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦III III  
d σ

K
III ( )

v
str 1dnr 2kΘ

σ= ⋅K III v
⋅  

( ) str
2

vp kr r −
III  si la Région III  est de forme circulaire 

u v∀ + . 
(F.14f) 

 

On notera que le module de l'induction magnétique dB σj ( )rr, , tΘ  en magnétodynamique dans la 

Région j , en négligeant les conductivités électriques des matériaux magnétiques, est donné par : 

 

dB σj ( )r d
r, , t B

σ
Θ =

j ( )2r
r d

r, , t B
σ

Θ +
j ( )2rr, , tΘ Θ  u v∀ + . (F.15) 

 

F.III.  CHAMP MAGNÉTIQUE DANS LES DIFFÉRENTES RÉGIONS D'ÉTUDE 
D'après les équations des matériaux magnétiques en magnétodynamique dans les différentes 

régions ; à savoir 
 

dB σj ( )r 0 r dr, , t H σΘ = µ ⋅ µ ⋅j j ( )rr, , tΘ , (F.16) 

 

les deux composantes du champ magnétique, ( )r
rdH r, , tσ Θj  et ( )rdH r, , tΘ

σ Θj , en magnétodynamique dans 

la Région j , lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux magnétiques, s'expriment par : 

 

d
H

σj ( ) e
r /

r d
r, , tΘ

σ
Θ = ℜ

j
H ( ) ( )j d ru,v,s

u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

,tr / r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ ΘΘ

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (F.17a) 

 

avec 
d σj

H ( )
u,v,s

r / rΘ  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la composante radiale ou 

tangentielle 
d

H
σj ( )r /

rr, , tΘ Θ  du vecteur champ magnétique en magnétodynamique dans la Région j , en 

négligeant les conductivités électriques des matériaux magnétiques, qui s'exprime par : 
 

d σ
H

j ( )
u,v

u,v,s

dr /
m

r

1
r 2

σΘ ′= ⋅ ⋅ ⋅
µ

J
j

j

K ( )
v

r /

dd

rΘ

σK
v

 pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. (F.17b) 
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On notera que le module du champ magnétique dH σj ( )rr, , tΘ  en magnétodynamique dans la 

Région j , en négligeant les conductivités électriques des matériaux magnétiques, est donné par : 

 

dH σj ( )r d
r, , t H

σ
Θ =

j ( )2r
r d

r, , t H
σ

Θ +
j ( )2rr, , tΘ Θ  u v∀ + . (F.18) 

 

F.IV.  CHAMP ÉLECTRIQUE DANS LES DIFFÉRENTES RÉGIONS D'ÉTUDE 

En coordonnées cylindriques, ( )rot E B t= − ∂ ∂  [Équation (70a)] et ( )B rot A=  [Équation (75a)] 

permettent d'exprimer le champ électrique E
σ ( )z

rr, , tΘ  en fonction du potentiel vecteur magnétique 

d
A

σ ( )z
rr, , tΘ  en magnétodynamique par rapport à la grandeur temporelle t : 

 

E
σ ( ) dz

r

A
r, , t σ

∂
Θ = −

( )z
rr, , t

t

Θ

∂
. (F.19) 

 

En appliquant la relation (F.19) à la solution générale du potentiel vecteur magnétique 

d
A

σj ( )z
rr, , tΘ  en magnétodynamique dans la Région j  [Équations (F.10)], on obtient le champ électrique 

E
σj ( )z

rr, , tΘ  dans la Région j  lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux 

électromagnétiques : 
 

E
σj ( ) e

z
rr, , t

σ
Θ = ℜ

j
E ( ) ( )j d ru,v,s

u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

,tz r e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ
⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ g
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (F.20a) 

 

avec 
σ

E
j ( )

u,v,s

z r  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v du champ électrique E
σj ( )z

rr, , tΘ  

dans la Région j , en négligeant les conductivités électriques des matériaux magnétiques, qui s'exprime par : 
 

( )
j

u,v

d2
m0 0

u v
2 r

v

σ+
′⋅ µ ⋅ Ω ⋅ ⋅ ⋅ ⋅J

K
j ( )

v

z

dd

r

σK
v

 pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (F.20b) 

σ
E

j ( )
u,v,s

z r =  

0 pr u v 0+ = . (F.20c) 
 

F.V.  DENSITÉ SURFACIQUE DE COURANT PAR COURANTS DE FOUCAULT DANS LES DIFFÉRENTES 

RÉGIONS D'ÉTUDE 

La densité surfacique de courant 
s

J
σ ( )z

rr, , t• Θ  par courants de Foucault, sans prendre en compte les 

conductivités électriques, s'exprime aisément par [Équation (72c)] : 
 

s
J

σ ( )z
rr, , t E•

σ
Θ = σ ⋅ ( )z

rr, , tΘ  Loi d'Ohm. (F.21) 

 

Notons que la densité surfacique de courant 
s

J
σ ( )z

rr, , t• Θ  par courants de Foucault est égale à 0 2A m  
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pour un domaine isolant, tel que l'entrefer fictif (Région I ) qui possède une conductivité électrique σI  

nulle [Équation (97b)]. 

En appliquant la relation (F.21) à la solution générale du champ électrique E
σj ( )z

rr, , tΘ  dans la 

Région j  [Équations (F.20)], on obtient la densité de courant 
σs

J
j ( )• Θz

rr, , t  par courants de Foucault dans 

la Région j  lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux magnétiques : 
 

σs
J

j ( )•
σ

Θ = ℜe
z

r s
r, , t

j
J ( ) ( )j g+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ Θ•
⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ d ru,v,s

u,v,su , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

,tz r e  pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
, (F.22a) 

 

avec 
σs

J
j ( )•

u,v,s

z r  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la densité de courant 

σs
J

j ( )• Θz
rr, , t  par courants de Foucault dans la Région j , en négligeant les conductivités électriques des 

matériaux magnétiques, qui s'exprime par : 
 

σs
J

j ( )
σ•

′
= ⋅ ⋅

′
u,v

u,v,s

smz

s1
r 2

R

J j
K ( )•

σ

u,v

z

dd

r

K
v

 pr 
m⎧ + = ⋅⎪

⎨
= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. (F.22b) 

 

Le paramètre 
σs

K
j ( )•

u,v

z r , fonction harmonique complexe, est défini dans la Région I  par 

 

σs
K

I ( )• =
u,v

z r 0  u v∀ + , (F.23a) 

 

dans la Région II  par 
 

u,v

2
1dn

str2k
vp

στ
− ⋅ ⋅

IIII K ( )
1v

2 vp

2dn

r r 1

...

⋅

σ
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+
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IIK ( )( )
( )str

2
str

1v

vpk

1 k vp
r r r

r r + ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎩ ⎭

I II
II

 pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (F.23b) 

σs
K

II ( )• =
u,v

z r  

0 pr u v 0+ = , (F.23c) 
 

et dans la Région III  par 
 

u,v

2

1dn
r

1
2

vp σ

τ
⋅ ⋅ ⋅
µ

III
III

III
K ( ) str

v

k
1dr r σ⋅ ⋅ ⋅I II IIIf ( )

u
r  pr 

u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (F.23d) 

σs
K

III ( )• =
u,v

z r  

0 pr u v 0+ = . (F.23e) 
 

( ) ( )
1 2

2 vp vp1 r r r r⋅⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦III III , 
avec : 1d σfIII ( )

v
r =  

( )
2

vpr rIII  si la Région III  est de forme circulaire. 
(F.23f) 
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- Annexe G - 

Expression analytique de 
l'épaisseur maximale normalisée d'aimant permanent 

par 
interpolation numérique. 

Dans cette annexe, nous déterminons une expression analytique originale de l'épaisseur normalisée 
maximale d'aimant permanent 

nor /maxah′  permettant de maximiser l'induction magnétique en 

magnétostatique dans l'entrefer fictif (Région I ). Cette épaisseur, correspondant implicitement à 
l'épaisseur maximale d'aimant permanent 

maxah , sera déterminé à partir de la méthode d'interpolation 

numérique décrite dans l'Annexe A  [108]. 
 

G.I.  PROBLÉMATIQUE 
L'induction magnétique en magnétostatique dans la Région I  (l'entrefer fictif) est à l'origine de la 

forme d'onde du flux principal en magnétostatique, de la force électromotrice induite dans une phase 
quelconque  [111]- [112], du couple électromagnétique normal (composantes moyenne et alternative)  [113], 

des pertes magnétiques dans le circuit magnétique de l'induit denté  [112],… Si cette induction magnétique 
dans l'entrefer fictif est utilisée dans un processus d'optimisation avec une aimantation radiale, p∀ , ou une 

aimantation parallèle, p 1≠  et a 1α ≠ , on peut obtenir une mauvaise solution du ratio adimensionnel réel 

rII  relatif à la Région II  (la couronne aimantée). En effet, d'après Engström  [110] et Dubas et al.  [108], 

deux valeurs différentes du ratio rII  peuvent conduire à une même valeur d'induction magnétique en 

magnétostatique dans l'entrefer fictif. La plus petite solution du ratio rII , soit la plus grande solution de 

l'épaisseur d'aimant permanent ah , doit être écartée car elle est plus coûteuse. Pour une géométrie donnée, 

il est donc nécessaire de connaître le ratio adimensionnel réel maximal 
max

rII  relatif à la Région II  (la 

couronne aimantée), soit une épaisseur maximale d'aimant permanent 
maxah , qui permet de maximiser 

l'induction magnétique en magnétostatique dans la Région I  (l'entrefer fictif). 
Selon Dubas et al.  [108], l'épaisseur normalisée maximale d'aimant permanent 

nor /maxah′ , 

correspondant implicitement à l'épaisseur maximale d'aimant permanent 
maxah , pour les deux types 

d'aimantation (radiale et parallèle) peut-être représenté par les courbes normalisées illustrées sur la 
Figure G.1. Grâce à ces abaques, il est possible de développer une expression analytique originale de 
cette épaisseur normalisée maximale en appliquant une méthode d'interpolation numérique 
[cf. Annexe A]. 
 

G.II.  DÉVELOPPEMENT DE L'ÉPAISSEUR NORMALISÉE MAXIMALE D'AIMANT PERMANENT 
G.II.1.  Fonction d'interpolation suivant p avec a 1α =  

En observant les courbes normalisées de la Figure G.1(a)/(b)(i), on s'oriente vers une fonction 
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mathématique du type polynomiale dont l'équation analytique est de la forme : 

 

rI  pour une aimantation parallèle (G.1a) 
  

′ =
nor /maxah  

6
2 5

k
k k

1 3 4k r k k r⎛ ⎞⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠I I

i
i ii i i  quel que soit le type d'aimantation 

∀p  pour α =a 1. 
(G.1b) 

 

On commence par extraire les N points significatifs (points numériques) de l'abaque provenants des 

réseaux de ratios ( )max
r , rI II , puis, par application d'une méthode de résolution numérique non-linéaire 

(du type Levenberg-Marquardt), on remonte aux valeurs des coefficients iki  qui rendent l'erreur 
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Définition du ratio normalisé ′
nor /maxah  et du ratio adimensionnel réel rI  : 

 ′ ′=
nor /max maxa a s1h h R  : Le ratio normalisé de l'épaisseur maximal d'aimant permanent. 

 ( ) strk
a s1r R R ′=I  : Le ratio adimensionnel réel de la Région I  (l'entrefer fictif). 

Variation de l'inducteur suivant le ratio adimensionnel réel rI  (Limite géométrique de l'inducteur) : 

Inducteur inexistant pour un inducteur intérieur  0 %r =I  : 
Inducteur qui tend vers l'infini pour un inducteur extérieur 

, r∀ II   Entrefer fictif maximal. 

 100 %r =I  : Entrefer fictif nul, r∀ II . 

Figure G.1 :  Évolution du ratio 
nor / maxah′  en fonction du ratio rI  selon une direction d'aimantation (a) radiale 

ou (b) parallèle pour (i) 1 p 12≤ ≤  et a 1α =  & (ii) a0 1≤ α ≤  et p 1= . 
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d'interpolation intεi  [Équation (A.2)] minimale. Les valeurs de l'erreur et des différents coefficients 

d'interpolation, correspondantes aux différentes valeurs de p, pour les deux types d'aimantation (radiale et 
parallèle) sont données dans le Tableau G.1. 

On peut aisément observer que les coefficients d'interpolation 1ki  et 5ki  varient en fonction de p, 

contrairement aux quatre autres ( 2ki , 3ki , 4ki  et 6ki ) qui restent constants. L'évolution des coefficients 1ki  et 5ki  

par rapport à p est représentée sur la Figure G.2. On constate que ces courbes ressemblent à des fonctions 
mathématiques du type exponentielle. Donc, comme précédemment, on pose les fonctions d'interpolation 
 

( ) ⋅
= ⋅ +

3ha
2

k
ha

1 1 4

k p
ha ha hap k e kf

i
ii i i  p∀  pour le coefficient 1ki , (G.2a) 

( ) 6ha
5

k
ha

2 7

k p
7 7ha hak ,p k e k

⋅
= ⋅ +f

i
ii i i i  p∀  pour le coefficient 5ki , (G.2b) 

 

puis, on remonte aux valeurs des coefficients 7ki  et 
ihaki  qui rendent l'erreur d'interpolation intεi  

[Équation (A.2)] minimale. Les valeurs de l'erreur et des différents coefficients d'interpolation pour les deux 
fonctions d'interpolation sont données dans le Tableau G.2. La comparaison entre les fonctions 

d'interpolation [Équations (G.2)] et les N points significatifs de 1ki  et 5ki  est représentée sur la Figure G.2 et 

conduit à un résultat tout à fait correct (soit int < 0,4 %εi  pour 1ki  et int <1,1%εi  pour 5ki ). 
 

Tableau G.1 :  Valeurs numériques de l'erreur intεi  et des coefficients iki  d'interpolation par rapport à p pour a 1α =  

selon les deux types d'aimantation (radiale ou parallèle). 

PARAMÈTRES VALEURS NUMÉRIQUES 

p [–] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

intεR  [%] 3,134 2,661 2,255 2,196 2,188 2,114 2,368 2,213 2,15 2,264 2,158 2,074 

intεP * [%] 0,989 0,734 0,663 0,56 0,443 0,33 0,46 0,353 0,399 0,88 0,662 0,657 
 

1kR  [–] 0,58 0,481 0,415 0,366 0,329 0,299 0,277 0,256 0,239 0,225 0,212 0,201 

1kP * [–] 0,968 0,792 0,672 0,583 0,519 0,466 0,429 0,395 0,366 0,34 0,32 0,302 
 

2kR  [–] 0,96 

2kP * [–] 1 
 

3kR  [–] 1 

3kP * [–] 1 
 

4kR  [–] 1 

4kP * [–] 1 
 

5kR  [–] 3,579 5,573 7,525 9,686 11,97 14,38 16,43 19,16 21,77 24,26 26,95 29,78 

5kP * [–] 5,673 6,987 8,938 10,99 13,08 15,10 17,2 19,40 21,52 23,96 26,28 28,21 
 

6kR  [–] 0,44 

6kP * [–] 0,278 
 

* Erreur et coefficients d'interpolation pour une aimantation Parallèle déterminé pour a 0,9α = . 
 

R  : Direction d'aimantation Radiale, 
Signification de l'exposant : 

P  : Direction d'aimantation Parallèle. 
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G.II.2.   Fonctions d'interpolation suivant aα  avec p 1=  

En observant les courbes normalisées de la Figure G.1(a)/(b)(ii) et en utilisant les expressions 
précédentes, l'équation analytique peut s'exprimer de la manière suivante : 
 

0 pour a 0α =  (G.3a) 
  

′ =
nor /maxah  

( ) ( )2

6
ha 72

1

k
k ,pk

3 4ha p r k k r
⎡ ⎤

⋅ ⋅ − ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

f
f

i
i iii i i

I I  pour a0 1< α ≤  
p∀ . 

(G.3b) 

 

On commence par extraire les N points significatifs (points numériques) de l'abaque provenants des 

réseau de ratios ( )max
r , rI II , puis, par application d'une méthode de résolution numérique non-linéaire 

(du type Levenberg-Marquardt), on remonte aux valeurs des coefficients iki  qui rendent l'erreur 

Tableau G.2 :  Valeurs numériques de l'erreur intεi  et des coefficients 7ki  et 
ihaki  d'interpolation pour les fonctions 

d'interpolation de ( )
1ha pf i  et de ( )

2 7ha k ,pf i i  selon les deux types d'aimantation (radiale ou parallèle). 

FONCTIONS intεi  [%] 7ki  [–] 
1haki  [–] 

2haki  [–] 
3haki  [–] 

4haki  [–] 
5haki  [–] 

6haki  [–] 
7haki  [–] 

( )
1ha pf R  0,31

7 
X 0,948 -0,572 0,465 0,046 X X X 

( )
1ha pf P * 0,30

6 
X 1,453 -0,539 0,544 0,121 X X X 

 

( )
2

7ha k ,pf R R  0,713 0,398 X X X X 2,181 0,275 2,93 510−×  

( )
2

7ha k ,pf P P * 1,025 3,29 510−×  X X X X 10,878 0,088 3,927 
 

* Erreur et coefficients d'interpolation pour une aimantation Parallèle déterminé pour a 0,9α = . 
 

R  : Direction d'aimantation Radiale, 
Signification de l'exposant : 

P  : Direction d'aimantation Parallèle. 
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Figure G.2 :  Fonctions d'interpolation par rapport aux N points significatifs (a) de 1ki  et (b) de 5ki  en fonction 

de p selon les deux types d'aimantation (radiale ou parallèle). 
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d'interpolation intεi  [Équation (A.2)] minimale. Les valeurs de l'erreur et des différents coefficients 

d'interpolation, correspondantes aux différentes valeurs de p, pour les deux types d'aimantation (radiale et 
parallèle) sont données dans le Tableau G.3. 

On peut aisément observer que les coefficients d'interpolation 2ki , 6ki  et 7ki  varient en fonction de 

aα , contrairement aux deux autres ( 3ki  et 4ki ) qui restent constants. L'évolution des coefficients 2ki , 6ki  et 

7ki  par rapport à aα  est représentée sur la Figure G.3. On constate que ces courbes ressemblent à une 

fonction mathématique du type exponentielle ou polynomiale. Donc, comme précédemment, on pose les 
fonctions d'interpolation 
 

( ) ⋅αα = ⋅ +
10ha

9

k
ha a

1 8 11

k
aha ha hak e kg

i
ii i i  a∀α  pour le coefficient 2ki , (G.4a) 

( ) ⎛ ⎞
α = ⋅ α − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
13ha

2 12 14 15

2
k

a aha ha ha hak k kg
ii i i i  a∀α  pour le coefficient 6ki , (G.4b) 

( ) ⋅αα = ⋅ +
18ha

17

k
ha a

3 16 19

k
aha ha hak e kg

i
ii i i  a∀α  pour le coefficient 7ki , (G.4c) 

 

puis, on remonte aux valeurs des coefficients 
ihaki  qui rendent l'erreur d'interpolation intεi  [Équation (A.2)] 

minimale. Les valeurs de l'erreur et des différents coefficients d'interpolation pour les deux fonctions 
d'interpolation sont données dans le Tableau G.4. La comparaison entre les fonctions d'interpolation 

[Équations (G.4)] et les N points significatifs de 2ki , 6ki  et 7ki  est représentée sur la Figure G.3 et conduit à 

un résultat tout à fait correct (soit int < 0,06 %εi  pour 2ki , int < 0,13 %εi  pour 6ki  et int <2,5 %εi  pour 7ki ). 

 
 

Tableau G.3 :  Valeurs numériques de l'erreur intεi  et des coefficients iki  d'interpolation par rapport à aα  pour p 1=  

selon les deux types d'aimantation (radiale ou parallèle). 

PARAMÈTRES VALEURS NUMÉRIQUES 

aα  [–] 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

intεR  [%] 2,776 3,094 4 4,782 5,231 5,414 5,037 4,577 3,656 2,471 

intεP  [%] 3,419 1,922 1,057 0,906 0,951 1,332 2,426 2 2,95 X 
           

2kR  [–] 0,945 0,945 0,946 0,948 0,949 0,951 0,953 0,955 0,957 0,98 

2kP  [–] 0,287 1,086 1,068 1,052 1,04 1,028 1,018 1,008 1 X 
 

3kR  [–] 1 

3kP  [–] 1 X 
 

4kR  [–] 1 

4kR  [–] 1 X 
 

6kR  [–] 0,429 0,415 0,407 0,403 0,403 0,405 0,411 0,418 0,428 0,44 

6kP  [–] 0,287 0,242 0,2 0,168 0,149 0,147 0,166 0,208 0,278 X 
 

7kR  [–] 0,284 0,291 0,299 0,309 0,32 0,333 0,347 0,364 0,381 0,398 

7kP 510−×  [–] -6,858 -6,983 -7,073 -7,127 -7,115 -6,95 -6,285 -4,309 3,29 X 
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Tableau G.4 :  Valeurs numériques de l'erreur intεi  et des coefficients 
ihaki  d'interpolation pour les fonctions 

d'interpolation de ( )
1 aha αgi , ( )

2 aha αgi  et ( )
3 aha αgi  selon les deux types d'aimantation (radiale ou parallèle). 

DIRECTION D'AIMANTATION DIRECTION D'AIMANTATION ERREURS ET COEFFICIENTS 
D'INTERPOLATION Radiale Parallèle 

ERREURS ET COEFFICIENTS 
D'INTERPOLATION Radiale Parallèle 

intεi  de ( )
1

aha αig  [%] 2,941 310−×  0,055 
12haki  [–] 0,1828 0,8058 

intεi  de ( )
2

aha αgi  [%] 0,037 0,128 
13haki  [–] 0,7773 1,3137 

intεi  de ( )
3

aha αgi  [%] 0,123 2,469 
14haki  [–] 0,5478 0,4668 

   
15haki  [–] 0,4025 0,1456 

8haki  [–] 0,2123 0,904 
16haki  [–] 0,232 8,45 −× 1210  

9haki  [–] 0,07 -0,246 
17haki  [–] 0,41 17,77 

10haki  [–] 1,728 0,439 
18haki  [–] 1,359 0,815 

11haki  [–] 0,7322 0,285 
19haki  [–] 0,048 -6,985 −× 510  
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Figure G.3 :  Fonction d'interpolation par rapport aux N points significatifs (a) de 2ki , (b) de 6ki  et (c) de 7ki  en 

fonction de aα  selon les deux types d'aimantation (radiale ou parallèle). 
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G.II.3.   Expression générale de l'épaisseur maximale normalisée d'aimant permanent 
Le développement des fonctions d'interpolation suivant p avec a 1α =  [Équations (G.2)], d'une part, 

et suivant aα  avec p 1=  [Équations (G.4)], d'autre part, permettent de définir l'expression générale de 

l'épaisseur maximale normalisée d'aimant permanent 
nor /maxah′ . Cette expression s'exprime donc de la 

manière suivante  [108] : 
 

rI  ∀p  pour α =a 1 avec une aimantation parallèle, (G.5a) 
  

0 ∀p  pour α =a 0  (G.5b) 
  ′ =

nor /maxah  

( ) ( ) ( ) ( )α
α α⎡ ⎤

⋅ ⋅ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

2
1 2

ha a
ha a ha a

1

,p
ha p r 1 r

g
g ff I I

i
i ii  

quel que soit le type d'aimantation, 
(G.5c) 

 

avec ( )
1ha pf i , ( )α

2
aha ,pf i , ( )α

1
ahagi , ( )α

2
ahagi  et ( )α

3
ahagi  les fonctions d'interpolation du ratio 

′
nor /maxah  qui dépendent de la direction d'aimantation des aimants permanents (i.e., =i R  : Radiale et 

=i P  : Parallèle), du coefficient d'arc polaire des aimants permanents, αa , et du nombre de paire de 

pôles, p. Ces différentes fonctions d'interpolation sont récapitulées ci-dessous : 
 

( ) ⋅= ⋅ +
3ha

2

k
ha

1 1 4

k p
ha ha hap k e kf

i
ii i i , (G.6a) 

( ) ( ) ⋅α = α ⋅ +
6ha

5

k
ha

2 3 7

k p
a aha ha ha,p e kf g

i
ii i i , (G.6b) 

( ) ⋅αα = ⋅ +
10ha

9

k
ha a

1 8 11

k
aha ha hak e kg

i
ii i i , (G.6c) 

( ) ⎛ ⎞
α = ⋅ α − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
13ha

2 12 14 15

2
k

a aha ha ha hak k kg
ii i i i , (G.6d) 

( ) ⋅αα = ⋅ +
18ha

17

k
ha a

3 16 19

k
aha ha hak e kg

i
ii i i , (G.6e) 

 

avec 
jhaki  les coefficients d'interpolation qui ont donnés dans le Tableau (G.2) et (G.4). La comparaison 

entre l'approximation numérique et les points numériques provenants des réseaux de ratios ( )max
r , rI II  

conduit à un résultat tout à fait correct. En effet, d'après de nombreuses simulations  [108], l'erreur 

d'interpolation maximale 
maxintεi  est égale à 5,958 % pour une aimantation radiale et 9,246 % pour une 

aimantation parallèle. Ces erreurs d'interpolation sont dues essentiellement à la mauvaise approximation 
numérique des coefficients d'interpolation et de la simplification de l'expression analytique de l'épaisseur 
normalisée maximale d'aimant permanent ′

nor /maxah . 
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- Annexe H - 

Expression analytique du coefficient tridimensionnel 
par 

interpolation numérique. 

Dans cette annexe, nous déterminons une expression analytique originale du coefficient 
tridimensionnel 3DK  permettant de modéliser l'influence du débordement des aimants permanents. Ce 

coefficient, correspondant aux effets de bord, sera déterminé à partir de la méthode d'interpolation 
numérique décrite dans l'Annexe A. 
 

H.I.  PROBLÉMATIQUE 
Afin de maximiser le flux magnétique dans l'entrefer, il est d'usage d'avoir une longueur d'aimant aL  

supérieure à celle du fer statorique staL . La prise en compte de ce débordement des aimants permanents 

est possible en introduisant un coefficient tridimensionnel 3DK , dans la modélisation analytique  [76] : 
 

( )

( )
g

g

a 0s
3D

a 0s

, t
1

, t

∆φ
= +

φ

T
K

T

i

i  a∀T , (H.1) 

 

avec ( ) ( )
g ga 0 a 0s s, t , t∆φ φi iT T  la loi du gain de flux magnétique à un instant t fixé (i.e., 0t ) causée par le 

débordement des aimants permanents. Mateos Bugatti  [46] et Leprince-Ringuet  [76] ont montré que cette 

loi dépendait essentiellement de γ =a a staL L  et s1 s1 sta2 R Lβ = ⋅  où s1R  est le rayon du stator adjacent à 

l'entrefer réel. La Figure H.1 représente, sous forme d'abaques, l'évolution de ce gain de flux en fonction 
des deux rapports, γa  et s1β . 

Grâce à ces abaques établies dans  [46] et  [76], il est possible de déterminer une expression 

analytique du coefficient tridimensionnel 3DK  par une méthode d'interpolation numérique [cf. Annexe A]. 
 

H.II.  DÉVELOPPEMENT DU COEFFICIENT TRIDIMENSIONNEL 
H.II.1.  Fonction d'interpolation suivant le rapport aγ  

On peut observer que les courbes normalisées de la Figure H.1 ressemblent fortement à une 
fonction mathématique faisant intervenir une exponentielle. On s'orientera donc vers une équation 
analytique du type : 
 

( ) 4
2

k
a

j 3 1

k
a,k k k e

φ
φ ⋅γ

φ φ φ φ
⎛ ⎞

γ = ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

f  s1∀β . (H.2) 

 

On commence par extraire les N points significatifs de l'abaque, puis, par application d'une 
méthode de résolution numérique non-linéaire (du type Levenberg-Marquardt), on remonte aux valeurs 
des coefficients 

j
kφ  qui rendent l'erreur d'interpolation intε  [Équation (A.2)] minimale. Les valeurs de 
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l'erreur et des différents coefficients d'interpolation, correspondants aux différentes valeurs de s1β , sont 

données dans le Tableau H.1. La comparaison entre la fonction d'interpolation [Équation (H.2)] et les N 
points significatifs extraits de l'abaque, représentée sur la Figure H.2, conduit à un résultat tout à fait 
correct (soit intε  compris entre 0,057 et 0,225 %). 
 

H.II.2.   Fonctions d'interpolation des coefficients variables par rapport à s1β  

On peut aisément observer que les coefficients d'interpolation 
3

kφ  et 
4

kφ  varient en fonction du 

rapport s1β , contrairement aux deux autres (
1

kφ  et 
2

kφ ) qui restent constants. L'évolution des coefficients 
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Figure H.1 :  Évolution de la loi du gain de flux magnétique ( ) ( )

g ga 0 a 0s s, t , t∆φ φi iT T  en fonction 

des deux rapports aγ  et s1β   [46] et  [76]. 
 

Tableau H.1 :  Valeurs numériques de l'erreur intε  et des coefficients 
j

kφ  d'interpolation par rapport à s1β . 

PARAMÈTRES VALEURS NUMÉRIQUES 

s1β  [%] 20 30 40 50 70 100 150 200 300 

intε  [%] 0,057 0,113 0,07 0,137 0,2 0,062 0,16 0,164 0,225 

1
kφ  [–] 0,1 

2
kφ  [–] -2,303 

3
kφ  [–] 64,211 89,7 112,337 131,949 164,683 191,805 251,534 229,567 243,137 

4
kφ  [–] 2,352 2,131 2,018 1,957 1,834 1,74 1,652 1,583 1,512 
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Figure H.2 :  Fonction d'interpolation par rapport aux N points significatifs extraits de l'abaque [cf. Figure H.1] 

en fonction des deux rapports aγ  et s1β . 
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3
kφ  et 

4
kφ  par rapport à s1β  est représentée sur la Figure H.3. On constate que ces courbes ressemblent 

à une fonction mathématique du type exponentielle. Donc, comme précédemment, on pose les fonctions 
d'interpolation 
 

( )
8

7

k
s1

1 5 6

k
s1 k k e

φ
φ ⋅β

φ φ φ
⎛ ⎞

β = ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

f  ∀γa  pour le coefficient 
3

kφ , (H.3a) 

( )
12

11

k
s1

2 9 10

k
s1 k k e

φ
φ ⋅β

φ φ φ
⎛ ⎞

β = ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

f  ∀γa  pour le coefficient 
4

kφ , (H.3b) 

 

puis, on remonte aux valeurs des coefficients 
j

kφ  qui rendent l'erreur d'interpolation intε  [Équation (A.2)] 

minimale. Les valeurs de l'erreur et des différents coefficients d'interpolation pour les deux fonctions 
d'interpolation sont données dans le Tableau H.2. La comparaison entre les fonctions d'interpolation 
[Équations (H.3)] et les N points significatifs de 

3
kφ  et 

4
kφ  est représentée sur la Figure H.3 et conduit à 

un résultat tout à fait correct (soit int 0,584 %ε =  pour 
3

kφ  et int 0,436 %ε =  pour 
4

kφ ). 

 

H.II.3.  Expression générale du coefficient tridimensionnel 3DK  

La fonction d'interpolation par rapport à γa  [Équation (H.2)] et les fonctions d'interpolation des 

coefficients, 
3

kφ  et 
4

kφ , variables par rapport à s1β  [Équations (H.3)], nous conduisent à l'expression 

générale de la loi de gain de flux qui s'exprime par : 
 

( )

( )
( )

( )f

f
φ β

φ ⋅γ
φ φ

∆φ ⎡ ⎤
= β ⋅ −⎢ ⎥

φ ⎢ ⎥⎣ ⎦

2 s1
2g a

1 1

g

a 0s k
s1

a 0s

, t
k e

, t

i

i

T

T
 a∀T . (H.4) 

 

Tableau H.2 :  Valeurs numériques de l'erreur intε  et des coefficients 
j

kφ  d'interpolation pour les fonctions 

d'interpolation de ( )
1 s1φ βf  et ( )

2 s1φ βf . 

FONCTIONS intε  [%] 
5

kφ  [–] 
6

kφ  [–] 
7

kφ  [–] 
8

kφ  [–] 
9

kφ  [–] 
10

kφ  [–] 
11

kφ  [–] 
12

kφ  [–] 

( )
1 s1φ βf  0,584 -218,51 -0,226 -0,425 -1,147 X X X X 

( )
2 s1φ βf  0,436 X X X X -142,29 -8,831 310−×  -5,685 0,096 
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Figure H.3 :  Fonctions d'interpolation par rapport aux N points significatifs (a) de 
3

kφ  et (b) de 
4

kφ  

en fonction du rapport s1β . 
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Grâce à cela et à la relation (H.1), on est désormais en mesure de donner une expression 
analytique du coefficient tridimensionnel correspondant au débordement des aimants permanents : 
 

( )
( )f

f
β

⋅γ⎡ ⎤
= + β ⋅ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

23D s1
23D a

1 1

k
3D 3D s1 3D1 k eK , (H.5a) 

( )
63D

5

k
3D s1

1 3 4

k
3D s1 3D 3Dk k e

⋅β⎛ ⎞
β = ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
f , (H.5b) 

( )
103D

9

k
3D s1

2 7 8

k
3D s1 3D 3Dk k e

⋅β⎛ ⎞
β = ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
f , (H.5c) 

 

avec 
j3Dk  les coefficients d'interpolation dont les valeurs numériques sont : 

 

1

2

3D

3D

k 0,1

k 2,303

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

, 

3

4

5

6

3D

3D

3D

3D

k 218,515
k 0,226
k 0,425

1,147k

⎡ ⎤ −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 et 

7

8

9

10

3D

33D

3D

3D

k 142,289
k 8,831 10
k 5,685

0,096k

−

⎡ ⎤ −⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ − ×⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. (H.5d) 
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- Annexe I - 

Grandeurs intégrales 
en négligeant les conductivités électriques 

des matériaux électromagnétiques. 

Dans cette annexe, nous allons déterminer les expressions des grandeurs intégrales (le couple 

électromagnétique 
em

C
σ ( )a, ti T , l'inductance mutuelle mL σ gi

 entre les différentes phases, les inductances 

propre pL σ g
 et cyclique cL σ g

 d'une phase quelconque, et les pertes moyennes par courants de Foucault 

σdPpt _Fouc  dans l'inducteur) dans les deux topologies de machines synchrones à aimants permanents 

montés en surface [cf. Figure 10], lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux 
magnétiques (à savoir dans les aimants permanents et dans la culasse rotorique). 
 

I.I.  COUPLE ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
I.I.1.  En négligeant le débordement des aimants permanents 

Le couple électromagnétique 
em

C
σ ( )a, ti T  à la température de fonctionnement aT  des aimants 

permanents et à l'instant t peut être calculé en intégrant le tenseur de Maxwell sur une surface traversant 

la Région I  (l'entrefer fictif)  [119]- [120]. Nous choisissons un cylindre de rayon s1R′  correspondant au 

rayon du stator adjacent à l'entrefer fictif [Équation (94)]. Le couple est donc donné, en terme de potentiel 
vecteur magnétique, par la relation suivante : 
 

em
C

σ ( ) str s1 sta
a

0

Ak p R L
, t σ

∂′⋅ ⋅ ⋅
= − ⋅

µ
i T I ( )

s1

z
a s

r R

,r, , t A

r
σ

′=

Θ ∂
⋅

∂

i T
I ( )2 p

0

z
a s1 s

s
s

,R , , t
d

⋅Θ ′ Θ
⋅ Θ

∂Θ∫
i T

, (I.1a) 

 

avec 7
0 4 10 H m−µ = π ×  ; strk  le coefficient des topologies ( strk 1=  pour un inducteur intérieur et 

strk 1= −  pour un inducteur extérieur) ; p le nombre de paires pôles ; staL  la longueur de fer du 

stator ; pΘ  l'angle mécanique polaire ; et A
σI ( )z

a s,r, , tΘi T  le potentiel vecteur magnétique, dans un 

référentiel lié à l'induit 44, en électromagnétique dans la Région I  qui est défini par : 
 

A
σI ( ) ( )z z

a s s a s d
,r, , t A ,r, , t A

σ
Θ = Θ +I I

i iT T ( )z
sr, , tΘ  Théorème de superposition, (I.1b) 

 

où ( )z
s a sA ,r, , tΘI
i T  et 

d
A

σI ( )z
sr, , tΘ  sont respectivement le potentiel vecteur magnétique, dans un référentiel 

lié à l'induit, en magnétostatique [Équations (176)] et en magnétodynamique [Équations (F.10)]. 
                                              
44  On notera que le passage d'une grandeur dans un référentiel lié à l'inducteur, rΘ , à une grandeur dans un 

référentiel lié à l'induit, sΘ , est développé dans le Tableau 8 [cf. Chap. 2-§  V.4.2.]. 
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En appliquant les deux conditions aux limites, en terme de potentiel vecteur magnétique, qui existe à 
la frontière du stator équivalent lisse et de la Région I  ; à savoir 
 

( )

s1

z
s a s

r R

A ,r, , t
0

r
′=

∂ Θ
=

∂
I
i T

 en magnétostatique, (I.2a) 

d
A

σ
∂

I ( )
( )

s1

z
s z

str 0 m s

r R

r, , t
k J , t

r
•

′=

Θ
= ⋅ µ ⋅ Θ

∂

i

 en magnétodynamique; (I.2b) 

 

aux relations (I.1) et d'après ( )B rot A=  [Équation (75a)], le couple électromagnétique 
em

C
σ ( )a, ti T  en 

négligeant les conductivités électrique des matériaux magnétiques [Équation (I.1a)] s'écrit alors de la 
manière suivante : 
 

em
C

σ ( ) ( )a ems a emd, t C , t C σ= +i iT T ( )t , (I.3a) 

( ) ( ) ( )
2 p

0

2 z r
ems a s1 sta m s s a s1 s sC , t p R L J , t B ,R , , t d

⋅Θ

•′ ′= − ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅ Θ ⋅ Θ∫i iT TI , (I.3b) 

emdC σ ( ) ( )2 z
s1 sta m s d

t p R L J , t B•
σ

′= − ⋅ ⋅ ⋅ Θ ⋅
I ( )

2 p

0

r
s1 s sR , , t d

⋅Θ

′ Θ ⋅ Θ∫ , (I.3c) 

 

avec ( )z
m sJ , t• Θ  la densité linéique de courant produite par les m phases du bobinage d'induit 

[Équations (96)], ( )r
s a sB ,r, , tΘI
i T  et 

d
B

σI ( )r
sr, , tΘ  respectivement la composante radiale de l'induction 

magnétique, dans un référentiel lié à l'induit, en magnétostatique [Équations (182)] et en 
magnétodynamique [Équations (F.13)] à s1r R′=  dans la Région I . 

Tous calculs faits, en substituant les expressions de la densité linéique de courant produit par les m 
phases du bobinage d'induit et des composantes radiales des inductions magnétiques dans les 
relations (I.3), on peut obtenir les relations décrivant les deux composantes principales de l'onde de 

couple électromagnétique 
em

C
σ ( )a, ti T  lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux 

électromagnétiques ; à savoir la composante continue ( )em0s aCi T  qui représente le couple magnétique 

moyen [Équations (I.5a)] et la composante alternative ( )ems aC , t∆ i T  qui correspond aux ondulations de 

couple [Équations (I.5b)] : 
 

em
C

σ ( ) ( ) ( ) ( )a ems a em0s a ems a, t C , t C C , t= = + ∆i i i iT T T T  u v∀ + . (I.4) 

 

On notera que le couple électromagnétique emdC σ ( )t  en magnétodynamique [Équation (I.3c)], lorsqu'on 

néglige les conductivités électriques des matériaux électromagnétiques, ne produit aucune composante 
quelle soit continue ou alternative. Il vient alors : 
 

( ) ( )
u,v,0

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

eem0s a em0s aC
+∞ +∞

=−∞ =
=

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ℜ ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑i iT TC  pr u v 0+ = , (I.5a) 
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( ) ( ) ( ) ( )j 0
u,v,s

u , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,...

e
u v t

ems a em0s aC , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⋅ + ⋅ ω ⋅ −ϕ
⎧ ⎫
⎪ ⎪

∆ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑i iT TC  pr 
u v s

u v 0

⎧ + = ⋅⎪
⎨

+ ≠⎪⎩

m
, (I.5b) 

 

avec ( )
u,v,sem0s aC i T  l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v, u v∀ + , à la température aT  

de la composante continue ( )em0s aCi T  et alternative ( )ems aC , t∆ i T  qui s'exprime par : 
 

( )
u,v,sem0s a Cem σ

=C i T K ( )
u,v,s

a I⋅i T  u v∀ + . (I.5c) 

 

où I représente la valeur efficace d'un courant sinusoïdal. 

Le paramètre 
Cem σ

K ( )
u,v,s

aTi  correspond au coefficient harmonique du couple électromagnétique 

em
C

σ ( )a, ti T  à la température aT  qui est caractérisé par : 

 

σCem
K ( ) ( ) ( )= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ψ

u v
u,v,s

a i Fe a2 cos vT m K K Ti i  u v∀ + , (I.6) 

 

avec m le nombre de phases, 
uiK  le coefficient de forme d'onde du courant d'alimentation 

[Équations (C.24)], ψ le déphasage harmonique du courant d'alimentation par rapport à la f.e.m., et 

( )
vFe aK Ti  le coefficient harmonique de la f.e.m. qui est défini par [Équation (264)] : 

 

( ) ( )
v vFe a cyl r a e2 S B′= ⋅ ⋅ ⋅K T T Ki i

II  vp∀ , (I.7) 
 

où ( )r aB II T  représente l’induction rémanente corrigée de la Région II  à la température aT  de l'aimant 

permanent [Équation (146b)] ; et les paramètres cylS′ , surface de l'induit (dite surface de cylindré) corrigée 

par le coefficient de Carter classique cK  [Équation (213)], et 
veK i , fonction harmonique complexe 

[Équation (258)], sont définis respectivement par : 
 

cyl s1 staS 2 R L′ ′= π ⋅ ⋅ , (I.8) 

n += ⋅ ⋅ Θ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅v v str
vv

v

m 1s vp k
e str p op

sd
k vp r

K
K K

m K

i
i J I

I  vp∀ , (I.9) 

 

dont 
vmJ  correspond à l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de la densité linéique de courant 

produit par les m phases du bobinage d'induit [Équation (96d)], 
vopK  au coefficient d'ouverture polaire 

[Équation (C.8)], rI  au ratio adimensionnel réel relatif à la Région I  [Équations (164a)], n v1sK i
I  et 

vsdK  aux 

fonctions harmoniques respectivement complexe et réelle qui sont définies dans l'Annexe D par la 
relation (D.30a) et (D.30e). 

Ainsi, le couple électromagnétique moyen ( )em0s aCi T , lorsqu'on néglige les conductivités électriques 

des matériaux magnétiques, n'est créé que par l'intéraction des harmoniques de même rang ( )u v 0+ =  

des ondes décrivant les répartitions spatiales des sources de champ. En particulier, lorsque les courants 

d'alimentation ( )gi t  sont sinusoïdaux [Équations (C.23)], les relations (I.5a) montrent que la composante 
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continue ( )em0s aCi T  du couple électromagnétique 
em

C
σ ( )a, ti T  n'est fournie que par les ondes 

fondamentales de ces sources. On retrouve bien les résultats établis dans  [118]. 
Notons tout de même que, dans la mesure où l'on n'a pas tenu explicitement compte de l'encochage dans la 
modélisation (l'induit denté et l'inducteur à pôles saillants) [cf. Chap. 2-§  V.3.3. et  V.3.4.], le couple de reluctance 
dû à la denture n'est pas pris en compte dans le calcul. Les ondulations alternatives, décrites par les 

relations (I.5b), de pulsation électrique ( ) 0u v+ ⋅ ω  sur le couple électromagnétique 
em

C
σ ( )a, ti T  correspondent 

donc uniquement à celles introduites par les répartitions spatio-temporelles des sources de champ (répartitions 
spatiales pour les aimants permanents et spatio-temporelles pour la densité linéique de courant). 
 

I.I.2.  Prise en compte du débordement des aimants permanents 

Le couple électromagnétique 
em

C
σ ( )

3D
a, ti T  en ajoutant les phénomènes tridimensionnels (les effets 

d'extrémités), lorsqu'on néglige les conductivités électriques des matériaux magnétiques, s'exprime 
simplement par la relation suivante : 
 

 em
C

σ ( )
3D

a 3D em
, t C

σ
= ⋅i T K ( )a, ti T   

⇔  em
C

σ ( ) ( ) ( )
3D

a 3D em0s a ems a, t C C , t⎡ ⎤= ⋅ + ∆⎣ ⎦
i i iT K T T  u v∀ + , (I.10) 

 

avec 3DK  le coefficient tridimensionnel permettant de modéliser l'influence du débordement des aimants 

permanents, en majorant la longueur du stator staL , qui est défini dans l'Annexe H par les relations (H.5). 
 

I.II.  INDUCTANCES MUTUELLE, PROPRE ET CYCLIQUE DES STRUCTURES ÉTUDIÉES 
I.II.1.  Énergie emmagasinée dans les phases numéro g et numéro i 

L'énergie emmagasinée σedW ( )
gi

t  en magnétodynamique, à la frontière du stator équivalent lisse 

et de l'entrefer fictif (Région I ), dans les phases numéro g et numéro i en négligeant les conductivités 
électriques des matériaux électromagnétiques est donnée par l'expression suivante  [29] et  [125] : 
 

σedW ( ) ( )•
σ

′⋅ ⋅
= ⋅ Θ ⋅

gi g

zs1 sta
sm d

p R L
t J , t A

2 I ( )
⋅Θ

′ Θ ⋅ Θ∫
2 p

i
0

z
s1 s sR , , t d , (I.11) 

 

avec ( )
g

z
smJ , t• Θ  la densité linéique de courant produite par la phase numéro g et 

d
A

σI ( )
i

z
sr, , tΘ  le 

potentiel vecteur magnétique, dans un référentiel lié à l'induit, en magnétodynamique à s1r R′=  dans la 

Région I  produit par la phase numéro i qui sont respectivement définis par : 
 

( )
( ) ( )j d s pu,v,su,v

g
u , v 1, 3,...

u 1, 5, 7,...

e

2
,t u v p gmz

smJ , t e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⎡ ⎤⋅ Θ − + ⋅ ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥• ⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎪ ⎪

Θ = ℜ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑
J

m
m

g
 u v∀ + , (I.12a) 

d
A

σI ( )
i

e
dz

sr, , t
σ

Θ = ℜ
I

A ( ) ( ) ( )j d s pm,n,sm,n,s

m , n 1, 3,...
m 1, 5, 7,...

z 2
,t m n p ir

e
+∞ +∞

=−∞ =
=

⎡ ⎤⋅ Θ − + ⋅ ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ m
m

g
 m n∀ + , (I.12b) 

 

où 
u,vmJ  représente l'amplitude complexe des harmoniques de rang u et v de la densité linéique de 
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courant produite par les m phases du bobinage d'induit [Équations (96b) et (96c)] et 
d σ

A
I ( )

m,n,s

z r  

l'amplitude complexe des harmoniques de rang m et n du potentiel vecteur magnétique en 
magnétodynamique dans la Région I  [Équations (F.10b) et (F.11)]. 

Tous calculs faits, en substituant les relations (I.12) dans la relation (I.11), on obtient la forme 

générale de l'énergie emmagasinée σedW ( )
gi

t  en magnétodynamique traversant les phases numéro g 

et numéro i, sans prendre en compte les conductivités électriques des matériaux magnétiques : 
 

σedW ( ) σ= ℜ
gi

e edt W
( ) ( ) ( )j f f+∞ +∞ +∞

=−∞ =−∞ =
= =

⎡ ⎤⋅ + + ⋅ − ⋅ ⋅Θ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ ∑
g i pu m

u,m,vu , m , v 1, 3,...
u 1, 5, 7,... m 1, 5, 7,...

2
t t vp g i

e m  up, mp et vp∀ , (I.13a) 

 

avec : ( ) ( )
ug 0 p

1 2
t up t g

p
⎡ ⎤

= ⋅ ⋅ ω ⋅ − ϕ − ⋅ ⋅ Θ⎢ ⎥
⎣ ⎦

f
m

 up∀ , (I.13b) 

 ( ) ( )
mi 0 p

1 2
t mp t i

p
⎡ ⎤

= ⋅ ⋅ ω ⋅ − ϕ − ⋅ ⋅ Θ⎢ ⎥
⎣ ⎦

f
m

 mp∀ , (I.13c) 

 

et σedW
u,m,v

 l'amplitude complexe des harmoniques de rang u, m et v de l'énergie emmagasinée 

σedW ( )
gi

t  en magnétodynamique dans les phases numéro g et numéro i, en négligeant les conductivités 

électriques des matériaux magnétiques, qui s'exprime par : 
 

σedW
σ

= ⋅ µ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
u,m,v

Wed
0 sta u m2 L I I

K

σ

v

ddK
v

 up, mp et vp∀ , (I.13d) 

 

où σWedK
v
 représente une fonction harmonique complexe qui est définie par : 

 

σWedK σ
⎛ ⎞

= −π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

v

v

2
m

str 1dn
1

k
vp

K
m

J
I ( )⋅

σ⋅ + +
v

2 vp
2dnr 1 KI I

( )+ ⋅⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
str

v

1 k vprI  vp∀ . (I.14) 

 

Les fonctions harmoniques réelles 1dn σK I v
, 2dn σK I v

, 1dn σK II v
, 2dn σK II v

, 1dn σK III v
 et dd σK

v
 

intervenant dans les relations (I.13d) et (I.14) sont définies dans l'Annexe E par les relations (E.36). 
 

I.II.2.  Expressions générales des différentes inductances 
I.II.2.1.  Inductance mutuelle entre les phases numéro g et numéro i 

L'énergie emmagasinée σedW ( )
gi

t  en magnétodynamique dans les phases numéro g et numéro i 

peut aussi s'exprimer en fonction du flux magnétique principal d σφ ( )
gi

t  en magnétodynamique traversant 

les phases numéro g et numéro i, sans prendre en compte les conductivités électriques des matériaux 
électromagnétiques, et du courant d'alimentation [Équations (C.23)] de la phase numéro g par la relation 
suivante  [29] et  [125] : 
 

σedW ( ) σ= ⋅ φ
gi d

1
t

2
( ) ( )⋅

gi it i t  up, mp et vp∀ , (I.15) 
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en posant d σφ ( )
gi mt L σ= ( )

gi gi t⋅ , l'équation devient 

 

σedW ( ) σ= ⋅
gi m

1
t L

2
( ) ( )⋅ ⋅

gi g ii t i t  up, mp et vp∀ . (I.16) 

 

La fonction mL σ gi
 représente l'inductance mutuelle entre les phases numéro g et numéro i, lorsqu'on 

néglige les conductivités électriques des matériaux magnétiques. En effectuant les calculs, la forme 

générale de cette inductance mL σ gi
 s'écrit de la manière suivante  [29] et  [125] : 

 

mL σ gi
e m σ= ℜ L

( )j p

vv 1, 3,...

2
vp g i

e
+∞

=

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅Θ⎧ ⎫⎪ ⎪⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ m  vp∀ , (I.17a) 

 

avec 
m σL

v
 l'amplitude complexe des harmoniques de rang v de l'inductance mutuelle mL σ gi

 entre les 

phases numéro g et numéro i, en négligeant les conductivités électriques des matériaux magnétiques, qui 
s'exprime par : 
 

m σL
v

Lm
0 sta2 L

σ
= ⋅ µ ⋅ ⋅

K
v

dd σK
v

 vp∀ , (I.17b) 

 

où Lm σK
v
 représente une fonction harmonique complexe qui est définie par : 

 

Lm σK v

v

2
m

str 1dn
1

2 k
vp σ

⎛ ⎞
= − π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
K

m

J
I ( )

v

2 vp
2dnr 1⋅

σ⋅ + + KI I
( )str

v

1 k vpr + ⋅⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦I  vp∀ . (I.18) 

 

I.II.2.2.  Inductance propre d'une phase quelconque 
L'inductance propre pL σ g

 d'une phase quelconque, lorsqu'on néglige les conductivités électriques des 

matériaux magnétiques, est déterminée à l'aide de la forme générale de l'inductance mutuelle 
[Équations (I.17)] entre les phases numéro g et numéro i, en posant g i=   [29] et  [125]. On a donc : 

 

pL σ g
e

m σ= ℜ L
vv 1, 3,...

+∞

=

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  vp∀ . (I.19) 

 

I.II.2.3.  Inductance cyclique d'une phase quelconque 
L'inductance cyclique cL σ g

 d'une phase quelconque, lorsqu'on néglige les conductivités électriques 

des matériaux magnétiques, est obtenue en effectuant la somme des inductances mutuelles mL σ gi
 de la 

phase numéro i  [29] et  [125] 
 

cL σ g
e mL σ= ℜ

( )j1

gi
i 0

2
i g

pe L
−

=

π
⋅ − ⋅

σ

⎧ ⎫⎪ ⎪⋅ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑
m

m
g

e mL σ+ ℜ
( )j1

gi
i 0
g i

2
i g

e
−

=
≠

π
⋅ − ⋅

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑
m

m  vp∀ . (I.20a) 
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Par exemple pour un système triphasé ( )3=m  équilibré et connecté en étoile avec le bobinage présenté 

dans l'Annexe C, cette relation peut s'écrire comme suit : 
 

cL σ g pL σ=
g mL σ−

01 pL σ=
g

e
m σ− ℜ L

j p

vv 1, 3,...

2
vp

e
+∞

=

− ⋅ ⋅ ⋅Θ⎧ ⎫⎪ ⎪⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ m  vp∀ . (I.20b) 

 

Notons que la modélisation électromagnétique [cf. Chap. 2-§  V.] ne permet pas, du fait de la 
modélisation en deux dimensions des structures étudiées et de la répartition linéique des bobines, de 
rendre compte des phénomènes tels que les fuites dans les têtes de bobines, les fuites dans les encoches 
 [124] et  [126]… Par conséquent, les inductances mutuelle et propre relatives à ces différentes fuites, 
intervenant sur l'alimentation de la machine, seront négligées. 
 

I.III.  PERTES MOYENNES PAR COURANTS DE FOUCAULT DANS L'INDUCTEUR DES STRUCTURES ÉTUDIÉES 
I.III.1.  Introduction 

Les pertes instantanées par courants de Foucault σdppt ( )_Fouc t  dans l'inducteur (ou dans la partie 

tournante) à l'instant t sont dues aux harmoniques de temps et d'espace de la densité linéique de courant 

( )z
m sJ , t• Θ  produit par les m phases du bobinage d'induit [Équations (96)]  [103]- [105]. Ces pertes par 

courants de Foucault localisées dans la couronne aimantée et dans la culasse rotorique, lorsque le champ 

électrique E  et magnétique B  sont découplés même en présence des courants d'induits (ou courants de 
Foucault), sont données par la relation : 
 

σdppt ( ) σ=_Fouc dt pII ( ) σ+_Fouc dt pIII ( )_Fouc t , (I.21a) 

σdpk ( ) σ
= σ ⋅_Fouc t Ek k ( )Θ ⋅∫∫∫

V

2z
rr, , t dV

k

k , 
(I.21b) 

 

avec σdpk ( )_Fouc t  les pertes par courants de Foucault à l'instant t dans les Régions k  en négligeant les 

conductivités électriques des matériaux magnétiques où k  représente l'indice des régions conductrices 
( II  : Région II  et III  : Région III ), σk  et Vk  respectivement la conductivité électrique et le volume des 

Régions k , et E
σk ( )z

rr, , tΘ  le champ électrique des différentes régions conductrices qui est défini dans 

l'Annexe F par les relations (F.20). 
En appliquant la relation (F.21) correspondante à la Loi d'Ohm et en effectuant des changements de 

variable, la relation (I.21b) devient : 
 

σdpk ( ) σ
⋅ ⋅

= ⋅
σ

str
_Fouc s

k p L
t Jk

kk
( )

⋅Θ

• Θ ⋅ ⋅ ⋅ Θ∫ ∫
R 2sup. p

R 0inf .

2z
r rr, , t r dr d , (I.21c) 

 

avec Lk  la longueur axiale de la région conductrice choisie ( aL L=k  pour la Région II  et rotL L=k  pour 

la Région III ) ; sup.R  et inf .R  les rayons de la surface d'intégration correspondante à la région 

conductrice choisie ( inf . r2R R=  & sup. aR R=  pour la Région II  et inf . r1R R=  & sup. r2R R=  pour la 

Région III ) ; et 
σs

J
k ( )• Θz

rr, , t  la densité de courant par courants de Foucault dans la Région k , sans 
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prendre en compte les conductivités électriques des matériaux magnétiques, qui est définie dans 
l'Annexe F par les relations (F.22). 

Les pertes moyennes par courants de Foucault σdPpt _Fouc  localisées dans l'inducteur, lorsqu'on 

néglige les conductivités électriques des matériaux magnétiques, peuvent être calculées à l'aide du 
théorème de Parseval généralisé sous une période électrique 0T 2= π ω . De ce fait, la relation (I.21a) et 

(I.21c) deviennent : 
 

σdPpt σ=_Fouc dPII σ+_Fouc dPIII _Fouc , (I.22a) 

σdPk σ= ⋅_Fouc d
1

p
T k ( )

π ω

⋅∫
02

0
_Fouc t dt , (I.22b) 

 

avec σdPk _Fouc  les pertes moyennes par courants de Foucault dans les différentes régions conductrices. 

 
I.III.2.   Expression générale des pertes moyennes par courants de Foucault dans la couronne aimantée 

En substituant l'expression de la densité de courant 
σs

J
II ( )• Θz

rr, , t  par courants de Foucault de la 

Région II  [Équations (F.22)] dans la relation (I.21c) et (I.22b) et en effectuant les différentes intégrales, on 
aboutit aisément aux pertes moyennes par courants de Foucault dans la Région II  lorsque les champs 
électrique et magnétique sont découplés même en présence des courants d'induits. Ces pertes 
électromagnétiques, localisées dans la couronne aimantée, sont donc définies par : 
 

σdPII σ= ⋅ ω ⋅2
Fouc 0_Fouc dk B

II II ⋅2
aM , (I.23a) 

 
avec aM  la masse totale des aimants permanents [Équation (10)] ; Fouck

II
 le coefficient des pertes 

moyennes par courants de Foucault dans la Région II  qui peut être calculé analytiquement par la 
relation (317) en fonction de la longueur aL , de la conductivité électrique σII  et de la masse volumique 

avρ  des aimants permanents ; et dB σII  la valeur efficace des inductions magnétiques en 

magnétodynamique dans la couronne aimantée, lorsqu'on néglige les conductivités électriques des 
matériaux magnétiques, qui s'exprime par : 
 

σdBII
σ

′= ℜ ⋅ µ ⋅ ⋅
u,v

e
P d2 2

m04
II

J
K

σ

v

2
_Fouc

ddK

+∞ +∞

=−∞ =
=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑
u , v 1, 3,...

vu 1, 5, 7,...

2
 pr 

m⎧ + = ⋅⎪
⎨

= + ∞⎪⎩

u v s

s 0, 2,...,
. (I.23b) 

 

Le paramètre σP dK II
v

_Fouc , fonction harmonique complexe des harmoniques de rang v, est défini par : 

 

σP dK II
( ) ( ) ( )j f+ ⋅ ⋅

σ
+′β

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
γ µ

str

v

vp k 2 vp 2 vps1
_Fouc P d

a r

u v1
2 2 r r r 1

vp I II III II
II v_Fouc  vp∀ , (I.23c) 

 
avec s1 s1 sta2 R L′ ′β = ⋅  le rapport du diamètre statorique adjacent à l'entrefer fictif sur la longueur du fer 

statorique [Équation (239)], γ =a a staL L  le rapport des longueurs d'aimant et du fer statorique 
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[Équation (216)] et f σP dII v_Fouc  la fonction harmonique réelle qui est donnée par 

 

f σP dII

C σ
= ⋅

αv

1F

_Fouc
a

6
C σ⋅

v 4F C σ−
v 2F C−

σ
⋅

v 5F
C+

σ
+

v 2F
C+

σ⋅
v

6F ( ) C⋅
σ− − ⋅str

v

2 k
3Fr 1II

( )⋅

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

v

str

2

2 kr 1II
 ∀vp , (I.23d) 

 

où : 1F σC
v 3F

1
1

4 σ= ⋅ − C( )v

2  vp∀ , (I.24a) 

 
2F σ

C
v

3F
1
2

±
σ= ⋅ C

v str 3Fk σ⋅ ± C( )v
 vp∀ , (I.24b) 

 3F σC
( )
( )v

2 vp
r

2 vpr

r 1

r 1

⋅

⋅

+µ
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µ −

IIIII

III III
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⋅
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(I.24d) 

   

 
5F σ

C
( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

strstr

v str

1 k vp2 k 2 vp 2 vp
str

1 k vp

2 vp 2 r r r 1 k vp r 1
1
2 1 vp r
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±
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 vp∀ , (I.24e) 

    

5F σC
v

−  pr vp 1≠ , 
 6F σC

v
=  

( )str2 k
str1 r 1 2k ln r⋅ ⎡ ⎤− ⋅ + ⋅⎣ ⎦II II  pr vp 1= , 

(I.24f) 

 

Notons que les fonctions harmoniques, σP dK II
v

_Fouc  et f σP dII v_Fouc , et que les coefficients harmoniques 

réels font intervenir les ratios adimensionnels réels relatifs aux différentes régions d'étude qui sont définis par 
[Équations (164)] : 
 

strk
a

s1

R
r

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟′⎝ ⎠

I  : Région I , 
strk

r2

a

R
r

R

⎛ ⎞
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⎝ ⎠
II  : Région II  et 

strk
r1

r2

R
r

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
III  : Région III . (I.25) 

 

I.III.3.  Expression générale des pertes moyennes par courants de Foucault dans la culasse rotorique 

En substituant l'expression de la densité de courant 
σs

J
III ( )• Θz

rr, , t  par courants de Foucault de la 

Région III  [Équations (F.22)] dans la relation (I.21c) et (I.22b) et en effectuant les différentes intégrales, 
on aboutit aisément aux pertes moyennes par courants de Foucault dans la Région III  lorsque les 
champs électrique et magnétique sont découplés même en présence des courants d'induits. Ces pertes 
électromagnétiques, localisées dans la culasse rotorique, sont donc définies par la relation suivante : 
 

σdPIII σ= ⋅ ω ⋅2
Fouc 0_Fouc dk B

III III ⋅2
rotM , (I.26a) 

 

avec rotM  la masse totale du rotor [Équation (6)] ; Fouck
III

 le coefficient des pertes moyennes par courants 
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de Foucault dans la Région III  qui peut être calculé analytiquement par la relation (324) en fonction de la 
longueur rotL , de la conductivité électrique σIII  et de la masse volumique 

rotvρ  du rotor ; et dB σIII  la valeur 

efficace des inductions magnétiques en magnétodynamique dans la culasse rotorique, lorsqu'on néglige les 
conductivités électriques des matériaux électromagnétiques, qui s'exprime par : 
 

σdBIII
σ

′= ℜ ⋅ µ ⋅ ⋅
u,v

e
P d2 2

m04
III

J
K

σ

v

2
_Fouc

ddK

+∞ +∞

=−∞ =
=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑
u , v 1, 3,...

vu 1, 5, 7,...

2
 u v∀ + . (I.26b) 

 

Le paramètre σP dK III
v

_Fouc , fonction harmonique complexe des harmoniques de rang v, est défini par 

 

σP dK III
( ) ( )j f σ

+′β
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

γ µv

vps1
_Fouc P d

rot r

u v1
2 2 r r

vp I II III
II v_Fouc  vp∀ , (I.26c) 

 

avec γ =rot rot staL L  le rapport des longueurs du rotor et du fer statorique [Équation (322)] et 

f σP dIII v_Fouc  la fonction harmonique réelle qui est donnée par 
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(I.27a) 

  

( )

( )

str2 vp k
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r 1

1 k vp
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III
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où : 7F σC
v

=  

( ) ( )str str2 1 k 4 k1
r r 1

2
⋅ − ⋅⋅ ⋅ −III III  pr vp 1=  

si la Région III  est de forme circulaire. (I.27b) 

 

I.III.4.  Expression générale des pertes moyennes par courants de Foucault dans la partie tournante 
L'utilisation de la relation (I.22a) avec les relations (I.23) et (I.26), correspondantes aux pertes 

moyennes par courants de Foucault des différentes régions conductrices, permet de déterminer les pertes 
moyennes par courants de Foucault σdPpt _Fouc  dans toute la partie tournante (les aimants permanents et 

la culasse rotorique). 
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- Annexe J - 

Caractéristiques 
physiques, géométriques et de fonctionnement 

de la machine synchrone rapide de 500 W pour 
l'entraînement de compresseurs de piles à combustible 

Dans cette annexe, nous donnons les principales caractéristiques physiques, géométriques et de 
fonctionnement de la machine synchrone à aimants permanents montés en surface et à inducteur intérieur 
pour l'entraînement d'un compresseur de piles à combustible (PACs). Cette machine synchrone rapide de 
500 W a été optimisée à l'aide du logiciel Mathcad®  [19]. 
 

J.I.  REPRÉSENTATION DE LA MACHINE SYNCHRONE RAPIDE DE 500 W POUR L'ENTRAÎNEMENT 

D'UN COMPRESSEUR DE PILES À COMBUSTIBLE 
La Figure J.1 montre une coupe transversale restreinte à une paire de pôle et le détail d'une dent 

statorique de la machine synchrone rapide de 500 W [cf. Figure J.1(a) et (b)] pour l'entraînement d'un 
compresseur de PACs, d'une part, et une coupe transversale d'un roulement à rotule sur billes 
[cf. Figure J.1(c)], d'autre part. La Figure J.2 montre une photographie de toutes ces représentations 
géométriques. La plupart des paramètres géométriques sont représentés sur la Figure J.1 ci-dessous. 
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(a)  (c) 

Figure J.1 :  Représentation géométrique de la machine synchrone rapide de 500 W pour l'entraînement d'un 
compresseur de piles à combustible (PACs) : (a) Coupe tranversale, (b) Détail d'une dent statorique 

et (c) Roulement de type rotule sur billes. 
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J.II.  DÉFINITION DES DIFFÉRENTS PARAMÈTRES 
Les Tableaux J.1, J.2 et J.3 représentent respectivement les caractéristiques physiques, géométriques 

et de fonctionnement de la machine synchrone rapide de 500 W pour l'entraînement d'un compresseur de 
piles à combustible. Les valeurs géométriques et de fonctionnement données dans les Tableaux J.2 et J.3 
ont été calculées à une température de fonctionnement du cuivre = °cu 100 CT , des aimants permanents 

= °a 20 CT  et des roulements = °r 20 CT  et, enfin, pour le cahier des charges suivant : 

- Vitesse de rotation (ou de fonctionnement) nominale 
nom0N 10 000 tr min.=  ; 

- Puissance utile sur l'arbre de la machine =uP 500 W  ; 

- Rendement de la machine au point nominal 
nommot 91%η >  au minimum. 

 

J.II.1.  Tableaux physiques des différents matériaux magnétiques considérés 

  
(a) (b) 

  
(c) (d) 

Figure J.2 :  Vues réelles de la machine synchrone rapide de 500 W pour l'entraînement d'un 
compresseurs de piles à combustible : (a) Induit dentée, (b) Inducteur (partie tournante), 

(c) Roulement de type rotule sur billes et (d) Globale. 

 

Tableau J.1.a :  Caractéristiques physiques des aimants permanents 
(Néodyme-Fer-Bore : N 30H avec une aimantation Parallèle). 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Perméabilité magnétique relative, µ = µra rII  [–] 1,029 

Résistivité électrique, ρ = σ
ar 1 II  [ mΩ ⋅ ] 610−×  1,44 

Champ coercitif intrinsèque à a0 20 C= °T , J
ca0H  [kA/m] 1273 

Champ de rigidité limite à a0 20 C= °T , 0.9
k0H  [kA/m] 1145 

Induction rémanente à a0 20 C= °T , ra0B  [mT] 1,13 

Coefficient de correction de l'induction rémanente si a 1α ≠ , =
ra rB BK K

II
 [%] 98,6 

Coefficient de température pour le champ coercitif intrinsèque, J
caH∆  [%/K] -0,58 

Coefficient de température pour l'induction rémanente, raB∆  [%/K] -0,12 
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Tableau J.1.b :  Caractéristiques physiques de la culasse rotorique (Acier ordinaire Id 35 cd4). 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Perméabilité magnétique relative à l'origine, µ = µrrot rIII  [–] 1123 

Induction magnétique à saturation, 
rotsatB  [T] 2,2 

Température limite de fonctionnement, 
rotmaxT  [°C] -40 à 160 

Résistivité électrique, ρ = σ
rotr 1 III  [ mΩ ⋅ ] 710−×  2,366 

Masse volumique, ρ
rotv  [ 3kg m ] 7860 

 

Tableau J.1.c :  Caractéristiques physiques du cuivre du bobinage de l'induit. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Perméabilité magnétique relative, rcuµ  [–] ≈  1 

Température limite de fonctionnement selon la Classe H, 
cumaxT  [°C] 180 

Résistivité électrique à cu0 20 C= °T , 
cu0rρ  [ mΩ ⋅ ] 610−×  0,01759 

Coefficient de température pour la résistivité électrique, 
cur∆ρ  [%/K] 0,38 

Masse volumique, 
cuvρ  [ 3kg m ] 8900 

 

Tableau J.1.d :  Caractéristiques physiques des tôles ferromagnétiques à grains 
non orientés et laminées à froid (Alliage fer-silicium : Fev 250-35 HA). 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Perméabilité magnétique relative à l'origine, µrsta  [–] 8640 

Induction magnétique à saturation, 
stasatB  [T] 1,75 

Température limite de fonctionnement, 
stamaxT  [°C] -40 à 160 

Résistivité électrique, ρ
star  [ mΩ ⋅ ] 710−×  1,299 

Masse volumique, ρ
stav  [ 3kg m ] 7600 

Amplitude maximale de l'induction magnétique sinusoïdale, maxB  [T] 1,5 

Pertes massiques totales à vide, 
50 /1,5tP  [W/kg] 2,5 

Épaisseur nominale des tôles ferromagnétiques, te  [mm] 0,35 

Coefficient des pertes moyennes par courants de Foucault, 
indFouck  2 2W s kg T⎡ ⎤⋅ ⋅⎣ ⎦  65,17 10−×  

Coefficient des pertes moyennes par hystérésis, Hystk
ind

 2W s kg T⎡ ⎤⋅ ⋅⎣ ⎦  31,91 10−×  

Coefficient de foisonnement, fk  [–] 0,95 

 

Tableau J.1.e :  Caractéristiques physiques des roulements à rotules sur billes (108 TN 9) 
lubrifiés à la graisse LGLT 2 de la société SKF. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Vitesse limite d'un roulement, 
rlimN  [tr/min.] 40 000 

Viscosité cinématique du lubrifiant à = °r0 20 CT , ′ν  ⎡ ⎤
⎣ ⎦

2mm s  29,43 

Facteur roulement/lubrification, α0  [–] 2 

Facteurs de charge axiale liés au type de roulement 0Y  2 

 2Y  3 

Charge de base statique nominale, 0C  [N] 560 
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J.II.2.  Tableaux géométriques des différentes parties de la machine synchrone rapide de 500 W 
 

Tableau J.2.a :  Caractéristiques géométriques générales. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Coefficient des topologies, strk  [–] 1 
Nombre de paires de pôles, p [–] 1 
Angle mécanique polaire, Θp  [deg.] 180 

Coefficient tridimensionnel, 3DK  [%] 108 

Masse totale des différentes parties actives de la machine, totM  [kg] 2,661 
 

Tableau J.2.b :  Caractéristiques géométriques de l'inducteur (ou de la partie tournante). 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Rayon des aimants permanents adjacents à l'entrefer, aR  [mm] 19 

Rayon du rotor adjacent aux aimants permanents, r2R  [mm] 14 

Rayon du rotor adjacent au vide, r1R  [mm] 0 

Hauteur des aimants permanents, ah  [mm] 5 

Hauteur de la culasse rotorique, crh  [mm] 14 

Angle mécanique polaire, Θa  [deg.] 180 

Longueur des aimants permanents, aL  [mm] 51 

Masse des aimants permanents, aM  [g] 198,3 

Longueur de la culasse rotorique, rotL  [mm] 51 

Masse de la culasse rotorique, rotM  [g] 243,4 

Masse de la partie tournante, Mpt  [g] 441,6 

Moment d'inertie des masses tournantes, Jpt  [ ⋅ 2kg m ] 3,944 510−×  

 

Tableau J.2.c :  Caractéristiques géométriques du stator denté. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Entrefer réel, e [mm] 1 
Rayon du stator adjacent à l'entrefer réel, s1R  [mm] 20 

Rayon des isthmes de la dent adjacents à l'ouverture d'encoche, is1R  [mm] 21 

Rayon des isthmes de la dent adjacents à l'encoche, is2R  [mm] 22 

Rayon du haut de l'encoche, eR  [mm] 37 

Rayon du stator adjacent au vide, s2R  [mm] 50,5 

Hauteur basse des isthmes de la dent, is1h  [mm] 1 

Hauteur haute des isthmes de la dent, is2h  [mm] 2 

Hauteur de l'encoche, eh  [mm] 15 

Épaisseur de la culasse statorique, csh  [mm] 13,5 

Angle mécanique d'un isthme de la dent, Θis  [deg.] 2 

Angle mécanique de la dent, Θd  [deg.] 20 

Angle mécanique de l'ouverture d'encoche, Θoe  [deg.] 6 

Angle mécanique de l'encoche, Θe  [deg.] 10 

Angle mécanique de l'ouverture dentaire, Θod  [deg.] 30 

Longueur du stator, staL  [mm] 45 

Masse des ensembles isthmes-dent, Mis&d  [g] 667,8 

Masse de la culasse statorique, csM  [kg] 1,206 

Masse totale du stator denté, staM  [kg] 1,874 
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J.II.3.  Tableaux de fonctionnement de la machine synchrone rapide de 500 W 
Les Tableaux de fonctionnement décrivent essentiellement les paramètres magnétiques, électriques 

mécaniques et électromagnétiques de la machine synchrone rapide de 500 W pour l'entraînement d'un 
compresseur de piles à combustible. Les valeurs de ces différents paramètres correspondent aux valeurs 
calculées par le modèle analytique. 

Tableau J.2.d :  Caractéristiques géométriques du bobinage de l'induit denté. 

PARAMÈTRES VALEURS 

Nombre d'encoches par pôles et par phase, q [–] 2 
Nombre de phases, m  [–] 3 
Nombre total d'encoches (ou de dents) au stator, esN  [–] 12 

Angle mécanique de vrillage des dents, Θinc  [deg.] 30 

Pas d'inclinaison, incy  [–] 1 

Différence entre le pas diamétral et le pas de bobinage de la première couche, 1N  [–] 0 

Nombre d'encoches de décalage entre deux couches consécutives, 2N  [–] 1 

Angle mécanique de bobinage classique, Θb  [deg.] 150 

Pas de bobinage classique (pas raccourci), by  [–] 5 

Longueur d'une tête de bobine, 
tbcondL  [mm] 85 

Longueur de la partie active d'un conducteur, 
actcondL  [mm] 51,96 

Longueur totale d'une spire, spL  [mm] 217,75 

Nombre de spires par bobine, spN  [–] 12 

Longueur totale d'une bobine, bL  [m] 3,81 

Nombre de bobines, bN  [–] 12 

Nombre de fils de cuivre ronds, fcuN  [–] 3 

Diamètre normalisé des fils émaillés, fcuD  [mm] 0,6 

Nombre de couches de conducteurs dans une encoche, cN  [–] 2 

Nombre de spires en série par phase, sppN  [–] 48 

Nombre de voies de bobinage en parallèle (ou circuits en parallèle), vpN  [–] 1 

Longueur totale du cuivre utile, 
cutotL  [m] 137,27 

Nombre de conducteurs par encoche, 
econdN  [–] 24 

Surface des conducteurs, condS  [ 2mm ] 0,85 

Surface de cuivre par encoche, 
ecuS  [ 2mm ] 20,36 

Taux de remplissage, τr  [%] 32,95 

Masse du cuivre, cuM  [g] 345,4 
 

Tableau J.2.e :  Caractéristiques géométriques des roulements à 
rotules sur billes (108 TN 9) lubrifiés à la graisse LGLT 2 de la société SKF. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Rayon de la bague intérieure, 
int.bR  [mm] 4 

Rayon de la bague extérieure, 
ext.bR  [mm] 11 

Rayon moyen (ou primitif) d'un roulement, 
rmoyR  [mm] 7,5 

Largeur d'un roulement, rL  [mm] 7 

Nombre de roulement, rN  [–] 2* 

Masse d'un roulement, rM  [g] 14 
  

*   Un roulement coté charge et un roulement coté résolveur "sin-cos". 
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Tableau J.3.a :  Paramètres magnétiques dans la machine synchrone rapide de 500 W. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Coefficient de la f.e.m., ( ) ( )
3D 3D

a aFe Fe
1

≅K T K TP P  [ V s⋅ ] 0,055 

Valeur efficace de la f.e.m., ( ) ( )3D a 3D a1
E E≅P PT T  [V] 57,3 

Angle de charge entre la f.e.m. et la tension d'alimentation ( )gv t , δ  [deg.] 2,77 

Inductance propre d'une phase quelconque, 
gp pL Lσ σ=

g
 [mH] 0,519 

Inductance mutuelle entre les phases numéro g et numéro i, 
gim mL Lσ σ=

gi
 [mH]  0,233−  

Inductance cyclique (ou synchrone) d'une phase quelconque, 
gc cL Lσ σ=

g
 [mH] 0,752 

Pertes magnétiques totales dans le circuit magnétique, ( )
3D

aFerP σ
P T  [W] 24,43 

 

Stator denté (Alliage fer-silicium : Fev 250-35 HA) 
Induction magnétique radiale ou tangentielle maximale en électromagnétique :  

dans l'ensemble isthmes-dent, ( )
max3D

r
aB σis&d

P T  [T] 1,31 

dans la Zone 1, ( )
max3D

r
a1B σz

P T  [T] 1,2 

dans la Zone 2, ( )
max3D

r
a2B σz

P T  [T] 1,31 

dans la Zone 3, ( )
max3D

r
a3B σz

P T  [T] 1,31 

 

dans la culasse statorique, ( )
max3D

aBΘ
σcs
P T  [T] 1,44 

  

Pertes fer totales dans le circuit magnétique de l'induit denté, ( )
3D

a_FerP σ
P Tind  [W] 24,38 

 

Pertes moyennes par courants de Foucault totales, ( )
3D

a_FoucP σind
P T  [W] 18,02 

dans l'ensemble isthmes-dent, ( )
3D

a_FoucP σis&d
P T  [W] 3,86 

 
dans la culasse statorique, ( )

3D
a_FoucP σcs

P T  [W] 14,16 
 

Pertes moyennes par hystérésis totales, ( )
3D

a_HystP σcs
P T  [W] 6,36 

dans l'ensemble isthmes-dent, ( )
3D

a_HystP σis&d
P T  [W] 1,36 

 
dans la culasse statorique, ( )

3D
a_HystP σcs

P T  [W] 5 
  

Culasse rotorique (Acier ordinaire Id 35 cd4) 

Induction magnétique totale maximale (Région III ), ( )
max

aB σIII
P T  [T] 0,894 

Pertes fer totales dans le circuit magnétique de l'inducteur, d _Fouc _FerP Pσ σ=pt pt  [mW] 51,81 
  

Pertes moyennes par courants de Foucault dans la Région II  (la couronne aimantée), d _FoucP σII  [mW] 51,67 

 dans la Région III  (la culasse rotorique), d _FoucP σIII  [mW] 0,136 
  

 

Tableau J.3.b :  Paramètres électriques dans la machine synchrone rapide de 500 W. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Fréquence du synchronisme (ou de fonctionnement), 0f  [Hz] 166,67 

Tension d'alimentation maximale de batterie, batU  [V] 130 
Valeur efficace d'un courant sinusoïdal, I [A]  2,963 
Coefficient de forme d'onde du courant d'alimentation, iK  [–] 0,5 

Valeur efficace de la tension d'alimentation, 3DV  [V] 58,461 

Valeur efficace maximale d'une tension simple d'alimentation, maxV  [V] 58,521 



Annexe J. 
 

 

347 
-  

 

Déphasage du courant ( )gi t  par rapport à la tension d'alimentation ( )gv t , ϕ  [deg.] ≈ 0 

Facteur de puissance, pF  [–] ≈ 1 

Valeur efficace de la densité surfacique de courant d'une alimentation sinusoïdale, condsJ
•

σ  [ 2A mm ] 3,493 

Résistance d'une phase quelconque à fréquence nulle, ( )0g cuR T  [mΩ ] 356 

Résistance d'une phase quelconque à fréquence élevée (Résistance effective), ( )g cuR T  [mΩ ] 356 
  

Pertes par effet Joule dans le bobinage de l'induit denté totales, ( ) ( )
1J cu J cuP P=T T  [W] 10,87 

 normales, ( ) ( )
10J cu 0J cuP P=T T  [W] 10,87 

 supplémentaire, ( ) ( )
1sJ cu sJ cuP P=T T  [W] 0 

  

 

Tableau J.3.c :  Paramètres mécaniques dans la machine synchrone rapide de 500 W. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Pertes mécaniques par frottements dans le roulement, ( )mec rP T  [W] 8,53 

Couples mécaniques par frottements dans le roulement, ( )mec rC T  [N mm⋅ ] 8,146 

Effort radial soumis au roulement, rF  [N] 200 

Effort axial soumis au roulement, aF  [N] 100 (0)* 

Charge statique équivalente, 0P  [N] 400 (200)* 

Coefficient de sécurité statique, 0s  [–] 1,4 (2,8)* 

Facteur charge/roulement, 1α  [–] 2,62 410−×  (1,99 410−× )* 
Charge déterminant le couple de frottement 

rf1C , 1P  [N] 400 (200)* 

Couple de frottement d'un roulement par le calcul détaillé (Théorie SKF), 
rfC  [N mm⋅ ] 4,56 (3,586)* 

Couple de frottement intrinsèque (résistant à vide), 
rf0C  [N mm⋅ ] 2,99 

Couple de frottement du à la charge, 
rf1C  [N mm⋅ ] 1,57 (0,596)* 

Couple de démarrage, dC  [N] 3,15 (1,19)* 
  

*  Les valeurs en gras et entre parenthèses correspondent au roulement côté résolveur "sin-cos". 
 

Tableau J.3.d :  Paramètres électromagnétiques dans la machine synchrone rapide de 500 W. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Composante continue de la puissance électromagnétique normale, ( )
3D

aem0sPP T  [W] 508,8 

 supplémentaire, em0dP σ  [W] 49,4 10−− ×  

 global, ( ) ( )
3D 3D

a aem0 em0sP Pσ ≅P PT T  [W] 508,8 
   

Composante continue du couple électromagnétique normal, ( )
3D

aem0sCP T  [N m⋅ ] 0,486 

 supplémentaire, em0dC σ  [N m⋅ ] 78,98 10−− ×  

 global, ( ) ( )
3D 3D

a aem0 em0sC Cσ ≅P PT T  [N m⋅ ] 0,486 
  

Coefficient du couple électromagnétique normal, ( )
3D

aCems
PK T  [N m A⋅ ] 0,164 

 supplémentaire, CemdσK  [N m A⋅ ] 73,03 10−− ×  

 global, ( ) ( )
3D 3D

a aCem Cemsσ ≅P PK T K T  [N m A⋅ ] 0,164 
  

Déphasage du courant d'alimentation ( )gi t  par rapport à la f.e.m., ψ  [deg.] 2,77−  

Valeur de ( )rs tΘ  à l'instant t 0 s= , rs0Θ  [deg.] 92,77−  

Rendement de la machine, motη  [%] 91,95 
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- Annexe K - 

Caractéristiques physiques et géométriques 
du résolveur "sin-cos" à aimants permanents 

Dans cette annexe, nous donnons les principales caractéristiques physiques et géométriques du 
résolveur "sin-cos" bipolaire (i.e., p 1= ) à aimants permanents sans espaces inter-aimants (i.e., α =a 1) 

 [19] qui a été optimisé à l'aide du logiciel de calcul numérique de champ par éléments finis Flux3D. 
 

K.I.  REPRÉSENTATION DU RÉSOLVEUR "SIN-COS" BIPOLAIRE À AIMANTS PERMANENTS 
Les Figures K.1 et K.2 montrent respectivement une coupe transversale, une vue globale obtenue 

avec Flux3D et une photographie du système réel permettant de connaître la position de l'inducteur. La 
plupart des paramètres géométriques sont représentés sur la Figure K.1 ci-dessous. 
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Figure K.1 :  Coupe tranversale du résolveur "sin-cos" bipolaire (i.e., p =1) à aimants permanents. 
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Figure K.2 :  Vue globale du résolveur "sin-cos" bipolaire (i.e., p =1) à aimants permanents : (a) Flux3D et (b) réelle. 
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K.II.  DÉFINITION DES DIFFÉRENTS PARAMÈTRES 
Les Tableaux K.1 et K.2 représentent respectivement les caractéristiques physiques et géométriques 

du résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents. Les valeurs dans le Tableau K.2 ont été calculées à 
une température de fonctionnement aT  des aimants permanents égale à 20 °C, afin que l'induction 

magnétique au voisinage des sondes à effet Hall ne dépasse pas 500 Gs (soit 50 mT). 
 

Tableau K.1 :  Caractéristiques physiques des matériaux magnétiques considérés pour le 
résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Aimants à base de terres rares : Samarium-Cobalt (S18) – Aimantation Parallèle 
Perméabilité magnétique relative, raµ  [–] 1,093 

Résistivité électrique, 
arρ  [ mΩ ⋅ ] 610−×  0,85 

Champ coercitif intrinsèque à a0 20 C= °T , J
ca0H  [kA/m] 1199 

Champ de rigidité limite à a0 20 C= °T , 0.9
k0H  [kA/m] 899 

Induction rémanente à a0 20 C= °T , ra0B  [mT] 820/850 

Coefficient de température pour le champ coercitif intrinsèque, J
caH∆  [%/K] -0,3 

Coefficient de température pour l'induction rémanente, raB∆  [%/K] -0,045 

Température de fonctionnement, aT  [°C] 20 
  

Acier ordinaire (Id 35 cd4) 
Perméabilité magnétique relative à l'origine, µrrot / sta  [–] 1123 

Résistivité électrique, ρ
rot / star  [ mΩ ⋅ ] 710−×  2,366 

Induction magnétique à saturation, 
rot / stasatB  [T] 2,2 

 

Tableau K.2 :  Caractéristiques géométriques du résolveur "sin-cos" bipolaire à aimants permanents. 

PARAMÈTRES VALEURS  PARAMÈTRES VALEURS  PARAMÈTRES VALEURS 

Rotor  Stator  Différents entrefers 
Longueurs r1L  [mm] 16  Longueur s1L  [mm] 24,5  Entrefers 1e  [mm] 0,15 

 r2L  [mm] 6  Rayons s1R  [mm] 6,15   2e  [mm] 8 

Rayons r1R  [mm] 4   s2R  [mm] 9   3e  [mm] 0,5 

 r2R  [mm] 6   s3R  [mm] 11   4e  [mm] 3 

 r3R  [mm] 9   s4R  [mm] 17   5e  [mm] 3 

Hauteurs r1h  [mm] 2   s5R  [mm] 19     

 r2h  [mm] 4   s6R  [mm] 22  Sonde à effet Hall 

 r3h  [mm] 3   s7R  [mm] 6,5  Rayons int.captR  [mm] 15,2 

    Hauteurs s1h  [mm] 2   ext.captR  [mm] 16,8 

     s2h  [mm] 2  Hauteur capth  [mm] 1,8 

     s3h  [mm] 3  Épaisseur capte  [mm] 1,6 

     s4h  [mm] 3     

     s5h  [mm] 1     

     s6h  [mm] 2,5     

     s7h  [mm] 3     

     s8h  [mm] 2     

     s9h  [mm] 1,5     

     s10h  [mm] 8     
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Le Tableau K.3 représente les caractéristiques principales des capteurs à effet Hall. Ces sondes à 
effet Hall sont des modèles SS 495 A du constructeur américain Honeywell. Nous lui fournirons une 
tension continue régulée de 5 V, la masse étant commune. 
 
 

Tableau K.3 :  Caractéristiques principales des capteurs à effet Hall (Type SS 495 A)  [196]. 

CARACTÉRISTIQUES  VALEURS 

Épaisseur du capteur, capte  [mm] 1,6 

Tension d'alimentation en continue, alimV  [V 4,5 à 10,5 

Courant d'alimentation à T = °capt0 25 C , alimI  [mA] 7 à 8,7 
   

Coefficient de température : Dérivée du zéro central, [%/°C] ± 0,06  

 Dérivée de la sensibilité 20 C≥ ° , [%/°C] − 0,01 à + 0,05  

 Dérivée de la sensibilité 20 C< ° , [%/°C] − 0,00  à + 0,06  
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