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Résumé — Pour concevoir des systèmes dynamiques non-linéaires, il est avantageux de prévoir rapi-
dement l’évolution de sa réponse en fonction d’un paramètre donné et en particulier de suivre ses points
singuliers. La méthode proposée ici calcule la courbe de réponse en combinant HBM, AFT et continu-
ation. Les points singuliers sont détectés avec le changement de signe du jacobien puis localisés grâce
à la pénalisation du système augmenté d’une équation de contrainte. Le suivi de ces points en fonction
du paramètre de la non linéarité est opéré avec, à nouveau, la technique de continuation appliquée au
système dynamique augmenté.
Mots clés — continuation, point singulier, dynamique non-linéaire, machines tournantes, éléments finis.

1 Introduction

Les systèmes tournants comportent par nature de nombreux éléments, comme les fissures, les touches
rotor-stator, les paliers hydrodynamiques, qui combinés à une rotation du système peuvent engendrer
des phénomènes non-linéaires se traduisant par des réponses complexes avec des décalages fréquen-
tiels significatifs, enfermant des phénomènes d’hystérésis et un fort contenu d’harmoniques. Simuler ces
comportements par la voie classique de l’intégration temporelle induit des coûts de calculs trop impor-
tants. Il convient donc d’élaborer une technique, pour identifier rapidement la plage de fréquences où
le comportement dynamique est maîtrisé, pour prévoir d’éventuels changements de régime dynamique
(bifurcations) et pour conduire une analyse paramétrique efficace du système étudié.

Dans un premier temps, la recherche de solutions périodiques est possible avec la méthode de la
balance harmonique (HBM) qui traite le problème non-linéaire dans le domaine fréquentiel [1] [2]. Son
association à des méthodes de continuation de pseudo-longueur d’arc, aboutit à décrire continûment
l’ensemble des solutions d’équilibre dynamique sur la plage d’étude [3].

Ensuite, la stabilité locale de la solution périodique est étudiée. Cette étape est importante dans un
contexte industriel car les changements de réponse inattendus peuvent avoir des conséquences préjudi-
ciables. Enfin, le suivi paramétrique de points singuliers de la courbe comme les résonances, les change-
ments de stabilité est proposé. Cette approche apparaît opportune dans une démarche de conception de
machines tournantes car le choix judicieux de paramètres physiques de conception tels que dimensions,
raideur non-linéaire, amortissement, doit pouvoir atténuer voire éviter les hauts niveaux de vibration. Les
auteurs de [4] [5] [6] ont proposé des algorithmes robustes pour la détection précise des points singuliers
parmi lesquels figurent les points limites et les points de bifurcation.

Les développements numériques sont réalisés dans Matlab et Cast3m [7], ouvrant ainsi l’application
de la méthode à la dynamique non linéaire des rotors modélisés en particulier avec des éléments finis 3D.

2 Calcul de la courbe de réponse par continuation

On cherche les solutions périodiques des systèmes sous excitation périodique en présence de non-
linéarité. L’équation de la dynamique est la suivante :

Mẍ(t)+Cẋ(t)+Kx(t)+ fnl(x, ẋ) = p(t) (1)

où x(t) est le vecteur de déplacements pour tous les degrés de liberté, M,C et K sont les matrices de
masse, d’amortissement, de rigidité d’un modèle éléments finis. Dans les cas d’application qui nous
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intéressent, les efforts extérieurs p(t) sont périodiques (force de balourd à vitesse de rotation constante
par exemple).

La méthode de l’équilibrage harmonique consiste à identifier la solution périodique sous la forme
d’une série de Fourier tronquée, dont les coefficients sont estimés en résolvant un système d’équation
algébrique non-linéaires :

R(X,ω,λ) = Z(ω)X+FNL(X,λF)−P(ω,λp) = 0 (2)

où les inconnues dans X,F,P sont les coefficients de Fourier des déplacements, de la force non-linéaire
et de l’excitation. Z est la matrice de fonction fréquentielle et λF et λp sont les paramètres de la non-
linéarité et de l’excitation. Les coefficients de Fourier des efforts non-linéaires FNL ainsi que les dérivées
des coefficients de Fourier des efforts non-linéaires par rapport aux coefficient de Fourier des déplace-
ments ∂FNL

∂X sont obtenus par la méthode Alternating Frequency-Time (AFT). Cette méthode permet de
déterminer les coefficients de Fourier par la transformation de Fourier des efforts non-linéaires construits
analytiquement dans le domaine temporel. Elle rend possible le traitement fréquentiel de tous les types
de non-linéarité.

Les systèmes non-linéaires ont la particularité de souvent présenter plusieurs réponses possibles pour
une fréquence d’excitation donnée ω. La technique de continuation par longueur d’arc [3] est capable
de suivre les branches solutions à travers les points de rebroussement. La continuation se fait d’abord

par l’étape de prédiction qui consiste à estimer la solution pour la prochaine valeur de ω par :
(X0
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)
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)
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∆Xi
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)
. Puis, cette estimation est corrigée de façon itérative de sorte à annuler le résidu R1(X,ω)

en imposant que les corrections se fassent dans une direction orthogonale au vecteur
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)
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où J(X,ω,λ) = ∂Rk

∂X = Z(ω)+ ∂FNL
∂X est la matrice jacobienne du système. La continuation par pseudo-

longueur d’arc ajoute donc une équation et une inconnue (ω) au système a résoudre. A chaque itération
de la procédure de Newton-Raphson, une correction sur ω et X est apportée jusqu’à ce que le résidu
atteigne une valeur suffisamment basse.

3 Détection et localisation des points singuliers

Parmi les points singuliers pour lesquels on détecte un changement de stabilité, on distingue générale-
ment les points limites et les points de bifurcation. La valeur de déterminants des Jacobiens J et Jc permet
d’effectuer le classement suivant :

– point régulier si det(J) 6= 0 et det(Jc) 6= 0
– point limite si det(J) = 0 et det(Jc) 6= 0
– point de bifurcation si det(J) = 0 et det(Jc) = 0

Pendant la continuation de la courbe de réponse, un changement de signe de det(Jc) entre deux points
consécutifs indique la présence d’un point de bifurcation. Pour localiser précisément les points singuliers,
d’un point de vu numérique, il est plus efficace de caractériser les points singuliers à l’aide de l’équation
Jy = 0 où y est le vecteur propre associé à la valeur propre nulle de J, cela revient à résoudre le système
augmenté suivant pour chaque itération de Newton-Raphson :

J 0 ∂R
∂ω

e j
∂(Jy)

∂X J ∂(Jy)
∂ω

0
0 yT 0 0
0 ∂RT

∂ω
0 0




δX
δy
δω

δγ

=−


R+ γe j

Jy
‖ y ‖2 −1

∂RT

∂ω
y

 (4)

où e j est un vecteur nul sauf la j-ème composante égale à 1, et γ est une variable auxiliaire. Le terme
γe j est ajouté pour améliorer la conditionnement du système augmenté qui se détériore à l’approche de
la bifurcation.
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4 Continuation des points singuliers

Une fois le point singulier (X0,ω0) détecté précisément le long d’une branche de solution, il est possi-
ble de suivre sa variation en fonction d’une paramètre λ du système à l’aide du méthode de continuation
similaire à celle décrite dans le paragraphe §2. Pour cela, on considère λ comme une nouvelle inconnu et
on ajoute au système augmenté 4 une équation r2(X,ω,λ) = 0 qui impose l’orthogonalité des correction
de Newton-Raphson avec l’étape de prédiction. La continuation du point singulier est donc menée par
des corrections successives de la forme suivante :
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(6)

Là encore, le terme γe j est nécessaire pour éliminer la singularité du système augmenté durant la contin-
uation du point de bifurcation.

5 Application numérique
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FIGURE 1 – duffing - suivi du point singulier

L’oscillateur de Duffing est un système dis-
cret à un degré de liberté dont la non-linéarité est
une force de rappel proportionnelle au cube du dé-
placement.

Le système satisfait à l’équation différentielle
du second ordre suivante :

mq̈(t)+ cq̇+ kq(t)+αq(t)3 = p0cos(ωt) (7)

Dans cette équation, t représente le temps,
f (q(t)) = αq(t)3 représente la force non-linéaire.

Sur la figure 1, sont tracées les réponses du
système calculées pour les paramètres suivants :
m = 1kg, k = 1N.m−3, c = 0.1N.s.m−1, p0 =
0.5N. Deux courbes "classiques" de réponse (telle
que décrite au §2) ont été calculées pour α = 0.01
et α = 10.

La figure 1 montre également les résultats
obtenus par la continuation de deux points lim-
ites (telle qu’exposée au §4) pour la variation du
paramètre α sur la plage [0.01− 10] : point haut
en vert, point bas en bleu clair.
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6 Conclusion

La procédure présentée dans ce travail permet de suivre l’évolution d’un point singulier avec la vari-
ation d’un paramètre d’un système dynamique non-linéaire. Cette méthode s’insère dans le cadre d’une
résolution fréquentielle par la méthode de la balance harmonique (HBM) couplée à l’AFT qui permet de
traiter de nombreux types de non-linéarités. La localisation du point limite ou le point de bifurcation est
réalisée par détection d’un changement de stabilité via la condition d’espace nul du Jacobien. L’étude
paramétrique du point singulier est ensuite menée directement grâce à la technique de continuation par
longueur d’arc en ajoutant une équation de contrainte. Enfin, les applications numériques montrent l’-
efficacité de la méthode proposée pour l’étude des structures dynamiques présentant des non-linéarités,
notamment pour la modélisation des rotors tridimensionnels.
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