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destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
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Introduction

Depuis sa découverte par Penzias et Wilson en 1965, le rayonnement de fond di�us cosmologique,
ou CMB (acronyme de l'anglais Cosmic Microwave Background), a constitué une formidable source
d'information sur l'histoire de notre univers. Son existence et sa remarquable isotropie sont venus
soutenir l'établissement des modèles décrivant notre univers comme homogène et en expansion (mod-
èle de �Big-Bang�). Le spectre électromagnétique du CMB est en e�et celui d'un rayonnement de
corps noir quasi-parfait, dont la température mesurée est remarquablement uniforme sur le ciel.
Celle-ci est de 2.725 Kelvins, ce rayonnement culmine donc dans le domaine des longueurs d'ondes
millimétriques. La mise en évidence de l'existence de faibles �uctuations de température de ce rayon-
nement (de l'ordre de ∆T

T ∼ 10−5) par le satellite COBE en 1992, et l'amélioration de la mesure de
ces �uctuations par la sonde WMAP depuis 2001, ont par ailleurs permis de contraindre le contenu
énergétique de l'univers et ont conduit à l'établissement du modèle de concordance de la cosmologie
qui s'ajuste remarquablement bien à l'ensemble des données aujourd'hui disponibles. Ce modèle a
toutefois des limites, il fait notamment appel à deux composantes principales, nommées l'énergie
noire et la matière noire, dont la nature demeure mystérieuse. Par ailleurs, une période d'expan-
sion exponentielle de l'univers au début de son histoire, nommée in�ation, doit être invoquée pour
expliquer plusieurs faits observationnels (dont l'origine des �uctuations observées). La véri�cation
du scénario d'in�ation et la compréhension de son origine ainsi que de la nature de la matière noire
et de l'énergie sombre, constituent des enjeux majeurs pour la cosmologie, et pour la physique en
général.

Le lancement de l'expérience Planck, le 14 mai 2009, ouvre de nouvelles perspectives pour la
science du CMB. L'amélioration de la sensibilité et de la résolution de la mesure des �uctuations de
température et de polarisation devrait apporter des contraintes supplémentaires sur le modèle de
concordance et ses paramètres, sur l'histoire de la réionisation de notre univers et sur la formation
des structures. Par ailleurs, la détection d'un motif particulier, appelé modes B, dans la polarisation
du CMB serait révélatrice de l'existence d'un fond d'ondes gravitationnelles, et apporterait ainsi
une con�rmation très nette d'une des prédictions fondamentales des modèles d'in�ation.

Toutefois, toutes les analyses scienti�ques impliquant la mesure des �uctuations du CMB sont
confrontées à la superposition d'émissions astrophysiques d'avant-plans, contaminant le signal pri-
mordial. La principale source de contamination provient de l'émission du milieu interstellaire de notre
propre galaxie à laquelle s'ajoutent de nombreuses sources d'émissions extragalactiques (galaxies in-
frarouges, noyaux actifs de galaxies, etc ...). Ces dernières apparaissent comme ponctuelles pour
les instruments CMB, et sont réparties uniformément sur le ciel. Pour la première fois, l'expérience
Planck devrait fournir une mesure pour laquelle la contamination liée aux avant-plans sera la prin-
cipale source d'incertitude, dominant le bruit instrumental sur la majorité du ciel. Ce phénomène
sera encore ampli�é par la prochaine génération d'expériences, d'une sensibilité accrue, dédiées à
la détection des modes de polarisation B du CMB. L'analyse de ces futures données nécessite à
la fois une modélisation plus �ne des processus physiques contribuant à la contamination du signal
primordial, et le développement de nouvelles méthodes de séparation de composantes pour atteindre
les objectifs scienti�ques poursuivis par l'étude du CMB.

Dans ce cadre, l'objectif principal de ce travail de thèse est le développement de méthodes pour
améliorer la prise en compte des avant-plans dans le traitement des données à venir. Il aborde
plusieurs aspects de la problématique des avant-plans : la séparation des composantes di�uses,
la détection et la soustraction des sources ponctuelles, et l'estimation spectrale sur des données
masquées et inhomogènes. Ce travail comprend, et s'appuie sur, le développement du PSM, un outil
complet de simulation de l'émission du ciel dans le domaine des longueurs d'ondes comprises entre
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x INTRODUCTION

100 µm et 10 mm. L'objectif de la mise en ÷uvre du PSM est double : améliorer et faciliter la
modélisation des émissions astrophysiques d'avant-plan, et fournir des simulations de l'observation
du ciel avec un degré de réalisme su�sant pour permettre le développement et le test des méthodes
de séparation de composantes.

En raison de la variabilité des émissions d'avant-plan, certaines zones du ciel sont nettement
plus contaminées que d'autres, et les traitements e�ectués doivent pouvoir s'adapter aux conditions
locales de contamination. Il est même possible que dans le plan galactique ou autour de sources
extragalactiques particulièrement brillantes, le signal soit trop contaminé pour servir à l'étude du
CMB et doive être masqué, créant des zones de données manquantes. La couverture des instruments
peut également être partielle et hétérogène, introduisant le même type de di�cultés. En particulier,
l'estimation du spectre de puissance des �uctuations du CMB, qui encode la majeure partie de
l'information cosmologique, est, par exemple, singulièrement compliquée lorsque les données sont
incomplètes et ont une contamination variable. Le traitement des données réelles fait donc immédi-
atement apparaître l'intérêt d'une analyse localisée (de type ondelettes par exemple) sur la sphère.
Ceci nous a conduit à évaluer le potentiel des needlets, une construction particulière d'ondelettes
sphériques, pour le problème particulièrement critique de l'estimation spectrale.

Nous examinons ensuite la possibilité de séparer le signal cosmologique des émissions astro-
physiques sans connaissance a priori de ces dernières. L'émission di�use des processus galactiques
est la principale source de contamination du signal aux grandes échelles angulaires (supérieures au
degré). La détection des modes tenseurs, dont la contribution majeure aux �uctuations de l'émission
polarisée du ciel est attendue à ces échelles et à un niveau bien inférieur à celui de ces contaminants,
est donc entièrement conditionnée par notre capacité à extraire l'information cosmologique avec un
niveau de précision supérieur à notre connaissance des avant-plans. Nous présentons l'application
d'une méthode de séparation de composantes semi-aveugle à ce problème et étudions l'impact des
avant-plans sur la conception des futures missions visant la détection des modes B de polarisation.

En�n, nous illustrons l'importance du traitement de la contamination des sources ponctuelles et
son impact sur la séparation des composantes di�uses. Nous proposons une méthode de détection et
de soustraction de leur contribution pour des missions observant l'ensemble du ciel. Cette méthode a
été appliquée au traitement des données recueillies au cours des 5 premières années d'observation de
l'expérience WMAP, ainsi qu'à des simulations des observations futures de l'expérience Planck.

La suite de ce manuscrit est divisée en deux parties et est organisée de la façon suivante : la
première partie constitue une introduction à la problématique de la mesure des �uctuations du
fond di�us cosmologique. Le premier chapitre présente succinctement les aspects théoriques du
modèle cosmologique actuel, de manière à introduire les principaux enjeux scienti�ques liés aux
futures mesures des anisotropies du CMB en température et en polarisation. Le second chapitre
tente d'o�rir un aperçu de la complexité des émissions astrophysiques d'avant-plan et introduit la
problématique de la séparation de composantes.

La deuxième partie de ce manuscrit se concentre plus particulièrement sur la description de
notre travail. Nous présentons, au chapitre 2, notre contribution à la mise en ÷uvre du PSM. Ce
chapitre se veut également su�samment complet pour pouvoir servir de référence à l'actuelle version
stable du code (1.6.6). Le chapitre 4 introduit l'analyse en needlets pour l'application particulière
de l'estimation spectrale, et présente notre contribution à la mise en ÷uvre pratique de l'estimateur
spectral en needlets (ESN). Le chapitre suivant aborde la question de la séparation des composantes
di�uses (principalement la séparation du CMB et de l'émission di�use dans le milieu interstellaire)
pour la détection des modes B primordiaux. En�n nous présentons une méthode de traitement
de la contamination des sources ponctuelles et illustrons l'in�uence des sources ponctuelles sur la
séparation des composantes di�uses.
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Le spectre du rayonnement de fond di�us cosmologique, que nous observons aujourd'hui, est
celui d'un corps noir pratiquement parfait à la température, remarquablement homogène sur le
ciel, de 2.725 K (Bennett et al., 1994). La découverte de ce rayonnement (Penzias et Wilson, 1965;
Dicke et al., 1965), fut un argument fort en faveur du modèle de Big-Bang, qui permet également
d'expliquer l'abondance des éléments légers dans l'univers par le mécanisme de la nucléosynthèse
primordiale (Alpher et al., 1948). Ce scénario se résume ainsi : l'univers s'est refroidi du fait de son
expansion, et était par le passé bien plus chaud et dense qu'il ne l'est aujourd'hui. Lorsque sa tem-
pérature est devenue su�samment faible (. 4000 K), les électrons et les noyaux ont pu se combiner
en un gaz neutre. À cette époque, appelée la recombinaison, le gaz de photons qui était jusque là
maintenu à l'équilibre thermique avec la matière ionisée par les interactions électromagnétiques, a
pu se propager pratiquement librement. En l'absence d'interactions avec la matière, le rayonnement
a conservé son spectre de corps noir. La longueur d'onde des photons subit toutefois les e�ets de
l'expansion, et la température du rayonnement que l'on observe aujourd'hui est environ 1000 fois
inférieure à celle de l'univers au moment de la recombinaison.

Le spectre électromagnétique du rayonnement cosmologique a été mesuré depuis avec une très
grande précision. La mesure la plus précise est celle réalisée par l'instrument FIRAS (Far Infrared
Absolute Spectrophotometer) du satellite COBE Mather et al. (1999), qui a con�rmé sa correspon-
dance avec le spectre d'un rayonnement de corps noir à la température de 2.725 ±0.001 K sur 2
ordres de grandeur en fréquence (Fixsen et Mather, 2002). L'instrument DMR du satellite fut égale-
ment le premier à observer l'existence de petites anisotropies de la température du rayonnement,
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4 CHAPITRE 1. LE FOND DIFFUS COSMOLOGIQUE

Figure 1.1 � Cartes des �uctuations de la température du fond di�us cosmologique établies par les
satellites COBE (Bennett et al., 1994) (à gauche) et WMAP (Dunkley et al., 2009b; Delabrouille
et al., 2009)(à droite).

révélatrices de �uctuations dans l'univers. La carte de ces anisotropies (Bennett et al., 1994) est
visible dans la partie gauche de la �gure 1.1.

L'existence de ces �uctuations explique pourquoi l'univers, bien que toujours homogène à grande
échelle, contient aujourd'hui les structures que nous observons, telles que les galaxies et les amas de
galaxies. Ces structures sont le résultat de l'e�ondrement gravitationnel des �uctuations de densité
déjà présentes au moment de la recombinaison.

Depuis leur découverte, l'étude des �uctuations est devenue l'un des outils majeurs de la cos-
mologie moderne, car leurs propriétés statistiques apportent d'excellentes contraintes sur les modèles
cosmologiques, notamment sur le contenu matériel de l'univers et sa géométrie. L'information ap-
portée par les �uctuations de température est complétée par la polarisation du signal, détectée pour
la première fois par l'instrument DASI (Degree Angular Scale Interferometer)(Kovac et al., 2002).
Le signal a en e�et pu acquérir une polarisation linéaire (liée à l'anisotropie du signal incident sur
les électrons le di�usant) à deux époques : à la �n de la recombinaison, puis à la réionisation de la
matière de l'univers par la lumière des premières étoiles. La mesure de la polarisation apporte des
informations supplémentaires sur l'histoire de la réionisation et fournit un moyen unique de tester
l'existence d'un fond d'ondes gravitationnelles dans l'univers.

Ainsi des dizaines d'instruments se sont succédés pour améliorer et étendre la première mesure
obtenue par COBE. La meilleure carte, à ce jour, des �uctuations de température a été produite par
la sonde WMAP (Bennett et al., 2003a), successeur de COBE, lancée en 2001. La carte obtenue
(après soustraction des autres émissions astrophysiques c.f. chapitre 2 et Dunkley et al. 2009b) à
partir des cinq premières années de données de WMAP (Dunkley et al., 2009a) est visible sur la
�gure 1.1. La comparaison avec la carte dressée par COBE met en évidence un gain considérable en
résolution. Cette mesure est complétée aux petites échelles angulaires par celle d'expériences au sol
ou portée par des ballons stratosphériques. Citons par exemple les expériences Boomerang (Jones
et al., 2006) et Acbar (Reichardt et al., 2009).

Jusqu'à présent, les données obtenues parWMAP et d'autres observations cosmologiques (tels le
diagramme de Hubble des supernovae de type Ia, la nucléosynthèse primordiale et la distribution des
galaxies à grande échelle) présentent un accord remarquable avec un modèle d'univers simple (nommé
Λ-cdm) gouverné par 6 paramètres. L'univers est représenté comme composé, à notre époque, pour
4% de matière baryonique, 21% de matière noire et 75% d'une forme exotique d'énergie dénommée
énergie sombre. L'étude de déviations possibles de ce modèle nécessite dès lors l'obtention de données
plus précises. Le satellite Planck (The Planck Collaboration, 2006), lancé le 14 mai 2009, fournira
une mesure des �uctuations sur la totalité du ciel en température et en polarisation, à une résolution
inférieure à 5 minutes d'arc, et dans neuf bandes de fréquence (ce qui permettra de diminuer les
erreurs systématiques liées aux émissions d'avant-plan). Les caractéristiques techniques de Planck
devraient permettre d'obtenir la mesure la plus précise possible (limitée par la variance cosmique)
des paramètres cosmologiques à partir des �uctuations de températures, et de tester en profondeur
les modèles de l'univers.

Par ailleurs, même si Planck apportera des contraintes importantes sur les di�érents modèles
d'in�ation, une large gamme de modèles prédisent un niveau d'ondes gravitationnelles non détecta-
bles par le satellite. La détection de l'impact de ces modes tenseurs sur la polarisation du fond di�us
cosmologique constituant un argument majeur en faveur de l'in�ation et une contrainte importante
sur la physique lui donnant naissance, cette perspective motive également la conception d'expéri-
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ences dédiées, parmi lesquelles éventuellement, une future sonde spatiale (Baumann et al., 2009; De
Bernardis et al., 2009).

Ce chapitre souhaite esquisser les grands traits du cadre théorique dans lequel s'inscrivent les
modèles cosmologiques actuels, dans l'objectif d'introduire à la fois le formalisme et les motivations
de ce travail de thèse. La première section de ce chapitre est consacrée à la présentation du modèle
dit de Big-Bang, qui décrit un univers homogène et isotrope. La théorie des perturbations linéaires
de ce modèle est introduite à la section suivante. C'est dans ce cadre que l'on peut présenter les
anisotropies du fond di�us cosmologique. La troisième section présente un candidat possible pour la
description de l'univers primordial : la théorie de l'in�ation. En�n, La dernière section résume l'état
actuel des contraintes expérimentales sur les di�érents points présentés au cours de ce chapitre et
introduit les principaux enjeux scienti�ques des futures mesures du CMB.

1.1 L'univers en expansion

La gravité, seule force à longue distance non compensée, gouverne largement les propriétés de
l'univers à grande échelle. Couplée au principe cosmologique qui suppose un univers homogène et
isotrope, la théorie de la gravitation (à savoir la relativité générale) permet d'établir un modèle de
l'univers, relativement simple et prédictif. La présentation de ce modèle fait l'objet de cette première
section. En premier lieu nous détaillons l'établissement des équations de Friedmann qui gouvernent
la dynamique de ce modèle d'univers, puis nous présentons le scénario de Big-Bang prédisant, entre
autre, l'existence du rayonnement de fond di�us cosmologique. Nous concluons cette section en
illustrant les limites de ce modèle qui seront dépassées dans les deux sections suivantes.

Dans ce qui suit, nous ferons usage d'un système d'unités pour lequel ~ = c = 1 pour ne pas
alourdir les équations, et emploierons la signature (+,−,−,−) pour la métrique. Par ailleurs nous
avons inclus, en annexe A de ce manuscrit, un bref rappel de relativité générale utile à la lecture de
ce chapitre.

1.1.1 Évolution de l'univers homogène et isotrope

Le principe cosmologique

Le modèle standard de la cosmologie suppose un univers homogène et isotrope, pour lequel
les équations de la relativité générale peuvent être résolues de façon analytique. Cette hypothèse,
nommée principe cosmologique, ne s'applique pas à notre échelle, ni même à celle de notre galaxie.
En revanche, les observations de la répartition des galaxies et des amas montrent qu'aux échelles
supérieures à la distance inter-amas (autour de 100 Mpc), l'univers devient homogène (voir �gure
1.2). L'observation du fond di�us cosmologique témoigne également d'une grande homogénéité de
l'univers par le passé, les faibles �uctuations de température mesurées ayant une amplitude relative
de l'ordre de ∆T/T ∼ 10−5.

L'hypothèse d'isotropie de l'univers dé�nit un ensemble préféré d'observateurs, dits comobiles,
pour lesquels l'univers, et en particulier le rayonnement CMB, apparaît e�ectivement comme isotrope 1.
L'homogénéité impose que pour tout point p sur la ligne d'univers d'un observateur comobile, il ex-
iste un point p′ sur la ligne d'univers d'un autre observateur comobile tel que les conditions en p
et p′ soient les mêmes. Ceci permet d'obtenir une fonction t sur l'espace-tempsM nommée temps
universel, ou temps cosmique. Sur une ligne d'univers comobile, t correspond au temps propre. Les
hypersurfaces t = cst forment des espaces tridimensionnels de courbure constante. Par la suite, on
notera ẋ = ∂x

∂t la dérivation par rapport au temps cosmique.
La métrique d'un tel univers prend la forme générale (métrique de Friedmann-Robertson-Walker) :

ds2 = dt2 − a(t)2

[
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2(θ)dφ2

]
(1.1)

= dt2 − a(t)2dx2 . (1.2)

1. Ce n'est pas le cas d'un observateur terrestre, voir section 1.2.3.
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Figure 1.2 � Relevé de l'expérience SDSS (Sloan Digital Sky Survey), couvrant plus d'un quart du
ciel après 8 années d'observation. Cette expérience a permis de réaliser des cartes tri-dimensionnelles
contenant plus de 930 000 galaxies et 120 000 quasars. On y observe une homogénéisation de l'univers
à grande échelle.

La partie spatiale a(t)2dx2 de cette métrique dépend du temps à travers le facteur d'échelle a(t).
Pour ȧ(t) > 0, l'espace sera dit en expansion car la distance séparant deux observateurs voisins et
immobiles, augmente au cours du temps.

La géométrie des hypersurfaces à temps constant dépend du paramètre de courbure k qui peut
être positif, négatif ou nul. Lorsque k est non nul, on e�ectuera un changement de système de
coordonnées de manière à ce que k ne prenne que les valeurs -1, 0 ou 1. Pour k = 0 la géométrie
sera celle d'un espace plat (similaire à l'espace euclidien). Pour k = 1, l'espace a une courbure
positive et est fermé (on peut dé�nir son volume, �ni, de manière similaire à la surface d'une sphère
bi-dimensionnelle). Pour k = −1 la courbure de l'espace est négative, celui-ci est dit ouvert.

Introduisons en�n le changement de coordonnées r = Sk(χ), dé�ni selon le signe de k :

Sk(χ) = sinhχ, pour k = −1 , (1.3)

Sk(χ) = χ, pour k = 0 , (1.4)

Sk(χ) = sinχ, pour k = 1 , (1.5)

qui permet de réécrire la métrique sous la forme simple :

ds2 = dt2 − a(t)2
[
dχ2 + Sk(χ)2dθ2 + Sk(χ)2 sin2(θ)dφ2

]
. (1.6)

Nous présentons maintenant quelques propriétés d'un espace muni de cette métrique.

Propagation des photons dans l'univers homogène isotrope

Les photons suivent des géodésiques de genre lumière véri�ant ds2 = 0 (voir annexe A). Sans
perte de généralité, on peut considérer le cas particulier d'un observateur situé à l'origine du système
de coordonnées, observant un évènement distant de coordonnées r1 (ou de manière équivalente χ1)
et t1 (on peut choisir θ = 0, φ = 0). L'équation de la géodésique s'écrit :

dt

a(t)
=

dr√
1− kr2

= dχ . (1.7)

En introduisant le temps conforme dη = dt
a(t) , cette équation s'intègre sous une forme simple :

χ1 = η0 − η1.

On notera par la suite x′ la dérivation par rapport au temps conforme.
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Par ailleurs, l'expansion provoque un décalage spectral des photons observés, qui porte le nom
de décalage vers le rouge (ou redshift en anglais), et revêt une grande importance en cosmologie car
il est directement mesurable (par des mesures spectroscopiques par exemple). On peut obtenir son
expression en considérant l'observation d'un phénomène périodique, de période T , situé au point
de coordonnée r (ou χ). L'application du résultat précédent aux signaux émis à deux instants t1 et
t1 + T et reçus en t0 et t0 + Tr permet de lier simplement Tr et T :

χ =

∫ t0

t1

dt

a(t)
=

∫ t0

t0+Tr

dt

a(t)
+

∫ t1

t0

dt

a(t)
+

∫ t1+T

t1

dt

a(t)
. (1.8)

En supposant que les variations du facteur d'échelle se produisent sur une durée beaucoup plus
grande que les périodes T et Tr :

Tr
a(t0)

'
∫ t0+Tr

t0

dt

a(t)
=

∫ t1+T

t1

dt

a(t)
' T

a(t1)
. (1.9)

On en déduit l'expression du décalage vers le rouge z dé�ni comme :

1 + z =
Tr
T

=
a(t0)

a(t)
. (1.10)

Distances cosmologiques

La notion de distance dans un espace qui n'est pas statique n'est pas aussi naturelle que dans
l'espace qui nous est familier. La partie spatiale de la métrique (1.6) permet de dé�nir la distance
propre séparant deux évènements à une époque cosmologique donnée t. On notera la distance propre
dp = a(t)χ. Cette distance dépend de l'époque, et on lui préférera parfois la distance propre comobile
dé�nie à notre époque (notée t0) : Dp = a0χ, où a0 = a(t0). Aucune de ces distances n'est toutefois
mesurable directement.

L'astrophysique utilise couramment deux autres distances : la distance diamètre angulaire dD,
dé�nie comme le rapport entre le diamètre vrai d'un objet et son diamètre angulaire observé ; et
la distance luminosité dL dé�nie comme la racine carrée du rapport entre la luminosité vraie et la
luminosité apparente d'un objet. Des calculs simples permettent d'obtenir :

dD = a(t1)r1 =
r1a0

1 + z
(1.11)

et
dL = a0r1(1 + z) . (1.12)

La relation entre ces distances, qui sont mesurables physiquement, et qui font intervenir deux événe-
ments non simultanés (l'événement et son observation), avec le redshift z dépend de l'évolution du
facteur d'échelle. Pour les objets proches toutefois (z << 1), ces notions se confondent et l'on peut
utiliser D ' t (pour c = 1).

Nous pouvons retrouver, dans ce cadre, la loi gouvernant la vitesse de récession des galaxies
proches établie en 1929 par l'astronome Edwin Hubble. Cette loi rend compte de l'expansion de
l'univers, et fait intervenir le paramètre de Hubble (dé�ni comme la dérivée logarithmique du facteur
d'échelle H = ȧ

a ) à notre époque, noté H0. En considérant le décalage vers le rouge d'une galaxie à
la distance D = ∆t, on obtient :

z =
a0

a
− 1

' a0

a0 (1 + ∆tH0)
− 1

z ' DH0 .

Aux distances plus importantes, cette loi du premier ordre n'est plus valable. L'observation d'objets
plus lointains, tels que les supernovae de type Ia, a ainsi permis de mettre en évidence l'accélération
de l'expansion de l'univers (ä > 0). La section suivante, consacrée à la présentation des équations de
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Friedmann qui gouvernent l'évolution du facteur d'échelle, montrera qu'il n'est pas possible d'obtenir
un tel résultat pour un univers sans constante cosmologique constitué de matière ordinaire.

Terminons cette discussion de la notion de distance en introduisant la notion d'horizon qui
apparaît dans les modèles dits de �Big-Bang� pour lesquels l'évolution passée de l'univers aboutit à
une singularité. Cette singularité peut être prise comme origine des temps. Dès lors, deux évènements
seront causalement liés si un rayonnement électromagnétique a pu se propager de l'un à l'autre. De
façon plus formelle : les géodésiques de genre lumière passant par un événement forment un cône
qui contient l'ensemble des évènements qui peuvent être en relation causale avec lui. L'intégrale de
l'équation (1.7) entre l'origine des temps et le temps présent, si elle converge, dé�nit une coordonnée
limite : χH(t0) =

∫ t0
0

dt
a(t) . Un objet ne peut être observé que s'il se situe à une distance propre

comobile inférieure à dH = a0χH , dé�nissant ainsi la limite nommée horizon. Notons que quel que
soit le modèle d'univers choisi la taille de l'horizon est une fonction croissante du temps.

Équations de Friedmann

Les équations de Friedmann mettent en relation l'évolution du facteur d'échelle a(t) avec les
caractéristiques du �uide parfait 2 contenu dans l'univers. Rappelons le résultat (A.8) donnant le
tenseur énergie impulsion d'un �uide parfait :

Tαβ = (ρ+ p)νανβ − pgαβ ,
où p et ρ sont la pression et la densité d'énergie du �uide, et ν sa quadri-vitesse. Notons que puisque
trace g = 4 :

trace T = Tαα = ρ− 3p . (1.13)

Les équations du champ d'Einstein (A.10) et l'équation de continuité pour ce �uide (A.13) permet-
tent d'obtenir les équations de Friedmann, qui s'écrivent :

ä = −4πG

3
a (ρ+ 3p) +

Λa

3
, (1.14)

ȧ2 + k =
8πG

3
ρa2 +

Λa2

3
. (1.15)

En combinant (1.14) et la dérivée de (1.15), on obtient facilement une troisième équation :

d(ρa3)

dt
= −3pa2ȧ . (1.16)

La connaissance de l'équation d'état de la distribution de matière dans l'univers, qui lie ρ et p,
permet de résoudre les équations de Friedmann, au vu des conditions initiales que constitue l'état
présent de l'univers. Considérons une équation d'état de la forme :

p = ωρ . (1.17)

On a alors dρ
ρ = −3(1 + ω)daa qui s'intègre pour donner :

ρ ∝ a−3(1+ω) . (1.18)

On peut modéliser le contenu énergétique réel de l'univers à l'aide de quelques cas particuliers
idéalisés :

� Pour un gaz parfait de photons pour lequel traceT = 0, on a ρ = 3p, soit ω = 1/3. On en
déduit donc que la densité d'énergie du rayonnement se dilue comme a4.

� Un �uide sans pression (p = 0 ou encore ω = 0) voit sa densité d'énergie se diluer comme
a3. C'est une bonne approximation pour la matière dès lors que son énergie cinétique est
négligeable devant sa masse (kBT � m). On parle ainsi d'équation de la poussière (ou matière
froide).

� On peut également considérer des formes d'énergies exotiques. Par exemple, une forme d'én-
ergie véri�ant ω = −1 aurait une contribution cosmologique similaire à celle d'une constante
cosmologique.

2. Les propriétés de symétrie supposées par le principe cosmologique font que le tenseur énergie-impulsion d'un
tel univers est celui d'un �uide parfait.
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Paramètres cosmologiques

L'intégration des équations précédentes nécessite la connaissance de conditions initiales, fournies
par exemple par l'observation de l'univers à notre époque (dénotée par l'indice 0), qui �xent l'évo-
lution passée et future de l'univers. Il est commode pour traiter cette question de manipuler des
nombres sans dimension, appelés paramètres cosmologiques. On introduit la notion de densité cri-
tique en considérant un univers sans constante cosmologique :

ρc =
3H2

0

8πG
. (1.19)

L'équation de Friedmann (1.15) se récrit :

k

ȧ2
=
ρ0

ρc
− 1 . (1.20)

Il est clair au vu de cette équation que le rapport entre la densité d'énergie de l'univers et la densité
critique dé�nit le signe de la courbure de l'univers. Ainsi, pour ρ0 > ρc l'univers est fermé, pour
ρ0 < ρc l'univers est ouvert et ρ0 = ρc donne un univers plat (ou critique). On dé�nit ainsi le
paramètre de densité par rapport à la densité critique :

ΩM =
ρ0

ρc
. (1.21)

De manière analogue, les équations invitent à dé�nir le paramètre de courbure par :

Ωk = − k

H2
0a

2
0

(1.22)

et à dé�nir un paramètre lié à la constante cosmologique :

ΩΛ =
Λ

3H2
0

. (1.23)

Les équations de Friedmann donnent la relation entre les paramètres cosmologiques :

ΩM + ΩΛ − 1 = Ωk . (1.24)

On peut compléter la réécriture des équations de Friedmann en supposant, par exemple, un
�uide à deux composantes, matière et rayonnement, véri�ant respectivement l'équation d'état de la
poussière et des photons. En notant x = a

a0
= 1

1+z , on obtient à partir des équations de Friedmann
une équation unique décrivant la dynamique du facteur d'échelle :

ẋ2

H2
0

=
Ωm
x

+
Ωr
x2

+ x2ΩΛ + 1− (Ωm + Ωr + ΩΛ) , (1.25)

où Ωm et Ωr désignent respectivement les paramètres de densité de la matière froide et du rayon-
nement. Cette équation montre que la contribution de la constante cosmologique et de la matière
deviennent négligeables par rapport à celle du rayonnement à grand redshift. Les di�érents scé-
narios possibles, correspondant aux di�érents types d'univers de Friedmann, peuvent être discutés
brièvement. Les contraintes des observations sur notre univers sont par ailleurs illustrées en �gure
1.3.

Nous avons déjà évoqué le cas des univers sans constante cosmologique pour introduire la densité
critique. Dans ce cas, la dynamique présente et future (Ωr négligeable) ne dépend que de Ωm.
L'équation (1.25) donne :

ẋ = H0

(
Ωm
x

+ 1− Ωm

)1/2

. (1.26)

Pour Ωm < 1, l'expansion est décélérée mais se poursuivra éternellement. Pour le cas particulier de
l'univers plat sans constante cosmologique Ωm = 1, appelé modèle d'Einstein-De Sitter, le facteur
d'échelle croit indé�niment comme t2/3. En�n, une densité excédant la densité critique, Ωm > 1
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Figure 1.3 � Classi�cation des modèles cosmologiques de Friedmann en fonction de Ωm et ΩΛ, et
contraintes expérimentales �xées par les observations. À gauche : mesure des oscillations acoustiques
de la matière et le diagramme de Hubble des supernovae (Astier et al., 2006), à droite : mesure des
�uctuations du CMB (Spergel et al., 2007).

implique un univers fermé qui connaîtra une phase de recontraction symétrique à sa phase d'expan-
sion. Dans tous les cas, l'expansion d'un tel univers est décélérée en raison du caractère positif de
la densité et de la pression pour la matière ordinaire.

Un univers avec constante cosmologique peut en revanche connaître une expansion accélérée.
On montre facilement que le paramètre de décélération de l'expansion q0 = − ä0a0

ȧ20
est donné par la

relation : 2q0 = Ωm−2ΩΛ. Les contraintes observationnelles, présentées par la �gure 1.3, privilégient
un modèle d'univers pratiquement plat en expansion accélérée (dit Λ-cdm), pour lequel Ωm ∼ 0.3
et ΩΛ ∼ 0.7.

La constante cosmologique a également pour e�et d'augmenter l'âge de l'univers et de le rendre
compatible avec les observations des plus vieux objets. Certains modèles, pour une valeur su�sam-
ment élevée de la constante cosmologique, donnent un âge in�ni à l'univers (il ne connaît pas de
Big-Bang).

Sans constante cosmologique, la dynamique de l'univers serait entièrement déterminée par son
contenu matériel. La nécessité de recourir à une constante extérieure pour rendre compte des obser-
vations peut être contournée, comme signalé plus haut, en évoquant une forme de matière exotique
véri�ant ω ∼ −1. Les observations actuelles sont compatibles avec ω = −1 et ne permettent donc
pas de décider si la représentation correcte est donnée par la constante cosmologique ou par un
�uide exotique, généralement dénommé énergie sombre.

1.1.2 Origine du fond di�us cosmologique dans un scénario de Big-Bang

Comme nous l'avons signalé, les observations sont aujourd'hui compatibles avec un modèle d'u-
nivers en expansion accélérée, dominé par le rayonnement au début de son histoire, et aujourd'hui
dominé par une constante cosmologique. Lorsque l'on remonte vers le passé d'un tel univers, celui-ci
se contracte et on aboutit à une singularité initiale. Nous discuterons dans la section 1.1.3 des prob-
lèmes posés par l'hypothèse d'une singularité initiale. Bien que l'univers ne soit plus aujourd'hui à
l'équilibre thermodynamique, le spectre de corps noir du fond di�us cosmologique suggère qu'il l'a
un jour été. Dans le modèle de Big-Bang, on fait l'hypothèse que, aux époques où la température
du rayonnement est su�sante pour ioniser la matière ordinaire, celle-ci forme un plasma d'électrons
et d'ions à l'équilibre thermique (par le biais de l'interaction Compton) avec le rayonnement. La
température du milieu est alors donnée par la relation :

ρr = σT 4 (1.27)
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où σ = 5.67 ·10−8Wm−1K−4 est la constante de Stefan-Boltzmann. Cette équation permet de lier T
et a(t), montrant que la température diminue avec l'expansion. Lorsque celle-ci devient trop faible,
le rayonnement ne contient plus assez de photons énergétiques pour ioniser le milieu. La fraction
d'ionisation du gaz (majoritairement de l'hydrogène) décroît et matière et rayonnement se décou-
plent progressivement. Cette période, nommée recombinaison, intervient pour T ∼ 4000K, soit une
température environ 40 fois inférieure à celle suggérée par l'énergie de liaison de l'hydrogène 13.6 eV.
Cet écart est lié au rapport du nombre de photons au nombre de baryons : il reste su�samment de
photons énergétiques dans la queue de la distribution de Maxwell pour ioniser les baryons présents.
Un traitement détaillé du mécanisme de la recombinaison peut être trouvé dans Seager et al. (2000).

Après le découplage, les photons évoluent pratiquement sans interaction avec la matière, subissant
seulement le décalage vers le rouge dû à l'expansion. Ce décalage conserve la forme du spectre de
corps noir, tout en faisant évoluer sa température comme (1 + z)−1. De son côté, la matière, libérée
de la pression de rayonnement, s'e�ondre par instabilité gravitationnelle pour former les structures
de l'univers.

La découverte du fond di�us cosmologique a constitué une grande réussite des modèles de Big-
Bang. Une autre étant liée à l'explication des densités des éléments légers dans l'univers par la
nucléosynthèse primordiale (par opposition à une nucléosynthèse stellaire), notamment la présence
du deutérium et l'abondance de l'hélium. Ce processus intervient vers les premiers instants de
l'univers, pour T ∼ 109 K. À cette époque, l'équilibre qui gouvernait l'abondance relative des
neutrons et des protons a cessé. Les neutrons disponibles réagissent avec les protons pour former
du deutérium, qui permet à son tour la synthèse de l'hélium 3 et 4 et du lithium. Les abondances
relatives des espèces dépendent de la comparaison entre les taux de réaction et le taux d'expansion de
l'univers, gouvernée principalement par le rapport numérique du nombre de baryons au nombre de
photons η. La mesure de ce paramètre permet ainsi de prédire précisément les abondances relatives.
Inversement, la mesure des abondances contraint la densité de baryons.

1.1.3 Limites du modèle

En dépit de ces succès, un certain nombre de faits expérimentaux ne trouvent toutefois pas
d'explication naturelle dans le cadre de ce modèle. Nous examinons ici certains de ces problèmes,
qui peuvent trouver réponse, par exemple, avec les modèles d'in�ation présentés dans la section 1.3.

Problème de causalité

La présence d'une singularité initiale permet de donner un âge à l'univers :

tU = H−1
0

∫ 1

0

F (x)−1/2dx où F (x) =
Ωm
x

+
Ωr
x2

+ x2ΩΛ + 1− (Ωm + Ωr + ΩΛ) . (1.28)

Elle permet également de dé�nir, pour chaque événement, un horizon (cf 1.1.1) englobant tous les
événements qui ont pu être en contact causal avec celui-ci. Il est ainsi possible de calculer la distance
propre correspondant à la taille de l'horizon hrec à l'époque de la recombinaison trec. En supposant
l'univers dominé par le rayonnement jusqu'à cette époque, ce qui est une approximation su�sante,
on trouve :

hrec ' arec
∫ trec

0

dt

a(t)
= 2trec.

De la même manière, on peut estimer la distance propre correspondant au rayon de la sphère de
dernière di�usion en supposant l'univers dominé par la matière entre la recombinaison et aujourd'hui,
ce qui est également une bonne approximation. On obtient :

lrec ' arec
∫ t0

trec

dt

a(t)
' 3(trec

2t0)1/3.

On déduit de ces deux expressions une estimation simple du rapport entre les tailles de l'horizon et
de la région observée aujourd'hui au moment de la recombinaison :

lrec
hrec

=
3

2

(
t0
trec

)1/3

∼ 70 ,
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pour t0 ' 1010 ans et trec ' 105 ans. En d'autres termes, nous observons une région 70 fois plus
étendue que la taille de l'horizon à l'époque de l'émission du CMB. Les régions situées de part
et d'autre du ciel sont donc dans ce modèle sans aucun contact causal alors qu'elles a�chent une
homogénéité de température presque parfaite. Cette apparente coïncidence constitue le problème de
l'horizon (ou problème de causalité).

On peut également appréhender ce problème en faisant intervenir la variation du rayon de Hubble
H−1 (en distance comobile). Ce rayon caractérise le volume de Hubble (ou sphère de Hubble) qui
dé�nit, à une période t, la portion d'univers autour d'un observateur pour laquelle la vitesse de
récession, du fait de l'expansion, des objets à l'observateur est inférieure à la vitesse de la lumière.
En d'autres termes, dans un univers dans lequel le paramètre de Hubble serait constant, la lumière
émise en t par des objets situés au-delà de notre sphère de Hubble ne pourrait jamais nous parvenir.
Dans un univers en expansion décélérée ä < 0, le volume de Hubble en coordonnées comobiles ne
cesse de s'accroître amenant en contact causal des régions qui ne l'avaient jamais été auparavant.

Origine des structures

L'univers n'est évidemment pas parfaitement isotrope et homogène, comme on peut le constater
à notre échelle. L'analyse �ne de l'image du fond di�us cosmologique, montre qu'il ne l'était pas
non plus exactement à l'époque de la recombinaison. De faibles �uctuations de température, qui
feront l'objet de la section 1.2, sont en e�et visibles et traduisent des �uctuations de densité de la
matière qui donneront naissance aux grandes structures de l'univers par e�ondrement gravitationnel.
Les modèles de Friedmann, basés sur le principe cosmologique, ne rendent évidemment pas compte
de l'origine de ces structures. On peut toutefois traiter l'évolution de ces �uctuations comme des
perturbations linéaires de l'univers de Friedmann-Robertson-Walker, ce que nous ferons dans la
section suivante, puis par une évolution non-linéaire formant les grandes structures. L'origine et le
spectre de puissance des �uctuations primordiales (qui montre une corrélation à des échelles bien
supérieures au rayon de Hubble) reste toutefois sans explication dans ce cadre.

Problème de platitude, reliques

L'observation montre également que l'univers est de nos jours pratiquement plat. Pourtant, dans
un modèle d'univers commençant par un Big-Bang, l'univers plat est une solution instable, si bien
que toute courbure, si faible soit-elle, est amenée à croître rapidement. Le fait que la courbure de
notre univers soit encore aujourd'hui indétectable après 13 milliards d'années d'évolution, suggère
que notre univers était extrêmement proche de l'univers critique à ses débuts, ce qui apparaît comme
une condition initiale extrêmement sensible. On parle de �ne-tuning en anglais.

Par ailleurs, les théories physiques pouvant potentiellement gouverner la physique aux très hautes
énergies des premiers instants de l'univers (comme les théories de grande uni�cation) prédisent la
production d'un grand nombre de défauts topologiques, tels que les monopôles magnétiques, au
moment de la brisure de symétrie. Or les monopôles magnétiques qui auraient dû subsister ne sont
pas observés aujourd'hui.

1.2 Fluctuations dans l'univers

La faible amplitude observée des anisotropies du CMB suggère qu'il est possible de traiter notre
univers comme une version perturbée d'un univers homogène et isotrope, et que ces perturbations
peuvent, au début de l'histoire de l'univers, faire l'objet d'un traitement linéaire. Dans cette section,
nous tenterons, dans un premier temps, de présenter les grandes lignes du traitement des perturba-
tions linéaires dans l'univers (Kodama et Sasaki, 1984). Nous expliciterons ensuite les mécanismes
de génération d'anisotropies observables dans le rayonnement du fond di�us cosmologique et le for-
malisme employé pour décrire leurs propriétés statistiques. Nous donnerons également un aperçu
des mécanismes susceptibles de générer des anisotropies, quali�ées de secondaires, par opposition
aux anisotropies liées aux �uctuations primordiales au moment de la recombinaison. En�n, nous
tenterons de donner une compréhension intuitive des paramètres cosmologiques qui peuvent être
contraints par l'observation du CMB. Notons que l'origine des �uctuations primordiales n'est pas
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abordée dans cette section. La section suivante (1.3) proposera un mécanisme de génération des
�uctuations primordiales dans le cadre des modèles d'in�ation.

1.2.1 Fluctuations de la métrique

La démarche employée pour traiter les �uctuations dans l'univers est donc d'ajouter des pertur-
bations linéaires à la métrique FLRW ḡ (par la suite la notation x̄ dénotera les quantités de l'univers
non-perturbé). Celle-ci se récrit en faisant intervenir le temps conforme et en utilisant des unités
naturelles :

ds2 = a2(η)
(
dη2 − dx2

)
. (1.29)

L'ajout d'un terme de perturbation g = ḡ + δg est, en réalité, un problème complexe car il n'existe
pas de façon unique de retrouver un modèle d'univers homogène moyen ḡ à partir de l'univers per-
turbé g. Contrairement au cas de l'univers non-perturbé pour lequel le référentiel de l'observateur
comobile est privilégié, plusieurs choix de système de coordonnées sont possibles pour décrire l'u-
nivers perturbé, la seule contrainte étant que l'on retrouve la métrique de Friedmann dans la limite
où les perturbations disparaissent. Un choix particulier de système de coordonnées est appelé une
jauge. La perturbation la plus générale δg est un tenseur symétrique qui comporte 10 degrés de
liberté. Parmi ceux-ci 4 dépendent en réalité du choix de la jauge, ce qui laisse 6 degrés de liberté
avec une signi�cation physique. Un traitement correct des perturbations nécessite une séparation
claire entre les modes de jauge et les modes physiques (Bardeen, 1980). Plusieurs démarches peuvent
être adoptées pour traiter les �uctuations. La première est de manipuler des quantités invariantes
par changement de jauge, la seconde est de travailler dans une jauge �xée. La seconde étant plus
simple, c'est celle que nous adoptons ici. Lifshitz (1946) a présenté une décomposition particulière
de la perturbation linéaire qui s'écrit (pour i et j variant de 1 à 3) :

ds2 = a2(η)
(
(1 + 2Ψ)dη2 − widηdxi − ((1− 2Φ)δij + hij)dx

idxj
)
, (1.30)

où, pour x un trois-vecteur de l'espace (iso-surface à 3 dimensions) Ψ(x) et Φ(x) sont des champs
scalaires, w(x) un champ vectoriel et h(x) un champ tensoriel symétrique sans trace. Les vecteurs
et tenseurs w et h admettent la décomposition supplémentaire suivante :

wi = ∂iA+ Si , (1.31)

hij =
(
∂i∂j − 1/3δij∇2

)
B + Fi,j + Fj,i + hTij , (1.32)

où A et B sont des scalaires, S et F sont des vecteurs de divergence nulle, et hT est un tenseur
transverse symétrique sans trace (véri�ant ∂ih

ij
T = 0). Ceci nous laisse bien avec 4 degrés de liberté

pour les scalaires, 2× 2 degrés de liberté pour les vecteurs de divergence nulle et 2 degrés de liberté
pour hT . Parmi eux 2 scalaires et un vecteur à divergence nulle sont �xés par le choix de la jauge.

On montre par des considérations géométriques que les perturbations linéaires de type scalaire,
vecteur et tenseur évoluent indépendamment au premier ordre (Kodama et Sasaki, 1984), ce qui
justi�e a posteriori cette décomposition appelée décomposition SVT (pour scalar, vector, tensor en
anglais). On peut donc traiter séparément ces trois types de perturbations.

Perturbations de type scalaire En ne considérant que les perturbations scalaires, et en choi-
sissant A = B = 0 on récrit la métrique sous la forme :

ds2 = a2(η)[(1 + 2Ψ)dη2 − (1− 2Φ)dx2] , (1.33)

appelée jauge newtonienne conforme. Son nom provient du fait que le champ Φ joue le role du
potentiel gravitationnel newtonien pour une matière non relativiste à des échelles où l'expansion de
l'univers peut-être négligée. De plus, pour un univers dans lequel le tenseur énergie-impulsion est
isotrope (sans cisaillement), l'équation du champ impose Φ = Ψ.

Ces perturbations de densité sont celles dont l'e�et cosmologique est le plus marqué, car elles
apportent la contribution majoritaire aux �uctuations du CMB et sont à l'origine de la formation
des structures.
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Perturbations de type vecteur Ce type de perturbation n'est généralement pas considéré en
cosmologie, car il n'existe pas de processus connu permettant de les ampli�er. Ces modes sont
évanescents et ne seront plus considérés par la suite.

Perturbations de type tenseur En ne considérant que les perturbations de type tenseur, la
métrique perturbée devient :

ds2 = a2(η)
(
dη2 − (δij + hij)dx

idxj
)
, (1.34)

avec hij un tenseur symétrique transverse sans trace. Ces modes décrivent la propagation d'on-
des gravitationnelles, et les deux degrés de liberté du tenseur correspondent aux deux types de
polarisation des ondes.

hij = h(t)e
(+,×)
ij ,

où eij désignent les modes propres du laplacien spatial ∇2eij = k2eij , pour un nombre d'onde k, et
+,× les deux états de polarisation possibles.

On montre que l'amplitude des ondes gravitationnelles, en l'absence de source, est gouvernée par
l'équation :

∂2h

∂η2
+ 2H∂h

∂η
−∇2h = 0 , (1.35)

où H = a′/a est le paramètre de Hubble en temps conforme. On remarque que ces modes seront
amortis une fois entrés dans le volume de Hubble (k ∼ H).

1.2.2 Oscillations acoustiques

Détaillons maintenant l'évolution des �uctuations scalaires primordiales jusqu'au découplage. On
peut représenter le contenu de l'univers avant la recombinaison comme un mélange de deux �uides
parfaits :

� La matière noire froide (en anglais CDM) de température nulle et de densité ρc = ρ̄c + δρc.
� Le rayonnement, composé du mélange couplé par la di�usion Thomson des baryons et des
photons, de densité ρbγ = ρ̄bγ + δρbγ .

Le libre parcours moyen des photons (en distance propre) à une époque z est donné par :

lp = (aneσT )−1 ≈ 4.9 · 104(Ωbh
2)−1(1 + z)−2 Mpc. (1.36)

Un peu avant la recombinaison (z ∼ 1000) on a lp ∼ 2 Mpc ce qui est inférieur de deux ordres de
grandeur à la taille de l'horizon à cette époque. A une échelle supérieure, les photons et les baryons
sont fortement couplés. On peut donc supposer, pour ces échelles, que les baryons et les photons
se comportent comme un seul �uide de vitesse d'ensemble vbγ . La matière noire, en revanche, n'est
pas couplée par une interaction électromagnétique avec le �uide baryons-photons. Les perturbations
de la matière évoluent alors par e�ondrement gravitationnel, tandis que la pression de radiation
empêche l'e�ondrement du �uide baryons-photons. Les modes de perturbations dont la longueur
d'onde est inférieure à l'horizon sonore oscillent jusqu'au découplage.

On peut écrire l'équation qui gouverne ces oscillations à l'ordre linéaire : on introduit le rapport
entre les densités de moment des baryons et des photons dans l'univers non perturbé R = ρ̄b/(ρ̄γ +
p̄γ), qui dépend linéairement du facteur d'échelle et caractérise le �uide couplé baryon-photons. On
exprime les �uctuations de ce �uide à partir du contraste de densité des photons δγ = δργ/ρ̄γ .
L'équation d'Euler relativiste (A.12) pour ce système s'écrit alors, dans la jauge choisie (Giovannini,
2007) :

v′bγ +
R

1 +R
Hvbγ +

1

4(1 +R)
∇δγ +∇Ψ = 0. (1.37)

L'équation de continuité pour le �uide de photons, dont la densité d'énergie n'est pas modi�ée par
la di�usion Thomson sur des électrons peu énergétiques, s'écrit :

δ′γ +
4

3
∇ · vbγ − 4φ′ = 0. (1.38)
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La combinaison des équations (1.37) et (1.38) donne l'équation d'un oscillateur harmonique amorti,
avec un terme source lié au champ de gravitation :

δ′′γ +
R

1 +R
Hδ′γ −

1

3(1 +R)
∇2δγ = 4

(
Φ′ +

R

1 +R
HΦ′ +

1

3
∇2Ψ

)
. (1.39)

Pour un champ de perturbations gaussien stationnaire, il est commode de travailler dans l'espace
de Fourier avec des modes indépendants. L'équation se récrit :

δ′′γ +
R

1 +R
Hδ′γ + k2c2sbδγ = 4

(
Φ′′ +

R

1 +R
HΦ′ − k2

3
Ψ

)
, (1.40)

où l'on a introduit le paramètre de Hubble en temps conforme H = a′/a et la vitesse du son dans le
mélange baryon-photon csb = (3(1 +R))−1/2. Si l'on ignore dans un premier temps le terme source,
l'équation homogène, pour des échelles inférieures au rayon de Hubble (k � H), admet des solutions
indépendantes :

δγ = (1 +R)−1/4 cos(krs) , et δγ = (1 +R)−1/4 sin(krs) , (1.41)

où l'on a noté rs l'horizon sonore : rs =
∫ η

0
csbdη.

Il est possible de montrer que pour des conditions initiales adiabatiques, pour lesquelles toutes les
espèces sont distribuées de manière homogène dans l'univers primordial dominé par le rayonnement,
les modes excités sont les modes en cosinus. La manipulation de ce type de conditions initiales est
facilitée par l'introduction de la perturbation de courbure comobile :

R = −Φ− H(Φ′ +HΨ)

4πGa2(ρ̄+ p̄)
, (1.42)

qui est une quantité conservée aux échelles supérieures au rayon de Hubble pour des perturbations
adiabatiques. Pour des modes entrant dans l'horizon sonore pendant l'ère dominée par le rayon-
nement on a ainsi Φk(0) = −2Rk/3 (en négligeant l'in�uence des neutrinos).

Des conditions initiales adiabatiques ne sont pas les seules envisageables. Il est possible d'imag-
iner plusieurs types de perturbations isocourbures pour lesquelles une surdensité d'une espèce (par
exemple la matière noire) est exactement compensée par des sous-densités des autres espèces. Dans
ces conditions, ce sont préférentiellement les modes en sinus qui sont excités. Toutefois, dans les
modèles d'in�ation les plus simples (champ unique), les perturbations créées sont généralement
adiabatiques.

En�n, aux plus petites échelles, le rayonnement et la matière baryonique ne peuvent plus être
traités comme un seul �uide. Il intervient alors un amortissement des oscillations (Silk, 1968), lié
à la di�usion des photons à l'extérieur des surdensités. Les �uctuations dont la longueur d'onde
devient inférieure à la longueur de di�usion λc sont ainsi amorties exponentiellement. L'échelle de
di�usion est liée à la fraction d'ionisation xe (qui décroît au moment de la recombinaison) et à la
densité des baryons nb : λc ∝ (xenb)

−1. L'échelle kD (k−1
d ∼ 3 Mpc) où débute l'amortissement est

donc sensible à Ωb et à l'histoire de la recombinaison.

1.2.3 Anisotropies du fond di�us cosmologique

Les �uctuations de l'univers laissent une empreinte observable sur le rayonnement de CMB qui
devient anisotrope (sa température varie) et devient légèrement polarisé (sa fraction de polarisa-
tion est d'environ 10%). Depuis leur découverte par COBE (Kogut et al., 1993), les �uctuations
de température, plus facilement observables, ont, jusqu'à présent, constitué la source d'information
majeure. La polarisation linéaire, acquise par le rayonnement, a été observée pour la première fois
par DASI (Kovac et al., 2002). Cette polarisation permet d'accéder à des informations supplémen-
taires sur l'histoire de notre univers. Dans cette section, nous présentons le formalisme utilisé pour
manipuler les �uctuations de température, puis nous esquissons les mécanismes par lesquels celles-ci
sont générées. Nous faisons ensuite de même pour la polarisation du signal.
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Fluctuation de température

Dipôle cosmologique Le rayonnement du fond di�us cosmologique est observé avec une anisotropie
dipolaire très particulière qui n'est pas liée au CMB lui-même, mais provient de notre mouvement
dans le référentiel comobile. En e�et, le rayonnement apparaîtrait isotrope (d'une température ho-
mogène Tcmb) à un observateur comobile, mais la Terre (ou le point de Lagrange L2) est animée d'un
mouvement dans le système solaire, lui-même en mouvement dans le référentiel de notre galaxie,
elle-même évoluant au sein de l'amas local. Ceci nous donne l'occasion de détailler l'e�et du décalage
Doppler sur le spectre du fond di�us cosmologique.

La fonction de distribution des photons du fond di�us cosmologique suit une loi de corps noir dans
le référentiel comobile f(pµ) ∝ 1/

(
eEcmb/Tcmb − 1

)
. Dans le référentiel de l'observateur, la formule

de l'e�et Doppler relativiste lie l'énergie mesurée E d'un photon de direction e à la vitesse relative
v de l'observateur dans le référentiel du fond di�us cosmologique : Ecmb = Eγ(1 +v ·e). On obtient
donc f(pµ) ∝ 1/

(
eEγ(1+v·e)/Tcmb − 1

)
. Le spectre du rayonnement observé correspond donc bien à

celui d'un corps noir, mais sa température varie sur le ciel comme : T (e) = Tcmb/ (γ(1 + v · e)),
c'est�à�dire une anisotropie dipolaire. Le dipôle mesuré par l'instrument DMR du satellite COBE
(Kogut et al., 1993) a permis d'établir la vitesse du système solaire dans le référentiel comobile
(3.68 ·105ms−1). Cette anisotropie est généralement soustraite des données pour permettre l'analyse
des anisotropies intrinsèques au rayonnement lui-même.

Propriétés statistiques des anisotropies Formellement, on s'intéresse aux propriétés statis-
tiques de la quantité ∆T (ξ) qui désigne l'écart entre la température observée dans la direction ξ sur
le ciel par rapport à la température moyenne Tcmb :

T (ξ) = Tcmb + ∆T (ξ).

Ces propriétés statistiques devraient suivre les symétries des �uctuations dans l'univers, et donc
être indépendantes de la position sur le ciel et invariantes par rotation. Il est alors souhaitable de
représenter cette quantité dans l'espace des harmoniques sphériques :

∆T (ξ) =
∑
`m

a`mY`m(ξ) . (1.43)

Les propriétés des harmoniques sphériques sont telles que a`m = a?`m pour un champ ∆T réel.
La propriété d'invariance par rotation impose en outre que les coe�cients soient décorrélés,

E (a`ma
?
`m) = C`δ``′δmm′ (1.44)

dé�nissant le spectre de puissance angulaire C`. Si, de plus, les �uctuations ont une statistique
gaussienne, ce qui est prédit, au premier ordre, par les modèles d'in�ation les plus simples, cette
propriété est conservée par l'évolution linéaire des petites �uctuations, et les coe�cients de la trans-
formée en harmoniques sphériques sont des variables gaussiennes. Dans ce cas, les coe�cients sont
de plus indépendants et leur spectre de puissance angulaire (statistique du second ordre) décrit
complètement leurs propriétés. Pour cette raison, la mesure du spectre de puissance angulaire des
�uctuations du fond di�us cosmologique présente un intérêt évident.

Si une mesure non bruitée des �uctuations était disponible sur la totalité du ciel, un estimateur
du spectre de puissance angulaire serait :

Ĉ` =
1

2`+ 1

∑
m

|a`m|2 . (1.45)

Cet estimateur est non-biaisé, E
(
Ĉ`

)
= C`, et a�ecté de la variance minimale atteignable, qui, en

supposant les �uctuations gaussiennes, s'écrit :

var
(
Ĉ`

)
=

2

2`+ 1
C2
` . (1.46)

L'impossibilité d'obtenir un estimateur de variance inférieur à celle-ci, appelée variance cosmique, est
liée au nombre �ni de modes observables. En e�et, nous ne disposons que d'une seule réalisation du
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Figure 1.4 � Estimée du spectre de puissance du fond di�us cosmologique mesuré par les expériences
WMAP (5 ans), Acbar (Reichardt et al., 2009), CBI (Readhead et al., 2004) et Boomerang
(Jones et al., 2006). La courbe rouge correspond au modèle Λ-cdm dont les paramètres sont déduits
des observations WMAP.

fond di�us cosmologique à observer. En pratique, comme nous le verrons par la suite, l'estimation
du spectre de puissance du fond di�us cosmologique est compliquée par la présence de bruit et
d'émission d'avant-plan, et éventuellement par une couverture incomplète du ciel. Le chapitre 4 est
consacré au développement d'une méthode d'estimation spectrale s'accommodant de ces di�cultés.

La �gure 1.4 présente les mesures les plus récentes du spectre de puissance des �uctuations de
température. La quantité traditionnellement représentée est `(`+1)

2π C`. La variance des �uctuations

de température, étant donnée par var (∆T ) =
∑
`

2l+1
4π C` '

∫ `(`+1)
2π C`d ln `, cette quantité donne

une représentation graphique de la contribution à la puissance totale pour une échelle logarithmique
en `.

Modes scalaires La génération d'anisotropies par les �uctuations de densité est le résultat de la
modi�cation d'une �uctuation �intrinsèque� de la densité de rayonnement par deux e�ets principaux :

� Le décalage gravitationnel des photons (vers le rouge pour les photons émis dans des zones
de surdensités et vers le bleu pour les photons émis dans des zones sous-denses). Le résultat
de la modi�cation de la température par cet e�et de décalage gravitationnel est nommé e�et
Sachs-Wolfe (Sachs et Wolfe, 1967).

� L'e�et Doppler dû au mouvement propre vb des électrons sur lesquels s'e�ectue la dernière
di�usion.

Plus formellement, une région dont le contraste de densité des photons est δr, est caractérisée par
une �uctuation relative de la température du rayonnement Θ0 = δr/4. L'équation de Boltzmann qui
régit l'évolution de cette �uctuation de température contient des termes sources liés aux modi�ca-
tions du potentiel gravitationnel et à la di�usion Thomson sur les électrons durant la recombinaison.
L'intégrale de cette équation le long de la ligne de visée donne l'écart de température observé. Cette
intégration peut être réalisée numériquement, par exemple par les codes CMBFAST (Zaldarriaga et
Seljak, 2000) et CAMB (Lewis et al., 2000).

Pour illustrer intuitivement ce qui se passe, supposons que la recombinaison intervienne de
manière instantanée, et que nous observons à la position (ηobs,xobs) dans la direction e l'évènement
de la recombinaison qui s'est déroulé à la position (ηrec,xrec). La di�usion Thomson rend le rayon-
nement isotrope dans le référentiel des baryons. Lorsque la recombinaison intervient, le rayonnement
est donc libéré avec une anisotropie dipolaire :

Θ(e) = Θ0 + e · vb (1.47)

L'e�et des variations de la métrique sur la température des photons est donné par :

dΘ

dη
= −dΨ

dη
+ Φ̇ + Ψ̇ . (1.48)
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En intégrant le long de la ligne de visée :

Θ|obs = Θ|rec + Ψ|rec −Ψ|obs +

∫ ηobs

ηrec

Φ̇ + Ψ̇dη . (1.49)

Combiné avec l'e�et Doppler, on obtient :

(Θ(e) + Ψ)obs = Θ0 + Ψ|rec + e · vb +

∫ ηobs

ηrec

Φ̇ + Ψ̇dη . (1.50)

Les variations du terme Θ0 + Ψ, dénommé e�et Sachs-Wolfe, au moment de la dernière di�usion
constituent la contribution principale aux anisotropies du fond di�us cosmologique.

Le second terme est l'e�et Doppler, et le dernier terme, qui rend compte de l'e�et de l'évolution
du potentiel gravitationnel le long de la ligne de visée, correspond à l'e�et Sachs-Wolfe intégré (ISW
en anglais). Comme il rend compte de modi�cations du signal entre la recombinaison et l'observation,
ce terme est quali�é d'anisotropie secondaire.

Les �uctuations primordiales observées du fond di�us cosmologique ∆T (ξ) sont le résultat de
la projection des �uctuations de la température du rayonnement émis sur la surface de dernière
di�usion, située à une distance angulaire Ddec de l'observateur. Pour une recombinaison instantanée,
cette projection s'exprime simplement, par exemple pour Θ0 : Θ(ξ) =

∫
Θ0(x)δ(D − Ddec)dD.

Dans l'espace de Fourier, l'opération de projection des modes de �uctuation scalaires f(k) sur les
harmoniques sphériques s'écrit :

f`m = (i)`4π

∫
d3k

(2π)3/2
f(k)j`(kDdec)Y

?
`m(k)e−i(k)·x , (1.51)

où j` sont les fonctions de Bessel sphériques. À haut `, ces fonctions sont bien concentrées autour
de kDdec = `. Intuitivement, la contribution majeure aux multipôles f`m provient donc des modes
k ∼ `/Ddec. Lors de la projection du terme Doppler e ·vb, la contribution des modes dont le vecteur
d'onde est perpendiculaire à la ligne de visée s'annule, ce qui atténue l'in�uence de ce terme. La
contribution majeure aux anisotropies projetées provient donc de f = Θ0 + Ψ.

Pour des perturbations adiabatiques, Sachs et Wolfe (1967) ont montré qu'aux échelles supérieures
à la taille de l'horizon, ∆T

T (x) = 1
4δr + Φ + vb · e ≈ 1

3Φ0. Cette caractéristique est responsable du
plateau, dit de Sachs-Wolfe, observable sur le spectre des �uctuations de température, présenté à
gauche sur la �gure 1.5,aux grandes échelles (` < 20). Les modes correspondant à des échelles plus
petites sont entrés dans l'horizon avant le découplage et ont pu évoluer suivant les équations d'oscil-
lateur présentées à la section précédente. Le découplage étant pratiquement instantané, les modes
ayant des longueurs d'ondes di�érentes sont capturés dans des phases di�érentes de leur évolution, et
l'on observe l'empreinte des oscillations acoustiques sur le spectre du CMB. Les modes ayant atteint
leur maximum ou leur minimum de compression sont à l'origine de pics (car le spectre est lié au
carré de l'amplitude de la �uctuation). Les modes dans leur point milieu au moment du découplage
correspondent au contraire à des creux dans le spectre des �uctuations.

Modes tenseurs Les ondes gravitationnelles induisent un cisaillement h′ij de l'espace qui créé
une anisotropie quadrupolaire de la température du rayonnement au moment de la recombinaison.
Les �uctuations de type tenseur, si elles existent, sont ainsi également génératrices d'anisotropies
de température dans le CMB.

La projection des modes tenseurs, sur les harmoniques sphériques, permet d'obtenir le spectre de
puissance de ces �uctuations. La �gure 1.5 présente la contribution respective des modes scalaires et
tenseurs aux �uctuations du CMB pour une valeur (optimiste) du rapport de puissance des modes
tenseurs et scalaires r = 0.22. La contribution des modes tenseurs aux �uctuations de température
est faible et serait surtout sensible à grande échelle où elle est noyée dans la variance cosmique des
modes scalaires. Les contraintes apportées par l'observation des �uctuations de température sont
donc limitées.

Polarisation du signal

La di�usion Thomson d'un signal incident possédant une anisotropie quadripolaire est à même
de produire un signal polarisé suivant le schéma présenté sur la �gure 1.6. Avant la recombinaison,
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Figure 1.5 � Contributions respectives des modes tenseurs (droite) et scalaires (gauche) aux �uc-
tuations du CMB pour r = 0.22 (Challinor et Peiris, 2009).

Figure 1.6 � La di�usion Thomson d'un champ possédant une anisotropie quadripolaire induit une
polarisation linéaire (schéma adapté de Hu et White 1997).

aux échelles plus grandes que le libre parcours moyen des photons, la di�usion Thomson main-
tient un rayonnement très homogène, et donc non polarisé. Ce n'est que lorsque le rayonnement
parcourt, entre deux di�usions, une fraction su�sante de la longueur d'onde des perturbations,
qu'une anisotropie quadripolaire de la température devient sensible, à la �n de la réionisation. Le
rayonnement di�usé acquiert alors une polarisation linéaire, qu'il conserve sans altération, entre la
dernière di�usion (au moment de la recombinaison), et la réionisation.

Paramètres de Stokes Le signal polarisé est décrit par les quatre paramètres de Stokes (I,Q, U, V ),
qui dans une base (ex, ey) du plan d'onde correspondent aux grandeurs :

I = |Ex|2 + |Ey|2 , (1.52)

Q = |Ex|2 − |Ey|2 , (1.53)

U = 2<(ExE
?
y) , (1.54)

V = 2=(ExE
?
y) , (1.55)

où E désigne le champ électrique du rayonnement. I correspond à l'intensité du signal, Q et U
caractérisent la polarisation linéaire et V décrit la polarisation circulaire, qui ne peut pas être
produite par di�usion Thomson. On attend donc V = 0.
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Figure 1.7 � Motifs de polarisation de type E et B. Cette représentation illustre l'invariance par
rotation, et la parité inversée.

Les paramètres Q et U dépendent de la base choisie. On montre que la polarisation complexe
Q±iU se tranforme sous l'e�et d'une rotation droite d'angle α des vecteurs de base en e∓2iα(Q±iU).
Les grandeurs se transformant ainsi sous l'e�et d'une rotation sont dites de spin ∓2.

Décomposition E/B La polarisation complexe peut être écrite sous la forme d'une combinaison
d'un champ scalaire réel

∑
lmElmYlm(ξ) et d'un champ pseudo scalaire

∑
lmBlmYlm(ξ), pour des

sommes incluant les multipôles d'ordre supérieur ou égal à 2 (Seljak et Zaldarriaga, 1997) :

(Q± iU)(ξ) =
∑
lm

(Elm ∓ iBlm)∓2 Ylm(ξ) (1.56)

où les ∓2Ylm sont les harmoniques sphériques de spin ∓2 (Goldberg et al., 1967). De manière
générale, les harmoniques sphériques de spin s peuvent être obtenues par l'application aux har-
moniques sphériques non spinnées des opérateurs de spin montant et descendant ðs et ð̄s. Leur
action sur une quantité de spin s quelconque sX est l'augmentation (respectivement la réduction)
du spin d'une unité. Elle s'écrit :

ðsX = − sins θ(∂θ + i cosec ∂φ)(sin−s θsX) (1.57)

ð̄sX = − sin−s θ(∂θ − i cosec ∂φ)(sins θsX) . (1.58)

En notant pour un entier s quelconque ð−|s| = (−1)sð̄|s| on a :

sYlm =

√
l − |s|!
l + |s|!

ðsYlm (1.59)

Cette décomposition d'un champ de polarisation en E et B, similaire à la décomposition d'un
vecteur en la somme du gradient d'un potentiel et d'un vecteur de divergence nulle, est invariante par
rotation. Pour un changement de parité, la polarisation complexe est modi�ée suivant (Q±iU)(ξ)→
(Q∓iU)(−ξ), de telle sorte que : Elm → (−1)lElm (parité �électrique�), et Blm → (−1)l+1Blm (parité
�magnétique�). La �gure 1.7 donne une illustration des motifs de polarisation de type E et B.

Ces invariances par rotation et parité contraignent la fonction de corrélation à deux points aux
expressions non nulles suivantes :

< ElmE
∗
l′m′ > = δll′δmm′C

E
l (1.60)

< BlmB
∗
l′m′ > = δll′δmm′C

B
l (1.61)

< TlmE
∗
l′m′ > = δll′δmm′C

TE
l (1.62)

qui dé�nissent les spectres de puissance CEl , C
B
l et CTEl (les spectres croisés avec B sont nuls).

Sous l'hypothèse de statistiques gaussiennes, la variance cosmique des spectres de puissance en
polarisation s'écrit :

var
(
ĈEl

)
=

2

2l + 1
(CEl )2, var

(
ĈBl

)
=

2

2l + 1
(CBl )2 . (1.63)
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Pour les spectres croisés, on a (Zaldarriaga et Seljak, 1997; Kamionkowski et al., 1997) :

var
(
ĈTEl

)
=

2

2l + 1
[(CTEl )2 + CTl C

E
l ] . (1.64)

Cette décomposition E,B permet ainsi de manipuler la polarisation indépendamment du choix d'un
système de coordonnées, d'une manière similaire à l'analyse des �uctuations de température.

Modes scalaires La polarisation linéaire générée par les �uctuations de densité est exclusive-
ment de type E. Les spectres de puissance CE` et CTE` des �uctuations de polarisation liées à des
modes scalaires adiabatiques sont visibles à gauche sur la �gure 1.5. La contribution majeure à
l'anisotropie quadripolaire locale du rayonnement au moment de la recombinaison provient de l'ef-
fet Doppler. Or asymptotiquement les �uctuations de densité et les �uctuations de vitesse sont en
quadrature de phase pour satisfaire l'équation de continuité. Les pics du spectre de puissance des
modes E correspondent donc approximativement aux creux du spectre de puissance des �uctuations
de température. Les �uctuations de température et de polarisation sont également corrélées, cette
corrélation s'annulant pour les modes arrivant à leur extremum ou à leur point milieu au moment
de la recombinaison. Notons en�n que l'amplitude des �uctuations de polarisation est de l'ordre
de 10 fois plus faible que les �uctuations de température. Elles sont donc nettement plus di�cile à
mesurer.

Modes tenseurs Au contraire des �uctuations scalaires, les ondes gravitationnelles sont sus-
ceptibles de créer une polarisation de type B autant que de type E (Zaldarriaga et Seljak, 1997;
Kamionkowski et al., 1997). La décomposition de la polarisation en modes E et B présente donc un
avantage considérable pour la détection des modes tenseurs, car les modes B ne sont pas dominés
par la variance cosmique des modes scalaires.

Comme illustré sur la �gure 1.5, le spectre de puissance des modes tenseurs en polarisation
culmine pour des échelles correspondant à la taille de l'horizon au moment de la recombinaison
avant de décroître rapidement. On note également le pic à grande échelle dû à la réionisation.

Contraintes des paramètres cosmologiques

Pour �nir, discutons succinctement l'information cosmologique qui peut être obtenue par la
mesure du CMB. Une discussion qualitative détaillée et illustrée des contraintes imposées par le
spectre de puissance des �uctuations de température peut être trouvée dans Hu (2008).

En premier lieu, l'amplitude du plateau de Sachs-Wolfe est, comme nous l'avons noté, sensible à
l'amplitude des �uctuations primordiales. La position du premier pic dépend de la distance diamètre
angulaire de la surface de dernière di�usion. Cette distance varie en fonction de la courbure de
l'univers (liée au paramètre Ωk) et de l'histoire de l'expansion. Par ailleurs, les caractéristiques
des pics acoustiques suivants, notamment le rapport d'amplitude entre les pics pairs et impairs,
sont sensibles à la charge de baryons R (et donc à Ωb qui est ainsi très bien mesuré) et Ωm. La
décroissance du spectre à haut ` apporte également des contraintes sur ces paramètres ainsi que sur
l'indice spectral des �uctuations primordiales ns. Notons, néanmoins, qu'il existe une dégénérescence
entre ΩM , ΩΛ, Ωk et H0 (voir par exemple la �gure 1.3), in�uant tous sur la distance angulaire à
la surface de dernière di�usion. Cette dégénérescence ne peut être levée que par l'ajout de mesures
indépendantes complémentaires, telles que la mesure de l'évolution de la constante de Hubble par
les supernovae de type Ia.

En�n ajoutons que la meilleure contrainte sur la présence de �uctuations iso-courbures provient
de la mesure du spectre croisé TE et que la mesure des anisotropies secondaires est susceptible
d'apporter d'autres contraintes complémentaires. Nous discuterons des informations attendues de
la mesure des modes B à la section 1.3 traitant le mécanisme de l'in�ation.

1.2.4 Anisotropies secondaires

En plus de l'e�et Sachs-Wolfe intégré déjà mentionné, plusieurs phénomènes peuvent a�ecter les
photons du CMB sur leur trajet entre la surface de dernière di�usion et nous :
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� La réionisation de l'univers, caractérisée de la façon la plus simple par sa profondeur optique
τ .

� L'e�et Sunyaev-Zel'dovich (Sunyaev et Zeldovich, 1972), qui provient de la di�usion des pho-
tons du fond di�us cosmologique sur les électrons relativistes du gaz des amas de galaxies.
Cet e�et sera traité plus en détail en section 2.2.2. La distribution des amas de galaxies est
particulièrement sensible à la puissance des �uctuation de matière (paramétrée par σ8).

� L'e�et Vishniac (Ostriker et Vishniac, 1986; Vishniac, 1987), qui consiste en la regénération
d'anisotropies à petite échelle par les �uctuations de matière baryonique ionisée.

� L'e�et de lentille gravitationnelle faible par les structures à grande échelle (weak lensing en
anglais). Cet e�et est notamment responsable d'un mélange entre les modes de polarisation E
et B.

� L'e�et Sachs-Wolfe intégré (ISW), introduit auparavant, dû à la variation du potentiel gravi-
tationnel le long de la ligne de visée.

� Pour les structures en e�ondrement non-linéaire, l'ISW doit recevoir un traitement non-
linéaire, connu sous le nom d'e�et Rees-Sciama (Rees et Sciama, 1968).

L'e�et de lentille gravitationnelle et la réionisation, ont tous deux une in�uence importante sur
la détection des modes B du CMB, étudiée au chapitre 5. Nous en donnons donc quelques détails.

Réionisation À la �n de l'âge sombre, le contenu de notre univers est à nouveau ionisé par le
rayonnement des premiers objets formés (étoiles et quasars). Les contraintes actuelles suggèrent que
la réionisation est un processus étendu qui a débuté à un redshift z & 11 et n'a été complètement
achevé qu'autour de z ∼ 6. Néanmoins, le modèle le plus simple est celui d'une réionisation instan-
tanée de l'univers à un redshift donné zre. La réionisation est alors caractérisée complètement par
sa profondeur optique notée τ .

Une fois l'univers réionisé, et tant que la densité des électrons libres n'a pas été su�samment
diluée par l'expansion, les photons du CMB vont pouvoir subir une nouvelle di�usion Thomson.
Le premier e�et de cette nouvelle di�usion est d'atténuer l'amplitude des �uctuations à petites
échelles d'un facteur e−τre . Le rayonnement incident étant anistrope, la di�usion crée également
une anisotropie secondaire dans la polarisation à grande échelle. Le quadrupôle au moment de
la redi�usion est dominé par les modes véri�ant k(ηre − η∗) ∼ 2. La redi�usion d'un mode E
(respectivement B) génère ainsi un nouveau mode quadrupolaire ` = 2 de type E (respectivement
B) qui se propage jusqu'à notre époque et contribue aux anisotropies à ` ∼ 2(η0 − ηre)/(ηre − η∗).
La réionisation crée ainsi une bosse dans le spectre de puissance des modes E et B dont l'amplitude
est approximativement proportionnelle à τ et dont la position dépend de l'époque de la réionisation
ηre.

Cette caractéristique permet d'apporter des contraintes sur la réionisation à partir de l'observa-
tion de la polarisation du CMB. À l'heure actuelle, seule l'expérienceWMAP a permis d'observer le
pic de réionisation des modes E. Les contraintes placées sur la profondeur optique de la réionisation
sont τ = 0.087 ± 0.017 (Dunkley et al., 2009a). L'augmentation signi�cative de la puissance des
modes B primordiaux à grande échelle par la réionisation devrait également faciliter leur détection
(voir chapitre 5).

Weak lensing Les �uctuations de densité à grande échelle dans l'univers altèrent la direction de
propagation des photons du CMB entre la surface de dernière di�usion et l'observateur. Au premier
ordre, cet e�et peut être modélisé par une simple dé�ection du signal primordial suivant :

T (ξ) = T (ξ +∇φ(ξ)) (1.65)

(Q± iU)(ξ) = (Q± iU)(ξ +∇φ(ξ)) , (1.66)

où l'angle de dé�ection ∇φ est gouverné par la projection du potentiel gravitationnel :

φ(ξ) = −2

∫ z∗

0

Ψ(z,D(z)ξ)

(
D(z∗)−D(z)

D(z∗)d(z)

)
dz

H(z)
, (1.67)

avec D désignant la distance comobile et Ψ le potentiel gravitationnel.
Les structures à l'origine du potentiel n'étant pas particulièrement corrélées aux grandes échelles,

l'e�et du phénomène de lentille sur le CMB n'est sensible qu'aux petites échelles. Son action prin-
cipale peut être appréhendée intuitivement comme l'ajout d'un �ou de bougé sur le motif original,
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qui a pour e�et de mélanger les modes de �uctuations. Le spectre de puissance des �uctuations se
trouve ainsi lissé (les pics acoustiques sont atténués) aux petites échelles.

Le signal de polarisation présentant des pics acoustiques plus prononcés que le signal de tem-
pérature, est plus sensible à l'e�et du lensing. Un autre e�et notable sur le motif de polarisation
du CMB, est que bien que le lensing conserve localement Q et U , il provoque un mélange entre les
modes de polarisation E et B, car la transformation de (Q,U) en (E,B) n'est pas une opération
locale. Comme nous l'avons présenté précédemment, seul les modes de �uctuations de type tenseur
sont susceptibles d'induire un motif de polarisation B dans les �uctuations primordiales. Ces derniers
pouvant être arbitrairement faibles, le transfert de puissance des modes E vers les modes B par le
lensing dominera probablement les modes B primordiaux.

En�n signalons que le lensing peut également être une source importante d'information cos-
mologique (voir par exemple Stompor et Efstathiou 1999). Il est en e�et possible de reconstruire en
partie le potentiel gravitationnel projeté φ, notamment à partir de l'observation de la polarisation
du CMB (Knox et Song, 2002; Seljak et Hirata, 2004). Son spectre du puissance Cφφ` est sensible,
en particulier, au paramètre de courbure ΩK , à la masse des neutrinos et à l'équation d'état de
l'énergie noire, aidant en particulier à lever la dégénérescence sur la distance angulaire de la surface
de dernière di�usion.

1.3 L'in�ation

1.3.1 Motivations

Le modèle de Big-Bang décrit dans les deux sections précédentes permet de rendre compte
correctement d'un grand nombre d'observations. Néanmoins, quelques points ne trouvent pas d'-
explication satisfaisante dans ce cadre. Entre autres, l'uniformité de la température du fond di�us
cosmologique observée sur l'ensemble du ciel suggère l'existence d'un processus causal qui ne peut
pas avoir pris place si l'on suppose que l'expansion de l'univers est uniformément décélérée. En e�et,
pour expliquer la corrélation des �uctuations aux grandes échelles par un processus causal, il est
nécessaire que celles-ci soient comprises à l'intérieur du rayon de Hubble à une époque antérieure
de l'histoire de l'univers. Il faut donc supposer l'existence d'une phase où les échelles physiques
croissent plus rapidement que le rayon de Hubble, ce qui se traduit par la condition :

− d

dt

( a

H−1

)
< 0 ,

et conduit simplement à :
ä > 0.

Les échelles, précédemment incluses dans le volume de Hubble, en sortent durant l'in�ation puis
rentrent à nouveau dans ce volume pendant les périodes de domination du rayonnement et de
la matière. On caractérise la dilatation du facteur d'échelle pendant la période d'in�ation par le
nombre de e-fold Ne = ln aend

a . L'ampleur de la dilatation nécessaire pour expliquer l'homogénéité
du CMB dépend quelque peu du modèle d'in�ation considéré, néanmoins on estime généralement
que le problème de causalité est résolu pour un nombre de e-fold avoisinant 60.

Il est remarquable que le postulat d'une période d'expansion accélérée au début de l'histoire
de l'univers (Starobinski�i, 1979) o�re également un cadre pour expliquer les autres problèmes de
l'univers de Friedmann, comme l'absence de relique et la platitude de l'univers (Linde, 1982; Guth,
1981; Albrecht et Steinhardt, 1982). Par ailleurs, elle propose un mécanisme simple pour la généra-
tion des �uctuations primordiales et prédit l'existence de pics acoustiques. Dans ce qui suit, nous
présentons brièvement le modèle d'in�ation le plus simple, celui d'un champ unique dans l'approx-
imation de roulement lent (slow-roll en anglais), puis esquissons le principe de la génération des
�uctuations primordiales lors de l'in�ation et rappelons les principales prédictions de ce type de
modèle.

1.3.2 Approximation de roulement lent

Pour notre discussion, on ne considère pas la contribution de la constante cosmologique, ce qui
se justi�e puisqu'elle est négligeable aux premiers instants de l'univers (voir section 1.1.2), ni du
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terme de courbure que l'on peut supposer rapidement dilué au début de l'in�ation. Lorsque l'on
réécrit les équations de Friedmann ainsi simpli�ées, on obtient :

H2 =
1

3M2
pl

ρ (1.68)(
ä

a

)
= − 1

6M2
pl

(ρ+ 3p) , (1.69)

où l'on a introduit la masse de Planck :Mpl = (8πG)−1/2.
La seconde équation fait apparaître clairement que la condition nécessaire à l'accélération de

l'expansion (ä > 0) est (p + 3ρ) < 0, qui ne peut être obtenue ni par la matière ordinaire (p = 0)
ni par le rayonnement (p = ρ/3). La constante cosmologique reproduit ce type de comportement,
mais on a vu que son in�uence au début de l'histoire de l'univers était négligeable (étant donné
son niveau actuel). Les modèles d'in�ation doivent donc recourir à d'autres types de matière pour
expliquer l'in�ation. Ceci est généralement obtenu par une démarche phénoménologique : introduire
un champ scalaire, dont l'origine pourrait être trouvée dans des extensions du modèle standard en
théorie des cordes ou dans les théories de grande uni�cation (GUT), et ajuster ses propriétés pour
qu'il provoque la période d'in�ation. Le tenseur énergie-impulsion d'un champ scalaire canonique φ
décrit par un potentiel V (φ) s'écrit :

Tµν = ∂µφ∂νφ− δµν
[(

1

2

)
(∂λφ∂

λφ)− V (φ)

]
.

Dans un univers de Friedmann homogène et isotrope, le champ scalaire ne dépend que du temps.
Son tenseur énergie-impulsion est alors diagonal et donne la densité d'énergie ρ et la pression p :

ρ = T 0
0 = φ̇2/2 + V (φ) , (1.70)

p δij = −T ij = [φ̇2/2− V (φ)] δij . (1.71)

L'équation de mouvement de φ dans l'univers de Friedmann s'écrit donc :

φ̈+ 3Hφ̇+ V,φ = 0 , (1.72)

où l'on note V,φ = dV/dφ.
Des expressions (1.70) et (1.71), on déduit que la condition pour que l'expansion soit accélérée

se traduit pour le champ scalaire par :

V (φ) > φ̇2 , (1.73)

autrement dit, l'in�ation a lieu si l'énergie potentielle du champ domine son énergie cinétique.
Si l'on connaissait l'histoire de l'expansion a(t) pendant l'in�ation, on pourrait, en combinant les
équations de Friedmann, reconstruire le champ φ(t) et le potentiel V (t) lui donnant naissance. Il
est ainsi possible d'écrire des potentiels donnant lieu à di�érents taux d'expansion, tels les modèles
d'in�ation exponentielle, en loi de puissance (a(t) ∝ tq avec q > 1 voir Lucchin et Matarrese 1985),
ou intermédiaire (Barrow et Saich, 1990).

De manière générale, l'approximation de roulement lent permet d'obtenir divers résultats analy-
tiques, notamment sur le spectre des �uctuations, présentés à la section suivante. Elle repose sur la
supposition, d'une part, que le champ descend (�roule�) lentement le long de son potentiel :

φ̇2 � V (φ) , (1.74)

ce qui garanti l'in�ation, et d'autre part que cette situation évolue lentement :∣∣∣φ̈∣∣∣� 3Hφ̇ , (1.75)

de manière à maintenir l'in�ation su�samment longtemps pour obtenir une dilatation du paramètre
d'échelle approchant 60 e-folds. Ces conditions sont généralement résumées en imposant la petitesse
de paramètres sans dimension appelés paramètres de roulement lent :

ε
H

= − Ḣ

H2
, et η

H
= −

(
φ̈

Hφ̇

)
= ε

H
−
(

˙ε
H

2Hε
H

)
. (1.76)



1.3. L'INFLATION 25

1.3.3 In�ation et origine des �uctuations

Nous avons, jusqu'à présent, présenté l'utilisation d'un champ scalaire pour résoudre les prob-
lèmes liés au modèle de Friedmann pour l'univers non perturbé. Il est remarquable que cette dé-
marche o�re également un cadre pour expliquer l'origine des �uctuations étudiées en section 1.2.
Nous ne dressons ici qu'un schéma approximatif du mécanisme proposé et rappelons les principaux
résultats analytiques qui peuvent être dérivés dans le cadre de l'approximation de roulement lent.
Pour une présentation détaillée de l'in�ation, voir par exemple Linde (2005); Liddle et Lyth (2000)
ou parmi les nombreuses revues et introductions Bassett et al. (2006); Sriramkumar (2009).

Pendant l'in�ation, des �uctuations quantiques sont générées à l'intérieur du volume de Hubble
puis étirées par l'expansion accélérée aux échelles supérieures au rayon de Hubble. Elles deviennent
ainsi des perturbations classiques qui entrent à nouveau dans le volume de Hubble pendant les
phases de domination du rayonnement et de la matière. En reliant les perturbations classiques aux
perturbations quantiques, l'in�ation permet de prédire le spectre des �uctuations primordiales de
type scalaire PS(k) et tenseur PT (k) à partir des caractéristiques du champ scalaire. De manière
courante, ces deux spectres sont dé�nis comme :

PS(k) =

(
k3

2π2

)
E
(
R2
k

)
, (1.77)

PT (k) = 2

(
k3

2π2

)
E
(
h2
k

)
, (1.78)

où R est la perturbation de courbure introduite précédemment (voir sec. 1.2.2) et h est l'amplitude
des ondes gravitationnelles. On les exprime sous la forme paramétrique :

PS(k) = As

(
k

k?

)ns−1+1/2αs(k?) ln(k/k?)

, (1.79)

PT (k) = At

(
k

k?

)nt
, (1.80)

où As et At sont nommées amplitudes des modes scalaires et tenseurs respectivement, ns et nt
indices spectraux et αs est couramment nommé le �running� de l'indice spectral scalaire. On note
la di�érence de convention dans la dé�nition des deux indices spectraux.

Considérons les �uctuations du champ scalaire φ représenté comme un champ homogène φ̄(t)
a�ecté de petites �uctuations δφ(t,x) :

φ(t,x) = φ̄(t) + δφ(t,x). (1.81)

L'équation de mouvement des �uctuations δφ est celle d'un oscillateur harmonique dont la masse
dépend du temps. La quanti�cation de ces �uctuations implique qu'elles ont une variance non nulle.
Leur spectre s'écrit :

Pδφ(k) =

(
H

2π

)2

. (1.82)

Ces �uctuations induisent une courbure des hypersurfaces comobiles R = −Hδφ/ ˙̄φ. La quantité
R est conservée entre la sortie des �uctuations du volume de Hubble et leur rentrée pendant les
phases de domination du rayonnement et de la matière, et permet ainsi de lier les �uctuations du
champ scalaire aux �uctuations primordiales. On obtient donc :

PS(k) =

(
H2

2πφ̇

)2

|k=aH . (1.83)

De même, les deux modes de polarisation des ondes gravitationnelles satisfont la même équation
de mouvement qu'un champ sans masse pendant l'in�ation. Leur spectre s'écrit :

PT (k) =
8

M2
pl

(
H

2π

)2

|k=aH . (1.84)
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Dans la limite de l'approximation de roulement lent, on peut relier ces deux grandeurs à la forme
du potentiel V (Liddle et Lyth, 2000) :

Ps(k) =
V

24π2M4
plεH
|k=aH , ns − 1 = 2η

H
− 4ε

H
, (1.85)

Ps(k) =
2V

3π2M4
plεV
|k=aH , nt = 2ε

H
. (1.86)

On dé�nit également le rapport tenseur sur scalaire r = PT (k?)/PS(k?), 3 qui est une quantité
mesurable avec la polarisation du CMB. Dans ce cadre, il vaut :

r = 16ε
H

(= −8nt) , (1.87)

la dernière égalité étant connue sous le nom de relation de consistance.

1.3.4 Remarques

On peut considérer qu'en tant qu'approche phénomènologique, l'in�ation est un succès. Elle
permet de résoudre les principaux problèmes liés aux modèles de Big-Bang et e�ectue des prédictions
qui, comme on le verra en conclusion de ce chapitre, sont compatibles avec les observations actuelles.
En particulier, d'après les modèles d'in�ation les plus simples :

� les �uctuations ont une distribution approximativement gaussienne,
� le spectre de puissance des �uctuations primordiales devrait être pratiquement plat,
� les �uctuations primordiales devraient être majoritairement adiabatiques,
� il existe une corrélation des �uctuations aux échelles supérieures au rayon de Hubble.

Une dernière prédiction, dont la véri�cation constituerait une con�rmation importante de l'hy-
pothèse in�ationnaire est l'existence d'un fond d'ondes gravitationnelles.

D'un point de vue théorique en revanche, une grande variété de modèles d'in�ation coexistent
et, en dépit d'importants e�orts en ce sens, un modèle soutenu par des considérations de physique
des hautes énergies qui soit compatible avec les observations reste à construire.

L'enjeu lié à l'observation du CMB et de sa polarisation est donc particulièrement important,
car il permet de contraindre la forme du potentiel in�ationnaire. Les observables pour le CMB sont
As et r qui contraignent V et V,φ, puis ns, αs qui contraignent les ordres de dérivation supérieurs.

1.4 Perspectives

1.4.1 Contexte

Comme mentionné dès l'introduction, les données actuelles présentent un bon accord avec le
modèle Λ-cdm, parfois appelé modèle de concordance ou modèle standard de la cosmologie, qui
utilise un jeu minimal de 6 paramètres pour représenter les observations. Les 4 premiers (Ωb, Ωm, h,
τ) décrivent l'évolution de l'univers de Friedmann �moyen�, supposé plat (Ωk = 0). Les deux derniers
(As et ns) caractérisent le spectre des �uctuations scalaires primordiales, supposées gaussiennes et
adiabatiques. Les meilleures contraintes actuelles sur ces six paramètres sont rappelées table 1.1.
Ces contraintes sont obtenues en combinant les données recueillies pendant les 5 premières années
d'observation de la sonde WMAP (Komatsu et al., 2009) avec les mesures des oscillations de la
matière baryonique (Percival et al., 2007), et le diagramme de Hubble des supernovae (Kowalski
et al., 2008).

Au-delà de ce schéma simple, on peut également tenter de contraindre quelques paramètres
supplémentaires tels que l'écart à la platitude de l'univers Ωk, l'équation d'état de l'énergie noire w,
la non-gaussianité des �uctuations (paramétrée par fNL), l'existence de �uctuations iso-courbures
(paramétrée par S), ou le rapport tenseur-scalaire r. Les contraintes actuelles sur ces paramètres,
résumées dans la seconde partie de la table 1.1, sont pour l'instant toutes compatibles avec le modèle
de concordance.

3. Dans la suite du manuscrit, nous utiliserons cette dé�nition, suivie par le logiciel CAMB, pour k? = 0.002Mpc−1.
Voir Peiris et al. (2003) pour une discussion des di�érentes dé�nitions du rapport tenseur sur scalaire.
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Table 1.1 � Haut : Paramètres du modèle de concordance ainsi que leur meilleur mesure à ce jour
(Komatsu et al., 2009). Bas : contraintes actuelles sur les paramètres au-delà du modèle standard.

Paramètre WMAP + SN + BAO
Ωb 0.0456± 0.0015
Ωm 0.228± 0.013
τ 0.084± 0.016
h 0.705± 0.013
As (2.445± 0.096)10−9

ns 0.960± 0.013

Paramètre Contraintes actuelles
Ωk |Ωk| < 10−2

αs −0.028± 0.020
r r < 0.22
fNL −151 < fNL < 253
S limites supérieure
w −0.14 < 1 + w < 0.12

Les enjeux scienti�ques poursuivis par les expériences à venir sont nombreux. Au delà du test du
modèle standard, on retiendra par exemple la contrainte de l'équation d'état de l'énergie noire, de la
masse des neutrinos, et de la formation des structures via la détection et la mesure des anisotropies
secondaires du CMB. L'enjeu actuel majeur est toutefois la détection des modes B primordiaux
dans la polarisation du CMB, qui constituerait une preuve directe de l'existence d'un fond d'ondes
gravitationnelles tel que prédit par l'in�ation. Une mesure du rapport tenseur sur scalaire permettrait
de plus de contraindre l'échelle d'énergie de l'in�ation.

L'expérience Planck va fournir dans les prochaines années une mesure des �uctuations en
température et polarisation sur la totalité du ciel et dans une large gamme de fréquences (30 −
857 GHz). La qualité de ces données, en terme de sensibilité et de résolution, devrait permettre de
contraindre les paramètres cosmologiques fondamentaux à une précision de l'ordre du pour cent.
Ces données seront complétées par une large variété d'expériences au sol ou ballon, dédiées à la
mesure des �uctuations à très petite échelle comme par exemple SPT (Ruhl et al., 2004) et ACT
(Fowler et al., 2007), où à la mesure de la polarisation comme par exemple QUIET (Samtleben et la
collaboration QUIET, 2008), POLARBEAR (Lee et al., 2008), EBEX (Sagiv et al., 2009), SPIDER
(Crill et al., 2008). La sensibilité de ces derniers instruments devrait permettre de mesurer ou de
contraindre r . 0.01, si la contamination des avant-plans peut être soustraite de façon satisfaisante.
Une revue récente des di�érentes expériences en cours ou programmées peut être trouvée dans
Barreiro (2009). À plus long terme, des études pour une mission spatiale supplémentaire sont en
cours (par exemple CMBPOL Bock et al. 2009), visant à atteindre r ∼ 0.001.

1.4.2 Conclusion

Revenons, pour conclure, brièvement sur les motivations de ce travail de thèse esquissées en in-
troduction. Au-delà du dé� expérimental que constitue la mesure d'e�ets toujours plus �ns dans les
données CMB, un problème majeur pour tous les objectifs scienti�ques cités précédemment est la
contamination du signal par des émissions astrophysiques. Une grande variété de processus, dont la
description fait l'objet du chapitre suivant, sont susceptibles de produire une émission (éventuelle-
ment polarisée) dans le domaine de fréquence 30-300 GHz, privilégié pour l'observation du CMB.

On pourrait regrouper les objectifs majeurs de l'analyse des futures données CMB en quatre
grandes catégories : l'amélioration de la mesure des spectres de puissance TT , TE et EE notamment
à petite échelle, la recherche de non-gaussianité, la détection et la mesure des anisotropies secondaires
(e�et SZ, lensing), et la mesure des modes de polarisation B.

Le premier e�et des avant-plans sur une mission à large couverture spatiale comme Planck
est de faire varier fortement les conditions de signal sur bruit sur le ciel et de rendre inutilisable
une partie du signal. D'autre part, dans le contexte expérimental actuel une partie importante des
mesures sera e�ectuée par des expériences sol ou ballon béné�ciant d'une couverture spatial limitée.
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Une partie de notre travail a porté sur la mise en ÷uvre d'une méthode adaptée à l'estimation
spectrale dans des conditions inhomogènes, décrite au chapitre 4.

Le problème posé par les avant-plans est, par ailleurs, particulièrement crucial pour la détection
des modes B. Ces �uctuations, potentiellement d'un niveau très faible, seront en e�et complète-
ment dominées par l'émission d'avant-plan, et leur détection dépend de notre capacité à séparer la
contribution de l'émission parasite avec le niveau de précision requis. La qualité de la séparation
dépendant par ailleurs de la couverture spectrale de l'instrument, ce dernier paramètre in�ue forte-
ment sur la conception des expériences futures. Dans le cadre de l'étude de mission CMBPOL, nous
avons travaillé sur la possibilité d'utiliser une méthode de séparation de composantes aveugle pour
étudier cette question en mettant à pro�t le travail de modélisation présenté au chapitre 3. Cette
étude est présentée au chapitre 5.

En�n, la principale source de nuisance à petite échelle pour les objectifs impliquant la mesure des
spectres à grand `, la détection des amas par e�et SZ ou l'étude du lensing, provient de l'émission
des sources ponctuelles. Nous présentons au chapitre 6 une méthode pour traiter cette émission qui
à été appliquée aux données WMAP et est utilisée dans la communauté Planck pour préparer
le traitement des données. Nous avons également montré un impact important du traitement des
sources ponctuelles sur la séparation des composantes di�uses.
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Bien que largement dominant, le rayonnement du fond di�us cosmologique n'est pas la seule
source de photons observables dans le domaine de fréquence entre 10 GHz et 300 GHz. De nombreux
processus, d'origine cosmologique ou astrophysique, viennent se superposer à l'émission du fond et
gênent son l'observation de ses �uctuations. Sur la �gure 2.1, qui présente une image en coordonnées
galactiques de l'émission du ciel autour de 61 GHz obtenue par le satellite WMAP, la structure la
plus visible forme une barre dans le plan équatorial. Dans cette zone, la ligne de visée traverse notre
galaxie, la voie lactée, par la tranche, et l'émission du milieu interstellaire (ISM pour interstellar
medium en anglais) domine les �uctuations. Bien que moins visible, la contribution galactique reste
non négligeable à haute latitude galactique. Sur l'ensemble du ciel, sans direction privilégiée, se
répartissent également diverses contributions d'origine extragalactique.

La structure galactique, très marquée à grande échelle, gêne considérablement l'estimation des
premiers multipôles du fond di�us cosmologique. Elle contient également des structures plus petites
(nuages de poussière, appelés cirrus, et régions compactes d'émission spéci�que, tels les nuages
moléculaires, les restes de supernova ...) qui constituent une contamination signi�cative jusqu'à des
échelles angulaires relativement petites (de l'ordre de la dizaine de minutes d'arc). Les structures
extragalactiques, en revanche, en raison de leur éloignement, ont des tailles angulaires faibles par
rapport à la résolution des instruments CMB et leur contamination apparaît signi�cative aux petites
échelles essentiellement.

Ce chapitre souhaite o�rir une vue d'ensemble des principaux processus qui interfèrent avec
la mesure du fond di�us cosmologique. Dans un premier temps, nous décrivons les constituants
du milieu interstellaire à l'origine des principaux mécanismes d'émission d'origine galactique : le
rayonnement synchrotron, le rayonnement de freinage et les processus d'émission par les grains de
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Figure 2.1 � Émission du ciel à 61 GHz mesurée par l'expérience WMAP (Hinshaw et al., 2007).

poussière interstellaire. Nous proposons ensuite une revue succincte des contaminations extragalac-
tiques. En�n, nous discutons leurs domaines d'émission respectifs.

2.1 Émission d'origine galactique

Une galaxie est un système auto-gravitant dont les constituants les plus visibles sont les étoiles. Le
milieu séparant les étoiles, dit milieu interstellaire, est constitué d'un mélange de gaz et de poussières.
En�n, une composante signi�cative de la masse gravitationnelle mesurée de la galaxie n'a pas de
contrepartie observée (la matière noire est un candidat possible pour expliquer cette masse). C'est le
milieu interstellaire qui nous intéresse ici car il est le siège des processus d'émission dans le domaine
millimétrique. La matière du milieu interstellaire interagit avec le champ magnétique galactique
et divers champs de rayonnements, notamment l'émission stellaire, ainsi qu'avec des particules de
hautes énergies improprement appelées rayonnement cosmique.

2.1.1 Le milieu interstellaire

Le milieu interstellaire représente environ 10% de la masse de notre galaxie, et est composé (en
masse) de 70% d'hydrogène, de 28% d'hélium et de 2% d'atomes plus lourds, souvent dénommés
�métaux�. Cette matière est présente essentiellement sous forme de gaz. Une partie (des métaux
pour l'essentiel) se trouve également sous forme de grains, mélangés au gaz, et représente 1% de la
masse du milieu interstellaire. Malgré leur faible contribution à la masse, ces grains (ou poussières)
jouent plusieurs rôles majeurs. Pour le sujet qui nous intéresse, ils sont notamment responsables
de l'essentiel de l'émission infrarouge et submillimétrique dans le milieu interstellaire. Dans cette
section, nous présentons ces deux constituants en insistant plus particulièrement sur les grains. Nous
ajoutons à cette présentation un rappel succinct concernant deux autres constituants de grande im-
portance pour comprendre l'émission galactique : le champ magnétique galactique et le rayonnement
cosmique. Les détails des processus d'émission impliquant ces diverses composantes seront donnés
dans les sections suivantes.

Le gaz

Les conditions de température et de densité du milieu interstellaire varient grandement au sein
de la galaxie. Une description simple et courante consiste à distinguer les régions suivant l'état du
constituant majoritaire, le gaz. Par simplicité, nous limitons notre exposé à la distinction des phases
neutres et ionisées du milieu interstellaire (McKee et Ostriker, 1977). Les caractéristiques principales
des di�érentes régions sont reprises dans la table 2.1.

� Le gaz neutre constitue l'essentiel du milieu interstellaire. Il se distribue dans la galaxie de
manière relativement homogène sous la forme d'une composante chaude et peu dense (WNM
en anglais pour Warm Neutral Medium). Des régions plus condensées et plus froides se ré-
partissent sous forme de nuages interconnectés (région HI) et constituent le milieu neutre et
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Table 2.1 � Caractéristiques des di�érentes phases idéalisées du milieu interstellaire (adapté de
Draine et Lazarian 1998).
Phase T [K] Td [K] nH cm−3 χH = n(H+)/n(H) Observations
CNM ∼ 100 ∼ 20 ∼ 30 10−3 dans la raie HI (en absorption)
WNM ∼ 6000 ∼ 20 ∼ 0.4 0.1 dans la raie HI (en émission)
WIM ∼ 8000 ∼ 20 ∼ 0.1 0.99 dans la raie Hα

MC ∼ 20 ∼ 20 ∼ 104 0 dans la raie du CO (115 GHz)

Figure 2.2 � Carte de l'émission HI (Kalberla et al., 2005).

Figure 2.3 � Carte de l'émission Hα (Finkbeiner, 2003).
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froid (CNM). La distribution du gaz atomique est bien représentée par l'observation de la raie
d'émission (ou d'absorption pour le milieu froid) de l'atome d'hydrogène à 21 cm. La �gure
2.2 présente un relevé composite de l'émission HI dans la galaxie (Kalberla et al., 2005). Les
régions encore plus denses forment des nuages moléculaires (H2, CO) de quelques dizaines de
parsecs où le rayonnement stellaire ne pénètre pas. Ces nuages abritent les régions de formation
d'étoiles.

� Le gaz peut être ionisé par le rayonnement ultraviolet des étoiles massives et forme des régions
dites HII. Ces régions alimentent également un milieu ionisé plus di�us (WIM pour warm
insterstellar medium). Le gaz ionisé est brillant dans la raie H-alpha émise dans la cascade de
recombinaison de l'atome d'hydrogène. Dans le domaine de longueur d'onde qui nous intéresse,
ces régions émettent également un continuum par rayonnement de freinage (voir paragraphe
2.1.3). La �gure 2.3 présente une carte composite de l'émission dans la raie Hα établie par
Finkbeiner (2003). Un milieu ionisé encore plus di�us et chaud (HIM) s'étend également bien
au-delà du plan galactique et est à l'origine d'une émission UV et X.

La poussière

Les supernovae enrichissent le milieu interstellaire d'éléments plus lourds qui permettent la for-
mation de grains de poussière. Ces grains sont responsables de l'extinction de la lumière stellaire
visible et ultra-violette qu'ils absorbent. Ainsi chau�és, ils ré-émettent leur énergie dans l'infrarouge.
La majorité du rayonnement infrarouge d'une galaxie provient ainsi de la lumière émise par les grains.

Les premières caractérisations des poussières interstellaires ont été obtenues par la mesure du
spectre d'extinction de la lumière stellaire. Les tentatives de modélisation du spectre en extinction
et en émission de la poussière ont fait apparaître la nécessité de recourir à une grande variété de
grains, tant en terme de taille que de composition. Les modèles font généralement appel à trois type
de grains (voir par exemple Désert et al. (1990); Draine et Li (2007)) :

� Les gros grains (BG) (> 15nm). Ces grains sont d'une taille su�sante pour rester à l'équilibre
avec le champ de rayonnement. Leur loi d'émission peut-être ainsi approchée par celle d'un
corps gris dont l'émissivité dépend toutefois de nombreux facteurs (longueur d'onde, taille,
composition, température ...).

� Les petits grains hors équilibre thermique (VSG pour very small grains). Ces grains sont chauf-
fés de manière transitoire par l'absorption de photons ultra-violets et émettent ainsi signi�ca-
tivement à des longueurs d'ondes faibles par rapport à ce que permettrait leur température
moyenne.

� Les PAH (de l'anglais Polycyclic Aromatic Hydrocarbons ou molécules polycycliques aroma-
tiques hydrogénées). Ce sont de grosses molécules composées de cycles aromatiques (C6). On
observe les bandes des modes de vibration caractéristiques des produits aromatiques qui se
situent dans l'infrarouge moyen (longueurs d'onde plus courtes que celles où le fond di�us
cosmologique est observé). On pense que ces molécules sont aussi responsables de l'émission
anormale dans le domaine radio, observée pour la première fois par l'instrument COBE-DMR
(Kogut et al., 1996).

L'observation de l'extinction de la lumière a aussi permis de mettre en évidence l'existence d'un
alignement partiel des grains ayant pour e�et la polarisation de la lumière transmise (Serkowski
et al., 1975).

Le rayonnement cosmique

La galaxie est également baignée d'un �ux de particules de haute énergie (essentiellement des
protons ou des noyaux d'atomes légers). L'origine des rayons de très hautes énergies (> 10 GeV) qui
ne sont pas con�nés par le champ magnétique galactique reste hypothétique. Nous nous intéressons
ici à une petite composante du rayonnement cosmique (environ 1% du �ux des protons à 10 GeV)
constituée par les électrons ultra-relativistes. Ces électrons interagissent avec le champ magnétique
et perdent de leur énergie par émission synchrotron (c.f. 2.1.2). Dans l'environnement solaire, leur
spectre peut être représenté par une loi de puissance (Longair, 1992) :

I(E) = 700

(
E

GeV/nucleon

)−3.3

m−2s−1sr−1(GeV/nucleon)−1 . (2.1)
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Figure 2.4 � Structure de champ magnétique de type BSS (Sofue et al., 1986).

Ce spectre est plus raide que celui mesuré pour les protons et est révélateur de la déperdition
d'énergie par rayonnement synchrotron. L'hypothèse d'une accélération de ces électrons dans les
ondes de choc des supernovae est privilégiée pour expliquer leur origine.

Le champ magnétique galactique

L'existence d'un champ magnétique galactique d'environ 5µG est bien établie et se manifeste de
plusieurs manières. L'e�et le plus marquant pour notre sujet d'étude est la production de rayon-
nement synchrotron. Il est également possible d'observer la rotation Faraday des ondes électromag-
nétiques en provenance des pulsars (Han et al., 2006), ainsi que la levée, dans les raies d'émission
de certains nuages, de la dégénérescence des niveaux de moment angulaire par e�et Zeeman (Myers
et al., 1995). En�n le champ magnétique intervient dans l'alignement partiel des grains de poussière
(Lazarian, 2007).

Les mesures de la rotation Faraday des pulsars indiquent que la structure à grande échelle
du champ magnétique de notre galaxie est compatible avec un modèle en spirale bisymétrique
(BSS) (Sofue et al., 1986; Han et al., 2006), c'est�à�dire dont la structure est semblable à celle
présentée sur la �gure 2.4. En plus de cette composante, notée Bu, uniforme aux petites échelles,
le champ magnétique a une composante turbulente, notée Bt. On peut raisonnablement supposer
l'équipartition de l'énergie entre ces deux composantes de telle sorte que l'on a Bu ' Bt ∼ 3µG.

Nous utiliserons une modélisation semblable du champ galactique dans la mise en place de
simulations de l'émission du ciel au chapitre 3.

2.1.2 L'émission synchrotron

Le rayonnement cosmique électronique spiralant dans le champ magnétique galactique produit
une émission synchrotron hautement polarisée (Rybicki et Lightman 1979). Ce rayonnement est une
importante source de contamination du fond di�us aux basses fréquences (. 80GHz), comme illustré
sur la �gure 2.9. Dans l'intervalle de fréquence d'intérêt pour l'observation du CMB, des mesures
de l'émission synchrotron ont été réalisées, à la fois en température et en polarisation, par l'équipe
WMAP (Page et al., 2007; Gold et al., 2009). L'intensité du rayonnement synchrotron dépend de
la densité des rayons cosmiques ne, ainsi que de l'intensité du champ magnétique perpendiculaire à
la ligne de visée. Sa dépendance en fréquence et sa fraction de polarisation intrinsèque fs dépendent
de la distribution d'énergie du rayonnement cosmique.
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La loi d'émission du synchrotron

Pour une densité électronique qui suit une loi de puissance d'indice p, ne(E) ∝ E−p, la dépen-
dance en fréquence de l'émission synchrotron suit également une loi de puissance d'indice βs =
−(p+ 3)/2 :

S(ν) = S(ν0)(ν/ν0)βs (2.2)

où l'indice spectral, βs, est égal à −3 pour une valeur typique de p = 3.
L'indice spectral du synchrotron dépend avant tout des propriétés des rayons cosmiques. Il varie

donc suivant la direction selon laquelle on observe le ciel, et éventuellement suivant la fréquence
d'observation. Une revue de la propagation et des processus d'interaction des rayons cosmiques
dans la galaxie est disponible dans Strong et al. (2007).

Ceci a pour conséquence une diminution de la cohérence de l'émission synchrotron vue par une
expérience d'observation multi-fréquences. Autrement dit, la corrélation entre l'émission synchrotron
vue par les di�érents capteurs est inférieure à 1.

L'émission synchrotron a pu être observée à plusieurs fréquences, et des cartes de son indice
spectral (qui renseignent sur la population des électrons cosmiques) ont été établies. Il reste cepen-
dant des incertitudes non négligeables sur les variations de l'indice spectral du synchrotron sur le
ciel. De même, son évolution aux fréquences les plus élevées est peu contrainte par les observations.

La polarisation du synchrotron

Si la densité d'électrons est distribuée en loi de puissance d'indice p, la fraction de polarisation
du synchrotron s'écrit :

fs = 3(p+ 1)/(3p+ 7) . (2.3)

Pour p = 3, on a fs = 0.75, et cette valeur varie peu pour de petites variations de p. La fraction de
polarisation intrinsèque du synchrotron est donc approximativement constante sur le ciel. Cepen-
dant, un e�et géométrique de dépolarisation de l'émission est induit par les variations de l'angle de
polarisation sur la ligne de visée. En e�et, la superposition d'émissions de directions de polarisation
incohérentes conduit à l'annulation partielle de la polarisation. Nous reviendrons sur un exemple de
calcul e�ectif de ce facteur de dépolarisation au chapitre 3. Intuitivement, on conçoit que la dépo-
larisation sera plus importante pour des épaisseurs optiques élevées. Les mesures actuelles montrent
une variation de la polarisation observée d'environ 10% près du plan galactique, et de 30 % aux
latitudes galactiques intermédiaires et jusqu'à 50% aux pôles.

Observations du rayonnement synchrotron

L'émission synchrotron a été observée à de multiples longueurs d'onde, mais les relevés béné�-
ciant d'une couverture du ciel complète permettant leur exploitation pour la science du fond di�us
cosmologique sont rares. Une carte de référence de l'intensité du rayonnement synchrotron à 408 MHz
a été obtenue par Haslam et al. (1982) (voir �gure 2.5).

Combinant cette carte avec les mesures réalisées à 1.4 GHz (Reich et Reich, 1986) et 2.3 GHz
(Jonas et al., 1998), Giardino et al. (2002) et Platania et al. (2003) ont dérivé des cartes de l'indice
spectral du synchrotron couvrant une grande partie du ciel. La même procédure a été appliquée
à partir des observations de WMAP (Bennett et al., 2003b) pour obtenir l'indice spectral entre
408 MHz et 23 GHz. La comparaison des cartes d'indices spectraux entre 2 GHz et 23 GHz montre
une accentuation de l'indice spectral vers βs = −3 autour de 20 GHz. Elle fait également apparaître
un fort aplatissement de l'indice dans le plan galactique.

Ce dernier phénomène a tout d'abord été interprété comme étant le résultat d'une distribution
plus énergétique des rayons cosmiques dans les régions de formation d'étoiles. En tenant compte
de la présence potentielle, à 23 GHz, d'une émission anormale corrélée à la densité de colonne de
la poussière, Miville-Deschênes et al. (2008) ont toutefois obtenu des mesures de l'indice spectral
plus en accord avec les observations basses fréquences. La carte d'indice spectral ainsi obtenue, est
compatible avec βs = −3± 0.06.
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Figure 2.5 � Carte de l'émission synchrotron à 408 MHz (Haslam et al., 1982).

2.1.3 Le rayonnement de freinage

Le gaz ionisé est le siège d'un rayonnement continu important à toutes les longueurs d'ondes.
Nous nous intéressons ici à l'émission libre-libre (free-free en anglais) qui provient du freinage des
électrons libres dans le champ électrique des ions (sans recombinaison).

L'émission libre-libre n'est pas polarisée intrinsèquement (même si, en principe, un faible niveau
de polarisation par e�et Compton pourrait exister aux frontières des régions ionisées).

Loi d'émission du rayonnement de freinage

Dans un plasma de densité électronique ne, où la distribution de vitesse des électrons est
maxwellienne (thermique) et caractérisée par la température Te, l'émissivité (énergie émise dans
tout l'espace par unité de volume et de fréquence) à la fréquence ν a pour expression (Oster, 1961) :

εffν = 6.82× 10−38Z2nenionT
−1/2
e e−hν/kT g� ergs−1cm−3Hz−1 (2.4)

où Z est la charge des ions de densité nion (en pratique Z ' 1 et nion ' ne), et g� est le facteur de
Gaunt, prenant en compte de façon quantique l'intégration sur les valeurs possibles du paramètre
d'impact. On peut ensuite calculer l'épaisseur optique de l'émission. Dans le cas radio (régime
Rayleigh-Jeans), pour Z = 1, nion = ne, on obtient :

τν = 3.014 · 10−2T−3/2
e

( ν

GHz

)−2
(

EM

pc cm−6

)
g� . (2.5)

EM étant la mesure d'émission :

EM =

∫
n2
edl . (2.6)

Pour les fréquences radio, le facteur de Gaunt a pour expression :

g� = ln

(
4.955 · 10−2

( ν

GHz

)−1
)

+ 1.5 lnTe , (2.7)

ce qui conduit à l'expression simple pour l'épaisseur optique :

τν = 8.235 · 10−2T−1.35
e

( ν

GHz

)−2.1
(

EM

pc cm−6

)
a (ν, Te) (2.8)

avec a (ν, Te) = 0.366
(

ν
GHz

)−0.1
T−0.15
e ' 1 un faible facteur correctif tabulé dans Mezger et Hen-

derson (1967). On ajoute parfois un facteur correctif supplémentaire (1+0.08) qui permet de prendre
en compte la contribution des noyaux d'hélium une fois ionisés.
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Figure 2.6 � Dépendance de l'indice spectral du rayonnement de freinage galactique en
fonction de la fréquence et de la température électronique. De haut en bas : Te =
(2, 4, 6, 8(gras), 10, 12, 14, 16, 18, 20)× 103K (Dickinson et al., 2003).

Dans le domaine d'intérêt pour les missions d'observation du fond di�us cosmologique, le milieu
est optiquement mince, et sa température de brillance en kelvin T�

B = Iνc
2

2kBν2 ' Teτ s'écrit :

T�
B = 8.235× 10−2aT−0.35

e ν−2.1
GHz (1 + 0.08)× (EM)cm−6pc . (2.9)

Le rayonnement libre-libre peut donc être modélisé simplement comme ayant un indice spectral
β� ' −2.1 faiblement variable. La �gure 2.6 tirée de Dickinson et al. (2003) illustre la dépendance
de l'indice spectral à la température et à la fréquence.

Observation du rayonnement de freinage

Le rapport entre les intensités d'émission de freinage et Hα peut trouver une expression simple :

T�
B

IHα
= 8.396× 103a× ν−2.1

GHz T
0.667
4 100.029/T4(1 + 0.08) [mK/R] . (2.10)

Il est alors possible d'extrapoler des cartes de l'émission Hα, telle celle obtenue par Finkbeiner
(2003) (c.f. Fig. 2.3), pour obtenir une estimation de l'émission libre-libre. En pratique, la raie Hα

appartenant au domaine de longueurs d'onde visibles, elle est fortement éteinte par la poussière
interstellaire. Il est donc di�cile de l'utiliser dans le plan galactique et, de manière générale, dans
les régions où l'extinction est importante.

Le satellite WMAP a directement observé le rayonnement de freinage, mais son émission est
mélangée à celle du synchrotron, de la poussière et du fond di�us cosmologique. Diverses techniques
de séparation de composantes ont été appliquées pour permettre l'extraction d'une carte de cette
émission des données WMAP (Bennett et al., 2003b; Hinshaw et al., 2007; Gold et al., 2009),
reposant généralement sur l'hypothèse d'un indice spectral connu et constant pour cette émission.
La �gure 2.7 montre la carte obtenue par Hinshaw et al. (2007) à l'aide de la méthode MEM. Elle
présente beaucoup de similarités avec la carte d'émission Hα (Fig. 2.3) mais seulement dans les
régions où l'extinction stellaire est faible.

2.1.4 L'émission des poussières

L'émission thermique des grains de poussière chau�és constitue le signal galactique dominant
aux fréquences supérieures à 100 GHz (Fig. 2.9). La polarisation de la lumière par ces grains indique
un alignement partiel des grains oblongs avec le champ magnétique (voir Lazarian (2007) pour une
revue des mécanismes d'alignement possibles). L'alignement partiel des grains induit également une
polarisation de l'émission de la poussière dans l'infrarouge lointain.

On explique le spectre de l'émission des poussières dans le domaine infra-rouge (de 3 à 1000 µm)
par une combinaison de contributions d'une large gamme de tailles de grains et de compositions
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Figure 2.7 � Carte de l'émission libre-libre obtenue par le satellite WMAP.

Figure 2.8 � Carte de l'émission thermique de la poussière à 100µm obtenue après retraitement
des données du satellite IRAS (Miville-Deschênes et Lagache, 2005).

(Désert et al., 1990; Li et Draine, 2001). Aux grandes longueurs d'ondes, considérées pour l'ob-
servation du CMB (supérieures à 100 µm), on attend une domination de l'émission par de gros
grains, à l'équilibre thermique avec le champ radiatif interstellaire. Une mesure de cette émission
sur l'ensemble du ciel a été obtenue par l'expérience IRAS (Fig. 2.8).

La loi d'émission de la poussière thermique

Il n'existe pas de loi d'émission théorique simple pour la poussière, qui se compose de di�érentes
populations de particules de matière. En moyenne, une loi d'émission peut être ajustée aux données
d'observation. Dans le domaine de fréquence d'intérêt pour l'observation du CMB, Finkbeiner et al.
(1999) ont montré que l'émission des poussières, en intensité, est bien représentée par un mélange de
deux composantes représentatives, par exemple, de deux populations de grains (silicatés et carbonés).
Pour ces deux composantes, l'émission thermique est modélisée par une loi d'émission de corps gris
modi�ée, Dν ∼ Bν(T )να, avec di�érentes émissivités α et di�érentes températures d'équilibre T .

La polarisation de la poussière

Jusqu'ici, les mesures de la polarisation de la poussière se sont principalement concentrées sur
des régions spéci�ques, à l'exception de l'expérience ballon Archeops (Benoît et al., 2004), qui a
dressé une carte de l'émision à 353 GHz sur une part signi�cative du ciel, montrant une fraction de
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polarisation moyenne de 4-5%, pouvant aller jusqu'à 10% dans certains nuages. Ces mesures sont
en accord avec les prédictions de polarisation réalisées dans Fosalba et al. (2002); Draine et Fraisse
(2009).

Par ailleurs, Draine et Fraisse (2009) ont montré que pour des mélanges particuliers de grains
de poussières, la polarisation intrinsèque de leur émission globale peut varier signi�cativement en
fonction de la fréquence dans le domaine 100-800 GHz. En�n, de la même façon que pour le syn-
chrotron, la dépolarisation géométrique induite par l'intégration sur la ligne de visée conduit à des
valeurs variables de la fraction de polarisation observées.

Émission anormale de la poussière

Un excès d'émission inattendu dans le domaine radio a été observé pour la première fois dans
les données de l'expérience COBE (Kogut et al., 1996) puis con�rmé par d'autres observations
indépendantes (Leitch et al., 1997; de Oliveira-Costa et al., 1997) et par l'analyse conjointe des
données WMAP en température et en polarisation (Miville-Deschênes et al., 2008; Ysard et al.,
2009).

Si cette émission anormale, qui pourrait contribuer signi�cativement à l'émission galactique en
intensité dans le domaine 10-30 GHz, ou même à des fréquences plus élevées dans certains nuages
(Finkbeiner, 2004; de Oliveira-Costa et al., 2004; Miville-Deschênes et al., 2008), est interprétée
comme l'émission rotationnelle des PAH (Draine et Lazarian, 1998), alors cette émission devrait être
légèrement polarisée aux fréquences inférieures à 35 GHz (Battistelli et al., 2006), et marginalement
polarisée aux fréquences supérieures (Lazarian et Finkbeiner, 2003).

Il existe par ailleurs d'autres processus, comme le mécanisme magnéto-dipôle, susceptibles de
produire une émission hautement polarisée, et donc de contribuer signi�cativement à la polarisa-
tion de la poussière aux basses fréquences, même s'il reste sous-dominant en intensité (Lazarian et
Finkbeiner, 2003).

2.2 Émission d'origine extragalactique

La section précédente a présenté plusieurs processus d'émission galactique. Des processus sim-
ilaires prennent bien évidemment place dans les autres galaxies, mais les objets extragalactiques
émettent également par une variété d'autres mécanismes, chacun d'eux ayant sa propre distribution
spectrale d'énergie, et ses propres propriétés de polarisation. Nous consacrons cette section à don-
ner un aperçu succinct de l'émission extragalactique avec une attention plus grande portée à l'e�et
Sunyaev-Zeldovich, qui revêt une importance particulière en cosmologie.

2.2.1 Sources ponctuelles extragalactiques

Les objets extragalactiques sont généralement su�samment éloignés pour ne pas être résolus par
les instruments CMB. La contribution de leur émission au signal de �uctuation se présente alors
sous deux formes :

� Les sources les plus brillantes apportent une contribution individuelle qui peut être isolée.
� Les sources les moins brillantes (et les plus nombreuses) ne sont pas signi�catives individuelle-
ment, mais forment un fond dont les �uctuations contribuent au signal total.

Dans la présentation qui suit, nous ferons également une distinction entre les sources radio,
brillantes dans la partie basse fréquence du spectre de mesure du fond di�us cosmologique (<
100 GHz), et les sources infrarouges dont le pic d'émission se situe à plus hautes fréquences.

Radio-sources

Les sources radio, telles que les noyaux actifs de galaxies (radio-galaxies, quasars, blazars), présen-
tent une grande variété de lois d'émission. Ceci rend délicate l'extrapolation aux longueurs d'onde
des observation CMB de leurs �ux, généralement mesurés à des fréquences basses (< 20 GHz).

Des catalogues de radio-sources, pour certaines partie du ciel, sont disponibles aux fréquences
de 4.85 GHz, 8.6 GHz, 20 GHz (Massardi et al., 2008), 95 GHz (Sadler et al., 2008). D'autres part
l'expérience WMAP a établi un catalogue des radio-sources les plus brillantes aux fréquences CMB
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sur la totalité du ciel (Wright et al., 2009). Des mesures de polarisation sont aussi disponibles pour
certaines sources.

Une prédiction des comptages de sources radio aux fréquences du CMB est présentée dans de
Zotti et al. (2005).

Sources infrarouges et fond infrarouge

L'expérience IRAS (Beichman et al., 1988) a permis d'obtenir un relevé complet des sources
brillantes aux longueurs d'ondes comprises entre 12 et 100µm. En revanche, peu de mesures sont
disponibles entre 100 µm et 3 mm. L'extrapolation du �ux observé dans les bandes IRAS aux
fréquences CMB peut se baser sur la couleur observée dans ces bandes, mais reste toutefois très
incertaine.

En�n, l'émission dans l'infrarouge des galaxies lointaines forme un fond appelé fond d'émission
infrarouge (CIB en anglais pour cosmic infrared background) détecté dans les données du satellite
COBE (Puget et al., 1996).

2.2.2 L'e�et Sunyaev-Zel'dovich

Amas de galaxies

Les amas de galaxies constituent les plus grandes structures liées par la gravitation dans l'univers.
Les galaxies qui les constituent sont baignées dans un gaz ténu et chaud (de l'ordre de 10 keV).
Le rayonnement libre-libre intervenant dans ce gaz est observable dans le domaine des rayons X
(Giacconi et al., 1972). Des catalogues d'amas ont ainsi pu être établis par les satellites Rosat,
Chandra ou XMM.

Le pro�l de densité électronique mesuré pour les amas observés par le satellite XMM peut être
correctement ajusté par une généralisation du pro�l de densité NFW 1 (Navarro et al., 1997) donnée
par la formule analytique simple (Nagai et al., 2007) :

P (r)

P500
=

P0

xγ (1 + xα)
(β−γ)/α

avec x = r/rs, rs = r500/c500.

Origine de l'e�et Sunyaev-Zel'dovich

Lorsque les photons du fond di�us cosmologique traversent le gaz chaud des amas, ils interagissent
avec les électrons énergétiques de ce gaz et absorbent une partie de leur énergie (di�usion Compton
inverse). Cet e�et produit une distorsion du spectre des photons di�usés.

On distingue généralement la distorsion liée à l'agitation thermique des électrons du gaz (e�et
SZ thermique), de celle liée au mouvement d'ensemble du gaz, due à la vitesse intrinsèque de l'amas
dans le référentiel comobile de l'univers (e�et SZ cinétique). Ces deux e�ets se distinguent par une
signature spectrale di�érente. De plus l'e�et thermique est nettement prédominant.

En notant x = hν/kTCMB la fréquence d'observation réduite, l'amplitude relative de l'e�et SZ
thermique à la fréquence ν s'écrit :

∆Tcmb
Tcmb

= y

[
x (ex + 1)

ex − 1
− 4

]
(2.11)

où y est le paramètre Compton, dépendant de la densité électronique ne le long de la ligne de visée
et de la température Te du gaz d'électrons :

y =

∫
kTe
mec2

neσT dl (2.12)

σT désigne la section e�cace de la di�usion Compton et me la masse de l'électron. Il est notable
que la dépendance en fréquence de l'e�et n'est pas liée aux caractéristiques de l'amas (ce n'est
strictement vrai que tant que les électrons du gaz peuvent être traités du manière non relativiste).

1. Le pro�l original correspond à γ = 1, α = 1 et β = 3.
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De la même façon, l'amplitude de l'e�et SZ cinétique est décrite par :

∆Tcmb
Tcmb

= −βrτ (2.13)

où βr = vr/c caractérise la vitesse radiale de l'amas (comptée positive si l'amas s'éloigne de l'obser-
vateur), et τ est la profondeur optique sur la ligne de visée :

τ =

∫
neσT dl . (2.14)

Cet e�et est indépendant de la fréquence, et donc di�cile à distinguer du fond di�us cosmologique
lui-même.

E�et Sunyaev-Zel'dovich polarisé

Lorsque le rayonnement incident sur l'amas n'est pas isotrope, l'e�et Sunyaev-Zel'dovich acquiert
une polarisation. Plusieurs phénomènes peuvent être à l'origine de l'e�et (Sazonov et Sunyaev,
1999; Audit et Simmons, 1999; Seto et Pierpaoli, 2005). Les deux principaux sont le quadrupole
local, c'est�à�dire l'anistropie du rayonnement incident du fond di�us cosmologique à la position de
l'amas, et la vitesse intrinsèque de l'amas. Cet e�et est néanmoins faible relativement aux autres
sources d'émission parasite polarisée, et sera négligé par la suite dans les études portant sur le signal
de polarisation.

2.3 Discussion

Les deux sections précédentes ont pu donner un aperçu de la complexité de la contamination
d'avant-plan, qui résulte de processus variés, ayant des caractéristiques très diverses. Une modélisa-
tion complète de ces di�érents processus, susceptible de prédire leur émission à une fréquence donnée
avec la précision requise pour les soustraire des observations du CMB, est donc particulièrement dif-
�cile à obtenir. Des approches intermédiaires, fréquemment employées pour atténuer la contribution
des avant-plans, s'appuient ainsi sur des modèles simpli�és (voir par exemple la production des
cartes �foreground reduced� des données WMAP par Hinshaw et al. 2007).

L'objectif de la séparation de composantes est de séparer, dans les données elles-mêmes, la
contribution des divers processus. Plusieurs approches sont employées pour obtenir cette séparation.
L'une d'elle consiste à s'appuyer sur une modélisation a priori des avant-plans � par exemple les
modèles simpli�és évoqués précédemment � en laissant éventuellement un grand nombre de degrés
de liberté au modèle pour l'ajuster aux données de l'instrument (voir par exemple Dunkley et al.
2009b). Une autre approche est de tenter d'exploiter les di�érences de comportement entre les divers
processus, sans autre a priori que l'existence de ces di�érences, pour obtenir leur séparation (on
parlera de méthodes aveugles). Cette approche étant à la base de la méthode utilisée au chapitre
5, nous nous proposons en conclusion de ce chapitre de passer en revue les di�érences exploitables
entre les processus évoqués, en insistant sur trois catégories :

� Di�érence de loi d'émission. Les expériences dédiées au fond di�us cosmologique e�ectuent
leurs mesures dans plusieurs bandes de fréquences, précisément dans le but de séparer les
processus ayant une loi d'émission di�érente de celle du corps noir à la température du CMB.

� Diversité spatiale. Les �uctuations du CMB constituent un processus stationnaire sur la sphère.
Les propriétés de la plupart des autres processus, à l'exception des autres rayonnements de
fond, varient en fonction de la position sur la sphère, et cette dépendance est susceptible d'être
exploitée.

� Diversité spectrale. De manière duale à la diversité spatiale, les processus ont des di�érences
de comportement dans le domaine spectral qui peuvent également être exploitées.

2.3.1 Diversité de loi d'émission

La �gure 2.9 présente la contribution des di�érents processus aux �uctuations de température
pour des échelles plus grandes qu'un degré, telle que prédite par la version 1.6.6 du PSM (voir
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Table 2.2 � Diversité des lois d'émission des di�érents avant-plans.
Processus Loi d'émission supposée Qualité de l'approximation Constance

CMB corps noir à la température
T ∼ 2.725 K (dérivée pour les
�uctuations)

exacte oui

SZ thermique indépendante de l'amas
dans l'approximation non-
relativiste et milieu optique
mince

bonne approximation pour
la plupart des amas

pratiquement

Bremsstrahlung loi de puissance dans le do-
maine des fréquences CMB

bonne approximation pratiquement

Synchrotron loi de puissance approximation non
Poussière thermique Loi de puissance / corps gris approximation non
Poussière anormale spéci�que méconnue non
Sources ponctuelles spéci�que à chaque source non

chapitre 3). Il est visible que la diversité des lois d'émission moyennes est grande et que tous
les processus (à l'exception de certaines sources d'anisotropies secondaires non représentées) sont
susceptibles d'être distingués du CMB de cette façon.

Nous avons regroupé dans la table 2.2 l'ensemble des lois d'émission attendues pour les principaux
processus présentés, en les classant en deux catégories, suivant que leur loi d'émission est constante et
parfaitement connue ou non. Bien qu'il n'y ait pas de dégénérescence importante des lois d'émission
(à l'exception du SZ cinétique qui se confond avec le fond di�us cosmologique), seuls le CMB et
l'e�et SZ (ainsi que dans une moindre mesure le rayonnement de freinage) ont une loi d'émission
bien dé�nie et constante sur le ciel. Il n'est donc pas possible d'obtenir une séparation parfaite
uniquement sur ce critère avec un nombre �ni de fréquences d'observation.

2.3.2 Diversité spatiale

Notre position excentrée dans la galaxie et une certaine concentration du milieu interstellaire
dans le disque rendent les processus d'émission d'origine galactique particulièrement anisotropes sur
le ciel. Ainsi, la profondeur optique de ces processus décroît fortement lorsque l'on s'éloigne du centre
galactique, notamment en latitude (car l'épaisseur du disque est réduite). L'émission des processus
d'origine extragalactique est au contraire particulièrement uniforme sur le ciel.

La manière la plus simple d'exploiter cette propriété est de masquer l'émission dans le plan
galactique pour se concentrer sur l'analyse des données à haute latitude galactique nettement moins
contaminées. Il est toutefois possible d'exploiter plus avant cette di�érence de comportement par
exemple pour reconstruire le CMB dans le plan galactique. Il est également envisageable d'exploiter
cette propriété pour distinguer plusieurs types d'émission (par exemple le CIB de l'émission di�use
galactique).

Le cas des sources ponctuelles est par ailleurs particulier, car on peut, dans une certaine mesure,
considérer que la forme spatiale du signal est parfaitement connue (et correspond à la réponse
impulsionnelle de l'instrument). Cette caractéristique est bien entendu exploitée pour leur séparation
(voir chapitre 6). Dans une moindre mesure, il est également possible d'étendre cette démarche pour
extraire des objets légèrement étendus, tels que les amas de galaxies.

2.3.3 Diversité spectrale

En�n, il est naturel d'étudier le CMB, très bien modélisé comme un processus gaussien sta-
tionnaire sur l'ensemble du ciel, dans le domaine spectral. Le spectre de puissance angulaire des
anisotropies de température et de polarisation est caractéristique et encode la majorité de l'infor-
mation cosmologique. La contamination dans ce domaine est illustrée par la �gure 2.10 qui présente
le spectre empirique des di�érents avant-plans à la fréquence de 100 GHz. Cette fréquence est proche
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Figure 2.9 � Contribution, en fonction de la fréquence, des di�érents processus aux �uctuations
de température à une résolution de 1 degré. L'estimation a été obtenue sur des cartes du PSM
(1.6.6) en utilisant les modèles mamd2008, psm_ps_multifreq et dmb_2001 pour les composantes
galactiques, les sources ponctuelles et le SZ respectivement (voir chapitre 3). Le niveau du CMB a
été calculé pour le meilleur ajustement du modèle Λ-cdm aux données WMAP.
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Figure 2.10 � Spectre de puissance angulaire de l'émission en température des di�érents avant-
plans à 100 GHz. Les spectres ont été calculés sur la totalité du ciel, tels que modélisés par le PSM.
La ligne discontinue montre le niveau de la contamination en dehors du masque Kp0 couvrant 25%
du ciel.

d'un minimum de contamination de l'émission du fond di�us cosmologique par les avant-plans (voir
�g. 2.9).

La contamination à grande échelle est largement dominée par les émissions di�uses du milieu
interstellaire galactique. Le spectre des avant-plans galactiques est notablement plus raide que celui
du CMB avec une décroissance à petite échelle comme `−α pour α / 3. La contamination aux
petites échelles (inférieures au degré) devient au contraire dominée par les sources ponctuelles (dont
le spectre est approximativement invariant avec l'échelle) et dans une moindre mesure, par l'e�et
Sunyaev-Zel'dovich.

Signalons en outre que les processus non stationnaires, tels que les émissions galactiques, ou
spatialement localisés, tels que l'émission des sources ponctuelles, ne sont pas très bien représentés
dans l'espace des harmoniques sphériques et se prêtent mieux à une représentation dans un espace
d'ondelettes, localisée à la fois dans le domaine spatial et spectral. Par ailleurs, les �uctuations
des avant-plans ont une distribution fortement non-gaussienne, et l'information contenue dans les
moments d'ordres supérieurs peut également être exploitée pour obtenir une séparation.

2.3.4 Remarque

Rappelons en�n qu'une composante importante des observations est constituée par le bruit
instrumental, qui se superpose au signal astrophysique, et doit être prise en compte par les méthodes
de séparation de composantes. Le bruit instrumental des expériences CMB est généralement bien
représenté au premier ordre par un bruit blanc, auquel se superpose un bruit corrélé à basse fréquence
qui peut être atténué par les méthodes de fabrication de cartes. La contribution du bruit est donc
généralement faible aux grandes échelles angulaires et devient dominante aux plus petites échelles.



44CHAPITRE 2. AUTRES PROCESSUS D'ÉMISSION DANS LE DOMAINE MILLIMÉTRIQUE



Deuxième partie

Réalisations

45





Chapitre 3

Modélisation de l'émission

millimétrique

Sommaire

3.1 Motivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.1 Applications scienti�ques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.2 Contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.2 Conception et mise en oeuvre du PSM . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.2.1 Séparation du modèle et des observations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.2.2 Manipulation des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2.3 Organisation du code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3 Revue des modèles disponibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3.1 CMB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3.2 Anisotropies secondaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.3.3 Émission galactique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3.4 Sources ponctuelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.3.5 E�et Sunyaev-Zel'dovich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.3.6 Composantes à l'intersection de plusieurs modèles . . . . . . . . . . . . . 75

3.4 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Comme développé dans le chapitre précédent, l'émission dans le domaine de fréquences comprises
entre 10 et 1000 GHz résulte de la contribution de nombreux processus. Dans le cadre de la prépa-
ration de la mission Planck, le groupe de travail a�ecté à la séparation de composantes a initié le
développement du Planck Sky Model (PSM), un outil cohérent de modélisation de l'émission du
ciel dans son intégralité. Au-delà de l'intérêt qu'elle présente pour la séparation de composante et
le CMB, cette réalisation est susceptible de béné�cier à la connaissance de l'ensemble des processus
d'émission en fournissant un cadre pour la modélisation des données des expériences passées et à
venir dans cette gamme de fréquence.

Dans ce chapitre, nous décrivons le travail e�ectué pour collecter et assembler les di�érents
modèles des processus individuels. Le PSM est désormais en constante évolution, mais maintient
une politique de gestion des numéros de version du code et des données ancillaires de manière à
assurer la reproductibilité des simulations e�ectuées à un instant donné. Ce qui suit se réfère au
statut actuel de la dernière version stable numérotée 1.6.6. La première section introduit le contexte
et les motivations du développement du PSM. La deuxième section décrit l'architecture logicielle
mise en place tandis que les modèles de l'émission du ciel sont détaillés dans la troisième section.
La dernière section o�re un aperçu des développements en cours, futurs, envisagés ou possibles.
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3.1 Motivations

Le développement du PSM poursuit plusieurs objectifs complémentaires. Pour l'activité de sé-
paration de composantes au sein de la communauté Planck, la motivation majeure a été d'obtenir
des simulations des données de l'expérience su�samment complètes et réalistes pour pouvoir être
utilisées comme jeux de données de test pour les méthodes de traitement. L'analyse de la précédente
génération d'expériences de mesure des �uctuations du fond di�us cosmologique avait, de façon
similaire, motivé l'émergence de simulations complètes de l'émission du ciel aux longueurs d'ondes
millimétriques (par exemple Ja�e et al. 1999).

Le développement séparé de modèles dédiés à chaque processus, qui préexistait à la mise en
place du PSM, présente un certain nombre de limitations lorsque l'on s'intéresse à l'émission totale.
L'agrégation des di�érents modèles est longue et délicate, les sources d'erreurs sont multipliées,
la validation de la simulation est plus complexe et doit être refaite à chaque nouvelle réalisation.
À long terme, des problèmes apparaissent, comme la di�culté de reproduire les simulations et le
manque de traçabilité du travail e�ectué. D'un point de vue physique, certains choix de modélisation,
comme par exemple le choix d'une cosmologie particulière, peuvent être incohérents d'un processus
à l'autre. Certains processus, à la frontière de plusieurs disciplines, peuvent également se trouver
partiellement ou plusieurs fois pris en compte dans di�érents modèles. En�n, remarquons que les
données disponibles renseignent rarement sur un processus isolé, mais généralement sur la somme
de plusieurs processus. Leur exploitation et le travail de modélisation est donc facilité dans le cadre
d'une modélisation globale.

La mise en place d'un outil de modélisation complet de l'émission du ciel comme un tout cohérent
et �exible se justi�e donc tant d'un point de vue physique que d'un point de vue pratique. Cet e�ort
a pour but d'éviter de dupliquer le travail et de faciliter sa validation comme son utilisation. Dans ce
qui suit, nous dressons une liste, non exhaustive, de la variété des applications envisagées du PSM,
pour illustrer ensuite les critères qui ont guidé sa conception pour en faire un outil utile.

3.1.1 Applications scienti�ques

Séparation de composantes

Le premier champ d'application des simulations et des prédictions du PSM est, du moins his-
toriquement, le développement de méthodes de séparation de composantes pour Planck. Rap-
pelons que, contrairement aux expériences précédentes, la contamination due au bruit instrumental
de Planck devrait être inférieure à la contamination astrophysique pour le signal de température
sur pratiquement la totalité du ciel. La réduction de cette contamination est donc particulièrement
critique.

La réduction de l'impact des avant-plans sur la mesure des �uctuations du CMB peut être envis-
agée de deux manières di�érentes. La première est de soustraire du mieux possible une estimation
de la contribution des avant-plans connus du signal. C'est par exemple l'approche suivie pour la
mesure du spectre des �uctuations dans WMAP (Hinshaw et al., 2007; Nolta et al., 2009), réalisée
à partir des cartes dites �foreground cleaned� (littéralement �nettoyées des avant-plans�). À cette
�n, un modèle cohérent, capable de reproduire aussi précisément que possible la contribution de
l'ensemble des processus aux fréquences d'observation doit être mis en place. Il s'agit de l'un des
objectifs du PSM.

La seconde approche, favorisée par la grande couverture spectrale de Planck et par les exigences
en terme de précision de la soustraction, consiste à employer des méthodes statistiques pour identi�er
et séparer les di�érentes composantes à partir des données elles-mêmes. La production de jeux
de données réalistes par le PSM permet l'évaluation des di�érentes méthodes de séparation de
composantes.

D'autre part, certaines méthodes reposent sur une modélisation particulière de l'émission. Par
exemple, elles peuvent présupposer la connaissance des composantes présentes et faire des hypothèses
sur les lois d'émissions de ces composantes. Il est nécessaire d'évaluer la robustesse de ces méthodes
vis à vis des écarts entre leur modèle et la réalité. La possibilité de faire varier les modèles utilisés
sur des simulations permettrait d'évaluer en partie l'impact l'erreur de modélisation sur le résultat.

En�n, l'utilisation de simulations Monte Carlo est également, pour certaines méthodes, un moyen
(éventuellement le seul) de les caractériser complètement. Un exemple courant est la méthode dite
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ILC (pour Internal Linear Combination) particulièrement simple, car ne nécessitant aucune modéli-
sation des processus. Elle est en contrepartie a�ectée d'un biais systématique lié à l'utilisation des
statistiques empiriques (voir Delabrouille et al. 2009), et ne permet pas d'évaluer la contamination
résiduelle de la carte produite. Le biais comme les erreurs dues à la contamination résiduelle peuvent
en revanche être évalués sur des réalisations Monte Carlo du ciel.

Au-delà du champ de la séparation de composantes di�uses, le PSM peut également être utilisé
pour développer des outils d'analyse spéci�ques à certains objectifs scienti�ques, tels que : les tests
de gaussiannité, la détection d'amas par e�et SZ, l'extraction de catalogues de sources ponctuelles,
etc ...

Conception d'expériences

De manière plus générale, le PSM s'inscrit comme le point de départ d'un outil de simulation
de l'ensemble de la mission Planck. Cet outil de simulation peut être utilisé pour étudier toutes
les étapes du pipeline d'analyse de données : calibration et nettoyage des données, fabrication de
cartes, séparation de composantes puis analyse scienti�que des produits. De cette façon, des études
Monte Carlo peuvent être utilisées pour étudier la distribution des erreurs à la sortie du pipeline
d'analyse de données.

Le PSM est également apte à délivrer notre meilleure prédiction de ce que Planck devrait
mesurer. En ce sens il permet d'e�ectuer une véri�cation rapide des mesures de Planck en temps
réel, de manière à s'assurer du bon fonctionnement de l'expérience.

En�n, la séparation des di�érentes composantes constitutives de l'émission totale est un préalable
nécessaire à la plupart des analyses scienti�ques de tout type de données CMB. En conséquence, la
possibilité de mener à bien la séparation in�ue sur la conception des expériences, notamment sur
leur couverture spectrale, et la sensibilité a�ectée aux di�érents canaux. En ce sens, le PSM peut
être utilisé pour la conception d'expériences futures. Le chapitre 5 utilise par exemple le PSM pour
obtenir une prédiction des performances de di�érentes versions de la future sonde EPIC dédiée à la
détection des modes B du CMB.

Modélisation

En�n, le PSM peut être vu comme un outil de modélisation. Il simpli�e le développement de
nouveaux modèles et permet d'isoler un processus particulier dans un jeu de données en fournissant
une modélisation complémentaire pour les autres processus présents. Il met également à disposition
un moyen simple de véri�er la compatibilité de di�érents modèles avec les observations existantes.
Lorsque les données Planck seront disponibles, l'outil permettra donc à la fois de faciliter l'ex-
ploitation des données pour la contrainte et le développement de nouveaux modèles, et de concevoir
des tests statistiques permettant de décider quel modèle représente le mieux les observations.

3.1.2 Contraintes

Résumons ici l'ensemble des contraintes qui doivent être satisfaites pour faire du PSM un outil
répondant à l'ensemble des objectifs cités.

Premièrement, il est possible de distinguer, parmi les di�érentes applications énumérées précédem-
ment, deux besoins relativement di�érents. Une première classe d'applications, comme par exemple
les besoins de calibration ou de véri�cation des instruments ou encore la soustraction des contribu-
tions prédites de certaines composantes pour isoler une composante des observations, requiert un
modèle apte à prédire le plus précisément possible l'émission réelle du ciel aux fréquences observées.
Un critère de qualité envisageable pour quali�er un modèle pour ce type d'applications serait par
exemple de minimiser l'erreur quadratique moyenne entre le ciel prédit et le ciel réel. Il est clair que
pour ce type d'application, il n'est guère possible de faire mieux que d'extrapoler, aux fréquences
voulues, les observations obtenues à d'autres fréquences. Cet exercice est donc nécessairement limité,
entre autre, par la qualité des données déjà disponibles.

Pour une seconde classe d'applications, qui inclut tous les tests des méthodes de séparation de
composantes et des méthodes d'analyse statistique au sens large, ainsi que toutes les études impli-
quant des simulations de type Monte Carlo, la correspondance stricte du modèle au ciel réel n'est pas
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requise. Le critère important est que les propriétés statistiques et qualitatives des di�érentes com-
posantes soient correctement reproduites. La dé�nition de ces propriétés statistiques n'est toutefois
pas claire pour toutes les composantes. Les composantes correctement décrites par un champ sta-
tionnaire tel que le fond di�us cosmologique peuvent recevoir une description statistique rigoureuse.
De même, les populations d'objets compacts, tels que les amas de galaxies et les sources ponctuelles
extragalactiques, sont, dans une certaine mesure, correctement décrites par leur fonction de dis-
tribution, et un certain nombre d'études (comme par exemple la comparaison des algorithmes de
détection, voir chapitre 6) peuvent être conduites dès lors que celle-ci est correcte. Les émissions
d'origine galactique en revanche se prêtent di�cilement à un traitement statistique. On peut néan-
moins distinguer certains paramètres d'importance, tels que le niveau d'émission et la dispersion de
la loi d'émission, et supposer que les résultats dérivés seront corrects dès lors que ces paramètres
sont correctement reproduits par le modèle. Les spéci�cités propres à chaque composante seront
traitées en section 3.3.

D'autre part, le PSM devrait laisser une certaine liberté dans le choix de la modélisation d'un
processus donné. C'est en e�et nécessaire si l'on souhaite utiliser le PSM comme un outil permettant
le test de modèles par comparaison avec diverses observations. De même l'investigation d'un sujet
spéci�que peut requérir l'utilisation d'un modèle plus particulier. En�n la possibilité de faire varier le
modèle de l'émission permettra en partie d'estimer l'impact de l'erreur de modélisation pour diverses
applications. La modélisation du ciel dans le PSM doit donc être autant que possible modulaire et
proposer des sous-modèles alternatifs.

Par ailleurs, pour que les simulations du PSM soient utilisables directement pour une grande
partie des applications, il est souhaitable que l'outil soit en mesure de fournir des réalisations factices
d'observations du ciel par un instrument idéalisé. Il est donc nécessaire de développer des outils pour
simuler, au moins grossièrement, les principaux e�ets instrumentaux.

Le développement du PSM étant amené à se poursuivre sur un laps de temps conséquent au fur
et à mesure de l'acquisition de nouvelles données, et l'utilisation du code dans des domaines critiques
comme la validation des instruments ou des pipelines de traitement de données étant envisagée, il
est nécessaire d'assurer la reproductibilité des simulations e�ectuées à un instant donné.

En�n la diversité des applications envisagées fait peser sur le PSM un certain nombre de con-
traintes techniques.

� L'utilisation d'IDL est préférée du fait de sa popularité au sein de la communauté astro-
physique, tant pour assurer la di�usion du PSM, que pour permettre une intégration facilitée
des codes existants et de nouveaux modèles. En contrepartie, les performances numériques
de l'implémentation du PSM sou�riront des insu�sances du langage, en terme de gestion
des ressources mémoires notamment. L'obtention des licences peut également constituer une
limitation lors d'utilisation parallèle du code dans le cadre d'études Monte Carlo.

� La réalisation de simulations de l'émission du ciel entier à des résolutions importantes telles
que celles des instruments de Planck peut nécessiter des ressources de calcul importantes. No-
tamment, les données ancillaires des modèles doivent être fournies à la résolution la plus élevée
possible ce qui peut représenter un coût de stockage important. Néanmoins, il est souhaitable
que le PSM reste utilisable pour des applications plus spéci�ques et plus modestes en terme
de ressources de calcul.

� Son intégration au sein de pipelines de simulation et de traitement de données doit être aisée.
� En�n, l'architecture devrait autant que possible faciliter l'exploitation de machines de calcul
parallèle, pour les applications Monte Carlo ou à haute résolution.

3.2 Conception et mise en oeuvre du PSM

La modélisation de l'émission millimétrique du ciel dans le PSM est divisée en quatre grandes
composantes, le CMB, l'émission galactique di�use, l'émission des objets compacts (incluant le
fond di�us de sources infrarouges), et les e�ets Sunyaev-Zel'dovich dans les amas de galaxies. Ces
composantes sont supposées su�samment peu liées pour faire l'objet d'une modélisation séparée.
En pratique, la séparation n'est jamais si claire et la cohérence entre les di�érents modèles doit être
véri�ée.

Nous avons choisi de classer les modèles suivant la distinction établie à la section précédente,
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Figure 3.1 � Architecture et fonctionnement du PSM.

qui sépare les applications nécessitant une prédiction du ciel réel, et les applications nécessitant une
réalisation aléatoire d'un ciel plausible. Le PSM peut donc être utilisé dans deux modes di�érents,
nommés respectivement prédicteur et simulateur. D'un point de vue architectural, les modèles du
mode prédicteur se distinguent car ils n'utilisent pas le générateur de nombres aléatoires.

Le développement du PSM est le fruit d'un travail collaboratif. Notre contribution à sa mise en
÷uvre s'articule autour de trois tâches principales :

� le développement de l'architecture et d'une suite de servitudes,
� l'intégration et la validation de modèles existants,
� l'amélioration et le développement de plusieurs modèles.

Nous nous concentrons ici sur le développement de l'architecture. La section suivante o�rira une
revue des modèles intégrés dans la version 1.6.6 du PSM, dont la table 3.1 o�re un résumé succinct.
Les di�érents modèles y sont repérés par un nom unique, qui permet de sélectionner le modèle dans
le �chier de con�guration du PSM.

L'architecture générale du PSM est illustrée par la �gure 3.1.

3.2.1 Séparation du modèle et des observations.

Lors de la conception du PSM, nous avons choisi de séparer de manière e�ective, le calcul des
modèles de la réalisation des observations. Les modèles fournissent une représentation idéalisée de
l'émission de chaque composante. Pour une grande quantité d'applications, cette information n'est
utile que sous la forme de simulations de l'observation d'une ou plusieurs expériences. La réalisation
de ces observations est prise en charge par un module du PSM, qui �observe� les données fournies
par les modèles dans un format attendu.

Cette séparation est doublement utile. Elle permet d'une part de décharger l'auteur d'un modèle
de la nécessité de fournir des données sous la forme attendue, et d'autre part elle permet d'implé-
menter de façon générique (valable pour tous les modèles) et optimale (en minimisant le temps de
calcul) la coaddition des di�érentes contributions, ainsi qu'une variété d'e�ets instrumentaux.
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Produits d'un modèle Dans la version actuelle du PSM (1.6.6), les données calculées par un
modèle peuvent être délivrées (selon les besoins) sous les formes suivantes :

� Une carte valable pour toutes les fréquences. Cette possibilité concerne les composantes pos-
sédant une loi d'émission triviale, telle que le fond di�us cosmologique ou les e�ets Sunyaev-
Zel'dovich.

� Une carte pour chaque fréquence demandée lorsque la loi d'émission ne peut pas être dissociée
simplement du modèle.

� Un catalogue, représentant mieux les objets compacts (amas, sources ponctuelles) qu'une carte.
� D'autres données ancillaires utiles à l'interprétation ultérieure des simulations (par exemple
le spectre de puissance angulaire des �uctuations du fond di�us cosmologique utilisé dans les
simulations).

Observation du modèle La production des �observations� de l'émission du ciel à partir de ces
données prend en compte les e�ets instrumentaux. La liste des e�ets gérés par la version 1.6.6 du PSM
est restreinte au minimum et comprend une réponse instrumentale idéalisée par un lobe gaussien,
ainsi qu'un bruit instrumental décorrélé de pixel à pixel (mais éventuellement non stationnaire). La
largeur à mi-hauteur du lobe gaussien utilisé dé�nit ce que nous nommerons par la suite la résolution
de la carte d'observation.

Il est possible de modi�er ensuite les cartes d'observations pour incorporer des e�ets instru-
mentaux plus réalistes. Par exemple une réponse instrumentale axisymétrique mais non gaussienne
peut être simulée par convolution de la carte fournie par le PSM avec le rapport des réponses in-
strumentales réelle et idéale. De même, l'intégration de l'émission du ciel dans la bande spectrale
de l'instrument peut être réalisée en utilisant plusieurs cartes d'observations du PSM à di�érentes
fréquences dans la bande. Néanmoins, ces e�ets sont pris en compte, à l'heure actuelle, à l'extérieur
du PSM. Cette situation devrait évoluer avec les versions futures du PSM.

Lecture des paramètres L'ensemble des paramètres dé�nissant une simulation est regroupé
au sein d'un unique �chier texte, appelé �chier de con�guration du PSM. Ceci permet, entre autre,
d'assurer que les paramètres utilisés par tous les éléments de la simulation sont bien cohérents.
Par exemple, les paramètres cosmologiques sont dé�nis une seule fois, de même que la résolution et
l'unité des cartes de sortie. La dé�nition des paramètres dans le �chier est faite au format �paramètre
= valeur(s)�. Ce fonctionnement facilite également l'intégration du PSM au sein des pipelines de
traitement ou de simulation de données (génération automatique simple du �chier de paramètres).

Les informations passées au logiciel par l'intermédiaire du �chier de paramètres sont les suivantes :
� Mode de fonctionnement du PSM (prédiction ou simulation, graine du générateur de nombre
aléatoire le cas échéant, répertoire de sortie, et format des sorties).

� Paramètres cosmologiques.
� Dé�nition des modèles utilisés pour chaque composante (voir table 3.1).
� Paramètres de ces modèles.
� Paramètres des observations (fréquences d'observations, résolutions, inclusion du bruit instru-
mental, etc...).

Certains paramètres sont dé�nis avec des valeurs par défaut. Par ailleurs des �chiers de con�guration
sont fournis à titre d'exemple avec la distribution du code.

En�n, l'ensemble des paramètres utilisés pour une simulation est recopié dans un �chier dans le
répertoire de sortie du PSM. Ce �chier peut servir de référence et est directement lisible par le PSM
de façon à assurer la reproductibilité des simulations.

3.2.2 Manipulation des données

L'organisation et la manipulation des données dans le PSM ont été quelque peu formalisées dans
le triple but de limiter les sources d'erreurs, de faciliter le développement et d'assurer une certaine
traçabilité des données produites. Un objectif supplémentaire est de faciliter l'utilisation du PSM
au sein de pipelines plus complets en disposant d'entrées et de sorties localisées.

Format de données Le format des cartes manipulées par le PSM a été normalisé de manière
à permettre l'automatisation de plusieurs tâches fastidieuses et sources d'erreurs fréquentes. Les
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cartes du ciel sont produites dans la pixelisation HEALPix, et écrites au format FITS. L'en-tête des
cartes est enrichi des informations suivantes :

� Numéro de version du PSM (mot-clé PSM_VERS).
� Résolution du signal contenu dans la carte (mot-clé BEAM). La valeur de ce paramètre cor-
respond à la largeur à mi-hauteur en arcminute d'un lobe instrumental de forme gaussienne.

� Unité physique (mot-clé standard TUNIT) au format reconnu par le PSM (voir le paragraphe
suivant).

� Fréquence en GHz (mot-clé FREQ) si nécessaire pour interpréter l'unité.
� Liste des composantes (mot-clé CMPNAM1, ... CMPNAMn) incluses dans la carte.
� Nom du modèle utilisé pour chaque composante (mot-clé MODEL1, ... MODELn).
Ces informations sont, entre autre, exploitées par les fonctions de manipulation automatique des

cartes, implémentant des opérations basiques telles que le changement de résolution et l'addition de
cartes, et sont donc impérativement tenues à jour. Elles peuvent servir de référence le cas échéant.

Unités Une dénomination particulière a été établie pour les unités fréquemment utilisées par le
PSM. Nous en donnons ici la liste et leur signi�cation physique. Le lecteur pourra par ailleurs se
reporter à l'annexe B sur le sujet :

� W/m2/sr/Hz : intensité spéci�que dans les unités SI.
� Jy/sr : intensité spéci�que en Jansky/stéradian.
� K_RJ : température d'antenne exprimée en Kelvin.
� K_CMB : écart à la température moyenne du fond di�us cosmologique en Kelvin.
� K/KCMB : écart relatif à la température moyenne du fond di�us cosmologique.
� y_sz : paramètre Compton.
� taubeta2 : profondeur optique de l'e�et SZ cinétique polarisé (profondeur optique de l'e�et SZ
multipliée par le carré de la vitesse transverse de l'amas).

Ces unités peuvent recevoir un pré�xe multiplicatif : n, u, m, k, M, G pour nano, micro, milli, kilo,
méga et Giga respectivement.

Des fonctions de conversion de ces unités ont été développées de manière à faciliter et ho-
mogénéiser (utilisation des mêmes constantes notamment) la manipulation des unités au sein du
PSM.

Organisation des données ancillaires Les di�érents modèles de l'émission du ciel s'appuient
sur un vaste éventail de données ancillaires, provenant d'observations ou de modèles extérieurs au
PSM. L'organisation de ces données répond essentiellement à deux impératifs distincts : assurer la
traçabilité et la reproductibilité des simulations d'une part, et d'autre part, limiter au minimum
la quantité de données à acquérir pour que le PSM soit utilisable. Ce double objectif est atteint
par le maintien au sein du code d'un listing des données nécessaires à chaque version du PSM.
Ce listing classe les données par composantes et en 3 catégories nommées light, heavy et full. La
catégorie light englobe les données absolument indispensables à l'exécution d'au moins un modèle
pour chaque composante. La catégorie heavy inclut les données nécessaires à tous les modèles, en
évitant les données redondantes (comme par exemple plusieurs réalisations d'un même modèle). La
catégorie full, en�n, englobe la totalité des données.

Les données sont stockées sur un serveur FTP et un outil basé sur le système de construction
Make permet d'analyser le �chier de listing pour synchroniser un miroir local partiel avec les données
du serveur. Une distinction est par ailleurs faite entre les données ancillaires qui sont constituées
uniquement de données traitées, et les données intermédiaires issues d'une modélisation amont, mais
dont la génération à chaque simulation serait trop coûteuse.

Organisation des �chiers de sortie Le PSM écrit les résultats de la modélisation dans un
répertoire organisé en sous répertoires dédiés à chaque composante. De plus, les observations factices
sont écrites (optionnellement) dans un répertoire séparé. En�n, comme signalé précédemment, un
�chier de con�guration contenant la totalité des paramètres utilisés est généré dans le répertoire de
sortie pour servir de référence ultérieure.
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3.2.3 Organisation du code

En�n, terminons cette présentation de l'architecture par quelques détails sur le code lui-même.
Un programme principal se charge de l'initialisation, de la lecture du �chier de paramètres, de
l'exécution des modèles et de l'exécution du code réalisant les observations. Il existe deux versions
de ce programme principal. La première exécute l'ensemble des tâches de façon séquentielle, tandis
que la seconde, développée principalement par Maude Le Jeune et destinée aux architectures à
mémoire partagée, exécute les tâches en parallèle.

Signalons pour �nir, l'existence d'un certain nombre de servitudes, facilitant ou sécurisant le
développement de modèles cohérents :

� Fonctions de conversion d'unités.
� Génération de nombres aléatoires. L'utilisation de nombres pseudo-aléatoires a été une source
d'erreurs par le passé, lorsque des simulations indépendantes étaient réalisées en utilisant
la même graine. Le PSM distribue les graines aux modèles de façon robuste de manière à
éviter l'apparition de corrélations fortuites entre des processus normalement indépendants.
Par ailleurs, la gestion des graines permet une reproduction à l'identique des simulations.

� Noms de �chiers temporaires. Le PSM fournit des noms de �chiers temporaires adaptés à
diverses architectures de manière à éviter des con�its internes entre les modèles.

� Tests automatiques. Une infrastructure de validation automatique a été développée, principale-
ment par Maude Le Jeune et Fabrice Dodu. Celle-ci permet de tester l'ensemble des modèles
disponibles et de produire des rapports de validation.

� Documentation automatique. Une documentation automatique générée à partir des commen-
taires du code est également disponible.

3.3 Revue des modèles disponibles

Après notre présentation succincte de l'architecture générale du PSM, nous consacrons cette
section à la présentation détaillée des modèles d'émission intégrés (ou développés) dans le PSM.
De la même façon que dans le code, nous avons séparé cette présentation en quatre composantes,
le CMB, l'émission galactique, les sources ponctuelles et l'e�et Sunyaev-Zel'dovich. Une cinquième
sous-section est consacrée aux processus dont la modélisation emprunte à plusieurs de ces catégories.

3.3.1 CMB

Le fond di�us cosmologique est entièrement décrit par la carte de température de ses anisotropies
∆T (θ, φ), et de sa polarisation associée Q(θ, φ) et U(θ, φ). Sa loi en fréquence A(ν) est la dérivée
en température du spectre d'un corps noir parfait. Dans la version présente, aucun modèle ne traite
de petites corrections de la loi d'émission dues à des e�ets d'ordre supérieur ou à des processus
chimiques.

De manière à permettre l'emploi d'une large variété de modèles pour le CMB, nous avons intégré
au sein du PSM l'utilisation d'outils classiques de simulation tel CAMB et SYNFAST. Dans le
modèle le plus simple, les �uctuations du CMB sont ainsi modélisées par un processus aléatoire
stationnaire dont la distribution est gaussienne, et donc entièrement déterminée par le spectre de
puissance C`. Nous avons également développé la possibilité de contraindre les réalisations de ce
processus par la connaissance de mesures telles celles e�ectuées par WMAP. Un certain nombre
de réalisations non-gaussiennes du fond di�us cosmologique ont par ailleurs été mises à disposition
de la communauté Planck par Liguori et al. (2003). Nous avons implémenté au sein de PSM la
possibilité d'utiliser ces réalisations pour simuler la présence de non gaussianités dans le CMB à
un niveau dé�ni par le paramètre fNL. En�n, une interface particulière du code LensPix a été
développée pour le PSM par Sam Leach, pour permettre la réalisation de simulations a�ectées par
l'e�et de lentille.

Mesure du fond di�us cosmologique

La meilleure mesure des �uctuations du fond di�us cosmologique sur l'ensemble du ciel est celle
fournie par le satellite WMAP. Il n'est pas possible d'aller plus loin dans la prédiction de la carte
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des �uctuations que ce qui a été mesuré, le PSM dans son mode prédicteur (modèle wmap_3yr_ilc)
renvoie donc la carte obtenue par l'application de la méthode de combinaison linéaire interne (ILC)
aux données WMAP 3 ans (Hinshaw et al., 2007). Cette carte présente l'intérêt d'être peu bruitée,
mais sa résolution est, en contrepartie, relativement faible (1◦).

CMB gaussien

Des réalisations gaussiennes peuvent être obtenues aisément à partir d'un ensemble de C`,
via l'outil SYNFAST du paquet HEALPix (Górski et al., 2005). Les modèles de CMB gaussien
utilisent cet outil, en prenant pour C` un spectre de puissance généré par l'outil CAMB 1 (mod-
èle gaussian_cosmo) ou extérieur (modèle gaussian_cl). Par défaut, le spectre de puissance ou
les paramètres cosmologiques utilisés correspondent au meilleur ajustement du modèle Λ-cdm aux
données WMAP.

Dans l'objectif de reproduire les points chauds et froids des observationsWMAP par exemple, il
est également possible de contraindre la phase de ces réalisations en utilisant un jeu de paramètres
supplémentaires composé :

� d'une carte d'observations ;
� accompagnée de sa résolution e�ective décrite par un spectre B` ;
� et de son bruit, décrit par un spectre de puissance N`.
En supposant que chaque coe�cient du développement en harmoniques sphériques des �uctua-

tions de température aT`m est mesuré avec une erreur n`m, et en ignorant la corrélation des erreurs
pour di�érents (`,m), on génère indépendamment chaque mode de la carte. Les coe�cients multi-
polaires âT`m de la carte observées sont donnés par :

âT`m = B` a
T
`m + n`m (3.1)

où aT`m et n`m sont des variables gaussiennes centrées et indépendantes de variances respectives CTT`
et N`. B` représente la réponse instrumentale, supposée symétrique, dans l'espace des harmoniques.

Si (X,Y )t est un vecteur aléatoire bidimensionnel de moyenne (0, 0) et de matrice de covariance(
σ2
X σXY

σXY σ2
Y

)
,

alors la loi conditionnelle de X sachant Y est gaussienne, de moyenne m et de variance σ2 données
par :

m =
σXY
σ2
Y

Y

et

σ2 = σ2
X −

σ2
XY

σ2
Y

.

Nous pouvons donc simuler des modes aT,E`m contraints en tirant des variables aléatoires suivant les
distributions conditionnelles des aT`m sachant âT`m et aE`m sachant aT`m. Avec cov(a`m, â`m) = BlC

TT
l ,

var (a`m) = CTT` et var (â`m) = B2
`C

TT
` +N`, on en déduit que la distribution des aT`m sachant âT`m

est gaussienne de moyenne

m =
B`C

TT
`

B2
`C

TT
` +N`

â`m

et de variance

σ2 =
CTT` N`

B2
`C

TT
` +N`

.

Notons que si N` →∞ ou si B` → 0, cette loi devient N (0, CTT` ), soit une réalisation non contrainte.
A l'opposé, siN` = 0, la loi conditionnelle dépend entièrement des observations et est égale à â`m/B`.

De même, avec cov
(
aT`m, a

E
`m

)
= CTE` et var

(
aE`m

)
= CEE` , la distribution des aE`m sachant les

aT`m est une gaussienne de moyenne :

m =
CTE`
CTT`

aT`m

1. voir camb.info
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et de variance :

σ2 = CEE` − CTE`
2

CTT`
.

Les réalisations du modèle wmap_constrained sont e�ectuées suivant cette méthode. Par défaut
la carte utilisée pour contraindre la réalisation est la carte ILC WMAP présentée au paragraphe
précédent. Le spectre du bruit N` dont elle est a�ectée a été déterminé par des réalisations Monte
Carlo.

CMB non gaussien

Des réalisations non gaussiennes des �uctuations du fond di�us cosmologique sont incluses dans
le PSM. Ces réalisations sont paramétrées de la façon suivante : on suppose un modèle du second
ordre pour le potentiel de courbure de Bardeen Φ (invariant de jauge, dé�ni tel que les anisotropies
de température se réduisent à ∆T/T = −Φ/3 dans la limite de pur Sachs-Wolfe) :

Φ(x) = ΦL(x) + fNL

(
ΦL(x)2 − 〈ΦL(x)2〉

)
, (3.2)

où ΦL est un champ aléatoire gaussien et fNL est le paramètre de non linéarité (sans dimension) qui
règle le niveau de non gaussianité du potentiel primordial. Ce type de modèle se déduit des calculs
au second ordre des non gaussianités introduites pendant, ou juste après la phase d'in�ation de
l'univers primordial (Bartolo et al., 2004). L'hypothèse selon laquelle le niveau de non gaussianité
fNL serait constant est une bonne approximation, du moins tant que |fNL| � 1.

Une fois la distribution du potentiel Φ tirée, les coe�cients d'harmoniques sphériques pour la
température a`m se déduisent par une convolution linéaire de la fonction de transfert de rayonnement
∆`(k) :

a`m = 4π(−i)`
∫

d3k

(2π)
3 Φ (k∆`(k))Y ∗`m(k̂) , (3.3)

Les contraintes observationnelles les plus fortes pour le paramètre fNL proviennent de l'analyse
des données WMAP 5 ans (Pietrobon et al., 2009), qui encadrent ce paramètre dans l'intervalle
−50 < fNL < 110 avec un niveau de con�ance de 95% (voir aussi Rudjord et al. 2009). L'analyse des
données Planck devrait permettre d'améliorer la précision sur ce paramètre d'approximativement
un ordre de grandeur (Komatsu et Spergel, 2001).

Numériquement, cette convolution est réalisée par une implémentation parallèle de la méthode
décrite dans Liguori et al. (2003), travaillant entièrement en coordonnées sphériques. En raison du
coût de calcul important pour mener à bien la convolution, le code générant ces réalisations n'a pas
été intégré directement au PSM. Le PSM utilise à la place un jeu de cartes pré-calculées qui sont
combinées pour générer une réalisation non gaussienne du CMB avec un niveau de non-linéarité fNL
dé�ni par l'utilisateur. Le jeu de données dit �full� du PSM inclut 300 réalisations di�érentes.

3.3.2 Anisotropies secondaires

Comme développé au chapitre 1.2.4, les photons du CMB subissent une déviation dans le poten-
tiel gravitationnel des grandes structures le long de la ligne de visée. Cet e�et est potentiellement
mesurable par Planck et présente un grand intérêt en cosmologie, comme sonde de la formation
des structures et de l'accélération de l'expansion. C'est également une source de contamination pour
plusieurs objectifs scienti�ques, comme par exemple la recherche des modes tenseurs primordiaux
(voir chapitre 5) ou la recherche d'écart à la gaussianité (Lesgourgues et al., 2005).

Pour appliquer l'e�et de lentille gravitationnelle aux �uctuations primordiales, le PSM fait appel
au code librement disponible LensPix 2. Le code utilise le spectre de puissance du potentiel gravi-
tationnel calculé par CAMB pour simuler une carte gaussienne de l'angle de dé�ection. L'angle de
dé�ection est alors appliqué à la carte de température et de polarisation des �uctuations du CMB.

Comme présenté plus haut, le PSM peut délivrer une réalisation des �uctuations du fond di�us
cosmologique contrainte par la mesure e�ectuée par WMAP. Les anisotropies, telles qu'observées
par les expériences de mesure du CMB (WMAP) sont bien sûr déjà a�ectées par l'e�et de lentille.

2. voir cosmologist.info/lenspix, l'implémentation numérique est décrite dans Lewis (2005)
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En revanche, la réalisation aléatoire qui vient compléter les petites échelles angulaires n'inclut pas cet
e�et. Or, l'e�et de lentille est précisément important à ces échelles angulaires. La procédure suivante
est donc adoptée pour produire une réalisation contrainte du CMB de référence qui inclut l'e�et
de lentille gravitationnelle : LensPix est utilisé pour simuler une carte de l'angle de dé�ection avec
les mêmes paramètres cosmologiques que ceux employés pour extrapoler le spectre de puissance de
WMAP aux petites échelles. Cette carte est ensuite utilisée pour lentiller la réalisation gaussienne
contrainte. Ce procédé ne tient pas compte de la corrélation entre l'e�et Sachs-Wolfe intégré à grande
échelle inclus dans la mesure e�ectuée parWMAP, et les structures responsables de l'e�et de lentille
qui sont simulées par un champ gaussien par LensPix. Cette approximation est toutefois su�sante
pour nos applications actuelles.

3.3.3 Émission galactique

L'émission galactique a fait l'objet d'une description détaillée au chapitre 2. Elle constitue la
principale source de contamination pour le CMB et est di�cile à modéliser de façon simple. En
l'état actuel, le PSM propose 4 modèles di�érents qui peuvent être vus, historiquement, comme
des évolutions les uns des autres, le plus abouti étant nommé mamd_2008. Néanmoins, ces mod-
èles présentent des di�érences notables, la plus importante étant sans doute l'inclusion, ou non,
d'une composante prenant en compte l'émission anormale de la poussière. Il est ainsi intéressant
de conserver ces di�érents modèles dans le PSM, d'une part pour reproduire des simulations plus
anciennes, et d'autre part pour étudier les e�ets de l'incertitude de modélisation de l'émission galac-
tique. Comme signalé en introduction, il est particulièrement délicat de connaître l'ampleur des
incertitudes sur les paramètres d'un modèle donné. La présence de plusieurs modèles di�érents et
la possibilité d'utiliser l'un en lieu et place d'un autre, permet de pallier en partie ces limitations.

Dans ce qui suit nous adoptons l'ordre chronologique de développement des modèles dans le
PSM, et les présentons chacun comme un tout englobant l'ensemble des composantes galactiques.
Bien qu'elles mettent en ÷uvre des processus physiques di�érents et pourraient faire l'objet d'une
présentation séparée, les di�érentes composantes galactiques sont mieux modélisées de manière glob-
ale, notamment car elles ne sont pas observables indépendamment les unes des autres. L'émission
anormale de la poussière, par exemple, n'est pas observable indépendamment du synchrotron et du
rayonnement de freinage. En pratique, il est bien sûr possible d'inclure ou d'exclure l'un ou l'autre
des processus de la simulation. 3

bmp_3comp_v1.1

Ce modèle reproduit le premier modèle de l'émission galactique utilisé au sein de la colaboration
Planck. Il a été proposé principalement par Jean-Philippe Bernard et nous l'avons intégré au sein
de l'architecture du PSM.

L'émission galactique non polarisée est modélisée comme la somme de trois composantes : l'émis-
sion synchrotron, l'émission libre-libre et l'émission thermique de la poussière. Ce modèle est com-
plètement déterministe et la simulation du ciel produite est limitée par les propriétés des don-
nées ancillaires, notamment leur résolution réduite. Il ne permet donc pas d'obtenir une simulation
représentative de l'observation de l'émission galactique par des instruments à haute résolution tels
que Planck, et son utilisation est limitée au mode prédiction du PSM. Les données ancillaires
utilisées par ce modèle sont présentées sur la �gure 3.2 et la résolution approximative de ces données
est rappelée en table 3.2.

Synchrotron Le modèle adopté pour l'émission synchrotron suit la loi de puissance évoquée au
chapitre 2.1.2. Étant donné une mesure de l'indice spectral local βs(ξ), on extrapole l'émission
synchrotron S(ξ) mesurée à une fréquence de référence ν0 à une fréquence quelconque ν suivant :

Sν(ξ) = Sν0(ξ)

(
ν

ν0

)βs(ξ)
. (3.4)

3. Il est également possible en e�ectuant des modi�cations mineures à bas niveau du code, de mélanger les mod-
élisations de di�érents modèles, néanmoins nous ne traiterons pas de cette possibilité ici.
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Figure 3.2 � Données ancillaires du modèle bmp_3comp_v1.1. De gauche à droite et de haut en
bas, la carte d'indice spectral du synchrotron, l'émission synchrotron à 408 MHz (Haslam et al.,
1982), le relevé de l'émission Hα (Dickinson et al., 2003), la carte d'extinction Schlegel et al. (1998),
le rapport des émissions à 100 et 240µm mesuré par DIRBE et l'émission de la poussière à 100µm.
Les principales caractéristiques de ces cartes sont résumées en table 3.2.
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L'émission du ciel à 408 MHz est essentiellement constituée par le rayonnement synchrotron et a
été mesurée par Haslam et al. (1982). Une version modi�ée de ce relevé, supprimant l'émission
des sources ponctuelles a été réalisée par Giardino et al. (2002), 4 et est utilisée ici comme modèle
d'émission de référence du synchrotron Sν0 , à la fréquence ν0 = 408 MHz.

La dérivation de l'indice spectral βs nécessite toutefois une seconde évaluation de l'émission
synchrotron à une fréquence di�érente. Aux fréquences proches du domaine d'émission du fond
di�us cosmologique, le synchrotron ne domine toutefois plus su�samment l'émission du ciel, et il
est nécessaire de l'extraire d'une mesure de l'émission totale. Pour ce modèle, l'émission choisie est
celle extraite des données WMAP 1 an à 23 GHz par la méthode MEM (Bennett et al., 2003b).
L'indice spectral est alors obtenu comme :

βs = log(S408MHz/S23GHz)/ log(0.408/23). (3.5)

Les cartes S et β utilisées dans ce modèle sont représentées sur la �gure 3.2.

Rayonnement libre-libre L'émission du rayonnement de freinage est déduite du modèle de
l'émission dans la raie Hα décrit dans Dickinson et al. (2003). En résumé, la température de l'émis-
sion libre-libre est dérivée de l'intensité dans la raie Hα suivant la formule (2.10), en supposant
une température électronique Te = 7000 K. La mesure de l'intensité Hα est corrigée de l'extinction
mesurée par la carte de rougissement des galaxies E(B − V ) obtenue par Schlegel et al. (1998). La
carte E(B − V ) rend compte de l'absorption pour des objets extragalactiques. Ici, on s'intéresse
toutefois à l'émission Hα dans la galaxie qui est mélangée à la poussière. Au premier ordre, l'extinc-
tion de l'émission Hα est donc modélisée par :

A(Hα) = 2.51E(B − V )fd mag, (3.6)

où fd est un facteur correctif représentant la fraction e�ective de poussière sur la ligne de visée. Un
facteur fd = 0.33 est utilisé suivant Dickinson et al. (2003). L'émission corrigée s'écrit :

IcorrigéHα
= IHα10A(Hα)/2.5. (3.7)

Le relevé de l'émission Hα et la carte E(B − V ) utilisée sont présentés sur la �gure 3.2

Poussière En�n, seule l'émission thermique de la poussière est modélisée, suivant le modèle no 7
proposé par Finkbeiner et al. (1999). De manière simpli�ée, l'émission de la poussière à 100µm
DSFD
ν0 (Schlegel et al., 1998) est extrapolée aux fréquences inférieures en supposant une émission

globale résultant de l'émission de deux populations de grains à l'équilibre avec le champ de radiation
interstellaire (CRI). Chaque population est caractérisée par son indice d'émissivité αk décrivant la
dépendance de l'émissivité des grains avec la fréquence :

κemk (ν) = κemk (ν0)(ν/ν0)αk . (3.8)

L'hypothèse d'équilibre avec le CRI lie les températures des deux espèces par la relation :

T 4+α2
2 =

q1

q2

Z(α1)

Z(α2)

(
hν0

kB

)α2−α1

T 4+α1
1 , (3.9)

où q correspond au rapport entre les sections e�caces d'émission dans l'infrarouge et d'absorption
dans le visible et l'ultraviolet. La fonction analytique Z traduit l'intégration des lois d'émission sur
le spectre :

Z(α) =

∫
x3+α

ex − 1
dx .

L'émission à une fréquence ν donnée est alors approximativement déduite de l'émission à la fréquence
de référence ν0 = 3000 GHz :

Dν =
f1( νν0 )α1Bν(T1) + (1− f1) q2q1 ( νν0 )α2Bν(T2)

f1( νν0 )α1Bν(T1) + (1− f1) q2q1 ( νν0 )α2Bν(T2)

DSFD
ν0

K100
(3.10)

4. Cette carte est disponible à l'adresse http://lambda.gsfc.nasa.gov/product/foreground/haslam_408.cfm

http://lambda.gsfc.nasa.gov/product/foreground/haslam_408.cfm
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où K100 est la correction de couleur dans le �ltre DIRBE, et f1 la fraction relative de la puissance
émise par la composante 1. Les indices d'émissivité des 2 composantes sont �xés à α1 = 1.5 et
α2 = 2.6. Les paramètres globaux f1=0.0309 et q1/q2 = 11.2 produisent le meilleur ajustement
aux données FIRAS (Schlegel et al., 1998). La température respective des deux populations est
déterminée par le rapport de l'émission R = 100µm/240µm (Schlegel et al., 1998), la relation entre
T2 et R étant tabulée par Finkbeiner et al. (1999, eq. B2). Les cartes DSFD

ν0 et R utilisées sont
présentées sur la �gure 3.2.

mamd_3comp_challenge2

Ce modèle peut être vu comme une extension du modèle précédent, développée par Marc-Antoine
Miville-Deschênes, pour les besoins de la simulation d'observation d'expériences polarisées et haute
résolution telles que Planck. La modélisation physique des avant-plans est la même que celle décrite
précédemment, mais l'absence de �uctuations à petite échelle dans les données ancillaires est palliée
par l'ajout de �uctuations aléatoires selon le procédé décrit dans Miville-Deschênes et al. (2007).
Nous avons par ailleurs contribué à la mise en place d'un modèle simple de la polarisation du
rayonnement synchrotron et de la poussière.

La reproduction du caractère non stationnaire et non gaussien des �uctuations de l'émission
di�use galactique n'est pas évidente. De manière succincte, le procédé aléatoire utilisé pour compléter
les observations au-delà de leur résolution limitée est le suivant. Étant donnée une carte I0 que
l'on sait a�ectée par un lobe instrumental B0 (généralement approximé par un lobe gaussien) et
représentant un champ dont le spectre de puissance angulaire est correctement décrit par une loi de
puissance d'indice γ, on crée une nouvelle carte I1 à une résolution apparente supérieure B1 par :

I1 = I0 + α(B1 ∗ F −B0 ∗ F )Iβ0 , (3.11)

où ∗ dénote le produit de convolution, F est la réalisation d'un champ gaussien stationnaire de
spectre C` ∝ `γ de moyenne nulle et de variance normalisée à 1. Les coe�cients α et β sont des
paramètres ajustés pour reproduire les moments d'ordre 2 et 3 de la carte I0. Miville-Deschênes
et al. (2007) ont montré qu'un tel champ est à même de reproduire de façon très satisfaisante les
propriétés statistiques des �uctuations de l'émission thermique de la poussière à 100µm, ce qui
constitue le comportement recherché pour la plupart des applications du PSM en mode simulation.
Les paramètres α et β ont été ajustés pour permettre l'extrapolation des di�érentes cartes décrites
à la section précédente à des échelles arbitrairement plus petites que leur résolution initiale. Les
valeurs utilisées sont résumées dans la table 3.2.

En�n, une modélisation simple de la structure à grande échelle du champ magnétique galactique
par une spirale bi-symétrique (Aumont, 2007) a permis de produire une estimation de la structure
à grande échelle de la fraction et de l'angle de polarisation g et γ des émissions synchrotron et
de la poussière. Des petites échelles angulaires ont ensuite été ajoutées aux modèles de g et γ,
permettant de simuler complètement un signal de polarisation à partir du signal de température
pour les composantes synchrotron et poussière suivant :

QXν (ξ) = fXp gX(ξ)TXν (ξ) cos(2γX(ξ)) (3.12)

UXν (ξ) = fXp gX(ξ)TXν (ξ) sin(2γX(ξ)), (3.13)

où X représente le synchrotron ou la poussière. La fraction de polarisation totale est donnée par fpg
où g varie entre 0 et 1 sur le ciel et traduit la dépolarisation de l'émission en raison de variations
de la direction de polarisation le long de la ligne de visée, et fp est un facteur de normalisation
permettant d'ajuster le niveau moyen de polarisation aux données disponibles. Pour ce modèle du
synchrotron et de la poussière, fSp = 0.054 et fDp = 0.1. Les 2 modèles de g et γ utilisés sont visibles
en �gure 3.3.

mamd_dickinson_4comp

Ce modèle est le premier à introduire une modélisation de l'émission anormale, attribuée à
l'émission rotationnelle des PAH (Draine et Lazarian, 1998). Il a été développé par Marc-Antoine
Miville-Deschênes et Clive Dickinson. L'émission synchrotron est ajustée en conséquence, et le mod-
èle du rayonnement de freinage est quelque peu modi�é. La modélisation de la poussière thermique,
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Figure 3.3 � Modèle de la fraction et de l'angle de polarisation du synchrotron (à gauche) et de la
poussière (à droite) utilisé dans les modèles mamd_3comp_challenge2 et mamd_dickinson_4comp.
Le champ magnétique suit la modélisation proposée dans Aumont (2007) à grande échelle.
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Figure 3.4 � Carte de l'émission libre-libre à 23 GHz extraite des donnéesWMAP 3 ans par la méth-
ode MEM (Hinshaw et al., 2007). Cette carte est utilisée par les modèles mamd_dickinson_4comp
et mamd2008. Sa résolution est d'environ 1◦. L'ajout de petites �uctuations à cette carte utilise les
valeurs γ = −2.6, α = 0.1, β = 1.1

en revanche, reste globalement inchangée, hormis la possibilité d'employer un modèle de l'émission
à 100µm duquel des régions HII ultracompactes ont été soustraites. Cette modi�cation est détaillée
en section 3.3.6. Ce modèle peut être utilisé dans les modes prédiction ou simulation du PSM, l'un
et l'autre désactivant et activant respectivement l'ajout aléatoire de �uctuations à petite échelle
suivant le procédé décrit plus haut. L'émission polarisée des composantes synchrotron et poussière
thermique est modélisée suivant le même principe que dans le modèle précédent.

Rayonnement de freinage La modélisation de l'émission libre-libre n'est plus basée sur la mesure
de l'émission Hα, mais sur l'extraction d'un modèle de l'émission libre-libre des données WMAP à
une fréquence de référence ν0. La séparation de l'émission libre-libre des autres processus d'émission
dans le domaine des longueurs d'onde d'observation deWMAP est facilitée par le fait que son indice
spectral soit relativement constant et bien dé�ni (voir chapitre 2.1.3). Le modèle utilisé ici est celui
obtenu dans la bande K (ν0 = 23 GHz) par l'application de la méthode MEM aux données 3 ans de
l'expérience WMAP (Hinshaw et al., 2007). L'émission est alors extrapolée à d'autres fréquences
en utilisant un indice spectral constant βf = −2.17 :

T�
B(ν) = T�

B(23GHz)
( ν

23GHz

)βf
. (3.14)

La carte de l'émission libre-libre à 23 GHz est présentée �gure 3.4.

Émission rotationnelle de la poussière Dans ce modèle, l'émission anormale corrélée à la
poussière (voir section 2.1.4) est donc attribuée à l'émission rotationnelle des PAH suivant le mé-
canisme proposé par Draine et Lazarian (1998). Les PAH du milieu interstellaire ne sont chau�és
par l'absorption de photons de lumière stellaire que de façon sporadique (de l'ordre d'une interac-
tion par mois). Ils se trouvent donc préférentiellement dans un état de basse énergie et sont en e�et
susceptibles de contribuer signi�cativement à l'émission à grande longueur d'onde (10-100 GHz).

L'émissivité des PAHs interstellaires a été calculée par Draine et Lazarian (1998) pour une large
variété de phases du milieu interstellaire (voir section 2.1.1), ce qui permet de calculer l'émission
rotationnelle à partir de la colonne de densité de l'hydrogène. L'émissivité utilisée ici est celle dérivée
pour le milieu neutre tiède (warm neutral medium WNM en anglais, voir Draine et Lazarian 1998,
table 1) et la colonne de densité de l'hydrogène est dérivée de la carte d'extinction E(B−V ) (Schlegel
et al., 1998).

Cette composante est supposée non polarisée car les petits grains ne devraient pas présenter un
alignement signi�catif sur les lignes de champ magnétique (Lazarian et Draine, 2000; Martin, 2007).
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Synchrotron En comparaison du précédent modèle du synchrotron, l'indice spectral est désor-
mais calculé en tenant compte de la présence de l'émission de la poussière en rotation à 23 GHz. Les
modèles précédents de l'émission libre-libre et anormale, ainsi que le modèle de l'émission thermique
de la poussière, sont soustraits des données WMAP dans la bande K pour fournir une carte de
l'émission synchrotron à 23 GHz. Cette carte est utilisée pour obtenir l'indice spectral de l'émis-
sion synchrotron suivant la formule (3.5). La carte d'indice spectral obtenue par cette méthode est
comparée à la carte d'indice spectral précédente sur la �gure 3.5.

La diminution notable de la fraction de l'émission en température attribuée au synchrotron,
permet de reproduire les niveaux d'émission observés en polarisation en utilisant une fraction de
polarisation intrinsèque fSp = 0.19 plus proche de celle attendue. La �gure 3.5, qui o�re une com-
paraison des cartes d'indices spectraux obtenues pour les di�érents modèles montre que la prise
en compte de l'émission anormale atténue grandement l'aplatissement apparent de l'indice spectral
dans le plan galactique.

mamd2008

Ce modèle améliore sensiblement la correspondance entre les simulations et les observations en
polarisation. Il s'appuie principalement sur le travail publié dans Miville-Deschênes et al. (2008).
Nous avons étendu ce travail à la modélisation de l'émission de la poussière en contraignant son
intensité de polarisation moyenne par la mesure e�ectuée par WMAP à 94 GHz.

Émission libre-libre L'émission libre-libre est modélisée en suivant une approche composite met-
tant à pro�t à la fois les mesures de l'émission Hα et de l'émission libre-libre parWMAP. La correc-
tion de l'extinction de l'émission Hα par les poussières étant d'autant plus incertaine que l'épaisseur
optique de l'extinction est grande, l'estimation de l'émission libre-libre à partir de la mesure de
l'émission Hα (Dickinson et al., 2003) présentée dans la description du modèle bmp_3comp_v1.1
n'est utilisée que dans les régions les plus di�uses où l'extinction est limitée (E(B − V ) < 2). Dans
les régions où l'extinction est plus forte, la modélisation de l'émission libre-libre repose, comme pour
le modèle mamd_dickinson_4comp, sur la séparation des composantes des données WMAP par la
méthode MEM. Le modèle de l'émission libre-libre ainsi obtenu est extrapolé en fréquence suivant
la loi d'émission donnée par l'équation (2.9) en supposant, comme précédemment une température
électronique Te = 7000 K.

Émission synchrotron Le rayonnement synchrotron est reproduit suivant le modèle no 4 pro-
posé par Miville-Deschênes et al. (2008). L'émission polarisée à 23 GHz mesurée par WMAP est
supposée être largement dominée par l'émission synchrotron polarisée. Lorsque le niveau de signal
sur bruit est su�sant, la mesure de l'émission polarisée fournit donc potentiellement un excellent
modèle de l'émission synchrotron. L'indice spectral du rayonnement synchrotron est dérivé à partir
d'une estimation composite de l'émission synchrotron à 23 GHz en température obtenue de la façon
suivante :

� Dans les régions où le niveau de signal sur bruit en polarisation est faible (< 3), l'intensité
de l'émission synchrotron à 23 GHz est estimée comme précédemment, après soustraction des
modèles de l'émission libre-libre et anormale. Le modèle de l'émission anormale utilisé est celui
présenté dans le modèle précédent.

� Dans les régions où le niveau de signal sur bruit en polarisation est su�sant, l'intensité de
l'émission synchrotron à 23 GHz est reconstruite à partir de la mesure de l'intensité de polar-
isation et d'un modèle de la fraction de polarisation.

En e�et, à partir d'une mesure de l'intensité polarisée Ps =
√
Q2
S + U2

S , l'intensité totale s'écrit
en reprenant les notations de l'équation (3.12) :

TSν (ξ) =
PS(ξ)

fSp g
S(ξ)

. (3.15)

La fraction de polarisation intrinsèque du rayonnement synchrotron fSp est liée à l'indice spectral
de la distribution des électrons cosmiques et a une valeur approximative de 0.75. La fraction de
polarisation géométrique gS reste à déterminer.
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Figure 3.5 � Carte de l'indice spectral du synchrotron pour di�érents modèles. De haut en bas
bmp_3comp_v1.1, mamd_dickinson_4comp, mamd2008. Le modèle à 3 composantes se distingue
par un fort aplatissement de l'indice spectral dans le plan galactique. Les modèles prenant en compte
l'émission anormale de la poussière présentent une distribution de l'indice spectral plus homogène.
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Pour ce faire, Miville-Deschênes et al. (2008) ont proposé une modélisation de la structure à
grande échelle du champ magnétique de la galaxie par une spirale bi-symétrique. L'amplitude du
champ magnétique en un point de coordonnée cylindrique (r, θ, z) dans un repère ayant pour origine
le centre galactique, et pour direction privilégiée la direction centre galactique-soleil s'écrit donc :

B(r, θ, z) = B0(r) cos(θ − 1

tan p
ln

r

r0
) cos(χ), (3.16)

avec p l'angle d'attaque de la spirale, et χ = χ0 tanh(z/1kpc) décrivant la composante verticale du
champ magnétique. Les paramètres utilisés dans le modèle sont p = −8.5◦, r0 = 11kpc, χ0 = 8◦ et
B0 = 3µG. À cette structure à grande échelle se superpose une composante turbulente du champ
magnétique, dont l'amplitude est �xée à σturb = 1.7µG.

La distribution de densité des rayons cosmiques est modélisée par un disque autour du centre
galactique de la forme :

ne = n0 exp(−r/hr) sech2(z/hz), (3.17)

avec hr = 5 kpc et hz = 1 kpc. Le modèle simpli�é de l'émission synchrotron est alors calculé par
intégration numérique le long de la ligne de visée :

T̂S(ν) = εS(ν)

∫
l

neB
(1+s)/2
⊥ dl (3.18)

Q̂S(ν) = fSp εS(ν)

∫
l

neB
(1+s)/2
⊥ cos 2φ sinαdl (3.19)

ÛS(ν) = fSp εS(ν)

∫
l

neB
(1+s)/2
⊥ sin 2φ sinαdl (3.20)

où εS(ν) est l'émissivité du synchrotron à la fréquence ν. On en déduit le modèle de la fraction de

polarisation ĝS =

√
Q̂2 + Û2/(fSp T̂ ), qui permet de reconstruire l'intensité de l'émission synchrotron

dans les zones où la polarisation est bien mesurée.
La carte composite de l'émission à 23 GHz obtenue permet alors de calculer la carte de l'indice

spectral du synchrotron présentée en �gure 3.5. Cette carte permet d'extrapoler le signal d'intensité
mesuré à 408 MHz (�gure 3.2), ainsi que le signal de polarisation mesuré à 23 GHz (�gure).

Émission de la poussière en rotation Un modèle de l'émission anormale à 23 GHz est obtenu
en soustrayant des données WMAP les modèles du rayonnement de freinage et du synchrotron
précédemment établis. Cette carte, visible sur la �gure est ensuite extrapolée en utilisant la loi
d'émission de Draine et Lazarian (1998) pour le milieu neutre chaud.

Émission polarisée de la poussière Il n'existe pas à l'heure actuelle de mesure sensible de la po-
larisation de la poussière sur une fraction signi�cative du ciel. Au mieux, les expériences Archeops
etWMAP ont détecté cette polarisation et placé des contraintes sur son niveau moyen dans le plan
galactique. Il n'est donc pas possible de s'appuyer sur des observations pour modéliser cette émission
comme cela a pu être fait pour le synchrotron.

Un modèle similaire à celui décrit pour le synchrotron est mis en place pour la poussière. La
distribution de densité de la poussière à grande échelle est également modélisée sous la forme d'un
disque �n :

nd = n0 exp(−r/hr) sech2(z/hz), (3.21)

avec hr = 3 kpc et hz = 100 pc. L'intégration numérique de l'émission de la poussière le long de la
ligne de visée permet d'obtenir un modèle simple de sa fraction de polarisation ĝD et de son angle
de polarisation γ̂D. La principale limitation de cette démarche est de ne pas inclure de variabilité à
des échelles angulaires inférieures à quelques degrés, et les grandeurs obtenues de la sorte ne peuvent
pas être directement utilisées pour produire une extrapolation valable des données de température.

Par ailleurs, la fraction de polarisation gS et l'angle de polarisation γS réels du rayonnement
synchrotron sont mesurés par WMAP. De manière à rendre compte correctement de la variabil-
ité de la polarisation à petite échelle tout en conservant une di�érence de comportement entre le
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Figure 3.6 � Mesure de l'émission polarisée du ciel à 23 GHz par la sondeWMAP. La zone blanche
sur le masque correspond à une mesure de la polarisation avec un niveau de signal sur bruit supérieur
à 3.
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Figure 3.7 � Émission anormale de la poussière à 23 GHz extraite du modèle 4 proposé par Miville-
Deschênes et al. (2008).
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Figure 3.8 � Carte de dépolarisation géométrique pour l'émission thermique de la poussière.

synchrotron et la poussière, on forme donc les grandeurs suivantes :

g̃D =
ĝD

ĝS
gS (3.22)

γ̃D = γ̂D + ∆γS (3.23)

où ∆γS est la carte des �uctuations de l'angle de polarisation du synchrotron à une échelle inférieure
à 5◦. Ces grandeurs sont utilisées pour extrapoler le modèle de température de la poussière à la
polarisation en suivant l'équation (3.12). La fraction de polarisation intrinsèque de la poussière est
par ailleurs �xée à fDp = 0.12 de manière à ajuster le niveau de polarisation simulé à celui mesuré
par WMAP. Cette valeur est par ailleurs compatible avec les limites supérieures mesurées par
Archeops (Ponthieu et al., 2005). Elle est également compatible avec les valeurs prédites par les
modèles d'émission des grains (Draine et Fraisse, 2009).

La carte de la dépolarisation géométrique gD ainsi produite est visible sur la �gure 3.8.

mamd2008_with_synch_curvature

Ce dernier modèle est une modi�cation mineure du modèle précédent. La loi d'émission du
synchrotron est modi�ée de la façon suivante :

XS
ν (ξ) = XS

ν0(ξ)

(
ν

ν0

)βs(ξ)+C(ξ) log(ν/ν0)

, (3.24)

où X = {T,Q,U}, et C introduit une courbure de l'indice spectral du synchrotron avec la fréquence,
dépendante de la position sur le ciel. Physiquement, un raidissement de la loi d'émission du syn-
chrotron est attendu à haute fréquence en raison du vieillissement de la distribution énergétique des
électrons. Cette modi�cation a été introduite pour tester la robustesse des méthodes de séparation
de composantes à cette caractéristique sous l'impulsion de Clive Dickinson. Elle est par exemple
exploitée au chapitre 5.

Remarques sur les modèles galactiques

La di�érence principale entre les modèles est l'attribution de l'émission anormale au synchrotron
ou à la poussière. Plusieurs faits observationnels tendent actuellement à favoriser l'émission rota-
tionnelle des PAHs (voir par exemple Miville-Deschênes 2009) :

� Compte tenu de la forte polarisation intrinsèque du rayonnement synchrotron (75%), l'attri-
bution de la totalité de l'émission anormale au synchrotron nécessite l'existence d'un puissant
mécanisme de dépolarisation pour expliquer la faible fraction de polarisation observée. Le
principal mécanisme de dépolarisation à cette fréquence étant la variation de l'orientation du
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champ magnétique le long de la ligne, cette hypothèse nécessite un niveau élevé de turbu-
lence dans le champ magnétique, incompatible avec l'hypothèse d'équipartition de l'énergie
entre les composantes régulières et turbulentes du champ magnétique soutenue par plusieurs
observations (Miville-Deschênes et al., 2008).

� L'émission résiduelle obtenue en soustrayant des observations les modèles d'émission du syn-
chrotron (obtenu par la polarisation) et du rayonnement de freinage, est fortement corrélée
avec l'émission de la poussière dans l'infrarouge, notamment celle des plus petits grains et son
comportement est en accord avec l'émission des PAHs en rotation (Ysard et al., 2009).

� Les mesures de l'expérience ARCADE (Kogut et al., 2009) à 3, 8 et 10 GHz contraignent
l'indice spectral du synchrotron à des fréquences proches de celles de l'observation du CMB.
L'extrapolation de ces mesures à 23 GHz indique l'existence d'une émission résiduelle con-
tribuant pour 40± 10% de l'émission totale dans le plan galactique.

L'impact sur la modélisation du synchrotron de l'inclusion de l'émission rotationnelle de la poussière
est un raidissement sensible de son indice spectral, notamment dans le plan galactique, comme
illustré sur la �gure 3.5.

Les di�érences concernant le rayonnement de freinage sont moindres et peuvent être considérées
comme représentatives de l'incertitude sur notre connaissance de cette émission. L'émission ther-
mique des grains est extrapolée de la même façon pour tous les modèles, néanmoins, l'ajout de
�uctuations aléatoires à petite échelle permet, si besoin est, d'introduire un minimum de variabilité
dans cette modélisation.

Concernant la polarisation, l'accord avec les données (principalement les cartes obtenues par
WMAP) est nettement amélioré par le modèle mamd2008. Il reste toutefois insatisfaisant pour la
polarisation de l'émission des grains comme nous le montrerons en conclusion de ce chapitre.

3.3.4 Sources ponctuelles

Un modèle complet des sources ponctuelles a été développé pour la collaboration Planck prin-
cipalement par Joaquin Gonzalez-Nuevo, Marcella Massardi et Gianfranco de Zotti. Son intégration
au sein du PSM nous a permis de participer à sa validation et à son amélioration. Un modèle min-
imaliste destiné à reproduire les propriétés de polarisation des sources a également été introduit à
cette occasion. Ce modèle regroupe plusieurs sous-composantes, modélisées de façon relativement
indépendante :

� les radio-sources ;
� les sources infrarouges ;
� le fond de source infrarouge.

Dans cette section, nous présentons indépendemment la modélisation de chacune de ces composantes
avant de traiter quelques détails d'implémentation communs à ces di�érentes sources.

Une quatrième catégorie, particulière, constituée par les régions galactiques compactes sera
traitée en section 3.3.6.

Radio sources

Comme présenté en section 2.2.1, peu de relevés profonds des radio sources sont disponibles
dans le domaine de fréquence du PSM. Le modèle des radio sources s'appuie donc sur des relevés
à des fréquences plus faibles, dont les caractéristiques principales sont résumées en table 3.3. La
couverture spatiale de ces di�érents relevés est illustrée par la �gure 3.9.

Une extrapolation précise des �ux mesurés à une fréquence di�érente par le PSM nécessiterait de
connaître le comportement spectral de la source. Or celui-ci peut être complexe (voir par exemple
Sadler et al. 2006) de telle sorte qu'avec les données actuellement disponibles, une telle extrapolation
ne peut être réalisée individuellement pour chaque source. Il est toutefois possible d'approximer le
comportement spectral des sources par des lois de puissance Sν = Sν0(ν/ν0)−α sur un intervalle
de fréquence réduit, et de procéder à une extrapolation qui respecte globalement le comportement
attendu de la population de sources. De manière générale le �ux des sources radio dans le PSM est
modélisé par 3 indices spectraux α<20, α20−100 et α>100, utilisés respectivement pour extrapoler
le �ux mesuré à basse fréquence jusqu'à 20 GHz, puis le �ux obtenu à 20 GHz jusqu'à 100 GHz,
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Figure 3.9 � Couverture spatiale des catalogues de sources ponctuelles radio obtenues par les relevés
énumérés en table 3.3. Une source présente dans au moins un des relevés est représentée par un point
à ces coordonnées galactiques, les zones non couvertes apparaissent en blanc. La couleur du point
traduit les données disponibles pour une source. Vert : source mesurée à ' 1GHz (NVSS ou SUMSS)
et 4.85 GHz (GB6 ou PMN) ; Bleu : source mesurée à ' 1 GHz seulement (NVSS) ; Jaune : source
mesurée à 4.85 GHz seulement (SUMSS) ; Rouge : source présente uniquement dans le catalogue
PMN.

et en�n le �ux obtenu à 100 GHz jusqu'aux fréquences supérieures. La loi d'émission des sources
modélisées est ainsi non triviale et correspond par morceaux à des lois de puissance.

Pour les sources dont le �ux est mesuré à deux fréquences distinctes (en vert sur la �gure 3.9),
il est possible de mesurer un indice spectral individuel

α = − log(S4.85GHz/Slow)/ log(4.85/νinf)

où νinf est 1.4 GHz dans la région couverte par NVSS, ou 0.843 GHz dans la région couverte par
SUMSS. Cette mesure doit toutefois être corrigée de plusieurs sources d'erreurs, liées à la confusion
des sources dans des relevés à des résolutions et des sensibilités di�érentes et reste entachée de
larges erreurs de mesure. La distribution des indices spectraux mesurés reste ainsi plus large que
celle attendue d'étude plus précises sur des échantillons réduits. Néanmoins cette mesure permet
de séparer les sources en deux classes selon leur comportement spectral : les sources à spectre
raide et les sources à spectre plat. Les distributions des indices spectraux de ces deux classes étant
modélisées par des gaussiennes, les valeurs mesurées pour l'indice spectral moyen sont respectivement
〈αraide
<20 〉 = 1.18, 〈αplat

<20〉 = 0.16. La largeur des distributions est �xée à σraide = σplat = 0.3, valeur
consistante avec les travaux de Ricci et al. (2006).

Chaque source présente dans un catalogue à basse fréquence est assignée à une des deux classes, et
son indice spectral α<20 est tiré suivant la distribution correspondante. Lorsqu'une mesure de l'indice
spectral est disponible, elle est utilisée pour déterminer à quelle population la source appartient (on
considère que la source a un spectre raide si l'indice mesuré est supérieur à 0.5). Lorsque la source
n'a été mesurée qu'à une fréquence, elle est a�ectée aléatoirement à l'une ou l'autre des populations
en tenant compte des proportions mesurées de chaque population (Fomalont et al., 1991).

Au delà de 20 GHz, l'indice spectral de chaque source est modi�é d'une quantité δα = α20−100−
α<20. La distribution du changement de l'indice spectral δα a été mesuré pour les sources détectées
dans les données WMAP (López-Caniego et al., 2007). Cette distribution peut être approximée
par une gaussienne de moyenne 0.29 (raidissement) et de dispersion 0.45. Le changement d'indice
spectral des sources du modèle est tiré suivant cette distribution. Au-delà de 100 GHz, l'indice
spectral des sources est à nouveau ajusté. Les sources dont l'indice spectral est exceptionnellement
raide ou plat sont ramenées à un indice spectral médian.

En�n, quelques zones du ciel ne sont pas couvertes par les relevés, et la sensibilité des relevés n'est
pas homogène. La distribution sur le ciel des sources de chaque intervalle de �ux a été homogénéisée
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Figure 3.10 � Fonctions de comptage intégrées des radio sources à 30, 143 et 857 GHz. La ligne con-
tinue correspond au nombre de source prédit par le modèle (de Zotti et al., 2005). Pour comparaison,
le nombre de sources prédit par To�olatti et al. (1998) est donné par la ligne discontinue.

en dupliquant aléatoirement des sources de même �ux. De cette façon, une couverture complète
du ciel est obtenue jusqu'à un �ux de l'ordre de 20 mJy à 5 GHz. Les sources plus faibles ne
contribuent pas de manière signi�cative aux �uctuations. Les régions les moins bien couvertes se
situent principalement dans le plan galactique, où l'e�et des sources faibles est par ailleurs négligeable
en comparaison des émissions di�uses galactiques. En dehors du plan galactique (latitude galactique
supérieure à 10 degrés), la proportion de sources réelles est de 97% (95% pour l'ensemble du ciel). On
peut donc espérer que les propriétés de corrélation des positions des sources radio seront correctement
reproduites dans les cartes simulées par le PSM.

Une comparaison du nombre de sources simulées par le PSM et prédite par le modèle To�olatti
et al. (1998), et une version mise à jour de ce modèle (de Zotti et al., 2005), tenant compte du déclin
à grand redshift de la densité des sources est présentée sur la �gure 3.10.

Pour �nir, le signal polarisé des sources radio est reproduit en attribuant à chaque source un
taux de polarisation et un angle de polarisation constant pour tout l'intervalle de fréquence. L'angle
de polarisation est tiré suivant une distribution uniforme sur [0 − 2π], et le degré de polarisation
est tiré suivant les distributions e�ectivement observées (Ricci et al., 2004) respectivement pour les
sources à spectre plat et à spectre raide.

Sources infrarouges

Une extrapolation des lois d'émission de sources détectées par IRAS a été réalisée par Serjeant et
Harrison (2005), en combinant les mesures e�ectuées par IRAS dans l'infrarouge lointain et SCUBA
dans le domaine des longueurs d'ondes sub-millimétriques. De cette manière, les densités spectrales
d'énergie des 15411 galaxies du catalogue PSC-z (Saunders et al., 2000) ont été prédites entre 50 et
1300 µm.

Par ailleurs, une compilation incluant toutes les sources de l'infrarouge lointain contenues dans
le catalogue de sources ponctuelles (PSC) et dans le catalogue des sources faibles (FSC) d'IRAS, a
été mis à disposition de la communauté Planck par Dave Clements. L'extrapolation de ces sources
infrarouges est faite suivant une loi de corps gris νbB(ν, T ), B(ν, T ) désignant la loi de Planck
pour un corps noir. Pour les sources détectées à une seule fréquence par IRAS, les valeurs de b et
T utilisées sont les valeurs du spectre moyen de l'échantillon mesuré par Dunne et al. (2000), en
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Figure 3.11 � Comparaison entre les comptages de sources de Serjeant et Harrison (2005) et le
catalogue d'entrée du PSM à 857 GHz en dehors du plan galactique (|b| > 40◦).

l'occurrence b = 1.3 et T = 35K. Pour les sources détectées à 60 et 100µm, la valeur de l'indice
b = 1.3 est conservée, mais la température est ajustée au données.

Les deux échantillons ont ensuite été combinés, les sources présentes dans l'un et l'autre ont été
incluses en conservant les �ux dérivés par Serjeant et Harrison (2005).

Le catalogue obtenu est raisonnablement complet à haute latitude galactique jusqu'à ∼ 80mJy
à 857 GHz (voir Fig. 3.11). En revanche, le PSC ne contient pas d'objets pour lesquels le risque
de confusion avec des sources galactiques est élevé et le FSC est par ailleurs restreint aux régions
en dehors du plan galactique. La densité des sources est donc fonction de la latitude galactique,
et le plan galactique est moins bien couvert. D'autre part, la couverture du relevé IRAS n'est pas
complète, et une bande représentant environ 4% du ciel est dépourvue de source. Pour résoudre ces
deux problèmes, le même processus que pour les sources radio a été appliqué au catalogue de sources
infrarouges, de façon à obtenir une distribution de sources homogène jusqu'à environ 80 mJy.

Fond de sources infrarouges

Comme signalé au chapitre 2.2.1, une autre contribution importante, et susceptible de dominer
les �uctuations dans le domaine sub-millimétrique, provient des sources non résolues par l'instrument
et formant le fond di�us infrarouge (Puget et al., 1996). Ces galaxies sont interprétées comme des
proto-galaxies, siège d'une intense formation d'étoiles. Le modèle adopté ici est celui présenté par
Granato et al. (2004), qui rend compte correctement des décomptes obtenus par di�érents relevés
dont SCUBA et MAMBO (voir par exemple Scott et al. 2006; Coppin et al. 2006). Ces sources sont
également fortement agglomérées (Negrello et al., 2004). Les e�ets d'agglomération sont modélisés
suivant le modèle 2 de Negrello et al. (2004). La simulation de la distribution spatiale des sources
est réalisée en utilisant la méthode présentée dans González-Nuevo et al. (2005). Une carte à une
fréquence de référence νref = 353 GHz est ainsi produite, puis extrapolée aux autres fréquences
νi, en utilisant une dépendance spectrale variable suivant le �ux. L'indice spectral utilisé s'écrit
α = − log(Sref/Si)/ log(νref/νi), où Si est dé�ni par n(> Si; νi) = n(> Sref ; νref). L'indice spectral
est calculé par pas logarithmiques ∆ log(Sref) = 0.1.

Par ailleurs, l'importance de l'e�et de lentille gravitationnelle sur les sources à grand redshift a été
mis en évidence par Blain (1996). Ces sources sont modélisées dans le PSM suivant les distributions
données par Perrotta et al. (2003) (voir Fig. 3.13). Les indices spectraux utilisés pour l'extrapolation
sont obtenus de la même façon que pour les proto-galaxies.

En�n, la fraction de polarisation des sources est tirée aléatoirement suivant une distribution
correspondant au carré d'une variable gaussienne de déviation standard σ = 0.01. L'angle de polar-
isation est tiré suivant une distribution uniforme sur [0− 2π].
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Implémentation de la convolution des sources

Dans la mesure du possible, le PSM évite de manipuler des données mal échantillonées. Pour les
sources ponctuelles, cela signi�e que la convolution des sources avec un lobe gaussien ramenant les
cartes à une résolution �nie doit être e�ectuée dans l'espace réel. De fait, la convolution d'une carte
de sources, nécessairement mal échantillonnée puisque les sources sont ponctuelles, dans l'espace des
harmoniques sphériques donnerait lieu à des artefacts. Pour les sources les plus fortes, ces artefacts
peuvent contribuer signi�cativement au signal. Une convolution dans l'espace pixel peut toutefois
s'avérer coûteuse lorsque le nombre de sources devient grand et n'est pas nécessairement requise
pour les sources les plus faibles qui donneront lieu à des artefacts très sous-dominants.

Le modèle des sources ponctuelles dans le PSM opère donc une distinction entre les sources selon
leur �ux. Pour une simulation donnée s'étendant sur un intervalle de fréquence limité, les sources
dont le �ux à une fréquence comprise dans cet intervalle dépasse un seuil prédé�ni sont considérées
comme fortes et sont rassemblées dans un catalogue. Les autres sources sont considérées comme
faibles et sont incluses sous forme de carte dans la simulation. Ces cartes sont ensuite traitées comme
le sont les cartes des composantes di�uses. Nous avons par ailleurs développé un outil permettant
d'e�ectuer la convolution des sources avec un lobe instrumental idéalisé (gaussien) au sein du PSM.
Le catalogue des sources fortes peut donc ensuite être utilisé par le PSM, ou par un outil extérieur,
pour produire des cartes du nombre limité de sources fortes.

3.3.5 E�et Sunyaev-Zel'dovich

Quatre modèles de l'e�et SZ thermique sont disponibles dans le PSM, et utilisent deux approches
di�érentes :

� la première est basée sur un tirage aléatoire des amas suivant la fonction de masse (implémentée
par mazzotta_thermal et dmb_2001),

� tandis que la seconde (implémentée par nbody+hydro) s'appuie sur les simulations numériques
N-corps du Hubble Volume (A.E.Evrard, 2002) et des simulations hydrodynamiques du gaz
des amas (Dolag et al., 2005).

Le dernier modèle (dddmb_2008) utilise une approche hybride en combinant une simulation hydro-
dynamique plus profonde (z = 0.25) avec un tirage suivant la fonction de masse pour les amas à
haut redshift.

Des cartes de l'e�et SZ cinétique, consistantes avec les simulations de l'e�et thermique, sont
de plus disponibles à la fois pour deux des approches semi-analytiques (dmb*) et pour l'approche
entièrement numérique. La polarisation de l'e�et SZ liée au mouvement transverse des amas sur la
ligne de visée (Sazonov et Sunyaev, 1999) est également implémentée dans le PSM pour les modèles
dmb* de même que la contamination des amas par les sources radio et infrarouges qui est présentée
en section 3.3.6.

En�n, le satellite d'observation X Rosat (Voges et al., 1999) a fourni un catalogue d'amas et la
mesure de leur luminosité. Le modèle rosat_catalog permet de convertir ce catalogue en une carte
de l'e�et SZ thermique contenant les amas connus. Ce catalogue peut également être utilisé pour
contraindre les simulations des modèles dmb* en incluant les amas connus.

Tirage du catalogue d'après la fonction de masse

La première approche se base sur les travaux décrits dans Colafrancesco et al. (1997); Delabrouille
et al. (2002), et s'appuie sur la connaissance a priori de la fonction de masse N(M, z). Pour un
modèle cosmologique donné (h, Ωm, Λ, Ωb, σ8 �xés), la distribution des amas de galaxies dans le
plan masse-redshift (M, z) est tirée aléatoirement selon une loi de Poisson dont la moyenne est �xée
par la fonction de masse. Les coordonnées galactiques des amas sur la sphère (l,b) sont alors tirées
aléatoirement selon une distribution uniforme. Il est clair qu'une telle approche ne reproduit pas la
corrélation des structures. L'amplitude de l'e�et Sunyaev-Zel'dovich est calculée, pour chaque amas
tiré, suivant un modèle analytique du pro�l de densité électronique et une relation entre la masse
et la température électronique de l'amas.

La vitesse intrinsèque des amas est tirée aléatoirement suivant une distribution gaussienne, de
moyenne nulle et de déviation standard �xée par le spectre de puissance des �uctuations de densité
(voir par exemple Peebles 1993). De même, cette méthode ne reproduit pas la corrélation entre les
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mouvements des amas. Cette vitesse est utilisée pour calculer l'e�et SZ cinétique ainsi qu'une partie
de la polarisation induite par l'e�et SZ.

L'e�et SZ acquiert une polarisation dès lors que le rayonnement incident présente une anisotropie
quadripolaire (Sazonov et Sunyaev, 1999). Les deux principales sources d'anisotropie à l'origine
de l'e�et SZ polarisé sont le quadrupôle local du CMB et le mouvement intrinsèque de l'amas.
L'amplitude de ces deux e�ets est similaire et reste très faible. Pour le moment, seule l'émission
polarisée liée au mouvement transverse de l'amas est implémentée dans le PSM.

La première implémentation de cette méthode que nous avons incluse dans le PSM est celle du
modèle mazzotta_thermal. Une seconde implémentation, dmb_2001 développée principalement par
Jean-Baptiste Melin o�re une plus grande �exibilité et incorpore des e�ets plus �ns tels que l'e�et
SZ cinétique, la polarisation et la contamination des amas par les sources radio et infrarouges.

Les di�érentes fonctions de masse utilisables pour ce dernier modèle sont les fonctions de :
� Press-Schechter (Press et Schechter, 1974),
� Sheth-Tormen (Sheth et Tormen, 1999),
� Jenkins (Jenkins et al., 2001),
� Evrard (Evrard et al., 2002).

De même, les amas peuvent être dessinés suivant di�érents types de pro�ls de densité électronique,
le modèle beta ou un pro�l adapté aux observations récentes des satellites XMM (Croston et al.,
2008) ou Chandra :

ne(x) ∝ 1/(xγ(1 + xα)(β−γ)/α)

avec x = r/rs, α = 2.20, β = 5.00, et γ = 0.92. Les pro�ls peuvent être normalisés d'après une
relation masse-température ou les données XMM (Pierpaoli et al., 2003; Pratt et al., 2009).

En�n, comme signalé en introduction, il est possible d'inclure dans la simulation les amas connus
du catalogue Rosat (Voges et al., 1999). Un sous ensemble du catalogue tiré aléatoirement selon
la fonction de masse est ainsi remplacé par les amas connus. Les amas remplacés sont sélectionnés
pour correspondre à la distribution masse-redshift du relevé Rosat.

L'approche semi-analytique décrite ici ne permet toutefois pas de modéliser le faible e�et Sunyaev-
Zel'dovich dans les structures �lamentaires de la toile cosmique.

Simulations numériques de la matière noire et du gaz

Le PSM incorpore par ailleurs les résultats de simulations numériques, mises à disposition de la
communauté Planck par Klaus Dolag, o�rant l'avantage d'inclure des pro�ls d'amas plus réalistes
ainsi que la structure �lamentaire de la toile cosmique. En contrepartie, ces simulations étant parti-
culièrement lourdes, une seule réalisation est mise à disposition. Il n'est donc pas possible d'utiliser
ce modèle pour des simulations Monte Carlo.

La carte de SZ délivrée par ce modèle est obtenue par la combinaison d'une carte de l'univers
local (z < 0.025) et d'une carte de l'univers à plus grand redshift (z > 0.025). La carte à faible
redshift provient d'une simulation hydrodynamique du gaz de l'univers local (Dolag et al., 2005).
Cette simulation est contrainte pour reproduire la distribution de densité de l'univers local observée
par le relevé de Galaxie IRAS 1.2-Jy.

La carte à plus grand redshift est obtenue à partir d'une simulation à N-corps de la matière
noire dans le volume de Hubble. L'e�et Sunyaev-Zel'dovich est reproduit en plaçant, à la position
de chaque amas de la simulation, un pro�l d'amas compatible et de même masse obtenu d'une
simulation hydrodynamique du gaz de baryons dans un volume beaucoup plus réduit (Schäfer et al.,
2006). Cette carte de l'e�et SZ à grand redshift ne contient donc que les amas et n'inclut pas la
structure �lamentaire.

Modèle hybride

Le modèle dddmb_2008 combine les deux approches précédentes dans le but d'obtenir à la fois
une forme réaliste pour les amas à bas redshift (probablement résolus) et une certaine variabilité
de la simulation. Ceci permet par exemple d'adapter les paramètres cosmologiques aux mesures les
plus récentes et de permettre son utilisation dans des applications type Monte Carlo.

L'univers à bas redshift est ainsi représenté par la simulation N-corps et hydrodynamique de
l'univers local, contrainte par les observations de l'univers local, complétée par une simulation hy-
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Figure 3.14 � Simulations de l'e�et Sunyaev-Zel'dovich obtenues avec les trois principaux modèles
du PSM. La zone présentée est centrée sur le pôle nord galactique et couvre une large région d'environ
80 degrés d'extension. Les paramètres cosmologiques utilisés pour les simulations dmb_2001 et
dddmb_2008 sont ceux mesurés par WMAP, tandis que ceux utilisés lors de la simulation N-corps
ne sont pas modi�ables (notamment σ8 = 0.9).

drodynamique plus profonde obtenue par Antonio da Silva pour 0.025 < z < 0.25. Les amas pour
z > 0.25 sont ensuite tirés suivant la méthode semi-analytique implémentée dans dmb_2001.

Commentaires sur les modèles

La �gure 3.14 illustre les simulations des trois principaux modèles sur une large région centrée sur
le pôle nord galactique. Le choix de la méthode à utiliser dépend des applications, et nous tentons
de résumer succinctement ici les avantages et les inconvénients de chacune.

La simulation numérique o�re une prise en compte correcte de la fonction de corrélation de la
matière et de la vitesse propre des amas, de la structure des amas et de la physique du gaz, et
pour l'univers proche et une cosmologie �xée, de la structure �lamentaire de la toile cosmique. En
revanche, le coût de calcul est tel qu'une seule réalisation avec une cosmologie �xée (par exemple,
ici, σ8 = 0.9) est disponible, et certains amas connus sont absents de la simulation.

L'approche semi-analytique est au contraire très �exible et permet de réaliser des simulations à
la demande, avec des paramètres arbitraires. La plupart des amas connus peuvent être inclus dans
la simulation. En contrepartie, la fonction de corrélation des amas et de leur vitesse propre n'est
par reproduite. La distribution du gaz dans l'amas est également modélisée de façon simpli�ée.

3.3.6 Composantes à l'intersection de plusieurs modèles

Nous avons reporté ici la description des composantes dont l'émission est à l'intersection de
plusieurs modèles et qui ont dû recevoir un traitement particulier en temps que tel.

Contamination du signal SZ par les sources radio et infrarouges des amas

Les sources radio sont préférentiellement associées à des galaxies primitives qui appartiennent
à des amas, et constituent ainsi le contaminant principal du signal SZ. Une analyse détaillée de la
corrélation entre les positions des amas et des sources radio est présentée par Massardi et De Zotti
(2004), fournissant une estimation de la fonction de luminosité locale des radio sources dans les
amas à 1.4 GHz. Leurs principales conclusions sont con�rmées par des études plus récentes de Coble
et al. (2007) et Kaneko (2006)

En s'appuyant sur ces résultats, Marcella Massardi a appliqué la procédure suivante pour réaliser
une simulation de la contamination de l'e�et SZ par les radio sources :

1. La fonction de luminosité locale à 1.4 GHz déterminée par Magliocchetti et al. (2002) avec une
normalisation augmentée d'un facteur 3 × 103, est utilisée a�n d'estimer la densité des radio
sources des amas qui ont une luminosité comprise entre Lmin = 1028.5 erg s−1 et Llim. Au delà
de cette limite, les sources radio sont déjà simulées.
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2. Pour les amas qui ont une taille angulaire supérieure à 5′, donc résolus par Planck, les
sources tirées aléatoirement suivant la fonction de luminosité sont distribuées avec une densité
de surface proportionnelle à [1 + (r/ro)

2]−3β/2+1/2 avec ro = 0.7Mpc et β = 1.65. Pour les
amas non résolus, la luminosité radio est déduite de l'intégration de la fonction de luminosité
(sur l'intervalle de luminosité approprié) et de la multiplication de ce résultat par le volume
de l'amas.

3. L'extrapolation aux fréquences plus élevées est obtenue en choisissant un rapport de nombre
de sources à spectre plat sur nombre de sources à spectre raide égal à 0.35 à 1.4 GHz. La valeur
moyenne des indices spectraux étant �xée à αflat = 0.13 et αsteep = 0.87 respectivement.

Une simulation de l'émission infrarouge des galaxies dans les amas a également été implémentée
par Étienne Pointecouteau et Jean-Baptiste Melin suivant la procédure :

� Le nombre de galaxies dans un amas est déterminé en fonction de la masse de l'amas suivant
les relations obtenues dans Lin et al. (2004); Popesso et al. (2007).

� La luminosité des galaxies est tirée suivant la fonction de luminosité du modèle Lagache et al.
(2003).

� Le �ux infrarouge est calculé pour une distribution spectrale correspondant à la luminosité et
au type de chaque galaxie.

� En�n le �ux infrarouge est réparti selon le pro�l de l'amas.

Sources galactiques et Régions HII

La séparation des régions d'émissions spéci�ques de l'émission galactique di�use est un problème
délicat. Ce travail a été amorcé dans le PSM en commençant par extraire une sélection de régions
HII ultra-compactes. 864 sources ont été sélectionnées dans le catalogue IRAS sur la base de leur
couleur, comme spéci�é dans Kurtz et al. (1994). Elles satisfont les critères suivants :

� Le �ux à 100µm est supérieur à 100 Jy.
� Les �ux sont correctement mesurés par IRAS dans les 3 canaux 100, 60 et 25µm. Plus précisé-
ment, la qualité de la mesure est moyenne suivant la dé�nition donnée dans Beichman et al.
(1988).

� La latitude galactique est inférieure à 10 degrés.
Cette liste inclut toutes les régions HII ultra compactes du catalogue originel de Kurtz et al.

(1994) qui ont également été observées par IRAS (48 objets) ainsi que 38 régions parmi les 53
décrites par Wood et Churchwell (1989).

Des correspondances en radio ont été recherchées dans les catalogues Gregory et al. (1996),
Giveon et al. (2005) ainsi que dans le relevé NVSS. Le rayon d'association utilisé est d'une arcminute
dans les 3 cas. En cas d'associations multiples, la source la plus brillante est sélectionnée. Il est à
noter qu'aucun de ces catalogues ne couvre l'hémisphère sud, et que le travail dans cette région du
ciel est toujours en cours.

Les �ux attendus aux fréquences inférieures à 100 GHz sont estimés pour toutes les sources
présentes à la fois dans le catalogue IRAS et dans un des catalogues radio. Le �ux est extrapolé des
relevés radio avec un indice spectral de -0.1 correspondant à celui de l'émission libre-libre. Lorsqu'une
correspondance existe dans plus d'un catalogue, priorité est donnée au catalogue de Gregory et al.
(1996), puis Giveon et al. (2005) et en�n NVSS. Pour les sources sans association en radio, le �ux
est considéré comme indéterminé.

Pour les fréquences supérieures à 100 GHz, les �ux de toutes les sources est estimé à partir d'un
ajustement des �ux mesurés par IRAS à 100 et 60 microns à une loi de corps gris de la forme :
S = νβB(ν) = 2h/c2νβ+3(1/ exp(hν/kT )− 1) avec β = 1.5 (le choix de ce paramètre β est discuté
dans Gear et al. (1988); Hoare et al. (1991); Maxia et al. (2001)). Lorqu'une correspondance radio
a été trouvée, le �ux issu de l'ajustement est coadditionné au �ux extrapolé. Cette manoeuvre
s'avère nécessaire pour éviter les singularités dans les spectres des dites sources. Cependant, ceci
peut conduire à une surestimation du �ux aux fréquences proches de 100 GHz dans les cas où la
correspondance radio n'est pas la bonne, mais l'impact devient négligeable au delà de 217 Ghz, aux
fréquences où les sources sont les plus visibles.

Parallèlement, ces sources ont été supprimées du modèle de l'émission di�use en soustrayant leur
contribution de la carte de poussière IRAS (voir 3.3.3).
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Figure 3.15 � Comparaison du modèle d'émission polarisée de la poussière (à droite) aux données
WMAP à 94 GHz (à gauche). Les deux cartes représentent l'intensité de polarisation P =

√
Q2 + U2

et sont lissées à 10◦. La plupart des �uctuations de la carte WMAP à haute latitude galactique
peuvent être attribuées au bruit. Néanmoins, on observe que certaines structures du plan galactique
ne sont pas reproduites par le modèle.

3.4 Perspectives

Le PSM est en constante évolution. Pour conclure ce chapitre, nous tentons de résumer l'ensemble
des améliorations qui peuvent lui être apportées à court terme, c'est�à�dire avant l'avènement des
données Planck. Certains de ces points sont déjà en développement pour la version suivante du
PSM.

CMB

Dans sa version actuelle, le PSM ne tire pas complètement partie des mesures de fond di�us
cosmologique disponibles. Les données de la cinquième année d'observation de l'expérienceWMAP
ont été publiées (Dunkley et al., 2009a). De plus, des techniques de traitement de données plus
avancées ont été appliquées à ces données (par exemple Delabrouille et al. 2009) rendant en partie
obsolète la carte des �uctuations primordiales employée dans le PSM.

Polarisation de la poussière

La modélisation de la polarisation de la poussière est rendue relativement di�cile par l'absence
de contrainte observationnelle. Dans ce domaine, la mise à disposition des données Planck devrait
apporter de grandes améliorations. Toutefois les données WMAP montrent déjà des insu�sances
dans la modélisation e�ectuée. La �gure 3.15 montre côte à côte l'intensité de polarisation de l'émis-
sion thermique de la poussière à 94 GHz prédite par le modèle et mesurée par WMAP. Bien que la
mesure de WMAP soit fortement entachée par le bruit, on observe que les structures visibles dans
le plan galactique ne sont pas reproduites correctement par le modèle.

Régions galactiques spéci�ques

La plupart des régions compactes du plan galactique sont aujourd'hui modélisées de la même
façon que l'émission di�use. La qualité de la modélisation du PSM serait accrue par un traitement
spéci�que de ces régions pour la plupart des applications.

Prédiction des sources ponctuelles

Le modèle en place convient parfaitement à toutes les applications développées jusqu'à présent.
Néanmoins une prédiction du �ux des sources les plus brillantes, comme celles mesurées parWMAP
pourrait se révéler intéressante, par exemple pour des applications de calibration des instruments.
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Amélioration de l'observation

Le modèle instrumental implémenté dans la version présente du PSM est minimaliste. Sa plus
importante limitation est de produire des observations à une fréquence pure alors que les instru-
ments réels intègrent le rayonnement sur une bande de fréquence relativement large (de l'ordre de
30% de largeur relative). Il est clair que l'intégration dans la bande d'observation nécessite la con-
naissance des lois d'émission et gagnerait à être e�ectuée par le PSM. L'architecture de la version
de développement du PSM a été modi�ée de manière à faciliter cette opération.

3.5 Conclusion

La mise en ÷uvre du PSM a permis un certain nombre d'avancées dans le domaine de la sim-
ulation de l'émission du ciel entre 10 et 3000 GHz, tant en terme de modélisation des processus
physiques que des applications envisagées. Par rapport à la situation préexistante où des modèles
séparés des processus devaient être collectés et assemblés pour former un modèle complet, il o�re
notamment, en plus d'une facilité de réalisation des simulations :

� Une amélioration sensible de la cohérence des modélisations des di�érents processus.
� La prise en compte soigneuse d'un certain nombre de détails numériques susceptibles d'intro-
duire des artefacts visibles dans les simulations.

� Une amélioration de la di�usion, de la validation, et de la traçabilité des simulations.
� La possibilité de produire des réalisations stockastiques représentatives des propriétés statis-
tiques de l'émission à une résolution arbitrairement élevée, et non plus limitées par les obser-
vations disponibles.

� La possibilité de faire varier simplement la modélisation et les paramètres des modèles.
Il est ainsi utilisé de façon standard au sein de la communauté Planck, pour plusieurs applica-

tions :
� La réalisation des données simulées servant au test des méthodes de séparation de composantes.
� La simulation du ciel de référence, servant aux tests de l'ensemble de la chaîne de traitement
de données (Keskitalo et al., 2009).

� Une version particulière sert également à la véri�cation journalière des données de Planck.
La di�usion du code en dehors de la communauté fera par ailleurs l'objet d'une publication, et

il est déjà utilisé occasionnellement pour des études annexes à l'expérience Planck (par exemple
Betoule et al. 2009; Efstathiou et al. 2009).

En�n, dans une perspective plus large, il constitue une base autour de laquelle le travail de
modélisation des données à venir, notamment celles de Planck, peut s'organiser.
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Table 3.1 � Modèles disponibles pour chaque composante dans la version 1.6.6.
Composante Nom du modèle Description Simu Préd

gaussian_cosmo
Tirage aléatoire de �uctuations gaussi-
ennes suivant un spectre de puissance
obtenu par CAMB.

X

gaussian_cl
Tirage aléatoire de �uctuations gaussi-
ennes suivant un spectre de puissance
fourni par l'utilisateur.

X

CMB wmap_constrained

Tirage aléatoire de �uctuations gaussi-
ennes dont la phase et l'intensité sont
contraintes par la mesure e�ectuée par
WMAP.

X

nongaussian_f_nl
Réalisations non gaussiennes du CMB
caractérisées par le paramètre fNL.

X

lenspix
Réalisations d'un CMB lentillé utilisant
le code extérieur lenspix.

X

samplemap
Possibilité d'utiliser une carte quel-
conque de �uctuations pour des appli-
cations particulières.

X

wmap_3yr_ilc Mesure du CMB par WMAP. X
no_cmb CMB non inclus dans la simulation. X X

dmb_2001

Tirage aléatoire des amas suivant une
fonction de masse, divers pro�ls analy-
tiques utilisables, contamination par les
radio-sources possible.

X

dddmb_2008
Simulation hydro à bas redshift (z <
0.25), et tirage des amas suivant la fonc-
tion de masse à haut redshift.

X

SZ nbody+hydro
Simulation N-corps du �Hubble Volume�
+ simulation hydrodynamique du gaz
des amas.

X

mazzotta_thermal
Tirage aléatoire des amas suivant une
fonction de masse.

X

rosat_catalog
Inclusion des amas du catalog Rosat
suivant un pro�l analytique.

X

no_sz E�et SZ non inclus. X X

Objets compacts
psm_ps_multifreq

Extrapolation des sources de catalogue
à ν < 5 GHz et IRAS, réalisation aléa-
toire du fond infrarouge.

X

no_ps Sources ponctuelles non incluses. X X

bmp_3comp_v1.1
3 composantes, synchrotron, libre-libre,
poussière thermique. Non polarisé.

X

mamd_3comp_challenge2
Idem avec ajout de �uctuations à petite
échelle et polarisation.

X

Galaxie mamd_dickinson_4comp
Modélisation de l'émission anormale par
la poussière en rotation, ajout possible
de �uctuations, polarisation.

X X

mamd2008

Synchrotron polarisé, libre-libre et pous-
sière thermique et émission anormale
d'après Miville-Deschênes et al. (2008,
model 4). Ajout possible de �uctuations.

X X

�_with_synch_curvature
Modi�cation mineure du précédent in-
cluant une variation de l'indice spectral
du synchrotron suivant la fréquence.

X

no_galaxy Pas d'émission galactique. X X
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Table 3.2 � Résolution des données ancillaires.
Composante Carte Résolution approximative γ α β

Synchrotron
S408 MHz 1◦ -3 0.05 1.0

βs 2◦ -3 0.02 1.0

Libre-libre
E(B − V ) 1◦ -3 0.2 1.0

IHα 1◦ -2.6 0.1 1.1

Poussière
D100 µm 9′ -3 0.1 1.0

R(100µm/240µm) 7◦ -3 0.08 1.0

Table 3.3 � Caractéristiques principales des relevés grand-champ des sources ponctuelles radio
utilisées dans le PSM.

Fréquence Catalogue Slim(mJy) DEC
Résolution
angulaire

GB6 18 0 à +75 3.5' Gregory et al. (1996)
PMNE 40 -9.5 à +10 4.2' Gri�th et al. (1995)

4.85 GHz PMNT 42 -29 à -9.5 4.2' Gri�th et al. (1994)
PMNZ 72 -37 à -29 4.2' Wright et al. (1996)
PMNS 20 -87.5 à -37 4.2' Wright et al. (1994)

1.4 GHz NVSS 2.5 -40 à +90 45� Condon et al. (1998)
0.843 GHz SUMSS 18 -50 à -30 45�cosec(|δ|) Mauch et al. (2003)

8 -90 à -50 45�cosec(|δ|)
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Nous avons présenté dans les deux chapitres précédents les émissions qui se superposent au fond
di�us cosmologique et compliquent son analyse. Le caractère non stationnaire de ces signaux fait
apparaître l'intérêt d'une analyse localisée à la fois dans le domaine spatial et dans le domaine
fréquentiel (voir la discussion 2.3). Par ailleurs, du côté instrumental, une couverture incomplète ou
inhomogène est susceptible d'accroître l'intérêt des ondelettes pour l'analyse des mesures du fond
di�us cosmologique. Les expériences au sol ou embarquées dans des ballons ne couvrent en e�et
qu'une fraction réduite du ciel (de quelques pour cent pour les observatoires terrestres à quelques
dizaines de pour cent pour les vols ballon longue durée). Les expériences spatiales sont à même
de balayer l'ensemble du ciel, néanmoins, la stratégie d'observation choisie ne fournit généralement
pas une couverture homogène, ce qui peut conduire à une importante variabilité du niveau de bruit
instrumental sur le ciel. L'utilisation de fonctions concentrées dans les deux domaines, telles que les
ondelettes, est naturelle pour traiter ce type de di�cultés.

Il existe di�érentes manières de dé�nir des objets de type ondelettes sur la sphère (par exemple
Starck et al. 2006; Sanz et al. 2006). Les needlets sont, une construction particulière d'ondelettes,
dont les propriétés statistiques ont fait récemment l'objet d'études détaillées (Baldi et al., 2009; Lan
et Marinucci, 2008; Fa¸ et Guilloux, 2008). Elles ont déjà été utilisées en cosmologie pour diverses
applications telles que l'étude de l'e�et Sachs-Wolfe intégré (Pietrobon et al., 2006) et la recherche
de non-gaussianités dans le CMB (Pietrobon et al., 2009).

Le spectre des �uctuations du fond di�us cosmologique encode une grande partie de l'information
cosmologique délivrée par les �uctuations primordiales (voir chapitre 1.2). Quelques études, telles
que la recherche de non gaussianités ou de défauts topologiques, nécessitent une analyse des données

81
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au-delà du spectre, néanmoins l'estimation du spectre de puissance conserve une importance primor-
diale. Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle approche de l'estimation spectrale, fondée sur
l'analyse en needlets, proposée et étudiée par Fa¸ et Guilloux (2008) (voir aussi Baldi et al. 2009),
puis notre contribution pour caractériser et évaluer cette méthode dans des conditions représenta-
tives des données actuelles (Fa¸ et al., 2008). Nous consacrons la première section de ce chapitre à la
présentation du problème de l'estimation spectrale de manière générale. La seconde partie présente
l'analyse en needlets et introduit les bases théoriques de l'estimateur spectral en needlets (ESN).
En�n, les performances de l'estimateur sont évaluées sur des simulations dans la dernière section.
Nous concluons ce chapitre par une discussion des possibilités d'extension de l'estimateur pour le
traitement des données à venir.

4.1 Estimation du spectre de puissance du CMB

4.1.1 Modèle réaliste des observations

Pour une mesure parfaite (sans bruit et à une résolution in�nie) sur l'ensemble du ciel du signal
s des �uctuations du fond di�us cosmologique, le meilleur estimateur de son spectre de puissance
C` est le spectre empirique (appelé aussi pseudo-spectre). Rappelons son expression, introduite en
section 1.2.3 :

Ĉ` =
1

2`+ 1

∑
m

|a`m|2 . (4.1)

La variance de cet estimateur est appelée variance cosmique. Dans l'approximation de �uctuations
gaussiennes, elle s'écrit :

var
(
Ĉ`

)
=

2

2`+ 1
C2
` . (4.2)

Les mesures réelles, en revanche sont e�ectuées avec une résolution �nie, sont échantillonnées, et
a�ectées d'un bruit de mesure. En notant (ξk) pour k = 1, . . . , Npix une collection de pixels sur la
sphère, un modèle possible des mesures x est :

x(ξk) = W (ξk) ((B ∗ s)(ξk) + n(ξk)) (4.3)

où B décrit la réponse de l'instrument, W est un masque binaire (contenant 0 ou 1) représentant la
couverture de l'expérience, et n la contamination d'origine instrumentale. Ce modèle est simpli�é,
car il ne considère pas la contamination du signal s d'origine astrophysique. Nous faisons l'hypothèse
que celle-ci a été traitée de manière à la rendre négligeable dans la zone observée W̄ . Cette hypothèse
est raisonnable pour l'analyse des données de température. En polarisation en revanche, l'incertitude
concernant l'estimation des contaminations astrophysiques devra être prise en considération pour
l'estimation des paramètres. Le chapitre 5, consacré à la mesure du rapport tenseur sur scalaire à
partir des modes de polarisation B en est une illustration. Nous considérons uniquement, dans ce
chapitre, l'estimation du spectre de température, et conservons donc ce modèle.

E�et de la réponse instrumentale

Un traitement exact, dans le cas général, de la convolution du signal avec la réponse instrumentale
doit prendre en compte la stratégie de balayage de l'instrument. Pour une réponse instrumentale
axisymétrique, en revanche, le résultat est indépendant du balayage et la convolution peut être
e�ectuée au niveau de la carte comme nous l'avons supposé en écrivant (4.3). La convolution avec
une fonction axisymétrique s'exprime de façon simple par un produit dans l'espace des harmoniques
sphériques : ã`m = B`a`m, où B` sont les coe�cients du développement en fonctions de Legendre
de la réponse instrumentale : B(ξ) =

∑
`B`L`(ξ0 · ξ). L` est le polynôme de Legendre d'ordre `

(normalisé de telle sorte que L`(1) = 2`+1
4π ). Le spectre du signal convolué est donc C̃` = B2

`C`.
Le spectre originel peut être reconstitué par inversion jusqu'à une fréquence `max traduisant la
résolution �nie de l'instrument.
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Échantillonnage des données

La pixellisation est en général choisie de manière à permettre l'intégration discrète (quadrature)
des harmoniques sphériques jusqu'à un degré donné `max :

∫
S
Y`m(ξ) d ξ =

Npix∑
k=1

λkY`m(ξk)

où l'on note λk les poids de quadrature associés à la pixellisation. La décomposition en harmoniques
sphériques d'un signal à bande limitée x s'écrit alors :

a`m =
∑
k

λkx(ξk)Y`m(ξk), (4.4)

dé�nition que l'on étend à tout signal échantillonné xk.

Bruit instrumental

La mesure dans chaque pixel est a�ectée d'un bruit additif modélisé comme une variable aléatoire
centrée nk. Dans le cas général, la matrice de covariance du bruit de pixel à pixel est quelconque.
Toutefois, en négligeant le bruit en 1/f dont la contribution est importante essentiellement à basse
fréquence angulaire et qui peut être réduit à l'étape de fabrication de la carte, par exemple par des
algorithmes de destriage (Delabrouille, 1998; Maino et al., 2002a), le bruit instrumental peut être
modélisé en première approximation comme décorrélé de pixel à pixel (N est alors diagonale et l'on
note diag N = (σk)).

En utilisant la dé�nition de la transformée en harmonique sphérique du signal discrétisé (4.4),
on peut dé�nir les moments multipolaires du bruit instrumental :

n`m :=
∑
k

λknkY`m(ξk) . (4.5)

4.1.2 Vraisemblance du modèle

En supposant que le bruit de mesure et les �uctuations ont une distribution gaussienne, la
vraisemblance de ce modèle reste :

p(x|C`) =
exp

(
(−1/2)xTC−1x

)
(2π)Npix/2

√
det C

(4.6)

avec C la matrice de covariance du vecteur des données x. La matrice de covariance inclut maintenant
des contributions du signal et du bruit C = S(C`) + N.

Numériquement, le spectre qui maximise la vraisemblance (4.6) est di�cile à obtenir car la
matrice de covariance totale n'est pas creuse. Dans le domaine des harmoniques sphériques, la dé-
corrélation des modes d'un processus stationnaire permet de résoudre le problème exact en l'absence
de bruit instrumental et de données manquantes. Ce n'est toutefois plus possible pour le modèle
plus complexe, car le masque introduit une corrélation entre les modes, et le bruit instrumental
n'est généralement pas un processus stationnaire. C étant une matrice de Npix×Npix la complexité
numérique croît donc comme N3

pix.
La maximisation de la vraisemblance n'est donc pas réalisable directement pour les expériences

comme WMAP et Planck (Npix ∼ 107) sauf à une résolution réduite. Le schéma généralement
employé utilise une approche hybride (Efstathiou, 2004). Les premiers multipoles du spectre sont
estimés par la maximisation de la vraisemblance pour des cartes à une résolution dégradée. Diverses
méthodes ont été développées pour calculer la vraisemblance du spectre à bas ` (voir par exemple
Bond et al. 1998; Tegmark 1997). Le reste du spectre est obtenu par des méthodes sous optimales,
généralement par la déconvolution du spectre empirique que nous détaillons dans le paragraphe
suivant. L'estimateur spectral en needlets qui fait l'objet de ce chapitre est une alternative aux
méthodes fondées sur la déconvolution du pseudo-spectre.
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4.1.3 Pseudo-spectre

On montre facilement que les coe�cients ã`m du produit du signal xk =
∑
`m a`mY`m(ξk) par

un masque quelconque wk =
∑
`m w`mY`m(ξk) s'expriment par la relation de convolution :

ã`m =
∑
`′m′

a`′m′K`m`′m′

où :

K`1m1`2m2 =
∑
`3m3

w`3m3(−1)
m2

√
(2`1 + 1)(2`2 + 1)(2`3 + 1)

4π

(
`1 `2 `3
0 0 0

)(
`1 `2 `3
m1 −m2 m3

)
où l'on a utilisé pour cette dernière équation, l'expression de l'intégrale sur la sphère du produit de
trois harmoniques sphériques complexes en utilisant les symboles 3j de Wigner :∫

S
Y`1m1(ξ)Y ?`2m2

(ξ)Y`3m3(ξ) d ξ

= (−1)m2

√
(2`1 + 1)(2`2 + 1)(2`3 + 1)

4π

(
`1 `2 `3
0 0 0

)(
`1 `2 `3
m1 −m2 m3

)
.

En utilisant les propriétés des symboles 3j de Wigner on en déduit alors (voir par exemple Hivon
et al. 2002) la relation entre les espérances des pseudo-spectres des signaux masqués et non-masqués,
notés C̃` et Ĉ` respectivement :

E
(
C̃`

)
=
∑
`′

E
(
Ĉ`′
)
M``′ (4.7)

où la matrice de couplage des modes est :

M`1`2 = (2`2 + 1)
∑
`3

2`3 + 1

4π
ŵ`3

(
`1 `2 `3
0 0 0

)2

,

en notant ŵ` =
∑
m |w`m|

2.
La matrice M est généralement inversible dès lors que la portion de signal manquante est su�-

isamment faible (contrairement à la matrice K ). Lorsque que cette matrice est inversible, il est
possible d'obtenir un estimateur non biaisé du spectre C`. L'inversion n'est d'ailleurs pas stricte-
ment nécessaire, on pourra toujours considérer le pseudo-spectre comme un estimateur non biaisé
du spectre original convolué par la matrice M.

Il est ainsi possible d'appliquer aux données un masque de pondération quelconque w pour réaliser
l'estimation spectrale. Une pondération uniforme des données disponibles (w = W ) est un choix
possible, mais de manière générale, on a intérêt à utiliser le masque qui fournit un estimateur avec
la variance la plus faible possible. Les poids fournissant approximativement le meilleur estimateur
peuvent être calculés simplement dans les deux régimes suivants : en l'absence de bruit, et lorsque
le bruit est dominant.

Absence de bruit

Lorsque la matrice M est inversible et en l'absence de bruit instrumental E
(
Ĉ`

)
= C`,

∑
`′M

−1
``′ C̃`′

est donc un estimateur non biaisé du spectre de puissance C`.
Dans l'asymptotique des hauts ` la matrice de covariance de cet estimateur peut être approchée

par :

cov
(
C̃`1 , C̃`2

)
≈ 2C`1C`2

∑
`3

2`3 + 1

4π
ŵ

(2)
`3

(
`1 `2 `3
0 0 0

)2

et elle est minimisée pour une pondération uniforme, c'est�à�dire wk = Wk. Efstathiou (2004) a
de plus montré que dans ce régime (signal dominant, hauts `), cet estimateur est statistiquement
équivalent à l'estimateur du maximum de vraisemblance. Par la suite, nous ferons référence à cet
estimateur en utilisant l'acronyme PCLU (pour pseudo-Cl uniforme).
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Bruit dominant

En présence de bruit l'estimateur précédent est biaisé par la contribution du bruit au spectre
empirique, que l'on déduit de l'équation (4.5) :

n̂` =
1

2`+ 1

∑
m

|n`m|2 .

L'espérance de cette quantité se calcule simplement :

E (n̂`) = E

 1

2`+ 1

∑
k,k′

λkλk′nknk′L`(ξk · ξk′)


=

1

4π

∑
k

λ2
kσ

2
k .

On appellera parfois abusivement cette quantité le spectre du bruit, noté N`.
Dans le cas particulier d'un bruit homogène, tel que σk = σ, et en supposant λk = 4π

Npix
on a :

E (n`mn`′m′) =
4πσ2

Npix

δ`,`′δm,m′ .

En présence de bruit instrumental, le pseudo-spectre du signal a pour espérance :

E
(
C̃`

)
=
∑
`′

M``′C`′ +N`

avec, en supposant un bruit décorrélé : N` = 1
4π

∑
k σ

2
kλ

2
kw

2
k. Un estimateur non biaisé de C` est dans

ce cas obtenu par C̃w` =
∑
`′M

−1
``′

(
C̃`′ −N`′

)
. Dans un régime dominé par le bruit, Efstathiou

(2004) a montré que la variance de cet estimateur est approximativement équivalente à celle de
l'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque l'on utilise les poids wk = 1

σ2
k
.

Nous nommerons par la suite cet estimateur PCLW, où W (weighted en anglais) fait référence à
la pondération du signal.

4.1.4 Approche pratique et motivations de l'ESN

L'approche généralement employée est de combiner di�érents estimateurs : le spectre aux grandes
échelles angulaires est estimé sur une carte de résolution réduite en maximisant la vraisemblance du
modèle, tandis que les échelles angulaires plus faibles reçoivent un traitement sous optimal (bien que
proche). Par exemple, pour l'analyse des données collectées par les 3 premières années d'observation
de WMAP (Hinshaw et al., 2007) la vraisemblance des premiers multipoles ` < 30 du spectre de
WMAP a été calculée sur des cartes de résolution réduite. Le spectre pour ` > 30 est calculé à
partir des spectres croisés en utilisant une pondération uniforme jusqu'à ` = 500 et une pondération
1/σ2 au-delà.

Dans ce chapitre nous présentons une approche alternative à la déconvolution du spectre em-
pirique pour l'estimation du spectre à hauts `. Cette approche met à pro�t les propriétés de concen-
tration spatiale des needlets pour traiter le problème des données manquantes et de l'inhomogénéité
du bruit instrumental. La méthode s'adapte dans chaque échelle au rapport signal sur bruit local
et implémente ainsi de façon optimisée une transition entre les deux régimes traités auparavant par
deux approches di�érentes.

De manière générale, le caractère localisé des needlets à la fois dans le domaine spatial et dans
le domaine spectral permet une adaptation naturelle aux conditions locales de signal sur bruit.
L'estimateur peut ainsi être utilisé pour incorporer les données de plusieurs expériences présentant
des couvertures et des caractéristiques hétérogènes.
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4.2 Analyse en needlets

Les needlets sont des fonctions axisymétriques sur la sphère béné�ciant d'une localisation parfaite
et librement ajustable dans le domaine fréquentiel, ce qui les rend facilement utilisables à des �ns
d'estimation spectrale. Par ailleurs, le caractère axisymétrique des fonctions simpli�e le calcul des
coe�cients de needlets du signal (produits scalaires du signal et des ondelettes) puisqu'il se résume
à une opération de �ltrage dans le domaine des harmoniques sphériques.

Dans cette section, nous présentons les needlets dans un cadre général, puis rappelons la dé�nition
de l'ESN ainsi que son application au traitement d'observations complexes. Plusieurs paramètres
de l'implémentation pratique de l'ESN ne sont pas �xés par la théorie. Nous consacrons la �n de
cette section à la discussion de ces paramètres, qui seront évalués numériquement dans la section
suivante.

4.2.1 Analyse en needlets

Pour dé�nir les needlets, nous considérons une décomposition du domaine spectral en bandes
de fréquences (ou échelles) caractérisées par la collection de fonctions fenêtres h(j)

` . Le support de

chaque fonction fenêtre est borné, en particulier, on note `(j)max la fréquence maximum.
Remarquons que cette dé�nition est indépendante de la pixellisation choisie. De fait, on utilis-

era généralement une pixellisation ξ
(j)
k , k = 1, . . . , N

(j)
pix adaptée à chaque échelle, c'est à dire qui

permet l'intégration discrète des fonctions jusqu'à la fréquence 2`
(j)
max (avec les poids de quadrature

associés :λ(j)
k , k = 1, . . . , N

(j)
pix).

Les needlets sont les fonctions axisymétriques dé�nies comme :

ψ
(j)
k (ξ) =

√
λ

(j)
k

`(j)max∑
`=0

h
(j)
` L`(ξ · ξ(j)

k ), (4.8)

Pour une échelle donnée j, ces fonctions sont identiques à un facteur multiplicatif près et à la
rotation près, plaçant leur centre ξ(j)

k en un point de référence (le pôle nord par exemple). Un choix

adapté de la fonction fenêtre h(j)
` permet d'obtenir une bonne localisation de la needlet autour de

son centre ξ(j)
k . La �gure 4.1 donne un exemple de choix de fonctions fenêtres réalisant un découpage

du domaine spectral, et illustre le pro�l spatial des needlets associées à trois bandes de fréquence
moyenne croissante. L'optimisation des fonctions fenêtres est abordée à la section 4.2.5.

Par abus de langage, les �coe�cients de needlets� d'un champ X sur la sphère sont alors dé�nis
par :

γ
(j)
k := (λ

(j)
k )−1/2〈X,ψ(j)

k 〉

où 〈., .〉 représente le produit scalaire usuel pour les fonctions de carré intégrable sur la sphère. Leur
calcul découle d'une simple opération de �ltrage dans le domaine des harmoniques sphériques par
la fonction fenêtre {h(j)

` }j comme illustré sur le schéma suivant :

{X(ξk)}k=1,...,Npix

SHT
=⇒ a`m

×−→ h
(j)
` a`m

SHT−1

=⇒
{
γ

(j)
k )
}
k=1,...,N

(j)
pix

. (4.9)

Pour compléter notre présentation, et bien que cette propriété ne soit pas utilisée dans le cas de
l'estimation spectrale, signalons en�n qu'un signal à bande limitée peut être reconstruit à partir de

ses coe�cients de needlets. En notant h̃(j)
` = h

(j)
` /

∑
j′

(
h

(j)
`

)2

les fonctions fenêtres de synthèse, la

synthèse est schématisée par :{
γ

(j)
k )
}
k=1,...,N

(j)
pix

SHT−1

=⇒ h
(j)
` a`m

×−→ h̃
(j)
` h

(j)
` a`m

SHT
=⇒ X(j) (4.10)

qui fournit une décomposition du signal de départ en champs �ltrés à di�érentes échelles, X(j). Le
signal de départ est ensuite reconstitué par X(ξ) =

∑
j X

(j)(ξ). Remarquons que dans le cas général,
les �ltres d'analyse et de synthèse di�èrent.
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Figure 4.1 � Famille de fonctions fenêtre et pro�l spatial de trois des needlets associées (adapté de
Fa¸ et Guilloux 2008).



88 CHAPITRE 4. ESTIMATION SPECTRALE ET NEEDLETS

4.2.2 L'estimateur spectral en needlets

Distribution des coe�cients de needlets d'un champ stationnaire

L'estimateur spectral en needlets est fondé sur les propriétés statistiques des coe�cients de
needlets d'un processus stationnaire centré sur la sphère X (tel que le CMB). Comme précédem-
ment, on note C` son spectre de puissance angulaire, de telle sorte que l'on a : E (X(ξ)X(ξ′)) =
(4π)−1

∑
` C`L`(ξ ·ξ′). Les coe�cients needlets d'un tel champ sont des variables aléatoires centrées,

et :
cov[γ

(j)
k , γ

(j′)
k′ ] =

∑
`≥0

h
(j)
` h

(j′)
` C`L`

(
ξ

(j)
k · ξ

(j′)
k′

)
. (4.11)

En particulier la variance des coe�cients de needlets est :

var[γ
(j)
k ] = C(j) , (4.12)

où l'on a posé :

C(j) := (4π)−1
∑
`≥0

(
h

(j)
`

)2

(2`+ 1)C`. (4.13)

Distribution des coe�cients de needlets du bruit

Pour le modèle déjà retenu d'un bruit centré indépendant de pixel à pixel, mais éventuellement
non stationnaire de variance σ2

k, les coe�cients de needlets sont centrés. Si l'on suppose de plus que
les poids de quadrature sont uniformes (ce qui est approximativement le cas pour la pixellisation
HEALPix : λk ≈ 4π/Npix) et que les variations de σ sont su�samment faibles, alors :

cov[γ
(j)
k , γ

(j′)
k′ ] '

∫
S
σ2(ξ)ψ

(j)
k (ξ)ψ

(j′)
k′ (ξ) d ξ . (4.14)

Nous noterons donc :

n
(j)
k (σ) :=

(∫
S
σ2(ξ)|ψ(j)

k (ξ)|2 d ξ

)1/2

(4.15)

la déviation standard des coe�cients de needlets du bruit. Notons que dans le cas particulier d'un

bruit homogène on a simplement : n(j) =

(
σ2

Npix

∑
`≥0(2`+ 1)

(
h

(j)
`

)2
)1/2

.

Estimation du spectre lissé

L'estimation spectrale à l'aide des needlets part de l'observation suivante : pour n'importe quelle
suite de poids w(j)

k véri�ant :
N

(j)
pix∑

k=1

w
(j)
k = 1, (4.16)

la quantité :

Ĉ(j) :=

N
(j)
pix∑

k=1

w
(j)
k

(
γ

(j)
k

)2

(4.17)

est un estimateur non-biaisé (d'après l'équation (4.12)) de C(j) pour une observation non contaminée
et complète du processus stationnaire X. Or C(j) n'est autre qu'une version lissée (moyennée par la
fonction (h

(j)
` )2) du spectre C` du processus.

Pour des observations bruitées, il faut soustraire l'espérance de la contribution du bruit pour
obtenir l'estimateur non-biaisé :

Ĉ(j) :=
∑
k

w
(j)
k

{(
γ

(j)
k

)2

−
(
n

(j)
k

)2
}
. (4.18)
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Les poids w(j)
k peuvent ensuite être ajustés sous la contrainte (4.16) de manière à minimiser l'erreur

quadratique moyenne E
(
Ĉ(j) − C(j)

)2

.

On peut résoudre ce problème de minimisation en faisant l'hypothèse simpli�catrice que les coe�-
cients de needlets sont décorrélés. En pratique les coe�cients de needlets sont faiblement dépendants
pour des fonctions fenêtres bien choisies (Baldi et al. (2009) ont montré qu'ils sont asymptotique-
ment indépendants pour j → ∞). Sous cette hypothèse les poids minimisant l'erreur quadratique
sont donnés par :

w
(j)
k (C

(j)
) :=

(
C

(j)
+
(
n

(j)
k

)2
)−2 [∑

k′

(
C

(j)
+
(
n

(j)
k′

)2)−2
]−1

(4.19)

où C
(j)

= C(j). Cette quantité n'est pas connue a priori , mais peut être remplacée dans un premier
temps par une estimation approchée C(j)

0 de C(j) obtenue par exemple en utilisant des poids w(j)
k

constants. Notons que dans l'approximation d'indépendance entre les coe�cients du bruit, l'estima-
teur spectral correspond au maximum de vraisemblance dans le domaine des coe�cients de needlets.
Si nécessaire, l'estimateur pourra être amélioré de manière itérative en utilisant l'estimation plus
précise de C(j) obtenue à l'étape précédente pour dé�nir les poids. En pratique, l'estimateur est

robuste vis à vis du spectre a priori C
(j)

comme véri�é dans la section 4.3.2, de telle sorte qu'il y a

peu de gain à a�ner l'estimation de C
(j)
.

En comparaison, l'obtention d'une pondération optimale des pixels pour l'estimateur PCL néces-
siterait le calcul de C−1 = (S + N)−1, ou d'une approximation, ce qui n'est pas faisable en pratique
dans le régime intermédiaire où aucun des deux termes ne domine. Une pondération heuristique
par wk ∝ 1

〈σk〉2+σ2
k

a été utilisée pour l'estimation du spectre de puissance des données WMAP

(Hinshaw et al., 2003) mais a été abandonnée dans le traitement des données 5 ans.
C'est un des avantages des needlets de permettre une répartition naturelle des poids adaptée à

chaque échelle en présence de bruit inhomogène.

4.2.3 Complexi�cation du modèle d'observation

Dans cette section nous rappelons comment l'estimateur en needlets peut être adapté à des
modèles d'observations plus complexes, incluant des données manquantes, une réponse instrumen-
tale non idéale, et la combinaison de données provenant de plusieurs expériences. Certains de ces
développements sont fondés sur des approximations dont la validité sera véri�ée numériquement en
section 4.3.2.

Réponse instrumentale

L'impact exact de la réponse instrumentale (voir section 4.1.1) sur les C(j) dépend du spectre
du signal. Néanmoins, pour des fonctions fenêtres h(j)

` su�samment étroites et en supposant que la
réponse fréquentielle de l'instrument est su�samment lisse de telle sorte qu'elle varie peu dans la
bande, l'e�et de la réponse instrumentale B(j) sur les coe�cients de needlets dans la bande (j) peut
être approché par :

(B(j))2 := (4π)−1
∑
`≥0

(2`+ 1)(h
(j)
` )2B2

` . (4.20)

On a alors :

var

[
γ

(j)
k

B(j)

]
' C(j) , k = 1, . . . , N

(j)
pix. (4.21)

En pratique, les bandes sont choisies de telle sorte que cette approximation soit su�samment
bonne.

Données manquantes

Contrairement aux coe�cients du développement en harmoniques sphériques qui sont nécessaire-
ment biaisés par l'application d'un masque étendu au signal, les bonnes propriétés de localisation des
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needlets permettent d'espérer que les coe�cients calculés loin du masque soient peu a�ectés par sa
présence. L'estimateur spectral en needlets est fondé sur cette approximation. On sélectionne donc
un ensemble K(j) de coe�cients de needlets, que l'on pense peu biaisés par le masque. L'estimation
spectrale est e�ectuée sur cet ensemble de coe�cients, tandis que les autres ne sont pas considérés.

En pratique, le critère retenu pour sélectionner les coe�cients est le suivant : on considère que
le coe�cient γ(j)

k est �able si l'e�et du masque sur la norme L2 de la needlet ψ(j)
k correspondante

est inférieur à un niveau de référence, �xé par un paramètre ajustable t(j). Plus formellement, on
dé�nit l'ensemble des coe�cients retenus au niveau t(j) par :

K(j)

t(j)
:=

{
k = 1, . . . , N

(j)
pix :

‖Wψ
(j)
k ‖22

‖ψ(j)
k ‖22

≥ t(j)
}
. (4.22)

Le choix du paramètre t(j) résulte d'un compromis entre le biais et la variance de l'estimateur. Le
nombre de coe�cients retenus diminue lorsque t(j) → 1 ce qui augmente la variance de l'estimateur.
En contrepartie les coe�cients retenus et donc l'estimation seront moins a�ectés par le masque. En
pratique t(j) ∼ 0.95 constitue un choix raisonnable. Une étude de l'impact du choix de ce paramètre
est présentée dans Fa¸ et al. (2008) et rappelée en section 4.2.4.

Les propriétés de localisation des needlets vis à vis du critère (4.22) sont étudiées en détail dans
Guilloux et al. (2009). Quelques éléments sont par ailleurs donnés en section 4.2.5.

Fusion d'expériences

Complétons en�n notre présentation de l'estimateur spectral en needlets en étendant le mod-
èle d'observation à plusieurs expériences présentant des caractéristiques di�érentes en termes de
sensibilités, résolutions et couvertures. De fait, les contraintes imposées aux expériences CMB dif-
fèrent selon la plate-forme d'observation utilisée (télescope au sol, embarqué en ballon ou dans une
plate-forme spatiale), de telle sorte que les données de diverses expériences sont complémentaires. La
grande couverture du ciel accessible aux expériences spatiales permet de limiter la variance cosmique
sur le spectre à grande échelle, tandis que la sensibilité et la résolution accrue d'expériences libérées
des contraintes spatiales permettent une meilleure mesure du spectre à haute fréquence angulaire.

À titre d'illustration, la mesure e�ectuée par l'expérience WMAP est limitée par la variance
cosmique jusqu'à ` ' 530 (Nolta et al., 2009). Au-delà, la mesure peut être améliorée en incorpo-
rant des données obtenues par d'autres expériences, telles que Acbar (Reichardt et al., 2009) ou
Boomerang (Jones et al., 2006).

En indiçant par e les grandeurs relatives à chaque expérience, le modèle des coe�cients de
needlets des observations γ(j)

k,e s'écrit :

γ
(j)
k,e = B(j)

e γs
(j)
k + γn

(j)
k,e, (4.23)

où γs(j)k sont les coe�cients de needlets du CMB et γn(j)
k,e les coe�cients de needlets du bruit pour

chaque expérience.
Comme précédemment, on ne retient, pour chaque expérience, que les coe�cients tels que k ∈

K(j)
e,tj que l'on pense peu a�ectés par la couverture partielle du ciel. La covariance des coe�cients

de needlets du bruit a�ectant une expérience est donnée par l'équation (4.15). Par ailleurs, les
coe�cients de needlets du bruit sont indépendants d'une expérience à une autre. Pour chaque pixel
k ∈ K(j) = ∪eK(j)

e,tj , on forme donc un coe�cient de needlets agrégé γ̃(j)
k par la combinaison des

coe�cients de needlets corrigés de la réponse instrumentale :

γ̃
(j)
k =

∑
e

ω
(j)
k,e

γ
(j)
k,e

B
(j)
e

. (4.24)

Les poids a�ectés à chaque expérience sont calculés en tenant compte du rapport local du signal au
bruit, et en véri�ant

∑
e ω

(j)
k,e = 1 :

ω
(j)
k,e :=

(
B

(j)
e

n
(j)
k (σe)

)2

1
k∈K(j)

e,tj

(
ñ

(j)
k

)2

(4.25)
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avec,

ñ
(j)
k :=

∑
e

(
B

(j)
e

n
(j)
k (σe)

)2

1
k∈K(j)

e,tj

−1/2

(4.26)

où 1
k∈K(j)

e,tj

est la fonction indicatrice de l'ensemble K(j)
e,tj . On applique ensuite l'estimateur spectral

sur les coe�cients agrégés :

Ĉ(j) =
∑

k∈K(j)

w̃
(j)
k

(
C

(j)
){(

γ̃
(j)
k

)2

− (ñ
(j)
k )2

}
. (4.27)

avec, comme précédemment :

w̃
(j)
k :=

(
C

(j)
+
(
ñ

(j)
k

)2
)−2

 ∑
k′∈K(j)

(
C

(j)
+
(
ñ

(j)
k′

)2
)−2

−1

(4.28)

dé�nissant ainsi l'estimateur agrégé. Le gain apporté par cet estimateur par rapport aux estimateurs
exploitant séparément les données des expériences est illustré section 4.3.4.

4.2.4 Implémentation

La méthode générale, présentée précédemment, peut être particularisée par le choix de certains
paramètres. Nous rappelons ici les trois points principaux :

� Choix des bandes spectrales utilisées. Pour le cas spéci�que de l'estimation spectrale, celui-ci
résulte en partie du compromis suivant : des bandes spectrales étroites o�rent une meilleure
résolution et permettent de garder sous contrôle des approximations telles que celles de la sec-
tion 4.2.3 ; en contrepartie une localisation parfaite ne peut pas être obtenue simultanément
dans le domaine spatial et spectral, or les performances de l'estimateur, en terme d'adapta-
tion aux conditions locales et de rejection des données manquantes dépendent d'une bonne
localisation spatiale des needlets. En pratique, on choisira des bandes spectrales adaptées au
problème, c'est�à�dire o�rant une résolution spectrale su�sante pour les instruments consid-
érés. La forme des fonctions fenêtres de chaque bande spectrale peut ensuite être choisie de
manière à optimiser la concentration spatiale des needlets. Cette optimisation a fait l'objet
d'une étude approfondie par Guilloux et al. (2009). Nous rappellerons quelques résultats de
cette étude en conclusion de cette section ( 4.2.5).

� Sélection des coe�cients de needlets utilisables pour l'estimation spectrale.
� Obtention d'une estimation a priori du spectre C pour dé�nir les poids optimaux. La section
4.3.2 étudie la robustesse de l'estimateur vis à vis de cette estimation.

Chacun de ces points in�ue sur la performance e�ective de l'estimateur et a fait l'objet d'une
étude numérique qui sera présentée dans la section suivante. La performance d'un estimateur Ĉ(j)

de C(j) est mesurée par son erreur quadratique moyenne :

EQM(Ĉ(j)) = E
(
Ĉ(j) − C(j)

)2

.

Avec une couverture partielle du ciel (notons fciel la fraction du ciel mesurée), la variance cosmique
de l'estimateur idéal sur le ciel complet ne peut être atteinte. Aux petites échelles, on peut obtenir
une approximation de la limite inférieure atteignable sur un ciel incomplet en divisant la variance
cosmique par le facteur fciel :

f−1
cielVcosmique =

2

fciel

∑
(h

(j)
` )4(2`+ 1)C2

` .

On peut comparer l'EQM d'un estimateur à cette limite inférieure pour la variance. En revanche,
on ne peut pas comparer directement l'EQM de deux estimateurs utilisant des fonctions fenêtres
di�érentes, car il n'estime alors pas les mêmes C(j). On compare alors les erreurs quadratiques
moyennes normalisées par la variance cosmique :

EQM(Ĉ(j))

f−1
cielV

(j)
cosmique

. (4.29)
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4.2.5 Localisation spatiale des needlets

L'optimisation de la concentration spatiale des needlets pour une bande spectrale �xée est traitée
en détail dans Guilloux et al. (2009). Pour cette étude, le critère de concentration retenu est de
minimiser la norme L2 de la needlet hors d'une calotte polaire Ωθ(j) = {ξ : θ ≤ θ(j)} :

CΩ(b`) = 1−

∫
Ω
θ(j)

∣∣∣∣∑`(j)max

`=`
(j)
min

h
(j)
` L`(ξ)

∣∣∣∣2 d ξ

∫
S

∣∣∣∑`
(j)
max

`=`
(j)
min

h
(j)
` L`(ξ)

∣∣∣2 d ξ

. (4.30)

D'autres critères pourraient être utilisés, néanmoins celui-ci présente l'avantage d'être générique
et facilement optimisé. La minimisation de ce critère se résume à la résolution d'un problème aux
valeurs propres. En notant :

D`,`′ =
8π2√

(2`+ 1)(2`′ + 1)

∫ 1

cos θ0

L`(z)L`′(z) d z ,

et

b̄ = (

√
2`min + 1

8π2
h`min , . . . ,

√
2`max + 1

8π2
h`max) ,

on peut écrire le critère sous la forme :

CΩ(b`) = 1− h̄tDh̄

‖h̄‖2
. (4.31)

Le minimum est atteint pour les vecteurs propres correspondant à la plus grande valeur propre
de D. Ces fonctions sur la sphère portent le nom de prolate spheroidal wave functions (PSWF)
(Simons et al., 2006; Guilloux et al., 2009) par analogie avec les fonctions de R étudiées par Slepian
et Pollak (1960). Le calcul de la matrice D peut toutefois s'avérer coûteux numériquement pour
les valeurs élevées de `. Elle peut être obtenue e�cacement en utilisant des relations de récurrence
sur les fonctions de Legendre (voir par exemple Wandelt et al. 2001). Pour les besoins de l'étude
numérique présentée plus loin, nous avons réalisé une implémentation rapide en langage C de cette
méthode.

La �gure 4.2 montre les concentrations de needlets optimisées pour di�érentes ouvertures. On
note que les prolates n'ont une concentration optimale que pour l'ouverture choisie. Il n'existe donc
pas de needlet universellement bonne et l'ouverture qui doit être choisie pour une échelle donnée
n'est pas évidente. On peut utiliser une règle empirique, par exemple :

θ
(j)
0 =

(
`min + `max

2

)−1/2

et explorer l'in�uence de ce paramètre. La �gure 4.3 illustre les fonctions fenêtres de trois familles
de prolates di�érentes, obtenues respectivement en utilisant les ouvertures θ(j)

0 , 2θ
(j)
0 et 4θ

(j)
0 . Une

quatrième famille de needlets (dite Top-Hat) dé�nie par des fonctions fenêtres correspondant à
l'indicatrice de chaque bande est également incluse pour comparaison.

4.3 Évaluation des performances de l'estimateur

Notre contribution essentielle à ce travail a été la mise en place de simulations Monte Carlo pour
évaluer les performances de la méthode d'estimation présentée à la section précédente. L'objectif
poursuivi est double : permettre, d'une part, d'évaluer l'in�uence des paramètres libres de la méhode,
rappelés au paragraphe 4.2.4, sur la qualité de l'estimateur, et d'autre part, d'évaluer la qualité de
l'estimateur sur des données représentatives des données CMB aujourd'hui disponibles.

Dans cette section, nous détaillons dans un premier temps le travail e�ectué pour mettre en
place les réalisations Monte Carlo. Nous présentons ensuite les résultats d'une évaluation succinte
de l'in�uence des paramètres. Nous avons également comparé l'ESN aux estimateurs de type pseudo-
spectre, et évalué le béné�ce d'une analyse jointe de données complémentaires.
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Figure 4.3 � Familles de prolates utilisées pour l'estimation spectrale et comparées numériquement
en �gure 4.6. Les 3 premières familles, dites prolates, sont les solutions du problème d'optimisation
(4.31) pour di�érentes ouvertures. La dernière est incluse pour comparaison. Toutes les familles sont
dé�nies sur les mêmes bandes et normalisées suivant la relation (4π)−1

∑
(h

(j)
` )2(2` + 1) = 1. De

cette façon, pour un spectre angulaire plat C` = C0 on a C(j) = C0 pour chaque bande. La forme
des fonctions de la 26eme bande est détaillée dans les graphes en inclusion.
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Figure 4.4 � Modèle simpli�é représentatif d'une mesure incomplète du ciel et a�ecté d'un bruit
inhomogène. De gauche à droite et de haut en bas : masque utilisé, variation de la déviation standard
du bruit de pixel, un exemple de carte simulée et comparaison du spectre de puissance empirique
du bruit avec le spectre du CMB. Le masque s'apparente au masque Kp0 utilisé pour l'analyse des
données WMAP. La déviation standard du bruit dans un pixel est de 75µK dans les deux zones
circulaires et de 300µK ailleurs.

4.3.1 Mise en place de simulations Monte-Carlo

Comme mentionné en section 4.2.4, la qualité d'un estimateur peut être évaluée par son erreur
quadratique moyenne. Un calcul analytique de celle-ci n'est pas aisé dans le cas général, on a donc
recours à une étude Monte Carlo pour estimer cette grandeur.

Nous avons utilisé un premier modèle schématique, représentatif d'un ciel masqué et d'une cou-
verture inhomogène, pour étudier l'in�uence des paramètres de la méthode et comparer la qualité
de l'estimateur obtenu aux estimateurs de type PCL. Un second modèle, représentatif des données
obtenues par les expériences Acbar, Boomerang et WMAP, a été utilisé pour évaluer les perfor-
mances de l'estimateur agrégé. En�n nous avons mis en place une machine de calcul pour mener à
bien cette étude.

Modèle schématique

La �gure 4.4 présente les éléments principaux du modèle simpli�é utilisé pour évaluer les per-
formances de l'estimateur sur les données masquées d'une expérience avec un bruit inhomogène. Le
CMB est modélisé par un processus gaussien stationnaire dont le spectre est donné par le meilleur
ajustement du modèle Λ-cdm aux donnés WMAP. L'inhomogénéité du bruit instrumental est
schématisée par la présence de deux zones circulaires (représentant approximativement les pôles
écliptiques) mieux couvertes, où le rapport signal à bruit est de 1.5 contre 0.4 sur le reste du ciel.
Les données sont masquées par le masque Kp0 introduit pour l'analyse des données WMAP.

Ce modèle est ainsi approximativement représentatif des données acquises par WMAP à l'ex-
ception de la réponse instrumentale, qui est ici supposée parfaite à toutes les échelles. En raison de
sa stratégie de balayage, l'inhomogénéité du bruit instrumental de l'expérience Planck sera plus
importante que ce qui est supposé dans ce modèle.

Modèle pour la fusion d'expériences

Pour les besoins de l'évaluation de l'estimateur agrégé, nous avons par ailleurs utilisé un modèle
incluant toute la complexité du modèle des observations (4.3), c'est�à�dire un bruit instrumental
inhomogène, des couvertures spatiales incomplètes et di�érentes pour chaque expérience, ainsi que
des résolutions instrumentales di�érentes. Nous réalisons E = 6 cartes d'observations du fond di�us
cosmologique, représentatives des données collectées par les expériences WMAP (Bennett et al.,
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Table 4.1 � Principaux paramètres des expériences à fusionner. Les résolutions des instruments
sont reportées en minutes d'arc, nside décrit la �nesse de la pixellisation HEALPix, le bruit des
expériences Boomerang et Acbar est supposé homogène. Les niveaux reportés ici correspondent
à la variation standard du bruit par pixel (en µK CMB) et sont représentatifs des caractéristiques
typiques de ces instruments.

Experience Résolution nside Niveau de bruit fciel

WMAP Q 31'
512 Voir Carte

4.5
78.57%WMAP V 21'

WMAP W 13'
BOOM S

10' 1024
17.5 µK 2.80%

BOOM D 5.2 µK 0.65%
Acbar 5' 2048 1 14.5 µK 1.62%

WMAP bande Q WMAP bande V WMAP bande W

Figure 4.5 � Haut : Déviation standard du bruit de pixel pour l'expérience WMAP. Bas : Cou-
vertures supposées des expériences Boomerang et Acbar. Le bruit instrumental est supposé ho-
mogène sur les couvertures retenues pour ces deux expériences. Les caractéristiques de ces trois
expériences sont résumées en table 4.1.

2003b; Hinshaw et al., 2007), Acbar (Reichardt et al., 2009) et Boomerang (Masi et al., 2006;
Runyan et al., 2003). Les caractéristiques instrumentales supposées pour ces expériences sont reprises
dans la table 4.1 et la �gure 4.5. Notons que le bruit instrumental pour les deux relevés Boomerang
(notés Boomerang-S et Boomerang-D pour les relevés grand-angles et profonds respectivement)
et pour le relevé Acbar retenu est supposé homogène sur toute la couverture. En�n, nous utilisons
le masque galactique Kp0 introduit pour l'analyse des données WMAP.

Dé�nition des fenêtres spectrales

Pour les applications proposées, estimation du spectre du CMB dans des données semblables à
celles disponibles actuellement, nous avons retenu les bandes décrites dans la table 4.2 adaptées aux
pics du CMB.

Pour ce choix de bandes, l'erreur commise par l'approximation (4.21) est inférieure à 1% pour
toutes les bandes inférieures à j = 27 pour WMAP et j = 39 pour Acbar.

Mise en oeuvre d'un cluster de calcul

Le temps de calcul d'une telle étude est dominé par le développement des simulations en co-
e�cients de needlets. Celui-ci nécessite l'analyse en harmoniques sphériques des données jusqu'à
la fréquence angulaire maximum de l'étude (ici `max = 2000) puis la synthèse des coe�cients de
needlets pour chaque bande spectrale. Une réalisation Monte Carlo pour l'étude de l'estimateur
agrégé sur les 6 expériences et dans les 39 bandes spectrales, nécessite ainsi de l'ordre de 200 syn-
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Table 4.2 � Bandes spectrales utilisées dans cette étude pour la décomposition en coe�cients de
needlets. Les coe�cients sont calculés au centre des pixels dé�nis par la pixellisation HEALPix
pour des résolutions nside(j) adaptées à la fréquence angulaire maximale `(j)max de chaque bande. La
dernière ligne donne l'ouverture de la calotte sphérique utilisée pour optimiser la concentration des
needlets (voir section 4.2.5).
Bande (j) 1 2 3 4 5 · · · 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 · · · 36 37 38 39

`
(j)
min 2 11 21 31 41 · · · 401 451 501 551 601 651 701 751 801 876 · · · 1426 1501 1626 1751

`
(j)
max 20 30 40 50 60 500 550 600 650 700 750 800 875 950 1025 1625 1750 1875 2000

nside(j) 16 16 32 32 32 · · · 256 512 512 512 512 512 512 512 512 1024 · · · 1024 1024 1024 1024

θ
(j)
0 69 50 41 36 32 · · · 10.7 10.2 9.7 9.3 8.9 8.6 8.3 8.0 7.7 7.4 · · · 5.8 5.6 5.4 5.2

thèses de signal à partir de coe�cients d'harmoniques sphériques. La synthèse des premières bandes
spectrales est toutefois relativement peu coûteuse si l'on exploite la possibilité de décimer les coef-
�cients de needlets redondants aux grandes échelles. Néanmoins, en supposant que cette opération
de base requiert un temps de l'ordre de la minute sur une machine classique et qu'un minimum de
400 réalisations sont nécessaires pour obtenir une estimation signi�cative de l'EQM de l'estimateur,
on constate que le temps de calcul pour mener à bien une estimation pour un jeu de paramètres
donné est de l'ordre du mois.

L'utilisation d'une machine de calcul parallèle est particulièrement adaptée à cette étude et nous
pro�tons de cette occasion pour décrire succinctement l'architecture matérielle que nous avons mis
en place pour conduire les calculs nécessaires à l'analyse de données du CMB. Son objectif est de
permettre le prototypage de méthodes de traitements de données telles que celles présentées dans
ce chapitre. Elle doit donc être en mesure de traiter des volumes de données équivalents à celui
des cartes des futures expériences CMB et éventuellement des données pour certaines applications
spéci�ques. L'enveloppe budgétaire disponible étant relativement limitée pour une machine de ce
type, nous avons retenu des solutions minimisant les coûts. L'architecture est donc celle d'un cluster
de noeuds de calcul reliés sur un réseau local de type Gigabit ethernet.

Le calcul de la transformée en harmoniques sphériques des cartes d'observations et son inverse
est le plus limitant pour les opérations courantes sur les cartes. Il est intéressant d'e�ectuer le calcul
simultané de plusieurs cartes de manière à mutualiser le calcul des harmoniques sphériques. Les codes
disponibles béné�cient d'une parallélisation pour les machines à mémoire partagée. Les noeuds de
calcul sont donc des machines à mémoire partagée dimensionnées pour permettre le calcul simultané
de la transformée en harmoniques sphériques de plusieurs cartes à haute résolution. Une carte dans
la pixelisation HEALPix à la résolution nside=4096 représente par exemple 1,5 Go de données en
double précision, et Planck dispose de 4 canaux susceptibles de fournir des cartes à cette résolution.
Les machines disposent donc de 16 Go de mémoire vive et de 2 processeurs quad-core.

La plupart des autres applications ont une densité de calcul faible comparée au volume de données
et le facteur limitant devient la bande passante vers l'espace de stockage. La mise en ÷uvre d'un
espace de stockage centralisé (de type NAS) en conservant une bande passante importante et des
temps d'accès faibles nécessite le recours à un matériel moins courant et plus cher (réseau haute
performance type in�niband en lieu et place du réseau Gigabit ethernet disponible pour le grand
public). Nous avons donc choisi d'inclure l'espace de stockage au sein des machines de calcul puis
de l'agréger en utilisant le système de �chier distribué GlusterFS. Chaque noeud est ainsi doté de
deux disques standards de 750 Go. Cette solution met à disposition pour un coût très réduit un
large espace de stockage doté d'une bande passante agrégée importante.

Nous avons pu acquérir 11 noeuds de ce type permettant ainsi de disposer au total de 88 unités
de calcul. Les principales caractéristiques de la machine sont résumées en table 4.3. Le temps de
calcul nécessaire à l'étude Monte Carlo décrite précédemment sur cette machine est ainsi ramené à
moins d'une journée.

4.3.2 In�uence des paramètres de la méthode

Chacun des points discutés au paragraphe 4.2.4 a été évalué sur 400 réalisations Monte Carlo
reposant sur le modèle de la �gure 4.4.
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Table 4.3 � Caractéristiques principales de la machine de prototypage du groupe ADAMIS.
Processeurs 22 Intel Xeon E5345 (88 coeurs)
Puissance crête 1.2 TFlops
Mémoire vive totale 176 Go
Bande passante mémoire totale 230 Go/s
Espace de stockage agrégé 12 To
Bande passante disque (taux de transfert soutenu) 1.5 Go/s
Communication inter-noeuds Deux Gigabit ethernet
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Figure 4.6 � Comparaison de l'erreur quadratique normalisée de l'estimation spectrale en needlets
pour les quatre familles de fonctions fenêtres présentées en Figure 4.3.

Concentration des needlets

Les erreurs quadratiques moyennes normalisées obtenues en utilisant les quatre familles dé�nies
au paragraphe 4.2.5 sont comparées en �gure 4.6. La performance des needlets Top-Hat non opti-
misée est notablement moindre que celle des autres familles. La seconde famille semble produire les
meilleurs résultats et sera donc utilisée par la suite.

Optimisation du paramètre de réjection

La comparaison des résultats obtenus pour trois valeurs du seuil t(j) ≡ t pour t = 0.9, 0.95 et 0.98
est présentée sur la Figure 4.7. Aux grandes échelles (` ≤ 100), un choix trop conservateur tel que
t = 0.98 accroît sensiblement la variance de l'estimateur car de nombreuses needlets sont contaminées
à ce niveau et ne sont pas retenues pour l'estimation. Dans ce régime dominé par la variance
cosmique, conserver un plus grand nombre de coe�cients (par exemple t = 0.9) est préférable.
Toutefois, aux échelles su�samment grandes pour permettre une estimation par la maximisation
exacte de la vraisemblance, l'ESN n'a pas lieu d'être utilisé. Aux petites échelles, les résultats obtenus
pour t = 0.95 et t = 0.98 sont pratiquement équivalents, montrant que l'estimateur est relativement
peu sensible à ce choix.

Dé�nition des poids

En�n nous véri�ons que la dégradation de la performance de l'estimateur due à la connaissance

imprécise du spectre a priori reste faible. Les résultats obtenus en utilisant C
(j)

= 0.9C(j) et

C
(j)

= 1.1C(j) sont comparés aux résultats obtenus pour la meilleure valeur possible C
(j)

= C(j).
La di�érence relative entre les résultats, présentée sur la �gure 4.8, n'excède pas 1%. Une estimation
approximative de C(j) comme celle fournie par l'utilisation de poids uniformes sera généralement
su�sante pour dé�nir un estimateur pratiquement optimal. Nous ne considérerons donc pas cette
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Figure 4.7 � Di�érence relative entre l'erreur quadratique normalisée de l'estimation spectrale en
needlets pour di�érents seuils de contamination des coe�cients.

limitation par la suite.

4.3.3 Comparaison de l'ESN avec le pseudo-spectre

Nous avons comparé l'estimateur spectral en needlets au pseudo-spectre sur le modèle simple
décrit précédemment. Pour le pseudo-spectre, les deux pondérations correspondent aux régimes
asymptotiques décrits en introduction de ce chapitre. Les résultats de la comparaison sont présentés
en �gure 4.9.

Les performances de l'ESN sont comparables aux petites et grandes échelles à la meilleure des
deux autres méthodes. La transition entre les deux régimes est ainsi implémentée de façon naturelle
et quasi-optimale par le ESN en fonction des caractéristiques du bruit et du masque. Notons que les
résultats à grande échelle pourraient être améliorés en optimisant les fonctions fenêtres (par exemple
l'angle d'ouverture des prolates), de manière à élargir la zone d'optimalité du ESN.

Comme noté en introduction de ce chapitre, la matrice de covariance complète des grandeurs
estimées est nécessaire pour la propagation des erreurs à l'estimation des paramètres cosmologiques.
En l'absence de bruit et pour une couverture complète du ciel, cette matrice serait tri-diagonale
car les bandes retenues ne se chevauchent que deux à deux. La présence du masque induit une
corrélation entre les bandes spectrales qui est toutefois réduite ici par la sélection des coe�cients
dans K(j)

t(j)
.

La �gure 4.10 montre la matrice de corrélation des Ĉ(j) obtenue par la simulation Monte-Carlo.

4.3.4 Fusion d'expériences

Nous examinons maintenant les capacités de l'ESN en terme d'analyse jointe de données de
di�érentes expériences. Comme mentionné précédemment, l'analyse jointe est rendue nécessaire
car aucune expérience ne permet d'e�ectuer une mesure optimale sur tout le ciel pour toutes les
fréquences angulaires. Les données de l'expérience WMAP sont ainsi avantageusement complétées
par les données d'expériences hautes résolutions. De même pour Planck, l'analyse pourra béné�cier
de données complémentaires, en température ou en polarisation telles celles d'ACT (Fowler et al.,
2007) ou SPT (Ruhl et al., 2004).

L'exploitation jointe des données disponibles se limite, jusqu'à présent, à choisir, pour un domaine
de fréquence donné, la meilleure mesure disponible. Une meilleure utilisation des données est faite si
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Figure 4.11 � Erreur quadratique moyenne de l'estimateur spectral agrégé comparée aux erreurs
obtenues séparément pour chaque expérience.

une méthode est en mesure de combiner les observations complémentaires de manière optimale. Dans
cette section, nous illustrons par une étude Monte-Carlo, le béné�ce de l'utilisation de l'estimateur
spectral agrégé proposé à la section 4.2.3.

La �gure 4.5 présente les cartes des poids ω(26)
k,e (la 26eme bande correspond à 700 < ` ≤ 800,

voir l'équation 4.25). Ces poids appartiennent à [0,1] et pour toute position k la somme des poids
pour toutes les expériences est égale à 1. Les régions où les coe�cients de needlets sont bien mieux
observés dans une expérience que dans les autres apparaissent en rouge. On note également qu'en
dehors des zones couvertes par Acbar ou Boomerang, l'essentiel de l'information dans la bande
26 provient du canal W de WMAP. Dans ces zones en revanche, les coe�cients de needlets de
WMAP sont numériquement négligés dans la combinaison (4.24).

La �gure 4.11 montre le béné�ce obtenu de la fusion des di�érentes expériences par rapport à une
estimation séparée. L'erreur quadratique moyenne de l'estimateur agrégé est uniformément inférieure
à celle des estimateurs séparés grâce à la combinaison des informations de chaque expérience avec
des poids adaptés aux conditions locales de rapport signal sur bruit. Le gain est décisif dans les
régions du spectre où deux expériences contribuent dans des proportions similaires.

4.4 Discussion

Nous avons présenté dans ce chapitre, une application des needlets à l'estimation du spectre
de puissance du fond di�us cosmologique à petite échelle angulaire. Son principal attrait est une
adaptation simple aux conditions locales de bruit. Ceci permet un gain de performance par rapport
aux estimateurs de type pseudo-spectre pour un coût de calcul comparable. En e�et, l'obtention
des coe�cients de needlets nécessite le calcul d'une transformation en harmoniques sphériques et de
jmax transformations inverses où jmax désigne le nombre de bandes spectrales. Les poids w(j)

k , w̃(j)
k

et ω(j)
k,e sont obtenus par de simples opérations sur les cartes. Au total, la complexité est de l'ordre

de N3/2
pix opérations par bandes.

Dans la forme présentée ici, la méthode nécessite une connaissance exacte des caractéristiques
du bruit pour être non biaisée. Il est toutefois possible de contourner ce problème en utilisant
uniquement les spectres de puissance croisés d'expériences supposées indépendantes. De cette façon,
pour tout pixel k su�samment éloigné du masque des expériences e et e′, e 6= e′, on a :

E[γ
(j)
k,eγ

(j)
k,e′ ] = B(j)

e B
(j)
e′ C

(j).
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L'estimateur non biaisé est alors donné par :

Ĉ(j)
cross =

∑
k∈K(j)

w
(j)
k

∑
e 6=e′

w
(j)
k,ee′

(
B(j)
e B

(j)
e′

)−1

γ
(j)
k,eγ

(j)
k,e′ . (4.32)

Les poids w(j)
k dépendent toujours d'une estimation préliminaire du spectre et du niveau local du

bruit, mais cette estimation peut rester imprécise sans introduire de biais.
En�n, signalons qu'une extension de cette approche à la mesure de la polarisation E et B du fond

di�us cosmologique est possible (Geller et Marinucci, 2008). La même situation que celle observée en
température, où les données de plusieurs type d'expériences étaient complémentaires, est susceptible
de se reproduire pour la polarisation. Les di�cultés liées aux traitements d'observations partielles
du ciel sont par ailleurs accrues par la forte disparité de niveau des modes E et B. Une approche
similaire à celle décrite ici pourrait donc se révéler particulièrement fructueuse dans ce cadre.
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5.1 Problématique de la détection des modes B

L'in�ation constitue le principal paradigme théorique évoqué pour décrire les premiers mo-
ments de l'univers. Elle apporte notamment une explication naturelle aux problèmes de causalité
et de platitude de notre univers ainsi qu'une origine quantique aux structures gravitationnelles que
nous observons aujourd'hui. En dépit de ces succès, l'in�ation reste motivée par une approche
phénoménologique. Une détection des �uctuations de type tenseur ouvrirait une fenêtre sur la
physique de l'in�ation. En particulier une mesure du rapport de puissance des modes tenseurs
et scalaires r apporterait des contraintes sur l'échelle d'énergie de l'in�ation, qui contraint à son
tour la physique la gouvernant.

La contribution des �uctuations de type tenseur aux anisotropies du fond di�us cosmologique
est détectable principalement à grande échelle. Pour une amplitude des modes tenseurs faible (les
contraintes expérimentales actuelles donnent r < 0.22) cette contribution est noyée dans la vari-
ance cosmique des modes scalaires et indétectable en température. En revanche, les �uctuations
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tensorielles sont les seules susceptibles de créer un champ de polarisation de type B. Une détection
des modes B du fond di�us cosmologique constituerait donc une signature remarquable du fond
d'ondes gravitationnelles.

À ce titre, les modes B représentent donc le meilleur espoir de détection des modes tenseurs, et
l'intérêt expérimental se tourne vers l'observation du signal de polarisation du CMB. La quête de
l'observation des modes B est toutefois entravée par de nombreuses di�cultés. Le signal à détecter
peut être (si détectable) extrêmement faible et le premier dé� consiste à atteindre des sensibilités
instrumentales très élevées (de l'ordre de 10−8K à une échelle de 7◦). Les futurs instruments dédiés
à ces mesures (entre autres Crill et al. 2008; Sagiv et al. 2009; Baumann et al. 2009; De Bernardis
et al. 2009) devraient atteindre des sensibilités su�santes, généralement par l'utilisation de larges
matrices de bolomètres (à l'exception de QUIET, Samtleben et la collaboration QUIET 2008, qui
fait usage de radiomètres), pour apporter des contraintes signi�catives sur les modèles d'in�ation
(détection de r ∼ 0.01).

Le second problème est causé par les diverses sources astrophysiques d'émission polarisée qui
viennent se superposer au signal primordial. Le niveau de polarisation de type B attendu de ces
émissions d'avant-plan est en général bien supérieur à celui du fond di�us cosmologique, de sorte
que la mesure du rapport tenseur sur scalaire ne sera possible que si la contribution du signal
primordial peut être e�cacement séparée de ces contributions parasites.

La nécessité de pouvoir mener à bien cette séparation de composantes a un impact fort sur la
conception des futurs instruments, et guide en particulier, le choix des bandes de fréquences et en
partie la stratégie de balayage. On se propose, dans ce chapitre, d'obtenir une information quanti-
tative de l'impact des avant-plans sur la mesure du rapport tenseur sur scalaire r pour di�érents
types de missions sur la base d'un modèle du ciel polarisé.

La mesure des modes B présente d'autres di�cultés importantes, liées par exemple aux mélanges
des modes de polarisation E et B en raison d'une couverture partielle du ciel ou d'e�ets instrumen-
taux systématiques. Dans cette étude, nous nous concentrons sur les di�cultés liées aux avant-plans
astrophysiques et les modèles des instruments utilisés sont idéalisés. Nous renvoyons le lecteur à des
études spéci�ques de ces autres sujets (par exemple Kaplan et Delabrouille (2002); Challinor et al.
(2003); Hu et al. (2003); Rosset et al. (2007)).

Prédire l'impact réel des avant-plans sur la mesure du rapport tenseur sur scalaire est une
question délicate, tant les particularités de l'émission polarisée de ces derniers restent mal connues.
Notre démarche est basée sur le travail présenté au chapitre 3, néanmoins, les incertitudes sur le
modèle des avant-plans restent grandes, et ne pourront être levées avant les premières mesures
précises du satellite Planck. Pour que la démarche soit valable, il importe que les résultats soient
peu, ou pas, dépendants des spéci�cités du modèle utilisé dans les simulations. Ceci interdit l'usage de
méthodes reposant sur un modèle précis de la physique des émissions. Dans le cas contraire, alors que
nos simulations correspondraient parfaitement au modèle présupposé, les données réelles pourraient
présenter des écarts donnant lieu à une dégradation signi�cative des résultats. On s'appuiera donc sur
une méthode de séparation aveugle des composantes. La description de cette méthode de séparation
de composantes fait l'objet de la section 5.3.2, et suit un bref rappel du problème que présentent les
avant-plans pour la mesure des modes B (Sect. 5.2). Les résultats obtenus sont présentés en section
5.4, tandis que la section 5.5 est consacrée à tester la robustesse de notre méthode aux erreurs de
modèle.

5.2 Répartition spatiale des principaux avant-plans

Le chapitre 2 donne une revue de l'ensemble des processus d'émission contribuant à la contam-
ination du signal du fond di�us cosmologique. Pour le cas particulier de la détection des modes B
primordiaux qui contribuent au signal de polarisation du CMB à grande échelle, les deux principales
sources de contamination attendues sont l'émission polarisée des gros grains du milieu interstellaire
partiellement alignés dans le champ magnétique, et le rayonnement synchrotron. Comme détaillé
dans le chapitre 2, les autres processus d'émission di�use d'origine galactique, tels que l'émission
anormale et l'émission libre-libre ne devraient être que marginalement polarisés. Toutefois, étant
donné la grande sensibilité des instruments et la faiblesse du signal primordial, la contribution
supplémentaire, si faible soit-elle, de ces processus pourrait éventuellement compliquer encore la
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Figure 5.1 � Niveau d'émission des principaux avant-plans à 100 GHz sur 75% du ciel (excluant le
plan galactique) et dans une région sélectionnée pour son faible niveau d'émission galactique (∼ 1%
du ciel). Dans le deuxième cas, seul les multipoles élevés ` & 80 sont mesurables en pratique.

mesure des modes B. Aux plus petites échelles, s'ajoute une contribution provenant des sources
extragalactiques et des modes B résultants du lentillage des modes E.

Les contributions extragalactiques constituent une contamination isotrope sur le ciel. La con-
tamination galactique, en revanche, se concentre essentiellement dans le plan galactique et il existe,
à haute latitude galactique, des zones relativement moins contaminées. La �gure 5.1 illustre les
niveaux de contamination attendus pour ces di�érents processus sur la majorité du ciel, en n'exclu-
ant que le plan galactique, ainsi que sur une portion réduite et peu contaminée du ciel. Les niveaux
présentés sont ceux prédits par le modèle mamd_2008, décrit au chapitre 3. Ces deux �gures sont
représentatives du problème de l'analyse des données pour deux stratégies d'observation complé-
mentaires : celle d'une expérience observant tout le ciel, et celle d'une expérience se concentrant sur
une région sélectionnée du ciel.

Bien que la fréquence 100 GHz soit proche d'une zone de fréquence où l'émission totale des
avant-plans galactiques est réduite (c.f. chapitre 2), ceux-ci constituent la majeure partie de la
contamination aux grandes échelles angulaires, où le signal primordial est le plus intense. En con-
séquence, nous consacrons le corps de ce chapitre à leur étude en négligeant dans un premier temps
les autres contaminants. La contamination liée aux e�ets de lentille du fond di�us cosmologique
(lensing) et aux sources ponctuelles, se concentre essentiellement aux plus petites échelles, et ris-
querait d'a�ecter sensiblement les expériences observant une portion réduite du ciel. Leur traitement
relève de méthodes spéci�ques, néanmoins nous tenterons de véri�er de façon simple en section 5.5.1
s'ils sont susceptibles de modi�er les conclusions de l'étude menée en les négligeant.

5.3 Mesure des modes B en présence des avant-plans

Comme introduit succinctement lors de la présentation des avant-plans au chapitre 2, plusieurs
approches sont envisageables pour e�ectuer la séparation des composantes di�uses (voir Delabrouille
et Cardoso 2004 pour une revue). Une partie d'entre elles s'appuient sur une modélisation explicite
des processus d'émission (Tegmark et al. 2000; Eriksen et al. 2006, voir aussi Dunkley et al. 2009b
pour une application aux données polarisées de WMAP). Pour cette classe de méthodes, une con-
tribution, éventuellement signi�cative, à l'erreur d'estimation lors du traitement de données réelles,
pourrait provenir de l'écart entre le modèle et la réalité de l'émission. Il est clair que, sans con-
naissance précise des détails de l'émission polarisée, il est di�cile d'évaluer, sur des simulations,
l'amplitude de cette erreur de modélisation. Une telle approche n'est donc pas souhaitable pour
notre étude.



106 CHAPITRE 5. COMPOSANTES DIFFUSES : DÉTECTION DES MODES B

Une seconde classe de méthodes, permettent au contraire d'obtenir une séparation des sources
sur des critères statistiques, sans faire d'hypothèse a priori sur les processus d'émissions. Ces méth-
odes sont donc quali�ées d'aveugles et s'appuient généralement sur les techniques d'analyse en
composantes indépendantes (ACI) 1, développées pour des applications diverses (séparations de sig-
naux acoustiques, imagerie médicale, etc ...). Dans le modèle le plus simple, l'ACI considère des
observations multiples d'un mélange linéaire de composantes indépendantes et tente d'identi�er les
composantes à partir des observations sans a priori sur le mélange. Si toutes les composantes du
modèle sont gaussiennes et identiquement distribuées (iid), cette opération n'est pas possible de
manière aveugle. En revanche, tout écart au modèle de composantes gaussiennes iid, tel que la non-
gaussianité, la non-stationnarité ou la corrélation spatiale des composantes, peut être exploité pour
obtenir une séparation aveugle des composantes. Plusieurs applications de ces principes au problème
de la séparation des composantes dans les observations CMB ont été développées, notamment Maino
et al. (2002b); Delabrouille et al. (2003).

Dans cette étude, nous nous appuyons sur une évolution de la méthode Smica (Cardoso et al.,
2008). La première partie de cette section introduit le problème de la mesure de r en présence de
contaminants dont la contribution statistique est connue. La deuxième partie présente la méthode
Smica, dont les principes sont inspirés de l'analyse en composantes indépendantes. Cette méthode
a été appliquée avec succès à l'extraction du fond di�us cosmologique de données simulées et réelles
(Patanchon et al., 2005; Leach et al., 2008). Les troisième et quatrième parties détaillent l'application
de la méthode Smica au problème présenté en 5.3.1.

5.3.1 Mesurer r

Les contraintes déjà établies par les données disponibles nous enseignent que la contribution
des modes tenseurs est faible par rapport aux modes scalaires. Dans ce régime, peu de contraintes
sont apportées par le signal de température (et de polarisation de type E) à la mesure du rapport
tenseur sur scalaire r. Réciproquement, le signal de polarisation de type B est faible et apporte peu
de contraintes sur les autres paramètres cosmologiques (à l'exception notable de l'indice spectral
des modes tenseurs nt, pour les modèles où ce dernier n'est pas �xé). Dans ce qui suit, on va donc
traiter le problème de façon découplée, en supposant connus les autres paramètres cosmologiques
(notamment la profondeur optique de la réionisation τ) et en utilisant uniquement le signal de
polarisation de type B. La détermination de r en levant cette hypothèse est par exemple étudiée
plus avant dans Colombo et al. (2008). Pour des raisons de clarté, on n'utilisera pas de notation
spéci�que, mais il est sous-entendu que l'on se réfère toujours au signal de polarisation de type B.

Observation à une fréquence donnée

Dans le contexte énoncé, on modélise l'observation xν(ξ) du ciel à une fréquence ν et dans une
direction ξ, comme la somme des contributions du signal primordial xcmbν et de contaminations
diverses nν , soit :

xν(ξ) = xcmbν (ξ) + nν(ξ). (5.1)

En supposant que les contaminations ne sont pas corrélées avec le signal du fond di�us cosmologique,
le spectre de puissance de type B des observations s'écrit :

C` = rS` +N`,

en notant S` la forme du spectre des modes B du CMB et N` le spectre des contaminations. En
négligeant les éventuels mélanges de modes dus aux e�ets d'une couverture partielle du ciel, et
en supposant que la contamination peut être modélisée par un processus gaussien, la fonction de
log-vraisemblance du modèle par rapport au spectre mesuré Ĉ` s'écrit :

−2 lnL =
∑
`

(2`+ 1)fciel

[
ln

(
C`
Ĉ`

)
+
Ĉ`
C`

]
+ const. (5.2)

où fciel désigne la fraction du ciel observé.

1. Une approche basée sur la notion de parcimonie est également développée dans Bobin et al. (2008)
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La plus faible variance d'un estimateur de r est alors donnée par l'inverse de l'information de

Fisher I = −E
(
∂2 lnL
∂r2

)
qui prend la forme :

σ−2
r =

`max∑
`=`min

2`+ 1

2
fciel

(
S`

rS` +N`

)2

. (5.3)

Observations multi-fréquences

Lorsque des mesures dans plusieurs canaux sont disponibles, les observations peuvent être com-
binées de façon à minimiser leur contamination. Formons le vecteur des observations x (ξ) contenant
les observations dans F canaux, et notons Acmb le vecteur représentant la loi d'émission du fond
di�us cosmologique aux fréquences correspondantes. En�n dénotons xcont le vecteur contenant la
contamination dans chaque canal. Le modèle (5.1) devient :

x (ξ) = xcmbAcmb + xcont (ξ) . (5.4)

Dans l'espace des harmoniques sphériques, cela se traduit par :

a`m = acmb
`m Acmb + acont`m . (5.5)

On considère alors les matrices de covariance spectrale (de dimension F × F ) contenant les auto et
inter spectres des données :

R` = E
(
a`ma†`m

)
.

Le fond di�us cosmologique étant considéré comme non corrélé avec la contamination, on obtient :

R` = Rcmb
` + N`, (5.6)

où la contribution du fond di�us cosmologique s'écrit :

Rcmb
` (r) = rS`AcmbA

†
cmb (5.7)

et où N` est la contribution des contaminations. Si cette contribution est connue, il est possible
de combiner toute l'information concernant le fond di�us cosmologique dans une seule carte �ltrée.
Dans l'espace des harmoniques sphériques, l'opération de �ltrage s'écrit :

ã`m = W`a`m = acmb
`m + W`a

cont
`m ,

avec :

W` =
A†cmbN`

−1

A†cmbN`
−1Acmb

. (5.8)

Ceci nous ramène au cas d'une carte unique contaminée par un bruit caractérisé par :

N` = E
(
|W`a

cont
`m |2

)
=
(
A†cmbN`

−1Acmb

)−1

. (5.9)

La nature de cette contamination est discutée en détails au paragraphe suivant.

Discussion

La première source de contamination des données est le bruit instrumental. Il peut être raisonnable-
ment modélisé par un processus gaussien, mais, suivant les expériences, ce processus ne sera pas
nécessairement isotrope. La stratégie de balayage de Planck par exemple, sera à l'origine de varia-
tions sensibles du niveau de bruit sur le ciel, les régions autour des pôles écliptiques béné�ciant d'un
temps d'intégration plus long. Si tel est le cas, le �ltre (5.8) ne produira pas un résultat optimal.
Nous ignorerons cette complication dans cette étude et nous nous en tiendrons à une modélisation
simple de l'instrument : pour un détecteur f (ou une matrice de détecteurs) de température de
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bruit équivalent (NET en anglais) sf (en µK
√
s), et une durée de mission de ts secondes, le bruit

est modélisé par un processus gaussien isotrope dont le spectre de puissance nf` est donné par :

nf` =
4πs2

B2
`,f ts

µK2,

où B`,f est la fonction de transfert du faisceau instrumental pour le détecteur considéré. En sup-
posant le bruit indépendant de capteur à capteur on obtient :

N` = Rbruit
` = diag

(
nf`

)
, (5.10)

que l'on peut utiliser pour obtenir une carte unique de contamination à l'aide du �ltre (5.8). En
faisant l'hypothèse que le bruit instrumental est l'unique contaminant, on peut donc utiliser (5.3)
pour obtenir un premier chi�re σbruit-seulr , représentatif de la performance théorique de l'instrument.

Ce premier chi�re est très optimiste car les divers avant-plans, décrits dans la section 5.2, con-
tribuent également à la contamination du signal. Si l'on suppose leur contribution statistique Rap

parfaitement connue, il est possible d'e�ectuer la même opération que précédemment, en tenant
compte cette fois de cette contamination supplémentaire :

N` = Rbruit + Rap. (5.11)

Le �ltre (5.8) e�ectue alors un compromis pour minimiser la contamination totale liée aux avant-
plans et au bruit.

En réalité, la contribution des avant-plans n'est pas connue et doit être obtenue à partir des
données. Il est donc nécessaire de modéliser cette contribution et d'en estimer les paramètres en même
temps que r. Les incertitudes supplémentaires sur la contribution des avant-plans se répercutent sur
la précision avec laquelle r est mesurée. Dans la section 5.3.3, nous présenterons un modèle générique
de la contribution statistique des avant-plans, qui ne s'appuie pas sur des hypothèses particulières
concernant la physique de l'émission et peut approximer de façon satisfaisante une large variété de
processus.

5.3.2 Smica

Nous décrivons ici la méthode de façon générique. Son application au problème présenté précédem-
ment et à l'estimation du paramètre d'intérêt r fait l'objet de la section 5.3.3. Les observations
multi-fréquences de l'émission du ciel peuvent être modélisées comme un mélange additif de diverses
sources non corrélées. Suivant ce modèle, le vecteur des observations x (ξ) dans une direction du ciel
ξ s'écrit :

x (ξ) =

C∑
c=1

xc (ξ) (5.12)

où C désigne le nombre de composantes considérées. L'objet de la séparation de sources est d'iden-
ti�er les contributions des di�érentes composantes xc. L'identi�cation se base nécessairement sur
une di�érence de comportement des composantes (c.f. Sect. 2.3). Dans ce qui suit nous exploitons
leur diversité spectrale pour les distinguer. Nous considérons donc de nouveau les données projetées
dans l'espace des harmoniques sphériques :

a`m =

C∑
c=1

ac`m, (5.13)

puis établissons un modèle paramétrique des matrices de covariance spectrale Rc
` (θ) de chaque com-

posante, où θc désigne l'ensemble des paramètres libres du modèle. L'hypothèse de non corrélation
entre les composantes se traduit par le modèle suivant des matrices de covariance des données :

R` (θ) =

C∑
c=1

Rc
` (θc) . (5.14)
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Les paramètres libres du modèle sont ensuite ajustés pour en maximiser la fonction de vraisem-
blance. Si tous les processus peuvent être modélisés par des processus gaussien stationnaires, nous
obtenons :

−2 lnL =
∑
`

(2`+ 1)fcielK
(
R̂`,R` (θ)

)
+ const. (5.15)

où R̂` est l'estimateur de R` :

R̂` =
1

2`+ 1

1

fciel

∑̀
m=−`

al,ma†l,m (5.16)

et où K (·, ·) est une mesure de la divergence entre deux matrices dé�nies positives :

K
(
R̂,R

)
=

1

2

[
trace(R−1R̂)− log det(R−1R̂)− F

]
. (5.17)

L'expression (5.15) correspond à l'extension de (5.2) au cas de données multi-fréquences.
Pour des raisons numériques, nous considérons généralement des statistiques moyennées sur un

petit intervalle de fréquence Dq = {`min
q , · · · , `max

q } :

R̂q =
1

wq

∑
`∈Dq

∑̀
m=−`

al,ma†l,m

Rq =
1

wq

∑
`∈Dq

(2`+ 1)R`,

(5.18)

avec wq le nombre de modes indépendants contenus dans Dq. Ceci permet de réduire la taille du
vecteur de paramètres et donc de la matrice de Fisher, tout en manipulant des matrices estimées R̂q

basées sur un plus grand nombre de modes. Toutefois, la largeur du domaine doit rester su�samment
faible pour que l'on puisse raisonnablement supposer que tout ` ∈ Dq,R` ≈ Rq. En pratique, les
résultats sont peu sensibles à la taille des domaines spectraux, et des largeurs de 5 à 10 multipoles
constituent un bon compromis.

En�n, la matrice d'information de Fisher (FIM) Ii,j(θ) correspondant à la vraisemblance (5.15)
pour le vecteur des paramètres du modèle s'écrit :

Ii,j(θ) =
1

2

∑
q

wq trace

(
∂Rq(θ)

∂θi
R−1
q

∂Rq(θ)

∂θj
R−1
q

)
. (5.19)

Si les hypothèses du modèle sont correctes, la plus faible variance possible (borne de Cramer-Rao)
sur l'estimation d'un paramètre en marginalisant sur l'ensemble des autres paramètres est donnée
par l'entrée correspondante de l'inverse de la FIM :

σ2
i = I−1

i,i . (5.20)

5.3.3 Modèle adapté à la mesure de r

Dans cette section, on explicite la modélisation des matrices de covariance spectrale, qui corre-
spond au besoin de notre étude. Nous considérons un modèle à 3 composantes correspondant au
CMB, aux avant-plans et au bruit, notées respectivement cmb, ap et bruit.

Pour la composante cmb, nous conservons les hypothèses de la section 5.3.1, qui ont conduit
au modèle de l'équation (5.7). Le seul paramètre libre du modèle de cette composante est donc
θcmb = {r}, notre paramètre d'intérêt. De même, nous conservons le modèle du bruit instrumental
(5.10). La modélisation de la composante bruit ne fait donc appel à aucun paramètre libre. La
contribution de l'émission des avant-plans est modélisée, de façon générique, comme la combinaison
de D sources corrélées :

Rap
` = AΣ`A

† (5.21)

où A représente la matrice de mélange (de taille F ×D) et Σ` est la matrice de covariance spectrale
(de taille D×D) des sources. Ce modèle constitue une généralisation du modèle de mélange linéaire
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de sources indépendantes, adopté habituellement dans une ACI. Examinons succinctement en quoi
il améliore la prise en compte des avant-plans dans notre analyse. En réalité, les deux hypothèses
du modèle simple, qui sont que l'émission totale est le résultat d'un mélange linéaire de sources
d'une part, et que ces sources sont indépendantes d'autre part, n'est pas véri�é par les avant-plans
galactiques. Les di�érents processus d'émission dans la galaxie sont, au contraire, fortement corrélés
(du fait entre autre de la structure de la galaxie). De plus, leur loi d'émission est susceptible de varier
sur le ciel de sorte que le modèle linéaire ne tient pas non plus. L'utilisation de sources corrélées
résout bien sûr la première limitation et o�re également une solution au second problème, ce que l'on
peut illustrer de la façon suivante. Considérons par exemple un modèle de l'émission synchrotron
avec un indice spectral variable :

Sν(ξ) = S0(ξ)

(
ν

ν0

)β(ξ)

.

Autour de la fréquence ν0, il est possible d'approximer l'émission synchrotron en développant au
premier ordre les variations de l'indice spectral β(ξ) = 〈β〉+ δβ(ξ) :

Sν(ξ) ≈ S0(ξ)

(
ν

ν0

)〈β〉
+ S0(ξ)δβ(ξ)

(
ν − ν0

ν0

)(
ν

ν0

)〈β〉
.

Cette représentation fait appel à deux sources corrélées (S0 et S0δβ), mélangées linéairement
selon deux lois d'émissions di�érentes. Ceci est une approximation possible (pas nécessairement
la meilleure) de l'émission synchrotron par un modèle de type (5.21) avec D = 2.

De manière plus générale, il est clair que le modèle (5.21) permet de représenter exactement les
statistiques spectrales de n'importe quelle émission observée dans un nombre F de canaux si D = F .
Pour une émission parfaitement cohérente d'un canal à l'autre (loi d'émission constante sur le ciel),
il reste possible de représenter exactement ses statistiques spectrales avec D = 1. À l'inverse, pour
une émission complètement incohérente, le modèle (5.21) devient une approximation dès lors que
D < F , et la qualité de cette approximation décroît avec D. On peut donc considérer le rang de la
matrice de covariance du modèle des avant-plans D comme représentatif du degré d'incohérence des
avant-plans.

Par ailleurs, il est clair que D < F est nécessaire pour que le modèle soit contraint. Il est
possible qu'un jeu d'observations ne puisse pas être bien représenté par un modèle contraint, ce qui
s'interprèterait comme le fait que le nombre de canaux d'observation est insu�sant pour contraindre
toutes les composantes constituant l'émission.

Notons en�n que la paramétrisation (5.21), choisie car naturelle, est redondante, puisqu'il est
toujours possible d'échanger une matrice inversible entre A et les matrices de covariance, sans
modi�er Rap.

Pour résumer, le modèle des matrices de covariance spectrale des observations, prenant en compte
le CMB, les émissions d'avant-plan et le bruit instrumental, est donc :

R` = rS`AcmbA
†
cmb + AΣ`A

† + Rbruit
` (5.22)

La vraisemblance (5.15) du modèle est alors optimisée par rapport aux paramètres libres θ =
θcmb ∪ θap = {r,A,Σ1, · · · ,ΣQ}. Notons que lorsque Rap est connu, la vraisemblance (5.15) ne
dépend plus que du spectre angulaire du CMB, et est égale à une constante près à la vraisemblance
(5.2). Notre approche englobe donc la méthode de �ltrage des cartes présentée en introduction.

5.3.4 Modèle adapté à la mesure du spectre de puissance

Il est également possible de relâcher l'hypothèse de la connaissance a priori de la forme du spectre
des �uctuations, de manière à élargir les objectifs scienti�ques (par exemple à la détermination de
l'indice spectral des modes tenseurs nt). Le modèle (5.22) est alors modi�é en ce sens :

R` = C`AcmbA
†
cmb + AΣ`A

† + Rbruit
` (5.23)

où les C` constituent des paramètres du modèle 2. De même que précédemment, la matrice de Fisher
fournit une estimation de la matrice de covariance des erreurs sur ces paramètres.

2. Rappelons qu'en pratique, les statistiques sont moyennées sur un petit intervalle de fréquence. Les paramètres
réellement estimés sont donc les Cq , moins bruités que les C`.
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5.3.5 Pipeline pour la prédiction des performances

Nous nous proposons d'explorer l'impact des avant-plans di�us sur la mesure de r pour di�érents
types d'instruments. La liste suivante résume les principales étapes du schéma adopté et appliqué à
chaque expérience :

� Simulation de l'émission polarisée du ciel pour une valeur donnée de r aux fréquences centrales
et à la résolution de l'instrument.

� Simulation du bruit de l'instrument (processus gaussien stationnaire).
� Décomposition de chaque carte ainsi obtenue en modes E et B dans l'espace des harmoniques
sphériques.

� Synthèse dans l'espace réel des modes B.
� Masquage dans l'espace réel des zones les plus brillantes. Le masque utilisé correspond soit à
la couverture e�ective de l'instrument pour les expériences se concentrant sur une seule zone
du ciel, soit aux zones les plus brillantes du plan galactique pour les expériences couvrant la
totalité du ciel. Le masque est construit avec des transitions adoucies pour limiter les e�ets de
mélange de modes (voir l'annexe C).

� Les statistiques décrites dans l'équation 5.18 sont calculées sur les cartes masquées.
� Les paramètres libres du modèle décrit en section 5.3.3 sont ajustés pour maximiser la vraisem-
blance des données. La forme du spectre du CMB utilisée dans le modèle est corrigée de l'e�et
du masque, en utilisant la matrice de mélange des modes du masque (Hivon et al., 2002).

� Les barres d'erreur sur les paramètres sont déduites de la matrice d'information de Fisher du
modèle.

Quelques paramètres de ce pipeline doivent être ajustés en fonction des expériences. Les princi-
paux sont : l'intervalle des fréquences angulaires utilisées dans l'analyse [`min, `max], la dimension D
de la composante modélisant les avant-plans, et pour les expériences couvrant la totalité du ciel, la
taille du masque.

En pratique, `min est �xé par la couverture du ciel disponible. En e�et, lorsque la couverture du
ciel est partielle, seuls les modes concernant des échelles inférieures à la taille de la zone peuvent
être reconstruits de façon satisfaisante (c.f. chapitre 4, de façon formelle, la matrice de mélange
des modes devient singulière). Par ailleurs, la puissance du signal astrophysique diminue avec la
fréquence angulaire et devient peu signi�cative par rapport au bruit aux plus petites échelles. En
conséquence nous limitons l'analyse à un `max dépendant de la sensibilité et de la résolution de
l'instrument. Les choix du masque et de la valeur de D sont liés et explicités au paragraphe suivant.

5.3.6 Sélection de modèle et choix du masque

La qualité de l'ajustement du modèle aux données peut être évaluée par la valeur de sa vraisem-
blance (5.15). Dans l'hypothèse où les observations sont e�ectivement des représentations du modèle,
l'espérance de la vraisemblance maximum est égale au nombre de degrés de liberté du modèle. En
tenant compte des redondances dans la paramétrisation, le nombre réel de degrés de liberté k du
modèle (5.22) est k = 1 + F ×D +QD(D + 1)/2−D2.

Ainsi la qualité de l'approximation évoquée à la section 5.3.3 peut être évaluée en comparant la
valeur de la vraisemblance à son espérance. La procédure permettant de sélectionner D est donc la
suivante 3 :

� On commence par réaliser un essai d'ajustement avec une valeur de D faible. La poussière
et le synchrotron formant deux composantes nettement distinctes, il est clair qu'une valeur
minimale de D = 2 sera requise dès lors que la couverture spectrale de l'instrument sera
su�sante.

� Si la vraisemblance du modèle ajusté n'atteint pas son espérance, on recommence en aug-
mentant graduellement la valeur de D jusqu'à la première valeur permettant d'obtenir un
ajustement correct.

Intuitivement, on conçoit que l'ajustement devient satisfaisant lorsque le résidu de l'émission qui
n'est pas correctement modélisé est inférieur au niveau de bruit des observations. Or l'accroissement
de la profondeur optique de l'émission dans le plan galactique la rend à la fois plus complexe et plus

3. On pourrait également s'appuyer sur un critère statistique de sélection de modèle, tel que le critère d'information
de Bayes, pour sélectionner la valeur de D. Dans notre cas, celui-ci s'écrirait BIC = −2 lnL+ k ln

∑
q wq .
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Figure 5.2 � Masque d'analyse utilisé pour les observations EPIC. Ce masque couvre 13% du ciel
(fciel = 0.87)

intense, de telle sorte qu'il n'est pas possible de modéliser complètement les observations dans cette
zone au niveau du bruit avec un modèle contraint. Il est donc nécessaire d'utiliser un masque du
plan galactique. La réduction de la couverture spatiale augmente toutefois l'erreur d'estimation due
à la variance cosmique. On choisira donc, pour une valeur de D donnée, le masque qui maximise la
couverture spatiale tout en conservant un bon ajustement.

Le masque utilisé pour l'analyse des données EPIC est présenté sur la �gure 5.2. Il est basé sur
une coupure de 10 degrés de large du plan galactique. Une coupure additionnelle est obtenue en
appliquant un seuil sur le niveau d'émission à la fréquence centrale de l'instrument. Le seuil peut
être ajusté pour obtenir la couverture souhaitée. Les deux coupures sont ensuite combinées et les
bords du masque obtenus sont adoucis pour limiter les e�ets de mélange de modes.

5.4 Application à des cas particuliers d'expériences

Cette section présente l'application de la méthode aux expériences suivantes :
� La mission spatiale Planck, lancée en mai 2009. Quoique n'ayant pas été conçue originelle-
ment pour la détection des modes B, Planck pourrait produire une première détection des
modes tenseurs si leur amplitude est su�samment élevée (r ∼ 0.1).

� Trois versions de la sonde spatiale EPIC : une conception minimisant les coûts (intitulée LC
pour low-cost), puis deux versions plus ambitieuses (EPIC-CS et EPIC-2m).

� Une expérience typique de ce qui peut être réalisée depuis le sol. Les caractéristiques de cette
expérience sont inspirées de celle de l'instrument C`over.

� Une mission spatiale alternative (dite �ciel profond�), disposant des mêmes performances en
terme de sensibilité que l'instrument EPIC-CS, mais concentrant son temps d'intégration à
cartographier une région du ciel réduite et peu contaminée par les avant-plans di�us.

Nous étudions également la possibilité fréquemment évoquée, d'e�ectuer une analyse jointe des
données de Planck, béné�ciant d'une large couverture spectrale, et d'une future expérience au
sol, plus sensible. En�n, l'objectif scienti�que des dernières études de mission pour la sonde EPIC
(Bock et al., 2009) semble s'orienter, si possible, vers une mesure complète du spectre de puissance
des modes B, au-delà d'une simple mesure de l'amplitude des �uctuations de type tenseurs. En
conclusion de cette section nous évaluons cette possibilité pour la dernière version de la sonde
(nommée EPIC-IM).

Les caractéristiques supposées de ces instruments sont résumées dans la table 5.1. La �gure 5.3
compare les spectres de puissance de bruit attendus pour plusieurs expériences.

Pour chaque expérience, trois types de résultats sont présentés en table 5.2 :
Connaissant le niveau de bruit et la résolution de l'instrument, on calcule en premier lieu l'erreur

due au bruit instrumental σbruit-seulr à partir de l'équation 5.3. Le niveau de bruit global de l'instru-
ment est obtenu en combinant ses canaux suivant (5.8) où la seule contribution à N` (en supposant
l'absence d'autres contaminants) provient du bruit instrumental (5.10) :

Dans un second temps, on calcule l'erreur σavant-plans-connusr qui serait obtenue en supposant
la contribution statistique des avant-plans Rap parfaitement connue. On utilise cette fois N` =
Rbruit
` + Rap

` , en faisant l'hypothèse que Rap ' R̂ap où R̂ap est estimée d'après les cartes simulées
des avant-plans.
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Table 5.1 � Résumé des caractéristiques des instruments.
Instruments Fréquences Largeur du faisceau NET a Tobs Couverture

(GHz) (') (µK
√
s) (années) (fciel)

PLANCK
30, 44, 70 33, 24, 14 96, 97, 97 1.2 1

100, 143, 217, 353 10, 7.1, 5, 5 41, 31, 51, 154

EPIC-LC
30, 40, 60 155, 116, 77 28, 9.6, 5.3 2 1

90, 135, 200, 300 52, 34, 23, 16 2.3, 2.2, 2.3, 3.8

EPIC-CS
30, 45, 70, 100 15.5, 10.3, 6.6, 4.6 19, 8, 4.2, 3.2 4 1

150, 220, 340, 500 3.1, 2.1, 1.4, 0.9 3.1, 5.2, 25, 210

EPIC-2m
30, 45, 70, 100, 150 26, 17, 11, 8, 5 18, 7.6, 3.9, 3.0, 2.8 4 1
220, 340, 500(,800) 3.5, 2.3, 1.5(, 0.9) 4.4, 20, 180(, 28k)

Sol 97, 150, 225 7.5, 5.5, 5.5 12, 18, 48 0.8 0.01

Ciel profond
30, 45, 70, 100 15.5, 10.3, 6.6, 4.6 19, 8, 4.2, 3.2 4 0.01

150, 220, 340, 500 3.1, 2.1, 1.4, 0.9 3.1, 5.2, 25, 210

EPIC-IM 4K
30, 45, 70, 100, 150 28, 19, 12, 8.4, 5.6 13, 3.7, 1.6, 1.1, 0.9 4 1
220, 340, 500, (850) 3.8, 2.5, 1.7, (1.0) 1.6, 3.7, 11, (300)

a. Sensibilité agrégée pour un détecteur équivalent.

Figure 5.3 � Spectres de bruit équivalent attendus pour di�érents instruments.
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Table 5.2 � Prédiction de l'erreur de mesure de r pour di�érents instruments et di�érentes valeurs
de r.

Bruit seul a Avant-plans connus b Smica c

Expérience r σr
r

σ`≤20
r
r

σ`>20
r
r

σr
r

σ`≤20
r
r

σ`>20
r
r

σr
r

σ`≤20
r
r

σ`>20
r
r

rest d lmin-lmaxfcielD
e

Planck
0.3 0.075 0.17 0.084 0.1 0.2 0.12 0.15 0.22 0.2 0.26

2 - 130 0.95 3
0.1 0.17 0.25 0.22 0.23 0.34 0.32 0.29 0.34 0.55 0.086

EPIC-LC
0.01 0.019 0.084 0.019 0.05 0.18 0.053 0.079 0.18 0.1 0.0098

2 - 130 0.86 4
0.001 0.059 0.15 0.064 0.27 0.4 0.38 0.37 0.43 0.82 0.00088

EPIC-2m
0.01 0.016 0.083 0.016 0.027 0.12 0.027 0.032 0.11 0.036 0.0096

2 - 300 0.87 4
0.001 0.051 0.14 0.055 0.14 0.25 0.16 0.16 0.24 0.24 0.001

EPIC-CS
0.01 0.017 0.084 0.017 0.029 0.12 0.03 0.036 0.11 0.041 0.0096

2 - 300 0.87 4
0.001 0.058 0.15 0.063 0.15 0.27 0.19 0.18 0.26 0.29 0.00098

Sol
0.1 0.083 − − 0.15 − − 0.24 − − 0.11

50 - 300 0.01 2
0.01 0.18 − − 0.8 − − 1.6 − − 0.018

Sol+Planck 0.01 0.18 − − 0.51 − − 0.69 − − 0.0065 50 - 300 0.01 2

Ciel profond 0.001 0.082 − − 0.1 − − 0.13 − − 0.00092 50 - 300 0.01 4

a. Valeurs obtenues par l'équation 5.3, en supposant N` = Rbruit.
b. Idem en supposant une connaissance parfaite de la contribution des avant-plans N` = Rbruit +Rap.
c. Valeurs calculées à partir de la FIM (Eq.5.20) pour le modèle Smica Eq. (5.22) au point de convergence de

l'algorithme.
d. Les détections à plus de 4σ sont portées en gras.
e. Dimension de la composante galactique utilisée dans le modèle Smica.

En�n, on reporte l'erreur obtenue par Smica, σSMICA
r , d'après l'information de Fisher du modèle

Eq. (5.20).
Pour chacun des cas nous calculons séparément les contributions à l'information de Fisher

provenant des grandes échelles (` ≤ 20) et des petites échelles (` > 20), de manière à obtenir
une indication sur l'importance relative de ces di�érentes échelles sur la mesure de r.

On peut remarquer que dans quelques cas particuliers (à bas ` où les avant-plans dominent),
l'erreur estimée par Smica peut être légèrement plus faible que l'erreur estimée en utilisant la valeur
de la matrice de covariance empirique R̂ap. Ceci re�ète le fait que notre hypothèse de modélisation,
imposant que le rang de Rap soit inférieur ou égal à D, n'est pas parfaitement véri�ée en pratique.
La faible di�érence n'a pas d'impact sur les conclusions de cette étude.

5.4.1 Planck

La mission spatiale Planck sera la première expérience capable de délivrer une mesure sensible
de la polarisation de la totalité du ciel dans le domaine de fréquence 30-353 GHz. La sensibilité de
l'expérience n'est toutefois pas su�sante pour une mesure e�ective de très faibles valeurs de r, nous
appliquons notre méthode à r = 0.1 et 0.3. Notons que ces valeurs de r ne satisfont pas l'hypothèse
de faible amplitude des modes tenseurs, formulée au début de ce chapitre, et sur laquelle repose notre
travail. On peut donc s'attendre à ce que les résultats énoncés ici, pour Planck, soient pessimistes
par rapport à ce que permettrait d'obtenir une méthode exploitant au mieux l'information contenue
dans les mesures de T, Q et U. Le cas particulier de Planck et des expériences à faible rapport de
signal�sur�bruit ayant été par ailleurs étudié dans Efstathiou et al. (2009); Efstathiou et Gratton
(2009), nous conclurons ce paragraphe par une comparaison de ces di�érents résultats.

Notre méthode prédit la possibilité d'une mesure à 3-sigma pour r = 0.1 (première ligne de la
table 5.2). Une comparaison des erreurs σbruit-seulr , σavant-plans-connusr et σSMICA

r obtenues indique que
l'erreur est dominée par la variance cosmique et le bruit. Les avant-plans astrophysiques contribuent
à une dégradation de l'erreur de l'ordre de ∼ 30% et les incertitudes sur les avant-plans pour encore
30% (pour r = 0.1).

La Fig. 5.3 semble indiquer qu'une bonne stratégie pour la détection des modes B avec Planck
serait d'essayer de détecter le pic de réionisation (avant ` = 10) ce qui requiert la plus large couverture
du ciel possible. Même en se concentrant sur les hautes latitudes galactiques, un modèle supposant
D = 2 n'est pas ajustable aux données, en particulier aux grandes échelles où l'émission galactique
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domine largement le bruit instrumental. L'utilisation d'un modèle avec D = 3 permet, en revanche,
un bon ajustement aux données (comme mesuré par le critère Smica) sur 95 pour cent du ciel. Nous
retenons donc ce modèle pour Planck.

On remarque également qu'une part importante de l'information provient du pic de réionisation
(` ≤ 20). L'importance relative de ce pic croît lorsque r diminue, ce qui est une conséquence de
la diminution de la variance cosmique, et montre que les avant-plans ne limitent pas particulière-
ment la détection aux grandes échelles angulaires. Pour un rapport signal sur bruit correspondant
approximativement à la limite de détection de l'instrument (r = 0.1), la contrainte la plus forte est
imposée par les modes du pic de réionisation. Ceci a deux conséquences directes : premièrement,
le résultat est sensible à la profondeur optique de la réionisation et à l'historique de la réionisation
(comme étudié dans Colombo et Pierpaoli (2009)) ; deuxièmement la capacité réelle de Planck à
mesurer r dépendra du niveau (et de la connaissance) des dérives systématiques de l'instrument aux
grandes échelles angulaires.

Rappelons en�n que cette expérience numérique donne une estimation de la capacité de Planck
à mesurer r à partir des modes B uniquement alors qu'en pratique, à ces niveaux de �uctuations
de type tenseur, une part signi�cative de l'information devrait également provenir de TT, EE, TE.
Contrairement à notre étude, la méthode présentée par Efstathiou et al. (2009) o�re un calcul
complet de la vraisemblance des données à bas `, avec en contrepartie un traitement simpli�é
des avant-plans. Ce traitement repose sur une subdivision des fréquences de mesure en fréquences
représentatives du signal cosmologique ou de l'émission d'avant-plan. Pour Planck, dans le cas
le plus favorable, les canaux à 30 GHz et 353 GHz sont ainsi écartés et utilisés respectivement
comme traceur de l'émission synchrotron et de l'émission thermique de la poussière. Les autres
mesures sont combinées en une moyenne pondérée par l'inverse de la variance du bruit de chaque
mesure, fournissant une première estimation du signal cosmologique contaminée par les avant-plans.
Cette contamination est ensuite réduite en soustrayant une combinaison linéaire des mesures à 30
et 353 GHz de cette première estimation. Le signal ainsi obtenu est modélisé sous l'hypothèse que
la contribution des avant-plans est rendue négligeable par ce traitement, puis la vraisemblance de
ce modèle est explorée pour obtenir un estimateur de r.

La question de la validité de cette hypothèse dépend bien sûr du niveau de sensibilité considéré,
ce qui importe étant de rendre la contribution des avant-plans négligeable par rapport au bruit
instrumental. Comme nous l'avons indiqué en introduction de ce chapitre, il est peu probable que
cette hypothèse soit correctement véri�ée pour les mesures de polarisation les plus sensibles et cette
méthode ne devrait pas être directement applicable pour les futures expériences CMB. Les simula-
tions utilisées pour obtenir les résultats de cette étude sont au contraire extrêmement favorables à
ce modèle. Elles ont en e�et été générées, de manière similaire à nos simulations, à partir du PSM
qui réalise précisément une extrapolation en fréquence de mesures obtenues par ailleurs (se référer
au chapitre 3). Pour Planck, il est envisageable que cette hypothèse soit véri�ée sur une fraction
su�sante du ciel, la question restant ouverte en l'attente des données du satellite. Il est néanmoins
peu probable que les données réelles présentent un accord aussi bon que les simulations. Le traite-
ment étant par ailleurs optimal, les résultats présentés par Efstathiou et Gratton (2009) constituent
donc la limite optimiste des performances de Planck. Pour une durée de mission étendue à 28 mois
(soit 4 balayages complet du ciel), la limite de détection annoncée est r ∼ 0.03.

Suivant une approche contraire, notre méthode est légèrement sous-optimale pour Planck, mais
devrait en revanche se révéler peu sensible aux caractéristiques réelles de l'émission (voir section
5.5). Notre limite de détection annoncée de r ∼ 0.1, obtenue pour la mission nominale de 14 mois,
constitue donc la valeur pessimiste des performances de Planck.

5.4.2 EPIC

Nous avons conduit une étude similaire pour trois versions de la sonde EPIC (Bock et al., 2008).
EPIC-LC et EPIC-CS correspondent respectivement à la version économique et à la version la plus
ambitieuse. EPIC-2m est une conception intermédiaire contenant un canal haute fréquence supplé-
mentaire (non utilisé dans cette étude) dédié à des objectifs scienti�ques autres que la polarisation
du CMB. Deux valeurs de r, 0.01 et 0.001, sont étudiées. Pour ces trois expériences, l'analyse né-
cessite un modèle utilisant D = 4 pour obtenir un bon accord avec les données (atteint sur environ
87% du ciel).
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Les deux instruments haute résolution (EPIC-CS et EPIC-2m) permettent d'obtenir une mesure
de r = 10−3 à une précision meilleure que 5-sigma. Pour les valeurs de r les plus faibles l'erreur est
dominée par les avant-plans, leur présence diminue la sensibilité d'un facteur 3, comme en témoigne
la di�érence entre σbruit-seulr et σsmica

r . Toutefois, alors que la di�érence entre les résultats bruit seul
et Smica constitue un facteur 4-6 pour EPIC-LC, elle est seulement d'un facteur 2-3 pour EPIC-CS
et EPIC-2m. Une meilleure sensibilité et une meilleure couverture en fréquence permettent donc
une meilleure soustraction de la contamination des avant-plans.

Pour tous les instrument considérés, la part relative des grandes échelles dans la mesure de r
augmente lorsque l'amplitude des �uctuations diminue. Dans tous les cas, les échelles supérieures à
` > 150 ne contiennent plus d'information sur le CMB. Elles apportent toutefois des contraintes sur
les paramètres du modèle des avant-plans et permettent d'améliorer la séparation de composantes
(y compris aux grandes échelles).

5.4.3 Expériences avec une couverture partielle

Depuis le sol

Les expériences au sol ne peuvent pas béné�cier de la couverture spatiale et fréquentielle des
expériences spatiales. Elles adoptent une stratégie d'observation di�érente qui consiste à tenter de
détecter le second pic autour de ` = 100, en observant une petite région du ciel (typiquement 1000
degrés carrés), peu contaminée par les avant-plans galactiques, dans quelques bandes de fréquence
(2 ou 3) correspondant à des fenêtres atmosphériques.

Les caractéristiques de l'instrument test que nous étudions ici sont inspirées de celles de l'ex-
périence C`over (North et al., 2008). La région d'observation retenue forme un disque d'un rayon
de 10 degrés centré à 351◦ de longitude et −56◦ degrés de latitude galactique. La sélection de cette
région par l'équipe C`over provient d'un compromis entre di�érentes contraintes, en particulier la
minimisation des contaminations atmosphérique et galactique. Suivant notre modèle du ciel polar-
isé, cette région est raisonnablement peu contaminée, la puissance des �uctuations de polarisation
de type B dues aux avant-plans galactiques est environ 30% plus élevée que dans la région la plus
propre du ciel.

La principale conclusion de cette étude est que pour r = 0.01, bien que la sensibilité de l'in-
strument (en négligeant certains problèmes comme le mélange E-B lié à la couverture partielle)
permettrait une détection à 5-sigma, la contamination galactique ne peut pas être caractérisée avec
une précision su�sante pour permettre cette détection.

Une possibilité intéressante serait de compléter les mesures e�ectuées par l'instrument depuis le
sol avec les données de l'expérience spatiale Planck, et d'e�ectuer une analyse jointe de ces deux
jeux de données. Pour tester cette possibilité de façon simple ici, nous simulons un jeu de données
Planck compatible avec les simulations de l'expérience au sol sur la même partie du ciel. Les
résultats obtenus montrent une amélioration de l'erreur sur r de 1.6 · 10−2 à 0.69 · 10−2, montrant
que les canaux supplémentaires améliorent les contraintes sur les avant-plans. La perte de sensibilité
sur r due aux avant-plans reste toutefois supérieure à celle qui serait obtenue par une expérience
béné�ciant d'une bonne sensibilité sur tout l'intervalle de fréquence observé (comme en témoigne la
section suivante).

Depuis l'espace

On peut également s'interroger sur l'utilité d'observer la totalité du ciel depuis l'espace, alors
qu'une grande partie de celui-ci est fortement contaminée par les avant-plans galactiques, et envisager
d'employer le temps d'observation disponible à cartographier une région propre du ciel.

Nous appliquons cette stratégie alternative à un instrument hypothétique partageant les carac-
téristiques de EPIC-CS en terme de sensibilité, résolution et bandes de fréquence, et observant la
même région du ciel que l'expérience au sol. Bien que l'absence d'émission galactique forte dans cette
région pourrait permettre de diminuer le nombre de canaux nécessaires, nous conservons la dé�nition
des bandes de fréquence de EPIC-CS pour permettre une comparaison directe avec cet instrument.
De plus, l'échec relatif de l'expérience au sol � à séparer les avant-plans du CMB � montre que
même sur une région propre du ciel, la couverture en fréquence ne peut pas être librement réduite.
De la même façon, pour permettre une comparaison simple avec l'expérience au sol, nous observons
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la même région du ciel, même si en principe, en l'absence de contraintes atmosphériques, une région
un peu plus propre pourrait être sélectionnée.

En dépit de l'augmentation de la variance cosmique due à la réduction de la taille de la région
observée, l'application de notre méthode à l'expérience 'ciel profond' obtient de meilleurs résultats
que l'expérience observant la totalité du ciel, montrant un gain lié à la contribution réduite des
avant-plans. Toutefois, ceci n'est valable que si nous ne considérons que la contamination galactique
di�use. La section suivante montre en e�et que la contamination par l'e�et de lentille, plus faible
mais homogène sur le ciel, remet en cause cette conclusion.

Remarquons également, qu'en dépit du niveau plus faible des avant-plans, la sensibilité plus
grande de la mesure nécessite l'utilisation d'un modèle d'aussi grande complexité (D = 4) que
dans le cas de l'expérience EPIC-CS pour obtenir un ajustement satisfaisant aux données. On
doit également noter que notre traitement n'exploite pas la variation de l'intensité des avant-plans
sur le ciel. Il est en ce sens sous-optimal pour l'exploitation des données sur le ciel entier, et les
résultats obtenus pour une expérience observant la totalité du ciel sont probablement pessimistes
en comparaison de ceux obtenus sur des régions réduites et sélectionnées.

En dernier lieu, rappelons que l'on néglige certaines di�cultés liées à la couverture partielle du
ciel qui ne peuvent être évitées pour une stratégie d'observation d'une région réduite, notamment
une perte d'e�cacité liée à la contamination des modes E dans les modes B.

5.4.4 Mesure du spectre de puissance

En�n, nous avons étudié la possibilité d'élargir l'étude à la mesure complète du spectre des
modes B primordiaux. Cette possibilité est évoquée pour la dernière version de la sonde EPIC, dite
EPIC-IM-4K. La conception de la sonde a été revue pour permettre un refroidissement complet de
son télescope à la température de 4 degrés Kelvin. Le refroidissement du miroir permet un fort gain
de sensibilité, notamment à hautes fréquences.

Nous avons donc réalisé des simulations d'observations avec les caractéristiques présumées de
cette dernière version, et une valeur du paramètre r = 0.01. Nous avons ensuite appliqué notre
méthode en utilisant la version alternative du modèle des observations (5.23), de manière à fournir
une mesure du spectre moyenné dans 30 intervalles de fréquences entre ` = 2 et ` = 300. La largeur
des intervalles croît de manière logarithmique.

Le résultat, présenté �gure 5.4, con�rme que l'hypothèse de connaissance de la forme du spectre
du CMB n'est pas nécessaire pour obtenir la séparation, et la mesure du spectre est possible dès lors
que le rapport signal sur bruit est su�sant. Pour comparaison, nous avons indiqué, en rouge, l'erreur
attendue dans chaque intervalle en ne considérant que l'e�et du bruit et de la variance cosmique.
L'écart entre les barres d'erreurs rouges et bleues illustre la perte d'information liée à la présence
des avant-plans, et à l'incertitude sur leur contribution.

La mesure sans a priori du spectre est intéressante, car elle permet d'accéder à d'autres paramètres
cosmologiques notamment nt et dans une moindre mesure τ (qui devrait cependant être mieux
mesuré grâce à la polarisation de type E).

5.5 Variation du modèle des avant-plans

Le bien-fondé de notre étude repose sur la supposition qu'elle est peu sensible aux particularités
des avant-plans di�us, et que ces derniers dominent l'incertitude sur l'erreur. Dans cette section nous
nous e�orçons de véri�er ces deux hypothèses en ajoutant à notre modèle de base les contaminations
à petite échelle et en faisant varier le modèle des avant-plans di�us.

5.5.1 Impact des contaminants aux petites échelles

Impact de l'e�et de lentille gravitationnelle (lensing)

Les limitations sur la détection des modes tenseurs imposées par la conversion d'une part de la
puissance des modes E en modes B par e�et de lentille gravitationnelle (lensing en anglais), ont été
largement étudiées dans la littérature. Plusieurs méthodes de reconstruction des modes B lentillés,
basées sur l'estimation du potentiel de lentillage et des modes E non lentillés, ont été proposées
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Figure 5.4 � Mesure du spectre de puissance des modes B par Smica pour l'expérience EPIC-IM.

(Knox et Song, 2002; Hirata et Seljak, 2003; Kesden et al., 2003; Lewis et Challinor, 2006). De
manière générale, les limites sur r obtenues après ces processus de soustraction sont (si présentes)
signi�cativement plus faibles que celles imposées par les avant-plans di�us, obtenues dans cette étude
(section 5.4).

De manière à déterminer simplement si le lensing pourrait modi�er signi�cativement les résultats
obtenus dans la section précédente, nous étudions le problème au niveau de la contribution statistique
du lensing au spectre de puissance du CMB. Nous n'étudions donc pas la possibilité de reconstruire
le potentiel de lentillage qui nécessiterait l'analyse des modes E et dont la faisabilité en présence
d'avant-plans commence seulement à être étudiée (voir par exemple Smith et al. (2008)). Les modes
induits par le lensing constituent un terme additionnel dans le spectre de puissance des modes B.
Nous supposons que ce terme peut être prédit et nous l'incluons dans notre modèle de la contribution
statistique du CMB aux observations dans Smica. De cette façon, les modes induits par le lensing
contribuent par leur variance cosmique à un bruit supplémentaire, qui diminue la sensibilité au signal
primordial et réduit l'intervalle des échelles contribuant e�ectivement à la mesure. Nous appliquons
ces modi�cations au cas des missions EPIC-CS et ciel profond pour r = 0.001. La Table 5.3 présente
la comparaison des contraintes obtenues en présence de lensing, aux contraintes précédemment
obtenues en négligeant son existence.

Aux grandes échelles, pour l'expérience EPIC-CS, le lensing a un impact négligeable sur la mesure
de r. Aux petites échelles, la di�érence est toutefois sensible. En utilisant la totalité des multipoles,
σr/r passe de 0.18 à 0.21, ce qui constitue une dégradation peu signi�cative de la mesure d'environ
15%.

Pour la mission ciel profond, en revanche, l'importante variance cosmique des modes lentillés
dégrade considérablement la mesure.

Table 5.3 � Comparaison des contraintes sur r avec et sans lensing (r = 0.001).

sans lensing lensing
Expérience σr/r σ`≤20

r /r σ`>20
r /r σr/r σ`≤20

r /r σ`>20
r /r

EPIC-CS 0.18 0.26 0.29 0.21 0.26 0.38
Ciel profond 0.13 − − 1.1 − −
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Table 5.4 � Impact des sources ponctuelles sur la mesure de r avec EPIC-CS. Le cas de référence
'no-ps' n'inclut de sources ponctuelles, ni dans les données, ni dans le modèle d'ajustement. Le cas
'ideal' représente une situation dans laquelle la contribution des sources ponctuelles incluses dans
les simulations, est modélisée exactement. Le cas 'no-model' est un cas pessimiste, où aucun e�ort
de modélisation n'est réalisé pour tenir compte de la contribution des sources ponctuelles.

r rno-ps rideal rno-model σno-psr σidealr σno-model
r

0.001 1.07 · 10−3 1.04 · 10−3 2.00 · 10−3 1.84 · 10−4 1.91 · 10−4 2.49 · 10−4

Le lensing ne produit pas une dégradation signi�cative des résultats, pour conclure, à ce niveau
d'intensité des modes tenseurs r ∼ 10−3, dès lors que le pic de réionisation aux grandes échelles
peut être mesuré de façon satisfaisante. En conséquence, le lensing ne représente pas un problème
majeur pour les expériences balayant le ciel dans son ensemble. Il constitue en revanche, une source
potentielle de di�cultés pour les expériences mesurant uniquement le pic de recombinaison. Une telle
stratégie nécessite donc une façon e�cace de soustraire la contribution du lensing. Smith et al. (2008)
donne quelques indications montrant que ceci pourrait être e�ectué de façon satisfaisante, même
en présence de contamination d'avant-plans (sources ponctuelles notamment). Toutefois, une étude
complète du cas 'ciel profond', prenant en compte tous les problèmes potentiels (avant-plans di�us,
sources ponctuelles, lensing, mélanges des modes), serait nécessaire pour conclure sur la validité de
cette approche.

Impact des sources ponctuelles

Alors que l'émission des sources extragalactiques peut être négligée aux grandes échelles angu-
laires (supérieures à 1 degré), leur contribution, en particulier celle des sources radio, est considérée
comme le premier contaminant aux petites échelles (??).

Les sources brillantes dans ce domaine de fréquence ont déjà été identi�ées, ou le seront par
l'instrument Planck. Leur polarisation pourra être mesurée, soit par l'expérience elle-même, soit
par une observation dédiée. Dans cette étude, nous faisons l'hypothèse que les sources ponctuelles,
dont l'intensité en température dépasse 500 mJy (autour de 6000 sources) sont détectées, et que
leur contribution au signal polarisé est correctement soustraite des données. Notons que cette valeur
peut être considérée comme conservatrice, sachant que les seuils de détection de Planck devraient
être inférieurs.

Le niveau de connaissance actuel des sources ponctuelles ne permet pas de réaliser un modèle
précis de la contribution au spectre de puissance des sources restantes (non soustraites). Pour cette
raison, nous avons tenté de mesurer leur impact pour deux modèles extrêmes : le premier inclut une
modélisation parfaite de la contribution des sources ponctuelles résiduelles au spectre de puissance,
utilisant l'information des données de simulation (cas 'ideal'), le second ignore cette contribution (cas
'no-model'). Les résultats de notre méthode pour ces deux modèles sont comparés à ceux obtenus
sur des simulations sans sources ponctuelles (cas 'no-ps'), et sont synthétisés dans la table 5.4.

Ces résultats nous permettent de con�rmer qu'il est nécessaire de tenir compte de la contribution
des sources ponctuelles dans nos modèles, pour atteindre des détections de r = 0.001. Un modèle
négligeant ce contaminant produit un estimateur biaisé. Pour EPIC-CS la valeur de r estimée est
2 fois plus grande qu'attendu. Cette di�érence est incompatible avec la barre d'erreur prédite, bien
que la déviation standard σr subisse, elle aussi, une augmentation de 30%.

Une modélisation parfaite permet de rétablir les qualités d'ajustement et de biais obtenues pour
des simulations n'incluant pas de sources ponctuelles. Cependant, on observe une légère augmenta-
tion de la variance sur la mesure de r pour ce cas, qui ne semble pas être critique dans notre étude
(σr varie de 1.84 à 1.91 · 10−4).

La �gure 5.5 montre le critère d'ajustement (issu de Eq. 5.17 pour des matrices de covariance
fenêtrées en `), pour les 3 cas décrits. Quand les sources ponctuelles ne sont pas spéci�quement
incluses au modèle, une partie de leur contribution est absorbée dans la composante 'galactique' de
Smica, qui s'ajuste pour mieux représenter l'émission d'avant-plan totale. La part restante de cette
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Figure 5.5 � Ajustement pour les 3 cas décrits plus haut. Le cas de référence 'no-ps' n'inclut de
sources ponctuelles, ni dans les données, ni dans le modèle d'ajustement. Le critère d'ajustement
varie autour de sa valeur attendue (ligne horizontale pointillée). Le cas 'no-model' est un cas pes-
simiste, où aucun e�ort de modélisation n'est réalisé pour tenir compte de la contribution des sources
ponctuelles. Dans ce cas, l'ajustement subit une nette dégradation. Le cas 'ideal' représente une sit-
uation idéale dans laquelle la contribution des sources ponctuelles incluses dans les simulations,
est modélisée exactement, et qui permet de retrouver une qualité d'ajustement comparable au cas
'no-ps'.

contribution est responsable du mauvais ajustement aux petites échelles angulaires. L'absorption
partielle réalisée par la composante 'avant-plan', conduit à une plus mauvaise estimation de la
contribution galactique, ce qui se traduit par un ajustement légèrement dégradé aux grandes échelles
angulaires.

5.5.2 Variation du modèle des avant-plans di�us

Dans ce paragraphe, nous cherchons à mesurer l'impact sur nos résultats d'une modi�cation
du modèle galactique dans nos simulations. En particulier, nous faisons varier le modèle d'indice
spectral du synchrotron, et le spectre de puissance de la poussière, et regardons les conséquences de
ces changements sur la mesure de r, sans modi�er le modèle utilisé pour l'ajustement.

Courbure de l'indice spectral du synchrotron

Comme détaillé au chapitre 2.1.2, le modèle d'indice spectral du synchrotron dans lequel on
dé�nit une loi d'émission mono-dimensionnelle pour chaque pixel, avec un indice spectral constant
à toutes les fréquences, est potentiellement insu�sant pour décrire la réalité. On attend, pour l'in-
tervalle de fréquence considéré, des modi�cations de l'indice spectral, dépendantes de la position
sur le ciel. Une modélisation plus complexe de l'émission synchrotron utilise une carte de référence
C(ξ), représentant la courbure de son indice spectral (nous utilisons ici une carte aléatoire). Nous
synthétisons donc nos cartes d'émission synchrotron, d'après le modèle suivant :

SXν (ξ) = SXν0(ξ)

(
ν

ν0

)βs(ξ)+αC(ξ) log(ν/ν1)

(5.24)

où α est un paramètre libre modulant l'amplitude de l'e�et (en comparaison de 3.4). La partie droite
de la �gure 5.6 illustre l'impact de cette courbure sur la dépendance en fréquence du synchrotron.

Nous cherchons donc à déterminer, si ce changement de modélisation de l'émission synchrotron,
a un impact sur la précision prédite pour la mesure de r. A titre illustratif, nous e�ectuons nos
comparaisons pour l'expérience EPIC-2m, avec une valeur de r = 0.001. Nous laissons inchangées
les autres émissions, ainsi que le modèle utilisé par Smica. La table 5.5 montre les résultats de
cette étude, à travers la mesure de la qualité d'ajustement du modèle et l'estimation de r. Nous
n'observons pas d'impact signi�catif, ce qui tend à prouver que notre modèle d'émission d'avant-
plan, est su�samment �exible pour absorber les modi�cations apportées au modèle du synchrotron.
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Figure 5.6 � Illustration des variations du modèle des avant-plans galactiques testées. La �gure de
gauche montre la di�érence entre le spectre de puissance de la polarisation de type B de la poussière
à 150 GHz telle que modélisée par le PSM (ligne pleine), et celui d'un modèle pessimiste en terme de
niveau d'émission et d'indice spectral (ligne pointillée). La �gure de droite montre la dispersion de
l'indice spectral du synchrotron pour le modèle implémenté dans le PSM (en noir) et pour un modèle
avec une courbure de l'indice spectral (en gris). Les lignes pleines représentent la dépendance en
fréquence pour des valeurs moyennes de l'indice spectral, les lignes pointillées, ses valeurs extrêmes.

Bien que nous n'ayons pas la possibilité de tester tous les écarts envisageables au modèle de base du
PSM, la robustesse de nos résultats aux variations de l'indice spectral est un bon indicateur d'une
certaine indépendance vis à vis du modèle.

Table 5.5 � In�uence de la courbure de l'indice spectral du synchrotron sur la séparation de com-
posantes, à travers la mesure de la vraisemblance du modèle et l'estimation de r. L'étude s'appuie
sur les caractéristiques EPIC-2m, pour di�érentes amplitudes α de la variation d'indice spectral. On
n'observe d'écarts signi�catifs, ni sur l'estimation de r, ni sur la vraisemblance du modèle, lorsque
α varie dans un intervalle consistant avec les observations de WMAP.

r σr α r − lnL

0.001 1.8 · 10−4
0 9.78 · 10−4 11.6
1 9.62 · 10−4 11.5
3 1.06 · 10−3 11.7

Modi�cation du niveau d'émission de la poussière

De la même manière que précédemment, nous faisons varier l'émission de la poussière, et regar-
dons l'impact sur les résultats présentés plus haut. Les observations actuelles contraignent l'émission
de la poussière essentiellement à grande échelle. Pour les plus petites échelles, l'incertitude est grande,
et le restera jusqu'à l'analyse des données de l'expérience Planck. Nous considérons donc ici, un
modèle très pessimiste, dans lequel le niveau des grandes échelles angulaires est multiplié par un
facteur 2, et la forme du spectre de puissance est applatie aux petites échelles d'un index nomi-
nal de −2.5 à −1.9. Les spectres de puissance correspondants à ces modi�cations du modèle sont
représentés en �gure 5.6 (à gauche).

Nous appliquons le même pipeline de traitement que précédemment, pour deux expériences (l'ex-
périence au sol et EPIC-2m) pour des valeurs de r de l'ordre de leur limite de détection respectives.
L'estimation de r n'est que marginalement modi�ée (voir la table 5.6). Le bruit de l'expérience étant
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Table 5.6 � In�uence du niveau de polarisation de la poussière sur la séparation de composantes.
Nous comparons les résultats obtenus pour un modèle pessimiste (fraction de polarisation intrinsèque
de 17%, spectre applati) et le modèle de base du PSM (fraction de polarisation de 12%).

Experience r rorigin rpessim σoriginr σpessimr

Sol 0.01 1.84 · 10−2 1.69 · 10−2 1.62 · 10−2 1.62 · 10−2

EPIC-2m 0.001 8.77 · 10−4 8.77 · 10−4 3.68 · 10−4 3.61 · 10−4

inchangé, l'augmentation du rapport signal sur bruit permet de mieux contraindre l'estimation de
la poussière. L'e�cacité de la séparation de composantes dépend essentiellement de la cohérence des
composantes, et non de leur intensité globale.

5.6 Discussion

Dans cette dernière section, nous revenons sur les principaux résultats de cette étude, dédiée à
la séparation des composantes polarisées di�uses, et discutons de la validité de ces résultats dans
un cadre plus large.

En premier lieu, nous montrons que les avant-plans galactiques sont susceptibles de rendre di�-
cile une mesure de r = 0.01 depuis le sol, en raison du faible nombre de canaux dont disposent les
instruments observant à travers l'atmosphère. Nous montrons également, que l'expérience Planck
devrait apporter des contraintes sur les avant-plans, permettant d'améliorer signi�cativement l'ex-
ploitation des données des instruments au sol. Cette méthode ne semble toutefois pas permettre non
plus d'atteindre r = 0.01.

Depuis l'espace, en revanche, les performances annoncées pour la future sonde EPIC, devraient
permettre d'obtenir une mesure satisfaisante pour un niveau de �uctuation tensorielle aussi faible
que r = 0.001. On montre en outre, que cette mesure devrait être peu a�ectée par la présence du
lensing et des sources ponctuelles. Ce résultat est toutefois conditionné à une mesure satisfaisante
du pic de réionisation aux plus grandes échelles ` ≤ 10. Notre étude indique que la séparation de
composantes peut être conduite de façon satisfaisante sur une fraction su�sante du ciel (∼ 85%)
pour permettre une mesure correcte de ces modes. Ce résultat pourrait toutefois être altéré par des
e�ets instrumentaux systématiques, comme la production de bruit à basse fréquence, non considérés
dans cette étude. On montre qu'une mesure complète du spectre de puissance des modes B est
envisageable depuis l'espace pour des valeurs de l'ordre de r = 0.01.

Lorsque l'on ne considère que les avant-plans galactiques, la réalisation d'une carte profonde
d'une petite région peu contaminée depuis l'espace semble pouvoir être une alternative intéressante
à un balayage complet du ciel. La contamination galactique n'est toutefois pas la di�culté principale
à laquelle se heurterait une telle stratégie. En conséquence, notre étude ne permet pas de conclure
quant à l'e�cacité réelle de celle-ci. Ce cas nécessiterait une étude complémentaire prenant en
compte l'ensemble des di�cultés potentielles (mélange des modes liés à la couverture partielle,
lensing, sources ponctuelles et contamination galactique).

Signalons, également que les résultats de cette étude sont obtenus en appliquant une méthode de
séparation de composantes aveugle dans le domaine des harmoniques sphériques. Ils pourraient être
améliorés de plusieurs façons, notamment pour le traitement des données des expériences mesurant
tout le ciel. En particulier, des développements futurs de la méthode, pour travailler dans le do-
maine des coe�cients de needlets, devraient permettre d'exploiter le caractère non stationnaire des
avant-plans galactiques (et du bruit) sur le ciel pour améliorer la séparation. Par ailleurs, lors de
l'analyse des données réelles, rien n'empêchera l'utilisation de connaissances a priori sur la physique
gouvernant les contaminations pour utiliser un modèle des avant-plans plus adapté au problème à
résoudre et mieux contraint.

En�n rappelons que les résultats obtenus reposent sur l'hypothèse que nos simulations représen-
tent correctement le comportement statistique des avant-plans, notamment leur cohérence d'un
canal à un autre (qui �xe D). Bien que nous ayons montré que diverses modi�cations du modèle



5.6. DISCUSSION 123

des émissions galactiques ne remettaient pas en cause cette hypothèse, les données disponibles ne
permettent pas d'exclure cette possibilité. Les futures mesures e�ectuées par le satellite Planck
permettront de lever, en partie, cette incertitude.
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Détection et traitement des sources
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Alors qu'aux grandes échelles angulaires le signal est dominé par les �uctuations du fond di�us
cosmologique et par l'émission di�use du milieu interstellaire, qui constitue de loin la principale
source de contamination, la situation devient remarquablement di�érente lorsque l'on considère le
signal des �uctuations à plus petite échelle. En se référant à la �gure 2.10, on peut constater qu'à
partir de ` ∼ 150 et à haute latitude galactique (75% du ciel), les deux principales sources de
contamination astrophysique du signal CMB sont :

� les sources ponctuelles extragalactiques,
� et l'e�et Sunyaev-Zel'dovich dans les amas de galaxies.
Par ailleurs, alors que la contribution de l'émission di�use du milieu interstellaire décroît assez

rapidement avec l'échelle (∝ `−3), la présence de nombreuses régions d'émissions spéci�ques de
faible taille angulaire au sein de notre galaxie continue de constituer une source de �uctuations très
importantes autour du plan galactique.

En�n, dans ce domaine de fréquence angulaire, le bruit instrumental devient sensible et peut être
modélisé par un bruit décorrélé de pixel à pixel. Sa contribution reste donc constante avec l'échelle
alors que le spectre de puissance du fond di�us cosmologique connaît une décroissance un peu plus
forte que `−2. Le niveau de signal sur bruit décroît donc assez rapidement avec l'échelle angulaire,
ce phénomène étant par ailleurs accentué par la convolution du signal avec la réponse instrumentale
(lobe optique, réponse des détecteurs...) qui atténue les hautes fréquences.

Nous nous intéressons ici à la problématique de la détection des sources ponctuelles, tout en
notant que les méthodes de détection des émissions localisées s'étendent naturellement à l'e�et SZ.
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Comme pour toutes les composantes, l'émission astrophysique à petite échelle doit être envisagée
de deux manières. Elle présente d'une part un intérêt propre : la détection et l'identi�cation des
sources les plus brillantes observées par Planck permettront de dresser un premier catalogue sur
tout le ciel à ces fréquences, par ailleurs peu observées, et la détection des amas de galaxie par l'e�et
Sunyaev-Zel'dovich, est aussi un objectif scienti�que important pour la cosmologie. La détection de
ces émissions localisées est, d'autre part, une nécessité, puisqu'elles constituent une contamination
importante des composantes di�uses (en particulier aux petites échelles).

Remarquons, sur ces deux points, que suivant l'objectif poursuivit on peut être amené à appliquer
une stratégie di�érente : la procédure d'établissement d'un catalogue est généralement le résultat
d'un compromis entre le nombre total de sources détectées et le nombre de fausses détections.
Un catalogue fortement contaminé par des entrées ne correspondant à aucun objet réel aura peu
d'intérêt d'un point de vue de l'étude physique de ces objets. Au contraire il est peu souhaitable
de laisser un nombre de sources important avant de réaliser de réaliser une séparation de sources
di�uses (extraction du fond di�us cosmologique, ...).

À ce titre, notons également que les méthodes de séparation de composantes di�uses présentées
précédemment sont peu adaptées à la détection des objets ponctuels, car elles n'exploitent pas la
forme particulière du signal. En considérant les sources comme ponctuelles, ce qui est généralement
justi�é, le signal correspondant à la source a la forme de la réponse impulsionnelle de l'instrument, qui
est bien connue ou mesurée par ailleurs. La détection des sources et l'estimation de leurs paramètres
(leur �ux et leur position) doivent s'appuyer sur la connaissance de cette forme et font donc l'objet
d'un traitement séparé. Ce traitement reste toutefois fortement lié à la séparation des composantes
di�uses, car l'émission localisée des sources brillantes contribue à une pollution signi�cative des
statistiques, qui dégradent ou compromette l'estimation des composantes di�uses. Réciproquement
ces dernières sont une source de contamination pour la détection des sources ponctuelles.

Signalons en�n que l'on peut distinguer deux régimes de contribution des sources ponctuelles
au signal. Les sources les plus brillantes sont peu nombreuses sur le ciel et leur contribution au
signal est distincte et localisée. Dans ce régime, si la source est su�samment brillante par rapport
au bruit, elle peut être détectée puis masquée ou soustraite. La densité des sources d'une brillance
donnée augmente lorsque l'on considère des brillances de plus en plus faibles (entre autre par e�et
géométrique), de telle sorte que les sources faibles constituent un fond di�us. Les �uctuations de
ce fond peuvent contribuer de façon signi�cative au signal comme c'est le cas pour les sources
infrarouges. Dans ce régime il peut toutefois être traité comme une composante di�use.

Nous ne considérons ici que la détection des sources ponctuelles individuelles et ce chapitre est
consacré à la présentation de la méthode, développée au cours de cette thèse, dans le cadre de
la préparation du traitement des données de la mission Planck. Son application principale étant
de faciliter l'extraction du CMB par des méthodes de séparation de composantes di�uses, nous
présentons également son intégration au sein d'un pipeline de traitement des données CMB. La
première section de ce chapitre rappelle quelques résultats de la théorie de la détection et introduit
le problème d'un point de vue formel. Son application au cas d'observations CMB sur la totalité du
ciel, similaires à celles attendues de Planck, est introduit dans la section suivante. La troisième
section est consacrée au développement de notre méthode de détection, et présente les résultats de
son application sur des données Planck simulées. La dernière section traite des interactions entre
détection des sources ponctuelles et séparation des composantes di�uses.

6.1 Détection paramétrique

Les problèmes de la détection des sources ponctuelles et de l'estimation de leurs paramètres
sont intimement liés. Dans ce chapitre nous faisons l'hypothèse que la réponse impulsionnelle de
l'instrument est mesurée avec une précision su�sante, de telle sorte qu'une source ponctuelle est
entièrement caractérisée par sa position sur le ciel (2 paramètres) et son �ux (1 paramètre). L'am-
plitude d'une source à une position donnée n'étant pas connue a priori, notre problème de détection
contient un paramètre libre.

On modélise le signal sous les deux hypothèses suivantes : dans un premier temps (H0), on
suppose que le signal est uniquement composé d'un fond noté n(ξ) :

H0 : x(ξ) = n(ξ) . (6.1)
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Dans un second temps (Hs), on suppose qu'une source dont le signal a une forme connue θ, vient
se superposer au signal de fond, avec une amplitude A > 0 :

Hs : x(ξ) = Aθ (ξ) + n(ξ) . (6.2)

Un algorithme de détection doit décider de privilégier l'une ou l'autre hypothèse pour décrire les
données. Lorsque l'algorithme privilégie l'hypothèse Hs alors que les données ne comportent pas de
sources, nous parlerons de fausse alarme ou de fausse détection.

Le test du rapport de vraisemblance généralisé (GLRT), est basé sur la statistique :

Λ = sup
A

2 ln

(
p(x|Hs)
p(x|H0)

)
. (6.3)

Lorsque le maximum du rapport de vraisemblance excède un seuil critique c, l'hypothèse Hs est
sélectionnée.

Il est possible de montrer que sous l'hypothèse nulle H0, la quantité Λ suit asymptotiquement
une loi de χ2, dont le nombre de degrés de liberté est égal au cardinal de l'ensemble des paramètres
ajustés, en l'occurrence 1.

Si l'on suppose que le signal de fond est assimilable à un bruit gaussien corrélé de matrice de
covariance R et de moyenne nulle, on obtient (en adoptant une notation vectorielle pour x et θ) :

Λ = Â2θ†R−1θ, avec Â =
θ†R−1

θ†R−1θ
x . (6.4)

Â est alors l'estimateur du maximum de vraisemblance de l'amplitude du signal. Il est obtenu par
la convolution des données avec le �ltre W = θ†R−1

θ†R−1θ
. Ce �ltre correspond au �ltre adapté (matched

�lter en anglais) au signal d'amplitude 1.
La connaissance a priori de la distribution de probabilité de p(A|Hs) pourrait permettre d'utiliser

un détecteur plus performant basé sur le facteur de Bayes :

K =

∫
p(A|Hs)p(x|A,Hs)ds

p(x|H0)
. (6.5)

Il correspond au détecteur optimal pour ce problème (lemme de Neyman-Pearson). Toutefois, l'es-
timation de la distribution du �ux des sources astrophysiques fait généralement partie des objectifs
scienti�ques, et donc des inconnues. De plus, la performance du GLRT est en pratique très proche
de celle du détecteur clairvoyant pour ce problème. Dans ce qui suit, on utilisera donc le GLRT,
plus facile à mettre en ÷uvre via l'utilisation du �ltre adapté. Une approche bayésienne pour la
détection des sources ponctuelles est décrite dans Carvalho et al. (2009).

6.2 Introduction au problème de l'analyse des observations du
ciel entier

L'application du �ltre adapté pour diminuer la contamination des données CMB par les sources
ponctuelles a été suggérée pour la première fois par Tegmark et de Oliveira-Costa (1998). Le �ltre
adapté est appliqué dans l'espace des harmoniques sphériques, en supposant que le fond n(ξ) peut
être assimilé à un processus gaussien isotrope sur le ciel, décrit par son spectre de puissance N`. En
notant B` la fonction de transfert du récepteur et en supposant que les sources sont e�ectivement
ponctuelles, de telle sorte que le signal d'une source correspond à la convolution d'un Dirac avec la
réponse de l'instrument, le �ltre prend la forme simple :

W` =
B`N`

−1∑
`

2`+1
4π B2

`N
−1
`

. (6.6)

Ce type de �ltre a été appliqué aux données du satellite WMAP (Wright et al., 2009) avec
N` = B2

` Ccmb` + Cbruit` , où Cbruit` est la contribution du bruit instrumental au spectre des données.
Ce bruit n'est toutefois pas homogène sur le ciel puisqu'il dépend de la stratégie de balayage. Pour
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corriger les e�ets de la non stationnarité du bruit, le �ltre est appliqué à la carte de température
T pondérée par l'inverse de la déviation standard du bruit dans chaque pixel (liée aux nombre
d'observations Nobs dans ce pixel ) : N

1/2
obs T .

Le catalogue des sources ponctuelles obtenu par �ltrage adapté simple des données WMAP a
également été étendu, d'une part par l'utilisation de données additionnelles (López-Caniego et al.,
2007) et par l'application d'une méthode pour soustraire les �uctuations du CMB avant de procéder
à la détection (Chen et Wright, 2009).

Les données Planck présenteront de grandes similitudes avec celles de WMAP, néanmoins
plusieurs di�érences sont susceptibles de rendre l'utilisation d'un �ltre �constant� sur le ciel sous
optimale :

� La stratégie de balayage de Planck est telle que la contribution du bruit instrumental sera
moins homogène sur le ciel que dans le cas de WMAP.

� La sensibilité de l'instrument est accrue, ce qui rendra la contribution relative des avant-plans
galactiques (fortement inhomogène sur le ciel) au signal de fond plus importante.

� La couverture fréquentielle de Planck est plus étendue. Les canaux hautes fréquences notam-
ment, seront dominés par l'émission des avant-plans galactiques.

Ceci a motivé le développement de méthodes de �ltrage locales (González-Nuevo et al., 2006;
Herranz et al., 2009) en vue de la préparation de l'analyse des données Planck. La méthode
présentée dans ce chapitre a été développée dans le cadre des activités du groupe de travail consacrées
à la séparation de composantes. Elle a pour objectif principal, la production de masques adaptés
aux besoins de la séparation de composantes di�uses.

6.3 Filtre adapté localisé

Deux possibilités sont à considérer pour localiser l'analyse des données sur la sphère. Dans
l'espace réel, la sphère peut être découpée à l'aide de masques, sur lesquels on applique une décom-
position fréquentielle de manière indépendante. La méthode proposée ici adopte cette démarche,
néanmoins, pour éviter le surcoût de calcul introduit par l'application de nombreuses décomposi-
tions en harmoniques sphériques, nous avons choisi de découper la sphère en zones de faible extension
angulaire, qu'il est possible de projeter sur un plan tangent. Nous béné�cions alors de la transformée
de Fourier rapide sur le plan, pour réaliser le �ltrage.

Alternativement, le signal peut être décomposé dans un domaine espace-fréquence, tel que ceux
fournis par les di�érentes constructions d'ondelettes sur la sphère (Guilloux et al., 2009; Starck et al.,
2006; González-Nuevo et al., 2006).

La première étape de notre méthode consiste donc en la projection des données sur une collection
de plans tangents à la sphère. L'algorithme de détection est ensuite appliqué sur chacun de ces plans.
Les catalogues ainsi obtenus sont fusionnés en un seul, couvrant la totalité du ciel. Les paragraphes
suivants détaillent l'implémentation de ces di�érentes étapes.

6.3.1 Découpage optimal de la sphère

Division régulière

Il n'existe pas de façon unique de décomposer la sphère en un nombre donné de facettes régulières.
Pour notre problème, le choix d'un découpage répond aux critères suivants :

� Minimiser le nombre de facettes nécessaires pour couvrir la sphère, de façon à réduire le temps
de calcul.

� Minimiser la distance du point le plus éloigné du centre de la facette de manière à limiter les
e�ets de projection sur le plan tangent.

Un découpage de la sphère satisfaisant ces critères a été proposé par Tegmark (1996). Il est obtenu
par la projection d'une subdivision quasi-régulière des faces triangulaires de l'icosaèdre sur la sphère
inscrite. Les facettes obtenues ont une forme hexagonale, la distance au centre de la face du point
le plus éloigné est donc dmax ≈

√
2π

3
√

3Npix

pour un nombre de faces Npix. Si une arête de l'icosaèdre

contient les centres de 2r faces, le nombre de faces total est : Npix = 40r(r − 1) + 12.
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Figure 6.1 � Pavage de la sphère par des cartes circulaires de diamètre constant. Les zones bleues
sont couvertes par 1 seule carte, les zones vertes par 2 et les zones rouges correspondent à l'inter-
section de 3 cartes.

Taille des faces

Le choix de la surface des faces résulte d'un compromis :
� Des faces d'extension réduite permettent une meilleure adaptation du �ltre aux conditions
locales du signal de fond n(ξ). La déformation des données liée à la projection est également
limitée.

� Des faces de grande extension permettent une meilleure estimation du spectre du signal de
fond comme nous le verrons à la section 6.3.4.

L'utilisation d'un découpage régulier du ciel ne permet pas nécessairement de béné�cier de la �ex-
ibilité nécessaire pour obtenir le meilleur compromis. On pourrait, en e�et, souhaiter fusionner les
zones pour lesquelles le signal de fond a des propriétés similaires (zones dominées par l'émission
galactique, zones béné�ciant d'une meilleure couverture, ...). On conserverait ainsi une bonne adap-
tation aux conditions locales, tout en diminuant le nombre de zones, et par conséquent le temps
calcul. Ce type d'étude serait rendu plus aisé en travaillant dans le domaine espace-fréquence.

Recouvrement Le découpage du ciel que nous venons de décrire introduit des di�cultés supplé-
mentaires pour le traitement des sources situées aux bords des faces. Ces problèmes peuvent être
contournés en laissant les cartes se recouvrir largement. Les sources détectées deux fois pourront
être éliminées à l'étape de fusion des catalogues. Pour l'analyse des données Planck nous avons
choisi de paver la sphère à l'aide de 492 cartes circulaires de 10 degrés de rayon. La redondance de
ce pavage est illustrée sur la �gure 6.1.

6.3.2 Projection sur un plan tangent

E�ets de projection La projection des données sur le plan tangent est e�ectuée en utilisant la
projection gnomonique. C'est une projection azimutale dont le point de perspective est situé au
centre de la sphère. La distance au centre de la carte (point tangent) d'un point éloigné d'un angle
α est donnée par r = tan(α). La déformation d'une source située à un angle α du centre est de 1

cos2 α
dans la direction radiale et 1

cosα dans la direction transverse. Le rayon de nos cartes étant limité à
10 degrés, ces déformations restent inférieures à 1.5 et 3.1% respectivement, ce qui est su�samment
faible pour ne pas avoir d'impact sur la détection.

E�ets de rééchantillonnage Les données sur la sphère sont représentées suivant un échantillon-
nage particulier. Le plus largement utilisé (et notamment par les expériences WMAP et Planck),
est celui correspondant à la pixelisation HEALPix.

Le rééchantillonnage du signal sur la grille cartésienne du plan tangent nécessite une interpolation
du signal. Cette opération peut théoriquement être réalisée de manière exacte pour un signal à bande
limitée en fréquence. Ce n'est pas le cas de nos données qui contiennent du bruit haute fréquence.
L'interpolation peut également se révéler coûteuse en temps de calcul. Nous avons donc opté pour
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le schéma le plus simple, du plus proche voisin sur une grille cartésienne sur-échantillonnée. Cette
opération n'est toutefois pas optimale car elle introduit des �uctuations à hautes fréquences qui
modi�ent le spectre des données. Ces �uctuations seront toutefois largement éliminées par le �ltrage
adapté.

6.3.3 Filtre adapté dans l'espace de Fourier

La convolution avec le �ltre adapté (voir section 6.1) s'écrit de façon simple dans l'espace de
Fourier. On note ñ l'expansion dans l'espace de Fourier du signal de fond n. Le signal de fond
étant modélisé comme un processus gaussien stationnaire, toute l'information est contenue dans son
spectre de puissance Pn(k) qui est tel que E (ñ(k)?ñ(k′)) = Pn(k)δ(|k− k′|), où l'on note x? le
complexe conjugué de x. On obtient :

W (k) = θ̃?(k)Pn(k)−1

(∫
dk
∣∣∣θ̃(k)

∣∣∣2 Pn(k)−1

)−1

. (6.7)

Cette expression nécessite la connaissance de la transformée de Fourier de la réponse instrumentale
θ̃ (généralement mesurée) et du spectre de puissance Pn.

6.3.4 Estimation du spectre du fond de bruit

L'estimation du spectre du fond de bruit peut être obtenue de plusieurs façons :
� Modélisée. Le signal des �uctuations du CMB est un processus gaussien (ou pratiquement) sta-
tionnaire sur le ciel et son spectre de puissance est parfaitement dé�ni. Ce n'est déjà pas le cas
du bruit qui n'est pas homogène. On pourrait toutefois faire l'hypothèse d'un bruit homogène
sur la taille de chaque plan tangent. Les avant-plans galactiques, en revanche, présentent une
forte variabilité sur le ciel et la modélisation a priori de leur contribution au spectre de puis-
sance du signal n'est pas aisée.

� Estimation paramétrique. Une telle estimation pourrait être fournie, par exemple, par une
méthode de séparation de composantes telle que Smica, appliquée localement sur le plan.

� Estimation non paramétrique, qui constitue la méthode la plus simple à mettre en ÷uvre et
ne nécessite aucune modélisation du signal.

Une estimation non paramétrique du spectre de puissance est le spectre empirique qui peut être
obtenu par la transformée de Fourier discrète :

Pn(k) =
1

wk

∑
|k|=k

|ñ(k)|2 . (6.8)

Si nécessaire, on peut également utiliser la convolution du spectre empirique par un noyau pour
obtenir une estimation plus lisse.

Le signal de fond peut être approximé en coupant toutes les sources ponctuelles apportant une
contribution évidente au signal. Par exemple, en notant σ la déviation standard de x on peut former
le masque w découpant des zones de la taille du lobe instrumental autour des points tels que x > 5σ,
et faire l'approximation Pn ≈ 1

fciel
Pwx où fciel est la fraction du ciel non exclue par le masque.

La contribution des sources restantes est généralement su�samment faible pour être négligée. Si
tel n'était pas le cas on pourrait éventuellement procéder de manière itérative en e�ectuant une
première détection avec un �ltre sous-optimal puis améliorer l'estimation du spectre en masquant
les sources ainsi détectées. La �gure 6.2 illustre l'estimation du spectre de puissance du signal sur
une carte centrée à une latitude intermédiaire pour le canal à 100 GHz de Planck. Le cadre de
droite présente la forme associée du �ltre adapté dans l'espace réel.

6.3.5 Pipeline

La convolution du signal avec le �ltre adapté produit une carte Â(ξ). Si le fond était assimilable
à un bruit gaussien, la valeur d'un pixel de cette carte correspondrait à l'estimée du maximum
de vraisemblance de l'amplitude d'une source centrée sur le pixel. Le rapport de vraisemblance
de la présence d'une source à cette position est alors donné, d'après l'équation (6.4), par Λ =
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Figure 6.2 � Spectre empirique d'une carte de 16 degrés de côté (gauche) et forme spatiale du
�ltre associé. La carte a été obtenue par projection de données simulées du canal à 100 GHz de
l'instrument Planck. La carte originale contient 10 sources détectables à plus de 5 σ sans �ltrage
qui ont été masquées pour calculer le spectre. La largeur à mi-hauteur de la réponse instrumentale
utilisée pour calculer le �ltre est de 10 minutes d'arc.

Â2

(∫
dk
∣∣∣θ̃(k)

∣∣∣2 P (k)−1

)
. On remarque que le facteur de normalisation correspond à l'inverse de

la variance de la carte �ltrée sous l'hypothèse nulle, on note donc σ =

(∫
dk
∣∣∣θ̃(k)

∣∣∣2 P (k)−1

)−1/2

.

Le GLRT préconise de privilégier l'hypothèse de présence Hs lorsque le rapport de vraisemblance
excède une valeur critique c. De manière équivalente on peut appliquer le seuil c′ =

√
cσ à la carte

�ltrée.
On peut observer sur la partie droite de la �gure 6.2 que la réponse impulsionnelle du �ltre

adapté contient des pics secondaires dont la hauteur est de l'ordre de 10%. La présence de sources
très brillantes dans le signal peut donc conduire à des fausses détections lorsque les pics secondaires
excèdent le seuil de détection. Pour contourner ce problème, on peut procéder de manière itérative
en diminuant successivement le seuil de détection et en éliminant les sources excédant le seuil avant
de procéder à un nouveau �ltrage.

On note également que pour le cas particulier présenté en �gure 6.2 la réponse du �ltre est
pratiquement nulle à une distance supérieure à un demi degré du centre. Ceci donne une idée de la
distance à partir de laquelle deux sources notables seront confondues par l'algorithme. Cette distance
dépend toutefois du signal de fond et, fortement, de la résolution instrumentale. Le problème de la
confusion des sources n'est toutefois pas un problème majeur pour le pré-traitement des données en
vue de l'extraction des composantes di�uses.

La fusion des catalogues obtenus sur les di�érentes cartes doit associer les sources détectées sur
les zones qui se recouvrent. On associe donc les sources séparées d'une distance inférieure à celle du
pixel, en conservant uniquement l'estimée disposant du meilleur niveau de signal sur bruit.

Pour le traitement des données Planck nous avons mis en place un pipeline comprenant deux
étapes de détection, une première détection grossière à 20σ, et une seconde à 5σ :

1. Projection du ciel sur le pavage par les plans tangents.

2. Estimation du spectre local de chaque carte.

3. Application du �ltre adapté sur chaque carte.

4. Détection des sources telles que Â > 20σ.

5. Fusion des catalogues ainsi obtenus sur l'ensemble des cartes.

6. Masquage des sources détectées.

7. Répétition des étapes 1, 2 et 3 sur les données masquées.

8. Détection des sources telles que Â > 5σ.

9. Fusion des catalogues ainsi obtenus sur l'ensemble des cartes.

Le catalogue �nal est issu de la fusion des catalogues à 20 et 5 σ.
Nous avons réalisé l'implémentation de l'ensemble de ces étapes en C++ de sorte que l'exécution

de l'ensemble du traitement est rapide. À titre d'exemple, le �ltrage et la détection des sources dans
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Table 6.1 � Caractéristiques instrumentales supposées pour la réalisation d'un jeu de données �ctif
de l'instrument Planck (Leach et al., 2008). La déviation standard du bruit dans un pixel de la
carte (HEALPix nside=2048) est donnée par σ = σ0/

√
Nobs. Le niveau de bruit équivalent d'un

bruit blanc N` est calculé en tenant compte de la couverture inhomogène du ciel.
Canal 30 GHz 44 GHz 70 GHz 100 GHz 143 GHz 217 GHz 353 GHz 545 GHz 857 GHz
FWHM ['] 33 24 14 10 7.1 5 5 5 5
σ0 [µKRJ] 1030 1430 2380 1250 754 610 425 155 72
Nobs moyen 82 170 579 1010 2260 2010 2010 503 503

N
1/2
` [µKCMB] 0.066 0.065 0.063 0.028 0.015 0.023 0.068 0.62 28.4

une carte HEALPix à la résolution de Planck (nside = 2048) requiert quelques minutes de temps
CPU, ce qui est comparable au temps nécessaire pour réaliser un �ltrage non localisé dans l'espace
des harmoniques sphériques.

6.3.6 Application aux données de Planck simulées

Dans le contexte de la préparation du traitement des données de l'expérience Planck, diverses
méthodes de séparation de composantes ont été comparées sur un jeu de données simulées. Les
résultats de cette comparaison ont été publiés dans Leach et al. (2008). Le pipeline présenté ci-
dessus a été appliqué à ce jeu de données dans le but d'extraire un catalogue des sources ponctuelles
et de produire un masque utilisable pour la séparation des composantes di�uses.

La simulation des données Planck a été réalisée en considérant les composantes suivantes pour
le signal de température :

� Le rayonnement du fond di�us cosmologique, contraint par les observations de WMAP pour
les échelles observées par cette expérience, et extrapolé à la résolution de Planck suivant le
modèle de concordance.

� Les e�ets Sunyaev-Zel'dovich thermique et cinétique. Le catalogue d'amas simulé d'après De-
labrouille et al. (2002) inclut les amas détectés par l'expérience ROSAT.

� L'émission galactique suivant un modèle à trois composantes, incluant l'émission synchrotron,
le rayonnement de freinage et l'émission thermique de la poussière.

� Diverses populations de sources ponctuelles (radios-sources, sources infrarouges, fond di�us
infrarouge et sources ponctuelles d'origine galactique).

Les simulations incluent également un nombre réduit d'e�ets instrumentaux : le bruit inhomogène
et des lobes instrumentaux idéalisés. Les caractéristiques supposées pour l'instrument dans cette
simulation sont résumées en table 6.1.

Performances du détecteur

La qualité du catalogue obtenu a pu être évaluée par association des sources détectées à celles
du catalogue utilisé pour réaliser la simulation. L'association ou le rejet d'une détection est toutefois
compliqué par la confusion des sources.

Comme présenté en section 2.2.1, la densité de sources d'une brillance donnée augmente lorsque
la brillance diminue au point que les sources faibles forment un fond dont les �uctuations contribuent
au signal. Néanmoins la contribution individuelle de ces sources n'est pas détectable, et l'on s'in-
téresse ici uniquement aux sources su�samment brillantes pour être détectées. Il est également
possible que plusieurs sources notables soient su�samment proches pour que la résolution �nie de
l'instrument ne permette pas de distinguer séparément leur contribution. La confusion de plusieurs
sources notables intervient principalement dans les canaux basses fréquences de Planck dont la
résolution est réduite. Le bruit supplémentaire introduit par les �uctuations du fond des sources
infrarouges sera important dans les canaux hautes fréquences.

Pour les besoins de la séparation de composantes di�uses, le problème causé par la confusion
des sources est moindre car seule compte la contribution totale des sources ponctuelles au signal.
Dans la suite on adoptera donc la convention suivante pour quali�er une détection de bonne : on
mesure l'écart entre la valeur du �ux mesuré et la somme des contributions des sources notables
(≥200 mJy) contenues dans un rayon de 5 minutes d'arc autour de la détection. Si cet écart est
compatible (à 3 σ) avec l'erreur prédite par l'algorithme la détection est considérée comme valide.
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30 GHz 100 GHz

217 GHz 857 GHz

Figure 6.3 � Histogramme des sources détectées et correctement associées (courbe noire) et des
fausses détections (courbe rouge) dans 4 canaux Planck. La courbe en trait discontinu est l'his-
togramme des sources du catalogue d'entrée des simulations. La di�érence entre cette courbe et la
courbe noire illustre la complétude du catalogue reconstruit. Ces résultats sont obtenus en dehors
du masque présenté en Figure 6.4, coupant l'essentiel de l'émission galactique (fciel = 0.85). La
résolution de l'histogramme est telle que ∆F/F = 0.05.
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Figure 6.4 � Masque de l'émission galactique (gauche) et des sources ponctuelles (droite). Le masque
galactique est utilisé pour la séparation des composantes di�uses et l'évaluation du catalogue de
sources ponctuelles. En dehors du masque galactique, le catalogue des sources ponctuelles a permis
d'établir le masque de droite. Les sources dont la contribution essentielle se situe dans l'infrarouge
sans contrepartie radio ont été masquées en supposant un lobe instrumental correspondant aux
canaux hautes fréquences (5'), les sources radio sont masquées pour un lobe de 30' correspondant
aux canaux basses fréquences.

Table 6.2 � Performances des algorithmes de détection de sources ponctuelles sur les données
Planck (Leach et al., 2008). MF correspond à la méthode présentée dans ce chapitre et MHW2
désigne la méthode décrite dans González-Nuevo et al. (2006). Les chi�res présentés sont obtenus
pour un niveau de contamination de 5%.
Méthode 30 GHz 44 GHz 70 GHz 100 GHz 143 GHz 217 GHz 353 GHz 545 GHz 857 GHz
MF Sensibilité (mJy) 420 430 360 220 130 100 190 890 2490

Détections 655 591 623 1103 2264 2597 1994 1200 1132
MHW2 Sensibilité (mJy) 395 450 380 250 140 120 230 430 2160

Détections 762 621 599 1065 2072 2203 1650 1832 1259

La �gure 6.3 illustre les résultats obtenus dans les canaux à 30, 100 et 857 GHz hors du masque
d'analyse visible sur la �gure 6.4. Ce masque couvre 15% du ciel et a été obtenu en appliquant un
seuil sur les canaux à 30 et 857 GHz, représentatifs respectivement de l'émission du synchrotron et
des poussières.

La nette dégradation des performances de l'algorithme dans les canaux hautes fréquences est
imputable à deux phénomènes :

� La contribution des �uctuations du fond de sources infrarouges.
� La contribution à petite échelle des nuages de poussières (cirrus).

Une autre méthode de détection, basée sur l'utilisation d'ondelettes sur la sphère (nommée
Mexican Hat Wavelets et abregé en MHW) a été appliquée à ce jeu de données. Cette méthode est
présentée en détail dans González-Nuevo et al. (2006).

Les niveaux de sensibilité des deux méthodes ont été ajustés pour produire des catalogues com-
parables à un taux de contamination identique de 5% hors du masque d'analyse. La performance
de la méthode est alors caractérisée par le nombre de sources détectées. Les chi�res obtenus sont
présentés en table 6.2 en terme de sensibilité de la méthode (�ux minimal des sources détectées)
et de nombre de sources détectées. Dans les canaux intermédiaires (entre 70 et 353 GHz) notre
pipeline a une sensibilité plus grande que la méthode basée sur l'ondelette MHW. Ces canaux cor-
respondent aux fréquences où la contribution des avant-plans galactiques est moindre. L'hypothèse
d'homogénéité et de gaussianité du signal de fond n, sous laquelle le GLRT correspond au �ltre
adapté, y est donc mieux véri�ée. Les performances de l'algorithme sont en revanche moins bonnes
lorsque les avant-plans contribuent fortement au signal. Ceci montre une meilleure adaptation aux
conditions locales du signal de la méthode basée sur les ondelettes. Il est en e�et visible sur la �gure
6.5 que la variation des avant-plans reste importante à l'échelle de localisation de notre méthode.
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Figure 6.5 � Variations de l'intensité de l'émission thermique de la poussière à l'échelle d'une
carte de 20 degrés et distribution des fausses détections de l'algorithme sur la même zone dans le
canal à 857 GHz. La forte variation de l'intensité de la poussière sur cette zone conduit à une sous-
estimation du niveau de contamination dans certaines régions de la carte. Les nuages de poussières
ont par ailleurs des �uctuations à l'échelle des sources ponctuelles qui ne sont pas rejetées par le
�ltre.

Performances de l'estimateur

L'application du �ltre adapté fournit une estimation du �ux correspondant au maximum de
vraisemblance. Sous réserve que le modèle soit représentatif des données, la variance de l'estima-
teur (6.4) est donnée par :

σ−2
A = θ†R−1θ , (6.9)

soit pour notre �ltre adapté dans l'espace de Fourier :

σ2
A =

(∫
dk
∣∣∣θ̃(k)

∣∣∣2 Pn(k)−1

)−1

. (6.10)

En pratique, notre estimateur n'atteint pas cette limite, écrite dans le cas continu, en raison de
l'échantillonnage des données. En e�et, la valeur d'un pixel d'une carte �ltrée par le �ltre adapté
contient l'amplitude maximisant la vraisemblance du modèle sous l'hypothèse de présence d'une
source centrée sur ce pixel. Le centre de la source réelle ne correspondant en général pas au centre
d'un pixel, l'amplitude de la source sera sous-estimée, ce qui introduit un biais et augmente l'erreur
quadratique moyenne de l'estimateur. Notons de plus que cette erreur est proportionnelle à l'ampli-
tude de la source, et domine très largement l'erreur liée au bruit pour les sources fortes. De même, la
précision à laquelle les coordonnées d'une source forte peuvent être reconstruites est essentiellement
limitée par la �nesse de la pixelisation, ce qui est en général largement sous-optimal.

Ces limitations, si elles n'a�ectent que faiblement les performances de détection de l'algorithme, 1

rendent ce schéma peu utilisable pour des besoins d'estimation �ne de la position et du �ux des
sources (par exemple en vue d'une exploitation scienti�que du catalogue, ou de la soustraction
précise de la contribution de la source). Bien qu'il soit possible de diminuer ces e�ets en augmentant
la �nesse de l'échantillonnage des données, il sera en pratique bien plus e�cace de procéder pour
chaque source à un ajustement local de ses paramètres. Cette technique est présentée en section 6.4.1,
et permet de s'a�ranchir simplement des limitations de notre algorithme de détection pour des
besoins d'estimation.

1. L'erreur liée au bruit domine largement pour les sources dont le �ux est à la limite de détection.
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6.4 Sources ponctuelles et séparation de composantes

La contribution des sources ponctuelles étant très localisée dans l'espace réel, elle est partic-
ulièrement mal représentée dans l'espace des harmoniques sphériques où la puissance est diluée sur
l'ensemble des coe�cients. En conséquence, les sources ponctuelles sont très di�ciles à soustraire
par un �ltrage implémenté dans le domaine spectral. Leur contribution aux statistiques spectrales
constitue un bruit corrélé entre tous les capteurs particulièrement gênant pour les méthodes de
séparation de composantes comme Smica.

Ces considérations restent vraies dans une moindre mesure pour des méthodes localisées, par
exemple dans l'espace des needlets (Delabrouille et al., 2009). La présence d'une source dégrade
l'estimation des statistiques locales, et sa soustraction se fait au détriment de la suppression des
autres composantes parasites.

Dans cette section, nous proposons une méthode pour réduire la contribution des sources ponctuelles,
et évaluons son impact sur l'extraction du CMB.

6.4.1 Soustraction des sources ponctuelles

La précision de la position des sources détectées par la méthode présentée dans la section précé-
dente, est limitée par la taille du pixel. Cette précision est insu�sante pour soustraire la source
identi�ée des données initiales. Il est en revanche, tout à fait envisageable d'ajuster les paramètres
de la forme à soustraire, en minimisant la puissance résiduelle après soustraction. Ceci permet
également, pour les sources su�samment brillantes, d'obtenir un positionnement avec une précision
meilleure que la taille du pixel, et, dans le cas général, de réduire la contribution de la source à une
fraction de la puissance du bruit.

Nous modélisons donc la contribution d'une source ponctuelle au signal comme l'approximation
du lobe instrumental par une forme gaussienne 2 de largeur à mi-hauteur hlobe :

θ(ξ; ξ0, A) = A exp

(
ξ · ξ0 − 1

σ2
lobe

)
(6.11)

avec σlobe = hlobe/
√

8 ln 2. Dans une petite zone autour de la source contenant Ni pixels, le signal
de fond peut-être correctement modélisé par un bruit iid gaussien de moyenne b et de variance σ2 :
n(ξ) ∼ N (b, σ2).

Pour ce modèle, les paramètres correspondants au maximum de vraisemblance, sont estimés par
la méthode des moindres carrés en minimisant la quantité :

χ2(ξ0, A, b) =

Ni∑
i

(
x (ξi)− b− θ (ξi; ξ0, A)

σ

)2

. (6.12)

À son minimum, cette statistique devrait être approximativement distribuée suivant une loi de χ2 à
ν degrés de liberté, où, pour un nombre de paramètres Npar égal à 3 dans notre cas, ν = Ni−Npar.
Ainsi une valeur χ2 � ν sera révélatrice d'un mauvais ajustement du modèle aux données. Les
causes possibles d'un tel échec sont multiples :

� La source peut être, en réalité, légèrement étendue et sa contribution ne peut être modélisée
comme proposée ci-dessus.

� Le signal de fond ne peut pas être modélisé par un bruit gaussien indépendant, identiquement
distribué (iid), par exemple en raison de la contribution à l'échelle de la source, de �uctuations
d'origine galactique.

� Pour les sources identi�ées avec un fort signal sur bruit, les écarts de la réponse instrumentale
au modèle axisymétrique gaussien, peuvent être signi�catifs.

Une fois les paramètres ajustés, le modèle de la source peut être soustrait des données. Lorsque
la qualité de l'ajustement n'est pas satisfaisante, le résidu de la soustraction est généralement trop
important. On préfère alors masquer la source.

2. La forme est gaussienne pour 2 sin(θ/2) plutôt que θ suivant Challinor et al. (2000). Pour θ � 1, les deux
formes sont pratiquement confondues, la première présente néanmoins l'avantage d'être intégrable analytiquement
sur la sphère, et d'être plus rapide à calculer numériquement.
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6.4.2 Masquage des sources étendues

Les sources n'ayant pu être soustraites doivent être masquées. La taille de la région à exclure
dépend de l'intensité de la source, de la largeur du lobe instrumental et, dans une moindre mesure
pour des sources qui apparaissent comme quasi-ponctuelles, de l'extension de la source.

On souhaitera généralement exclure une région pour laquelle la contribution de la source ex-
cède une certaine fraction nσ de la contribution du bruit. En supposant toujours une décroissance
exponentielle du lobe, le rayon de la région à exclure est donné approximativement par :

rm ≈
hlobe

2

√
ln (A/(nσσ))

ln 2
. (6.13)

La constellation du signal par un grand nombre de trous a toutefois un e�et indésirable sur ses
statistiques spectrales. Le signal étant largement dominé par les basses fréquences, l'introduction de
coupures franches est à l'origine d'un transfert important de puissance vers les hautes fréquences
angulaires.

L'e�et de la multiplication par un masque d'un processus stationnaire sur le ciel se traduit
statistiquement sur son spectre de puissance empirique Ĉ` par :

E
(
Ĉ`

)
=
∑
`′

M``′C` (6.14)

où la matrice de mélange des modes est fonction du masque (Hivon et al., 2002). L'inversion de
cette matrice permet de corriger statistiquement l'e�et du masque pour une carte de CMB, mais
est peu adaptée à la correction des statistiques des cartes d'entrées pour lesquelles le signal n'est ni
gaussien ni stationnaire.

Cependant, le principal e�et étant lié à la création d'une discontinuité dans le signal, les e�ets
du masque peuvent être limités en interpolant le signal dans les trous. Quelques méthodes ont
été proposées pour résoudre le problème de l'interpolation des données manquantes (inpainting en
anglais) pour le CMB (Inoue et al., 2008; Abrial et al., 2008).

Nous proposons ici une méthode d'interpolation a minima. Bien qu'elle ne puisse pas convenir à
la plupart des problèmes de données manquantes, elle est motivée par les considérations suivantes :

� Le signal est dominé par les basses fréquences.
� La taille des zones manquantes est faible devant ces échelles dominantes.

En conséquence l'essentiel de l'e�et à corriger provient de l'introduction de discontinuités dans
le signal basse fréquence et ces basses fréquences doivent pouvoir être restaurées simplement par
interpolation sur les petites zones manquantes. On se propose donc de prolonger le signal sur la
frontière Γ de la zone manquante Ω, de façon lisse à l'intérieur de la zone. Formellement, le problème
à résoudre s'écrit en notant x le signal connu et x̂ la solution interpolée :

∀ξ ∈ Ω, ∆x̂(ξ) = 0

∀ξ ∈ Γ, x̂(ξ) = x(ξ)

où ∆ désigne le laplacien sur la sphère. Numériquement, ce problème est simple à résoudre et
correspond à la solution stationnaire de l'équation de la chaleur ∂x̂(ξ,t)

∂t = ∆x̂(ξ, t), sans terme
source. Intuitivement, on conçoit donc que la solution de ce problème prolonge bien le signal de
façon continue. C'est toutefois, a priori , sa seule propriété.

En exploitant la propriété hiérarchique des cartes HEALPix (passage aisé d'une résolution à
une autre), il est également possible d'accélérer la convergence de l'algorithme en e�ectuant une
résolution multi-échelles du problème. Nous avons donc pu réaliser une implémentation 3 très e�cace
de la résolution de ce problème pour les cartes HEALPix.

La �gure 6.6 illustre l'application de cette méthode sur un cas représentatif. On applique un
masque de 1000 sources ponctuelles d'un rayon de 30 minutes d'arc, réparties aléatoirement sur le
ciel, à une carte simulée de l'observation du canal Planck à 30 GHz. On présente les spectres de
puissance empiriques de la carte originale, de la carte masquée (corrigé du facteur fciel), de la carte

3. Le code d'interpolation, sous license GPLv3 est disponible à l'adresse
http://www.apc.univ-paris7.fr/~betoule/doku.php?id=fr:software

http://www.apc.univ-paris7.fr/~betoule/doku.php?id=fr:software
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Figure 6.6 � E�ets d'un masque de 1000 sources, d'un diamètre de 30 minutes d'arc, réparties
aléatoirement sur le ciel, sur la carte d'observation du canal 30 GHz de Planck.

interpolée et, pour comparaison, le spectre de la carte masquée corrigé par l'inversion de la matrice
de mélange des modes. On peut véri�er que l'interpolation du signal élimine l'essentiel du transfert
de puissance à hautes fréquences et permet de restaurer la statistique originale.

Cette interpolation a minima constitue une alternative pour le calcul des statistiques spectrales
sur les données manquantes pour un coût de calcul très réduit. Un traitement plus abouti des
données pourra bien sûr faire appel à des méthodes d'interpolation plus avancées.

6.4.3 Application aux données WMAP

Cette démarche de pré-traitement des données en vue de la séparation de composantes a été
appliquée dans le cadre de l'extraction d'une carte du fond di�us cosmologique (Delabrouille et al.,
2009) à partir des données 5 ans de l'expérience WMAP. Cette carte est basée sur l'application du
�ltre ILC dans l'espace des needlets.

Les sources ponctuelles détectées à plus de 5-σ hors du plan galactique dans les donnéesWMAP
ont fait l'objet d'un ajustement par un lobe gaussien pour établir le catalogue de référence (Hinshaw
et al., 2007). Nous avons utilisé les données de ce catalogue, ainsi que l'ajustement des lobes des
di�érents canaux de l'instrument par un lobe gaussien axisymétrique (Page et al., 2003, table 5)
pour soustraire les sources. Cette opération est illustrée visuellement sur la source GB6 J055+3948
sur la �gure 6.7.

Cette soustraction est toutefois restreinte aux sources présentes dans le catalogue, qui n'inclut
pas les sources proches du plan galactique. La méthode de séparation de composantes étant localisée
dans l'espace réel par l'application du �ltre sur les coe�cients de needlets, la présence de sources
galactiques ne devrait a�ecter le traitement que marginalement hors du plan galactique. Toutefois
certaines régions d'émission galactique sont trop brillantes et dépassent les capacités de réjection des
needlets (de l'ordre de 10−3 pour les needlets utilisées), a�ectant la solution même loin du centre
de la source, tout en dégradant le résultat de la séparation de composantes dans le plan galactique.
Ces régions représentant par ailleurs une fraction minime du ciel (au maximum 0.058% du ciel dans
la bande K), ont donc été masquées dans toutes les cartes d'observation utilisées pour reconstruire
la carte des �uctuations du CMB (ie. les 5 canaux WMAP, et la carte de référence IRIS). La table
6.3 donne la liste des régions masquées et leur principales caractéristiques.

Dans l'objectif de réduire la pollution sur les coe�cients de needlets, induite par les bords francs
du masque, ces régions ont été remplacées par l'interpolation décrite plus haut (Sec. 6.4.2). De
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Figure 6.7 � Soustraction dans le canal K, de la source GB6 J0555+3948 détectée par WMAP.

Figure 6.8 � Masquage et interpolation de la région HII Omega Nebula dans le canal K.

Table 6.3 � Liste des régions étendues masquées lors du pré-traitement des données WMAP. Les
régions coupées sont des disques centrés sur les positions données, de rayons respectifs 75, 55, 45,
45, 34 et 35 arcminutes pour les canaux K, Ka, Q, V, W et IRIS 100µm. Le signal sur les bords a
ensuite été extrapolé à l'intérieur des régions pour limiter les e�ets du masques.

Nom Coordonées galactiques Type
Crab neb 184.5575 -05.7843 SNR
sgr A 000.064 +00.147 Radio-Source
sgr B 000.599 +00.002 Radio-Source
sgr C 359.4288 -00.0898 Région HII
sgr D 001.131 -00.106 Nuage moléculaire

Orion A 209.0137 -19.3816 Région HII
Orion B 206.5345 -16.3539 Nuage moléculaire

Omega neb 015.051 -00.674 Région HII
Cen A 309.5159 +19.4173 QSO
Cas A 111.735 -02.130 SNR

Carina neb 287.6099 -00.8542 Région HII
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Figure 6.9 � Cartes du fond di�us cosmologique reconstruites à partir des données WMAP 3 ans.
A gauche, la carte du canal W nettoyée des avant plans, fournie par l'équipe WMAP (Hinshaw
et al., 2007). Au centre, la carte ILC obtenue par notre méthode ILC needlet, après soustraction,
masquage et interpolation des sources fortes. A droite, la carte ILC produite par Tegmark et al.
(2003). Ces cartes sont centrées sur le plan galactique, à 45◦ de longitude.

cette manière, les �uctuations d'échelle supérieure à la taille du trou sont reconstruites avec plus
de précision. Cette opération est illustrée visuellement dans la région de la nébuleuse Oméga sur la
�gure 6.8.

Bien que ces choix (masquage, interpolation) n'aient aucune raison d'être optimaux, ils con-
stituent un moyen e�cace de réduire l'impact des sources les plus brillantes sur leur voisinage.
La reconstruction du signal d'intérêt (ici le fond di�us cosmologique) dans ces zones masquées est
rendue possible, à la fois par l'interpolation des cartes d'entrées (limitant les discontinuités), et
l'analyse/synthèse dans l'espace des needlets.

La �gure 6.9 compare les résultats de la méthode needlets à deux autres méthodes d'extraction du
fond di�us cosmologique, dans le plan galactique. La contamination est visiblement plus faible pour
notre méthode. La carte de CMB obtenue montre également une contamination notablement plus
faible, à petite échelle, que celle obtenue par le même �ltrage appliqué dans l'espace des harmoniques
sphériques par Tegmark et al. (2003), sans soustraction des sources ponctuelles. On interprète ces
améliorations comme provenant à la fois de la localisation de la méthode, et du pré-traitement. Ce
dernier diminue la contamination résiduelle due aux sources dans la carte �nale, tout en déchargeant
le �ltre ILC de la nécessité d'éliminer le signal des sources fortes, au pro�t de l'élimination des autres
contaminations (bruit et galaxie).

L'impact du pré-traitement est toutefois di�cile à évaluer quantitativement sur les données
réelles. La section suivante illustre le même procédé sur des simulations réalistes de l'expérience
Planck.

6.4.4 Application à Planck

La méthode de séparation de composantes décrite dans Delabrouille et al. (2009) a été appliquée
à un jeu de données Planck simulées (nommé FFP2), en incluant toutes les étapes du traitement
des données (génération de TOIs puis reconstruction de cartes), et donc plus réalistes que celles
présentées à la section précédente au regard des e�ets instrumentaux. La simulation des émissions
astrophysiques a été réalisée en utilisant la version 1.6.3 du PSM.

Connaissant la carte de CMB x(ξ) utilisée en entrée des simulations, il est possible d'obtenir
le résiduel r(ξ) de la carte de fond di�us cosmologique retrouvée x̂(ξ) : r = x̂ − x. La �gure 6.11
présente les spectres du résidu obtenu pour 3 pipelines di�érents. Le premier (cyan) n'inclut pas de
pré-traitement des sources ponctuelles. Pour le second (bleu foncé), les sources détectées à plus de
5σ par la méthode décrite en section 6.3 ont été masquées en entrée du pipeline. Le dernier (rouge)
inclut un pré-traitement réalisé par le pipeline suivant :

1. Détection des sources ponctuelles par la méthode présentée en 6.3.6.
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avant (73.2 - 41.8)

-0.00026921 0.00310780

apres (73.2 - 41.8)

-0.00026921 0.00049602

Figure 6.10 � Illustration du traitement des sources ponctuelles sur les données Planck simulées.
Les sources correctement modélisées par un lobe gaussien sont soustraites des données (haut). Les
autres sont masquées par un masque excluant 0.8% du ciel (bas).

Table 6.4 � Nombre de sources détectées et soustraites dans chaque canal Planck avant de dé-
composer le signal dans l'espace des needlets et d'appliquer le �ltre ILC.
Canal 30 GHz 44 GHz 70 GHz 100 GHz 143 GHz 217 GHz 353 GHz 545 GHz 857 GHz
Nombre 1125 1187 1760 2130 2417 2248 1875 1966 2619

2. Ajustement de gaussiennes sur les sources détectées comme décrit en 6.4.1.

3. Masquage des sources pour lesquelles l'ajustement n'est pas su�samment bon χ2/ν > 10.

4. Soustraction des autres sources.

5. Interpolation du signal dans le masque de sources ponctuelles.

Le nombre de sources soustraites de façon satisfaisante dans chaque capteur est reporté en
table 6.4. Le masque des sources détectées pour lesquelles l'ajustement n'est pas satisfaisant est
présenté en Figure 6.10. Ce masque couvre un peu moins de 0.8% du ciel (fciel = 0.9925). L'essentiel
des sources pour lesquelles l'ajustement échoue appartient au plan galactique ou à des régions
d'émission complexe (LMC, Orion ...).

Les spectres sont évalués d'une part en appliquant le masque des sources ponctuelles à plus de 5σ
au résidu (courbes pleines) et d'autre part sur la totalité du ciel (courbes discontinues). On observe
un gain considérable (d'un ordre de grandeur pour ` = 1500) sur le résidu des cartes incluant la
totalité du ciel. En dehors du masque on observe également un gain signi�catif (proche d'un facteur
2 aux échelles intermédiaires 100 < ` < 1000) par rapport au pipeline classique utilisant un masque.
Ceci traduit la meilleure estimation des statistiques et le meilleur comportement du �ltre ILC sur
une carte sans discontinuité.

Les résultats dans l'espace pixel pour les pipelines sans pré-traitement et avec soustraction préal-
able des sources sont illustrés sur la �gure 6.12. En l'absence de pré-traitement, le résidu visible dans
une région propre du ciel est nettement dominé par la mauvaise soustraction de sources ponctuelles
détectables d'amplitude faible ou moyenne. La soustraction préalable des sources détectées et cor-
rectement ajustées améliore la reconstruction du CMB à la position de ces sources. Dans la majorité
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Figure 6.11 � In�uence du traitement des sources ponctuelles sur le spectre du résidu de la sépa-
ration de composantes di�uses. Dans chaque cas, la carte de CMB utilisée dans les simulations est
soustraite de la carte de CMB reconstruite par �ltrage ILC des données Planck simulées (simula-
tions FFP2). Le spectre de la carte de résidu ainsi formée est calculé sur la totalité du ciel (traits
pointillés) puis en masquant les zones correspondant aux sources ponctuelles (traits pleins). D'un
cas à l'autre, seul varie le pré-traitement des sources ponctuelles dans les données.

des cas, le résidu ne montre plus d'artefact distinguable du bruit à ces positions. Par ailleurs, les
résidus sur la totalité du ciel montrent que dans plusieurs régions relativement étendues, l'erreur de
reconstruction est bien plus élevée en l'absence de traitement préalable des sources ponctuelles. Cela
est du à la présence d'une source forte, dont la contribution aux statistiques locales est su�sam-
ment signi�cative pour altérer l'estimation du �ltre ILC sur la région. Le �ltrage réalise alors un
compromis pour atténuer la contamination liée à la source ce qui se fait au détriment du �ltrage des
autres sources de contamination, bruit et émissions di�uses. Au contraire, le traitement préalable des
sources par masquage ou soustraction, permet de rétablir un �ltre adapté à la contamination di�use
sur l'ensemble du ciel. Bien que cet e�et ne soit visible à l'÷il que dans des régions contenant une ou
plusieurs sources fortes, il faut noter que la soustraction des sources améliore de manière générale
le �ltrage des autres contaminations sur l'ensemble du ciel comme on a pu le noter en calculant les
spectres des résidus masqués (Fig. 6.11). De façon visible, la contamination dans le plan galactique
est ainsi atténuée, de même que les stries liées au bruit basse fréquence de l'instrument.

Signalons par ailleurs que le �ltrage ILC dans le domaine needlet s'accommode mieux de la
contamination des sources ponctuelles que son application classique dans le domaine des harmoniques
sphériques (Tegmark et al., 2003). La détérioration du �ltrage due à une source ponctuelle reste
cantonnée à la région autour de la source alors qu'elle a�ecterait la totalité du ciel pour un �ltrage
en harmoniques sphériques.

Pour conclure, rappelons que les résultats obtenus ici ne sont probablement pas représentatifs
de ceux qui pourront être obtenus par Planck pour plusieurs raisons :

� Les cartes produites par la méthode ILC sou�rent de limitations corrigées par des méthodes
plus complexes (telles que Smica).

� Ces produits sont le résultat de simulations ayant pour but de tester la chaîne de traitement
et non de produire une estimation réaliste des futures données.

Toutefois, ils illustrent l'importance relative du traitement des sources ponctuelles. La méthode ILC,
avec un modèle sous-jacent des observations dépourvu de paramètres et extrêmement générique, se
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prête bien à une évaluation qualitative d'un gain lié, comme ici, à un pré-traitement des données.

6.5 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode pour la détection et le traitement des sources
ponctuelles et montré que ce traitement est susceptible d'améliorer notablement la reconstruction
des composantes di�uses. Réciproquement, il est prévisible que la détection des sources ponctuelles
béné�cierait d'une séparation des composantes di�uses. Par exemple, à haute latitude galactique
dans les données de l'instrument LFI, le CMB constituera la première contribution au signal de fond
limitant les possibilités de détection des sources les plus faibles. Une façon très simple de réduire
cette contamination consisterait à soustraire le signal du CMB estimé par l'instrument HFI. De
manière plus complète, il est possible d'imaginer un traitement prenant en compte les deux types
de contamination, par exemple en améliorant successivement l'estimation des sources ponctuelles et
des composantes di�uses de manière itérative. Un tel traitement reste toutefois à mettre en place.

Par ailleurs, la méthode présentée ici sou�re des insu�sances du schéma de localisation par
projection sur des plans tangents. Bien que chacun des problèmes posés puisse être contourné, nous
pensons qu'une manière élégante et e�cace de les résoudre serait de mettre à pro�t les propriétés
de localisation des needlets pour réaliser une détection directement sur la sphère. Nous avons donc
développé une méthode réalisant l'équivalent d'un �ltrage adapté sur les coe�cients de needlets et
l'avons appliquée à la détection des amas par e�et Sunyaev-Zel'dovich. Les résultats de cette étude
ne sont toutefois pas su�samment aboutis pour faire l'objet d'une présentation dans ce manuscrit.
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Figure 6.12 � Résultats de la reconstruction du CMB par �ltrage ILC dans le domaine needlet des
données simulées de l'expérience Planck (FFP2). Gauche : sans traitement préalable des sources
ponctuelles. Droite : après détection, ajustement et soustraction des sources ponctuelles. Première
ligne : carte des �uctuations reconstruite sur la totalité du ciel. Deuxième ligne : résidu de la
reconstruction sur la totalité du ciel. Troisième ligne : résidu dans une région de 100 degrés carrés.
Le centre a pour coordonnées galactiques (328,-24).



Conclusion

Ce travail de thèse s'inscrit dans le contexte de l'arrivée prochaine de nouvelles données, en
tout premier lieu celles de l'expérience Planck, ouvrant de nouvelles perspectives scienti�ques.
L'amélioration de la résolution et de la sensibilité des instruments permet d'espérer pouvoir exploiter,
pour contraindre les modèles cosmologiques, des e�ets jusque là non mesurables, tels que l'e�et de
lentille ou la polarisation de type B.

Néanmoins, la recherche d'e�ets de plus en plus �ns se heurte à la contamination du signal par
les émissions astrophysiques d'avant-plan. Le niveau du bruit instrumental attendu dans les données
Planck est en e�et inférieur à celui de la contamination astrophysique sur la quasi-totalité du ciel.
Le développement de méthodes pour le traitement de ces avant-plans devient donc un problème
crucial auquel notre travail apporte plusieurs contributions.

Une part importante de notre travail a été le développement du PSM, un outil de modélisation
et de simulation des processus d'émission dans le domaine des longueurs d'ondes comprises entre
100 µm et 10 mm. Il incorpore aujourd'hui une large variété de modèles qui permettent de satisfaire
la plupart des besoins de simulation pour les études sur le CMB. Cet outil facilite la réalisation
d'observations factices de simulations relativement réalistes de l'émission du ciel qui ont servi en
premier lieu de jeu de données test pour les méthodes de séparation de composantes. Il est désormais
utilisé de façon standard au sein de la communauté Planck pour des tâches diverses, comprenant le
test des pipelines de traitement de données et la véri�cation en temps réel des données acquises. Il est
également utilisé pour des études annexes concernant la prédiction de performance et la conception
de futures missions d'observation du CMB.

À terme, et avec l'arrivée de données plus précises et plus complètes, l'existence du PSM de-
vrait faciliter le travail de modélisation des processus d'émission astrophysique, comme par exemple
l'émission anormale et l'émission polarisée de la poussière. L'amélioration de notre connaissance des
processus d'émission devrait se traduire par une amélioration de notre capacité à les séparer.

Il est toutefois peu probable que notre niveau de compréhension des avant-plans devienne su�sant
pour qu'un nettoyage des observations par simple soustraction de notre meilleur modèle permette
d'atteindre la sensibilité requise pour la science CMB. Comme illustré au chapitre 2, la réalité de
l'émission astrophysique est complexe, avec de nombreux processus mis en jeu et de nombreuses
régions d'émission spéci�que, de sorte qu'une modélisation complète semble di�cile à obtenir en
amont du traitement des données CMB. Au contraire, une amélioration de notre connaissance de
ces processus est attendue des mêmes données. Il est donc nécessaire de recourir à des méthodes
statistiques pour extraire les avant-plans.

L'intensité des émissions d'avant-plan, notamment d'origine galactique, varie fortement d'une
région du ciel à une autre, et une adaptation des traitements aux conditions locales de l'émission
est généralement souhaitable. Dans le domaine de l'estimation spectrale, nous avons évalué les
performances d'un estimateur fondé sur l'analyse en needlets (ESN), une construction particulière
d'ondelettes sur la sphère. Nous avons pu véri�er que l'ESN constitue une solution naturellement
adaptée à l'analyse de données hétérogènes, comme celles d'expériences multiples du CMB.

Nous avons utilisé les simulations du PSM pour étudier la possibilité de détecter, sans connais-
sance a priori des avant-plans, la signature des �uctuations de type tenseur dans la polarisation du
CMB. Notre étude a montré notre capacité à séparer de manière aveugle le signal primordial de sa
contamination sur une fraction signi�cative du ciel (de l'ordre de 85 %) et a permis d'évaluer la perte
de sensibilité induite par l'incertitude sur la connaissance des contaminations pour plusieurs types
de missions. Nous montrons ainsi que seule une expérience satellite, dotée d'une couverture spectrale
su�sante, semble apte à fournir une mesure de r ∼ 10−3 en présence des avant-plans. Nous avons
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également pu fournir des prédictions des capacités de détection et de mesure de plusieurs prototypes
de la future sonde EPIC, utilisées par l'étude de mission CMBPOL.

En�n nous proposons une méthode pour traiter avec soin la contamination des sources ponctuelles,
et nous montrons le gain apporté par ce traitement sur la qualité de la reconstruction du CMB.
Cette méthode a été appliquée aux données collectées durant les 5 premières années d'observation de
la sonde WMAP, et a permis d'obtenir une carte des �uctuations de température signi�cativement
moins contaminée que les cartes existantes.

Un certain nombre de développements sont par ailleurs susceptibles d'étendre ce travail de thèse :
� En premier lieu le développement du PSM est amené à se poursuivre de manière à améliorer la
modélisation de plusieurs processus et permettre l'incorporation d'e�ets instrumentaux plus
réalistes. Nous travaillons notamment sur l'utilisation des données WMAP pour améliorer le
modèle de l'émission polarisée de la poussière.

� En supplément des données Planck, des données complémentaires, notamment en polarisa-
tion, seront délivrées dans les années à venir par un grand nombre d'expériences. Le traitement
de ces jeux de données hétérogènes constitue une application naturelle pour une extension de
l'ESN aux mesures de la polarisation.

� En�n, sur la base des limitations constatées de notre méthode de détection des sources
ponctuelles, nous avons proposé d'exploiter les capacités de localisation des needlets pour
améliorer le traitement des contaminations localisées (sources ponctuelles et e�et SZ) pour les
données Planck. De la même façon, la méthode de séparation de composantes di�uses Smica
béné�ciera de développements dans l'espace des needlets.

Un des objectifs majeurs de la mesure de la polarisation du CMB étant la détection des modes
de �uctuations tensorielles, signalons en�n qu'une application directe de notre pipeline de détection
des modes B aux données Planck permettrait d'ores et déjà de contraindre r ∼ 0.1.



Annexe A

Rappel de relativité générale

Nous introduisons ici quelques notations, et rappelons, de façon formelle et condensée, les
quelques éléments de la théorie utiles à l'exposé qui suit. Le lecteur pourra se référer aux nom-
breux cours disponibles sur le sujet (Weinberg, 1972).

A.1 Quelques dé�nitions

L'espace-temps de la relativité générale est une variété di�érentielle M à quatre dimensions,
c'est�à�dire un espace qui, localement, ressemble à R4. Les points de cette variété sont appelés des
évènements.

Formellement, la notion de variété de dimension quatre signi�e que tout voisinage VP d'un
évènement P , peut être mis en relation avec un ouvert de R4 par un homéomorphisme Φ :

Φ : VP −→ Φ(Vp) ⊂ R4 (A.1)

P 7−→ (x0, x1, x2, x3) . (A.2)

Cet homéomorphisme permet de dé�nir un système de coordonnées local (ou carte) xµ autour de P
(où µ est un indice variant de 0 à 3). De plus, il est possible de couvrir cette variété par la réunion
d'un nombre �ni de cartes.

Une courbe C ⊂ M est entièrement dé�nie par la donnée d'une application di�érentiable de R
dansM qui, à un paramètre λ, associe un événement de la courbe C(λ).

On dé�nit le vecteur tangent t à une courbe C en un évènement P , comme l'opérateur qui, à
tout champ scalaire f :M −→ R di�érentiable au voisinage de P , associe sa dérivée df/dλ le long
de la courbe. On peut montrer que l'ensemble des vecteurs tangents en P aux courbes passant par
P forme un espace vectoriel TP , de même dimension que la variété, appelé espace vectoriel tangent.
On notera ∂µ le vecteur tangent aux courbes de coordonnées constantes (xµ = λ et xν = cst pour
ν 6= µ). Les vecteurs (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) forment une base de TP dite base naturelle. On notera vµ les
composantes d'un vecteur v dans cette base.

En�n, on note T ?p l'espace dual de Tp c'est�à�dire l'ensemble des formes linéaires sur Tp (appli-
cations linéaires de Tp dans R). Un tenseur T k fois contravariant et l fois covariant est une forme
multilinéaire sur T ?p

k × T lp .
Considérons maintenant le déplacement in�nitésimal entre le point P , de coordonnées (xα) et

le point P ′ de coordonnées (xα + dxα). Le vecteur de coordonnées dxα dans la base naturelle se
note dx = dxα∂α où l'on e�ectue de manière implicite une somme sur les indices répétés suivant la
convention de notation d'Einstein : dxα∂α =

∑
α dx

α∂α. À tout champ scalaire f surM, ce vecteur
associe sa variation entre les points P et P ′ :

dx(f) =
∂f

∂xα
dxα = f(P ′)− f(P ) .

On l'appelle déplacement élémentaire (ou in�nitésimal) de P en P ′.
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En chaque évènement P , l'espace vectoriel tangent est muni d'une forme bilinéaire g, symétrique
non dégénérée et de signature (+,-,-,-) 1, qui dé�nit un produit scalaire sur cet espace, appelé la
métrique (ou tenseur métrique). La donnée de la métrique g dé�nit entièrement la géométrie de
l'espace-temps. En particulier, la longueur d'un déplacement in�nitésimal dx est donnée par :

ds2 = g(dx,dx) = gµ,νdx
µdxν . (A.3)

La dérivée covariante (ou connexion), notée ∇α, est une extension aux tenseurs de l'opérateur
gradient qui annule la métrique (∇αgβγ = 0). On montre qu'elle s'écrit :

∇αtβ = ∂αtβ − Γγαβtγ

où Γγαβ = 1
2g
γρ(∂βgαρ + ∂αgρβ − ∂ρgαβ) est nommé symbole de Christo�el. La dérivée covariante

permet de dé�nir la notion de transport parallèle d'un vecteur le long d'une courbe de la variété.
Pour une courbe de vecteur tangent v, un vecteur w est transporté parallèlement le long de la courbe
si et seulement si Dwα = vβ∇βwα = 0. Les angles entre les vecteurs et les longueurs sont conservés
par le transport parallèle. En revanche, contrairement à ce qui se passerait dans un espace euclidien,
le transport parallèle d'un vecteur le long d'une courbe fermée ne correspond pas nécessairement à
l'identité, ce qui est révélateur de la courbure de l'espace. La courbure est dé�nie par le tenseur de
courbure :

Rαβγδ =
1

2
(gβγ,αδ + gαδ,βγ − gβδ,αγ − gαγ,βδ) + gµν

(
ΓµαδΓ

ν
βγ − ΓµαγΓνβδ

)
(A.4)

où l'on utilise les notations suivantes pour la dérivée par rapport aux coordonnées et la dérivée
covariante :

∂αtβ = tβ,α et ∇αtβ = tβ;α .

En�n, les grandeurs suivantes sont dérivées de la courbure :

Rαβ = Rδαδβ le tenseur de Ricci (A.5)

R = Rαα la courbure scalaire (A.6)

Gαβ = Rαβ − 1/2Rgαβ le tenseur d'Einstein. (A.7)

A.2 L'équation d'Einstein

L'ensemble des évènements occupés par une particule matérielle forme une courbe de l'espace-
temps appelée sa ligne d'univers. Le temps propre de la particule τ correspond à l'intégrale de
l'élément de longueur le long de la ligne d'univers : dτ = ds (pour c = 1). La quadri-vitesse de
la particule est dé�nie comme le vecteur tangent à sa ligne d'univers paramètrisée par son temps
propre.

Les lignes d'univers des particules en mouvement inertiel (soumises à aucune force) correspon-
dent à des géodésiques de l'espace-temps, c'est�à�dire des courbes dont le vecteur tangent est trans-
porté parallèlement par rapport à lui-même. Les photons (et les particules sans masse) suivent des
géodésiques de genre lumière, pour lesquelles ds = 0.

L'énergie d'un système physique mesurée par un observateur de quadri-vitesse v est une forme
linéaire de la quadri-vitesse : E(v) = p · v où p est la quadri-impulsion du système. La masse au
repos m du système est une propriété intrinsèque, elle est dé�nie par m2 = p · p et correspond à
l'énergie minimale du système (observable par un observateur au repos par rapport au système).

De la même façon que la géométrie de l'univers est caractérisée par le tenseur métrique, on
caractérise le contenu énergétique de l'univers par un champ de tenseur symétrique, nommé tenseur
énergie-impulsion, T. La densité d'énergie mesurée par un observateur de quadri-vitesse v est alors
T(v,v).

Dé�nissons également un �uide parfait comme une distribution de matière ne privilégiant aucune
direction de l'espace du point de vue d'un observateur au repos par rapport au �uide. 2 Le tenseur

1. On pourrait également adopter une convention équivalente pour la signature : (-,+,+,+).
2. On a vu à la section 1.1.1 du chapitre 1 que la matière d'un univers satisfaisant le principe cosmologique

correspond nécessairement à un �uide parfait.
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énergie-impulsion d'un �uide parfait prend alors la forme :

Tαβ = (ρ+ p)vαvβ − pgαβ (A.8)

où p et ρ sont la pression et la densité d'énergie du �uide, et v sa quadri-vitesse.
En relativité générale, le contenu énergétique de l'univers détermine sa géométrie. L'équation de

champ d'Einstein est ainsi :
Gαβ = −8πGTαβ (A.9)

où G est le tenseur d'Einstein, dé�ni plus haut (qui ne dépend que de la métrique). Einstein a, pour
des raisons qui apparaîtront par la suite, ajouté un terme à son équation :

Gαβ = −8πGTαβ − Λgαβ (A.10)

où Λ est une constante appelée constante cosmologique.
La conservation du tenseur d'énergie s'exprime :

Tαβ;α = 0 (A.11)

et permet de retrouver pour le �uide parfait, les équations d'Euler et de continuité relativiste :

(ρ+ p)vα∇αvβ = hβγ∇γp (A.12)

vα∇αρ+ (ρ+ p)∇αvα = 0 . (A.13)

L'application des lois de la relativité générale à un espace satisfaisant le principe cosmologique
aboutit aux modèles d'univers de Friedmann décrits au chapitre 1.
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Annexe B

Conventions et unités dans le PSM

Nous précisons ici succinctement les conventions retenues pour dé�nir les unités et les relations
utilisées dans le PSM pour représenter les données. Dans ce qui suit Iν désigne l'intensité spéci�que
du rayonnement à la fréquence ν dans une direction ξ du ciel, généralement exprimée sauf mention
contraire, en Wm−2sr−1Hz−1 (unité du système international). Le PSM reconnaît également le Jy/sr
valant 10−26 Wm−2sr−1Hz−1.

Rappelons en premier lieu la loi d'émission d'un corps noir à la température T (dite loi de
Planck) :

Iν = Bν(T ) =
2hν3

c2
1

ex − 1
,

où l'on a noté x = hν
kBT

. Dans le régime asymptotique des basses fréquences (régime de Rayleigh-
Jeans) cette intensité peut être approchée par :

Iν ≈
2ν2kB
c2

T.

Cette relation est utilisée pour associer à tout rayonnement d'intensité Iν une température, dite
température de brillance, TRJ. Les données exprimées en température de brillance sont dénotées
dans le PSM par l'unité �K_RJ�.

Les �uctuations ∆Iν de l'intensité du signal CMB à une fréquence donnée sont liées à une
�uctuation ∆T de la température du rayonnement autour de la température moyenne Tcmb. Ces
deux grandeurs sont liées par la relation :

∆Iν ≈
dBν(Tcmb)

dT
∆T =

1

2kB

(
c

νTcmb
Bν(Tcmb)

)2

ex∆T.

Les données exprimées en variation de la température thermodynamique dans le PSM sont dénotées
par l'unité �K_CMB�. On utilisera également �K/KCMB� pour la variation relative de la tempéra-
ture thermodynamique ∆T/Tcmb.

En�n, pour convertir des cartes du paramètre de Compton y du gaz des électrons dans les amas,
en écart d'intensité du rayonnement lié à l'e�et SZ, le PSM utilise la relation de Kompaneets obtenue
pour un gaz non relativiste et un milieu optique mince :

∆Iν =
xex

ex − 1

(
x(ex + 1)

ex − 1
− 4

)
Bν(Tcmb) y ,

avec :

y =

∫
kBTe
mec2

neσT dl ,

où Te, ne et me désignent respectivement la température et la densité électronique du gaz, et la
masse de l'électron.

De la même façon, on utilise la relation suivante (Sazonov et Sunyaev, 1999) pour exprimer
l'intensité de la polarisation du rayonnement di�usé par un amas de galaxie en mouvement :

P = 0.1ex
ex + 1

2(ex − 1)2
x2τβ2

tBν(Tcmb)
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où τ désigne la profondeur optique de la di�usion et βt la composante transverse de la vitesse propre
de l'amas. La direction de polarisation est perpendiculaire au plan formé par le vecteur vitesse de
l'amas et la direction d'observation.



Annexe C

Calcul numérique de distance dans

les cartes HEALPix

L'application de fenêtres apodisées à un signal incomplet pour réduire l'impact des données
manquantes lors de son analyse spectrale est une pratique simple et couramment répandue pour
l'analyse de signaux temporels. Sur la sphère, en revanche le calcul de fonctions fenêtres lisses
et à support compact n'est pas simple pour une couverture quelconque. Les masques appliqués
aux données sont ainsi généralement des masques binaires en dépit des e�ets spectraux importants
induits par une coupure franche des données. Nous proposons ici un algorithme rapide pour appliquer
une transition lisse à support compact aux frontières d'un masque binaire, de forme quelconque,
représenté par une carte pixélisée M .

Considérons donc une pixelisation de la sphère dé�nie par les vecteurs positions ξi des centres
des Npix pixels, et dé�nissonsM = {i,M(ξi) = 0} l'ensemble des pixels inclus dans le masque (non
observés). On notera M̄ = {ξi,M(ξi) = 1} l'ensemble complémentaire contenant les pixels observés.
L'angle séparant les centres de deux pixels i et i′ dé�nit une distance notée :

di,i′ = arccos(ξi · ξi′).

On dé�nit, maintenant la distance d'un pixel i au masque M par :

di,M = min
i′∈M

di,i′ . (C.1)

Connaissant cette distance pour tout pixel, il est facile de construire un masque W apodisé en lui
appliquant une fonction fenêtre adaptée f : W (ξi) = f(di,M ). Par exemple pour obtenir une fenêtre
de Hanning de largeur θ on utilise :

f(x) =

 0 pour x ≤ 0 ,
1 pour x ≥ θ ,
0.5− 0.5 cos(π xθ ) pour 0 < x < θ .

L'algorithme trivial, suggéré par la dé�nition (C.1), pour calculer la distance di,M pour les
Npix pixels implique une boucle sur tous les pixels i′ ∈ M. Sa complexité est donc généralement
en O(N2

pix), ce qui est trop élevé pour un usage courant pour des expériences telles que Planck
(Npix ∼ 6 · 107). Il est toutefois possible de réduire ce coût, pour notre application particulière, en
remarquant qu'il n'est pas nécessaire de calculer la distance exacte d'un pixel au masque dès lors que
di,M ≥ θ. La pixelisation HEALPix (Górski et al., 2005) o�re des fonctions permettant de connaître
la liste des pixels contenus dans un disque de rayon θ : Di(θ) = {i′,di,i′ < θ} en temps linéaire du
nombre de pixels dans le disque O(θ2). On calcule alors partiellement une carte L de la distance au
masque par la procédure suivante (écrite en pseudo-code) :

On véri�e facilement que f(L(ξi)) = W (ξi). La complexité du calcul est ramené à O(|M|θ2), en
notant |M| le cardinal de l'ensembleM. Le coût de calcul est ainsi bien plus faible que précédemment
pour des valeurs courantes de θ de l'ordre de 1 degré. En�n notons que dans certains cas, notamment
pour les expériences couvrant une faible portion du ciel, on a |M̄| < |M|. On a alors intérêt à
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Figure C.1 � Apodisation d'un masque galactique.

adapter la procédure pour que la boucle s'e�ectue sur les pixels non masqués. La �gure C.1 illustre
l'application de ce processus à un masque binaire du plan galactique. Notre implémentation en
langage C++ de cette procédure peut être obtenue à l'adresse http://www.apc.univ-paris7.fr/
~betoule/doku.php?id=software.

http://www.apc.univ-paris7.fr/~betoule/doku.php?id=software
http://www.apc.univ-paris7.fr/~betoule/doku.php?id=software
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