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AvertissementNotre thèse, soutenue le 7 déembre 2007 à l'Université Claude Bernard Lyon 1,omprenait un volume prinipal ainsi que deux volumes d'annexes.Le premier de es deux volume d'annexes rassemblait l'ensemble des travaux menésdans le adre de l'édition des ×uvres omplètes de D'Alembert, e qui inlut la versionannotée, préédée pour haun d'une présentation et d'une table analytique, du Mé-moire 4 des Opusules mathématiques (t. I, 1761), du Mémoire 51 � IV des Opusulesmathématiques (t. VI, 1773) et du Mémoire 57 des Opusules mathématiques (t. VIII,1780).Le seond orrespondait à un volume � lassique � d'annexes. Il renfermait les tra-dutions françaises, réalisées en ollaboration ave B. Bru, du texte latin original del'Hydraulia de Jean Bernoulli (1742)1 et du mémoire latin � Johan Bernoulli hydrau-lia ontra Dom. d'Alembert objetiones � d'Abraham Gotthelf Kaestner (1769)2, lesobservations de D'Alembert, dans le Traité des �uides (1744)3, sur l'Hydraulia de JeanBernoulli, le � Mémoire sur l'éoulement des �uides par les ori�es des vases � de Jean-Charles Borda (1766)4, les extraits de la orrespondane entre D'Alembert et Lagrangerelatifs à l'hydrodynamique ainsi que la pièe de Gaspard Marie Rihe de Prony intitulée� Reherhes sur le mouvement d'un �uide inompressible et pesant, qui s'éoule d'unvase, par un ori�e horizontal ; Ave quelques observations sur la solution que D'Alem-bert a donnée de e problème, dans son Traité des Fluides � (1801)5.Les versions ritiques et ommentées des Mémoires 4, 51 � IV et 57 des Opusulesmathématiques de D'Alembert étant destinées aux volumes III/1, III/6 et III/8 des×uvres omplètes de D'Alembert, éditées hez CNRS Editions, et ompte tenu du faitque nous prévoyons de faire paraître les tradutions françaises de l'Hydraulia de JeanBernoulli et du mémoire � Johan Bernoulli hydraulia ontra Dom. d'Alembert obje-tiones � de Kaestner, nous ne faisons don pas apparaître es annexes dans la présenteversion, � di�usable �, de notre thèse de Dotorat, e à l'exeption d'un extrait de latradution de l'Hydraulia réemment publié, p. 210-225, dans l'ouvrage de M. Blayintitulé La siene du mouvement des eaux de Torrielli à Lagrange (2007)6.1 � Hydraulia nun primum deteta a demonstrata direte ex fundamentia pure mehaniis. Anno1732 �, Johannis Bernoulli Opera Omnia, vol. 4, 1742, p. 387-493.2 Novi ommentarii Soietatis Regiae Sientiarum Gottingensis, t. I, Göttingen, 1769, p. 45-89.3 Paris, 1744, Livre II, art. 183-191, p. 155-165.4 Mémoires de l'Aadémie royale des sienes pour l'année 1766 (1769), p. 579-607.5 Rapports et travaux de l'Institut de Frane pour l'année 1801, t. 18, pièe n◦ 47, 1803.6 M. Blay, La siene du mouvement des eaux de Torrielli à Lagrange, Belin, Paris, 2007



8 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Le présent volume ontient par onséquent e qui formait le volume prinipal dela thèse soutenue le 7 déembre 2007, à savoir la thèse proprement dite. Nous y avonsorrigé les inévitables � oquilles �, pallié quelques oublis et modi�é ertains passagessuite à notre releture de l'ensemble et aux disussions que nous avons eues a posterioriave quelques uns des membres de notre jury (es modi�ations onernent notammentle hapitre VIII). En plus de l'inventaire des équations aux dérivées partielles dansl'÷uvre de D'Alembert ainsi que de la bibliographie assoiée, déjà présents dans le vo-lume prinipal, il renferme par ailleurs les annexes suivantes, reprises à l'indentique denotre seond volume d'annexes : l'extrait susité de la tradution de l'Hydraulia deJean Bernoulli, le � Mémoire sur l'éoulement des �uides par les ori�es des vases �de Borda, les extraits de la orrespondane entre D'Alembert et Lagrange relatifs àl'hydrodynamique ainsi que la pièe de Gaspard Marie Rihe de Prony de 1801.Alexandre GuilbaudOtobre 2008
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Introdution
Le ontexte : l'édition des×uvres Complètes de D'AlembertCe travail s'insrit d'abord, et avant tout, dans le adre de l'édition des ×uvresomplètes de D'Alembert (1717-1783).Ce projet ambitieux, remontant au début des années 1990, vise à établir une édi-tion de référene, �able, omplète, ritique et ommentée, de e grand personnage duXVIIIe sièle. Une telle édition existe déjà pour Newton, elle est en ours pour lesBernoulli, Euler et Leibniz, prise en harge par des équipes de reherhe suisses et alle-mandes7. Elle manque ependant pour D'Alembert, dont les travaux sienti�ques n'ontpar exemple jamais été édités, si e n'est sous la forme de reprints des éditions originalesde quelques uns de ses premiers traités. Un groupe d'édition, le Groupe D'Alembert,s'est don onstitué il y a maintenant une quinzaine d'années a�n de mener à bienette entreprise. Composé d'historiens des sienes, de mathématiiens, astronomes,physiiens, philosophes, éonomistes, dix-huitiémistes, et., e groupe de reherhe plu-ridisiplinaire s'est d'abord onsaré à l'établissement d'une bibliographie des ÷uvresimprimées, d'un inventaire le plus exhaustif possible de ses manusrits et de sa or-respondane8, au dépouillement de la presse d'époque, et, puis à la dé�nition de lastruture proprement dite de l'édition. De es travaux préparatoires, il résulte un planhronologio-thématique en inq séries. Les Ie et IIIe regroupent respetivement les trai-tés et mémoires mathématiques du savant pour les périodes 1736-1756 et 1757-1783. LaIIe rassemble l'intégralité des ses ontributions à l'Enylopédie, dont il fut o-direteurave Diderot, et dont il rédigea le � Disours préliminaire � et environ 1700 artilesessentiellement de nature sienti�que. La IVe renferme ses érits littéraires, historiqueset philosophiques, la Ve l'ensemble de sa orrespondane ative et passive, soit environ2200 lettres. Chaun des volumes omposant es inq séries est par ailleurs plaé sous7 Les ×uvres omplètes de Lagrange et Laplae existent également mais ne orrespondent pas à deséditions ritiques et ommentées. Elles ont été publiées à la �n du XIXe et au début du XXe sièles, etrépondent, de e fait, à des exigenes éditoriales di�érentes des n�tres.8 Ces travaux ont été failités par la thèse de Dotorat de G. Maheu, La vie et l'×uvre de JeanD'Alembert. Etude bio-bibliographique, Paris, Eole pratique des hautes études (VIe setion), 1967et par le travail de J. Pappas sur l'inventaire de la orrespondane : J. Pappas, � Inventaire de laorrespondane de d'Alembert �, Studies on Voltaire and the Eighteenth Century, 245, 1986, p. 131-276.



22 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783la diretion d'un ou plusieurs herheurs.L'entreprise est à présent entrée dans la phase de publiation des volumes (hezCNRS Editions). Deux des volumes de la série I, le I/6, Premiers textes de méaniqueéleste 1747-1749, sous la diretion de M. Chapront-Touzé, et le I/7, Préession etnutation 1749-1752, sous la diretion de M. Chapront-Touzé et J. Souhay, sont respe-tivement parus en novembre 2002 et otobre 2006. Le volume I/4a de la même série,Textes de mathématiques pures 1745-1752, sous la diretion de C. Gilain, doit sortir àl'automne prohain.Nous avons ommené à travailler ave le Groupe D'Alembert à l'été 2002, à l'oa-sion d'un stage prévu dans le adre de notre formation à l'Eole Centrale de Lyon. Cestage portait sur le développement d'un site Internet dédié à la présentation du projetsur le web. Il fut enadré par P. Crépel, historien des mathématiques à l'Institut Ca-mille Jordan, qui nous �t non seulement déouvrir l'univers dalembertien et l'entreprised'édition de ses ÷uvres omplètes, mais nous révéla également notre goût pour l'his-toire des sienes, nous initant, par là-même, à suivre le DEA proposé dans e domainepar les Université Lyon 1 et Montpellier 2 en même temps que nous terminions notredernière année de spéialisation en mathématiques à l'Eole Centrale. Notre premièreexpériene de reherhe fut réalisée dans e adre et sous la diretion de M. Massot,mathématiien à l'Institut Camille Jordan. Elle débouha sur la rédation, à l'été 2003,d'un mémoire intitulé � D'Alembert et la onservation des fores vives en hydrodyna-mique �. Nous y avons examiné l'un des treize paragraphes onstituant le Mémoire 57des Opusules t. VIII (1780), un érit imposant d'environ deux ent pages, méonnudes historiens, mais pouvant néanmoins être onsidéré omme le quatrième et derniertraité de D'Alembert dans ette disipline. Le travail entamé sur e texte, et le plaisirque nous y avons pris nous ont �nalement déidé à poursuivre son étude, dans le adred'une thèse o-enadrée par P. Crépel et M. Massot.Nous avons béné�ié, pour e faire, d'une Bourse Doteur Ingénieur prise en hargepour moitié par le département � Mathématiques Physique Planète et Univers � et pourmoitié par le département � Sienes de l'Homme et de la Soiété � du CNRS. Ce �-nanement nous a permis de réaliser un travail quelque peu singulier, omprenant deuxaspets de nature très di�érente. Le premier orrespond à un sujet de thèse en histoiredes sienes portant sur le Mémoire 57, et plus généralement, sur l'÷uvre de D'Alem-bert en hydrodynamique pour la période 1766-1783. Le seond, plus tehnique, relèvedu domaine de l'ingénierie informatique.Ce double-versant, a priori surprenant, ne doit sa ohérene qu'à son ontexte deréalisation : l'édition des ×uvres omplètes du savant. Le Groupe D'Alembert envisagee�etivement, depuis plusieurs années, une édition à double support, imprimé et éle-tronique. Si l'imprimé o�re un onfort de leture et une qualité enore inaessiblesaux supports informatiques, le format életronique apporte, quant à lui, de nouvellespossibilités passant notamment par la mise en plae de moteurs de reherhe ainsi que



INTRODUCTION 23par l'exploitation des apaités de navigation hypertextuelle et d'a�hage simultané deplusieurs douments. Ces avantages, l'essor atuel des nouvelles tehnologies ainsi quela multipliation de e type d'initiatives éditoriales ont onduit le Groupe à réer unsite Internet dans le ourant de l'année 2001. Notre stage de 2002 nous avait permis deprendre la relève et d'enrihir son ontenu9. L'idée d'une ontribution onséquente danse domaine s'est don logiquement imposée au moment de la dé�nition de notre sujetde thèse.Cette ontribution a pris plusieurs formes. Nos ompétenes dans le domaine desnouvelles tehnologies nous ont tout d'abord permis de développer un ertain nombred'outils életroniques sur le site D'Alembert. Nous avons en partiulier mis au point labase de données de l'inventaire de la orrespondane et du moteur de reherhe adéquat,en ollaboration ave I. Passeron et F. Prin. Nous avons réé un outil du même type pourles rapports de D'Alembert à l'Aadémie royale des sienes de Paris, en ollaborationave P. Crépel, M. Jaob et I. Passeron, proédé à la mise en ligne d'un grand nombrede douments bio-bibiliographiques sur D'Alembert et ses ontemporains, à l'ouvertured'une rubrique protégée et ontenant des outils éditoriaux réservés aux membres duGroupe, et. Si elles ont ainsi permis la réation d'une plateforme dalembertienne surle web, et l'émergene de premiers prototypes, es réalisations ont également ristallisénotre attention sur le prinipal enjeu du problème : les solutions o�ertes par l'informa-tique supposent une nouvelle façon de penser l'édition. Les di�ultés, de e point devue, sont de plusieurs ordres.La nature diverse des soures omposant l'÷uvre de D'Alembert, à savoir des textesimprimés et manusrits, de nature sienti�que, enylopédique, philosophique, littéraire,sans oublier la orrespondane de l'auteur, les douments et noties annexes, néessitenttout d'abord la mise en plae de di�érents types de présentations éditoriales, distintesde elles dé�nies pour la version � papier �. L'inlusion de l'appareil ritique au sein del'édition életronique du orpus pose d'autre part les questions de son intégration ausein des bases de données, et de sa mise en regard ave le texte auquel il se rapporte.La méthode retenue pour l'a�hage des textes à l'éran doit par exemple permettrela onsultation simultanée d'un manusrit ou d'un imprimé, de sa transription, desvariantes de texte, des notes de l'éditeur élairant son ontenu, et des autres informa-tions assoiées à la desription du doument visionné (la soure, la datation, les liensave d'autres éléments du orpus ou ave des érits d'autres auteurs, et.). La gestionéletronique des formules mathématiques onstitue également un problème tehniquedéliat, ompte tenu du manque persistant d'e�aité et de maniabilité, du point devue éditorial, des solutions logiielles atuellement disponibles. Le moteur de reherhemis en plae doit en�n permettre d'interroger transversalement le orpus (par domaines,par matières, par thèmes et par auteurs), e qui néessite non seulement la dé�nitionet l'intégration de mots-lé au sein des bases de données, mais aussi la prise en ompte9 Le site est onsultable à l'adresse suivante : http ://dalembert.univ-lyon1.fr



24 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783des variantes ortographiques, si ourantes à ette époque, ainsi que des nombreuses al-lusions de D'Alembert à d'autres ÷uvres ou d'autres auteurs.Nous avons, au ours de es trois dernières années, mené un travail de ré�exion sures di�érents versants du problème, proédé à des tests, des omparatifs, et onfronténos idées ave les options hoisies par d'autres équipes en harge de projets similaires.La néessité d'en disuter olletivement et d'envisager des ollaborations en la matièrenous a notamment onduit à organiser une table ronde intitulée � L'édition életro-nique d'÷uvres omplètes �, dans le adre du XIIe Congrès International des Lumières,à Montpellier, le 13 juillet 2007.Notre sujet de reherhe en histoire des sienes, l'étude des travaux de D'Alemberten hydrodynamique au ours de la période 1766-1783, visait, quant à lui, à ontribuer àla préparation de l'édition � papier �. Le Mémoire 57 forme en e�et près des deux tiersdu t. VIII des Opusules Mathématiques (1780). Le volume III/8 qui lui orrespond adon été plaé sous notre diretion.Outre le présent volume de thèse, notre travail de reherhe sur e mémoire nous a,de e fait, onduit à proéder à son édition ritique et ommentée selon les normes �xéespar le Groupe D'Alembert. Cela implique d'abord la mise en plae d'un appareil d'an-notations sur le texte original, visant à détailler ou orriger ertains aluls di�iles ouerronés, à élairer les passages suseptibles de paraître obsurs pour un leteur moderne,à déhi�rer les nombreuses allusions de D'Alembert aux travaux de ses ontemporains.Il nous a également fallu dresser la liste des orretions et des variantes entre l'éditionoriginale imprimée et le manusrit dont nous disposons, à savoir les f. 240 r◦ à 487 v◦du Ms 1788 de la Bibliothèque de l'Institut (Paris)10. Nous avons en�n établi une tableanalytique de l'ensemble du texte, et rédigé une présentation du mémoire, visant à endonner une vue d'ensemble, à en expliiter les enjeux sienti�ques, le ontexte historiqueainsi que la réeption par la ommunauté savante de l'époque.Nous avons par ailleurs été onduit à réaliser e même travail d'édition ritique etommentée pour deux autres érits de D'Alembert en hydrodynamique : le Mémoire 4des Opusules t. I (1761), en ollaboration ave A. Coste, et le Mémoire 51 � IV desOpusules t. VI (1773). Le premier orrespond à une ontribution à la préparation duvolume III/1, o-dirigé par P. Crépel, G. Jouve et nous-même, et dont la parution hezCNRS Editions est prévue pour la �n 2008. Le seond fera partie du volume III/6 del'édition. Le volume III/8 devrait, quant à lui, être publié dans le ourant de l'année201011.10 Ce manusrit orrespond à la version autographe, remise à l'imprimeur, de la seonde moitié dudouzième et de l'intégralité du dernier des treize paragraphes que ompte le Mémoire 57, ainsi que del'ensemble des appendies qui lui sont relatifs.11 Outre le Mémoire 57, le t. VIII des Opusules ontient en fait deux autres mémoires, le 56 etle 58, formés de paragraphes portant sur des sujets aussi divers que la méanique éleste, l'équilibredes �uides, les mathématiques pures, les probabilités, et néessitant, par là-même, l'impliation denombreux autres herheurs du Groupe D'Alembert spéialisés dans l'histoire de es disiplines.



INTRODUCTION 25Parallèlement, mais de façon non disjointe de e travail sur l'édition ritique et om-mentée des Mémoires 4, 51 � IV, et 57, nous nous sommes par ailleurs onsarés à notresujet de reherhe : l'examen de l'÷uvre de D'Alembert en hydrodynamique dans lapériode 1766-1783. Le fruit de es reherhes, présenté de e volume, répond à une pro-blématique préise, dont il onvient désormais de dérire le proessus de dé�nition. Nousommenerons, pour e faire, par présenter les textes sur lesquels porte notre étude.Présentation du orpus de reherheLes années 1766-1783 orrespondent à une étape de l'histoire de l'hydrodynamiqueau XVIIIe sièle enore peu étudiée. La disipline vit pourtant là une phase de polé-miques et de vifs a�rontements entre deux ommunautés d'hydrodynamiiens, elle desgéomètres, et elle des ingénieurs, toutes deux obnubilées par la néessité d'aorderles résultats de la théorie ave eux de l'expériene, ar onsientes du besoin de faireprogresser le versant pratique et appliqué de ette siene. Cette phase prend les traitsd'une rise, la � rise de l'hydrodynamique des années 1770 �, notamment marquée,en Frane, par une violente querelle entre l'un des grands ateurs du développementthéorique de la disipline, D'Alembert, et l'un des prinipaux initiateurs d'un renou-veau expérimental, Jean-Charles Borda. La leture, par e dernier, de son � Mémoiresur l'éoulement des �uides par les ori�es de vases �12 à l'Aadémie des sienes deParis les 5, 15 et 19 mars 1766 en onstitue l'élément délenheur. Le savant y dénoneles fondements de deux des premières théories des éoulements, l'Hydrodynamique deDaniel Bernoulli (1738)13 et le Traité des �uides de D'Alembert (1744).Ces deux ouvrages renvoient à une première approhe théorique de la disipline,dite � du parallélisme des tranhes �. C'est là le nom de l'hypothèse introduite dansl'Hydrodynamique. Cette hypothèse permet la mise en équation des éoulements enfontion d'une seule variable d'espae, et onduit don à des équations di�érentiellesordinaires que les savants savent alors résoudre. Elle onstitue non seulement le adred'étude de D. Bernoulli mais aussi elui de Jean Bernoulli dans son Hydraulique (1742),de Malaurin dans le Treatise of Fluxions (1742), de D'Alembert dans son Traité des�uides et d'Euler dans ertains de ses premiers érits en la matière. La seonde approhe,dite � analytique �, onsiste en l'étude d'un éoulement suivant plusieurs dimensions,une étude mathématiquement fondée sur l'appliation d'un outil tout juste déouvert,le alul aux dérivées partielles. D'Alembert la met en plae dans sa Cause générale des12 MARS année 1766 (1769), p. 579-607. Nous emploierons, par la suite, l'abréviation � Mémoire surl'éoulement � pour désigner et érit.13 Le Groupe d'édition des Bernoulli a réemment édité le inquième volume des ÷uvres de D. Ber-noulli : Die Werke von Daniel Bernoulli, vol. 5, Hydrodynamik II, G.K. Mikhailov (dir.), Birkhäuser,2002. Ce dernier rassemble plusieurs de ses érits sur le mouvement des �uides, dont la version latineoriginale de l'Hydrodynamique. L'ensemble est annoté et introduit par G.K. Mikhailov.



26 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783vents (1747), puis l'applique au problème de la résistane des �uides dans une pièe ma-nusrite de 1749 orrespondant à une version préliminaire de son Essai sur la résistanedes �uides (1752). Cette approhe est ensuite développée par Euler dans une série demémoires dont le plus élèbre, intitulé � Prinipes généraux du mouvement des �uides �(publié dans l'Histoire de l'Aadémie des sienes et belles-lettres de Berlin pour l'année1755) ontient, omme l'on sait, les équations d'Euler pour un �uide idéal.Née ave la parution de l'ouvrage de D. Bernoulli en 1738, la siene visant à la miseen équation du mouvement des �uides dans les vases et les anaux, l'hydrodynamique,béné�ie don, quelques dix-sept ans plus tard, d'équations aux dérivées partielles fortgénérales. Cet indéniable suès théorique de l'approhe analytique n'apportera mal-heureusement pas les progrès esomptés. Les savants ne parviennent e�etivement pasà résoudre les équations obtenues. Ils ne disposent don pas de solutions théoriquespermettant une onfrontation ave les quelques résultats expérimentaux disponibles. Lebilan de l'approhe du parallélisme des tranhes est, quant à lui, tout aussi mitigé. Sil'hypothèse employée dans e adre permet de parvenir à des valeurs théoriques ex-ploitables, es dernières s'avèrent ependant trop éloignées des résultats expérimentauxdisponibles. En proédant au développement de méthodes de mise en équation généraledes éoulements, les quatre grands artisans de ette période, D. Bernoulli, J. Bernoulli,D'Alembert et Euler auront don, bien malgré eux, mené la siene vers un degré deperfetionnement tel qu'il se reuse un gou�re entre théorie et expériene.C'est et éart que Borda tente de ombler dans son � Mémoire sur l'éoulement �.Le savant proède, pour e faire, à une sévère remise en ause de la première des deuxapprohes, telle qu'elle se trouve développée dans l'Hydrodynamique de D. Bernoulli et leTraité des �uides de D'Alembert. Il s'agit d'abord, selon lui, de faire évoluer l'hypothèsedu parallélisme des tranhes employée par ses deux prédéesseurs vers une approxima-tion plus onforme aux trajetoires réelles d'un �uide en mouvement. Il propose, poure faire, de onsidérer l'éoulement à l'intérieur d'un vase peré d'un ori�e en son fondomme s'opérant à l'intérieur de tuyaux urviligines in�niment étroits reliant les surfaessupérieure et inférieure du �uide, e qui reviendrait, en termes atuels, à dé�nir des tubesde ourant stationnaires. Il ne s'en tient ependant pas là, mais s'attaque également auxprinipes méaniques fondant haun des deux ouvrages, à savoir le prinipe de onser-vation des fores vives dans l'Hydrodynamique et e que nous appelons aujourd'hui leprinipe de D'Alembert dans le Traité des �uides. Ces deux prinipes, explique-t-il, nepeuvent être appliqués sans restrition dans un ertain nombre de problèmes. Une pertede fores vives ('est-à-dire d'énergie inétique, en termes modernes), dont il estime lavaleur théorique par analogie ave un ho entre deux orps parfaitement durs, doit êtreprise en ompte. Borda a ainsi l'intuition d'un phénomène aujourd'hui onnu sous lenom de pertes de harges singulières. Il parvient aussi, 'est là sa seonde prinipale dé-ouverte dans e mémoire, à évaluer par le alul la valeur du oe�ient de ontrationde la veine pour un ajutage rentrant. Ces deux derniers aspets se trouvent en�n véri-



INTRODUCTION 27�és par plusieurs expérienes illustrant à la fois son savoir-faire et la omplémentaritéthéorique et pratique de sa démarhe.La leture de e mémoire devant l'Aadémie des sienes en 1766 puis sa publiationen 1769 dans les volume des Mémoires de l'Aadémie royale des sienes pour l'année1766 marquent le début de la rise préédemment évoquée, e que R. Hahn appelle� l'étape du retour vers le onret � dans une onférene de 1964 portant sur l'évolu-tion des rapports entre l'hydrodynamique théorique et l'hydrodynamique expérimentaledans le ourant du XVIIIe sièle14. Cet historien est l'un des seuls, à notre onnaissane,à s'être penhé sur la rise de l'hydrodynamique des années 1770 et sur ses origines. Iln'évoque malheureusement pas le r�le ruial de ette pièe de Borda, enore moins eluique D'Alembert s'apprête à jouer. Certains autres historiens de la disipline, R. Dugas,H. Rouse et S. Ine, et J. S. Calero15 s'étendent, a ontrario, très largement sur l'intérêtsienti�que et expérimental du �Mémoire sur l'éoulement �, sans pourtant jamais fairemention de la rise qu'elle va délenher.Deux réentes études permettent partiellement de rémédier à e manque. Dans lapremière16, P. Crépel proède à la datation d'une lettre de Borda à Condoret en éta-blissant une hronologie �ne des évènements entourant sa rédation. Il montre, e fai-sant, que la dite lettre remonte en fait au mois de février 1771, qu'elle ontient unrésumé des points d'une polémique sienti�que onséutive à la publiation du � Mé-moire sur l'éoulement �, que ette polémique implique diretement Borda d'un �té etD'Alembert, Condoret et Bossut de l'autre, e dernier venant alors de faire paraîtreson Traité élementaire d'hydrodynamique, un ouvrage en deux tomes dédiés, pour l'un,à l'étude théorique et, pour l'autre, à l'étude expérimentale des éoulements. La seondeétude, due à A. Coste et M. Massot17, onsiste en la mise en perspetive historique etsienti�que des derniers érits de D'Alembert en hydrodynamique. A la lumière de laorrespondane de D'Alembert ave Lagrange, les deux auteurs montrent que la seondeédition de son Traité des �uides, publiée en 1770, renferme une première réponse du sa-vant aux attaques de Borda, que le Mémoire 51 � IV des Opusules t. VI (1773) ontientune nouvelle méthode de mise en équation des éoulements selon une seule dimensiond'espae devant être onsidérée omme un seond élément de réponse, et que e mêmemémoire, d'une petite dizaine de pages, onstitue une version préliminaire d'un travail14 R. Hahn, � L'Hydrodynamique au XVIIIe sièle - Aspets sienti�ques et soiologiques �, Atesde la Conférene donnée au Palais de la Déouverte, Paris, le 7 novembre 1964.15 R. Dugas, Histoire de la méanique, 1950, p. 292-295 ; H. Rouse et S. Ine, History of hydraulis,1963, p. 125-126 ; J. S. Calero, La genesis de la meania de �uidos, 1996, p. 481-489.16 P. Crépel, � Une urieuse lettre de Borda à Condoret et un non moins urieux artile du Journalenylopédique �, Histoire et mémoire de l'Aadémie des sienes. Guide de reherhes, E. Brian etC. Demeulenaere-Douyère (dir.), Paris, Te & So, 1996, p. 325-337.17 A. Coste, M. Massot, � La notion de �uide hez D'Alembert à la lumière des Opusules mathéma-tiques et la orrespondane �, Sienes, musiques, Lumières : Mélanges o�erts à Anne-Marie Chouillet,Centre international d'études du XVIIIe sièle, 2002, p. 83-91.



28 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783beauoup plus important, le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780), très largemententré sur la réfutation des di�érents aspets de la théorie du � Mémoire sur l'éoule-ment �. Ces deux études orrespondent au point de départ de notre sujet de reherhe.Elles nous ont permis de dé�nir notre orpus, la seonde édition du Traité des �uides, leMémoire 51 � IV et le Mémoire 57 de D'Alembert, son adre d'étude historique diret,la rise de l'hydrodynamique des années 1770, et son ontexte sienti�que immédiat, lapolémique ave Borda.Cette polémique onstitue, de e fait, une première lé pour aborder es trois textes.Mais dégager les di�érents éléments de réponses a�n de les omparer aux multiples fa-ettes du � Mémoire sur l'éoulement � n'est ependant pas hose faile. La raison enest simple : D'Alembert ne mentionne jamais Borda de façon expliite. Notre premiertravail a don onsisté dans le déhi�rage des nombreuses allusions et sous-entendusdu savant. Nous nous sommes fréquemment appuyés, pour e faire, sur le résumé despoints de la polémique ontenu dans la lettre de Borda à Condoret de février 1771,ainsi que sur la orrespondane entre D'Alembert et Lagrange. Le résultat montre queles trois textes possèdent une ertaine artiulation de e point de vue. La seonde édi-tion du Traité des �uides ontient ainsi les premiers éléments de réponse du savant �sous forme d'additions au ontenu de la première édition de l'ouvrage �, mais aussi denouvelles pistes de reherhe et la présentation d'une stratégie de riposte plus vaste auxidées avanées par Borda. L'un de es axes de riposte est développé dans le Mémoire 51� IV ; il onsiste à supposer que la forme des tuyaux urvilignes dé�nis par Borda puissevarier au ours du temps. Le reste de sa stratégie de réponse forme une large part duMémoire 57. Comme tout texte des Opusules, e dernier s'avère ependant di�iled'aès. Le heminement des travaux n'y est jamais expliité, ni même annoné, le styleest déousu, les notations sont instables, les aluls souvent erronés, abandonnés sansun mot pour de nouveaux sujets de ré�exion : sur un texte de deux ent vingt pagesenviron, pourtant divisé en treize paragraphes, la di�ulté tourne parfois au auhemar.Le déhi�rage des allusions nous a toutefois permis de dépasser et obstale. C'est pourainsi dire grâe à lui que nous sommes parvenus à dégager la struture du texte.D'un point de vue sienti�que, le Mémoire 57 ne se foalise néanmoins pas unique-ment sur les aspets théoriques abordés dans le � Mémoire sur l'éoulement �. D'Alem-bert onsare une partie de l'ouvrage à la ontinuation des reherhes analytiques enta-mées dans l'Essai sur la résistane des �uides, puis développées dans le Mémoire 4 desOpusules t. I (1761), ainsi que dans les Mémoires 31, 32 � II et 33 des Opusules t. V(1768). Il revient aussi sur le élèbre paradoxe, aujourd'hui onnu sous le nom de Para-doxe de D'Alembert, et dont il donnait l'énoné dans le Mémoire 34 � I des Opusulest. V.D'une manière générale, qu'ils soient ou non liés ave sa polémique ave Borda, l'en-semble des sujets traités dans ses préédentes reherhes sont ii de nouveau abordés.Ils le sont, qui plus est, dans un état d'esprit un peu di�érent. Visiblement poussé dans



INTRODUCTION 29ses derniers retranhements, D'Alembert est onduit à de nouvelles ré�exions qui neontiennent pas de déouvertes notables, mais témoignent d'un réel approfondissementde sa part sur des sujets aussi fondamentaux que la rédibilité de l'hypothèse du paral-lélisme des tranhes, la bonne façon de parvenir à une représentation théorique �dèle,et onforme à l'expériene, des trajetoires réelles d'un �uide s'éoulant dans un vase.D'Alembert y expliite également des onepts dont la leture de ses travaux préédentso�re souvent une vision inomplète : nous pensons aux notions de � ténaité et d'adhé-rene des partiules �uide �, de � premiers instants de l'éoulement �, au statut de la loileibnizienne de ontinuité, ou à sa dé�nition de la pression d'un �uide en mouvement.Le Mémoire 57 peut, pour es di�érentes raisons, être onsidéré omme le quatrièmeet dernier traité de D'Alembert en hydrodynamique. Il orrespond, ave les additionsde la seonde édition du Traité des �uides et le Mémoire 51 � IV, à une quatrième phasede ses travaux en la matière, faisant suite à sa ontribution à l'approhe du parallélismedes tranhes dans la première édition Traité des �uides, à l'approhe analytique dansl'Essai sur la résistane des �uides, à la tentative de résolution des EDP obtenues danse dernier ouvrage dans les t. I et V des Opusules. C'est une phase in�uenée par sondi�érend ave Borda, et don partiulièrement représentative de l'état et des di�ultésinhérentes au développement de l'hydrodynamique à ette époque, une phase de réex-ploration de ses érits antérieurs visant à en défendre le bien-fondé théorique et, dansune moindre mesure, la ompatibilité ave l'expériene.Il s'agit, pour �nir, d'une terre quasimment vierge de toute étude. Mis à part l'artiled'A. Coste et M. Massot préédemment signalé, le Mémoire 51 � IV et le Mémoire 57n'ont jamais été examinés par l'historiographie et ne sont mentionnés que par C. Trues-dell qui se ontente ependant, dans la seonde partie de sa élèbre introdution aux÷uvres d'Euler en hydrodynamique18, d'en évoquer l'existene. Parmi l'ensemble desétudes parues à e jour dans e domaine, qu'il s'agisse des travaux de M. Rühlmann,de R. Dugas, de H. Rouse et S. Ine, d'I. Szabò19, ou des plus réentes ontributions deJ.S. Calero et O. Darrigol20, C. Truesdell est par ailleurs le seul à avoir abordé � enplus de quelques uns des aspets de la orrespondane entre D'Alembert et Lagrangedédiée à l'hydrodynamique � ertains des textes de la troisième phase de son ÷uvre :le Mémoire 4 des Opusules t. I de façon partielle mais néanmoins détaillée, et les Mé-moires 31, 32, 33 et 34 des Opusules t. V de manière beauoup plus launaire.Cet état de fait s'explique d'abord par le manque de larté et le style déousu desdivers mémoires omposant les huit tomes d'Opusules publiés entre 1761 et 1780. Il18 C. Truesdell, � Editor's Introdution �, Opera Omnia, série II, vol. 13, Zürih, 1955, p. IX-CXVIII.19 M. Rühlmann, Hydromehanik oder die tehnishe Mehanik �üssiger Körper, Hannover, Hahn,1880 ; R. Dugas, Histoire de la méanique, Neuhâtel, 1950 ; H. Rouse, S. Ine, History of hydraulis,New-York, 1963 ; I. Szabò, Geshihte der mehanishen Prinzipien und ihrer wihtigsten Anwendungen,Basel, Boston, Stuttgart, Birkhäuser, 1977.20 J.S. Calero, La genesis de la meania de �uidos, Madrid, UNED, 1996 ; O. Darrigol, A history ofhydrodynamis from the Bernoullis to Prandtl, Oxford University Press, 2005.



30 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783faut ensuite rappeler que es travaux suèdent au mémoire d'Euler de 1755, ontenantles équations du même nom, et préèdent la publiation de la Méanique analitique deLagrange (1788). Ces deux élèbres ouvrages ont probablement foalisé l'attention deshistoriens, les initant, par là-même, à faire l'impasse sur la période intermédiaire et larise que onnaît la disipline dans le ourant des années 1770. Cette laune de l'histo-riographie vient également, selon nous, de l'appréiation portée sur la première phasedes reherhes de D'Alembert. Le Traité des �uides est ainsi généralement onsidéréomme dénué de réelles nouveautés sienti�ques au regard des théories de Daniel, JeanBernoulli ou d'Euler : selon Truesdell, qui exprime là un avis partagé par I. Szabò21,la méthode de mise en équation des éoulements de D'Alembert n'apporte � auuneontribution et n'a pas d'in�uene permanente en méanique des �uides �22. L'ouvragen'a ependant été que partiellement étudié � C. Truesdell n'y onsare qu'une ving-taine de lignes ! �, les historiens se ontentant, pour la plupart, de donner un résuméde la méthode de mise en équation à partir de l'appliation du prinipe de D'Alembert,de faire voir omment le savant parvient, à partir de là, à démontrer le prinipe deonservation des fores vives fondant l'Hydrodynamique de D. Bernoulli, et de livrerquelques indiations sur la dé�nition du onept de pression dans l'ouvrage. Bien queles réents travaux de J. S. Calero et O. Darrigol en o�rent une synthèse plus détaillée,le Traité des �uides reste enore mal onnu : les liens entre ette première théorie deséoulements de D'Alembert et les traités de D. et J. Bernoulli n'ont par exemple, jamaisété étudiés. L'Essai sur la résistane des �uides a, quant à lui, béné�ié d'un examennettement plus approfondi, notamment par G. Grimberg23. L'idée onsistant à intro-duire le alul aux dérivées partielles en hydrodynamique, l'établissement, dit en termesmodernes, de l'équation de ontinuité et de l'équation aratérisant un éoulement planpotentiel, ainsi que le développement d'une méthode d'intégration des équations auxdérivées partielles (EDP) fondée sur la manipulation de fontions de la variable om-plexe, lui sont dûment attribués, et onsidérés, ave les apports de la Cause généraledes vents de 1747, omme ayant exeré une in�uene déterminante sur Euler.En somme, la partie tardive de l'÷uvre de D'Alembert en hydrodynamique restedon méonnue. La partie préédente, mieux étudiée, ne l'est que de façon imparfaite,l'Essai sur la résistane des �uides mis à part. Le premier intérêt du travail que nousproposons onsistera dès lors à ombler la laune de l'historiographie sur la quatrièmephase des érits du savant, et plus généralement, sur la rise des années 1770. Les nou-velles reherhes qu'elles ontiennent, onfrontées à elles de Borda dans son � Mémoiresur l'éoulement � permettront, de surroît, d'élairer quelques unes des nombreuseszones d'ombre de ses premiers ouvrages et d'aborder ses érits des t. I et V des Opus-21 I. Szabò, Geshihte der mehanishen Prinzipien, 1977, p. 237-243.22 C. Truesdell, � Editor's Introdution : Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1754, p. XXXVII.23 G. Grimberg, D'Alembert et les équations aux dérivées partielles en hydrodynamique, thèse deDotorat, Université Paris 7, 1998.



INTRODUCTION 31ules. Nous onstaterons ainsi que beauoup d'historiens n'ont souvent donné qu'unevision partielle, voire partiale, des textes qu'ils ont abordés et des onepts qu'ils y ontexaminés.Préisons, pour �nir, que e travail porte exlusivement sur la théorie du mouvementdes �uides. Le problème de la résistane des �uides n'y est pas évoqué, e qui exlut le� XIII du Mémoire 57, dédié au paradoxe dit de D'Alembert, de notre orpus d'étude.Dé�nition de la problématique etdesription de la démarhe de reherhe adoptéeNotre méthode de travail dans le adre de ette thèse a essentiellement onsistéen l'étude et la mise en perspetive du orpus par rapport à l'ensemble de l'÷uvre deD'Alembert en hydrodynamique, par rapport à la rise des années 1770 et par rapport àelles des grands artisans de la ontrution de la disipline au XVIIIe sièle et au débutdu XIXe sièle.Nous sommes généralement partis, pour e faire, d'un des points de polémique op-posant D'Alembert et Borda, nous avons analysé leurs arguments respetifs et tenté desaisir l'enjeu du débat. Nous avons alors proédé à un nouvel examen de la question dansles premiers érits de D'Alembert, dans les artiles orrespondants de l'Enylopédie etdans les travaux de ses ontemporains � essentiellement eux de Daniel Bernoulli, JeanBernoulli, Euler et Lagrange �, ette dernière étape nous permettant de pointer uneéventuelle évolution de sa pensée entre 1744 et 1780, un élément important, suseptibled'avoir éhappé aux historiens de la disipline, et motivant don un approfondissementou une réinterprétation de notre part.Notre premier travail de reherhe sur la seonde édition du Traité des �uides (1770),le Mémoire 51 � IV des Opusules t. VI (1773) et le Mémoire 57 des Opusules t. VIII(1780) a porté sur le prinipe de onservation des fores vives et sur la réfutation, parD'Alembert, de la théorie de pertes de fores vives proposée par Borda. Il avait étéentamé dans le adre de notre Mémoire de DEA. Nous y sommes ensuite longuementrevenus pendant la préparation de ette thèse. Nous nous sommes rapidement aperçus,e faisant, que e point de polémique entre les deux hommes renvoie à des di�érends, pas-sés sous silene par l'historiographie, entre D'Alembert et D. Bernoulli dans la premièreédition du Traité des �uides (1744) et l'Hydrodynamique (1738), et que es di�érendssont eux-mêmes diretement liés aux querelles méaniiennes de la �n du XVIIe et dela première moitié du XVIIIe sur les lois de la ommuniation du mouvement, sur lanature de la matière solide et sur la dé�nition du onept de fore. Cette étude nous apar ailleurs diretement onduit à l'examen de quelques-uns des prinipaux enjeux sous-jaents à la rise des années 1770. Compte tenu du fait que la dé�nition des prinipesfondant les théories des éoulements à ette époque � y ompris le prinipe de D'Alem-bert, préalablement énoné dans le Traité de dynamique (1743) � a été e�etuée dans



32 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783le adre de la méanique des orps solides, il s'agit en e�et, pour les savants, de préiserles onditions d'appliation de es prinipes dans le as d'un éoulement, 'est-à-dire deles adapter à l'étude d'une matière, le �uide, dotée d'un omportement et de propriétésfort di�érentes de elles aratérisant la matière solide. Borda propose ainsi la prise enompte et le alul d'une perte de fores vives alqués sur le problème du ho enoreorps durs ('est-à-dire parfaitement indéformables et sans restitution d'énergie, pouremployer les termes modernes). D'Alembert, quant à lui, réfute ette théorie au nom durespet de la loi leibnizienne de ontinuité, selon laquelle les mouvements, dans la na-ture, ne s'e�etuent que par degrés insensibles. Les deux savants opposent, en d'autrestermes, deux oneptions physiques d'un �uide en mouvement, et par onséquent, deuxfaçons de dé�nir les onditions d'appliation des prinipes sous-tendant leurs théories.Ils ont reours, pour e faire, à des arguments hérités du proessus de formalisation dela méanique des orps solides.Nous avons aussi, par le même biais, pu mettre en évidene une très probable, et nonmoins notable, in�uene de l'Hydraulique de J. Bernoulli sur la théorie des éoulementsde D'Alembert. Cette hypothèse, méritant d'être approfondie, nous a dès lors inité àréaliser une tradution française de l'édition originale de l'Hydraulique, en ollaborationave B. Bru. Nous avons e�etué le même travail, toujours ave B. Bru, sur un mé-moire latin d'Abraham Gotthelf Kaestner de 176924, mémoire signalé par D'Alembertlui-même dans le Mémoire 51 � IV et onsistant en une défense préise et détaillée dela théorie de J. Bernoulli ontre la dizaine de pages de remarques insérée par D'Alem-bert dans la première édition de son Traité des �uides. La mise en relation de es troissoures est venue on�rmer le bien-fondé de notre postulat de départ25.L'examen de la querelle sur la onservation des fores vives nous a par ailleursonduit à l'étude d'un autre sujet important : la dé�nition dalembertienne du oneptde pression d'un �uide inompressible en mouvement. Ce seond axe de reherhe nousa initialement été suggéré par l'absene de prise en ompte, par D'Alembert omme parBorda, du r�le loal joué par le onept de pression interne dans le as d'une onduitede setion variable et par les élairissements éventuels que la mise en avant de ette� laune � peut, a posteriori, apporter quant à la teneur de leurs disussions onernantl'éventuelle intégration d'une perte de fores vives dans ertains types de problèmes.Un examen de la dé�nition du onept dans le Traité des �uides et dans l'Essai surla résistane des �uides nous a d'abord montré, e que plusieurs historiens avaient parailleurs déjà souligné, que D'Alembert n'interprète pas expliitement la pression autre-ment que omme un e�ort surfaique s'exerçant sur les parois du vase ontre lequel le�uide s'éoule � nous parlerons alors de pression externe, a�n de la distinguer de la24 A. G. Kaestner, � Johan Bernoulli hydraulia ontra Dom. d'Alembert objetiones �, Novi om-mentarii Soietatis Regiae Sientiarum Gottingensis, t. I, Göttingen, 1769, p. 45-89.25 Cette étude est à l'origine d'un artile � La loi de ontinuité de Jean Bernoulli à D'Alembert �, àparaître dans le vol. XXVIII, fas. 2, de la revue italienne Bolletinno di storia delle sienze matematihe.



INTRODUCTION 33pression qui s'exere à l'intérieur du �uide, et que nous quali�erons don d'interne26.Sahant qu'en 1749, et a fortiori en 1755, Euler dé�nit et intégre quant à lui le oneptde pression interne par le biais d'une approhe reposant sur l'appliation de e que nousappellerions aujourd'hui la seonde loi de Newton, il onvenait dès lors d'expliquer lapersistane de l'absene de ette notion dans l'ensemble des reherhes de D'Alembertpostérieures à 1755.Cette question, C. Truesdell y répond, sans malheureusement étayer son propos, ena�rmant que le savant � tente d'éviter l'utilisation de la fore pour la dynamique d'unpoint matériel �27. O. Darrigol avane, quant à lui, l'idée plus préise selon laquelle l'ap-parente laune de la théorie de D'Alembert dans e domaine provient de � sa volontégénérale de se passer des fores internes de ontat dans sa dynamique �28, une volontéd'ailleurs en ohérene ave l'usage de son prinipe de dynamique � 'est-à-dire leprinipe dit de D'Alembert �, lequel permet justement de faire � e es fores. S'agit-iltoutefois d'une démarhe délibérée de D'Alembert, qui se débarrasserait don siem-ment de la notion de pression interne en appliquant son prinipe de dynamique à unvolume de �uide onsidéré omme un système de orps exerçant des ations réiproques,ou d'une méthode employée sans qu'il ait véritablement onsiene d'un onept dont ler�le à l'intérieur d'un éoulement éhappe, en quelque sorte, à son sens physique ? Nousonstaterons, grâe à un réexamen détaillé du problème dans le Traité de dynamique(1743) et le Traité des �uides (1744), à l'étude d'une question longuement abordéedans son ÷uvre et pourtant méonnue des historiens, le problème de la � séparation des�uides �, et grâe aux approfondissements donnés par le savant dans le Mémoire 57,que, de es deux options, la première l'emporte sur l'autre.Nous nous sommes par ailleurs rendu ompte que l'absene du onept de pres-sion interne dans la seonde édition du Traité des �uides avait été, à l'oasion d'unommentaire ritique de l'ouvrage datant de 180129, présentée � à tort � omme uneerreur par l'hydrodynamiien Gaspard Marie Rihe de Prony.Nous avons, de manière générale, appliqué la même méthode de travail pour l'en-semble des autres points de polémique entre D'Alembert et Borda. Il nous est ainsi26 Ce terme de pression interne renvoie au onept moderne de pression. Il est ouramment employépar C. Truesdell et O. Darrigol dans leurs études respetives sur l'histoire de l'hydrodynamique auXVIIIe sièle a�n d'opérer la distintion entre la dé�nition de la pression par D. Bernoulli ou D'Alem-bert, et elle d'Euler dans ses propres reherhes. Nous l'adoptons ii pour la même raison, en luiopposant le terme de pression externe.27 C. Truesdell, � Editor's Introdution : Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, Opera Omnia, sérieII, vol. 12, Zürih, 1954, p. XXXVII.28 O. Darrigol, Worlds of Flow : A history of hydrodynamis from the Bernoullis to Prandtl, OxfordUniversity Press, 2005, p. 15.29 G. Prony, � Reherhes sur le mouvement d'un �uide inompressible et pesant, qui s'éoule d'unvase, par un ori�e horisontal ; ave quelques observations sur la solution que D'Alembert a donnée dee problême, dans son Traité des Fluides �, Rapports et travaux de l'Institut de Frane pour l'année1803, t. 18, pièe n◦ 47, Paris, 1801. Cet érit est onsultable en annexe.



34 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783apparu que leurs sujets de disorde portent essentiellement sur deux autres questions :les limites de validité de l'hypothèse du parallélisme des tranhes et la déterminationthéorique de la vitesse d'un �uide s'éhappant d'un vase ylindrique peré d'un ori�een son fond.La première joue un r�le entral dans le adre de la rise de l'hydrodynamique desannées 1770 : il s'agit d'évaluer la rédibilité de l'hypothèse du parallélisme et de la faireévoluer. Borda propose, en e sens, une nouvelle approximation permettant, omme lapréédente, de traiter un éoulement selon une seule dimension spatiale, et onsistant àsupposer que le mouvement du �uide s'opère à l'intérieur de tuyaux urvilignes in�ni-ments étroits. Cette représentation théorique, revenant à dé�nir des tubes de ourantstationnaires, est onsidérée par ertains historiens30 omme l'une des grandes déou-vertes du � Mémoire sur l'éoulement �. Nous nous sommes néanmoins aperçus, suite àune revendiation de priorité de D'Alembert dans l'appendie omplétant le Mémoire 51� IV, que de tels tuyaux urvilignes apparaissent déjà dans le Mémoire 4 des Opusulest. I (1761). Leur dé�nition s'insrit, de surroît, dans le adre de l'approhe analytique.La tentative de résolution des EDP de l'Essai sur la résistane des �uides dans etérit onduit en fait le savant à une expression générale des �lets de �uide faisant inter-venir une fontion de deux variables à déterminer. La détermination de ette fontiononstitue ependant un problème mathématique inextriable pour D'Alembert, qui l'in-itera à développer deux angles d'approhe dans ses futures reherhes : une tentative derésolution générale visant à parvenir à une solution analytique, 'est-à-dire formée d'uneombinaison de fontions usuelles, et la reherhe d'une voie intermédiaire, revenant àse restreindre à une étude unidimensionnelle de l'éoulement à l'intérieur de anauxurvilignes dé�nis par des paires suessives de �lets de �uide in�niment prohes. Lepremier de es angles d'approhe forme l'essentiel de ses travaux dans les Mémoires 31et 33 des Opusules t. V, ainsi que la partie du Mémoire 57 dédiée à la ontinuationde ses reherhes dans le adre d'une approhe analytique des éoulements. Le seondmet en lumière le Mémoire 4 omme un texte de transition dans l'÷uvre de D'Alemberten hydrodynamique, à partir duquel le géomètre tente de faire progresser l'approheunidimensionnelle en s'appuyant sur les outils mathématiques et les résultats obtenusdans le adre de l'approhe analytique : la dé�nition de tuyaux urvilignes dont la �gurevarie en fontion du temps dans le Mémoire 51 � IV et le Mémoire 57 onstitue donnon seulement une réponse à l'approximation proposée par Borda, mais également unprolongement de l'approhe intermédiaire initiée en 1761.Ce onstat nous a d'abord poussé à travailler sur l'édition ritique et ommentéedu Mémoire 4 en vue de la publiation du volume III/1 des ×uvres omplètes. Il nousa, d'autre part, engagé à dé�nir deux axes de reherhe pour aborder la question del'hypothèse des tuyaux urvilignes dans le Mémoire 51 � IV et le Mémoire 57.Le premier relève de l'histoire des mathématiques, et plus préisément enore, de30 Voir notamment H. Rouse, S. Ine, History of hydraulis, 1963, p. 125.



INTRODUCTION 35l'histoire de la théorie des EDP au XVIIIe sièle. A�n d'être en mesure de omprendreles travaux de D'Alembert dans le t. VIII des Opusules, il nous a e�etivement sem-blé néessaire de proéder à l'étude du ontexte mathématique ayant onduit à leurémergene, à savoir la démarhe de résolution adoptée par le savant fae à un problèmephysio-mathématique faisant intervenir des EDP.D'Alembert est aujourd'hui reonnu omme le fondateur de la théorie des EDP,ainsi que le prouvent les études de S. Engelsman, S. Demidov, J. Lützen et C. Hou-zel31, portant sur la première phase de ses ontributions dans e domaine, 'est-à-direla période 1743-1760. La résolution des EDP obtenues dans les huit tomes d'Opusulesavait ependant enore été peu examinée. Nous avons dès lors déidé de travailler, aveG. Jouve32, sur un examen le plus large possible du sujet, en proédant à une étuderoisée de la démarhe de résolution de D'Alembert pour le problème de l'éoulementdes �uides et la question des ordes vibrantes dans la période 1761-1783. Nous avonspréalablement établi un inventaire exhaustif des EDP dans l'ensemble de son ÷uvresienti�que. Nous nous sommes ensuite attahés à aratériser ette démarhe, ainsique la notion de solution qui en déoule, e qui passe notamment par un omparatifentre les notions de onditions aux limites, d'existene et d'uniité de la solution tellesque les mathématiiens du XIXe et XXe sièles les envisagent dans e type de problème,et leurs possibles équivalents dans l'÷uvre de D'Alembert. Nous avons en�n reonsi-déré sa position et l'évolution de sa pensée dans la polémique l'opposant à Euler sur laquestion des fontions arbitraires, une question dont nous avons notamment observé desrésurgenes dans le Mémoire 57. Cette étude est à l'origine d'un artile, intitulé � Larésolution des équations aux dérivées partielles dans les Opusules mathématiques deD'Alembert (1761-1783) �33. Elle nous aura, dans le même temps, permis d'examinerla troisième phase de l'÷uvre de D'Alembert en hydrodynamique et de préiser sonartiulation ave le Mémoire 57.Notre seond axe de reherhe sur l'évolution de l'approhe unidimensionnelle dansle adre de la rise des années 1770 a, quant à lui, essentiellement onsisté en uneomparaison physique des trois hypothèses, elle du parallélisme, elle des tuyaux ur-31 S. Engelsman, � D'Alembert et les équations aux dérivées partielles �, Dix-huitième sièle, n◦ 16,1984, p. 27-37 ; S. Demidov, � Création et développement de la théorie des équations di�érentielles auxdérivées partielles dans les travaux de J. d'Alembert �, Revue d'Histoire des Sienes, n◦ XXXV/1,1982, p. 3-42 ; S. Demidov, � D'Alembert et la naissane de la théorie des équations di�érentielles auxdérivées partielles �, Jean d'Alembert, savant et philosophe : Portrait à plusieurs voix, Paris, 1989,p. 333-350 ; J. Lützen, � Partial di�erential equations �, Companion Enylopedia of the History andPhilosophy of the Mathematial Sienes, éd. par I. Grattan-Guiness, London, Routledge, 1994, p. 452-469 ; C. Houzel, � Les équations aux dérivées partielles : 1740-1780 �, Analyse et dynamique, étude surl'÷uvre de d'Alembert, Presses de l'Université de Laval, 2003, p. 237-258.32 G. Jouve, Imprévus et pièges des ordes vibrantes hez D'Alembert (1755-1783) � Doutes et erti-tudes sur les équations aux dérivées partielles, les séries et les fontions, Thèse de Dotorat, UniversitéLyon 1, 2007.33 Cet artile devrait paraître dans la revue d'Histoire des mathématiques.



36 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783vilignes � stationnaires � et elle des tuyaux urvilignes de �gure variable. Nous enavons étudié les diverses faettes, en partiulier les rapports qu'elles entretiennent avela variable temporelle, en tentant de montrer omment D'Alembert et Borda espérentpouvoir assurer, grâe à elles, une meilleure ompatibilité entre la théorie et les résultatsexpérimentaux dont ils disposent.Cet e�ort de oniliation entre la théorie et l'expériene passe notamment, hez lesdeux savants, par l'étude du mouvement d'un �uide dans un vase ylindrique peréd'un ori�e en son fond. C'est un problème pour lequel ils disposent d'un résultat ex-périmental � de référene � relatif à la vitesse de sortie du �uide, et qui leur permetdon de tester l'e�aité des trois hypothèses. Ces dernières les onduisent ependant àdes résultats ontraditoires, et, par là-même, à d'intenses disussions sur le sujet dansle � Mémoire sur l'éoulement � et le Mémoire 57. Confronté à e qui ressemble fortà une nouvelle impasse théorique, D'Alembert propose deux sauf-onduits. Le premieronsiste à étudier le problème aux � premiers instants � de l'éoulement, e que nous ap-pellerions aujourd'hui la phase transitoire du mouvement. Le seond, déjà formulé dansla première édition du Traité des �uides, s'inspire à nouveau de l'Hydraulique de J. Ber-noulli. Il onsiste en la dé�nition d'une nouvelle hypothèse, intermédiaire, revenant àappliquer le parallélisme des tranhes à l'intérieur d'un vase débarrassé des portions de�uide stagnantes apparaissant dans le fond du vase du fait de la ourbure prise par lestrajetoires du �uide a�n de gagner l'ori�e.Ce problème du mouvement d'un �uide dans un vase ylindrique peré d'un ori�een son fond orrespond à notre quatrième et dernier axe de reherhe. Il nous a permisde préiser ertains onepts datant de la première phase de l'÷uvre de D'Alemberten hydrodynamique : la notion de � ténaité et d'adhérene des partiules de �uide �,apparemment oubliée par l'historiographie, nous a par exemple inité à proéder à un(prudent) omparatif ave le onept moderne de visosité. Il nous a onduit à exami-ner les ontributions de Borda et de D'Alembert pour e qui onerne la question de ladétermination du rapport de ontration de la veine, un rapport indispensable à la pré-dition théorique du débit d'éoulement du �uide au sortir d'un vase peré d'un ori�e.Nous nous sommes en�n aperçus que les expérienes rapportées par Bossut dans sonTraité élémentaire d'hydrodynamique forment le support expérimental de D'Alembertdans le Mémoire 57.Les onditions d'appliation du prinipe de onservation des fores vives et du prin-ipe de la dynamique au mouvement d'un �uide, le statut de la loi leibnizienne deontinuité dans sa théorie des éoulements, la dé�nition du onept de pression, laontinuation de ses reherhes analytiques, les outils mathématiques appliqués dans eadre, leurs impliations sur ses reherhes dans le adre de l'approhe unidimension-nelle, ses di�érentes façons de représenter l'éoulement dans un vase, la notion de phasetransitoire de l'éoulement, elle d'adhérene et de ténaité des partiules de �uide, ler�le de l'expériene dans ses travaux tardifs : es di�érents aspets ont don tous été



INTRODUCTION 37étudiés dans le travail que nous proposons. Ils onstituent un panorama des enjeuxthéoriques de la rise de l'hydrodynamique des années 1770 onernant le problème deséoulements dans les vases et les anaux. Ils nous ont onduit à une réexploration etune réinterpétation des premiers travaux de D'Alembert en la matière, à une mise enperspetive de sa théorie vis-à-vis des ontributions des autres grands artisans de ladisipline au XVIIIe sièle, notamment D. Bernoulli, J. Bernoulli, Euler et Lagrange.Nous serons don �nalement en mesure de répondre à la problématique suivante :En quoi la quatrième et dernière phase des reherhes de D'Alembert en hy-drodynamique permet-elle de préiser, de situer et de redessiner la arte desprinipes et onepts fondamentaux de sa théorie des éoulements inom-pressibles, tant du point physique que mathématique ?Les axes de reherhes préédemment délinés seront examinés dans l'ordre suivant :la démarhe mathématique sous-tendant la dé�nition des tuyaux urvilignes in�nimentétroits, l'étude physique des origines et du statut de l'hypothèse orrespondante, leproblème de l'éoulement d'un �uide dans un vase ylindrique peré d'un ori�e en sonfond, le prinipe de onservation des fores vives et le statut de la loi leibnizienne deontinuité, et le onept de pression. Ces inq hapitres seront par ailleurs préédéspar trois parties préliminaires. La première onsistera en une présentation historiquedétaillée de la rise de l'hydrodynamique des années 1770 et des prinipales étapes dudéveloppement antérieur de la disipline. Nous donnerons, dans la seonde, un desriptifdes prinipes et onepts fondateurs des deux premiers traités de D'Alembert, le Traitédes �uides (1744) et l'Essai sur la résistane des �uides (1752). La troisième renfermeraun résumé préis du � Mémoire sur l'éoulement � de Borda ainsi qu'un tableau de miseen relation de l'érit ave la seonde édition du Traité des �uides (1770), le Mémoire 51� IV des Opusules t. VI (1773) et le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780).Nous livrerons en onlusion une synthèse de notre travail, elle-même suivie par unépilogue dans lequel nous évoquerons la question de la pérénnité des travaux du savantet de leur réeption par les hydrodynamiiens de la �n du XVIIIe et de la premièremoitié du XIXe sièle.





Chapitre I. DE L'HYDRODYNAMIQUE DE D. BERNOULLI ÀLA CRISE DE L'HYDRODYNAMIQUE DES ANNÉES1770 : PRÉSENTATION HISTORIQUE
1. L'approhe du parallélisme des tranhesL'Hydrodynamique de Daniel Bernoulli (1738)C'est à la publiation de l'Hydrodynamique de Daniel Bernoulli, en 173834, qu'il nousfaut remonter pour parvenir à situer le ontenu des reherhes menées par D'Alembertdans la seonde édition du Traité des �uides (1770), le Mémoire 51 � IV des Opusulest. VI (1773) et le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780).Ave la parution de et ouvrage, la disipline visant à l'étude du mouvement des�uides, aniennement appelée � hydraulique �, aquiert le statut de siene et prend lenom d'� hydrodynamique �. D. Bernoulli y propose une première théorie générale deséoulements fondée sur un prinipe méanique, le prinipe de onservation des foresvives, et sur une approximation, l'hypothèse du parallélisme des tranhes. Cette hypo-thèse onsiste à diviser un �uide s'éoulant dans un vase en tranhes parallèles supposéesanimées par des vitesses homogènes, dirigées dans le sens de l'éoulement, et inverse-ment proportionnelles à leurs setions respetives � ette dernière propriété assurantla onservation du débit dans le vase ompte tenu du aratère inompressible du �uideétudié. Elle permet de ramener l'étude du mouvement à une seule dimension d'espae, lahauteur du �uide, et, par là-même, de parvenir à des équations di�érentielles ordinairesque les tehniques de alul de l'époque permettent de résoudre. Il sera don possible,dans e adre, de omparer les valeurs théoriques tirées des équations aux nombreuxrésultats expérimentaux rapportés par D. Bernoulli à la �n de haune des treize se-tions de l'ouvrage35. En ayant reours à ette hypothèse, e dernier dé�nit ainsi unepremière approhe pour l'étude du mouvement des �uides dans les vases et les anaux :l'approhe du parallélisme des tranhes, 'est ainsi que nous l'appellerons par la suite.34 D. Bernoulli, Hydrodynamia, sive De Viribus et Motibus Fluidorum Commentarii, Strasbourg,1738. Pour plus de détails sur l'ouvrage, voir G. K. Mikhaïlov, � Introdution to Daniel Bernoulli'sHydrodynamia �, Die Werke von Daniel Bernoulli, Hydrodynamique II, vol. V, Birkhäuser Verlag,Bâle, 2002 ; C. Truesdell, � Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1954, p. XXIII-XXXI; J. S. Calero,La genesis de la meania de �uidos, 1996, p. 411-447 ; O. Darrigol, Worlds of �ow : A history ofhydrodynamis from the Bernoullis to Prandtl, Oxford University Press, 2005, p. 4-9.35 Ces expérienes, D. Bernoulli les a réalisées ave Euler entre 1730 et 1733 durant leur séjourommun à Petersbourg.



40 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783La mise en équation proprement dite repose sur le prinipe de onservation des foresvives. Ce prinipe, D. Bernoulli l'emprunte à Huygens, qui en donne le premier énonédans la quatrième partie, onsarée à la reherhe du entre d'osillation d'un penduleomposé, de son Horologium osillatorium (1673)36. Confronté, dans e problème, àl'examen de fores exerées par un trop grand nombre de orps pour espérer en venirà bout, Huygens ontourna la di�ulté en s'inspirant de la déouverte de Galilée selonlaquelle un orps perdant de l'altitude aquiert une vitesse équivalente à la hauteur dehute parourue. Cei lui permit de formuler le prinipe assurant � que lorsqu'un nombrequelonque de poids ommenent à se mouvoir par leur propre gravité, leur entre degravité ommun ne peut s'élever à une hauteur supérieure à elle où il se trouvait audébut du mouvement �37.D. Bernoulli, e faisant, passe néanmoins tout un pan d'histoire sous silene, unehistoire marquée, à la �n du XVIIe et dans la première moitié du XVIIIe sièle, parune intense et durable querelle, dite � des fores vives �, portant à la fois sur la rédi-bilité même du prinipe, onsidéré par beauoup omme métaphysique et indiret, surla dé�nition du onept de fore, sur l'établissement des lois du ho des orps et surles propriétés onstitutives de la matière solide. En adoptant la formulation de Huygensplut�t que elle donnée par son père, Jean Bernoulli, dans son élèbre Disours sur lesloix de la ommuniation du mouvement (1727), il avoue d'ailleurs lui-même avoir her-hé à ménager � ertains Philosophes, qui ont tendane à devenir nerveux lorsqu'il estfait mention du terme de fore vive �38. Considérant un éoulement dans un vase sou-mis à la seule aélération de la pesanteur, le prinipe de onservation des fores vives,tel qu'il se trouve appliqué dans l'Hydrodynamique, onsiste ainsi à égaler la � montéepotentielle � (asensus potentialis), 'est-à-dire39� la hauteur à laquelle le entre de gravité du système parviendrait si l'on onsi-dère que les di�érentes partiules, lorsque leur mouvement est hangé en vitesseasensionnelle, montent aussi haut qu'elles le peuvent �et la � desente atuelle � (desensus atualis), 'est-à-dire40� la hauteur dont le entre de gravité sera desendu après que les di�érentes par-tiules aient trouvé le repos �.La montée potentielle et la desente atuelle orrespondraient respetivement, en termesmodernes, à l'énergie inétique Ec et l'opposé de l'énergie potentielle −Ep de la masse36 C. Huygens, Horologium osillatorium, sive de motu pendulorum ad horologia aptato demonstra-tiones geometriae, Paris, 1673, Partie IV.37 C. Huygens, Ibid. note 36, Partie IV, Hypothèse I, p. 93. La tradution française itée est elledonnée par R. Dugas dans son Histoire de la Méanique, Neuhatel, Editions du Gri�on, 1950, p. 178.38 D. Bernoulli, Hydrodynamique, Set. I, � 18, p. 10. La tradution française donnée i-dessus est denotre fait : il en sera de même des autres passages de l'ouvrage ités dans ette thèse.39 D. Bernoulli, Hydrodynamique, Set. III, � 1, p. 29.40 D. Bernoulli, Hydrodynamique, Set. III, � 1, p. 29.



CHAPITRE I : PRÉSENTATION HISTORIQUE 41totale de �uide présente dans le vase à haque instant de l'éoulement, toutes deuxexprimées par unité de masse. Leur égalité renvoie don à e que nous appellerions au-jourd'hui la onservation de l'énergie méanique, somme de l'énergie inétique Ec et del'énergie potentielle Ep.Dans la setion XII de l'Hydrodynamique, le savant établit également, omme l'onsait, la première formulation de la élèbre équation portant aujourd'hui le nom de loide Bernoulli. Le résultat apparaît néanmoins sous une forme très di�érente de la n�tre.Si, en a�rmant que la pression doit être � proportionnelle à l'aélération ou à l'in-rément de vitesse que reevrait l'eau si tout obstale au mouvement s'évanouissait enun instant �41, D. Bernoulli établit en e�et pour la première fois un lien diret entrela pression et la vitesse du �uide � dans le adre d'une théorie appelée � hydraulio-statique � (hydraulio-stattia) �, il n'interprète pas ladite pression autrement qu'enterme d'e�ort exeré par le �uide sur les parois du vase ontre lesquelles il s'éoule.Le résultat, qui ne fait par intervenir la notion de pression interne, ne reste don va-lable que globalement42 et se trouve antonné à des as très partiuliers d'éoulementsstationnaires. L'Hydraulique de Jean Bernoulli (1743)Quelques années plus tard, J. Bernoulli, père de Daniel, donne également sa proprethéorie. Il publie son Hydraulique43 dans le ourant de l'année 1743, en l'antidatantde dix ans a�n de ontester à son �ls la priorité des reherhes de l'Hydrodynamique.L'ouvrage, divisé en deux parties, présente un ertain nombre de similitudes ave lasetion XII du traité de D. Bernoulli, notamment pour e qui onerne la dé�nition duonept de pression, e qui, omme le souligne C. Truesdell, pousse à roire que � lepère a plagié le �ls �44.Plagiat ou pas, l'Hydraulique ontient de réelles avanées. Du point de vue de laméthode de mise en équation tout d'abord, si J. Bernoulli adopte la même approheque Daniel pour e qui onerne l'hypothèse du parallélisme, il lui reprohe ependantde s'être � appuyé sur un fondement indiret, la onservation des fores vives, sansdoute très vraisemblable et démontrée par moi, mais qui n'est pas aeptée par tous les41 D. Bernoulli, Hydrodynamique, Set. XII, � 5, p. 257-258.42 Préisons néanmoins que la méthode de mise en équation d'un éoulement de D. Bernoulli, fondéesur le prinipe de onservation des fores vives, témoigne d'une approhe globale de l'éoulement,laquelle ne néessite pas la prise en ompte des pressions (internes) s'exerçant à l'intérieur du �uide.43 J. Bernoulli, � Hydraulia nun primum deteta a demonstrata direte ex fundamentia puremehaniis. Anno 1732 �, Johannis Bernoulli Opera Omnia, vol. 4, 1743, p. 387-493.44 C. Truesdell, � Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1954, p. XXXII. Pour plus de détails surl'ouvrage, voir C. Truesdell, � Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1954, p. XXXI-XXXVII, G. Mal-tese, La storia di "F = ma". La seonda legge del moto nel XVIII seolo, Firenze, 1992, p. 166-179, etO. Darrigol, Words of Flow, 2005, p. 9-11.



42 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783philosophes �45. Il emploie don un autre prinipe, e que nous appellerions la seondeloi de Newton, qu'il applique au mouvement de haque tranhe in�nitésimale de �uide.C'est là une démarhe fort di�érente de elle, globale, de son �ls, qui inspirera dire-tement la future théorie des éoulements d'Euler. J. Bernoulli a, outre ela, reours auprinipe de l'hydrostatique aujourd'hui onnu sous le nom de théorème de Pasal, edernier lui permettant de � translater � l'expression de l'ensemble des fores s'exerçantau sein du �uide au niveau de la surfae supérieure de l'éoulement. Sa méthode reposeen�n sur le onstat d'un phénomène � négligé et onsidéré jusqu'alors omme de nulleimportane �, la � formation d'une gorge �, 'est-à-dire d'une variation de la setionréelle de l'éoulement onséutive à l'apparition d'une zone de �uide tourbillonnaire oustagnante, dans tous les as où � le �uide passe d'un endroit plus large à un plus étroit,ou au ontraire d'un plus étroit vers un plus large �46.Pour e qui est de la pression, J. Bernoulli met le doigt sur le statut interne de ettenotion en faisant, omme en témoigne le passage suivant, expliitement la distintionentre une � fore immatérielle [qui℄ agit en avant et en arrière �47 au sein de l'éoulementet la pression externe à laquelle se borne son �ls dans l'Hydrodynamique, 'est-à-dire lafore s'exerçant sur les parois de la onduite48 :� Pour omprendre justement et lairement, en quoi onsiste ette fore qui s'exeresur les parois d'un anal lorsqu'un liquide s'y éoule, nous devons savoir que ettefore n'est rien d'autre que elle qui tire son origine de la fore de ompression, parlaquelle les parties du �uide restent véritablement suessivement ontiguës ; [. . . ℄à leur ontat [. . . ℄, par ation et réation, est produite une fore intermédiaire, quej'ai outume d'appeler immatérielle [. . . ℄. Le propre de ette fore est de repousserla partie du liquide qui préède vers l'avant, ou à l'opposé d'où elle va, et de pousserla suivante vers l'arrière, 'est-à-dire à l'opposé d'où elle vient ; et de faire en sorteque la partie du liquide suivante, mue par des fores de translation, et la partie deliquide préédente, à laquelle elle doit imprimer une sorte d'aélération, assurenten leur ontat l'égalité des fores aélératries �.Quoiqu'il se restreigne, dans sa théorie, au alul de la pression s'appliquant surles parois du anal, il parvient ependant à établir son expression dans le as nonstationnaire, un progrès vis-à-vis de l'Hydrodynamique qui ne manquera pas d'attirerl'attention d'Euler, ainsi qu'en atteste sa lettre à J. Bernoulli du 18 otobre 1740,partiellement imprimée en en-tête de l'ouvrage49 :45 J. Bernoulli, Hydraulique, 1743, préfae, p. 392. La tradution française de e passage et elle desautres extraits de l'Hydraulique ités dans ette thèse sont issues de la tradution intégrale de l'éditionlatine d'origine que nous avons réalisée en ollaboration ave B. Bru en 2006 et 2007.46 J. Bernoulli, Hydraulique, 1743, préfae, p. 392-393.47 J. Bernoulli, Hydraulique, 1743, Partie II, � X, p. 443.48 J. Bernoulli, Hydraulique, 1743, Partie II, � IX, p. 442.49 J. Bernoulli, Hydraulique, 1743, p. 389.



CHAPITRE I : PRÉSENTATION HISTORIQUE 43� Quant à la question très obsure et très ahée de la pression que les parois desvases subissent du fait des eaux qui s'y éoulent, tu l'as démêlée si distintementet si nettement, qu'il ne reste plus rien à désirer sur e point si déliat. En e�etpersonne n'a abordé ette question, exepté Ton très élèbre Fils, qui n'a dé�nila pression que de façon assez indirete, omme si la totalité du mouvement avaitatteint son état permanent. Alors que Toi, par une méthode très naturelle, Tu asdéterminé de façon très préise la pression de l'eau en tout état, invention trèsdigne de Toi dont je Te féliite de tout oeur, Homme très exellent, et je Te saisin�niment gré de me l'avoir ommuniquée �.L'Hydraulique, omme nous aurons l'oasion de le démontrer, exere également unegrande in�uene sur D'Alembert, dont la première théorie des éoulements paraît en1744 sous le titre Traité de l'Equilibre et du Mouvement des Fluides, pour servir de suiteau Traité de Dynamique.Le Traité des �uides de D'Alembert (1744)Le Traité des �uides s'insrit dans la droite lignée de es deux premiers ouvrages,en e qu'il repose sur la même approximation, le parallélisme des tranhes.Du point de vue des prinipes employés, son approhe se démarque toutefois de ellede ses deux illustres prédéesseurs. L'année préédente, le savant publiait en e�et sonTraité de Dynamique, dont l'art. 50 ontient le premier énoné du élèbre prinipe, dit deD'Alembert, permettant de ramener la mise en équation d'un problème de dynamiqueà elle d'un problème auxiliaire de statique. D'Alembert dispose, grâe à lui, d'uneméthode générale pour aborder tous les types de questions méaniques, notamment ellede l'éoulement des �uides, à laquelle il onsare quelques pages à la �n de l'ouvrageavant de renvoyer les leteurs au Traité des �uides pour de plus amples détails. Sa théoriedes éoulements de 1744 onstitue ainsi un développement de la méthode préédemmentesquissée. � Comme toutes les lois du mouvement des Corps Solides entre eux, ontété réduites par e prinipe aux Lois de l'équilibre de es mêmes orps �, explique-t-il dans l'art. 85 du traité, � les Lois du mouvement des Fluides, peuvent aussi seréduire par e même moyen aux Lois de l'équilibre des Fluides �. La mise en équationdes problèmes d'éoulements, onsidérés dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes,déoule, autrement dit, de l'appliation onjointe des prinipes de la dynamique et del'hydrostatique, le premier de es prinipes permettant d'employer du seond. Il donne,dans la foulée, une démonstration du prinipe de onservation des fores vives, qui,en termes modernes, revêt don le statut d'intégrale première du mouvement, un toutautre statut, don, que dans l'Hydrodynamique de D. Bernoulli. C'est là la prinipaledéouverte de D'Alembert dans et ouvrage.Outre ela, le Traité des �uides ne renferme pas de progrès majeurs au regard desdeux théories préédentes. A l'instar de D. Bernoulli, la pression est interprétée en



44 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783terme d'e�ort exeré ontre les parois. Quant à son expression théorique, qu'il s'agissed'éoulements stationnaires ou non stationnaires, elle ne di�ère auunement de elledonnée dans l'Hydraulique de J. Bernoulli. De façon générale, la dé�nition de e oneptdans la théorie des éoulements de D'Alembert onstitue une question épineuse dontnous aborderons ertains aspets dans le hapitre VIII.Le prinipal intérêt du Traité des �uides réside en fait dans les questions soulevéespar l'auteur, ainsi que dans les appréiations émises à l'endroit des théories de D. etJ. Bernoulli. D'Alembert onsare, d'une part, une dizaine de pages au résumé et auommentaire ritique de l'Hydraulique, lesquels ne passeront pas inaperçus, puisqu'ilsferont l'objet d'un mémoire latin du savant et littérateur Abrabram Gotthelf Kaestner,publié en 1769 et intitulé � Pour l'Hydraulique de Jean Bernoulli ontre les objetionsde Monsieur d'Alembert �50. Le livre II du Traité des �uides, onsaré à la questionde l'éoulement des �uides, présente, d'autre part, une struture quasiment identique àelle de la setion III de l'Hydrodynamique : les di�érents problèmes d'éoulements sontabordés dans le même ordre et font systématiquement l'objet d'une omparaison deD'Alembert entre ses propres résultats et eux obtenus par son prédéesseur. Le savantfrançais met ainsi le doigt sur une série de divergenes diretement liées aux querellesméaniiennes touhant à l'emploi du prinipe de onservation des fores vives. Cesdésaords, a priori anodins, reviendront bient�t ave fore sur le devant de la sènesienti�que française. Ils onstitueront l'un des prinipaux sujets de polémique de larise de l'hydrodynamique des années 1770, et feront don, à e titre, l'objet de nou-velles reherhes et de nouveaux ommentaires de D'Alembert dans la seonde éditiondu traité, publiée en 1770, et dans le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780).Conernant les questions soulevées dans le Traité des �uides, les doutes et question-nements du savant au sujet de l'hypothèse du parallélisme s'avèreront partiulièrementdéterminants au regard de la diretion prise par l'hydrodynamique à partir du début desannées 1750. L'approximation ommune aux trois premiers traités d'hydrodynamiquepose en fait d'évidents problèmes de onordane ave l'expériene : la représentationthéorique d'un éoulement sous forme de tranhes horizontales animées de vitesses ho-mogènes apparaît omme trop éloignée des trajetoires réelles empruntées par le �uidelors de son mouvement à l'intérieur d'un vase. En s'interrogeant expliitement sur le su-jet dans l'art. 110 du traité � d'ailleurs prolongé par un long appendie �, D'Alembertdé�nit en quelque sorte un nouveau ap à franhir pour la disipline. Sans l'hypothèsedu parallélisme, érit-il51,� il n'y aurait plus alors d'autre moyen pour déterminer e mouvement que d'exa-miner elui que haque partiule devrait avoir : or 'est à quoi nous ne royons pasqu'on puisse atteindre sans onnaître la nature des Fluides �.50 A. G. Kaestner, � Johan Bernoulli hydraulia ontra Dom. d'Alembert objetiones �, Novi om-mentarii Soietatis Regiae Sientiarum Gottingensis, t. I, 1769, p. 45-89.51 D'Alembert, Traité des Fluides, 1744, art. 110, p. 95-96.



CHAPITRE I : PRÉSENTATION HISTORIQUE 452. L'approhe analytiqueL'Essai sur la résistane des �uidesde D'Alembert (1749-1752)Le franhissement de e ap théorique majeur, D'Alembert s'y attelle lui-mêmequelques années plus tard à l'oasion du prix proposé en 1748 pour l'année 1750 parl'Aadémie de Berlin sur � la théorie de la résistane que sou�rent les orps solides dansleur mouvement, en passant par un �uide, tant par rapport à la �gure et aux divers de-grés de vitesse des orps qu'à la densité et aux divers degrés de ompression du �uide �.Le manusrit en latin52 qu'il soumet à la �n de l'année 1749, de même que les autrespièes onurrentes, ne sont pas retenues pare qu'elles ne répondent pas à la ques-tion de la onordane entre la théorie et l'expériene. Le prix est alors reporté, e quiprovoque les foudres de D'Alembert, suspetant Euler, ommissaire et auteur du sujet,d'avoir usé de son in�uene dans ette a�aire. Le savant français retire don �nalementsa pièe du onours, la traduit en français, l'enrihit de plusieurs additions, avant dela faire paraître en 1752 sous le titre d'Essai d'une nouvelle théorie de la résistane des�uides53.Dans e seond traité d'hydrodynamique, D'Alembert propose une théorie qui a� l'avantage de n'être appuyée sur auune supposition arbitraire. Je suppose seulement �,explique-t-il, � qu'un Fluide est un orps omposé de partiules très-petites, détahées,& apables de se mouvoir librement �54. Il soumet en fait les questions de l'équilibre, dumouvement et de la résistane des �uides à une toute nouvelle approhe, que nous qua-li�erons d'analytique. Inspiré par la Théorie de la �gure de la Terre (1743) de Clairaut,et dans la droite ligne de la théorie proposée dans ses Ré�exions sur la ause généraledes vents (1747)55, il y onçoit haque élément de �uide omme un volume in�nitésimalanimé par une vitesse dépendant, en plus du temps, de deux variables d'espae, de telle52 D'Alembert, Theoria resistentiae quam patitur orpus in �uido motum, ex prinipiis omnino noivset simplissimis deduta, habita ratione tum veloitatis, �gurae, et massae orporis moti, tum densitatis& ompressionis partium �uidi, Berlin-Bradenburgishe Akademie der Wissenshaften Akademiearhiv,I-M478.53 Voir G. Grimberg, D'Alembert et les équations aux dérivées partielles en hydrodynamique, Thèsede Dotorat, Université Paris 7, 1998. L'historien y étudie notamment le ontenu du mémoire latin de1749. Il en établit une table analytique détaillée, et le ompare à l'ouvrage publié en 1752.Dans deux de es additions, orrespondant aux hapitres VIII et IX de l'Essai sur la résistanesdes �uides, D'Alembert applique respetivement sa théorie analytique au problème de l'éoulementd'un �uide inompressible à l'intérieur d'un vase ouvert en ses deux extrêmités et à la question dumouvement des rivières.54 D'Alembert, Essai sur la résistane des �uides, 1752, Introdution, p. xxv-xxvj.55 Voir, sur et ouvrage, G. Grimberg, D'Alembert et les équations aux dérivées partielles en hydro-dynamique, Thèse de Dotorat, Université Paris 7, 1998, p. 183-194, et O. Darrigol, Worlds of �ow,2005, p. 16-19.



46 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783sorte que le alul aux dérivées partielles puisse y être appliqué. Il pose, autrement dit,les prémies du onept de hamp de vitesse, se débarrasse de l'enombrante hypothèsedu parallélisme des tranhes et parvient à un système de deux équations aux dérivéespartielles (EDP) orrespondant, en termes modernes, à l'équation de ontinuité et àl'équation aratérisant un éoulement plan inompressible potentiel.Il ne manque pas, en outre, d'y faire remarquer qu'il lui56� est tombé entre les mains il y a quelques temps, une Théorie manusrite sur leourant des rivières ; la Méthode que l'Auteur employe, quoique moins simple, eme semble, & moins exate que la mienne, a néanmoins quelque hose de ommunave elle ; mais je suis en était de prouver que j'avois trouvé les Prinipes surlesquels est appuyée ma Méthode, dès la �n de l'année 1749, 'est-à-dire plus d'unan avant que le Mémoire dont il s'agit me tombât entre les mains �.Les prinipaux mémoires d'Euler 57D'Alembert fait ainsi référene aux � Reherhes sur le mouvement des rivières �58,un mémoire manusrit d'Euler daté d'août 1750 dans lequel il voit un plagiat de sathéorie analytique. Dans et érit, omme le montre l'historien G. Grimberg59, le sa-vant berlinois s'inspire en e�et de la méthode proposée par son onfrère français àl'oasion du prix de 175060.Lorsqu'il prend onnaissane de la pièe latine de D'Alembert au début de l'année1750, Euler vient par ailleurs de présenter son mémoire � Sur le mouvement de l'eau56 D'Alembert, Essai sur la résistane des �uides, 1752, hap. IX, p. 189.57 Les di�érents mémoires d'Euler ités dans e paragraphe sont étudiés par C. Truesdell dans � Ra-tional �uid mehanis, 1687-1765 �, Opera Omnia, série II, vol. 12, 1954.58 HAB année 1760 (1767), p. 101-118 ; Opera Omnia, série II, vol. 12, p. 54-91 ; mémoire présentéle 6 mai 1751 devant l'Aadémie de Berlin (E332). D'après C. Truesdell, la publiation tardive de emémoire indiquerait qu'Euler ne souhaitait pas le publier.La guerre de sept ans, qui débute en 1756 et se termine en 1763, a d'importantes réperussions surle délai de publiation des volumes de mémoires et d'histoire des Aadémies de Berlin et de Paris. Cedélai, habituellement de deux ou trois ans, atteint souvent six ou sept ans au ours de ette période.59 D'Alembert et les équations aux dérivées partielles en hydrodynamique, Thèse de Dotorat, Uni-versité Paris 7, 1998.60 Ces divers évènements onduisent �nalement à une rupture de plus d'une dizaine d'années entreles deux hommes. Leur orrespondane s'interrompt en e�et sur une lettre à Euler du 10 septembre1751 et reprendra suite à leur renontre à Berlin lors du voyage de D'Alembert en Prusse de juin àseptembre 1763. Il n'y sera plus jamais question d'hydrodynamique. Pour plus de détails sur es diversépisodes, voir les p. 310-315 de l'édition annotée de la Correspondane de Leonhard Euler ave A. C.Clairaut, J. D'Alembert et J. L. Lagrange, publiée par P. Ju²kevi£ et R. Taton, in Opera Omnia, sérieIV A, vol. 5, Birkhäuser Verlag, Bâle, 1980, et R. Taton, � D'Alembert, Euler et l'Aadémie de Berlin �,Revue Dix-Huitième Sièle, n◦ 16, PUF, 1984, p. 55-68.



CHAPITRE I : PRÉSENTATION HISTORIQUE 47dans les tuyaux de onduite � devant l'Aadémie de Berlin61. Il s'y onsare à l'étude deséoulements dans l'hypothèse du parallélisme. A l'instar de Jean Bernoulli, sa méthodede mise en équation repose sur l'appliation de e que nous appellerions la seonde loide Newton au mouvement d'une tranhe in�nitésimale de �uide. A la di�érene des Ber-noullis et de D'Alembert, elle fait intervenir le onept de pression interne : il parvient,e faisant, à la formulation moderne de l'atuelle loi de Bernoulli.Cette approhe fondée sur l'emploi de la seonde loi de Newton et sa maîtrise duonept de pression interne lui permettent ainsi, tout en s'en inspirant, de parfaire laméthode analytique introduite par D'Alembert. A la suite de ses � Reherhes sur lemouvement des rivières �, il aboutit ainsi à la formulation tridimensionnelle de l'équationd'Euler pour un �uide idéal et inompressible dans le mémoire � Prinipia motus �uido-rum �62, puis à la version ompressible de la même équation dans son élèbre mémoireprésenté en 1755 devant l'Aadémie de Berlin et intitulé � Prinipes generaux du mou-vement des �uides �63. La résolution des EDP obtenuesQuoique le génie de D'Alembert et d'Euler ait ainsi permis d'établir, en quelquesannées, les équations dont nous nous servons enore ouramment de nos jours, il n'enreste pas moins que les outils mathématiques de l'époque ne permettent pas de lesrésoudre. Euler n'en fait auun mystère dans ses travaux. Quant à D'Alembert, il avouede même, dès 1752, qu'après64� avoir sari�é à la sûreté des prinipes la failité du alul, je devais naturellementm'attendre que l'appliation du alul à es mêmes prinipes seroit fort pénibles, et'est aussi e qui m'est arrivé. Il me paroît même très vraisemblable, que du moinsen ertains as la solution du Problème se refusera entièrement à l'Analyse �.Pour autant, les deux géomètres n'en restent pas là et se penhent don, l'un ommel'autre, sur e problème des plus déliats.Dans la foulée de ses � Prinipes generaux du mouvement des �uides �, Euleronsare ainsi l'imposant mémoire � Continuation des reherhes sur le mouvementdes �uides �65 à la poursuite de ses travaux. Il y établit notamment les EDP gouver-61 HAB année 1752 (1754), p. 111-148 ; Opera Omnia, série II, vol. 15, p. 219-250 ; mémoire présentéle 23 otobre 1749 (E206).62 Mémoires de Petersbourg, vol. 6, 1761, p. 271-311 ; Opera Omnia, série II, vol. 12, p. 133-168 ;mémoire présenté le 31 août 1752 devant l'Aadémie de Berlin (E258).63 HAB année 1755 (1757), p. 274-315 ; Opera Omnia, série II, vol. 12, p. 54-91 ; mémoire présentéle 4 septembre 1755 devant l'Aadémie de Berlin (E226).64 D'Alembert, Essai sur la résistane des �uides, Introdution, p. xxxiv.65 HAB année 1755 (1757), p. 316-361 ; Opera Omnia, série II, vol. 12, p. 92-132 ; mémoire présentéle 2 otobre 1755 devant l'Aadémie de Berlin (E227).



48 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783nant le mouvement d'un �uide idéal inompressible et ompressible, soumis à des foresquelonques et s'éoulant à l'intérieur d'un anal in�niment étroit de �gure variable. Ilparvient, e faisant, à l'expression générale de la loi de Bernoulli pour un éoulementinstationnaire onsidéré selon trois dimensions d'espae, mais bute sur sa résolution, enpartiulier dans le as ompressible, ne sahant � déouvrir l'intégrale de ette équa-tion di�érentielle ; d'où dépend ependant toute la détermination du mouvement �66. Ilproède don à l'examen d'une série de as partiuliers a�n de réduire la omplexité duproblème dans le as général, ne boudant pas, au passage, le plaisir de faire voir om-ment ses propres équations permettent de retrouver elles obtenues par son onfrèrefrançais.Ses reherhes dans e mémoire s'avèrent en fait admirablement rihes en déou-vertes du point de vue de l'établissement des équations gouvernant le mouvement d'un�uide67, mais globalement infrutueuses et peu poussées pour e qui est de leur résolu-tion. Il ne proèdera pas à de nouvelles tentatives.D'Alembert fait preuve, de son �té, d'une plus grande perservérane, notammentdans le domaine mathématique, puisqu'il ne dédie pas moins de deux ents pages dereherhes à la résolution du système d'EDP obtenu dans l'Essai sur la résistane des�uides. Le Mémoire 4 de ses Opusules t. I (1761) en onstitue le point de départ, lesMémoires 31, 32 � II et 33 des Opusules t. V (1768), de rihes et fertiles développe-ments.Dans le premier de es textes, le savant présente notamment une méthode de réso-lution lui permettant d'aboutir, dans un as partiulier, à une expression générale del'équation des � �lets �, 'est-à-dire des lignes du ourant du �uide dans le vase. Cetteéquation, ependant, ne onstitue pas une solution du problème. Elle dépend entière-ment d'une fontion de deux variables dont la détermination fera d'abord l'objet d'uneintense disussion entre D'Alembert et Lagrange, dans le adre de leur orrespondane� leurs ontributions respetives à et éhange sont respetivement publiées dans lesmémoires intitulés � Extrait de di�érentes lettres de M. D'Alembert à M. de La Grangeérites pendant les années 1764 & 1765 �68 et � Solution de di�érents Problèmes dealul intégral �69. La question est ensuite de nouveau abordée par D'Alembert dans66 HAB année 1755 (1757), art. XXV, p. 329.67 Pour plus de détails, voir C. Truesdell, � Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1954, p. XCI-C.68 Mélanges de Turin, t. III, pour les années 1762-1765, 1766, p. 381-396.69 Mélanges de Turin, t. III, pour les années 1762-1765, 1766, p. 179-380 ; ×uvres de Lagrange, t. I,p. 471-668.Dans l'art. XLIII de son mémoire � Appliation de la méthode exposée dans le mémoire préédent àla solution de di�érents problèmes de dynamique � (Mélanges de Turin, t. II, pour les années 1760-1761,1762, p. 196-298 ; ×uvres de Lagrange, t. I, p. 365-468), Lagrange donne par ailleurs un ommentaireritique du Mémoire 4 de D'Alembert : voir, pour plus de détails, A. Coste, A. Guilbaud, présentationet annotation du Mémoire 4 dans le vol. III/1 des ×uvres Complètes de D'Alembert, Opusules Ma-thématiques, tome I (1761), P. Crépel, A. Guilbaud et G. Jouve (dir.), à paraître hez CNRS Éditions.



CHAPITRE I : PRÉSENTATION HISTORIQUE 49les Mémoires 31 et 33, puis dans le Mémoire 57 � VII, art. 14-34, des Opusules t. VIII(1780). La méthode du Mémoire 4 qui en est à l'origine l'inite également à proposerune voie intermédiaire entre l'approhe analytique et l'approhe du parallélisme destranhes. Elle le onduit en�n, omme il l'explique dans l'Avertissement du t. V desOpusules, à démontrer mathématiquement l'� impossibilité de réduire au alul, dansun très-grand nombre de as, les loix du mouvement des �uides �70. Elle est don in-téressante à plus d'un titre. Elle nous permettra à la fois de aratériser sa démarhefae à la résolution d'un problème physio-mathématique faisant intervenir des EDP,et de préiser les ontours de sa notion de � solution �. Elle nous initera également àreonsidérer l'importane du Mémoire 4 vis-à-vis de ses ontributions ultérieures. Nousaborderons es di�érents aspets dans le hapitre IV et la première partie du hapitre V.Ces textes ontiennent par ailleurs de notables déouvertes dans le domaine phy-sique : l'énoné de e que nous onsidérerions aujourd'hui omme un orollaire du théo-rème de onservation de la irulation de Kelvin71 et l'introdution de la fontion ou-rant dans le Mémoire 472, ainsi que l'annulation du Laplaien de la fontion ourantdans le as potentiel dans le Mémoire 33 � III73.Le mémoire 34 � I des Opusules t. V, possède, quant à lui, un statut quelque peupartiulier. Le savant revient, dans et érit, sur la théorie de la résistane des �uidespubliée en 1752 et énone, à ette oasion, son élèbre paradoxe, dit de D'Alembert,relatif à la résistane éprouvée par un orps solide immergé dans un �uide en mouve-ment. La question fera l'objet d'éhanges épistolaires et ontraditoires ave Lagrange,dont le Mémoire 57 � XIII onstitue un prolongement.3. La rise de l'hydrodynamique des années 177074Malgré tout, aussi féondes soient-elles, es tentatives de résolution des EDP parEuler et D'Alembert ne permettent pas de dégager de solutions théoriques expliitespourtant indispensables à la validation de ette nouvelle méthode de mise en équationdes éoulements. Les hydrodynamiiens se retrouvent ainsi onfrontés à une véritableimpasse théorique. La première approhe reposant sur l'hypothèse du parallélisme destranhes les avait on�nés dans une représentation de l'éoulement trop éloignée des70 D'Alembert, Opusules, t. V, Paris, 1768, Avertissement, p. vj-vij.71 En termes modernes, D'Alembert démontre que la vortiité d'un éoulement stationnaire inom-pressible bidimensionnel dont la irulation se onserve sur une ligne fermée est onstante le long dehaque ligne de ourant.72 Cf. D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � XII, p. 148-151.73 Cf. D'Alembert, Opusules, t. V, Paris, 1768, Mémoire 33, � II, art. 6, p. 103.74 Cette troisième partie du Chapitre I est à l'origine de notre artile � La "République des Hydrody-namiiens" de 1738 jusqu'à la �n du 18e sièle �, Revue Dix-Huitième Sièle, n◦ 40, PUF, Paris, 2008,p. 153-171.



50 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783résultats expérimentaux disponibles à ette époque. L'approhe analytique, ensée leurpermettre de dépasser ette dernière approximation, ahève quant à elle, et ontre touteattente, de reuser e que l'historien R. Hahn dérit omme un � gou�re entre la théorieet l'expériene �75.Le � Mémoire sur l'éoulement � de Borda (1766)La disipline onnaît dès lors une transition di�ile, simultanément marquée par leretour de l'expériene au premier plan et par la volonté d'en faire oïnider les résultatsave de nouvelles solutions théoriques. Compte tenu de l'éhe de l'approhe analytiquede e point de vue, es dernières seront naturellement à herher du �té du parallélismedes tranhes, qu'il onviendra don de faire évoluer. C'est là l'objetif du � Mémoiresur l'éoulement �, lu à l'Aadémie royale des sienes de Paris les 5, 15 et 19 mars1766, et publié en 1769 dans le volume des MARS pour l'année 1766. Son auteur, Jean-Charles Borda, s'y attaque au sole théorique de l'Hydrodynamique et du Traité des�uides : le parallélisme des tranhes, dont il propose le rejet au pro�t d'une nouvellefaçon de représenter l'éoulement ; la onservation des fores vives et le prinipe deD'Alembert, qu'il a�rme respetivement devoir être remise en ause et di�éremmentappliqué dans un ertain nombre de problèmes. Fort de ette nouvelle méthode, il revientsur une grande partie des questions abordées par ses deux illustres prédéesseurs, yompris les divergenes relevées par D'Alembert entre ses résultats de 1744 et euxpréédemment obtenus par D. Bernoulli. Le mémoire, dont nous donnerons un résumédétaillé dans le hapitre III, se voit en�n pontué de omptes rendus d'expérienesréalisées par Borda dans le ourant de l'année 1765 à l'Aadémie Royale de Marine deBrest, des expérienes faisant état d'un nouveau savoir-faire en la matière, et dont lesrésultats tendent pas à pas à on�rmer les di�érents éléments théoriques avanés. Il s'agitdon d'une façon di�érente d'aborder l'hydrodynamique, en rupture ave la traditionmathématique portée en Frane par D'Alembert. Borda met ainsi le feu aux poudres :son � Mémoire sur l'éoulement � marque le début de la rise de l'hydrodynamique desannées 177076.75 R. Hahn, � L'hydrodynamique au XVIIIe - Aspets sienti�ques et soiologiques �, Conférenedonnée au Palais de la Déouverte le 7 novembre 1964, p. 2-27.76 Ce mémoire n'est pas la seule ontribution de Borda visant au développement d'une approhe plusexpérimentale de l'hydrodynamique au ours de ette période. Il est néanmoins le seul à porter sur leproblème de l'éoulement des �uides, le seul à s'attaquer aux théories de l'Hydrodynamique et du Traitédes �uides (1744) et don le seul à provoquer une polémique ave D'Alembert. Les autres portent surla résistane des �uides et les mahines hydrauliques. En voii la liste exhaustive : � Expérienes sur larésistane des �uides �, MARS année 1763 (1766), p. 358-376 ; � Mémoire sur les roues hydrauliques �,MARS année 1767 (1770), p. 270-287 ; � Expérienes sur la résistane des �uides �, MARS année 1767(1770), p. 495-503 ; � Mémoire sur les pompes �, MARS année 1768 (1771), p. 418-431.



CHAPITRE I : PRÉSENTATION HISTORIQUE 51La seonde édition du Traité des �uides (1770) etle Mémoire 51 � IV des Opusules t. VI (1773)D'Alembert est présent le 5 et le 19 mars 1766 à l'Aadémie des sienes, et assistedon à la leture par Borda de son mémoire. Le 25 mars de la même année, soit quelquesjours plus tard, il annone, dans une lettre à Lagrange, être en train de préparer unenouvelle édition de son Traité des �uides. Ce n'est probablement pas une oïnidene.La seonde édition de l'ouvrage, publiée en 1770, ontient en e�et un ertain nombre deréponses impliites aux ritiques de Borda ontre sa théorie des éoulements de 1744.Ces réponses sont données sous forme d'ajouts aux artiles de la première édition. Ellesorrespondent, le plus souvent, à de nouvelles idées théoriques, dont D'Alembert netardera pas à faire usage.Les questions soulevées par Borda dans son �Mémoire sur l'éoulement � ontinuent,de fait, à préouper D'Alembert au début des années 1770. Dans sa lettre du 14 juin1771, il demande ainsi l'arbitrage de Lagrange sur le sujet. � Je vous serais très obligéde lire à votre loisir �, lui érit-il77,� le Mémoire du Chevalier de Borda, qui est dans notre volume de 1766, sur lemouvement des �uides dans des vases ; il me paraît plein de mauvais raisonnements,dont j'ai déjà réfuté quelques-uns et dont j'espère réfuter le reste quand je donneraimes nouvelles reherhes sur le sujet �.Les raisonnements déjà réfutés le sont, omme nous venons de l'indiquer, dans la seondeédition du Traité des �uides (1770). Pour le reste, il annone au même savant, dans salettre du 8 novembre 1771, qu'il roit78� avoir trouvé une théorie du mouvement des �uides dans des vases qui expliquerales expérienes d'une manière plus satisfaisante �.Cette théorie onstitue une réponse à la représentation de l'éoulement proposée parBorda en remplaement du parallélisme des tranhes, ainsi qu'une alternative à sa remiseen ause de l'emploi du prinipe de onservation des fores vives dans un ertain nombrede problèmes. D'Alembert la fait paraître dans le Mémoire 51 � IV, un ourt érit d'unedizaine de pages des Opusules t. VI (1773) devant être onsidéré omme la premièrepierre d'une plus ambitieuse � ontre-attaque � de sa part : le Mémoire 57 des Opusulest. VIII (1780). La mobilisation du � lan dalembertien �En janvier 1771, son �dèle disiple et ami, l'abbé Charles Bossut, publie son Traitéélémentaire d'hydrodynamique. L'ouvrage est omposé de deux volumes. Le premier, de77 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 92, p. 202-203.78 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 98, p. 221.



52 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783nature théorique, reprend les di�érentes méthodes de mise en équation des éoulementsde son aîné. Il est omplété par un seond volume renfermant les résultats des nom-breuses expérienes réalisées par l'auteur à l'Eole royale du Génie de Mézières dans leourant de l'année 1766. Bossut le présente le 23 janvier à l'Aadémie des sienes deParis, e qui, d'après la hronologie établie par P. Crépel79, provoque une réation im-médiate de Borda, qui en onteste ertains points devant l'Aadémie quelques jours plustard. Le traité est défendu le 23 février, par Bossut ou l'un de ses amis, mais la polémiquene s'en tient pas là : le 27, l'Aadémie nomme trois ommissaires, D'Alembert, d'Aryet Condoret, pour arbitrer la dispute. Quoiqu'il semble qu'auun rapport érit n'ait�nalement été rendu, l'épisode donne néanmoins une première idée du limat de tensionà l'Aadémie autour des questions d'hydrodynamique. Les expérienes rapportées parBossut dans e traité sont, de plus, fort attendues par D'Alembert. Elles onstituenten e�et une soure d'informations d'autant plus importantes pour lui qu'il entend àprésent répondre à Borda, e qu'il doit non seulement faire sur le terrain théorique,mais aussi sur le terrain expérimental ompte tenu de la pertinene du � Mémoire surl'éoulement � de e point de vue. Elles formeront ainsi, omme nous aurons l'oasionde le montrer dans le hapitre VI, le prinipal support expérimental du Mémoire 57.Cette polémique, qui plus est, témoigne de la mobilisation des plus prohes amis deD'Alembert, à savoir Bossut et Condoret, ontre les positions défendues par Borda.C'est e que l'on voit dans une lettre datant de février ou mars 177180, et se présentantomme suit : la olonne de droite, baptisée � profession de foi de M. Condoret � parBorda, fait état de six idées renvoyant à ses ritiques du Traité des �uides de D'Alembertet du Traité élémentaire d'hydrodynamique de Bossut, omplétées par une septièmerelative à la défense de son � Mémoire sur les roues hydrauliques �81 ; la olonne degauhe ontient les réponses point par point de Borda à es di�érents sujets de litige.Le doument est probablement un proédé rhétorique de Borda destiné à répondreaux arguments ontraditoires donnés par Condoret lors de leurs éhanges oraux sur lesujet, mais n'en onstitue pas moins un doument important. Il tend d'abord à on�rmerl'impliation de Condoret dans le adre de la polémique opposant Borda à D'Alembertet Bossut. Il orrespond, d'autre part, à une synthèse des prinipaux aspets théoriquesdébattus au moment de la rise des années 1770. Nous aurons don l'oasion d'y faireréférene dans la suite de notre travail.Deux autres épisodes viennent noirir le tableau des relations entre Borda et Bossut79 P. Crépel, � Une urieuse lettre de Borda à Condoret et un non moins urieux artile du Journalenylopédique �, Histoire et mémoire de l'Aadémie des sienes : Guide de reherhes, E. Brian etC. Demeulenaere-Douyère (dir.), Te & Do Lavoisier, Paris, 1996, p. 325-337.80 La lettre est publiée, sans dates ni annotations, par G. Darboux, dans le Bulletin des sienesmathématiques, 1889, p. 222-224. Sa datation approximative est l'÷uvre de P. Crépel, dans � Uneurieuse lettre de Borda à Condoret �, 1996. On trouvera, dans e même artile, de plus amplesdétails sur les di�érents épisodes opposant Bossut et Borda à ette époque.81 Voir la note 76, p. 50.



CHAPITRE I : PRÉSENTATION HISTORIQUE 53dans ette période. En 1768, les deux savants sont en e�et diretement en onurrenepour une plae d'assoié à l'Aadémie royale des sienes de Paris, suite à la promo-tion de Deparieux au rang de pensionnaire surnuméraire. Le premier était adjoint àl'Aadémie depuis 1756, où il avait déjà pro�té de la promotion de Deparieux au rangd'assoié, le seond seulement orrespondant de D'Alembert depuis 1753. Les aadémi-iens proèdent, omme le veut le règlement, à l'életion de deux géomètres, dont lesnoms sont ensuite soumis au hoix du roi. Les deux noms proposés, vous l'aurez deviné,sont, dans l'ordre, Borda et Bossut. C'est le premier qui se voit �nalement retenu pourla plae d'assoié, le 30 juin 1768, libérant par le jeu aadémique des haises musialesune plae d'adjoint attribuée à Bossut le 6 août, faible ompensation pour le disiple etson proteteur, D'Alembert82.Le seond épisode onerne la haire d'hydrodynamique du Louvre réée en 1775 parTurgot, ami prohe de D'Alembert et Condoret, devenu ontr�leur général des �nanesde Louis XVI en août 1774 a�n d'insu�er une nouvelle politique sienti�que dans ledomaine de la siene hydraulique. Il on�e à Bossut le soin d'y enseigner l'hydrody-namique pratique et théorique, e qui, d'après R. Hahn83, déplut violemment à Borda,jaloux de ne pas avoir été hoisi pour assurer le ours. Au début de l'année 1775, Turgotharge d'ailleurs Bossut, ave D'Alembert et Condoret, d'� examiner les moyens deperfetionner la navigation dans l'intérieur du Royaume �84. Bossut, onseillé par sesdeux onfrères, réalise don en juillet, août et septembre 1776, des expérienes sur lebassin de l'Eole royale du Génie de Mézières pour évaluer la résistane qu'éprouve unorps en mouvement à l'intérieur d'un �uide. Les résultats de es mesures sont rappor-tées dans l'ouvrage intitulé Nouvelles expérienes sur la résistane des �uides, et publiél'année suivante.Ces deux derniers évènements sont également symptomatiques de la rise de l'hy-drodynamique des années 1770. Si Bossut, de même que Borda, doit être onsidéréomme l'un des pionniers de la nouvelle approhe visant à réonilier les deux grandsp�les d'attration de la disipline, la siene et la pratique, leurs relations dénotent leurappartenane à deux milieux di�érents et entretenant des rapports di�iles, le milieudes théoriiens, auxquels appartient Bossut, du fait de sa proximité ave D'Alembert,et elui des marins et ingénieurs, dont Borda se rélame85.La réation par Turgot de la haire d'hydrodynamique du Louvre et sa déision de82 Bossut éhoue à nouveau, fae à Bézout, le 18 juillet de la même année. Il est �nalement nomméassoié le 14 août 1768, ontre Messier.83 R. Hahn, L'hydrodynamique au XVIIIe, Aspets sienti�ques et soiologiques, 1964 ; R. Hahn,� The Chair of Hydrodynamis in Paris, 1775-1791 : a Creation of Turgot �, Ates du Xe CongrèsInternational d'Histoire des Sienes, Paris, 1964, vol. 2, p. 751-754.84 Bossut, Condoret, D'Alembert, Nouvelles expérienes sur la Résistane des Fluides, Paris, 1777,p. 2.85 Voir J. Masart, La vie et les travaux du Chevalier Jean-Charles de Borda (1733-1799) � Episodesde la vie sienti�que au XVIIIe sièle, Annales de l'Université de Lyon, vol. II, Fas. 33, Lyon, 1919.



54 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783�naner de nouvelles expérienes sur la résistane des �uides proèdent d'ailleurs d'uneautre a�aire, dite � du anal de Piardie �. Celle-i onerne la réation d'un anal sou-terrain près de Saint-Quentin dont le perement ommene en 1769 sous la diretion etselon les plans de l'ingénieur Pierre-Joseph Laurent86. Le projet revêt alors un intérêtstratégique et ommerial ertain, puisqu'il doit permettre, ompte tenu du système deanaux déjà existant, de relier le bassin parisien ave les ports du Nord et la Hollande.Sa faisabilité fait ependant l'objet de polémiques tenant à son oût et aux ontraintestehniques liées à la navigation des bateaux dans un anal étroit et peu profond. LorsqueTurgot aède au poste de ontr�leur général des �nanes, il nomme don, au début del'année 1775, une ommission de trois aadémiiens pour examiner la question, om-mission formée de D'Alembert, Bossut et Condoret : 'est dans e ontexte que lesexpérienes sur la résistane des �uides, préédemment mentionnées, leur sont on�ées.Turgot, e faisant, ourt-iruite néanmoins une importante institution généralementhargée de e type de missions : le Corps des Ponts et Chaussées, dirigé par Perronet.Condoret, prohe ami et onseiller du ministre, n'est pas étranger à la mise à l'éartde ette orporation d'ingénieurs, ainsi qu'en témoigne une minute de lettre à Turgotdatant de la �n de l'été 1774. S'il abhorre le système de orvées dont l'organisation desPonts et Chaussées est détentrie, s'il déteste Perronet, ette lettre à Turgot montre queson investissement dans ette a�aire vient d'abord de e que � la théorie des �uides esttrop peu avanée pour résoudre le problème général �, qu'� il ne peut être bien résoluqu'après avoir fait des expérienes �, et qu'� il faut � don � dans e genre un hommequi réunisse la théorie à la pratique �87. Or, selon lui, un tel homme ne peut être queBossut, et non � un méaniien qui s'est oupé d'hydraulique �, 'est-à-dire du seulversant expérimental et appliqué de la siene des éoulements. Les ingénieurs des Pontset Chaussées, pare qu'ils sont mauvais théoriiens, ne sont don pas aptes à résoudrede telles questions : la haire d'hydrodynamique réée par Turgot devait justement per-mettre de pallier le problème.Cet autre épisode révèle de nouveau la problématique posée par la question de laonordane entre théorie et expériene à ette époque. Le lan onstitué de D'Alem-bert, Bossut et Condoret a lairement onsiene de la néessité de onilier les deuxversants de la siene des éoulements, mais ne fait pas on�ane aux ingénieurs desPonts et Chaussées pour assurer ette mission. Dans la lettre à Turgot, préédemmentitée, Condoret présentait d'ailleurs sans détour l'hydrodynamique pratique ommeune disipline � peu ultivée en Frane �, � abandonnée aux ingénieurs des ponts et86 Cette a�aire du anal de Piardie est étudiée par P. Redondi dans � D'Alembert et la tehnologie :l'a�aire du anal de Piardie �, Jean d'Alembert savant et philosophe. Portrait à plusieurs voix, Paris,Édition des arhives ontemporaines, 1989, p. 433-460.87 � Minute de lettre de Condoret à Turgot � [1774℄, Arithmétique politique. Textes rares ou inédits,édition ritique et ommentée par B. Bru et P. Crépel, Paris, INED, 1994, p. 94. Nous remerions iiP. Crépel, à qui nous devons es informations sur le r�le joué par Condoret auprès de Turgot dansl'a�aire du anal de Piardie.



CHAPITRE I : PRÉSENTATION HISTORIQUE 55haussées �, alors qu'� en Italie, elle a été on�ée onstamment aux savants les plusélèbres �, e qui dénote lairement la nature des rapports entretenus ave le milieu deshydrauliiens en Frane à ette époque88.Lagrange, alors direteur de la lasse de mathématiques de l'Aadémie de Berlinsuite à l'interession de D'Alembert auprès de Frédéri II, joue également un r�le depremier plan à ette époque. Non pas diretement, à l'instar de Bossut et Condoret,mais par l'intermédiaire de sa orrespondane ave D'Alembert. Comme en témoignentles lettres préédemment itées, leurs éhanges épistolaires entre 1771 et 1773 portentrégulièrement sur la polémique ave Borda. Ils o�rent un élairage failitant la mise enperspetive des reherhes de D'Alembert dans la seonde édition du Traité des �uides(1770), le Mémoire 51 � IV et le Mémoire 5789. Dans sa missive du 6 février 1772,D'Alembert présente ainsi une énumération de ses points de désaord ave l'auteur du� Mémoire sur l'éoulement �, en requérant l'avis de son onfrère sur haun d'eux :� Vous me ferez très-grand plaisir �, lui érit-il90,� d'examiner les objetions du hevalier de Borda, et vous pouvez en toute sûretéme dire e que vous en pensez. Soyez très-sur que vous ne serez ompromis enauune manière �.Le 24 février, Lagrange lui répond91 :� Le peu de plae qui me reste dans ette Lettre m'oblige à réserver pour une autree que j'aurais à vous dire sur e sujet, ainsi que mes observations sur le Mémoirede M. le Chevalier de Borda, que je viens de lire et que je trouve peu digne de lui.Ses objetions ontre votre théorie ne sont que des so�stiheries, pour ne rien direde plus �.Il le féliite, dans la suite de la lettre, pour l'une des réponses données dans laseonde édition du Traité des �uides, et rejette au vol la théorie des pertes de fores88 Dans le t. II de son Traité théorique et expérimental d'hydrodynamique (1787), renfermant à la foisle ontenu de son Traité élémentaire d'hydrodynamique et des Nouvelles expérienes sur la Résistanedes Fluides, Bossut joint ainsi un long appendie ontenant une � Notie d'un Reueil d'OuvragesItaliens, sur le ours des eaux �, pare qu'on lui a � demandé � (p. 440) : peut-être s'agit-il justementd'une requête de Condoret. . . Le reueil en question, intitulé Nuova Raolta di autori, he trattano delmoto dell'aque (7 vol., Parme, 1766), rassemble la quasi-totalité des nombreuses reherhes e�etuéespar les savants italiens sur l'éoulement des eaux, notamment elles de Castelli, Guglielmini, Piard,Poleni, Frisi, et. Un premier ouvrage de e type, en trois tomes, avait été publié en 1723, et rassemblaitdéjà les ÷uvres d'Arhimède, Galilée, Castelli, Borelli, Cassini, Guglielmini, Manfredi, Torrielli, et.(Raolta di autori, he trattano del moto dell'aque, 3 vol., Florene, 1723).89 Voir A. Coste, M. Massot, � La notion de �uide hez D'Alembert à la lumière des Opusulesmathématiques et la orrespondane �, Sienes, musiques, Lumières : Mélanges o�erts à Anne-MarieChouillet, U. Kölving et I. Passeron (dir.), Centre international d'études du XVIIIe sièle, Ferney-Voltaire, 2002, p. 83-91.90 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 100, p. 226.91 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 101, p. 230.



56 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783vives proposée par Borda, ainsi que la façon dont e dernier établit le oe�ient deontration de la veine pour un ajutage rentrant. Il ne donnera malheureusement jamaisles observations annonées. D'Alembert, � plus ontent que surpris du jugement � deLagrange, lui on�e, le 25 mars 1772, avoir � fait bien des reherhes nouvelles sur lemouvement des �uides, que j'ahèverai tout à mon aise et peut-être jamais �, mais avoirtoutefois l'intention de publier, dans son prohain tome d'Opusules, le sixième92,� une méthode nouvelle pour traiter ette matière, dont je rois que vous ne serezpas méontent, et qui me paraît propre à satisfaire à tous les as et à toutes lesexpérienes, sans reourir à la mauvaise théorie de Borda �.La méthode nouvelle est elle du Mémoire 51 � IV. Les reherhes nouvelles seront�nalement ahevées et paraîtront dans le t. VIII des Opusules, en 1780, sous le titre� Nouvelles Reherhes sur le mouvement des Fluides dans des Vases � : il s'agit duMémoire 57. Le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780)Du point de vue historique, le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780) onstituedon une pièe à la fois indissoiable et partiulièrement représentative de la rise del'hydrodynamique des années 1770. Pour e qui touhe au ontenu sienti�que de e qua-trième et dernier traité de D'Alembert en hydrodynamique, la quasi-totalité de l'érits'organise autour des di�érents points soulevés par Borda. Sa démarhe vise à défendrela théorie des éoulements donnée dans la première édition de son Traité des �uides, àappliquer dans la même optique les idées avanées dans les ajouts de la seonde édition,à donner suite à la nouvelle méthode brièvement exposée dans le Mémoire 51 � IV. Lesdivergenes ave Daniel Bernoulli sont également réexaminées, de même que ertainspoints de l'Hydraulique de J. Bernoulli dont il remettait en ause le bienfondé en 1744.Il onsare en�n une partie importante de l'ouvrage à la ontinuation des reherhesanalytiques menées dans les Opusules t. I (1761) et t. V (1768), qu'il s'agisse du pro-blème de l'éoulement des �uides ou de leur résistane.D'Alembert revient ainsi sur l'ensemble des questions d'hydrodynamique préédem-ment abordées, mais dans un état d'esprit quelque peu di�érent. Dans le ontexte depolémique ave Borda, ses nouvelles reherhes font e�etivement état de réels appro-fondissements sur des sujets aussi fondamentaux que la validité de l'hypothèse du pa-rallélisme des tranhes, la bonne manière de parvenir à une représentation théorique�dèle, et onforme à l'expériene, des trajetoires réelles d'un �uide s'éoulant dans unvase, les onditions d'appliation du prinipe de onservation des fores vives, la pres-sion exerée par le �uide sur les parois du vase à l'intérieur duquel il s'éoule, et. Nousdisposons, par là-même, d'un nouvel et préieux ensemble de ré�exions dont nous ver-92 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 102, p. 233.



CHAPITRE I : PRÉSENTATION HISTORIQUE 57rons qu'elles permettent de préiser, voire de réinterpréter, les fondements de sa théoriedes éoulements.Avant de e faire, ertains pré-requis s'avéreront toutefois indispensables. Le Mé-moire 57 repose en e�et sur les prinipes fondant le Traité des �uides (1744) et l'Essaisur la résistane des �uides (1752) : son prinipe de la dynamique, le prinipe de l'hy-drostatique, ainsi que le prinipe de onservation des fores vives, au statut seondairemais non moins entral dans le adre de la rise de l'hydrodynamique des années 1770.Les reherhes de D'Alembert s'appuient en outre sur des onepts tels que la fore d'unorps en mouvement ou la loi leibnizienne de ontinuité, dont les dé�nitions remontentà la même époque. Ces derniers s'insrivent dans la droite lignée des di�érentes po-lémiques méaniiennes de la �n du XVIIe et de la première moitié du XVIIIe sièle.Ils se situent, qui plus est, au oeur des divergenes opposant ses résultats à eux del'Hydrodynamique de D. Bernoulli. Ils joueront de même un r�le important dans le adrede sa querelle ave Borda et néessitent don que nous en présentions préalablement lesgrandes lignes.





Chapitre II. LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURSA l'instar de la première édition du Traité de dynamique (1743) et du Traité des�uides (1744), ou de l'Essai sur la résistane des �uides, la théorie des éoulements deD'Alembert repose, dans la seonde édition du Traité des �uides (1770), le Mémoire51 � IV, et le Mémoire 57, sur le prinipe général de la dynamique, aujourd'hui appeléprinipe de D'Alembert, et, par là-même, sur di�érentes versions du prinipe de l'hydro-statique. Nous les présenterons ii suessivement, en faisant voir omment le savant lesapplique dans le adre d'une approhe unidimensionnelle des éoulements (type parallé-lisme des tranhes), puis dans le adre de l'approhe analytique, e qui nous permettra�nalement de présenter une synthèse des équations du mouvement de D'Alembert dansles deux as de �gure.Nous passerons ensuite au prinipe de onservation des fores vives. Nous mon-trerons omment D'Alembert parvient à le démontrer à partir de son prinipe de ladynamique dans la première édition du Traité des �uides et quel est son statut dans sathéorie des éoulements en omparaison de elui qu'il possède dans l'Hydrodynamiquede D. Bernoulli. La onservation des fores vives joue en e�et un r�le entral dansle adre des divergenes relevées par D'Alembert, en 1744, entre ses résultats et euxde son prédéesseur. Ce sont es mêmes divergenes et, plus généralement enore, lesonditions d'appliation du prinipe sur lesquelles portera pour partie sa ontroverseave Borda. Ces deux polémiques, auxquelles nous onsarerons l'intégralité du ha-pitre VII, renvoient aux aniennes querelles entourant le proessus de formalisation dela méanique à la �n du XVIIe sièle et dans la première moitié du XVIIIe sièle. Ilsera don néessaire d'en présenter ii les grandes lignes. Nous ompléterons, e faisant,notre présentation du prinipe de onservation des fores vives dans la première éditiondu Traité des �uides, auquel D'Alembert attahe en e�et une ondition d'appliationjustement héritée de es débats méaniiens et liée à la oneption qu'il se fait de lanature de la matière �uide : la loi leibnizienne de ontinuité. Le statut quelque peupartiulier du onept de fore dans son Traité de dynamique (1743) n'est pas non plussans rapport ave es aniennes querelles. C'est une notion fondamentale en méanique,dont il nous faudra don également donner les prinipales aratéristiques dans le adrede ses travaux sur le mouvement des �uides.Préisons, pour �nir, que nous nous intéresserons uniquement, dans ette thèse, àla théorie des éoulements inompressibles de D'Alembert. Le terme possède, à etteépoque, sensiblement le même sens qu'aujourd'hui et désigne don l'éoulement d'un�uide de densité onstante. Il n'est pas expliitement utilisé par le savant � maisouramment employé par Euler et Lagrange �, qui le traduit de façon équivalente ensupposant la densité égale à 1. C'est là une pratique ourante, notamment adoptée parD. Bernoulli, J. Bernoulli, Borda et Bossut.



60 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-17831. Les prinipes fondateurs de l'approheunidimensionnelle des éoulements de D'AlembertL'appliation du prinipe de D'Alembert dans le Traité de dynamique (1743)et le Traité des �uides (1744)Le prinipe aujourd'hui onnu sous le nom de prinipe de D'Alembert, le savantl'énone pour la première fois dans l'art. 50 du Traité de dynamique (1743). Il y posele problème en es termes93 :� Soit donné un systême de orps disposés les uns par rapport aux autres d'unemanière quelonque ; & supposons qu'on imprime à haun de es orps un mouve-ment partiulier, qu'il ne puisse suivre à ause de l'ation des autres orps, trouverle mouvement que haque orps doit prendre �.Sa réponse est la suivante94 :�Déomposés les mouvements a, b, c &. imprimés à haque orps, haun en deuxautres, a, α ; b, β ; , ξ ; &. qui soient tels, que si l'on n'eût imprimé aux orps queles mouvemens a, b,  &. ils eussent pû onserver es mouvemens sans se nuireréiproquement ; & que si on ne leur eût imprimé que les mouvemens α, β, ξ, &.le système fut demeuré en repos ; il est lair que a, b,  seront les mouvemens quees orps prendront en vertu de leur ation �.PSfrag replaements
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O′′Fig. I � Eoulement d'un volume de �uide ABDCdans un vase vertial de setion variableDans les art. 173-174 du Traité de dynamique95 et le Livre II, onsaré à l'étudedes éoulements, du Traité des �uides, D'Alembert onsidère notamment l'éoulement93 D'Alembert, Traité de dynamique, 1ère édition, Paris, 1743, art. 50, p. 50.94 D'Alembert, Ibid. note 93, art. 50, p. 51.95 D'Alembert, Ibid. note 93, art. 173-175, p. 183-186.



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 61d'un volume ABDC de �uide inompressible et pesant dans un vase similaire à eluireprésenté sur la Fig. I. L'hypothèse du parallélisme, qui sous-tend sa théorie dans etouvrage, le onduit à représenter le �uide en mouvement sous la forme d'un ensemblede tranhes horizontales, d'épaisseur in�nitésimale, en ontat les unes ave les autres.Chaune de es tranhes orrespond au orps dont le prinipe de la dynamique doitpermettre de trouver le mouvement emprunté ompte tenu de l'ation des autres orps,'est-à-dire des autres tranhes de la masse de �uide.Soit don une tranhe quelonque de �uide KkzZ animée par la vitesse v à uninstant t de l'éoulement, sur laquelle s'exere par ailleurs une fore aélératrie ϕ, leprinipe de la dynamique dans l'art. 86 du Traité des �uides se trouve établi en estermes96 :� Il est évident qu'à la �n de l'instant dt, la vitesse v seroit v + ϕdt, si les tranhesn'agissoient point les unes sur les autres. Don si à la �n de l'instant dt la vitesse
v devient v ± dv par l'ation mutuelle des tranhes, il faudra supposer v + ϕdt =

v ± dv + ϕdt ∓ dv ; & il est évident que le Fluide resteroit en équilibre, si haquetranhe n'étoit animée que de la vitesse in�niment petite ϕdt ∓ dv �.Comparativement à l'énoné du prinipe dans le Traité de dynamique, il s'agit don dedéomposer le mouvement ϕdt imprimé à la tranhe KkzZ entre les instants t et t + dten deux autres ±dv et ϕdt ∓ dv, lesquels orrespondent respetivement au mouvemente�etif du orps, 'est-à-dire le mouvement réellement aquis, et le mouvement devantêtre détruit du fait de son ation mutuelle ave les autres orps a�n que le volume entierde �uide demeure en équilibre à l'issue de l'intervalle de temps dt.D'Alembert exprime, autrement dit, la vitesse perdue par la tranhe KkzZ omptetenu de l'ation mutuelle des tranhes au sein de l'éoulement. Sahant que la vitesse dela tranhe vaut v + dv à l'instant t + dt, sa vitesse à l'instant t + dt serait en fait ϕdt siles tranhes n'agissaient pas les unes sur les autres, ou enore gdt dans le as où la foreaélératrie ϕ désigne l'aélération de la pesanteur g97. Le prinipe de la dynamiqueassure ainsi que le �uide resterait en équilibre au bout de l'intervalle de temps dt sihaque tranhe n'était animée que par la vitesse gdt − dv, ou la fore aélératrie
g − dv

dt
, lesquelles seront don détruites, ou perdues, au ours du mouvement.Le prinipe d'� égalité de la pression en tous sens �Dans sa théorie des éoulements, le prinipe de la dynamique se trouve diretementassoié à un autre prinipe, elui de l'hydrostatique. Il permet en e�et, sur le fond,96 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 86, p. 71.97 L'aélération de la pesanteur n'est que très rarement notée g dans les traités et mémoires d'hy-drodynamique de D'Alembert. Elle est le plus souvent désignée par la lettre p, qu'il ne faudra don pasonfondre ave la notation désignant aujourd'hui la pression du �uide.



62 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783de ramener un problème de dynamique à un problème auxiliaire de statique, et 'estdon par e moyen que D'Alembert, dans la préfae du Traité des �uides, explique avoir� réduit fort aisément aux Loix de l'Hydrostatique ordinaire les Problêmes qui ont pourobjet le mouvement des Fluides �98.Le prinipe hydrostatique employé est elui de l'� égalité de la pression en tout sens �.Dans l'artile � Fluide � de l'Enylopédie99, dont il est l'auteur, D'Alembert en attribuela paternité à B. Pasal dans son Traité de l'équilibre des liqueurs (1663). Son premierénoné est en fait l'÷uvre de S. Stevin qui, dans les Livres 4 et 5 de sa � De statia �100,énone le prinipe de solidi�ation d'après lequel une partie quelonque d'un �uide enéquilibre peut être remplaé par un orps solide de même densité sans que les pressionsqui s'y exerent ne soient altérées101. Selon e prinipe, aujourd'hui onnu sous le nomde théorème de Pasal ou de prinipe de transmission des pressions102,� un Fluide ne peut être en équilibre, à moins que haune de ses parties ne soitpressée également de tous les �tés �,Dans la pratique, D'Alembert donne deux méthodes permettant, dans l'hypothèsedu parallélisme des tranhes, d'établir l'équation du mouvement à partir de l'appliationde es deux prinipes (prinipe de dynamique et prinipe d'égalité de la pression en toussens) : la première l�t son Traité de dynamique (1743)103 ; la seonde, exposée, pour leas d'un �uide pesant, dans l'art. 100 de son Traité des �uides, s'appuie sur le préédenténoné de son prinipe de dynamique (art. 86) et sur la loi d'équilibre d'un �uide dans unvase vertial ouvert en ses deux extrémités104. Nous aurons l'oasion, dans le hapitreVIII, de les examiner dans le détail et de les omparer et nous ontenterons don, pourl'heure, de présenter l'essentiel de sa démarhe à la lumière du raisonnement proposé àla �n de son traité de 1743.Pour s'assurer de la véri�ation du prinipe d'égalité de la pression en tous sens,D'Alembert y onsidère une tranhe quelonque d'épaisseur nulle, 'est-à-dire restreinteà une ligne horizontale, par exemple KZ, séparant le �uide en deux masses ABZK et
ZKDC. L'équilibre de la masse totale ABDC ne repose plus, dès lors, que sur l'égalitéentre le poids s'exerçant sur KZ de O vers O′′ et le poids s'exerçant de KZ de O′vers O′′ (voir la Fig. I). Ces deux poids, D'Alembert les exprime omme le produit la98 D'Alembert, Traité des �uides, 1744, Préfae, p. xiij.99 Enylopédie, t. VI, 1756, p. 881a-890b, signé (O).100 Hypomnemata mathematia, vol. 4, Leyden, 1605.101 Voir, pour plus de détails, J. C. Poggendor�, Histoire de la physique, trad. de E. Bibart et G. dela Quesnerie, 1883, p. 204-205 ; C. Truesdell, � Rational Fluid Mehanis, 1787-1765 �, 1754, p. X-XII,et J. Casey, � The Priniple of rigidi�ation �, Arhive for History of Exat Sienes, vol. 43, 1992,p. 329-383.102 D'Alembert, Traité des �uides, 1744, Livre I, art. 9, p. 7.103 D'Alembert, Traité de dynamique, art. 173, p. 183-184.104 D'Alembert, Ibid. note 102, Livre I, art. 22-25, p. 19-21.



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 63setion y de la tranhe KZ par les pressions respetivement exerées par les massesde �uide ABZK et ZKDC, ou, e qui revient au même en vertu de son prinipe dedynamique, omme le produit de la setion y par la somme des fores aélératriesperdues par les tranhes omprises entre les hauteurs O et O′′, et O′ et O′′. Elles valentdon y
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dx = 0. (1)C'est là la tradution moderne de l'équation du mouvement donnée dans l'art. 100 duTraité des �uides105.Le � prinipe d'équilibre des tuyaux urvilignes �Cette même équation orrespond, plus généralement, à l'équation dalembertienned'un éoulement étudié selon une unique variable d'espae. Cependant, l'hypothèse duparallélisme, qui onstitue une onstante dans sa théorie de 1744, laisse peu à peu laplae dans ses érits postérieurs à de nouvelles façons de représenter le mouvement d'un�uide. Dans le ourant des années 1760, nous ne tarderons pas à y revenir, D'Alembert etBorda envisagent l'éoulement dans un vase omme s'opérant à l'intérieur d'un ensemblede anaux urvilignes in�niment étroits. Les délinaisons de ette nouvelle hypothèsejouent un r�le entral dans le adre du développement de l'approhe unidimensionnelledonné dans le Mémoire 51 � IV et le Mémoire 57. Elles supposent, dans le même temps,d'apporter quelques variantes à la façon d'établir l'équation du mouvement dans leTraité des �uides : au lieu de se rapporter à une masse globale divisée en tranhesparallèles, elle-i se voit appliquée à l'intérieur de anaux urvilignes in�niment étroitsreliant les surfaes supérieure et inférieure du �uide dans le vase.Le raisonnement de D'Alembert, dans e nouveau as de �gure, s'appuie sur unorollaire du prinipe d'� égalité de la pression en tous sens �, le � prinipe d'équilibredes tuyaux retilignes �, selon lequel un anal quelonque MON formé de deux branhesretilignes MO et NO partant de la surfae d'un volume de �uide V en équilibre etaboutissant en un point quelonque O situé à l'intérieur de e volume est lui-mêmeen équilibre. Dans l'Essai sur la résistane des �uides, art. 14, p. 14, D'Alembert enattribue la paternité à Malaurin, qui en fait usage le premier dans son mémoire � De105 Dans l'art. 100, p. 84, de la première édition du Traité des �uides (1744), D'Alembert érit que� ∫ dx · (gdt − dv) doit être égale à zéro �.



64 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Causa physia Fluxus et Re�uxus Maris �106 (1740) et son Treatise of Fluxions (1742).Toujours selon D'Alembert, Clairaut l'étend ensuite aux anaux urvilignes dans saThéorie de la �gure de la Terre, tirée des prinipes de l'hydrostatique (1743). Le prinipedevient ainsi le � prinipe d'équilibre des tuyaux urvilignes �. Il assure l'équilibre d'unanal urviligne quelonque de �uide PQ ralliant, par ses deux extrémités P et Q, lasurfae de la portion de �uide V en équilibre à l'intérieur de laquelle le dit anal setrouve reusé. Dans la seonde édition du Traité des �uides (1770), p. 49, D'Alembertpréise que D. Bernoulli en donne, quelques années plus t�t, un premier énoné dans lasetion II, � 3, de son Hydrodynamique (1738), tout en reonnaissant le mérite revenantà Clairaut pour e qui est de son appliation dans le adre du problème de la Figure dela Terre.PSfrag replaements
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V V(a) (b)Fig. II � (a) Tuyau retiligne MON .(b) Tuyau urviligne PQ.Dans son étude sur l'histoire de la théorie de la �gure de la Terre, I. Todhunter107préise que le � prinipe d'équilibre des tuyaux urvilignes �, énoné et démontré parMalaurin dans le mémoire � De Causa physia Fluxus et Re�uxus Maris � et le Trea-tise of Fluxions orrespond à une extension du prinipe d'équilibre des olonnes deNewton108, prinipe selon lequel deux olonnes, 'est-à-dire deux anaux retilignes,passant par le entre et joignant la surfae d'une sphère de �uide en équilibre sont enéquilibre mutuel. Il note d'ailleurs, en faisant référene aux détails donnés par D'Alem-bert p. 49 de la seonde édition du Traité des Fluides (1770), que � ette extension duprinipe d'équilibre des olonnes semble avoir été onsidérée omme importante à etteépoque �109. Conernant le � prinipe d'équilibre des tuyaux urvilignes �, I. Todhunter,C. Truesdell et J. L. Greenberg s'aordent, dans leurs travaux respetifs110, à en attri-106 Pièes qui ont remporté le prix de l'Aadémie Royale des Sienes en 1740, Paris, 1741, p. 193-234.107 I. Todhunter, A history of mathematial theories of attration and the �gure of the Earth, fromthe time of Newton to that of Laplae, Londres, Mamillan, 1873, vol. I : voir notamment les � 24, 55,245 et 302.108 Cf. I. Newton, Philosophiae naturalis prinipa mathematia, Londres, 1687 (2nde éd., 1713 ; 3e éd.,1726), vol. III, art. 20, � III.109 I. Todhunter, Ibid. note 107, � 246, p. 136.110 I. Todhunter, Ibid. note 107, � 55, p. 30 ; C. Truesdell, � Rational Fluid Mehanis 1687-1765 �,



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 65buer la paternité à Clairaut pour e qui onerne le problème de la Figure de la Terre,mais préisent néanmoins que Huygens, quoiqu'il ne le démontre et ne l'applique pas,le formule dès 1690 dans son Disours de la ause de la pesanteur, e dernier délaranten e�et que le � prinipe d'équilibre des olonnes � de Newton � doit arriver de quelquemaniere qu'on onçoive que le anal soit fait, pouvû qu'il aboutisse de part et d'autrede la surfae �111.Dans le mémoire 57, es deux prinipes d'équilibre des tuyaux retilignes et urvi-lignes se trouvent ouramment utilisés. Combinés ave l'emploi du prinipe de la dyna-mique, ils permettent d'appliquer l'équation du mouvement (1) à l'intérieur de n'importequel anal ou portion de �uide ralliant ou bien les surfaes supérieure et inférieure, oubien la même surfae, supérieure ou inférieure, de la masse de �uide s'éoulant dansun vase. La méthode permettant de l'établir est donnée dans le � XVI, p. 157-158 duMémoire 4 des Opusules t. I (1761). Elle onsiste à dé�nir des éléments de �uide per-pendiulaires aux parois du anal, et don assimilables à des tranhes. Dans le Mémoire57, D'Alembert travaille également sur de simples éléments in�nitésimaux de �uide dontla forme n'est pas préisée. Dans un as omme dans l'autre, sa démarhe permet de seramener au as de �gure traité dans le Traité des �uides.2. Les prinipes fondateurs de l'approhe analytiquedes éoulements de D'AlembertL'emploi réurrent, dans le Mémoire 57, de es deux orollaires du prinipe d'� éga-lité de la pression en tout sens � onstitue une première illustration de l'in�uene del'approhe analytique sur les futurs développemements des travaux de D'Alembert dansle adre d'une approhe unidimensionnelle des éoulements � nous aborderons préi-sément e sujet dans le hapitre V. Les prinipes d'équilibre des tuyaux retilignes eturvilignes fondent en e�et sa théorie dans l'Essai sur la résistane des �uides (1752).Leur tradution en termes mathématiques, ombinée ave l'appliation de son prinipede dynamique, le onduit à l'une des deux équations du système d'EDP gouvernantl'éoulement plan d'un �uide inompressible dans un vase. Nous détaillerons ii lesprinipales étapes du raisonnement orrespondant de D'Alembert dans son traité de1752, puis nous proéderons de même pour la seonde EDP obtenue par le savant :l'équation traduisant le aratère inompressible du �uide.1954, p. XV et XX ; J. L. Greenberg, The Problem of the Earth's Shape from Newton to Clairaut,Cambridge University Press, 1995, p. 650, note 8.111 C. Huygens, Traité de la lumière. . . ave un disours de la ause de la pesanteur, Leyden, 1690,p. 156.



66 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783La formulation analytique du prinipe de l'hydrostatiquePour e qui est de la question de l'équilibre d'un �uide dans l'Essai sur la résistanedes �uides (1752), la théorie de D'Alembert se situe dans le prolongement de elle deClairaut. Dans sa Théorie de la �gure de la Terre, tirée des prinipes de l'hydrostatique(1743), e dernier est en e�et parvenu à établir la ondition d'équilibre d'un �uide in-ompressible112. Soient R(x, z) et Q(x, z) les omposantes de la fore dans les diretions
z et x, ette ondition assure que l'intégrale de l'� e�ort � Rdz + Qdx (nous parlerionsaujourd'hui de travail élémentaire) s'exerçant sur l'élément ds d'un anal urviligne in-�nment étroit ne dépend que de ses bornes d'intégration. Cei revient à a�rmer que
Rdz + Qdx est une forme di�érentielle omplète ('est-à-dire exate pour employer leterme moderne), ou que l'équation dR

dx
=

dQ
dz

se trouve véri�ée113. Dans l'Essai sur larésistane des �uides, D'Alembert donne deux nouvelles démonstrations de e résul-tat. Nous n'évoquerons que la première, pour l'intérêt qu'elle présente du point de vuemathématique114.Ayant montré, préalablement à ette démonstration, que le � prinipe d'équilibredes anaux retilignes � et le � prinipe des anaux urvilignes � onstituent des onsé-quenes du prinipe d'� égalité de la pression en tout sens �115, D'Alembert appliquee dernier à un retangle in�nitésimal de �uide H ou MNOQ de longueur dz = MNet de largeur dx = MO, sur lequel s'exerent les fores quelonques R(x, z) et Q(x, z)dans les diretions AP = x et PM = z (voir la Fig. III). Là où Clairaut établissaitl'équilibre à l'éhelle du tuyau urviligne, D'Alembert dé�nit, quant à lui, un élémentde �uide de densité δ(x, z) soumis à des fores de omposantes R(x, z) et Q(x, z), estrois quantité δ, R et Q étant expliitement onsidérées omme des fontions de x et z112 Pour plus de détails sur l'établissement de ette ondition d'équilibre dans la Théorie de la �gurede la Terre de Clairaut, voir I. Todhunter, Ibid. note 107, vol. I, � 301-307, p. 193-197 ; I. Passeron,Clairaut et la Figure de la Terre au XVIIIe sièle � Cristallisation d'un nouveau style autour d'unepratique physio-mathématique, Thèse de Dotorat, Université Paris 7, 1994, 3e partie, hap. II ; J. L.Greenberg, The Problem of the Earth's Shape from Newton to Clairaut, Cambridge University Press,1995, p. 453-458.113 L'équivalene entre es deux formulations est assurée, à ette époque, par un ritère selon lequel
dR

dx
=

dQ
dz

si et seulement si Rdz + Qdx est une forme di�érentielle omplète. Nous reviendrons pluspréisément sur l'histoire et le statut de e ritère dans le hapitre IV, p. 101.114 La seonde démonstration est donnée dans l'art. 161, p. 190-194. Pour une étude détaillée des tra-vaux de D'Alembert sur les questions de l'équilibre et de la résistane des �uides dans et ouvrage, voirC. Truesdell, � Rational Fluid Mehanis, 1787-1765 �, 1754, p. L-LVIII, et G. Grimberg, D'Alembertet les équations aux dérivées partielles en hydrodynamique, Thèse de Dotorat, Université Paris 7, 1998.115 Cf. Essai sur la résistane des �uides, art. 13-18, p. 13-15. Dans l'art. 18, en onsidérant un analurviligne omme une suession de anaux retilignes de longueur in�nitésimale, D'Alembert montrepar ailleurs que le � Prinipe de l'équilibre des Canaux urvilignes, n'est qu'un Cororralire du prinipeplus simple de l'équilibre des Canaux triangulaires retilignes, aboutissans à la surfae du Fluide :Prinipe dû à M. Malaurin � (p. 15).



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 67di�érentiables suivant es deux variables d'espae. Il traduit ainsi mathématiquement lefait que le �uide est un milieu ontinu, e qui va lui permettre d'y appliquer le alul auxdérivées partielles : aussi, omme le note G. Grimberg, � 'est surtout dans le traitementmathématique [des℄ grandeurs que D'Alembert se di�érenie de Clairaut �116.PSfrag replaements
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o qFig. III � Mouvement de la partiule de �uide Hentre deux instants t (MNOQ) et t + dt(mnoq).Le prinipe d'� égalité de la pression en tous sens � se trouve, quant à lui, formuléen terme d'égalité entre � la fore des olonnes MN & NQ suivant MN & NQ � et� elle des olonnes MO & OQ suivant MO & OQ �117. Observant que la fore de laolonne MO suivant MO orrespond au produit δRdx, D'Alembert obtient la fore dela olonne NQ suivant NQ grâe à la di�érentiation de R(x, z) et δ(x, z) à x onstant :elle-i vaut don
dx

(

R + dz
dR

dz

)(

δ + dz
dδ

dz

)

.De même, les fores des olonnes MN et OQ suivant MN et OQ sont respetivementdonnées par δQdz et
dz

(

Q + dx
dQ
dx

)(

δ + dx
dδ

dx

)

.Le prinipe d'égalité de la pression en tout sens onduit ainsi à l'égalité
δQdz +

(

R + dz
dR

dz

)(

δ + dz
dδ

dz

)

dx = δRdx +

(

Q + dx
dQ
dx

)(

δ + dx
dδ

dx

)

dz,'est-à-dire
d(δR)

dz
=

d(δQ)

dx
,en négligeant les termes du 3e ordre. En posant δ = Cste, D'Alembert se ramène auas inompressible et parvient ainsi à la ondition d'équilibre dR

dz
=

dQ
dx

préédemment116 G. Grimberg, D'Alembert et les équations aux dérivées partielles en hydrodynamique, Thèse deDotorat, Université Paris 7, 1998, p. 22.117 D'Alembert, Essai sur la résistane des �uides, art. 19, p. 17.



68 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783obtenue par Clairaut.Du prinipe de l'hydrostatique à la première équation du mouvementD'Alembert établit sa première équation � analytique � du mouvement d'un �uideinompressible à l'intérieur d'un vase ABFE ouvert en ses deux extrémités AB et EF(voir la Fig. IV) dans l'art. 149 de l'Essai sur la résistane des �uides.PSfrag replaements
A B

E F

H

PQ

x

z
O

Fig. IV � Eoulement d'un volume de �uide dans unvase ABEF ouvert en ses deux extrémités
AB et EF .Il se refère, pour e faire, à la méthode donnée dans l'art. 48 de l'ouvrage pour leproblème de la résistane éprouvée par un orps solide immergé à l'intérieur d'un �uideen mouvement, méthode proédant de l'appliation de son prinipe de la dynamique.Ce dernier permettant de ramener un problème de dynamique (elui du mouvement du�uide), à un problème de statique (l'équilibre de e même �uide), le raisonnement deD'Alembert onsiste à substituer, dans la ondition d'équilibre d'un �uide inompres-sible dR

dz
=

dQ
dx

les omposantes Fx et Fz des fores aélétraties perdues par l'élémentde �uide au ours du mouvement aux omposantes des fores R et Q s'exerçant selonles mêmes diretions dans le as de l'équilibre. En d'autres termes, sahant, d'après leprinipe de D'Alembert, que l'élément de �uide resterait en équilibre pour peu que lesfores Fx et Fz qui s'y appliquent dans les diretions x et z soient détruites au ours dumouvement, es fores véri�eront118
dFz

dx
=

dFx

dz
.Il ne reste plus, dès lors, qu'à y injeter l'expression de Fx et Fz.D'Alembert dé�nit respetivement, pour e faire, les omposantes horizontale etvertiale de la vitesse animant l'élément de �uide H sous la forme de deux fontions118 Cela équivaut, en termes modernes, à érire que le hamp de fores (Fx, Fz) est onservatif.
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P (t, x, z) et Q(t, x, z) di�érentiables suivant les deux variables d'espae z et x et la va-riable temporelle t � il dé�nit par là-même, les prémies du onept moderne de hampde vitesse : voir la Fig. IV. Il remarque ensuite que la ontiguité de l'éoulement au ni-veau des parois du vase, 'est-à-dire pour z = y, onduit à la relation Q

P
=

dx

dy
, e quil'inite à proéder à la séparation des variables spatiales et temporelles au sein des deuxomposantes, d'abord au niveau de la paroi du vase, puis, de façon plus générale, en toutpoint de l'éoulement, de telle sorte que P (t, x, z) = θ(t)p(x, z) et Q(t, x, z) = θ(t)q(x, z)� nous reviendrons plus longuement sur les impliations physiques de ette opérationdans le hapitre IV.Sahant que119















Fx = g − dQ(t, x, z)

dt
,

Fz = −dP (t, x, z)

dt
,D'Alembert proède dès lors à la di�érentiation des omposantes P et Q de la vitesseen onsidérant impliitement les variables spatiales x et z omme des fontions de lavariable temporelle t. Il obtient ainsi120















Fx = g − d(θ(t)q(x, z))

dt
= g − qTdt + θAdx + θBdz

dt
= g − qT − θ2Aq − θ2Bp

Fz = −d(θ(t)p(x, z))

dt
= −qTdt + θA′dx + θB′dz

dt
= −pT − θ2A′q − θ2B′p,ave T =

dθ(t)

dt
, A =

dq(x, z)

dx
, B =

dq(x, z)

dz
, A′ =

dp(x, z)

dx
et B′ =

dp(x, z)

dz
, 'est-à-dire, ompte tenu de la ondition d'équilibre dFz

dx
=

dFx

dz
:

d(g − qT − θ2Aq − θ2Bp)

dz
=

d(−pT − θ2A′q − θ2B′p)

dx
. (2)Cette équation, donnée par D'Alembert dans l'art. 149, p. 182, de l'Essai sur la résis-tane des �uides, est aujourd'hui onnue sous le nom d'équation de vortiité de Helm-holtz. Elle aratérise un éoulement instationnaire inompressible dans la irulation119 Les omposantes des fores détruites Fx et Fz orrespondent, en termes modernes, à la résultantedes fores extérieures (g, 0), ii restreintes à la gravité, et des fores d'inertie (−dQ

dt
,−dP

dt

).120 Dans e hapitre VIII de l'Essai sur la résistane des �uides, de même que dans le Mémoire 4 deses Opusules t. I (1761), D'Alembert ommet une erreur de alul : il obtient θ au lieu de θ2 dans lesexpressions suivantes de Fx et Fz . L'erreur sera signalée par Lagrange dans l'art. XLIII de son mémoire� Appliation de la méthode exposée dans le mémoire préédent à la solution de di�érents problèmesde dynamique � (Mélanges de Turin, t. II, pour les années 1760-1761, 1762, p. 196-298 ; ×uvres deLagrange, t. I, p. 365-468). D'Alembert l'en remeriera dans sa lettre du 15 novembre 1762 et orrigerale aluls dans l'art. 17, p. 47-49, du Mémoire 31 de ses Opusules t. V (1768).



70 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783se onserve. Nous l'éririons
∇×

[

∂v

∂t
− v × (∇× v)

]

= 0,ave v le hamp de vitesse bi-dimensionnel de omposantes P = θp et Q = θq enoordonnées artésiennes.Partant de là, D'Alembert se ontente �nalement de montrer que l'équation A′ = B,ou dp

dx
=

dq

dz
, y satisfait, restreignant ainsi son statut à elui de ondition su�sante duproblème121. En termes modernes, ette dernière équation s'érirait ∇× v = 0. Ellearatérise un éoulement irrotationnel ou potentiel122, et orrespond à la première desdeux EDP gouvernant, selon la théorie analytique du savant, le mouvement d'un �uideinompressible dans un vase.La seonde équation du mouvementLa seonde équation du mouvement déoule, quant à elle, de l'inompressibilité du�uide. Elle orrespond à l'équation de onservation du volume. D'Alembert onsidère,pour l'établir, le mouvement de l'élément retangulaire de �uide H ou MNQO (voir laFig. III) entre deux instant t et t + dt, de telle sorte que MNQO devienne mnqo aubout de l'intervalle de temps dt (ave, rappelons-le, MO = dx et MN = dz). Il vientainsi














mo = Q(t, x + dx, z)dt = dx + dx
dQ

dx
dt =

(

1 +
dQ

dx
dt

)

dx,

mn = P (t, x, z + dz)dt = dz + dz
dP

dz
dt =

(

1 +
dP

dz
dt

)

dz.Sahant, d'autre part, que la onservation du volume de �uide de la partiule entre lesdeux instants t et t + dt s'érit MO × MN = dx × dz = mo × mn, D'Alembert obtient,après avoir négligé les termes d'ordre 2 en dt

dxdz = dxdz

(

1 +
dQ

dx
dt +

dP

dz
dt

)

,121 Cette dédution équivaudrait, en termes atuels, à assimiler l'ensemble des éoulements dont lairulation se onserve à des éoulements potentiels. Cependant, les deux propriétés ne sont pas équi-valentes : l'irrotationalité ou le aratère potentiel d'un éoulement implique l'existene d'un hamp defore onservatif, mais la réiproque est fausse. Dans le Mémoire 4 de ses Opusules t. I (1761), D'Alem-bert, poussé par les ritiques émises par Euler dans son mémoire � Continuation des reherhes sur lathéorie du mouvement des �uides � (HAB année 1755 (1757), p. 316-361), fera état d'un raisonnementplus satisfait de e point de vue. Voir, pour plus de détails, A. Coste, A. Guilbaud, � Présentation duMémoire 4 �, in D'Alembert, ×uvres Complètes, vol. III/1, Opusules Mathématiques tome I (1761),P. Crépel, A. Guilbaud et G. Jouve (dir.), CNRS Éditions, parution prévue pour la �n 2008.122 Tel que la vitesse dérive, autrement dit, d'un potentiel φ véri�ant v = ∇φ.



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 71'est-à-dire dP

dz
= −dQ

dx
, ou enore

dp

dz
= − dq

dx
,ompte tenu de P (t, x, z) = θ(t)p(x, z) et Q(t, x, z) = θ(t)q(x, z). Cette équation, onnuesous le nom d'équation de ontinuité123, s'érirait aujourd'hui ∇ · v = 0.Synthèse : les équations du mouvement de D'Alembert

• Dans le adre de l'étude du mouvement d'un �uide selon deux variables d'espae,D'Alembert dispose don du système de deux EDP du 1er ordre suivant124 :














dp

dx
=

dq

dz
,

dp

dz
= − dq

dx
.C'est là le système que D'Alembert tente de résoudre dans le Mémoire 4 des Opusulest. I (1761), les Mémoires 31 et 33 des Opusules t. V (1768), ainsi que le Mémoire 57 �VII, art. 14-34, des Opusules t. VIII (1780).

• Dans le adre de l'approhe unidimensionnelle, l'équation du mouvement, rappelons-le, s'érit
∫
(

g − dv

dt

)

dx = 0.L'intégrale porte sur le volume de �uide sur lequel elle s'applique, 'est-à-dire l'ensembledu �uide dans le vase dans le as du parallélisme des tranhes, ou le volume de �uides'éoulant dans l'un quelonque des tuyaux urvilignes in�niment étroits dans le asdes nouvelles hypothèses introduites dans le ourant des années 1760. Du point de vuedes prinipes employés, ette équation renvoie à la première des deux EDP préédentes.Elle est également omplétée par une équation de ontinuité assurant la onstane dudébit de l'éoulement dans le vase ou le anal urviligne onsidéré. Il s'agit de la relation
yv = Cste, dans laquelle v(x) désigne la vitesse du �uide situé à un endroit de la onduitede hauteur x et de setion y.123 Cette appellation apparaît dès 1755, dans le mémoire d'Euler � Prinipes généraux du mouvementdes �uides �, HAB année 1755 (1757), p. 274-315.124 Il déouvre don, dans le même temps, e que les mathématiiens du sièle suivant appelleront lesonditions de Cauhy-Riemann.



72 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-17833. Le prinipe de onservation des fores vives, lestatut de la loi leibnizienne de ontinuite et ladéfinition du onept de foreLa démonstration du prinipe de onservationdes fores vives dans le Traité des �uides (1744)Les prinipes de la dynamique et de l'hydrostatique ne sont pas les seuls employéspar D'Alembert dans le adre de l'approhe unidimensionnelle. � Un des plus grandsavantages qu'on tire de notre Théorie �, érit-il en e�et dans la préfae du Traité des�uides125,� 'est de pouvoir démontrer que la fameuse Loi de Méhanique, appellée la onser-vation des fores vives, a lieu dans le mouvement des Fluides omme dans elui desCorps solides �.Ce prinipe de onservation des fores vives, D'Alembert reprohe tout d'abord à D. Ber-noulli de l'avoir appliqué sans le démontrer dans son Hydrodynamique (1738). Quant aumémoire préliminaire à et ouvrage, publié en 1729 dans le volume des aniens Mémoiresde Petersbourg pour l'année 1727126, il juge que son prédéesseur n'apporte127� d'autre preuve de la onservation des fores vives dans les Fluides, sinon qu'ondoit regarder un Fluide omme un amas de petits Corpusules élastiques qui sepressent les uns sur les autres, & que la onservation des fores vives a lieu, del'aveu de tout le monde, dans le ho d'un systême de Corps de ette espée �.La démonstration de D. Bernoulli repose, autrement dit, sur les lois de la ommuniationdu mouvement entre orps solides. C'est d'abord, nous y reviendrons plus longuementdans un instant, une première illustration de l'in�uene de la méanique des orps solidessur le proessus de fondation théorique de l'hydrodynamique à partir de 1738. C'est,d'autre part, une preuve qui, selon D'Alembert, � ne doit pas être regardée omme d'unegrande fore �128. Comme il s'y était employé dans son Traité de dynamique pour leas du mouvement des orps solides, il propose don de remédier à e manque dans leas du mouvement des �uides, en en déduisant l'expression à partir de l'équation dumouvement obtenue par l'appliation de son prinipe de la dynamique.La démonstration proprement dite se trouve à l'art. 90, p. 74-76, de la premièreédition du Traité des �uides (1744). Elle s'applique au as du mouvement d'un �uide125 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, préfae, p. xvj.126 D. Bernoulli, � Theoria nova de motu aquarum per anales quosunque �uentium �, CommentariiAademiae Sientiarum Imperialis Petropolitanae, vol. 2, 1727 (1729), p. 111-125.127 D'Alembert, Ibid. note 125.128 D'Alembert, Ibid. note 125.



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 73non pesant onsidéré dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes (voir la Fig. I,p. 60). D'Alembert part, dans e adre, de l'équation du mouvement ∫ O′′

O′

dvdx = 0,et y injete la relation GH × u = yv assurant la onstane du débit de l'éoulemententre une tranhe de référene de setion GH et de vitesse u et une tranhe quelonque
KkzZ de setion y et de setion v. Il obtient ainsi

∫ O′′

O′

ydx × dv

y
=

∫ O′′

O′

ydx × vdv

u × GH
= 0,ou enore ∫ O′′

O′

ydx × d(v2) = 0, de telle sorte que
∫ O′′

O′

ydx × v2 = Cste.Il s'agit là d'une des formulations du prinipe de onservation des fores vives, selonlaquelle, d'après la dé�nition que D'Alembert en donne dans l'artile � Fores vives �,entrée � Conservation des fores vives � de l'Enylopédie, � la somme des produits desmasses par les quarrés des vîtesses fait toujours une quantité onstante �129.Dans le as d'un �uide pesant, traité dans l'art. 100, p. 84-85 de la première éditiondu Traité des �uides, l'équation du mouvement s'érit ∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0. D'Alem-bert opère tout d'abord une première réériture grâe à la relation dt =
dx

v
, 'est-à-dire

dt =
ydx

u × GH
puisque GH × u = yv. Il parvient ainsi à

∫ O′′

O′

gdx =

∫ O′′

O′

u × GH × dxdv

ydx
.L'hypothèse du parallélisme des tranhes et la relation ydx = Cste déoulant de l'in-ompressibilité du �uide le onduisent ensuite à

(ydx)

∫ O′′

O′

gdx =

∫ O′′

O′

ydx × vdv,soit
(ydx)

∫ O′′

O′

gdx =

∫ O′′

O′

ydx × d

(

v2

2

),puis
(ydx)

∫ O′′

O′

gdx = d

(

∫ O′′

O′

v2

2
× ydx

) ,129 Enylopédie, art. � Fores vives �, entrée � Conservation des fores vives �, t. VI, 1756, p. 114a.



74 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783'est-à-dire, sahant que v2 =
GH2

y2
u2 :

(ydx) × g × O′O′′ = d

(

1

2
Nu2

) , (3)ave N =

∫

GH2dx

y
. Cette équation (3) orrespond à la version di�érentiée, sur l'in-tervalle de temps dt, de l'équation d'égalité entre la desente atuelle et la montéepotentielle du entre de gravité de la masse totale de �uide, 'est-à-dire une versiondi�érentiée de la formulation du prinipe de onservation des fores vives employée parD. Bernoulli. Dans son Hydrodynamique, e dernier di�érentie en e�et, a�n de parvenirà une établir l'équation di�érentielle du mouvement, une formule équivalente à130

∫ O′′

O′

gx × ydx =

∫ O′′

O′

v2

2
× ydx,ave ydx la masse de haque tranhe, 'est-à-dire

∫ O′′

O′

(

v2

2
− gx

)

ydx = 0,ou, plus simplement enore,
gMh =

1

2
Nu2, (4)ave M =

∫ O′′

O′

ydx et h = O′O′′ la masse et la hauteur totales du �uide dans le vase.Nous parlerions aujourd'hui d'égalité entre l'opposé de l'énergie potentielle −Ep etl'énergie inétique Ec, ou enore d'invariane de l'énergie méanique EM = Ec + Epd'un �uide onsidéré omme un système de orps (les tranhes) soumis à l'aélérationde la pesanteur g.Prinipe premier dans l'Hydrodynamique de D. Bernoulli, la onservation des foresvives revêt don un tout autre statut dans la théorie des éoulements de D'Alembert,elui d'intégrale première du mouvement. Cependant, l'énoné, tel que nous venons d'enrendre ompte, est enore inomplet.Dans l'artile � Fores vives �, entrée �Conservation des fores vives � de l'Enylopé-die, D'Alembert préise en e�et que131130 Dans l'Hydrodynamique, Set. III, � 4 à 7, p. 30-33, D. Bernoulli y raisonne essentiellement demanière géométrique. Pour plus de détails sur sa méthode de mise en équation, voir G. K. Mikhailov,� Introdution to Daniel Bernoulli's Hydrodynamia �, Die Werke von Daniel Bernoulli, Hydrodyna-mique II, vol. V, Birkhäuser Verlag, Bâle, 2002, p. 49-55.131 Enylopédie, art. � Fores vives �, entrée � Conservation des fores vives �, t. VI, 1756, p. 115a.



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 75� le prinipe de la onservation des fores vives n'a jamais lieu lorsque les orps quiagissent les uns sur les autres passent subitement d'un mouvement à un mouvementdi�érent, sans passer par les degrés de mouvement intermédiaires, à moins que lesorps ne soient supposés à ressort parfait �.D'Alembert fait ii référene à la � loi de ontinuité �, un axiome métaphysique énonépar Leibniz selon lequel les mouvements, dans la nature, ne hangent que par degrésinsensibles. Cette loi avait joué un r�le ruial dans le adre de deux rises profondes tou-hant diretement aux onditions d'appliation du prinipe de onservation des foresvives : la querelle des fores vives et la question des lois de la ommuniation du mou-vement. Son statut vis-à-vis du prinipe de onservation des fores vives dans sa théoriedes éoulements de 1744, de même que sa oneption de la fore animant un �uideen mouvement à l'intérieur d'un vase, en onstituent, omme nous allons le voir, unhéritage diret.La querelle des fores vives et la question des lois de laommuniation du mouvement : rappel historiqueLa première de es deux polémiques méaniiennes élate à l'énoné par Leibniz,dans son érit � Brevis Demonstratio erroris Memorabilis artesii et aliorum ira legemnaturalem � (1686)132, de sa théorie des fores vives. Le savant et philosophe allemand,séduit par l'appliation du prinipe de Huygens au problème des lois de la ommuni-ation du mouvement133, propose une dotrine de la � montée potentielle � (� asensuspotentialis �), rebaptisée � vis viva � ou � fores vives �, dotrine au sein de laquelle laonservation de la montée potentielle dans le ho des orps élastiques doit permettrede préiser une dé�nition physique et métaphysique du onept de � fore �.Leibniz établit une distintion de nature entre le omportement � statique � d'unorps posé sur un plan horizontal, et la � dynamique � d'un orps lané vertialement,dont la fore doit se onsumer à mesure que s'exere la pesanteur. Dans le premier as,la fore en jeu, appelée � fore morte �, sera représentée par le produit de la masse parla vitesse. Dans le seond, équivalent à un mouvement uniformément retardé, on feraappel à la � fore vive �, estimée par le produit de la masse par le arré de la vitesse. Ladotrine de Leibniz, ébranlant toute l'Europe méaniienne, oppose don partisans etadversaires des fores vives : partisans, selon lesquels la � fore vive � � e que nous ap-pellerions aujourd'hui l'énergie inétique � doit permettre d'évaluer la fore des orpsen mouvement, et adversaires pour qui ette même fore doit être mesurée par la � foremorte �, 'est-à-dire la quantité de mouvement � le terme est ouramment employé parles savants de l'époque.132 Ata Eruditorum, mars 1686.133 C'est rappelons-le, à l'énoné de e prinipe par Huyghens que D. Bernoulli se réfère dans sonHydrodynamique : voir Chapitre I, p. 40.



76 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Dans e ontexte, la question de l'admissibilité du prinipe des fores vives devientun problème emblématique de la querelle leibnizienne dans la première moitié du XVIIIesièle. En 1724 et 1726, elle foalise tout partiulièrement l'attention des savants à l'o-asion de deux prix proposés par l'Aadémie Royale des Sienes de Paris sur les loisde la ommuniation du mouvement. Jean Bernoulli, père de Daniel et fervent partisande la dotrine leibnizienne, y présente suessivement son Disours sur les loix de laommuniation du mouvement (1724) ainsi qu'une version du même texte enrihie134d'un long appendie, publiée en 1727.Jean Bernoulli, père de Daniel et fervent partisan de la dotrine leibnizienne, yprésente son Disours sur les lois de la ommuniation du mouvement (1724). Célèbreplaidoyer pour un reours exlusif aux fores vives dans le problème du ho, sa pièeillustre également un autre aspet de la querelle : la question de la onstitution physiquedes orps. Grâe à la loi métaphysique, dite de ontinuité, selon laquelle auun hange-ment ne peut se faire par saut dans la nature � natura non operatur per saltum, 'estainsi que Leibniz l'énone �, J. Bernoulli justi�e le aratère naturellement élastiquedes orps ontre les défenseurs d'une matière in�niment � dure � � 'est-à-dire par-faitement indéformable et sans restitution d'énergie, pour employer des termes atuels.� La dureté �, y érit-il135,� est absolumment impossible, & ne peut subsister ave la loy de ontinuité. Unpeu de re�exion mettra ette vérité dans son jour. Supposons que deux orps dursen e sens, & parfaitement égaux, se renontrent diretement ave des vîtesseségales, je dis qu'ils doivent de toute néessité ou s'arrêter tout ourt en se ho-quant, ou rebrousser hemin après s'être hoquez ; il impliqueroit que des orpsdurs se penetrassent ; mais es orps ne sçauroient s'arrêter tout ourt, sans pas-ser subitement du mouvement au repos, de l'être au non-être, e qui répugne àla loy de ontinuité ; ni re�ehir dans le seond as, qu'ils ne hangent tout d'unoup leurs vîtesses a�rmatives [omprendre positives℄, en une vîtesse negative, sansavoir parouru auparavant toutes les dimensions suessives de la premiere vîtesse,jusqu'à la destrution totale, & de la remonter par de pareilles augmentations, enune vîtesse en sens ontraire ; e qui est également oposé à ette loy �Il s'agit là, en somme, d'un nouveau sujet de division entre les partisans de fores viveset les adeptes de la quantité de mouvement, es derniers étant persuadés que la dureténaturelle des orps se traduit par une inévitable perte de fores vives lors de la renontrede deux masses solides. Soient deux orps lanés l'un ontre l'autre, les premiers, ralliésau point de vue de J. Bernoulli, onsidèrent que le ho s'opère sur un intervalle detemps non négligeable, durant lequel l'éhange de fores vives, et don l'évolution des134 J. Bernoulli, Disours sur les loix de la ommuniation du mouvement. Qui a mérité les Elogesde l'Aadémie Royale des Sienes aux années 1724. & 1726. & qui a onouru à l'oasion des Prixdistribuez dans les dites années, Paris, 1727.135 J. Bernoulli, Ibid. note 134, p. 6.



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 77vitesses de haune des deux masses, s'aomplit par degrés insensibles. Ce phénomèneallant néessairement de pair ave la déformation des orps durant et intervalle detemps, il sous-entend don l'élastiité naturelle de la matière solide. Leurs détrateursy voient quant à eux une renontre instantanée entre deux masses in�niment dures.Le prinipe de onservation des fores vives s'applique don hez les leibniziensomme une loi onstante de la ommuniation du mouvement. La loi de ontinuité,telle qu'énonée par Leibniz dans sa Brevis Demonstratio de 1686, orrespondait à unaxiome, un � ordre immuable et perpetuel, établi depuis la réation de l'Univers � envertu duquel � tout e qui s'exeute, s'exeute par des degrez in�niment petits �136.� Méanisée � par Jean Bernoulli pour la question du ho des orps élastiques, elledevient une ondition inhérente à l'appliation du prinipe de onservation des foresvives137. D'Alembert et le onept de foreSi, omme nous l'avons vu, D. Bernoulli passe siemment es deux débats sous silenedans son Hydrodynamique a�n de se prémunir ontre les ritiques des adversaires desfores vives, on ne peut guère en dire autant de D'Alembert dans la première édition deson Traité des �uides. Ce dernier présente en e�et sa théorie des éoulements de 1744omme une suite logique des reherhes menées dans son Traité de dynamique (1743).Celui-i s'ahève en partiulier sur un paragraphe de quelques pages, intitulé � De laonservation des fores vives dans les �uides �. Con�rmant son projet de �liation desdeux méaniques, elle des orps solides, et elle des �uides, D'Alembert y annone laligne diretrie de ses futures reherhes en hydrodynamique138 :� M. Daniel Bernoulli dans son exellent ouvrage [. . . ℄ a tiré les lois du mouve-ment des Fluides dans des vases, de la onservation des fores vives, mais sansla démontrer. Comme notre Prinipe général [. . . ℄ nous a onduit à en trouver ladémonstration, il est évident que nous aurions pu déduire immédiatement de emême prinipe le Mouvement du Fluide, e qui aurait enore été plus lumineuxet plus diret [. . . ℄. Nous entrerons là-dessus dans un détail beauoup plus grand,lorsque nous donnerons notre Traité des Fluides �Naturellement, e hoix le ontraint à prendre position, dans les deux traités, sur lesdeux querelles préédemment évoquées.136 J. Bernoulli, Ibid. note 134, p. 5.137 Voir, pour plus de détails, R. Dugas, Histoire de la méanique, Neuhâtel, Éditions du Gri�on, 1950,p. 209-211 et 225-228 et D. Ismaël Youssouf, Les phénomènes de ho et les prinipes de onservation �Débats historiques et proessus d'apprentissage, Thèse de Dotorat, Université Lyon 1, 1999, p. 33-130.On pourra également onsulter l'Histoire des Mathématiques de J.-E. Montula, vol. III, Part. V, Liv.III, � � V. De la question des fores vives �, Paris, 1799-1802, p. 629-643.138 D'Alembert, Traité de dynamique, 1743, p. 185-186.



78 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Sur la querelle leibnizienne tout d'abord, D'Alembert renvoie les deux amps dosà dos en présentant ette question omme une simple dispute métaphysique. Les deuxnotions sont en e�et tout à fait équivalentes selon lui, pour peu que l'on se borne àonsidérer les e�ets de la fore plut�t que leurs auses139 :� Le mot de fore ne nous représente qu'un être vague, dont nous n'avons pointd'idée nette, dont l'existene même n'est pas trop bien onstatée, et qu'on ne peutonnaître tout au plus que par ses e�ets. Tous les géomètres onviennent entre euxsur la mesure de leurs e�ets, et ela doit su�re �Pourvu qu'il soit appliqué dans les bonnes onditions, le prinipe de onservation desfores vives doit don onduire aux mêmes résultats que elui de la quantité de mouve-ment.Le onept de fore hez D'Alembert est, de e fait, un onept seondaire. Le sa-vant lui préfère le onept de vitesse, omme en témoigne l'énoné de son prinipe dedynamique. Il dé�nit, à partir de là, la notion de fore aélératrie ϕ omme la simpleexpression du rapport entre l'inrément de vitesse dv aquis par un orps et l'intervallein�nitésimal de temps orrespondant dt, 'est-à-dire ϕ =
dv

dt
140.D'Alembert, e faisant, se démarque également d'une autre faette de la dotrineleibnizienne, selon laquelle la fore orrespond à un oe�ient de proportionalité entrela ause et l'e�et. Il se débarasse ainsi de et � unique axiome vague et obsur, que l'e�etest proportionnel à la ause �141, 'est-à-dire de toute idée de détermination ausale,jugée trop métaphysique, pour ne onsidérer que l'e�et produit sur le mouvement parl'ation d'une fore aélératrie pendant un ertain intervalle de temps. La fore, selonD'Alembert, n'est rien d'autre que le oe�ient d'une équation di�érentielle aratéri-sant l'évolution du onept premier de sa dynamique : la vitesse142. Elle orrespond àla dérivée première de ette dernière par rapport au temps, et équivaudra don à uneaélération pour le leteur moderne : 'est ainsi que le terme de � fore � doit êtreinterprété dans le adre de sa théorie des éoulements, et plus généralement, dans leadre de ses reherhes en méanique. D'Alembert fait aussi quelquefois référene à lanotion de � fore motrie �. Il entend simplement par là le produit de la masse du orpspar la fore aélératrie qui lui est appliquée143.Notons par ailleurs que ette position n'évoluera pas hez l'auteur, et qu'on pourradon s'en tenir à ette interprétation pour aborder son ÷uvre tardive sur la théorie deséoulements. Dans la seonde édition de son Traité de dynamique, publiée en 1758, il139 D'Alembert, � Mémoire historique sur la vie & les ouvrages de M. Jean Bernoulli �, Merure deFrane, mars 1748, p. 39-79.140 Cf. D'Alembert, Traité de dynamique, 1ère édition, Paris, 1743, art. 19, p. 16-17.141 D'Alembert, Traité de dynamique, 1ère édition, Paris, 1743, p. xl.142 Nous rejoignons ii le point de vue de G. Grimberg dans sa thèse de Dotorat, D'Alembert et leséquations aux dérivées partielles en hydrodynamique, Université Paris 7, 1998, p. 250-253.143 La pesanteur sera don une fore aélératrie, le poids une fore motrie.



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 79fait e�etivement de nouveau état de son opposition à la dotrine leibnizienne sur lesujet, en ritiquant, au passage, les opinions de D. Bernoulli et d'Euler144 :� La plûpart des Géometres présentent sous un autre point de vûe l'équation
ϕdt = du entre les tems & les vitesses [. . . ℄. Comme l'aroissement de la vitesse estl'e�et de la ause aélératrie, & qu'un e�et, selon eux, doit être toujours propor-tionnel à sa ause, es Géometres ne regardent pas seulement la quantité ϕ ommela simple expression du rapport de du à dt ; 'est de plus, selon eux, l'expressionde la fore aélératrie, à laquelle ils prétendent que du doit être proportionnel,
dt étant onstant. M. Daniel Bernoulli [. . . ℄ prétend que e prinipe est seulementde vérité ontingente [. . . ℄. M. Euler, au ontraire, s'est e�oré de prouver fort aulong dans sa Méanique, que e prinipe est de vérité néessaire. Pour nous, sansvouloir distinguer ii si e prinipe est de vérité néessaire ou ontingente, nousnous ontenterons de le prendre pour une dé�nition. �Il revient de même à la harge dans le Mémoire 51 � III des Opusules t. VI (1773),intitulé � Ré�exions sur quelques loix de Méhanique �, en a�rmant que le prinipe

ϕdt = du145,� envisagé omme purement géométrique, ou plus exatement, omme une expres-sion purement analytique, peut toujours être vrai [. . . ℄ ; pare que dans ette équa-tion [ϕdt = du℄, on n'est point obligé de regarder [ϕ℄ omme autre hose que ommeun simple oe�ient de dt. Voyez sur ela notre Traité de Dynamique, seonde Edi-tion, art. 22 �.Nous aurions, sur le même sujet, également pu aborder sa façon de onevoir lesfores s'exerçant à l'intérieur d'un �uide en mouvement dans un vase. Nous traiteronsen fait la question dans le hapitre VIII, dédié à sa dé�nition de la pression d'un �uideen mouvement. Le statut de la loi leibnizienne de ontinuitédans le Traité des �uides (1744)Revenons, pour l'heure, sur l'in�uene de la seonde querelle méaniienne, elleportant sur les lois de la ommuniation du mouvement, sur sa théorie des éoulementsde 1744. Comme les historiens J. Viard et I. Youssouf le mettent en évidene146, l'opi-nion de D'Alembert penhe intuitivement, dans e adre, en faveur de l'existene d'une� dureté originaire et primitive � des partiules élémentaires onstituant les orps dansla nature. C'est là le sens de sa ritique à l'égard de la position de J. Bernoulli dans144 D'Alembert, Traité de dynamique, 2nde éd., Paris, 1758, art. 22, p. 24-25.145 D'Alembert, Opusules, t. VI, 1773, Mémoire 51, � III, p. 374.146 J. Viard, I. Youssouf, � Les relations entre l'élastiité et dureté dans le Traité de Dynamiquesont-elles ompatibles ave elles de l'Enylopédie ? �, Revue de Synthèse, n◦ 4, 1998, p. 123-145.



80 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783son Disours sur les loix de la ommuniation du mouvement : � omment se formerune idée de la matière �, explique-t-il en e�et dans son éloge onsaré au savant, � si onn'aorde pas une dureté originaire et primitive aux éléments dont elle est omposée etqui sont proprement les vrais orps ? �147.Pour autant, montrent-ils, es mêmes orps présents dans la nature, eux � que nousonnaissons � par l'expériene, 'est-à-dire par l'entremise de nos sens, le savant ne lesonsidère pas moins omme étant à la fois dotés d'une ertaine dureté et d'une ertaineélastiité. En fait, dans le Traité de dynamique, D'Alembert � n'examine point [. . . ℄ s'ily a des Corps parfaitement durs �, ei étant � une question qui appartient plut�t à laPhysique qu'à la Méanique �, mais se ontente de supposer � des Corps parfaitementdurs, que omme on suppose d'ordinaire dans la Méanique des Leviers in�exibles, desMahines sans frottement, &. �148. Il y envisage ainsi la parfaite dureté et élastiitéde la matière solide omme des hypothèses théoriques, relatives à des orps idéaux, etaborde don les deux as de �gure dans l'ouvrage. En revanhe, si son prinipe de ladynamique lui permet de travailler dans les deux hypothèses, le prinipe de onservationdes fores vives doit, quant à lui, être employé ave préaution, e qui l'amène à tenterd'en dé�nir les onditions d'appliation dans le problème du ho de deux orps149 :� Nous pourrions démontrer la onservation des fores vives dans le ho des CorpsElastiques, en regardant es orps omme durs, & supposant que la ompression etla restitution du ressort se �t en un instant [. . . ℄ ; mais omme nous avons observéque ette hypothèse ne pourrait souvent onduire aux véritables lois du ho desCorps Elastiques, nous l'abandonnerons ii, & nous démontrerons la propositiondont il s'agit, en supposant un ressort plaé entre les Corps �.La onservation des fores vives pourra don être appliquée à la question du ho, pourpeu que l'on ait pris la peine de rajouter un ressort parfait entre les orps. Dans leas plus général d'une interation méanique par ontat, D'Alembert s'assure ainsi duhangement par degrés insensibles de la vitesse150 :� Nous avons dit soit en se poussant, soit en se hoquant, & nous distinguons lapulsion d'ave le ho, pare que la onservation des fores vives a lieu dans lesmouvemens des orps qui se poussent, pourvû que es mouvemens ne hangentque par degrés insensibles, ou plut�t in�niment petits ; au lieu qu'elle a lieu dansles orps élastiques qui se hoquent, dans le as même où le ressort agiroit en uninstant indivisible, & les feroit passer sans gradation d'un mouvement à un autre �.147 D'Alembert, � Mémoire historique sur la vie & les ouvrages de M. Jean Bernoulli �, Merure deFrane, mars 1748, p. 58. On pourra également onsulter l'artile � Dureté � de l'Enylopédie, t. V,1755, p. 171b-172b, signé (O).148 D'Alembert, Traité de dynamique, 1ère édition, Paris, 1743, art. 137, 144-145.149 D'Alembert, Traité de dynamique, Ibid. note 148, art. 169, p. 180.150 Enylopédie, art. � Fores vives �, entrée � Conservation des fores vives �, t. VI, 1756, p. 114b-115a.



CHAPITRE II : LES PRINCIPES ET CONCEPTS FONDATEURS 81En d'autres termes, le prinipe de onservation des fores vives se voit onditionné,dans le Traité de dynamique, par ette hypothèse énonée par Leibniz sous le nom deloi de ontinuité. C'est là un hoix physique essentiel à la bonne ompréhension desfuturs travaux de D'Alembert en hydrodynamique, puisque le Traité des �uides héritelairement de e présupposé. Considéré omme une interation méanique entre massesde �uide (les tranhes), l'éoulement devra s'opérer par degrés insensibles. En voii,pour preuve, un extrait de la préfae à l'ouvrage151 :� Il est toujours [note de D'Alembert : Voyez le Traité de Dynamique, art. 155 &156℄ ertain qu'on ne doit point employer le Prinipe de la onservation des foresvives pour trouver le mouvement d'un systême de Corps, lorsqu'on suppose qu'il ya dans e systême quelque Corps dont la vitesse varie en un instant d'une quantité�nie. �.Quel intérêt ette aratéristique de sa théorie des éoulements de 1744 revêt-ellevis-à-vis de l'étude de son ÷uvre tardive en hydrodynamique ? Dans le Traité des �uides,D'Alembert proède en fait à un omparatif systématique entre ses résultats, suessive-ment tirés de l'appliation de son prinipe et de elui de la onservation des fores vives,et eux obtenus par D. Bernoulli dans son Hydrodynamique grâe à l'usage du seond.Il en onlut que leurs solutions divergent dans un petit nombre de problèmes152 :� Ce sont eux où et habile Géomètre a employé le Prinipe de onservation desfores vives, pour déterminer le mouvement d'un �uide dans lequel il y a quelquepartie dont la vitesse diminue ou augmente en un instant d'une quantité �nie �.Ce sont eux, autrement dit, pour lesquels D. Bernoulli emploie la onservation desfores vives dans un as où la loi de ontinuité ne se trouve pas respetée. Ce désaordreviendra sur le devant de la sène au moment de la rise de l'hydrodynamique desannées 1770. Il onstituera l'un des sujets de ritique de Borda dans son � Mémoiresur l'éoulement � à l'égard de ses prédéesseurs. Les réponses de D'Alembert dans laseonde édition du Traité des �uides (1770), le Mémoire 51 � IV des Opusules t. VI(1773) et le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780) nous permettront, omme nous leverrons dans le hapitre VII, de préiser le r�le et le statut de la loi de ontinuité danssa théorie des éoulements.Nous nous ontenterons, pour l'heure, de donner un aperçu général du ontenu du� Mémoire sur l'éoulement �. Après avoir préisé les prinipes et onepts fondantles méthodes de D'Alembert pour la mise en équation du mouvement d'un �uide àl'intérieur d'un vase dans le Traité des �uides (1744) et l'Essai sur la résistane des�uides (1752), il nous faut maintenant exposer les prinipaux aspets sienti�ques dutexte délenheur de la rise de l'hydrodynamique des années 1770. Cette présentation151 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Préfae, p. xix.152 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Préfae, p. xvij-xviij.



82 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783du mémoire de Borda de 1766 nous permettra, dans le même temps, de dégager lastruture du plus di�ile des trois érits omposant notre orpus de reherhe : leMémoire 57, quatrième et dernier traité de D'Alembert en hydrodynamique.



Chapitre III. LE � MÉMOIRE SUR L'ÉCOULEMENT �DE BORDA : GUIDE DE LECTURE DU MÉMOIRE 57DES OPUSCULES MATHÉMATIQUESLa seonde édition du Traité des �uides, parue en 1770, se distingue essentiellement,nous l'avons déjà mentionné, par un ertain nombre d'ajouts faits aux artiles de lapremière édition. Pour le reste, la struture reste parfaitement identique. L'ouvrageontient trois livres. Le premier onerne la question de l'équilibre des �uides, le seondelle du mouvement des �uides dans des vases, le troisième, plus hétérogène, portesur le problème de la résistane éprouvée par les orps immergés dans des �uides enmouvement, sur les lois de la réfration des orps solides, ainsi que sur elles des �uidesqui se meuvent en tourbillon. Chaun de es livres se trouve subdivisé en hapitres, enparagraphes, puis en artiles, la numérotation de es trois niveaux hiérarhiques restantinhangée entre les deux éditions. Du point de vue de la struture, la seonde éditiondu Traité des �uides ne pose don pas de problème. Il n'en est malheureusement pasde même pour le Mémoires 51 � IV et le Mémoire 57 des Opusules t. VI et VIII.1. Le Mémoire 57 : un érit diffiilement abordableLes Opusules mathématiques orrespondent à un nouveau mode de publiation dusavant. Ave quelques érits publiés entre 1768 et 1772 dans les volumes des Mémoiresde l'Aadémie royale des sienes de Paris, et des extraits faties de sa orrespondaneave Lagrange insérés dans lesMélanges de Turin et les volumes d'Histoire de l'Aadémiedes sienes et belles-lettres de Berlin, il s'agit même de son seul support d'expressionsienti�que à partir de la déennie 1760. Fâhé ave les Aadémies de Paris et de Berlinsuite à plusieurs inidents relatifs à des revendiations de priorité et des polémiquessienti�ques pour lesquelles il estime ne pas avoir reçu le soutien esompté, ou ne pasavoir béné�ié d'un jugement impartial de leur part153, D'Alembert esse e�etivement,à ette époque, de faire paraître ses reherhes sous forme de traités ou de � mémoiresaadémiques �. Il s'en explique partiellement dans sa lettre du 2 mars 1765 à Lagrange,après que e dernier lui eût justement proposé d'insérer ertains de ses travaux dans lesMélanges de Turin154 :153 Voir, pour plus de détails, l'� Introdution générale des éditeurs � du vol. III/1 des ×uvres Com-plètes de D'Alembert, Opusules mathématiques tome I (1761), P. Crépel, A. Guilbaud et G. Jouve(dir.), CNRS Éditions, parution prévue pour la �n 2008. On y trouvera notamment une présentationdétaillée des origines et des prinipales aratéristiques du nouveau mode d'expression sienti�que queonstituent les Opusules. Voir aussi, sur e sujet, P. Crépel, � Angoisses et passions onernant l'éditiondes ×uvres Complètes de D'Alembert �, Matapli n◦ 69, 2002, p. 87-101.154 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 13, p. 34-35.



84 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� 'est un honneur auquel je suis très-sensible et auquel je désire fort de pouvoirrépondre. Mais omme je veux éviter les traasseries ave l'Aadémie, où je nedonne point de Mémoires par les raisons que je vous ai dites, et même ave l'Aa-démie de Berlin, où depuis longtemps je n'en envoie pas non plus, voii e queje pourrais faire : e serait de vous érire une grande Lettre où je traiterais fortsommairement di�érentes matières [. . . ℄ Vous pourriez donner à et érit le titred'Extrait de di�érentes Lettres de M. d'Alembert à M. de la Grange �.Ce nouveau mode de publiation s'aompagne d'une nette détérioration du stylede rédation proprement dit, elle-i s'aggravant notablement entre 1761 et 1783. Dansles Opusules, D'Alembert s'adresse en fait essentiellement à une dizaine de personnes,parmi lesquelles, selon les volumes : Lagrange et Condoret, Euler, D. Bernoulli, Bossut,Clairaut, Frisi, Bosovih, Fontaine et, Borda, naturellement, dans le as du Mémoire51 � IV et du Mémoire 57 � il est d'ailleurs probable que e dernier ne les ait jamaislus ! Les sujets de reherhe se trouvent fréquemment dispersés au sein d'un même vo-lume, au gré des envies de l'auteur. Le Mémoire 51 � IV orrespond par exemple auquatrième paragraphe d'un érit qui en ompte sept, qui porte le titre de � Reherhessur di�érens Sujets � et qui rassemble des travaux sur la méanique éleste, sur les loisde la méanique, sur le alul intégral et, bien-entendu, sur la théorie des éoulementsdans les vases. Il est par ailleurs omplété par un Appendie dont D'Alembert ne faitnulle mention, mais qui ontient néanmoins une revendiation de priorité onernantl'hypothèse des tuyaux urvilignes proposée par Borda dans son � Mémoire sur l'éou-lement � � nous y reviendrons dans le hapitre V. De manière générale, le résultat serévèle désastreux pour le ommun des leteurs. Il désarçonne de même nombre de sesamis et onfrères, ainsi qu'en témoigne et extrait de la lettre de Keralio à Frisi du 27mai 1773 :� Ce que vous me dites de la Sensation qu'a faite en Italie le Dernier volume desOpusules [il s'agit du t. VI℄ n'a rien qui m'etonne. Les Matieres y sont enoreplus hahées que dans les Volumes Preedens. Il est ertain, que Si jamais l'auteurpouvoit prendre Sur luy de reunir les di�erens Memoires Sur le même Sujet Epar-pillés dans Ses Opusules, et en faire des Corps d'ouvrages, Il rendroit le plus grandServie aux Sienes, et proureroit in�n[i℄m[en℄t leur avanement. Mais 'est equ'il n'est pas raisonable d'Esperer �.La leture du Mémoire 57, vous l'aurez ompris, néessite don de s'armer de pa-tiene � le Mémoire 51 � IV pose le même problème, mais à une moindre éhelle : ilne ontient qu'une petite douzaine de pages, entrées sur un seul sujet de reherhe.La struture du texte n'est jamais expliitée, le style déousu, les notations ne sont passtables, et sont même fréquemment issues des ouvrages antérieurs de D'Alembert. Denombreux passages donnent l'impression d'une ré�exion à haute voix. De longs aluls,souvent di�ilement abordables ompte tenu de l'opaité du ontexte, se trouvent avor-



CHAPITRE III : LE MÉMOIRE DE BORDA ET LA STRUCTURE DU MÉMOIRE 57 85tés, sans expliations ni onlusion, au pro�t de nouvelles pistes de reherhe.La division du texte en treize paragraphes, eux-mêmes subdivisés en artiles, pour-rait rassurer le leteur, de prime abord désarçonné par l'absene d'artiulations etd'exposés de la démarhe entreprise par l'auteur. Les titres de la plupart d'entre euxne re�ètent malheureusement que très imparfaitement le sujet des reherhes qu'ilsontiennent. D'Alembert ne fait, qui plus est, auune mention de la quarantaine depages d'appendies relatifs au mémoire, si e n'est dans l'� Avertissement � ommunaux VIIe et VIIIe tome d'Opusules, mais uniquement reproduit en tête du premier,dans lequel il indique que l'� on pourra aussi, pour ertains élarissemens, onsulterl'Appendie qui termine haque volume �. L'ensemble donne �nalement l'apparene d'unobsur � pathwork � sans ohérene : 'est probablement la raison pour laquelle auunhistorien des sienes n'a jusqu'alors jamais pris la peine de l'examiner, ou même d'enfaire mention dans les di�érentes études dédiées au développement de l'hydrodynamiqueau ours de ette période.En préisant la struture de haque paragraphe et le ontenu des artiles qui leomposent, la table analytique que nous avons dressée dans le adre de la préparationdu volume III/8 des ×uvres Complètes de D'Alembert, failite quelque peu l'abord dumémoire, mais e n'est naturellement pas su�sant. Le Mémoire 57 présente en e�etune partiularité que nous avons déjà eu l'oasion de mentionner : il répond pour unelarge part aux ritiques adressées par Borda, dans son � Mémoire sur l'éoulement �,ontre la théorie des éoulements de D'Alembert dans la première édition du Traité des�uides (1744). Borda n'est ependant jamais expliitement mentionné, e qui supposeun travail de déhi�rage des allusions, dont nous avons restitué l'essentiel au sein desannotations aompagnant le texte du mémoire, du moins tel que e dernier se trouverapublié dans le volume III/8.Pour autant, es divers outils ne fournissent qu'un élairage loal sur l'artiulationentre les réponses de D'Alembert et les di�érents points soulevés par son ontraditeur.Seul un omparatif d'ensemble entre le Mémoire 57 et le � Mémoire sur l'éoulement �permet en fait de mettre en évidene la struture générale du texte, e qui nous a initéà établir un tableau restituant les liens entre les deux érits. Ce tableau s'organisenaturellement autour des di�érentes questions abordées par Borda. C'est don par làqu'il nous faut ommener.



86 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-17832. Présentation des aspets et enjeux sientifiquesdu � Mémoire sur l'éoulement � de BordaDans le � Mémoire sur l'éoulement �, présenté les 5, 15 et 19 mars 1766 devantl'Aadémie des sienes de Paris, publié en 1769155, et ontenant un total de trente-deux artiles, Borda propose156� de reprendre les questions que M.rs Daniel Bernoulli & d'Alembert ont traitées,l'un dans le livre de l'Hydrodynamique, l'autre dans sa Théorie des Fluides �.Sa démarhe onsiste, omme nous l'avons déjà souligné, en une remise à plat des dif-férents éléments théoriques relevant de l'approhe du parallélisme des tranhes, deséléments qu'il onvient de faire évoluer et de faire oïnider ave les résultats expéri-mentaux, suite à l'éhe de l'approhe analytique de e point de vue. � On ne sauraitdonner trop d'éloges aux ouvrages que je viens de iter, mais �, érit-il en guise deprésentation de ses reherhes157,� il faut avouer que les solutions qu'on y trouve ne s'aordent pas toujours, ilreste enore une grande inertitude dans ette partie de la théorie des �uides,inertitude qu'il est étonnant que personne n'ait herhé à lever en examinant pluspartiulièrement les hypothèses & l'emploi des prinipes sur lesquels les solutionssont fondées �.1◦. L'hypothèse des tuyaux urvilignes (art. 1-2)La première des hypothèses adoptées par D. Bernoulli et D'Alembert dans l'Hydrody-namique et le Traité des �uides est elle du parallélisme des tranhes. Cette approxima-tion onsistant à diviser un �uide en mouvement dans un vase en tranhes horizontalesde vitesses homogènes susite déjà quelques doutes dans le ourant des années 1740,ainsi qu'en témoignent les interrogations de D'Alembert dans l'art. 110 de son traité de1744158.C'est don un point de départ foré pour Borda qui, dans l'art. 1 du � Mémoiresur l'éoulement �, avoue en e�et que si l'hypothèse paraît pouvoir être appliquée aumouvement des tranhes supérieures, le parallélisme des tranhes inférieures pose pro-blème. Considérant un vase peré d'un ori�e en son fond, il semble selon lui di�ile deonevoir omment la tranhe sur le point de s'éhapper du vase pourrait voir sa setionpasser en un instant d'une setion égale à elle du vase à une nouvelle valeur, orres-pondant au diamètre de l'ouverture inférieure. Il faudrait supposer, dans e as, que155 J.-C. Borda, � Mémoire sur l'éoulement des �uides par les ori�es des vases �, MARS année 1766(1769), p. 579-607. Le mémoire est intégralement retransrit en annexe.156 Ibid. note 155, p. 579.157 Ibid. note 155, p. 579.158 Voir hapitre I, p. 44.



CHAPITRE III : LE MÉMOIRE DE BORDA ET LA STRUCTURE DU MÉMOIRE 57 87les partiules du �uide les plus éloignées de l'axe du vase à l'intérieur de ette tranhepuissent subitement aquérir une vitesse in�nie a�n d'être en mesure de franhir l'ori-�e.Pour résoudre la di�ulté, Borda propose don une autre façon de représenter lestrajetoires du �uide à l'intérieur du vase. Son hypothèse onsiste à restreindre le pa-rallélisme aux seules surfaes supérieure et inférieure de l'éoulement, et à supposer quele mouvement du �uide entre es deux surfaes s'opère à l'intérieur d'un ensemble detuyaux in�niments étroits s'inurvant � d'une manière quelonque �159 dans la partieinférieure du vase a�n d'atteindre l'ori�e. Dans l'art. 2, Borda proède à la mise enéquation de l'éoulement. Il applique, pour e faire, le prinipe de onservation des foresvives à l'intérieur de haun de es tuyaux.2◦. Premiers instants de l'éoulement dansun vase ylindrique (art. 3)L'équation obtenue est une équation di�érentielle ordinaire dans laquelle, ommedans elles obtenues par D. Bernoulli et D'Alembert, la vitesse ne dépend que d'uneseule variable d'espae, la hauteur du �uide dans le vase. Elle renferme toutefois unterme di�érent de elui apparaissant dans l'équation de ses deux prédéesseurs.Ce terme résulte de son hypothèse des tuyaux urvilignes. Borda pense non seule-ment disposer, grâe à lui, d'un moyen d'évaluer la rédibilité théorique de l'hypothèsedu parallélisme des tranhes, mais également d'une équation plus rigoureuse que elle deD. Bernoulli et de D'Alembert, laquelle onduit en e�et selon lui à � un faux résultat �dans le adre de l'étude des premiers instants du mouvement d'un �uide à l'intérieurd'un vase ylindrique peré d'un ori�e en son fond. Il réfute ainsi frontalement leursonlusions dans le adre de e problème :� la fore aélératrie animant la tranhe supérieure du �uide dans les premiersinstants du mouvement n'est pas égale, omme le soutiennent les deux savants, àla fore aélératrie de la pesanteur, sinon auune pression ne s'exererait sur lefond du vase, e qu'il onsidère omme physiquement impossible ;� la partie du �uide animée par l'aélération de la pesanteur dans les premiersinstants du mouvement, sera, a ontrario, fort voisine de l'ori�e inférieur.3◦. Arbitrage sur un point de désaord entreD'Alembert et D. Bernoulli (art. 4)Borda revient dans la foulée sur les ritiques émises par D'Alembert ontre l'Hydro-dynamique de D. Bernoulli au sujet des onditions d'appliation de la onservation des159 Borda, Ibid. note 155, art. 1, p. 580.



88 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783fores vives. Dans le Traité des �uides, D'Alembert applique suessivement le prinipedes fores vives et son propre prinipe de la dynamique au problème de l'éoulementdans un vase ylindrique peré d'un ori�e en son fond. Il obtient la même équationque D. Bernoulli par le biais du premier, mais parvient néanmoins à un résultat fortdi�érent en employant le seond, preuve selon lui que le prinipe de onservation desfores vives ou le prinipe de dynamique ne peuvent être employés lorsque la tranheinférieure ou toute autre partie du �uide passe subitement d'une vitesse à une autre,dans un as don, où la la loi de ontinuité ne se trouve pas respetée.Dans l'art. 4, Borda se plae dans la même hypothèse, le parallélisme des tranheset démontre, aluls à l'appui, que la divergene entre les deux équations obtenues parD'Alembert vient de la façon dont elui-i a pris en ompte le mouvement de la tranheinférieure dans le adre de l'appliation de son prinipe de la dynamique.4◦. La ontration de la veine (art. 6-10)Dans les art. 6-7 du mémoire, Borda traite ensuite la question de la ontrationde la veine, un phénomène mis au jour par Newton selon lequel la veine de �uide ausortir d'un vase se ontrate, 'est-à-dire possède une setion plus petite que elle del'ouverture qu'elle vient de franhir. Il s'agit là d'un des deux passages ayant fait laréputation du � Mémoire sur l'éoulement �. Borda parvient en e�et à y aluler leoe�ient de ontration de la veine dans le as d'un ajutage ylindrique rentrant (voirla Fig. V-b). Sa démonstration repose sur le prinipe de onservation de la quantité demouvement et sur la onsidération de la pression ontre les parois du vase (à l'instar deD'Alembert, D. Bernoulli et J. Bernoulli, Borda n'envisage pas la pression autrementque omme un e�ort exerçé par le �uide sur les ontours de la onduite à l'intérieur delaquelle il s'éoule). Les art. 8 à 10 renferment les résultats d'expérienes réalisées parBorda, lesquelles on�rment sa valeur théorique du rapport de ontration de l'ajutagerentrant (voir la Fig. V-b), et lui fournissent une mesure du rapport de ontration pourun ajutage sortant (voir la Fig. V-a).PSfrag replaements (a) (b)Fig. V � (a) Ajutage sortant(b) Ajutage rentrant.



CHAPITRE III : LE MÉMOIRE DE BORDA ET LA STRUCTURE DU MÉMOIRE 57 895◦. La théorie des pertes de fores vives (art. 11-12)Les art. 11 et 12 onstituent le seond passage inontournable de l'ouvrage. Com-menté dans de nombreuses études onsarées à l'histoire de l'hydrodynamique au XVIIIesièle160, il est onsaré aux � Questions d'Hydrodynamique, dans lesquelles on doit ad-mettre une perte de fores vives �.Borda s'y intéresse à deux problèmes d'hydrodynamique, dont nous dirions aujour-d'hui qu'ils présentent une brusque augmentation de leur setion d'éoulement : le mou-vement d'un �uide dans un vase lui-même immergé dans un autre et dans un vase peréde plusieurs diaphragmes. Il propose de tenir ompte, dans es deux as, d'une perte defores vives, ar161� le mouvement de l'eau dans les vases, peut être regardé omme elui d'un systèmede orps durs qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelonque �.Quoique ette justi�ation physique du phénomène soit inorrete, le savant ne metpas moins le doigt sur un phénomène onnu, en termes modernes, sous le nom depertes de harges singulières. Il parvient, de surroît, à une évaluation théorique dees pertes stritement onforme à la valeur du terme dissipatif que nous introduisonsde nos jours dans le as d'un brusque élargissement de la setion d'éoulement. Cettevaleur orrespond à e que nous appelons enore, omme e fut l'usage au XIXe sièle,le théorème de Borda ou théorème de Borda-Carnot162.6◦. Eoulement dans un vase immergé (art. 13-18)Les art. 13 à 18 sont dès lors onsarés à la mise en équation de l'éoulement d'un�uide s'éoulant dans un vase ylindrique immergé dans un autre vase de plus grandeontenane. Borda travaille dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, et y appliquesuessivement le prinipe de onservation des fores vives et le prinipe de D'Alembert.L'introdution, dans les deux as de �gure, de la perte préédemment alulée, le onduità une équation di�érente de elle obtenue par ses deux préédesseurs. De même que dansla question de la ontration de la veine, il termine, dans les art. 19 et 20, en faisant étatde deux expérienes dont les résultats sont en aord ave la solution de son équation.160 Voir, par exemple, R. Dugas, Histoire de la Méanique, Neuhâtel, 1950, p. 292-295, H. Rouse etS. Ine, History of hydraulis, New-York, 1963, p. 125-126, et J. S. Calero, La genesis de la meaniade �uidos, Madrid, UNED, 1996, p. 481-489.161 Ibid. note 155, art. 11, p. 590.162 A. Barré de Saint-Venant parle par exemple du théorème de Borda dans son � Mémoire sur laperte de fore vive d'un �uide aux endroits où sa setion d'éoulement augmente brusquement ourapidement �, Mémoires de l'Aadémie des sienes de l'Institut de Frane, t. 44, 1888, p. 193-244. I. E.Idel'ik emploie, quant à lui, l'appelation théorème de Borda-Carnot dans son Mémento des pertes deharge, trad. du russe par M. Meury, Editions Eyrolles, Mosou, 1986.



90 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-17837◦. Eoulement dans un tuyau adapté à un vase (art. 22-28)Dans les art. 22 à 28, Borda étend le hamp d'appliation de sa théorie des pertes defores vives aux problèmes des vases auxquels des tuyaux horizontaux, ylindriques oude setion divergente, se trouvent adaptés. Son interprétation physique du phénomèneest parfaitement identique à elle donnée dans l'art. 11, si e n'est dans le as où l'ori�eperé dans la paroi latérale du vase � a�n de permettre l'adaptation du tuyau � estin�niment petit. D'après la relation assurant la onstane du débit dans le vase ('est-à-dire yv = Cste, y et v désignant respetivement la setion et la vitesse), une setiond'éoulement in�niment petite onduit à une valeur in�niment grande de la vitesse, unevaleur impossible à admettre selon Borda, qui justi�e don la prise en ompte d'uneperte dans le adre de l'appliation du prinipe de onservation des fores vives.8◦. Eoulement dans un siphon (art. 29)Vient ensuite le problème de l'éoulement d'un �uide dans un siphon à deux branhes.Le savant pr�ne, là enore, l'introdution d'une perte de fores vives au sein des équa-tions établies par D. Bernoulli et D'Alembert dans l'Hydrodynamique et le Traité des�uides. Il évoque tout d'abord, dans ette optique, le as d'une onduite présentantun étranglement de diamètre in�niment petit, lequel implique, omme i-dessus, unevitesse in�niment grande à son passage. Dans tous les as intermédiaires, onlut-il, leprinipe de onservation des fores vives se verra don mis en défaut. Il n'aura, paronséquent, � véritablement lieu que lorsque le siphon a par-tout la même grosseur �163.Borda étend, autrement dit, sa théorie des pertes fores vives aux as des onduitesprésentant une variation ontinue de leur setion d'éoulement.9◦. Le Paradoxe de D'Alembert (art. 30)Cette dernière remarque l'inite, dans l'art. 30, à brièvement évoquer la question duparadoxe énoné par D'Alembert dans le Mémoire 34 � I de ses Opusules t. V (1768),paradoxe selon lequel un orps solide à symétrie de révolution, se mouvant à l'intérieurd'un �uide, n'éprouve auune résistane de la part de e dernier. Borda prétend enfait que la nullité de la résistane provient de e que le prinipe de onservation desfores vives a été appliqué sans restrition dans le adre de e problème. Il su�t pours'en onvainre, explique-t-il, de remarquer que les partiules de �uide se meuvent àl'intérieur de petits anaux ourbes assimilables à des siphons in�niment étroits et desetion variable. Compte tenu du résultat préédent, la mise en équation du mouvementautour du orps doit don tenir ompte d'une perte de fores vives dont Borda tend163 Borda, Ibid. note 155, art. 29, p. 604.



CHAPITRE III : LE MÉMOIRE DE BORDA ET LA STRUCTURE DU MÉMOIRE 57 91à penser qu'elle in�uera sur la valeur de la résistane s'exerçant sur le orps solideimmergé164. 10◦. La question de la séparation du �uide (art. 32)Dans le dernier artile du � Mémoire sur l'éoulement �, le savant donne en�n � unesolution très-simple d'un problème résolu par M. d'Alembert, dans lequel il s'agit detrouver le as où un �uide, qui se meut dans un vase, doit esser de faire une masseontinue �165. Il revient, autrement dit, sur la question de la séparation des �uides. Ilformule, dans e adre, un ritère di�érent de elui de son prédéesseur, ritère permet-tant de déterminer, dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, l'endroit au niveauduquel un �uide s'éoulant dans un vase de setion variable perdra sa ohésion et sedivisera en deux nouvelles masses de �uide indépendantes l'une de l'autre.3. La struture du Mémoire 57Les ajouts de la seonde édition du Traité des �uides (1770)L'artiulation entre es di�érents aspets du � Mémoire sur l'éoulement � de Bordaet l'argumentaire du Mémoire 57 requiert également, pour être omplète, de prendreen ompte les premiers éléments de réponse donnés dans la seonde édition du Traitédes Fluides (1770). D'Alembert y défend de fait les points de sa théorie de 1744 remisen ause par Borda mais, plus intéressant enore, propose également de nouvelles pistesde reherhes sur es mêmes sujets. Ces nouvelles idées onstituent un état préliminairede sa future stratégie de réponse dans le Mémoire 51 � IV des Opusules t. VI et dansle Mémoire 57. Dans ette nouvelle édition du Traité des �uides, D'Alembert insère, quiplus est, un long � Avertissement � onluant la partie de l'ouvrage dédié à la théoriedu mouvement des �uides166. Cet ajout de quelques pages donne un résumé de toutesses préédentes ontributions. Il ontient également un état des lieux des di�ultésthéoriques générales inhérentes aux solutions apportées par Borda.Dans le Mémoire 57 lui-même, D'Alembert fait très fréquemment référene à esadditions de la seonde édition du traité de 1744. Il travaille par ailleurs à d'autresendroits omme si nous avions l'ouvrage à portée de la main � notons qu'il l'avaitprobablement sous les yeux au moment de rédiger le mémoire. Compte tenu de leur164 D'un point de vue moderne, le ontenu de et artile du � Mémoire sur l'éoulement �, d'unedizaine de lignes, onstitue la première tentative de résolution, en terme de onservation / dissipationd'énergie, du Paradoxe de D'Alembert.165 Borda, Ibid. note 155, art. 31, p. 606.166 Cet � Avertissement �, onsultable p. 212-214 du traité, est plaé à la suite de l'art. 228.



92 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783statut intermédiaire entre le � Mémoire sur l'éoulement � de Borda et le Mémoire 57,nous avons don jugé pertinent d'insérer es ajouts dans le tableau que nous vouspromettions à l'issue de la première partie de e hapitre.Une grille de leture pour le Mémoire 57Ce tableau, reproduit i-dessous, présente don quatre olonnes. Les trois premières,ordonnées de façon antéhronologique, mettent respetivement en relation les reherhesdu Mémoire 57, présentées dans l'ordre d'origine, les additions de la seonde édition duTraité des �uides, repérées par leurs numéros d'artile � numéros identiques, rappelons-le, à eux de la première édition de l'ouvrage � et leurs numéros de pages, ainsi que lesdi�érents aspets de la théorie de Borda dans son � Mémoire sur l'éoulement �, signaléspar les titres et numéros mentionnés dans le résumé qui préède. Une quatrième olonneindique le passage de la présente thèse auquel se référer pour un examen des travauxde D'Alembert dans le passage orrespondant du Mémoire 57. Notons en�n que si leMémoire 51 � IV n'apparaît pas dans le tableau, 'est qu'il ne onerne qu'un seul etunique paragraphe du Mémoire 57, le � IX, intégralement dédié au développement dela nouvelle méthode qu'il renferme.Mémoire 57 Traité des �uides Mémoire de Borda Thèse(1780) (1770) (1766)� I, art. 1-18 Avertissement 1◦. L'hypothèse des Chap. V et VIart. 110, p. 101-104 tuyaux urvilignes� II, art. 1-4 art. 109, p. 97 2◦. Premiers instants Chap. VIde l'éoulement dans unvase ylindrique� III, art. 1-25 art. 109, p. 97 2◦. Premiers instants Chap. VIde l'éoulement dans unvase ylindrique� IV, art. 1-10 Avertissement 1◦. L'hypothèse des Chap. V et VIart. 110, p. 101-104 tuyaux urvilignes� V, art. 1-24 art. 109, p. 94 2◦. Premiers instants Chap. VIart. 112, p. 106-108 de l'éoulement dans unvase ylindrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� V, art. 25-46 art. 109, p. 95-97 2◦. Premiers instants Chap. VIde l'éoulement dans unvase ylindrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� V, art. 47-54 art. 129, p. 128 8◦. Eoulement dans Chap. VII



CHAPITRE III : LE MÉMOIRE DE BORDA ET LA STRUCTURE DU MÉMOIRE 57 93un siphon. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� V, art. 55-56 art. 143, p. 136-137 6◦. Eoulement dans Chap. VIIvase immergé� VI, art. 1-20 4◦. Contration de la Chap. VIart. 25-31 veine (art. 6-10). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� VI, art. 21-24 7◦. Eoulement dans un Chap. VIItuyau adapté à un vase� VII, art. 1-13 art. 110, p. 101-104 1◦. L'hypothèse des Chap. V et VItuyaux urvilignes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� VII, art. 14-34 Chap. IV+ 3 Appendies� VIII, art. 1-25 2◦. Premiers instants Chap. VIIIde l'éoulement dans unvase ylindrique� IX, art. 1-15 Avertissement 1◦. L'hypothèse des Chap. VIart. 110, p. 101-104 tuyaux urvilignes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� IX, art. 16-23 5◦. Théorie des pertes Chap. VIIde fores vives� X, art. 1-4 4◦. Contration de laveine (art. 6-10). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� X, art. 5-25
+ 1 Appendie� XI, art. 1-8 5◦. Théorie des pertes Chap. VIIart. 27-33 de fores vives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� XI, art. 9-26 art. 113, p. 109-112 3◦. Arbitrage sur un Chap. VIIpoint de désaordentre D'Alembert etD. Bernoulli. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� XI, art. 34 art. 129, p. 128 8◦. Eoulement dans Chap. VIIun siphon. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� XI, art. 35-36 Avertissement 1◦. L'hypothèse des Chap. VIItuyaux urvilignes



94 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� XII, art. 1-81 art. 149, p. 141 10◦. La question de la Chap. VIIIart. 159, p. 151-152 séparation des �uides� XIII, art. 1-7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� XIII, art. 8-18. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� XIII, art. 19-57 Avertissement 9◦. Le Paradoxede D'AlembertNous venons de donner une présentation générale des di�érents aspets du � Mé-moire sur l'éoulement � de Borda. Nous les avons mis en relation ave notre orpus dereherhe. Nous avions préalablement exposé la teneur des prinipes et onepts fonda-teurs de la théorie des éoulements de D'Alembert dans ses deux premiers traités. Nousdisposons don à présent de toutes les informations néessaires pour entamer l'examenet la mise en perspetive sienti�que de ses travaux dans la seonde édition du Traité desFluides, dans le Mémoire 51 � IV des Opusules t. VI et le Mémoire 57 des Opusules t.VIII. Nous ommenerons, pour e faire, par l'hypothèse des tuyaux urvilignes, dontnous délinerons l'étude en deux prinipales étapes.La première portera, dans le hapitre suivant, sur les outils mathématiques déve-loppés et la démarhe adoptée par D'Alembert dans l'Essai sur la résistane des �uides(1752) et le Mémoire 4 des Opusules t. I (1761) pour résoudre le système d'EDP gou-vernant, selon lui, le mouvement d'un �uide inompressible à l'intérieur d'un vase ouverten ses deux extrémités, sur leurs enjeux et leurs prolongements dans les Mémoires 31et 33 des Opusules t. V (1768) et le Mémoire 57 � VII des Opusules t. VIII (1780).Ce premier aspet sera roisé ave un examen de sa méthode de résolution du problèmedes ordes vibrantes. Il nous permettra d'appréhender les di�érents aspets et enjeuxmathématiques propres à sa théorie des éoulements, et, par là-même, de omprendrele sens des nouvelles reherhes analytiques données en 1780.Nous aborderons, dans un seond temps, la question sous un angle d'étude physique.Les enseignements du hapitre préédent nous permettront de saisir le proessus d'émer-gene de l'hypothèse des tuyaux urvilignes dans le Mémoire 4 et de elle des tuyauxde �gure variable dans le Mémoire 51 � IV et le Mémoire 57. Nous verrons qu'elles or-respondent, l'une omme l'autre, à une voie intermédiaire entre l'approhe analytiqueet l'approhe du parallélisme des tranhes dans l'÷uvre du savant. Nous termineronsen les resituant dans leur ontexte historique diret, la rise de l'hydrodynamique desannées 1770. Il s'agira, e faisant, de omprendre en quoi onsistent, physiquement, lesaméliorations apportées à l'hypothèse du parallélisme des tranhes, et e que D'Alem-bert et Borda en espérent, ou peuvent en espérer, vis-à-vis d'un des prinipaux enjeuxsienti�ques à ette époque : la onordane entre la théorie et l'expériene.



Chapitre IV. LES PRINCIPAUX ASPECTS ET ENJEUXMATHÉMATIQUES DE LA THÉORIE DESÉCOULEMENTS DE D'ALEMBERT (1752-1783)Dans son � Mémoire sur l'éoulement �, Borda propose de pallier les insu�sanesdu parallélisme des tranhes � en employant quelqu'autre hypothèse plus vraisem-blable �167 : l'hypothèse des tuyaux urvilignes. Cette représentation de l'éoulementonsiste plus préisément à partager le vase en � plusieurs petits anaux �, et à � sup-poser que le �uide se meut dans es petits anaux, du moins pendant un instant �,l'expression � du moins pendant un instant � signi�ant que la forme desdits anaux nedépend pas de la variable de temps. Borda dé�nit don e que nous appellerions destubes de ourant stationnaires, ave lesquels il suppose que les trajetoires des partiulesde �uide se onfondent.Cet aspet de sa théorie est aujourd'hui onsidéré omme une déouverte par ertainshistoriens. H. Rouse et S. Ine ont ainsi a�rmé que � Borda est le premier à introduirele onept de tubes élémentaires de ourant à la plae des tranhes parallèles �168. Ils'agit ependant d'une erreur : l'hypothèse des tuyaux urvilignes invariables remonteen fait aux travaux de D'Alembert dans le Mémoire 4 des Opusules t. I (1761).Cette préision est d'importane dans le adre de l'étude du Mémoire 57. Dans leMémoire 51 � IV des Opusules t. VI (1773) et dans le Mémoire 57 � IX des Opusulest. VIII (1780), D'Alembert propose en e�et une nouvelle théorie des éoulements fondéesur une extension de ette hypothèse des tuyaux invariables : il s'agit de supposer que la�gure des anaux urvilignes puisse varier au ours du temps. Compte tenu du fait quees deux textes onstituent avant tout une réponse au � Mémoire sur l'éoulement �, ilserait don naturel de penser que l'introdution, par D'Alembert, de ette hypothèsedes tuyaux variables s'insrit dans la seule et droite ligne du travail de Borda. Quoiqueela soit une interprétation pertinente du point de vue historique, omme le on�rme lalettre de D'Alembert à Lagrange du 8 novembre 1771169, ou même l'� Avertissement �ajouté à la �n du seond Livre de sa nouvelle édition du Traité des �uides, l'idée d'une�liation théorique entre es deux hypothèses ne re�ète qu'imparfaitement la démarhede D'Alembert.Comme il l'explique lui-même dans le Mémoire 51 � IV, la dé�nition de tuyaux deforme variable est d'abord un prolongement de la � méthode direte & rigoureuse �170donnée dans l'Essai sur la résistane des �uides pour déterminer le mouvement des167 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 1, p. 580.168 H. Rouse, S. Ine, History of hydraulis, New-York, 1963, p. 125.169 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 98, p. 221. Voir le hapitre I, p. 51.170 D'Alembert, Opusules, t. VI, 1773, Mémoire 51, � IV, art. 2, p. 380.



96 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783�uides dans des vases. Il ne s'agit pas de la même méthode, mais d'une nouvelle théoriequi n'aura pas, omme elle de 1752, � l'inonvénient de se refuser souvent à l'Ana-lyse �171. Ce onstat d'éhe de D'Alembert fae à la résolution des EDP établies dansl'Essai sur la résistane des �uides intervient dans le Mémoire 4 des Opusules t. I. Il lepousse, dans le même temps, à l'exploration d'une voie intermédiaire entre l'approheanalytique et l'approhe unidimensionnelle du Traité des Fluides. Cei le onduit préi-sément à une première formulation de l'hypothèse des tuyaux invariables, antérieure àelle de Borda, et dont il revendique don justement la priorité dans l'Appendie relatifau Mémoire 51 � IV, en préisant que172� ette maniere de onsidérer les partiules du �uide omme se mouvant [. . . ℄ dansdes tuyaux di�érents & très-petits [. . . ℄, je l'ai supposé le premier, Tome I Opus.,p. 157 �.Le Mémoire 4 onstitue, en somme, un texte de transition dans l'÷uvre de D'Alemberten hydrodynamique, à partir duquel ertaines de ses reherhes viseront à onilier lesapprohes unidimensionnelle et analytique, ou, plus préisément, à faire progresser lapremière à partir de la seonde.Il orrespond, dans le même temps, au début d'un ertain � aharnement � du sa-vant à résoudre les EDP obtenues en 1752, omme s'il n'avait pas enore désespéré depouvoir en venir à bout. Cet état d'esprit, D'Alembert en rend ompte de façon expli-ite dans l'� Avertissement � plaé en en-tête du Ve tome de ses Opusules. Au sujet duMémoire 31 qui, après le Mémoire 4, onstitue son premier retour sur le problème de larésolution des EDP dans un adre d'étude analytique, il érit en e�et173� Le Mémoire [. . . ℄ a pour objet de on�rmer aussi par de nouvelles preuves, eque j'avois avané dans le IVe Mémoire du premier Volume de mes Opusules, surl'impossiblité de réduire au alul, dans un très-grand nombre de as, les loix dumouvement des �uides. Je donne en même-temps des méthodes pour trouver lesas où e mouvement peut être alulé analytiquement �.Le passage dédié, dans le même � Avertissement �, à la présentation du Mémoire 33,seond opus en la matière dans e volume, atteste du même entêtement174 :� Le [. . . ℄ Mémoire est entiérement destiné à l'examen des équations qui repré-sentent, d'après ma Théorie, le mouvement des Fluides. Je herhe les as où eséquations peuvent avoir lieu ; je donne les moyens de les faire quadrer (lorsque lahose est possible) ave l'équation qui exprime la �gure du vase ; & j'entre à esujet dans plusieurs détails analytiques, que les Géomètres ne trouveront peut-êtrepas indignes de leur attention �.171 D'Alembert, Ibid. note 170.172 D'Alembert, Ibid. note 170, � Appendie pour le LI. Mémoire, �. IV, art. 23, page 390 �, p. 440.173 D'Alembert, Opusules t. V, 1768, � Avertissement �, p. vj-vij.174 D'Alembert, Ibid. note 173, p. vij-viij.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 97Ces reherhes, omme nous avons déjà eu l'oasion de le mentionner, sont éga-lement poursuivies dans le � VII du Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780), ainsique dans les trois appendies qui lui sont relatifs. L'introdution de D'Alembert à etteultime tentative de résolution de son système d'EDP est absolument admirable. Ellerésume en e�et le problème mathématique qui l'oupe depuis le Mémoire 4175 :� J'ai démontré ailleurs qu'au premier instant du mouvement, dans un vase [ABFE. . . ℄,le mouvement du �uide se déterminoit par l'équation
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M étant une onstante pour haun des �lets du �uide. Voyez les Tomes I &V de mes Opusules, IVe & XXXIe Mémoires, &. ainsi que mon Essai sur larésistane des Fluides [. . . ℄. Il s'agit [. . . ℄, la ourbure des parois [BF ℄ étant donnée,de déterminer la fontion ϕ �Cette équation déoule de sa tentative de résolution de 1761 pour le système d'EDP
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.Nous disons � tentative �, pare que la démarhe du savant demeure, de son propre aveu,enore inomplète : il reste enore à déterminer la fontion ϕ, dépendant elle-même del'équation y(x), supposée onnue, des parois du vase à l'intérieur duquel le �uide s'éoule� voir la Fig. IV, p. 68. Cei dit, si D'Alembert parvenait à une expression de ettefontion, l'équation
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√
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√
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√
−1 (5)orrespondrait-elle pour autant à une solution du problème ? Qu'entend-il en e�et pare terme de � solution � ? Quelle démarhe adopte-t-il vis-à-vis d'un problème physio-mathématique faisant intervenir un tel système d'EDP?Si nous avons paru quelque peu médisant en parlant d'entêtement ou d'aharnementdu savant, e n'était pas là l'objetif reherhé. Soyons don plus lair : l'obstinationde D'Alembert à résoudre e problème nous o�re un orpus de reherhe unique en songenre. Ce dernier nous permettra de aratériser sa démarhe de résolution, de préiserles ontours de e qu'il entend par � solution �, de onstater qu'il met le doigt, dans eadre, sur ertains onepts su�samment expliites pour que nous soyons à même deles omparer � prudemment, ela va sans dire �, ave les notions d'uniité, d'existened'une solution d'un problème physio-mathématique faisant intervenir des EDP ainsique les notions de onditions initiales et de onditions aux limites, telles que les mathé-matiiens les appréhenderont dans le ourant du XIXe et du XXe sièle.175 D'Alembert, Opusules, t. VIII, 1780, Mémoire 57, � VII, art. 14, p. 125-126.



98 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Nous nous plaerons, pour e faire, dans un adre d'étude le plus large possible,à savoir la question de la résolution des EDP dans les neuf tomes d'Opusules. Nousproéderons ensuite à la séletion d'un orpus adapté, qui omprendra �nalement lestextes dédiés à l'approhe analytique des éoulements que nous venons de présenter,ainsi que les érits onsarés à la question des ordes vibrantes. Ce travail, réalisé avel'historien G. Jouve176, aura également des réperussions sur des domaines adjaentsmais néanmoins liés aux reherhes de D'Alembert en hydrodynamique. Il nous inviteraà reonsidérer sa position et l'évolution de sa pensée dans la polémique sur les fontionsarbitraires, une évolution tardive, datant justement de 1780, dont nous avons observéertaines résurgenes dans ertains passages bien ahés des appendies au � VII duMémoire 57 des Opusules t. VIII (1780).Nous aurons ainsi donné un panorama omplet des aratéristiques mathématiquesde l'équation (5) des lignes de ourant d'un �uide s'éoulant dans un vase. Il ne nousrestera plus, dès lors � e sera le sujet du hapitre V �, qu'à examiner l'hypothèsedes tuyaux urvilignes sous un angle physique, de son émergene à partir de l'équa-tion (5) dans le Mémoire 4 jusqu'à son r�le et ses di�érentes délinaisons dans la risede l'hydrodynamique des années 1770.1. Premier examen de l'approhe de D'Alembert enmatière d'équations aux dérivées partielles177Dans son mémoire intitulé � Reherhes sur le système du Monde �178, publié dansles Mémoires de l'Aadémie royale des sienes de Paris pour l'année 1775, Laplae,l'un des protégés de D'Alembert, rend ainsi hommage à e dernier pour sa ontributionau développement de la théorie des équations aux dérivées partielles179 :176 G. Jouve vient de soutenir sa thèse de Dotorat sur les di�érents aspets mathématiques dutraitement du problème des ordes vibrantes dans les Opusules de D'Alembert (Imprévus et piègesdes ordes vibrantes hez D'Alembert (1755-1783) � Doutes et ertitudes sur les équations aux dérivéespartielles, les séries et les fontions, Université Lyon 1, 2007). Le travail de reherhe que nous vousproposons ii est, pour une large part, extrait de l'artile � La résolution des équations aux dérivéespartielles dans les Opusules mathématiques de D'Alembert (1761-1783) � que nous avons osigné avelui et qui se verra prohainement publié dans la Revue d'Histoire des Mathématiques. Son ontenu a faitl'objet d'un exposé, intitulé � Les équations aux di�érentielles partielles et les fontions dans les travauxde D'Alembert sur les ordes vibrantes et les �uides �, dans le adre du séminaire Mathématiques etfondements de la physique aux XVIIIe et XIXe sièles organisé par M. Panza, au REHSEIS UMR 7596du CNRS, Paris, le 20 février 2006.177 Nous parlons ii d'équations aux dérivées partielles par ommodité, mais nous reviendrons surette expression anahronique dans la suite : voir p. 100.178 Laplae, � Reherhes sur plusieurs points du Système du Monde �, MARS année 1775 (1778),p. 75-182.179 Laplae, Ibid. note 178, p. 91.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 99� je dois à M. d'Alembert la justie d'observer que, si j'ai été assez heureux pourajouter quelque hose à ses exellentes Ré�exions sur la ause des vents, j'en suisprinipalement redevable à es Ré�exions elles-mêmes et aux belles déouvertesde e grand géomètre sur la Théorie des �uides et sur le Calul aux di�érenespartielles, dont on voit les premières traes dans l'ouvrage que je viens de iter.Si l'on onsidère ombien les premiers pas sont di�iles en tout genre et surtoutdans une matière aussi ompliquée ; si l'on fait attention aux progrès immenses del'Analyse depuis l'impression de son Ouvrage, on ne sera pas surpris qu'il nous aitlaissé quelque hose à faire enore et que, aidés par des théories que nous tenonsde lui presque toutes entières, nous soyons en état d'avaner plus loin dans unearrière qu'il a le premier ouverte �.Les nombreux artiles et ouvrages historiques parus es vingt-inq dernières annéesvont dans le même sens, et s'aordent à juste titre sur le r�le majeur de D'Alembertdans la naissane de ette nouvelle branhe des mathématiques permettant d'aborderles problèmes relevant de e que nous appelons aujourd'hui la méanique des milieuxontinus. Les onlusions de leurs auteurs, S. S. Demidov, S. B. Engelsman, J. Lützenet G. Grimberg, sont fondées sur une étude des textes de jeunesse de l'Enylopédiste :le Traité de dynamique (1743), dans lequel la première équation aux dérivées partiellesvoit le jour, les Ré�exions sur la ause des vents (1747), les � Reherhes sur la ourbeque forme une orde tendüe mise en vibration �180, et l'Essai sur la résistane des �uides(1752).L'invention du alul aux di�érenes partielles résulte d'un long proessus de ges-tation, initié dès la �n du XVIIe sièle par les reherhes de Leibniz, Jaques I, Jean Iet Niolas I Bernoulli sur les familles de ourbes dépendant d'un paramètre, puis onti-nué par Euler dans le ourant des années 1730 via sa théorie des équations modu-laires181. L'apport de D'Alembert repose essentiellement, d'après les quatre historiensdes sienes évoqués, sur l'introdution de et outil dans le adre des sienes physio-mathématiques. Le savant ouvre la voie, grâe à ela, à une nouvelle méthode de miseen équation pour les problèmes du �l pesant, des ordes vibrantes, du mouvement del'atmosphère, et de l'éoulement des �uides dans les vases et les tuyaux. Cette méthodeest d'autant plus innovante, selon S. S. Demidov, qu'elle est omplétée, ave plus oumoins de suès suivant la question abordée, par une volonté d'intégrer les équationsobtenues, e qui permet de onsidérer D'Alembert omme le fondateur de la théorie des180 D'Alembert, � Reherhes sur la ourbe que forme une orde tenduë mise en vibration �, HABannée 1747 (1749), p. 214-219 ; � Reherhes sur la ourbe que forme une orde tenduë mise en vibration :Suite �, HAB année 1747 (1749), p. 220-249.181 Voir S. Engelsman, Family of Curves and the Origin of Partial Di�erentiation, North-HollandMathematis Studies, 93, 1984 ; G. Grimberg, D'Alembert et les équations aux dérivées partielles enhydrodynamique, Thèse de Dotorat, Université Paris 7, 1998 ; J. L. Greenberg, The Problem of theEarth's Shape from Newton to Clairaut � The rise of mathematial siene in eighteeth-entury Parisand the fall of "normal siene", Cambridge University Press, 1995, p. 225-243.



100 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783équations aux dérivées partielles.La ontribution de D'Alembert à la naissane de la théorie des équations aux déri-vées partielles onstitue don un sujet relativement balisé. Cependant, l'historiographiedont nous avons onnaissane se onentre prinipalement sur la première phase de sesreherhes en la matière (1743-1752) : la période des grands traités et des mémoires lesplus élèbres, essentiellement avant l'Enylopédie. Dans les huit tomes de ses Opus-ules, parus entre 1761 et 1780, et dans divers manusrits non publiés de son vivant,le savant onsare par ailleurs de nombreux mémoires à la ontinuation de ses travauxdans e domaine.Notre étude, dans e ontexte, requiert don l'établissement d'un inventaire exhaus-tif sur lequel nous reposer a�n de faire le hoix d'un orpus adapté. Avant de livrer etde ommenter le résultat de ette minitieuse reherhe dans les deux phases de l'÷uvresienti�que du savant, nous érirons ependant enore quelques mots de la forme souslaquelle le leteur sera suseptible de voir apparaître une équation aux dérivées partiellesdans les textes de D'Alembert et de ses ontemporains.L'inventaire des équations aux dérivées partiellesdans l'÷uvre de D'Alembert
• Désignation, formulationCommençons don par préiser la désignation et la formulation, au XVIIIe sièle, dee que nous avons aujourd'hui outume d'appeler les équations aux dérivées partielles.Signalons tout d'abord qu'auune appellation de e type n'apparaît dans les tra-vaux de D'Alembert, qu'il s'agisse de ses traités, mémoires, ou de ses ontributions àl'Enylopédie. Bien que le savant ne rehigne jamais à revendiquer la priorité de sesdéouvertes, il ne le fait étrangement pas pour et aspet de son ÷uvre. Il faut at-tendre les travaux de Condoret, Lagrange ou Laplae, au début des années 1770, pourvoir souligner le r�le de D'Alembert dans e domaine, et onstater l'apparition de ladésignation : � équations aux di�érenes partielles �182.Cependant, quoique ette dernière terminologie soit assez prohe de la n�tre, il n'enva pas de même de l'aspet sous lequel les EDP apparaissent à ette époque. On peut182 C'est sous ette appellation que le onept apparaît par exemple dans :� le traité Du alul intégral, 1765, de Condoret ;� le �Mémoire sur les équations aux di�érenes partielles � de Condoret, MARS année 1770 (1773),p. 151-178 ;� le mémoire � Sur l'intégration des équations à di�érenes partielles du 1er ordre � de Lagrange,NMAB année 1772 (1775), p. 353-372 ;� ou le mémoire � Reherhes sur le alul intégral aux di�érenes partielles � de Laplae, MARSannée 1773 (1777), p. 341-402.Dans un soui de lisibilité, nous utiliserons invariablement l'abréviation � EDP � pour désigner une� équation aux di�érenes partielles �.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 101e�etivement distinguer trois types de formulations, résumées et mises en relation surla Fig. VI183.Le lien entre es trois formulations est assuré par l'utilisation répétée du ritère, ditd'Euler, selon lequel184 p(x, t)dx + q(x, t)dt est une di�érentielle omplète, ou une formedi�érentielle exate pour employer le terme moderne185, si et seulement si dp

dt
=

dq

dx
186.

Fig. VI � Les trois formulations d'une EDP.Préisons que e ritère est pour la première fois énoné par Euler dans deux mé-moires présentés à l'Aadémie des sienes de Pétersbourg le 12 juillet 1734 et publiés en1740187. Clairaut, qui n'a pas enore eu onnaissane des travaux de son prédéesseur,propose le même théorème dans deux mémoires publiés dans les volumes des MARSpour les années 1739 et 1740188. D'après J. L. Greenberg, le jour même (le 4 mars 1739)de la leture par Clairaut du premier de es deux érits devant l'Aadémie Royale dessienes de Paris, Fontaine présentait également une démonstration érite de e ritèrepour des formes di�érentielles de deux et trois variables189.Comme nous aurons l'oasion de le montrer par la suite, es trois types de for-183 Les trois exemples �gurant sur e shéma orrespondent aux trois formulations relatives au pro-blème des ordes vibrantes. Nous expliquerons préisément p. 107 omment on passe de l'une à l'autre.184 Ce ritère est impliitement utilisé omme une équivalene à ette époque, bien que les démonstra-tions mathématiques qui en sont données ne posent pas expliitement la question : voir J.L. Greenberg,The Problem of the Earth's Shape from Newton to Clairaut � The rise of mathematial siene ineighteeth-entury Paris and the fall of "normal siene", Cambridge University Press, 1995, p. 243-399.185 A savoir, telle qu'il existe une fontion y(x, t) véri�ant dy = pdx + qdt. Le terme de � di�érentielleexate � est pontuellement employé par D'Alembert dans le Mémoire 1 de ses Opusules t. I (1761).186 Conformément aux onventions de l'époque, nous désignerons l'opérateur de di�érentiation par-tielle par la notation d au lieu de la notation moderne ∂.187 Euler, � De in�nitis urvus eiusdem generis seu methodus inveniendi aequationes pro in�nitisurvis ejusdem generis �, Commentarii aademiae sientiarum Petropolitanae, vol. 7, 1740, p. 174-183 ; � Additamentum ad dissertationem de in�nitis urvis ejusdem generis �, Commentarii aademiaesientiarum Petropolitanae, vol. 7, 1740, p. 184-200.188 Clairaut, � Reherhes générales sur le alul intégral �, MARS année 1739 (1741), p. 425-436 ;� Sur l'intégration ou la onstrution des équations di�érentielles du premier ordre �, MARS année1740 (1742), p. 293-323.189 Voir J. L. Greenberg, The Problem of the Earth's Shape from Newton to Clairaut, 1995, p. 368.



102 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783mulation sont, à quelques exeptions près, simultanément présentes dans les travaux deD'Alembert. Elles orrespondent de fait au hemin emprunté pour intégrer une EDP. Lesdesriptions de la mise en équation des problèmes de la orde pinée et de l'éoulementd'un �uide à l'intérieur d'un vase nous donneront plus loin une illustration du r�le etde l'emploi du ritère d'Euler dans e adre.
• InventaireComme nous le préisions à l'instant, l'abord d'un onept dans le orpus dalem-bertien, notamment dans la seonde phase des érits sienti�ques du savant, demandeun ertain nombre de préautions, sans lesquelles il serait faile de passer à �té d'unaspet ruial du sujet. Dans de nombreux as, ertains travaux, apparemment sanslien ave l'objet onsidéré, peuvent en e�et s'avérer tout à fait élairants, voire indis-pensables à la bonne ompréhension de la démarhe de l'auteur. Nous nous sommesdon, avant toute autre hose, employés à établir une liste exhaustive des EDP étudiéesou mentionnées par l'auteur dans l'ensemble de ses travaux, manusrits ou imprimés.De ette étude préliminaire, il résulte un inventaire que le leteur pourra onsulter enannexe du présent volume190, et dont nous proposons à présent de dire quelques mots,avant d'en extraire les informations servant notre objetif.Conernant la question de la formulation des EDP, tout d'abord, nous avons dûtranher entre les trois délinaisons préédemment mentionnées. Nous avons opté pourla forme moderne synthétique, lorsque elle-i apparaît dans l'÷uvre de l'enylopé-diste. Dans la situation ontraire, 'est le as des Ré�exions sur la ause des vents,nous avons présenté l'objet sous la forme d'un système d'EDP du 1er ordre. Nous avonségalement pris soin de préiser les référenes de l'imprimé ou du manusrit onerné,le type mathématique de l'équation, et nous avons en�n formulé quelques remarquesvisant à élairer le ontexte et la démarhe de l'auteur vis-à-vis de haque équation.Un premier tour d'horizon de l'inventaire nous montre que les EDP apparaissentdans six types de problèmes physiques :� le problème du �l pesant,� le problème du mouvement de l'air à l'intérieur d'un anal formé par deux haînesde montagnes parallèles, sous l'ation de la rotation de la Terre autour de son axeet des fores d'attration du soleil et de la lune,� le problème des ordes vibrantes, en lien ave la question de la propagation duson,L'historien se fonde sur une note insérée par Clairaut dans son seond mémoire, note dans laquellele savant a�rme ne pas être � le seul qui aye trouvé e théorème, M. Fontaine l'avoit trouvé aussi deson �té, omme il l'a fait voir par un Erit qu'il a montré à l'Aadémie le jour même que je lûs eMémoire ; & M. Euler, élèbre Mathématiien, a donné à l'Aadémie de Petersbourg, dans le volumequi est atuellement sous presse, un moreau rempli de belles reherhes sur le Calul Intégral, où ilemploye ette même déouverte � (MARS année 1740 (1742), p. 294).190 Voir p. 331. Une bibliographie lui est spéi�quement dédiée.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 103� la résistane des �uides et la question des éoulements dans les vases et les anaux,� la question de l'équilibre des �uides, en lien ave le problème de la Figure de laTerre,� la reherhe de la ourbe tautohrone, 'est-à-dire de la ourbe où le temps prispar un orps pour en atteindre le point le plus bas est indépendant de son pointde départ.Les inq premiers problèmes renvoient d'abord aux premiers ouvrages de l'auteur, àsavoir la première édition du Traité de dynamique pour le �l pesant, les Ré�exions surla ause des vents pour le mouvement de l'atmosphère, les trois mémoires de l'Aadémiede Berlin de 1747 et 1750 pour les ordes vibrantes, ainsi que l'Essai sur la résistanedes �uides pour e qui onerne l'équilibre, le mouvement et la résistane des �uides.Cependant, l'inventaire permet également de voir apparaître une somme de travauxplus tardifs prolongeant haun des inq premiers thèmes d'étude préédents et, parlà même, les premiers érits que D'Alembert leur a onsarés. Le tableau i-dessousonsaré à la période postérieure à 1758 permet de se faire une idée de leur ampleur,problème par problème191 :
• Problème du �l pesant � Traité de Dynamique, 2nde édition, 1758
• Mouvement de l'air entre deux � Opusules t. VIII, Mémoire 58 � XII (1780)haînes de montagne parallèles
• Cordes vibrantes / � Opusules t. I, Mémoire 1 (1761)Propagation du son � Opusules t. I, Mémoire 25 (1761)� Opusules t. V, Mémoire 34 � II (1768)� Opusules (inédit), Mémoire 59 � VI� Opusules (inédit), Mémoire 59 � VII
• Mouvement des �uides / � Opusules t. I, Mémoire 4 (1761)Résistane des �uides � Opusules t. V, Mémoire 31 (1768)� Opusules t. V, Mémoire 33 (1768)� Opusules t. V, Mémoire 34 � I (1768)� Opusules t. VIII, Mémoire 57 � VII (1780)
• Equilibre des �uides � Opusules t. V, Mémoire 30 (1768)� Opusules t. VIII, Mémoire 56 � I (1780)A ela s'ajoutent également les érits où D'Alembert onsidère les EDP omme unobjet d'étude mathématique en tant que tel, indépendamment des problèmes physiquesauxquels elles sont attahées. C'est ainsi le sujet du Mémoire 26 des Opusules t. IV191 D'Alembert ne onsare qu'un seul érit à la reherhe de la ourbe tautohrone : � Sur les tauto-hrones �, HAB année 1765 (1767), p. 381-413. Il s'agit, qui plus est, d'un mémoire tardif. Nous ne lefaisons don pas apparaître dans le tableau.L'entrée � Mouvement des �uides � reoupe par ailleurs les informations données dans les trois pré-édents hapitres de notre travail. Il s'agit don uniquement d'un rappel.



104 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783(1768)192 et du Mémoire 58 � VI des Opusules t. VIII (1780)193.Conernant la nature mathématique des EDP manipulées par le savant, notre in-ventaire nous permet de onstater qu'il s'agit, dans la plupart des as, d'EDP linéairesportant sur des fontions de deux ou trois variables, et dont l'ordre ne dépasse presquejamais 2. Les seules équations non linéaires apparaissent dans les Mémoires 4, 30, 33 et56 � I, des Opusules, mais ne feront pas l'objet d'études mathématiques partiulièresde la part du géomètre.Préisons enore qu'outre les nombreuses études portant sur la première phase deses érits, plusieurs historiens, spéialistes des EDP, se sont d'ores et déjà pontuelle-ment penhés sur ertains des travaux tardifs dont nous dressions la liste à l'instant.Signalons ainsi que, dans l'état de nos onnaissanes :� le Mémoire 58 � VI, en lien ave les ordes vibrantes et la propagation du son,l'est par C. Houzel194 et par A.P. Youshkevith195 . Quant aux Mémoires 1 et 25,dans lesquels D'Alembert polémique ave Euler et Daniel Bernoulli sur les ordesvibrantes, ils sont abordés par H. Burkhardt196, C. Truesdell197, S. Demidov198,I. Szabò199 et J. Lützen200.� les Mémoires des 4, 31 et 33, onernant l'éoulement des �uides dans les vaseset les tuyaux, sont partiellement examinés par C. Truesdell201, qui en relève lesprinipaux résultats.� le Mémoire 26, traitant des EDP sous un angle exlusivement mathématique, estpartiellement abordé par C. Houzel202 et, de façon plus détaillée, par S. Demi-192 D'Alembert, Opusules, t. IV, 1768, Mémoire 26 : � Reherhes de Calul intégral �, p. 225-253.193 D'Alembert, Opusules, t. VIII, 1780, Mémoire 58, � VI : � Sur les Fontions disontinues �,p. 302-308.194 C. Houzel, � Les équations aux dérivées partielles : 1740-1780 �, Analyse et dynamique, étude surl'÷uvre de d'Alembert, Presses de l'université de Laval, 2003, p. 237-258.195 A.P. Youshkevith, � Le onept de fontion jusqu'au milieu du XIXe sièle �, Fragment d'histoiredes mathématiques, Brohure A.P.M.E.P n◦ 41, 1981, p. 7-68.196 H. Burkhardt, � Entwiklungen nah osillirenden Funtionen und Integration der Di�erentialglei-hungen der mathematishen Physik. Erster Haupteil : Dis Ausbildung der Methode der Reihenentwik-lungen an physikalishen und astronomishen Problemen �, Jahresberiht der Deutshen MathematikerVereinigung, t. X-2, 1908, p. 1-894.197 C. Truesdell, The rational mehanis of �exible or elasti bodies 1638�1788, in Euler, Opera Omnia,série II, vol. 11, Set. 2, Zürih, 1960.198 S. Demidov, � D'Alembert et la naissane de la théorie des équations di�érentielles aux dérivéespartielles �, Jean d'Alembert, savant et philosophe : Portrait à plusieurs voix, Ates du Colloque organisépar le Centre International de Synthèse les 15-18 juin 1983, Paris, 1989, p. 333-350.199 I. Szabò, Geshihte der mehanishen Prinzipien und ihrer wihtigsten Anwendungen, Basel,Boston, Stuttgart, Birkhäuser, 1977.200 J. Lützen � Partial di�erential equations �, Companion Enylopedia of the History and Philosophyof the Mathematial Sienes, I. Grattan-Guiness, London, Routledge, 1994, p. 452-469.201 C. Truesdell, � Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1954.202 C. Houzel, Ibid. note 194.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 105dov203.Naturellement, de nombreux autres ommentaires mériteraient enore d'être faits.L'inventaire soulève par exemple la question de l'indépendane du Mémoire 26 vis-à-visdes érits physio-mathématiques du savant. Partant du onstat que D'Alembert mani-pule des EDP parfois relativement semblables pour deux problèmes physiques distints,on pourrait également se demander s'il a véritablement onsiene de es similitudeset s'il les utilise. Cette seonde partie de son ÷uvre sienti�que, reèle ainsi tout unensemble de nouveaux éléments, dont beauoup restent enore à étudier.Pour l'heure, nous nous onentrerons essentiellement sur la question suivante :quelle est la démarhe de D'Alembert pour � résoudre � des problèmes faisant in-tervenir des EDP? Nous nous restreindrons, pour e faire, au hamp des problèmesphysio-mathématiques, seul adre dans lequel l'auteur reherhe des solutions suivantun shéma apparemment prohe de la démarhe des mathématiques modernes.Pour mieux faire omprendre les raisons de e hoix, quelques préisions oner-nant la terminologie dalembertienne dans e domaine sont tout d'abord néessaires.Le voabulaire mathématique employé par l'auteur n'est e�etivement pas forémentle même qu'aujourd'hui. Il n'est, qui plus est, pas omplètement stabilisé. Le termed'� équation �, par exemple, désigne généralement une égalité sans qu'il y ait de véri-table spéi�ation des inonnues, des paramètres ou des variables. Le terme � résoudre �,au même titre que elui de � solution �, est le plus souvent attahé à un problème ausens large. Il ne orrespond pas à la résolution d'une équation mathématique, telle quenous en onevons le sens atuellement, mais reouvre l'ensemble des étapes onduisantde la mise en équation d'un problème physio-mathématique jusqu'à l'expression d'unesolution.Nous montrerons dans un instant que es étapes, souvent entremêlées dans les éritsde D'Alembert, sont plus préisément au nombre de trois :� une première étape de mise en équation du système physique permettant d'aboutirà l'ériture d'une EDP ;� une seonde étape d'� intégration � de l'EDP, laquelle onsiste, dans le ontextequi nous intéresse, en un simple proessus de réériture, 'est-à-dire une reformu-lation de l'EDP par le moyen du ritère d'Euler ;� suivie d'une phase où le savant introduit d'autres onditions physiques aratéris-tiques du problème abordé.Centrés sur l'� intégration � des EDP, ses érits purement mathématiques n'abordentdon pas la question dans son entier. C'est le as du Mémoire 26 des Opusules t. IV(1768) où D'Alembert se lane dans une étude systèmatique de larges lasses d'EDP li-néaires. Il herhe à dégager des méthodes pour les intégrer et aboutir à des solutions gé-nérales s'exprimant sous forme de ombinaisons linéaires de fontions arbitraires. Mais,203 S. Demidov, � Création et développement de la théorie des équations di�érentielles aux dérivéespartielles dans les travaux de J. d'Alembert �, Revue d'Histoire des Sienes, n◦ XXXV/1, 1982, p. 3-42.



106 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783dans ette démarhe novatrie pour l'époque, il fait abstration du ontexte physiquedans lequel es EDP interviennent et ne se souie don pas de e que nous appellerionsles onditions initiales et onditions aux limites du problème. C'est pourquoi nous ex-luons e texte de notre orpus d'étude.Préisons aussi que, dans ses Ré�exions sur la ause générale des vents, D'Alembertproède à l'étude mathématique de deux EDP204, exhibe, e faisant, des méthodes d'in-tégration qu'il applique ensuite, dans la troisième et dernière partie de l'ouvrage205, àla résolution de problèmes physiques partiuliers. Quoique, dans e adre, il s'interrogepour la première fois sur e que nous pourrions anahroniquement appeler la questionde l'existene d'une solution, et a�rme ainsi que, dans ertaines onditions, le problèmepourrait être � impossible �206, il s'agit ependant d'une remarque pontuelle et iso-lée, préisément étudiée par S. Demidov207. La ontinuation de es reherhes dans leMémoire 58 � XII des Opusules t. VIII (1780) se borne d'ailleurs à un adre d'étudeexlusivement mathématique et ne fait don plus apparaître les aratérisques physiquedu problème. C'est la raison pour laquelle es aspets mathématiques du traité, nonseulement examinés par S. Demidov208, mais aussi par J. Lützen209 et G. Grimberg210,nous intéresseront peu vis-à-vis de la question que nous souhaitons ii aborder.En�n, nous ne nous attarderons pas sur les EDP liées à la théorie l'équilibre des�uides et au problème de la ourbe tautohrone pare que D'Alembert ne tente pas deles � résoudre �.Nous nous intéresserons ainsi essentiellement aux érits onsarés au mouvement des�uides et aux ordes vibrantes. Ce sont les deux questions dans lesquelles la démarhede � résolution � de D'Alembert se trouve su�samment développée pour que nous puis-sions proéder à un examen pertinent. Nous allons à présent étudier omment les troisétapes qui la aratérisent se délinent dans es deux as de �gure.� Résoudre � le problème des ordes vibrantesD'Alembert se penhe pour la première fois sur le problème des ordes vibrantes dansles mémoires de l'Histoire de l'Aadémie des sienes et des belles-lettres de Berlin desannées 1747 et 1750. Dans le Mémoire 1 des Opusules t. I (1761), il revient rapidementsur la mise en équation du problème, et développe plus avant la question de la reherhe204 D'Alembert, Ré�exions sur la ause générale des Vents, Paris, 1747, art. 87-89, p. 164-172.205 D'Alembert, Ibid. note 204, p. 172-189.206 D'Alembert, Ibid. note 204, � V, p. 177.207 S. Demidov, Ibid. note 203, p. 13-14.208 S. Demidov, Ibid. notes 198 et 203.209 J. Lützen, Ibid. note 200.210 G. Grimberg, D'Alembert et les équations aux dérivées partielles en hydrodynamique, Thèse deDotorat, Université Paris 7, 1998.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 107de solutions. Comme et érit onstituera, ave le Mémoire 25, le ÷ur de notre étudedans la seonde partie de l'artile, nous en résumerons ii les premiers paragraphes211.Le problème onsiste à onsidérer une orde de longueur a �xée en ses deux extrémi-tés A et B. Suite à sa mise en mouvement, il s'agit alors de déterminer la fontion y(x, t)donnant l'ordonnée, 'est-à-dire l'exursion de haque point de la orde d'absisse x, àhaque instant t (voir la Fig. VII). Dans l'÷uvre de D'Alembert, le problème de la ordevibrante à deux extrémités �xes apparaît sous trois formes distintes, qui di�èrent parleur état initial :� La orde est éartée de sa position retiligne à t = 0, et lâhée sans vitesse initiale,'est le as de la orde pinée.� La orde est à l'état retiligne à t = 0, et une vitesse initiale lui est imprimée,'est le as de la orde frappée.� Reste un as mixte où ni les ordonnées, ni la vitesse initiale ne sont nulles.Comme nous allons le voir, le hoix d'une de es trois situations intervient après la miseen équation et la première phase de traitement de l'EDP obtenue.
Fig. VII � Corde AMB �xée entre ses deux extrémités A et B.A�n de mettre en équation le mouvement de la orde, D'Alembert se plae avanttout dans l'hypothèse de petites vibrations, ei permettant de onfondre l'absisseurviligne s et l'absisse x. Il établit ensuite un lien entre la fore retardatrie animanthaque portion in�nitésimale de la orde et les termes d2y

dt2
et d2y

dx2
. Il en déduit ainsi,après simpli�ation, l'EDP gouvernant la dynamique du système212 :

d2y

dx2
=

d2y

dt2
.Débute alors la phase d'� intégration � que nous évoquions à l'instant. Pour � intégrer �l'EDP préédente, D'Alembert pose d'une part dy = pdt + qdx, ave p =

dy

dt
et q =

dy

dx
,211 D'Alembert, Opusules t. I, Paris, 1761, Mémoire 1 : � Reherhes sur les vibrations des ordessonores �, p. 1-7.212 D'Alembert remarque, dès 1747, que l'EDP obtenue peut également représenter les vibrationslongitudinales d'une olonne d'air, et don orrespondre à l'équation de la propagation du son. Nousaborderons la question dans la troisième partie de e hapitre.



108 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783l'équation se résumant dès lors au système d'EDP du 1er ordre :














dp

dt
=

dq

dx
,

dp

dx
=

dq

dt
.Il applique d'autre part le ritère d'Euler, selon lequel ette formulation équivaut à laonsidération des deux di�érentielles omplètes qdt + pdx et pdt + qdx, 'est-à-dire tellesqu'il existe deux fontions u(x, t) et y(x, t) véri�ant du = qdt + pdx et dy = pdt + qdx213.L'addition et la soustration de es deux expressions onduisent ainsi au système :

{

dy + du = (p + q)(dt + dx),

dy − du = (p − q)(dt − dx).L'intégration (au sens moderne) de haune des deux di�érentielles donne alors :
{

y + u = Φ(x + t),

y − u = ∆(x − t),nouveau système à partir duquel D'Alembert parvient à l'expression générale214 :
y = Φ(x + t) + ∆(x − t).

Φ et ∆ orrespondent ii à e que nous appellerons par la suite des fontions arbi-traires, 'est-à-dire des fontions quelonques d'une variable dont la dé�nition, relativeaux seules EDP, est similaire à elle des onstantes arbitraires apparaissant lors de l'inté-gration d'équations di�érentielles ordinaires. y = Φ(x + t) + ∆(x − t) orrespond ainsià une nouvelle formulation de l'EDP d2y

dx2
=

d2y

dt2
à l'aide de deux fontions arbitraires.Son obtention l�t la phase d'� intégration �.D'Alembert revient dès lors au problème physique, aratérisé par la �xité des extré-mités de la orde en A et en B : le savant pose don y(0, t) = 0 (�xité en A) et y(a, t) = 0(�xité en B). De la première de es deux équations, il déoule Φ(t) = −∆(−t), et la re-lation y = Φ(x + t) + ∆(x − t) s'érit alors :

y(x, t) = Φ(x + t) − Φ(t − x).213 Dans les art. 87 à 89, p. 164-172, de ses Ré�exions sur la ause générale des vents, dédiés àl'� intégration � des deux EDP présentées dans notre inventaire � voir p. 331 �, D'Alembert suitle hemin inverse, et part don d'un système de di�érentielles omplètes pour aboutir à un systèmed'EDP du 1er ordre. La démarhe d'� intégration �, telle que nous la dérivions p. 105, reste ependantidentique : il s'agit enore d'une réériture de l'EDP par le moyen du ritère d'Euler, 'est-à-dire d'unpassage, dans un sens ou dans l'autre, entre les deux formulations de droite de la Fig. VI, p. 101.214 Le oe�ient 1

2
, qui déoule de l'addition des deux termes, est diretement intégré dans les fontions

Φ et ∆.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 109La seonde équation entraîne quant à elle Φ(a + t) − Φ(t − a) = 0, 'est-à-dire la 2a-périodiité de la fontion Φ.Si l'on se plae maintenant dans le adre du problème de la orde pinée omme lefait le savant dans e Mémoire 1 des Opusules, sa orde peut être représentée à t = 0par la fontion non nulle y(x, 0) et une vitesse initiale dy

dt
(x, 0) = 0. Cette seonde ara-téristique physique implique la parité de la dérivée de la fontion Φ, et par onséquentl'imparité de Φ.La solution générale peut alors s'érire

y(x, t) = Φ(x + t) + Φ(x − t).Compte tenu du fait que y(x, 0) = 2Φ(x), et puisque la fontion arbitraire Φ est impaireet 2a-périodique, Φ est don entièrement déterminée par la position de la orde à l'ins-tant t = 0. Nous sommes ii dans le as très partiulier d'une résolution expliite, equi n'est naturellement pas le as du problème de l'éoulement d'un �uide à l'intérieurd'un vase. � Résoudre � le problème de l'éoulement des �uidesLe proessus visant à � résoudre � e problème se déline de même en trois phases. Lapremière onsiste en la mise en équation du problème physique, à savoir le mouvementplan d'un �uide inompressible dans un vase ABFE ouvert en AB et EF (voir laFig. VIII). Elle omprend trois étapes.PSfrag replaements
A B

E F

H

PQ

x

z
O

Fig. VIII � Eoulement d'un volume de �uide dans unvase ABEF ouvert en ses deux extrémités
AB et EF .Deux d'entre elles sont préisément dérites dans le hapitre II : la formulation analy-tique du prinipe de l'hydrostatique, p. 66, et l'expression de la onservation du volumedu �uide au ours de l'éoulement, p. 70. Elles permettent à D'Alembert de mettre enéquation le mouvement sous la forme d'un système d'EDP du 1er ordre
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dP

dx
(t, x, z) =

dQ

dz
(t, x, z),

dP

dz
(t, x, z) = −dQ

dx
(t, x, z),dans lequel P (t, x, z) et Q(t, x, z) représentent respetivement les omposantes horizon-tale et vertiale de la vitesse d'un élément retangulaire in�nitésimal de �uide H repéré,dans le vase, par les oordonnées spatiales x et z.Elles se trouvent néanmoins préédées, omme nous avions déjà eu l'oasion de lesouligner, par une étape onsistant, en termes modernes, à séparer les variables spatialeset temporelle au sein des deux omposantes P (t, x, z) et Q(t, x, z). D'Alembert a, danse adre, reours à une hypothèse physique dont on verra qu'elle joue également un r�lefondamental dans la reherhe d'une solution au problème. Cette hypothèse se résumeà onsidérer que � le �uide ontigu aux parois [. . . ℄ oule le long de es parois �215.Posant z = y au niveau de BF et AE, de telle sorte que la fontion y(x) orresponde àl'équation des ontours du vase, la relation

Q(t, x, z)

P (t, x, z)
=

dx

dyliant les omposantes de la vitesse en et endroit, peut en e�et, du fait de la �xitéde parois, être onsidérée omme indépendante du temps. Il devient ainsi possible deséparer les variables spatiales et temporelle au sein de la vitesse, e qui inite D'Alembertà dé�nir une fontion θ du temps t, telle qu'en tout point (x, z) du �uide les omposanteshorizontale et vertiale P (t, x, z) et Q(t, x, z) de la vitesse véri�ent :
{

Q(t, x, z) = θ(t)q(x, z)

P (t, x, z) = θ(t)p(x, z).Une telle opération revient naturellement à se restreindre à la onsidération d'un typetrès partiulier d'éoulement pour lequel, omme D'Alembert le remarque lui-mêmedans le � VI du Mémoire 4 � voir plus loin dans e hapitre, p. 125 �, les lignes deourant, répondant à l'équation dz

P (t, x, z)
=

dx

Q(t, x, z)
, 'est-à-dire

p(x, z)dx − q(x, z)dz = 0,ne varient pas au ours du temps � e qui n'est pas pour autant le as des trajetoiresdu �uide. Dans l'art. XLIII de son mémoire � Appliation de la méthode exposée dansle mémoire préédent à la solution de di�érents problèmes de dynamique �216 (1762),ontenant un ommentaire ritique du Mémoire 4, Lagrange en ontestera d'ailleursexpliitement la généralité en a�rmant que :215 D'Alembert, Opusules t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, p. 137.216 Mélanges de Turin, t. II, pour les années 1760-1761, 1762, p. 196-298 ; ×uvres de Lagrange, t. I,p. 365-468.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 111� M. d'Alembert prétend que les équations [dp

dz
= − dq

dx
, dp

dx
=

dq

dz

] sont les seulesvraiment exates pour déterminer les lois du mouvement des �uides ; il se fondesur e que le rapport des vitesses [. . . ℄ doit être indépendant du temps t dans lespartiules qui oulent le long des parois du vase ; d'où il infère qu'il doit l'être aussien général dans toutes les partiules du �uide ; mais ette onséquene, si j'ose ledire, ne me paraît point assez juste �.Cette ritique poussera D'Alembert, dans les art. 14 à 17 du Mémoire 31 de sesOpusulest. V (1768), à justi�er le adre d'étude dans lequel il se plae dans l'Essai sur la résistanedes �uides, 'est-à-dire à démontrer que l'opération de séparation des variables de tempset d'espae peut être admise a minima dans les premiers instants du mouvement217 .Quoiqu'il en soit, et qu'il s'agisse des Mémoires 4, 31, 33 ou 57 � VII de ses Opusules, iltravaillera exlusivement dans e adre pour e qui est de la question de la � résolution �du problème, son but étant de parvenir à une expression analytique de l'équation deslignes du ourant � indépendantes du temps, rappelons-le, dans e as de �gure � du�uide dans le vase. Nous onsidérerons don, dans tout e qui suit, le système d'EDPdu 1er ordre auquel se restreint lui-même le géomètre, à savoir :














dp

dx
(x, z) =

dq

dz
(x, z),

dp

dz
(x, z) = − dq

dx
(x, z).De même que dans le problème des ordes vibrantes, D'Alembert entame dès lors laphase d'� intégration �, ei grâe à une tehnique mathématiquement innovante don-née dans l'Essai sur la résistane des �uides218. Quoique ette méthode soit aujourd'huifort bien onnue des historiens des sienes219, rappelons toutefois en quoi elle onsiste.Les relations dp

dx
=

dq

dz
et dp

dz
= − dq

dx
reviennent, d'après le ritère d'Euler, à onsi-dérer pdz + qdx et pdx − qdz omme deux di�érentielles exates. Les di�érentielles

qdx +
√
−1

pdz√
−1et √

−1pdx +
qdz√
−1217 Dans l'Essai sur la résistane des �uides, hap. VIII, art. 148, p. 181, D'Alembert pose e�eti-vement le problème en es termes : � Imaginons d'abord un vase [. . . ℄ dans lequel soit renfermée unequantité de Fluide ABFE, qui, soutenue par le fond FE, soit stagnante dans e vase, & qu'ensuite on�te tout-à-oup le fond FE : on demande quel doit être le mouvement du Fluide �.218 D'Alembert, Essai sur la résistane des �uides, 1752, art. 57 à 60, p. 60-63.219 Voir C. Truesdell, � Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1954, p. LIV-LV ; G. Grimberg, D'Alem-bert et les équations aux dérivées partielles en hydrodynamique, Thèse de Dotorat, Université Paris 7,1998, p. 53-61 ; I. Szabò, Geshihte der mehanishen Prinzipien und ihrer wihtigsten Anwendungen,1977, p. 237-239.



112 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783le sont don aussi220, de même que leur somme
(q +

√
−1p) ×

(

dx +
dz√
−1

)et leur di�érene
(q −

√
−1p) ×

(

dx − dz√
−1

)

.Ces deux ombinaisons linéaires induisent ainsi le hangement de variables
{

u = x +
√
−1z

v = x −
√
−1z,à partir duquel deux nouvelles di�érentielles exates

(q +
√
−1p)dvet

(q −
√
−1p)du,ou (p −

√
−1q)dv et (p +

√
−1q)du, sont obtenues. Celles-i permettent, pour �nir,d'exprimer p −

√
−1q et p +

√
−1q sous la forme de fontions quelonques Φ et ∆ desvariables omplexes u et v. Il vient ainsi ∆(v) = p −

√
−1q et Φ(u) = p +

√
−1q, 'est-à-dire :















p =
Φ(u) + ∆(v)

2
,

q =
Φ(u) − ∆(v)

2
√
−1

,ou enore


















p(x, z) =
Φ(x +

√
−1z) + ∆(x −

√
−1z)

2
,

q(x, z) =
Φ(x +

√
−1z) − ∆(x −

√
−1z)

2
√
−1

.Ce résultat onduit, dans le même temps, à l'expression des di�érentielles pdz + qdx et
pdx − qdz en fontion de u et v, de telle sorte que















pdz + qdx =
1

2
√
−1

[Φ(u) × (dx +
√
−1dz) − ∆(v) × (dx −

√
−1dz)],

pdx − qdz =
1

2
[Φ(u) × (dx +

√
−1dz) + ∆(v) × (dx −

√
−1dz)],'est-à-dire















pdz + qdx =
Φ(u)du − ∆(v)dv

2
√
−1

,
pdx − qdz =

Φ(u)du + ∆(v)dv

2
.220 Le terme √

−1 employé par D'Alembert orrespond ii à la quantité i.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 113Cette méthode d'� intégration � par passage dans le hamp omplexe, d'un systèmed'EDP (*) renvoyant à e qu'on appellera les onditions de Cauhy-Riemann dès lesièle suivant, onstitue les prémies de l'atuelle théorie des fontions d'une variableomplexe � théorie jouant, omme on sait, un r�le essentiel dans l'étude des éoulementspotentiels bidimensionnels221. Comme le remarque J.-L. Verley, la di�érentielle du et saonjuguée dv, induites par le hangement de variables u = x +
√
−1z et v = x −

√
−1z,orrespondent à � la première desription [. . . ℄ des fontions harmoniques que Riemannprendra omme point de départ de sa théorie des fontions de la variable omplexedans sa dissertation inaugurale de 1851 �222. Par ailleurs, I. Szabò223 et G. Grimberg224notent que ette méthode onduit aussi D'Alembert, dans les art. 54 et 55 de l'Essai surla résistane des �uides, à introduire e qui deviendra le onept de potentiel omplexe età s'interroger sur la dérivabilité de la fontion q(x, z) −

√
−1p(x, z), aujourd'hui appeléevitesse omplexe.L'idée onsistant à introduire l'imaginaire √−1 a�n d'intégrer le système d'EDP (*)s'inspire très probablement, quant à elle, de la méthode d'intégration appliquée dans leproblème des ordes vibrantes, méthode par ailleurs déjà employée dans ses Ré�exionssur la ause des vents (1747)225. Nous avons en e�et réemment onstaté que le savants'appuie expliitement, dans le Mémoire 33 � I de ses Opusules t. V (1768) � toujoursonsaré à la résolution du système (*) �, sur les reherhes données dans le Mémoire1 des Opusules t. I, relatif aux ordes vibrantes226. Les systèmes d'EDP du 1er ordre(*) et (**) respetivement manipulés dans les deux as de �gures di�èrent, de fait, trèspeu l'un de l'autre. Il y a don fort à penser que ette maigre di�érene, tenant en laprésene du signe � − � dans la seonde EDP du système (**), ait justement inité221 Pour un exposé des méthodes de la théorie des fontions d'une variable omplexe appliquées àla résolution de problèmes physiques, voir, par exemple, M. Lavrentiev, B. Chabat, Méthodes de latheorie des fontions d'une variable omplexe, Editions Mir, Mosou, 1952. Les deux auteurs présententd'ailleurs, dans et ouvrage, D'Alembert et Euler omme les premiers initiateurs de ette théorie.222 J.-L. Verley, Les fontions analytiques, in J. Dieudonné, Abrégé d'histoire des mathématiques,Hermann, 1986, p. 128.223 Voir I. Szabò, Geshihte der mehanishen Prinzipien und ihrer wihtigsten Anwendungen, Ba-sel/Stuttgart, Birkhäuser, 1976, p. 239.224 Voir G. Grimberg, D'Alembert et les équations aux dérivées partielles en hydrodynamique, Thèsede Dotorat, Université Paris 7, 1998, p. 55-58.225 Comme le notent S. Demidov et G. Grimberg, D'Alembert pratiquait déjà, dans et ouvrage,des ombinaisons de formes di�érentielles à oe�ients omplexes en vue de faire les hangements devariables adéquats : voir, pour plus de détails, S. Demidov, � Création et développement de la théorie deséquations di�érentielles aux dérivées partielles dans les travaux de J. d'Alembert �, Revue d'Histoiredes Sienes, 1982, p. 6-13, et G. Grimberg, D'Alembert et les équations aux dérivées partielles enhydrodynamique, Thèse de Dotorat, Université Paris 7, 1998, p. 218-228.226 Cet élément a été mis au jour à l'oasion du mémoire de l'UE �Histoire, Philosophie et Didatiquedes Sienes � du Master 1 de Mathématiques de l'Université Lyon 1, intitulé � Etude et annotation duMémoire 33 des Opusules mathématiques (1768) de D'Alembert � et réalisé par F. Colin, M. Gariaet A.-S. Paumier sous notre diretion en mars, avril et mai 2007.



114 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783D'Alembert à introduire l'imaginaire √
−1 :(*) 







dp

dt
=

dq

dx

dp

dx
=

dq

dt
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dp

dx
=

dq

dz

dp

dz
= − dq

dxPour autant, quoique le savant parvienne à une résolution expliite du problème dela orde pinée, il n'en sera pas de même dans le as du mouvement d'un �uide. Lesonditions physiques assoiées au système d'EDP dans la troisième et dernière phase dela démarhe visant à � résoudre � le problème sont en e�et déterminantes dans e adre.Elles se traduisent par deux types d'équations dans le as d'une orde vibrante : deséquations faisant intervenir la variable d'espae x, et des équations faisant intervenirla variable de temps t. Les deux onditions prises en ompte par le savant dans le asd'un éoulement stationnaire font, quant à elles, intervenir des fontions de plusieursvariables d'espae x et z. Elles donnent lieu, de e fait, à un problème autrement plusomplexe.La première de es deux onditions orrespond à la symétrie du vase par rapport àson axe, exprimée, selon les propres termes de l'auteur, par le fait que � la ligne CDdivise le vase en deux parties égales & semblables �227. De ette symétrie, il déoulel'annulation de la omposante horizontale de la vitesse en tout point de la droite CD :e qui revient à poser p(x, z) = 0 lorsque z = 0.La seonde oïnide ave l'hypothèse initant D'Alembert à séparer les variablesspatiales et temporelle au sein des omposantes de la vitesse : ei en vertu, rappelons-le, de la ontiguïté de l'éoulement au niveau des parois du vase, 'est-à-dire pour z = y.La relation qui en déoule,
dP (x, y, t)

dQ(x, y, t)
=

p(x, y)

q(x, y)
=

dx

dy
,fournit l'équation suivante pour les ourbes ANE et BMF :

p(x, y)dx − q(x, y)dy = 0.SynthèseQu'il s'agisse de la question des ordes vibrantes, ou de elle de l'éoulement d'un�uide, il semble que le proessus visant à � résoudre � permette e�etivement, d'après lesdesriptions préédentes, de valider un shéma omposé de trois phases, synthétiquementreprésentées sur la Fig. IX.227 D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � IV, p. 139.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 115Une première phase de mise en équation du mouvement, sous-tendue par l'applia-tion de prinipes méaniques, onsiste en la tradution du omportement dynamiquedu système étudié en termes d'EDP.Au ours d'une seonde phase d'� intégration �, D'Alembert part de l'EDP, priseseule, et parvient, via l'appliation du ritère d'Euler, à une nouvelle expression généraleformée de fontions arbitraires.Dans une troisième phase, la démarhe du savant s'étend �nalement au-delà duadre stritement mathématique. Un ensemble de onsidérations physiques se trouventen e�et prises en ompte sous la forme d'équations omplémentaires228. Ces équations,adjointes à l'expression générale déoulant de la phase d'� intégration �, forment unnouveau problème qu'il ne reste plus, dès lors, qu'à tenter de résoudre. Non pas � ré-soudre � dans le sens dalembertien du terme, mais résoudre dans le sens de déterminerla solution du problème.

Fig. IX � La démarhe visant à � résoudre � un problèmephysio-mathématique faisant intervenir uneEDP.Comment D'Alembert proède-t-il dans e adre ? Quelles sont les spéi�ités de sa228 Le terme d'� équations omplémentaires � est de notre fait. Il nous permettra de désigner les équa-tions introduites par D'Alembert a�n de traduire ertaines aratéristiques physiques des problèmesétudiés sans avoir à reourir aux termes anahroniques de onditions initiales et de onditions auxlimites.



116 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783démarhe, et quelle idée se fait-il d'une solution d'un problème faisant intervenir uneEDP? C'est là l'objet de la seonde partie de e travail de reherhe.2. � Résoudre � un problème physio-mathématiquefaisant intervenir une EDP : spéifiités de ladémarhe de D'AlembertNous nous penherons exlusivement ii sur la troisième phase de la démarhe deD'Alembert, au ours de laquelle le savant se lane dans la reherhe de solutions.Nous ommenerons, dans e adre, par nous onentrer sur le statut des équationsomplémentaires dans le problème des ordes vibrantes. Nous réfuterons ainsi l'emploides termes modernes de onditions initiales et de onditions aux limites pour araté-riser e type d'équations.Revenant ensuite au problème de l'éoulement des �uides, avant d'ahever notre exa-men de la question des ordes vibrantes, nous remarquerons que la manière de onevoirl'interation mathématique entre l'EDP et les équations omplémentaires est une spéi-�ité de D'Alembert qui a des impliations sur le onept de solution. Nous évoqueronsen�n la présene des notions d'uniité et d'existene dans l'÷uvre du savant. Cette étudenous permettra de omparer l'approhe de D'Alembert à elles de ses ontemporainsomme à elles des futures générations de mathématiiens.Les � équations omplémentaires �Dans le Mémoire 1229, D'Alembert défend l'idée que la fontion Φ intervenant dansla solution y(x, t) = Φ(x + t) + Φ(x − t), � ne doit pas hanger de forme �, 'est-à-dired'expression, pour que la solution du problème puisse avoir lieu. Il tente même de ledémontrer. Dans le Seond � Supplément � du Mémoire 25230, il essaie d'apporter denouveaux arguments en exposant un problème que l'on peut onsidérer omme unevariante du as lassique des ordes vibrantes pinées, mais où les extrémités de laorde deviennent mobiles dès que t > 0231 :� Supposons que dans l'instant où la orde se met en mouvement, ses deux extré-mités deviennent tout-à-oup mobiles, de �xes qu'elles étoient auparavant �Peu perturbé par le faible réalisme de la situation, il énone le résultat suivant232 :229 D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 1, p. 29-37.230 D'Alembert, Opusules, t. IV, Paris, 1768, Mémoire 25, Seond Supplément, p. 181-199.231 D'Alembert, Ibid. note 230, p. 180.232 D'Alembert, Ibid. note 230, p. 180-181.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 117� Il n'est pas moins ertain qu'on aura y =
Φ(x + t)

2
+

Φ(x − t)

2
, par la onditionque dy

dt
soit = 0 lorsque t = 0, quelle que soit x & que la seule ondition qu'il y aità remplir, 'est que y = 0 lorsque x & t = 0 ; e qui a lieu en e�et dans l'équationqu'on vient de donner, puisque x = 0 donne Φ(x) ou y = 0, lorsque t = 0 �.La méprise de D'Alembert, dans e passage, est signi�ative à plus d'un égard.Quoique privé de ertaines de ses équations omplémentaires, le savant pense e�etive-ment enore disposer d'une solution parfaitement déterminée :

y =
Φ(x + t)

2
+

Φ(x − t)

2
.Qu'en est-il en réalité ? Puisque le géomètre ne détaille pas les aluls en et endroit, nousles mènerons à sa plae. Ses équations omplémentaires, présentées de façon moderne,sont désormais :







y(x, 0) = Φ(x) sur [0, a], ave Φ(0) = Φ(a) = 0
dy

dt
(x, 0) = 0.En injetant ette dernière relation dans la solution générale y =

ϕ(x + t) + ∆(x − t)

2de l'équation d2y

dx2
=

d2y

dt2
, il vient233 :

ϕ′(x) = ∆′(x),e qui entraîne, après intégration :
ϕ(x) = ∆(x) + k,ave k onstante arbitraire, et permet don d'érire, en inluant k dans les fontionsarbitraires :

y =
ϕ(x + t) + ϕ(x − t)

2
.Or, sit�t ette expression obtenue, il apparaît immédiatement que ϕ = Φ, et la so-lution devient

y =
Φ(x + t)

2
+

Φ(x − t)

2
.Toutefois, ette expression ne représente pas pour autant une solution déterminée duproblème gouverné par l'équation d2y

dx2
=

d2y

dt2
. La fontion Φ n'est en e�et onnue etdéterminée que sur l'intervalle [0, a], sa périodiité et son imparité étant perdues du faitde la mobilité des extrémités de la orde.Quelles sont don, dans e adre, les raisons poussant D'Alembert à soutenir ladétermination de sa � solution � ? Observons le passage suivant234 :233 Les fontions ϕ′ et ∆′ orrespondent aux dérivées des fontions ϕ et ∆.234 D'Alembert, Ibid. note 230, p. 181.



118 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� Si dans ette équation y =
Φ(x + t)

2
+

Φ(x − t)

2
, on se permettoit de faire han-ger de forme aux fontions Φ(x + t) & Φ(x − t), le problême auroit une in�nitéde solutions possibles. Car en ontinuant la ourbe initiale (dont l'équation est

y = Φx) par-delà les deux points extrêmes, & lui donnant telle forme qu'on vou-droit, sans s'assujettir à l'équation y = Φx, on satisferoit toujours à l'équation
y = Φ(x + t) + Φ(x − t), dans laquelle Φx hangeroit de forme à volonté, au-delàdes deux extrémités de la orde ; ependant il est évident par la nature de la ques-tion que le problême ne peut avoir qu'une solution, & que la position initiale detous les points étant donnée, le mouvement de tous es points est déterminé &unique �.Pour resituer et extrait, préisons que l'objetif de D'Alembert dans ette variantedu problème des ordes vibrantes est de prouver rigoureusement qu'il est indispen-sable que Φ ne hange pas d'équation sur son ensemble de dé�nition, qu'elle véri�e,autrement dit, un postulat que nous nommerons désormais permanene de la forme.Signalons ii que, bien que ette idée ne soit pas partagée par Euler, elle est loin d'êtreinongrue par rapport aux habitudes de l'époque dans le traitement des problèmesphysio-mathématiques.Pour parvenir à ses �ns, D'Alembert a�rme que, pour des raisons intuitives liées àson appréhension physique du phénomène, le problème tel qu'il l'a posé doit avoir unesolution déterminée, 'est-à-dire unique235. Dès lors, pour rendre ompte mathémati-quement de ette uniité, il explique qu'il faut néessairement interdire à la fontion Φde hanger d'expression, sinon elle-i peut prendre n'importe quelle valeur en dehorsde l'intervalle [0, a]. En somme, son raisonnement est le suivant : Φ étant déterminéesur [0, a], elle doit l'être également partout puisqu'il y a permanene de la forme. Cen'est don qu'au prix de l'introdution d'un postulat arbitraire qu'il réupère une so-lution déterminée. Bien entendu, il ne prétend pas que la fontion Φ reste impaire et

2a-périodique, et e n'est évidemment pas le as. Erroné d'un point de vue moderne depar l'introdution du postulat de permanene de la forme, le raisonnement du savantn'en reste pas moins srupuleusement ohérent.Au-delà de et aspet, e problème présente l'intérêt de montrer que les termes deonditions initiales et onditions aux limites ne sont pas adaptés à e que fait D'Alem-bert, ar e dernier n'a pas une idée laire du nombre de onditions néessaires ma-thématiquement. C'est l'une des raisons pour lesquelles il nous paraît justi�é de parlerd'équations omplémentaires, plut�t que de onditions initiales et de onditions auxlimites. Cette question du dénombrement des onditions néessaires, qui susitera desinterrogations dès la �n du XVIIIe sièle (Laplae, Monge), restera longtemps un pro-blème déliat, ar la réponse dépend de la struture de l'EDP, de son ordre et du nombrede variables.235 L'uniité à laquelle nous faisons ii référene, elle de D'Alembert, ne doit pas être onfondue avela notion moderne. Nous reviendrons préisément sur ette question : voir p. 132.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 119A ela s'ajoute un argument tiré de notre étude préliminaire de la démarhe deD'Alembert. Nous avions pu onstater qu'il ommene par étudier l'EDP, prise seule(phase � d'intégration �), avant de onfronter e qu'il obtient aux équations tirées desaratéristiques physiques du problème, les équations omplémentaires autrement dit.Au ours de e proessus, il ne pose évidemment pas le problème tel que nous le ferionsaujourd'hui, mais semble onsidérer que l'EDP et les équations omplémentaires ontle même statut, omme dans un système ordinaire d'équations. Ce dernier point nousonforte dans notre déision d'utiliser le terme d'équation omplémentaire à la plae deeux de onditions initiales et aux limites.Les interations entre l'EDP et les � équations omplémentaires �dans le problème de l'éoulement des �uidesAprès avoir préisé le statut des équations omplémentaires, il nous faut à présentnous penher sur le rapport qu'elles entretiennent ave l'EDP, ainsi que sur leur r�ledans le adre de la reherhe de solutions. Revenons, pour e faire, sur la question del'éoulement des �uides. Comme nous le préisions dans la première partie, D'Alembertpose expliitement deux équations omplémentaires :� pdx − qdz |z=y= 0, traduisant la ontiguïté de l'éoulement au niveau des paroisdu vase,� et p(x, z) |z=0= 0, déoulant de la symétrie du vase par rapport à son axe CD.Ces deux équations sont naturellement à rapporter, omme nous l'avons vu, à l'ex-pression générale des omposantes horizontale et vertiale de la vitesse (résultant del'� intégration � du système d'EDP du 1er ordre) :


















p(x, z) =
Φ(x +

√
−1z) + ∆(x −

√
−1z)

2
,

q(x, z) =
Φ(x +

√
−1z) − ∆(x −

√
−1z)

2
√
−1

.Vis-à-vis de la seonde équation omplémentaire, D'Alembert propose le raisonnementsuivant236 :� Lorsque z = 0, on a Φ(x + z
√
−1) + ∆(x − z

√
−1) = 0 ; don ∆x = −Φx ; don

∆(x − z
√
−1) = −Φ(x − z

√
−1) �Partant de p(x, z) |z=0= 0, et sahant que

p =
Φ(x +

√
−1z) + ∆(x −

√
−1z)

2
,le savant parvient, autrement dit, à la relation fontionnelle

∆(x −
√
−1z) = −Φ(x −

√
−1z) |z=0,236 D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � IV, p. 140.



120 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783'est-à-dire
∆(x) = −Φ(x). (6)La seonde dédution le onduit à

∆(x −
√
−1z) = −Φ(x −

√
−1z). (7)Cette relation (7), 'est-à-dire ∆(v) = −Φ(v) ompte tenu de v = x −

√
−1z, D'Alem-bert la rapporte à la première des deux équations omplémentaires

pdx − qdz |z=y= 0.Sahant que l'expression
Φ(u)du + ∆(v)dv

2de la di�érentielle pdx − qdz pour z = 0 orrespond à l'équation des parois du vase
Φ(u)du + ∆(v)dv = 0,l'injetion de la relation ∆(v) = −Φ(v) lui permet en fait d'obtenir
Φ(u)du − Φ(v)dv = 0,'est-à-dire
ϕ(u) − ϕ(v) = 2M,ou

ϕ(x +
√
−1y) − ϕ(x −

√
−1y) = 2M, (8)

M et ϕ désignant respetivement une onstante réelle arbitraire et une primitive de lafontion Φ. D'Alembert parvient ainsi à la forme générale (8) de l'équation des parois
AE et BF du vase ABFE. En remontant à la phase d'� intégration � du système d'EDPet en opérant de nouvelles ombinaisons linéaires des di�érentielles omplètes pdz + qdxet pdx − qdz � qui le onduiront elles-mêmes à de nouveaux hangements de variables�, il montrera par ailleurs, dans le � II du Mémoire 33, que ette même équation (8)possède de nombreuses variantes, dont

ϕ(x +
√
−1y) − ϕ(x −

√
−1y) = 2M

√
−1, (9)ave M une onstante réelle.L'opération onsistant à déduire l'équation (6) de l'équation (7) mérite que nous nousy arrêtions quelques instants. Cela revient e�etivement à passer, en termes modernes,d'une relation fontionnelle valable sur le hamp des nombres réels à son équivalent surle hamp des nombres omplexes.Ce raisonnement de D'Alembert sous-entend d'abord l'hypothèse, ourante à ette



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 121époque, selon laquelle les fontions Φ et ∆ peuvent être réduites sous forme de sériespolynomiales ou trigonométriques à oe�ients réels237.D'autre part, dans e passage de ∆(x) = −Φ(x) à
∆(x −

√
−1z) = −Φ(x −

√
−1z),D'Alembert étend mathématiquement une propriété loale, initialement dé�nie pour

z = 0 � 'est-à-dire au niveau de l'axe du vase �, à l'ensemble des partiules de�uide (x, z) s'éoulant dans le vase. Ce raisonnement pourrait n'avoir mérité auunommentaire, si le savant avait physiquement traduit la propriété de symétrie du vase,en remarquant qu'au-delà de l'annulation de la omposante vertiale de la vitesse surl'axe, la symétrie implique également la relation p(x,−z) = p(x, z) en tout point del'éoulement. De là, sahant que
p =

Φ(x +
√
−1z) + ∆(x −

√
−1z)

2
,il aurait pu déduire

∆(x +
√
−1z) = ∆(x −

√
−1z),qui ne orrespond pas à la relation

∆(x −
√
−1z) = −Φ(x −

√
−1z)induite par son raisonnement. La dédution proposée par D'Alembert n'a don rienà voir ave la tradution d'une propriété physique de l'éoulement. Elle onsiste auontraire en une manipulation exlusivement mathématique de l'équation omplémen-taire de départ,

Φ(x +
√
−1z) + ∆(x −

√
−1z) = 0,laquelle lui permet d'aboutir à

∆(x −
√
−1z) = −Φ(x −

√
−1z),ou ∆(v) = −Φ(v)238.237 La détermination de la fontion ϕ dans l'équation (8) repose de même fréquemment, 'est no-tamment le as dans le Mémoire 33 des Opusules t. V (1768), sur l'ériture sous forme de sériespolynomiales ou trigonométriques à oe�ients réels. D'Alembert n'est toutefois pas sans se poser dequestions sur la légitimité d'un tel raisonnement. Dans le même Mémoire 33, � III, art. 6, p. 108, ila�rme en e�et que la rédution de ϕ en série � ne donne pas la valeur réelle & générale de ettequantité �. Il s'interroge plus longuement à e sujet dans les Mémoires 25 et 28 des Opusules t. IV(1768). Pour plus de détails sur ette question, voir G. Jouve, Imprévus et pièges des ordes vibranteshez D'Alembert (1755-1783) � Doutes et ertitudes sur les équations aux dérivées partielles, les sérieset les fontions, Thèse de Dotorat, Université Lyon 1, 2007.238 Rappelons que u = x +

√
−1z et v = x −

√
−1z.



122 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Revenons à présent sur l'équation générale des parois du vase obtenue dans le Mé-moire 4. Cette équation
ϕ(x +

√
−1y) − ϕ(x −

√
−1y) = 2M, (8)ou l'une des variantes exhibée dans le � II du Mémoire 33, à savoir

ϕ(x +
√
−1y) − ϕ(x −

√
−1y) = 2M

√
−1, (9)pose la question de la détermination de la fontion ϕ des variables x et y, ette fontiondépendant elle-même de l'équation y(x), supposée onnue, des ontours du vase. Nousverrons que la démarhe de D'Alembert vis-à-vis de e problème dans le Mémoire 4des Opusules t. I, et les Mémoires 31 et 33 des Opusules t. V (1768), illustre safaçon de onevoir la nature des interations existant entre le système d'EDP et leséquations omplémentaires qui lui ont été adjointes. Nous onstaterons par ailleursque la possibilité d'obtenir une solution dépend, selon lui, de la nature même de esinterations.Ces équations (8) et (9) orrespondent également, d'après D'Alembert, à l'expressionanalytique des � �lets �, 'est-à-dire de e que nous appellerions les lignes de ourant du�uide à l'intérieur du vase. La onstante M devient alors un paramètre, aratéristiquede haque �let, et la question de la détermination de la fontion ϕ aquiert un degrésupérieur de omplexité. Ce nouveau problème, le savant l'aborde prinipalement dansle Mémoire 33 et le Mémoire 57 � VII des Opusules t. VIII (1780). Il fait aussi l'objetd'un éhange épistolaire ave Lagrange dans le ourant des années 1764 et 1765. Sonexamen nous permettra de aratériser le statut réiproque de l'équation (8), ou (9),ave l'équation y(x) des ontours du vase, statut dont dépendra de même la possibilitéde résoudre le problème.

• Sur la possibilité de déterminer la fontion ϕ, M étant onstantL'équation (8) obtenue dans le Mémoire 4 orrespond manifestement, selon D'Alem-bert, à une expression analytique ompatible ave les deux équations omplémentairesassoiées au système d'EDP. Pour e qui est du r�le qu'il lui attribue, la réponse netarde pas à venir239 :� Ainsi le Problême ne pourra être résolu, toutes les fois qu'on ne pourra donner àl'équation de la ourbe BF [désignant la paroi du vase℄ la forme
[ϕ(x +

√
−1y) − ϕ(x −

√
−1y) = 2M ] �.A�n d'illustrer son propos, il propose l'exemple d'un vase dont la paroi BF répondraità l'équation x + y = a, ave a onstante240 :239 D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � V, p. 140.240 D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � V, p. 140-141.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 123� Pour faire sentir un exemple très-simple de la vérité de e que nous avonçons,soit, par exemple, x + y = a, l'équation de la ourbe BF , qui sera pour lors uneligne droite ou portion de ligne droite [. . . ℄ ; on aura en substituant pour x & yleurs valeurs u + v

2
& u − v

2
√
−1

l'équation
= u

(

1

2
+

1

2
√
−1

)

+ v

(

1

2
− 1

2
√
−1

)

= a,qui ne peut être réduite à ette forme [ϕ(u) − ϕ(v) = 2M ℄ �, puisqu'il faudroitqu'on eût
u

(

1

2
+

1

2
√
−1

)

+ v

(−1

2
− 1

2

√
−1

)

= a �.Dans e as de �gure, le problème ne possèdera don pas de solution, pare que l'équation
x + y = a ne peut se mettre sous la forme ϕ(u) − ϕ(v) = 2M : elle ne répond pas,autrement dit, à la ondition déoulant des restritions imposées par la prise en omptedes équations omplémentaires.On trouve un exemple du même type dans le � IV, art. 7, p. 113 du Mémoire 33.D'Alembert y exhibe une équation φ(u, v) = C, ave C onstante omplexe, telle que

ϕ(u, v) =
A + Bu

A + Bv
= C = α + β

√
−1,ave α et β deux onstantes réelles. Il montre� que ette équation peut, d'une part, se mettre sous la forme y = P + Qx, 'est-à-dire sous la forme y(x), laquelle orrespond à la fontion, supposée onnue,donnant la ourbure des parois du vase. Il faudra, pour e faire, que les onstantesréelles P , Q, α et β véri�ent α =

A2 − B2P 2

A2 + B2P 2
et β =

2ABP

A2 + B2P 2
, ave P

A
=

Q

B
.� que le logarithme (népérien, en termes modernes) de ette équation onduit à uneexpression

log (A + Bu) − log (A + Bu′) = log (α + β
√
−1)ompatible ave l'équation générale ϕ(u) − ϕ(v) = 2M

√
−1 (9) de la paroi duvase.Paradoxalement, D'Alembert remarque alors que l'équation y = P + Qx, 'est-à-dire lafontion y(x), ne peut être ramenée à l'expression, pourtant théoriquement équivalente,de l'équation générale des ontours de vase, puisqu'elle onduit en e�et à

u − v

2
√
−1

= (P + Q)

(

u + v

2

)au lieu de
ϕ(u) − ϕ(v) = 2M

√
−1.Il montre, autrement dit, que l'on peut disposer d'une solution ϕ véri�ant l'équation

ϕ(u) − ϕ(v) = 2M
√
−1 sans que la fontion équivalente y(x) puisse s'érire sous une



124 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783forme similaire. Sahant que la possibilité de résoudre le problème tient justement, selonlui, à la possibilité d'érire y(x) sous la forme ϕ(u) − ϕ(v) = 2M
√
−1, la solution seradon impossible, quoiqu'une solution ϕ véri�ant ette dernière équation ait pourtantété mise au jour !Les équations ϕ(u) − ϕ(v) = 2M (8) et ϕ(u) − ϕ(v) = 2M

√
−1 (9) onditionnentdon la possibilité de résoudre le problème241. Il ne s'agit pas ii d'une exigene liée à lanotion de permanene de la forme, omme dans le problème des ordes vibrantes, maisd'une néessaire ompatibilité entre l'équation de la paroi du vase, onsidérée ommeune donnée du problème, et la forme ϕ(u) − ϕ(v) = 2M ou ϕ(u) − ϕ(v) = 2M

√
−1 querequiert la prise en ompte de l'EDP et des deux équations omplémentaires. Ces deuxéquations omplémentaires, mathématiquement réunies en une expression analytique dela paroi, rentrent ainsi en on�it ave le système d'EDP du 1er ordre auxquelles ellessont initialement adjointes. C'est là une onlusion à laquelle le savant ne déroge pasdans ses érits ultérieurs242. Citons, pour preuve, et extrait du Mémoire 31243 :� on ne peut trouver la loi du mouvement du �uide au premier instant, à moins quele vase ne soit assujetti à une �gure telle qu'elle a été déterminée dans le Mémoire241 La possibilité de résoudre renvoie, dans les travaux de D'Alembert, à la notion d'existene d'unesolution, tout du moins telle que e dernier la onçoit. Nous reviendrons bient�t sur la question : voirp. 133.242 Dans l'art. XLIII de son mémoire � Appliation de la méthode exposée dans le mémoire préédentà la solution de di�érents problèmes de dynamique � (1762), ontenant un ommentaire ritique duMémoire 4, Lagrange ritique expliitement ette onlusion de D'Alembert onernant la possibilitéde résoudre le problème. � Dans le as où le temps t n'entre point dans l'expression des vitesses [. . . ℄ �,'est-à-dire le as P = θp et Q = θq auquel se restreint D'Alembert, � il pourra arriver �, explique-t-ilen e�et,� que [l'équation dp

dx
=

dq

dz

] ne se véri�e qu'en supposant que [. . . ℄ le vase ait une ertaine�gure ; 'est e que M. d'Alembert a déja remarqué dans un exellent Mémoire sur les loisdu mouvement des �uides, imprimé dans le premier volume de ses Opusules Mathéma-tiques. Mais e savant Géomètre prétend de plus que, lorsque le vase aura une autre �gurequelonque, le mouvement du �uide ne pourra plus être soumis au alul ; 'est de quoi jene saurais tomber d'aord ave lui ; ar il me semble que tout e qu'il faudrait onlurealors, 'est que la supposition partiulière de [ dp

dx
=

dq

dz

] esserait d'être exate, et quepar onséquent les valeurs de [p℄, [q℄ dépendraient de la résolution générale des équations(k) �.Les � équations (k) � de Lagrange orrespondent à la forme développée, pour un éoulement tridi-mensionnel inompressible, de l'équation bidimensionelle (2) � e que nous appellerions l'équation devortiité de Helmholtz : voir le hapitre II, p. 69 � à partir de laquelle D'Alembert déduit l'équation
dp

dx
=

dq

dz
dans le hapitre VIII de l'Essai sur la résistane des �uides et dans le Mémoire 4. En d'autrestermes, Lagrange fait don ii remarquer, à juste titre, que la onlusion de son onfrère français n'estpas valide en e qu'elle se rapporte seulement à un as partiulier � le as d'un éoulement potentiel� de l'équation générale du mouvement.243 D'Alembert, Opusules, t. V, Paris, 1768, Mémoire 31, art. 15, p. 47.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 125[4℄ �.ou e passage du Mémoire 33, tout aussi expliite244 :� Pour pouvoir déterminer analytiquement le mouvement d'un �uide dans un vase,il faut que la �gure de e vase soit assujettie à une ertaine équation, dépendantede la forme de [ϕ(x)℄ �Cette onlusion n'est d'ailleurs pas spéi�que à es deux équations omplémen-taires. Dans la suite du Mémoire 4, le géomètre ajoute en e�et245 :� Il faut que ette nouvelle équation de [la surfae supérieure du �uide℄ s'aordeave elle qui a été trouvée préédemment [. . . ℄. Si elles sont di�érentes, & si l'unene peut être réduite à l'autre, 'est une marque que la solution analytique duProblême est impossible.Ce n'est pas tout ; e que nous avons dit de la surfae supérieure, doit avoir lieu demême pour la surfae inférieure ; nouvelles onditions qui limitent enore davantagela solution du Problême [. . . ℄.On voit par-là qu'il y a bien peu de as où l'on puisse trouver analytiquement &rigoureusement le mouvement d'un �uide dans un vase �.D'Alembert s'intéresse ii, en termes modernes, aux deux surfaes libres du �uide
AB et EF . Il évoque les nouvelles équations omplémentaires relatives au omportementde l'éoulement au niveau de ses frontières supérieure et inférieure, nouvelles équationsdont il pense qu'elles restreindront enore ses hanes de pouvoir résoudre la question.
• Sur la possibilité de déterminer la fontion ϕ, M étant un paramètreCe que nous venons d'exposer pour la paroi du vase, et plus synthétiquement, pourles deux surfaes libres, s'applique également aux �lets, 'est-à-dire aux lignes du ou-rant du �uide. Cette nouvelle onsidération onduit D'Alembert, omme nous allons levoir, à un problème plus di�ile à résoudre, en e qu'il intégre également la notion deparamètre. Les onlusions du savant, pour e qui est de la possibilité de parvenir à unesolution, n'en seront pas moins similaires. Cette question est essentiellement abordéedans le Mémoire 33 et le Mémoire 57 � VII. Elle requiert néanmoins de revenir unenouvelle fois au Mémoire 4 des Opusules t. I.Dans et érit, D'Alembert imagine en e�et une ourbe bmf analogue à la paroi
BMF (voir la Fig. X). � Il est lair �, explique-t-il dans le � VI246,� que les partiules du �uide suivront toujours haune de es ourbes bmf ; aril est évident que dans es ourbes bmf on a dx

dz
=

q

p
=

θq

θp
; d'où l'on voit enore244 D'Alembert, Opusules, t. V, Paris, 1768, Mémoire 33, � I, p. 96-97.245 D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � IX, p. 145.246 D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � VI, p. 141.



126 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783que le rapport des vitesses vertiale & horizontale, en un point quelonque m,dépendra uniquement de la position de e point, & non du tems ; & que e rapportsera toujours le même pour haque point m �.PSfrag replaements
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fFig. X � Ligne de ourant bmf , à un instant t, d'un �uides'éoulant dans un vase d'axe CD délimité par laparoi BMF .Il dé�nit, e faisant, les lignes du ourant du �uide � invariantes au ours du tempsompte tenu de l'hypothèse P = θp et Q = θq �, haune de es lignes d'équation géné-rale p(x, z)dx − q(x, z)dz = 0 se voyant aratérisée par une ertaine valeur du rapport
q(x, z)

p(x, z)
, 'est-à-dire, ompte tenu de sa préédente méthode de � résolution �, par unevaleur de la onstante arbitraire M dans l'équation

ϕ(x + y
√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2Mou

ϕ(x + y
√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1.Il est parfaitement lair à e sujet dans le Mémoire 33, en a�rmant qu'il247� est aisé de voir que dans l'équation ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1,[. . . ℄ la onstante M est e qui distingue les ourbes dérites par les �lets de �uide �,ou dans le Mémoire 57 � VII en érivant que � le mouvement du �uide se détermin[e℄par l'équation ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1, M étant une onstante pourhaun des �lets du �uide �248. Cette onstante possède le statut de � paramètre �,247 D'Alembert, Opusules, t. V, Paris, 1768, Mémoire 33, � III, art. 8, p. 109. Nous avons ii substituéla notation ϕ à la notation d'origine φ.248 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Mémoire 57, � VII, art. 14, p. 125.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 127e terme ayant sensiblement, à ette époque, le même sens qu'aujourd'hui, ainsi qu'entémoigne l'artile de l'Enylopédie du même nom, signé (O), selon lequel � on appelleen général parametre, la onstante qui se trouve dans l'équation d'une ourbe �249.Il s'agit don à présent de s'assurer de la ompatibilité entre :� l'équation ϕ(u) − ϕ(v) = 2M
√
−1 des �lets du �uide tirée de la résolution dusystème d'EDP� et l'équation omplémentaire y(x), ou y(u, v) = A ave A onstante réelle etave le hangement de variables u = x + y

√
−1 et v = x − y

√
−1, de l'équation,supposée onnue, de la paroi du vase,ette ompatibilité se traduisant mathématiquement, dans l'esprit de D'Alembert, enterme de résolution du système formé par es deux équations à deux variables et unparamètre.C'est e qui l'inite à proposer � un essai de méthode �250, dans les art. 16 à 26 duMémoire 57 � VII, onsistant à se débarrasser de l'une de es deux variables, ainsi quede e paramètre, par des opérations de di�érentiation et de omparaison suessives desdeux équations du système.La résolution de e problème fera aussi l'objet d'un éhange épistolaire entre D'Alem-bert et Lagrange251, longuement ommenté dans le Mémoire 33 et le Mémoire 57 � VII,et fort intéressant vis-à-vis de notre sujet : nous allons voir pourquoi.Dans sa lettre du 13 novembre 1764252, Lagrange, témoignant ainsi de son intérêtpour la question, propose une solution pour l'équation

ϕ(x + y
√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1dans le as partiulier où l'équation de la paroi du vase répond à la relation

y(x) = f + hx,ave f et h deux onstantes réelles quelonques � il publiera la méthode orrespon-dante dans les art. 20-24 de son mémoire � Solution de di�érents Problèmes de alul249 Enylopédie, art. � Paramètre �, t. XI, 1765, p. 916b.250 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Mémoire 57 � VII, art. 14, p. 125.251 Dans le adre de son introdution aux ÷uvres d'Euler postérieures à 1765 et portant sur la mé-anique des �uides et le problème de la propagation du son (Opera Omnia, série II, vol. 13, Zürih,1955, p. IX-CXVIII), C. Truesdell donne également la suite du travail entamé dans le vol. 12 des OperaOmnia, à savoir une histoire du développement de la méanique rationnelle entre 1766 et 1788 (� Ra-tional Fluid Mehanis 1765-1788 �, p. LXIII-CII), dates de publiation respetives des trois derniersmémoires d'Euler en hydrodynamique et de la Méhanique analitique de Lagrange. Il se penhe, danse adre, sur la orrespondane entre D'Alembert et Lagrange (1762-1781) relative aux problèmes del'équilibre, de l'éoulement et de la résistane des �uides. Quoique la disussion que nous allons abor-der y soit étudiée (voir p. LXXXV-XC), C. Truesdell se borne pour une très large part à l'examendes reherhes de Lagrange qui s'y rapportent � d'un point de vue, qui plus est, plus physique quemathématique.252 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 10, p. 20-23.



128 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783intégral �253 (1766). Cette solution s'érit
ϕ(x) =

M log(f + hx)

θπ
+ A(f + hx)

µ
θ + B,ave A et B deux onstantes réelles, µ un entier quelonque, π le rapport de la iron-férene d'un erle à son diamètre, et θ un nombre tel que tan θπ = h.D'Alembert lui répond dans sa lettre du 12 janvier 1765254 en lui proposant uneméthode et une solution plus générale, lesquelles onstitueront le � II de son mémoire� Extrait de di�érentes lettres de M. D'Alembert à M. de La Grange érites pendantles années 1764 & 1765 �255 (1766). Dans le Mémoire 33 � III, il s'intéresse au premierterme

ϕ(x) =
M log(f + hx)

θπde la solution de Lagrange, terme dont il remarque qu'il ne permet pas d'annuler laquantité
ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1)lorsque y(x) = f + hx = 0, 'est-à-dire lorsque x = −f

h
, bien que l'équation

ϕ(x + y
√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1,onsidérée en y(x) = 0, doive onduire à M = 0. Dans e as de �gure, omme le sou-ligne ii le savant, la quantité ϕ(x) =

M log(f + hx)

θπ
tend en e�et vers l'in�ni lorsque

y(x) = f + hx = 0.En d'autres termes, D'Alembert montre que la solution ϕ(x) =
M log(f + hx)

θπ
pourl'équation ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1 des �lets des �uides n'est pas om-patible ave l'équation y(x) = f + hx des parois du vase pare qu'elle onduit, dansertains as, à l'annulation du paramètre M256. Il en déduit ainsi que la onstante Mne pourra jouer le r�le de paramètre dans le as où elle interviendrait dans la solution,'est-à-dire dans l'expression de la fontion ϕ(x).Il revient en�n sur la question dans le Mémoire 57 � VII, essentiellement pour ap-porter une orretion à ette dernière dédution. Il faudra plut�t, explique-t-il257,253 Lagrange, � Solution de di�érents Problèmes de alul intégral �, Mélanges de Turin, t. III, pourles années 1762-1765, 1766, p. 179-380 ; ×uvres de Lagrange, t. I, p. 471-668.254 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 11, p. 23-29.255 Mélanges de Turin, t. III, pour les années 1762-1765, 1766, p. 381-396.256 Il dresse le même onstat dans le � II de son mémoire � Extrait de di�érentes lettres de M.D'Alembert à M. de La Grange érites pendant les années 1764 & 1765 �, Mélanges de Turin, t. III,pour les années 1762-1765, 1766, p. 381-396.257 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Mémoire 57, � VII, art. 32, p. 135.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 129� dire que l'équation
ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1,peut représenter tous les �lets, quand même M entreroit dans ϕx, pourvu que Mne varie pas dans ϕx, & varie seulement dans le seond membre 2M

√
−1 �.En quoi e raisonnement nous intéresse-t-il du point de vue des interations exis-tant entre le système d'EDP et les équations omplémentaires ? Il montre que D'Alem-bert onsidère le problème omme un système d'équations à résoudre. L'expression

ϕ(x + y
√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1 tirée du système d'EDP orrespondait en ef-fet à l'équation générale des parois du vase : elle s'applique maintenant à l'intérieurmême du �uide. Elle doit, qui plus est, être ompatible, pour haque valeur du para-mètre M , ave l'équation, supposée onnue, des parois du vase y(x), que D'Alembertn'hésite pas non plus à onsidérer en tout point du �uide. Ce dernier herhe don àrésoudre, quelque soit M , le système d'équations à deux variables suivant :

{

ϕ(x + y
√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1

y = y(x),quelque soient x et y dans le vase. Ce système, selon D'Alembert, doit pouvoir êtrerésolu pour que la solution du problème soit possible.Une telle situation, omme nous allons le voir, se retrouve également dans ses re-herhes sur le problème des ordes vibrantes.Notons ii qu'une autre idée semble émerger de ette étude de la démarhe de réso-lution de D'Alembert pour le problème de l'éoulement des �uides. Il n'envisage pas desolution autre qu'analytique, non pas, en termes modernes, dans le sens de la théoriedes fontions analytiques, mais dans le sens d'une expression fontionnelle expliite. Ils'agit là d'un élément aratéristique de sa façon d'appréhender le onept de solutionsur lequel nous ne manquerons pas de revenir.La polémique entre D'Alembert et Euler sur les ordes vibrantesNous avons préédemment mentionné le rejet des � sauts de ourbure � par D'Alem-bert et le lien que ette exigene entretenait ave le postulat de permanene de la forme.Revenons à présent sur le as lassique d'une orde pinée, 'est-à-dire �xée en ses deuxextrémités, éartée de son état de repos, puis lâhée ave une vitesse nulle à l'ins-tant t = 0. La résolution proposée258 onduisait à la solution y = Φ(x + t) + Φ(x − t).La fontion Φ, impaire et 2a-périodique du fait de la �xité des extrémités, se voyait258 Cf. D'Alembert, � Reherhes sur la ourbe que forme une orde tenduë mise en vibration : Suite �,HAB année 1747 (1749), p. 230-231, et Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 1, p. 2-7.



130 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783entièrement déterminée par l'allure initiale de la orde et orrespondait à l'équationomplémentaire y(0, x) = 2Φ(x), pour x dans [0, a].Pour D'Alembert, la possibilité de résoudre le problème dépend, à e stade, despropriétés de � régularité � de ette fontion Φ. Cette question onstitua le ÷ur d'uneélèbre polémique ave Euler, dont il nous faut à présent dire quelques mots. Dans unmémoire inédit de 1755259, pièe préparatoire au Mémoire 1 des Opusules, D'Alembertrésume la querelle en es termes :� Nous di�érons en e que M. Euler tire de ette équation [y = Φ(x + t) + Φ(x − t)℄une onstrution qu'il prétend s'appliquer à toutes sortes de ourbes, au lieu quej'ay prétendu que ette équation ne pouvoit s'appliquer qu'à ertaines ourbes,et que dans les autres as la solution analytique et rigoureuse du problême étoitimpossible �.D'Alembert onsare e�etivement un passage important du Mémoire 1 à démontrerque les fontions Φ impaires, 2a-périodiques (dé�nies sur ] −∞,+∞[) et présentant des� sauts de ourbure �, doivent être exlues de l'ensemble des solutions admissibles260.Il dérit ainsi les fontions qui pourront être tolérées261 :� Ainsi la onstrution de M. Euler n'a pas lieu, toutes les fois que la ourbure dela ourbe AMB fait un saut en quelque point M , ou qu'elle n'est pas nulle, tanten A, qu'en B. Auun de es deux inonvéniens n'a lieu dans ma solution ; arlorsque les ourbes AMB [. . . ℄, Bµa, Amb &. sont assujetties à une même loi, 1◦.la ourbe AMB n'a point de sauts dans sa ourbure, puisque tous ses points sontassujettis à une même équation ; 2◦. la ourbure en A & en B est nulle, puisque lasimilitude des parties AMB, Bµa, Amb &. donne à la ourbe (supposée ontinue)un point d'in�éxion en A & un en B, ensorte que la ourbure est nulle en es deuxpoints �.Plus préisément, il nous faut ii distinguer deux étapes.1◦. Dans un premier temps, D'Alembert montre que la ourbe initiale Φ prolongée,'est-à-dire rendue impaire et 2a-périodique, ne doit pas faire de � sauts de ourbure �.Les raisons invoquées pour étayer e ritère sont de trois natures :� analytique : les di�érentielles seondes en x intervenant dans l'équation régissantle phénomène, d2y

dx2
=

d2y

dt2
, ne peuvent être alulées pour les points présentantun � saut de ourbure �.� physique : la détermination de la fore aélératrie, liée à ette di�érentielleseonde, présente la même di�ulté.259 D'Alembert, � Observations sur deux mémoires de MM. Euler et Daniel Bernoulli insérés dans lesMémoires de 1753 �, Mss I-M6 et I-M7, Arhiv der Berlin-Brandenburgishen Akademie der Wissen-shaften.260 Cf. D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 1, p. 17-29.261 D'Alembert, Ibid. note 260, p. 28.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 131� métaphysique : quoiqu'elle ne soit pas générale, la loi de ontinuité, selon laquelle� la nature de la fore aélératrie est de roître ou de déroître par degrésinsensibles, & non brusquement & par sauts �262, doit ependant s'appliquer danse as.2◦. Dans un seond temps, D'Alembert s'attahe à prouver que ette absene de � sautsde ourbure � équivaut au fait que la fontion Φ prolongée soit � assujettie à une mêmeloi �263 ; qu'elle onserve, autrement dit, la même expression sur l'ensemble des réels.C'est l'idée de permanene de la forme que nous avons déjà évoquée.Dans le as où la fontion Φ ne répondrait pas aux exigenes requises, l'eny-lopédiste a�rme, dès 1750, qu'une telle situation � surpasse les fores de l'analyseonnües �264. D'un point de vue moderne, on peut trouver raisonnable d'exiger l'ab-sene de sauts de ourbure, ar ela orrespond à la notion de solution exate ou strite.En revanhe, son équivalene ave la permanene de la forme est évidemment fausse aron peut raorder des fontions d'expressions di�érentes de telle sorte que leur dérivéeseonde soit ontinue, et don ne fasse pas de sauts.Comme nous l'avions onstaté sur la question de l'éoulement des �uides, nous re-trouvons ii l'existene de � on�its � entre les équations omplémentaires et l'EDP, oul'expression générale qui en déoule à l'issue de la phase � d'intégration �. Cela onstituela spéi�ité de l'approhe de D'Alembert par rapport à ses ontemporains. Ces on�itspeuvent être liés aux sauts de ourbure de la fontion représentant l'allure initiale de laorde, ou au fait que elle-i viole un postulat en partie extérieur à l'analyse : la per-manene de la forme. Dans le premier as, on peut juger le point de vue de D'Alembertpertinent, et dans le seond as, il est très disutable.Il n'en reste pas moins que et état de fait le onduit à un ertain pessimisme quantà sa apaité de venir à bout des deux problèmes évoqués.Dans la question de l'éoulement des �uides, nous avons vu que le problème, selonD'Alembert, ne peut être résolu si les rapports qu'entretiennent l'EDP et ses équationsomplémentaires ne permettent pas d'aboutir à une solution analytique. Quoique ettedernière notion oïnide ave la n�tre, nous savons néanmoins aujourd'hui que la ré-solution expliite de e genre de problèmes représente un as de �gure assez rare : lesmathématiiens sont, le plus souvent, ontraints de reourir à une résolution approhéedu problème via l'appliation de méthodes numériques adéquates. Il n'y a don riend'étonnant à e que la démarhe du savant, fondée sur la reherhe de solutions expli-ites, ne le mène à un système d'EDP et d'équations omplémentaires analytiquement� intordable �.262 Cf. D'Alembert, Ibid. note 260, p. 23-24.263 Cf. D'Alembert, Ibid. note 260, p. 29-36.264 D'Alembert, � Addition au memoire sur la ourbe que forme une orde tendüe, mise en vibration �,HAB année 1750 (1752), p. 355-360, et Ibid. note 260, p. 38.



132 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Dans le problème des ordes vibrantes, l'idée de D'Alembert selon laquelle la géné-ralité d'une solution dépend de sa ompatibilité ave di�érents types d'équations om-plémentaires, n'a également rien d'aberrant d'un point de vue moderne. Cependant, lesproblèmes d'irrégularité auxquels D'Alembert se trouve onfronté le poussent à onlureà l'impossibilité de � résoudre �. Dans de semblables situations, les mathématiiens en-visageraient aujourd'hui la reherhe de solutions moins régulières, ou solutions faibles,via la dé�nition de nouveaux espaes fontionnels dotés de onditions de régularité adé-quates.Aussi, es deux démarhes s'avèrent néessairement infrutueuses, pare que le adremathématique oneptuel dans lequel D'Alembert se débat, et la nature même des pro-blèmes abordés, ne lui permettent, pas, en l'état, d'obtenir des � solutions � telles qu'ilen onçoit les ontours dans son ÷uvre. Elles n'en reèlent pas moins un grand nombred'idées innovantes : l'étude des rapports à l'EDP et les équations omplémentaires,le passage dans le hamp des nombres omplexes en hydrodynamique, ou enore sesré�exions sur la � régularité � admissible d'une solution.Caratérisation de la démarhe de D'Alembert
• Uniité de la solutionNous avons préédemment évoqué le as d'une orde vibrante dont on lâhe les deuxextrémités à t = 0, as de �gure abordé par D'Alembert dans le Mémoire 25 de sesOpusules265 . Persuadé que e problème devait avoir une solution déterminée, le savantl'avait utilisé pour justi�er le postulat selon lequel une fontion ne doit pas hanger d'ex-pression sur e qu'on appellerait aujourd'hui son ensemble de dé�nition. Il s'exprimaitalors en es termes266 :� ependant il est évident par la nature de la question que le problême ne peutavoir qu'une solution, & que la position initiale de tous les points étant donnée, lemouvement de tous es points est déterminé & unique. �Cette phrase, emblématique du point de vue de l'auteur, nous permet de lari�er lanotion d'uniité de la solution hez D'Alembert. Il déduit le aratère � unique � d'unesolution grâe à deux types d'arguments :� la onstatation qu'un phénomène physique préis se produit,� ses intuitions quant aux fateurs déterminant e phénomène, ou, en d'autrestermes, e qui fait qu'un phénomène se produit plut�t qu'un autre.Le premier argument pourrait être quali�é d'empirique, si les problèmes envisagéspar D'Alembert ne orrespondaient pas le plus souvent, omme ii, à des situations265 Cf. D'Alembert, Opusules, t. IV, Paris, 1768, Mémoire 25, p. 180-184.266 D'Alembert, Ibid. note 265, p. 181.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 133théoriques sans véri�ation expérimentale possible. Le seond relève d'intuitions plus oumoins pertinentes onernant les équations omplémentaires, leur nombre et leur nature.Fondamentalement, l'uniité de la solution émerge don d'une forme de déterminismephysique impliitement assoiée à la nature physio-mathématique de ses reherhes.
• Existene et possibilité de déterminer la solutionLa situation est semblable pour e qui onerne la notion d'existene. Le r�le desonsidérations physiques est prépondérant : le simple fait, selon lui, qu'un phénomèneait lieu garantit l'existene d'une solution. On ne renontre d'ailleurs pas de polémiqueentre D'Alembert et ses ontemporains autour du onept moderne équivalent. De plus,et ontrairement aux mathématiiens atuels, le savant ne s'intéresse pas à l'existeneabstraite d'une solution, mais plut�t à la possibilité de résoudre, notion que nous allonsmaintenant tenter d'élairir.D'Alembert a onsiene qu'une solution peut exister, sans disposer pour autant desoutils mathématiques lui permettant de l'expliiter. Dans ses mémoires sur les ordesvibrantes, il répète en e�et régulièrement à partir de 1750267 :� dans plusieurs as le Probleme ne pourra être resolu, & surpassera les fores del'analyse onnue �.Essayons don de omprendre e que le savant entend par possibilité de résoudre. Voyonsela sur deux itations extraites de ses reherhes sur l'éoulement des �uides268 :� Le vase doit avoir une ertaine �gure pour que le mouvement du �uide puisseêtre représenté par une formule analytique �.� Pour pouvoir déterminer analytiquement le mouvement d'un �uide dans un vase,il faut que la �gure de e vase soit assujettie à une ertaine équation, dépendantede la forme de ϕx, forme qui dépend elle-même de la ondition

ϕ(b + u) ± ϕ(b − u) = 0 �.On remarque que D'Alembert y emploie les termes de � formule analytique � et de� détermination analytique �, lesquels orrespondent à la notion moderne de solutionanalytique, ou expliite, que l'on peut, autrement dit, exprimer à l'aide de fontionsusuelles269. Les méthodes qu'il propose visent don uniquement à l'obtention d'uneformule ou d'une équation, seules formes sous lesquelles la � solution � puisse existerselon lui.En somme, la possibilité de résoudre peut revêtir deux sens, qui ne s'exluent pasmutuellement, et ne sont pas néessairement distingués par D'Alembert :267 D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 1, p. 38.268 D'Alembert, Opusules, t. V, Paris, 1768, Mémoire 31, p. 42, et Mémoire 33, p. 96-97.269 Rappelons qu'une solution analytique s'exprime expliitement à l'aide de fontions usuelles. Leterme analytique n'a pas le même sens ii que lorsque l'on parle d'une fontion analytique, qui sedéveloppe loalement en une série entière onvergente.



134 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� la apaité à � résoudre � ave les outils mis à disposition par l'Analyse du moment,� la possibilité d'expliiter la � solution � à l'aide de fontions, que l'on dirait au-jourd'hui usuelles.Il y aura don impossibilité de résoudre lorsque :� l'Analyse s'avère inompétente à l'état présent. C'est l'argument invoqué par lesavant lorsqu'il se trouve onfronté à des problèmes d'irrégularité des équationsomplémentaires, ou d'inompatibilité de es équations ave l'EDP ;� il n'existe pas de solution pouvant être exprimée à l'aide de fontions usuelles etl'Analyse est dé�nitivement inompétente. Le as d'une ourbe traée arbitraire-ment pousse ainsi le savant à onlure270 :� Don si la ourbe initiale est traée au hasard, & n'a point d'equation, [. . . ℄la solution ne pourra avoir lieu �.Bien que D'Alembert ne s'intéresse pas à l'existene d'une solution, qu'il ne seraitpas apte à déterminer, il n'hésite pas à envisager des stratégies alternatives lorsquela sienne se trouve mise en défaut. Confronté à ertaines situations déliates dans leproblème des ordes vibrantes, il explique ainsi, dès 1747, qu'il271 :� n'y a don point autre hose à faire, que de herher le mouvement de la orde,en la regardant omme omposée d'un grand nombre de points, unis ensemble pardes �ls extensibles �.Il applique ette stratégie pour quelques as simples, mais e sera surtout Lagrange quien fera usage dans ses � Reherhes sur la nature, et la propagation du son �272. Dansla polémique des années 1750, e dernier poursuivra d'ailleurs l'objetif de onforter, dumoins dans un premier temps, le point de vue d'Euler ontre elui de D'Alembert.
• Synthèse et mise en perspetiveLa démarhe dalembertienne est don simultanément marquée par un attahementprofond aux expressions formelles des fontions, au détriment notamment de leur re-présentation géométrique, ainsi que par une très forte imbriation entre l'Analyse et lesonsidérations émanant de la physique. Le premier de es deux aspets onduit l'eny-lopédiste à nourrir un ertain pessimisme quant aux moyens lui permettant de venir àbout des problèmes abordés. Et la réunion de es deux aspets onstitue la spéi�itéde son approhe. Bien qu'elle soit parfois sous-estimée par ertains historiens et qu'ellepuisse paraître inongrue à un regard moderne, ette démarhe ne restera pas sans ré-perussions. Avant de nous penher sur un exemple partiulier de elles-i, nous pouvons270 D'Alembert, Opusules, t. IV, Paris, 1768, Mémoire 25, p. 198.271 D'Alembert, � Reherhes sur la ourbe que forme une orde tenduë mise en vibration : Suite �,HAB année 1747 (1749), p. 246.272 Lagrange, � Reherhes sur la nature, et la propagation du son �, Mélanges de Turin, t. I, pourl'année 1759, 1760, p. 1-112.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 135dresser un panorama général de la postérité des di�érents aspets de la démarhe dusavant.Tout d'abord, l'imbriation entre mathématiques et physique telle que la onevaitD'Alembert laissera la plae à une plus nette distintion, par ses suesseurs direts,entre l'étape d'analyse physique du problème et la phase mathématique de traitementde l'équation. Néanmoins, il serait hâtif de onlure que es aspets resteront à jamaisdisjoints. Si nous nous penhons par exemple sur le r�le du déterminisme physique dansl'approhe moderne, nous observons que son lien ave la notion d'uniité dans l'approhede D'Alembert n'est pas aberrant. Cependant, e lien prend aujourd'hui une toute autreforme ar il faut distinguer deux niveaux dans la démarhe atuelle : le hoix d'un mo-dèle dont la mise en équation garantit a priori l'existene et l'uniité d'une solution, et lapreuve de ette uniité à l'aide de théorèmes mathématiques. Le déterminisme physiqueintervient don en amont de la phase de résolution. Il n'est pas diretement responsablede l'uniité omme hez D'Alembert. En somme, les onsidérations physiques ne fontplus ingérene dans les lois de l'Analyse de nos jours.Conernant l'existene et l'uniité, les onepts dalembertiens ne sont bien sûr paséquivalents aux n�tres, même si on peut les onsidérer omme des versions embryon-naires. Il faut ajouter que, bien que les mathématiiens disposent de théorèmes d'exis-tene et d'uniité dès le début du XIXe sièle, leur démarhe générale s'artiulera enoretrès souvent en trois phases273, à l'instar du shéma de la Fig. IX � voir p. 115 � dé-rivant la façon de faire de D'Alembert. Chaune de ses étapes pourra en revanhe faireappel à des outils di�érents émanant de l'algèbre ou de la géométrie. Ce n'est que plustard que les théorèmes prendront tout leur intérêt ave l'apparition de méthodes derésolution approhées rendant indispensable la onnaissane a priori de l'existene etl'uniité de la solution.Pour e qui est des préoupations présentes hez D'Alembert onernant la régu-larité des équations omplémentaires, il faudra attendre Riemann274 et, plus tard, desthéories omme elles des distributions, pour que la di�ulté soit prise en ompte ettrouve des réponses. Néanmoins, ette question est intimement liée à elle onernant lanotion même de fontion. Elle entraînera d'ailleurs un débat sur le sujet entre les prin-ipaux géomètres ontemporains de D'Alembert. Cette polémique, sur laquelle nousproposons à présent de nous penher, onstitue ainsi une réperussion de l'approheau-delà de la seule question des EDP.
273 Partiulièrement pour des problèmes se résolvant expliitement omme elui des ordes vibrantes.274 B. Riemann, � Sur la propagation d'ondes atmosphériques planes ayant une amplitude de vibration�nie �, ×uvres Mathématiques, 1898 p. 177-206. Ce mémoire est initialement publié en allemand dansles Mémoires de l'Aadémie royale des Sienes de Göttingen, t. VIII, 1860.



136 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-17833. Impat sur le débat onernant le onept defontionComme nous l'avons vu, l'un des aspets importants de la démarhe de D'Alembert,la possibilité de résoudre, dépend de la nature des fontions arbitraires intervenantdans les données du problème, 'est-à-dire dans les équations omplémentaires. L'enjeuruial du débat sur la nature des fontions arbitraires apparaît ainsi lairement. Sesonlusions éventuelles sont ruiales pour la validité des solutions des problèmes faisantappel à des EDP, omme notamment elui des ordes vibrantes et de l'éoulement des�uides. En l'ourrene, il est déterminant de savoir si l'on doit aepter ou rejeter lesfontions hangeant d'expression.Certains des aspets et des protagonistes de e débat, tels qu'Euler et Lagrange,ont déjà été abordés par A. Youshkevith275 et J. Dhombres276. Comme nous nousintéressons aux reherhes plus tardives de D'Alembert, nous nous onentrerons pournotre part sur la période allant du début des années 1770 à la mort du géomètre en 1783,et nous analyserons hronologiquement les ré�exions de D'Alembert dans e domaineet leurs réperussions.Origines de la position de D'Alembert et premiers doutes
• La défense de la permanene de la formeLes premières interrogations de D'Alembert sur la nature des fontions arbitrairesapparaissent au sein de ses reherhes sur le problème des ordes vibrantes. Nous avonsdéjà fait observer que sa position, dans e ontexte, onsiste à a�rmer que, pour pouvoirintervenir dans la solution du problème, une fontion donnée ne doit pas faire de � sautsde ourbure �. Cela implique, selon lui, qu'elle ne doit pas hanger d'expression sure qu'on appellerait aujourd'hui son ensemble de dé�nition. Au passage, il nous fautapporter des préisions indispensables pour la suite quant à l'emploi des termes ontinuet disontinu par D'Alembert et ses ontemporains, eux-i n'ayant pas le même sensqu'aujourd'hui. Comme l'explique très justement A. Youshkevith277 :� ontinuité signi�e invariabilité, immuabilité de la loi de l'équation déterminantla fontion sur tout le domaine des valeurs de la variable, alors que la disonti-nuité d'une fontion signi�e un hangement de la loi analytique, l'existene de loisdi�érentes sur deux intervalles ou plus de son domaine �.275 A. Youshkevith, � Le onept de fontion jusqu'au milieu du XIXe sièle �, Fragment d'histoiredes mathématiques, Brohure A.P.M.E.P n◦ 41, 1981, p. 7-68.276 J. Dhombres, � Quelques aspets de l'histoire des équations fontionnelles liés à l'évolution duonept de fontion �, Arhive for History of Exat sienes, vol. 36, n◦ 2, 1986, p. 91-181.277 A. Youshkevith, Ibid. note 275, p. 42.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 137En somme, la ontinuité des savants du XVIIIe orrespond à e que nous avonsappelé permanene de la forme. Deux motifs poussent don D'Alembert à exiger laontinuité des fontions :1◦. Le savant observe tout d'abord, exemples à l'appui, qu'un hangement d'expressiond'une fontion engendre souvent une di�ulté dans la détermination de ses dérivéespremière et seonde278. Constatant les di�ultés liées aux hangements d'expression,D'Alembert tire ainsi la onlusion suivante : toute fontion hangeant d'expression doitêtre rejetée. On interpréterait aujourd'hui ette a�rmation omme une généralisationhâtive d'observations faites sur une série de as partiuliers. Soulignons toutefois qu'ilest l'un des seuls à s'intéresser à e type de problème loal, ave, par ailleurs, desintuitions assez pertinentes.2◦. L'autre motif relève de e que D'Alembert estime être les fondements de l'Analyse,omme en témoigne et extrait du Mémoire 1 des Opusules279 :� J'ajoute qu'il est ontre toutes les règles de l'analyse, de faire ainsi hanger deforme, suivant le besoin qu'on roit en avoir, à l'intégrale d'une équation di�éren-tielle �.La rainte sous-jaente est que l'infration à es règles onduise à multiplier lenombre de solutions, là où le bon sens impose qu'il n'y en ait qu'une, ainsi que nousl'avons préédemment remarqué. D'Alembert onsidère également que ertaines de esnouvelles solutions seraient des lois parfaitement arbitraires, les hangements d'expres-sion n'étant pas ontr�lables.Cependant, ontrairement au préjugé répandu par ertains de ses pairs280, et malgréle nombre de pages érites pour en défendre le bien fondé, la position du géomètre n'estpas �gée dans le temps. Examinons don e qui nous semble orrespondre, à partir de1768, à la première étape d'une évolution de son point de vue sur la question.
• La question de la propagation du sonEn 1747, D'Alembert notait que l'équation des ordes vibrantes, d2y

dx2
=

d2y

dt2
, pou-278 Préisons toutefois qu'en termes modernes, les situations envisagées par le géomètre orrespondentà des problèmes d'existene de la dérivée, plut�t qu'à des problèmes de disontinuité.279 D'Alembert, Opusules, t. I, Paris, 1761, Mémoire 1, p. 32.280 Dans son Introdution à l'étude de l'astronomie physique, Didot l'aîné, Paris, 1787, Disours pré-liminaire, p. xv, Jaques-Antoine-Joseph Cousin érit en e�et :� C'est enore M. Euler qui a dit le premier que rien ne devoit limiter la généralité desfontions arbitraires qui entrent dans les intégrales ompletes des équations aux di�é-renes partielles ; qu'on y devoit omprendre les fontions irrégulieres et disontinues. M.d'Alembert a ombattu ette idée tant qu'il a véu ; il n'a jamais voulu reonnoître toutel'étendue des solutions qu'il avoit données lui-même dans ses Ré�exions sur la ause desvents, dans son Mémoire sur les Cordes vibrantes, et dans l'Essai d'une nouvelle théoriesur la résistane des �uides �.



138 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783vait également représenter les vibrations longitudinales d'une olonne d'air, et donorrespondre à l'équation de la propagation du son281 :� Si on supposoit que la orde �t des vibrations longitudinales de C vers A, au lieude les faire perpendiulairement à sa longueur, alors imaginant que y fut l'espaedérit par un point quelonque, on auroit la même équation que i-dessus [. . . ℄entre y & s. Par là on pourroit aluler la vitesse du son d'une maniére beauoupplus génerale, qu'on ne l'a fait jusqu'ii �.Après que Lagrange s'est intéressé au problème282, D'Alembert va mettre en pratiqueette remarque dans le Mémoire 34 � II de ses Opusules t. V (1768), intitulé � Sur lavitesse du son �. Désignant par y(x, t) l'exursion longitudinale de la partiule d'abs-isse x à l'instant t, il reprend l'expression issue de � l'intégration � de l'équation
d2y

dt2
= k2

d2y

dx2

283 :
y = Φ(x + kt) + Ψ(x − kt),et dispose, dans e nouveau adre d'étude, de l'équation omplémentaire :

y(x, 0) = 0.La onfrontation de es deux relations le onduit dès lors aux équations :
y = Φ(x + kt) − Φ(x − kt)et

dy

dt
= k∆(x + kt) + k∆(x − kt),dans laquelle ∆ désigne la dérivée de la fontion Φ. La vitesse initiale de haque par-tiule d'absisse x se trouve ainsi dérite par la fontion 2k∆(x), e qui n'est pas sanslui poser de di�ultés. Ce résultat doit e�etivement s'aorder ave son appréhensionphysique du phénomène de propagation sonore, onsidéré omme une transmission d'os-illations entre partiules d'air suessives. Puisqu'une impulsion doit être donnée à unepetite portion de la olonne d'air a�n d'initier les vibrations, la fontion ∆ présenteranéessairement le pro�l de la Fig. XI284 (nous parlerions aujourd'hui d'une fontion àsupport ompat). Il s'en justi�e ainsi285 :281 D'Alembert, � Reherhes sur la ourbe que forme une orde tenduë mise en vibration : Suite �,HAB année 1747 (1749), p. 248.282 Voir Lagrange, � Reherhes sur la nature, et la propagation du son �, Mélanges de Turin, t. I,pour l'année 1759, 1760, p. 1-112.283 Pour des raisons de lisibilité, nous prenons la liberté de poser k =

2aλ

θ
, λ et a désignant respeti-vement la hauteur de la ligne d'air et l'espae parouru dans le temps θ.284 Il s'agit d'une reprodution de la Fig. 27 de l'imprimé d'origine.285 D'Alembert, Opusules, t. V, Paris, 1768, Mémoire 34, � II, p. 140.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 139� Cela posé, soit A le point de l'air qui a été mis en mouvement par le orps sonore,& supposons que l'agitation s'étende dans le premier instant jusqu'en B & C ; laourbe BDC, des vîtesses initiales, sera telle que faisant AP = x, Pm =
dy

dt
, onaura PM = 2∆x ; ensorte que ∆(x) sera = 0, si x > +AC ou > −AB �

Fig. XI � Pro�l de la fontion ∆ à l'instant t = 0.Cette ondition sur ∆ le ontraint toutefois à faire fae à une situation déliate, résuméeen es termes286 :� En premier lieu, les mêmes di�ultés que nous avons exposées ailleurs & dontil paroît qu'on a reonnu la solidité, prouvent que la ourbe qui représente lesvîtesses initiales, doit être telle que toutes ses branhes soient assujetties à unemême équation, & liées par la loi de ontinuité. Or 'est e qui n'a point lieu ii ;ar l'équation u = 2∆x, est telle que quand x > AC ou < −AB, u est = 0 ; or iln'y a point de fontion algébrique qui puisse représenter ette ondition �C'est là une di�ulté dont le savant ne parvient pas à se défaire. Au terme du mémoire,il onlut ainsi sur une note passablement défaitiste287 :� On voit don qu'en faisant même les suppositions les plus favorables au alul,il ne paroît pas possible de réduire à des formules analytiques exates les loixdu mouvement des partiules de l'air, ni par onséquent de rendre raison par esformules de la propagation du son, telle que l'expériene nous l'a fait onnoître �Pour résumer, les restritions raisonnables que lui imposait la permanene de laforme dans le problème des ordes vibrantes deviennent ii exorbitantes, pare qu'ellesexluent les seules fontions que le bon sens physique aurait toléré. D'Alembert en estainsi réduit à renoner momentanément à traiter le problème du son par le moyen del'Analyse. Si et état de fait l'inite à un ertain pessimisme, il motive également denouvelles ré�exions, plus tardives, dont nous ne manquerons pas d'aborder la teneur.Avant de e faire, nous nous penherons d'abord sur quelques travaux de Monge(1746-1818) et de Condoret (1743-1794) publiés dans la première moitié des années286 D'Alembert, Ibid. note 285, p. 141.287 D'Alembert, Ibid. note 285, p. 144-145.



140 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-17831770, travaux dont nous verrons qu'ils ont un lien ave les reherhes de l'enylopédistesur les EDP et les fontions arbitraires288.Les interventions de Condoret et de MongeDans la seonde phase de sa prodution sienti�que, D'Alembert devient un per-sonnage important pour une nouvelle génération de savants. Il exere d'ailleurs unein�uene onsidérable sur ertains d'entre eux. Il entretient notamment une étroite re-lation ave Condoret, une orrespondane ative ave Lagrange, et se trouve au entred'un univers d'une dizaine de géomètres de renom, dont Monge et Laplae. Les der-niers tomes de ses Opusules, nous l'avons déjà signalé, leur sont presque exlusivementdestinés289.Comme nous l'avons onstaté, le traitement de problèmes physiques à l'aide d'EDPse aratérise, hez D'Alembert, par une forte imbriation entre l'Analyse et des onsi-dérations émanant de la physique. Bien sûr ela n'est pas omplètement étranger au faitque sa démarhe ait été onçue dans le ontexte de problèmes physio-mathématiques.Cependant, et état de fait évoluera onsidérablement dans les années 1770. D'une part,l'approhe dalembertienne ne sera pas reprise par ses suesseurs direts. Qu'ils privilé-gient une approhe algébrique et formelle, omme Condoret, Lagrange et Laplae, ouplus géométrique omme Monge, l'attitude de es nouveaux savants dans leurs mémoiresphysio-mathématiques onsistera en e�et à se défaire de onsidérations physiques dansla phase de manipulation des équations. D'autre part, la période que nous examinonsva voir la publiation de mémoires de plus en plus mathématiques sur les EDP, dans lalignée du Mémoire 26 des Opusules t. IV (1768). Dans es textes, les EDP sont étu-diées omme un objet mathématique sans même être assoiées à un problème physique.Bien que nous ayons fait le hoix de ne pas examiner et aspet dans et artile, nousmentionnerons ertains des mémoires en question ar on y trouve des réperussions dudébat sur la nature des fontions arbitraires.
• Condoret, une approhe programmatique de l'intégration des EDPDans l'artile � Partielles, équations aux di�érenes partielles � du Supplément Pan-kouke290 , Condoret rend hommage à l'� élatante � déouverte de son aîné :288 Ce hoix résulte d'un impératif hronologique sans lequel nous ne rendrions qu'imparfaitementompte de l'enhaînement des idées.289 Il existe des orrespondanes à aratère sienti�que entre la plupart des membres de ette om-munauté. On peut s'en faire une idée grâe aux tomes XIII et XIV des ×uvres de Lagrange, Paris,1882 et 1892, au tome XIV de elles de Laplae, Paris, 1912, ainsi qu'aux reherhes de R. Taton :� Une orrespondane mathématique inédite de Monge �, Revue Sienti�que, 85, p. 963-989, et L'×uvresienti�que de Monge, PUF, Paris, 1951.290 t. IV, 1777, p. 243a-245a.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 141� M. D'Alembert est l'inventeur de ette branhe de l'analyse, sans laquelleon ne pouvoit résoudre d'une manière rigoureuse & générale, les problèmesoù il s'agit de orps �uides ou �exibles. Cette déouverte, aussi importante& peut-être plus di�ile que elle du alul intégral, n'a été moins élatanteque pare que son auteur a exprimé une hose nouvelle par des mots & dessignes déjà onnus �.L'insistane signi�ative de Condoret sur l'innovation que représente le alul aux dif-férenes partielles est probablement liée à l'in�uene tant sienti�que que philosophiquede D'Alembert. Les deux savants e�etuent d'ailleurs ensemble un voyage à Ferney etdans le Sud de la Frane du 16 septembre au 20 novembre 1770, a�n de rendre visiteà Voltaire291. Dans les mois suivant leur retour à Paris, Condoret présente deux éritssur les EDP, parus dans les Mémoires de l'Aadémie Royale des Sienes pour les an-nées 1770 et 1771292. Ces deux pièes s'insrivent dans la droite lignée des reherhesde Fontaine sur le alul intégral et du Mémoire 26 des Opusules t. IV (1768), arCondoret y onsidère l'EDP omme un objet d'étude mathématique, indépendammentde toute onsidération physique.Cependant, dans sa seonde pièe datée de 1771, Condoret onsare une setionà la question de la ontinuité des fontions arbitraires293, en faisant allusion à la po-lémique ayant impliqué D'Alembert. Quoique moins abouties que les travaux que sonaîné produira quelques années plus tard, ses reherhes insistent toutefois sur la nées-sité d'un bon � raord � entre des fontions non soumises au ritère de permanene dela forme. Il présente ainsi deux exemples de fontions polynomiales par moreaux, dontil ajuste les oe�ients a�n que les valeurs des dérivées premières et seonde oïnidentaux points de hangement d'expression. Il parvient, dans e adre, à une onlusion quine laisse guère de doutes sur le fond de sa pensée294 :� On voit qu'il su�roit ii que ette ourbe fût omposée de lignes qui ourbes oudroites, se touhent, 'est-à-dire qu'elle fût ontinue quant à sa desription & nonquant à son équation analytique �
• Monge, de la géométrie aux EDPSi Gaspard Monge semble apparemment moins in�uené par la teneur des ré�exionsdalembertiennes, ses érits, de même que eux de Condoret, s'insrivent ependant291 Voir Lagrange, ×uvres, t. XIII, Paris, 1882, p. 182-189 et A.-M. Chouillet, P. Crépel, � Un voyaged'Italie manqué ou trois enylopédistes réunis �, Reherhe sur Diderot et sur l'Enylopédie, 17,otobre 1994, p. 9-53.292 Condoret, � Mémoire sur les équations aux di�érenes partielles �, MARS année 1770 (1773),p. 151-178, et � Sur la détermination des fontions arbitraires qui entrent dans les intégrales des équa-tions aux di�érenes partielles �, MARS année 1771 (1774), p. 49-74.293 Cf. Condoret, � Sur la détermination des fontions arbitraires qui entrent dans les intégrales deséquations aux di�érenes partielles �, MARS année 1771 (1774), p. 69-72.294 Condoret, Ibid. note 293, p. 71.



142 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783dans une e�ervesene aratéristique de l'intérêt des savants pour la théorie des EDPau début des années 1770295.En novembre 1771, ses premières ré�exions sur le sujet aboutissent à la présentation,à l'Aadémie Royale des Sienes de Paris, d'un mémoire intitulé � Sur les intégralesdes équations aux di�érenes partielles �296. Il insiste notamment à ette oasion surle lien à établir entre les EDP et l'étude analytique de surfaes ourbes.Cet aspet sera plus largement développé dans deux autres mémoires lus en 1773 etpubliés en 1776 dans le tome VII des Savants étrangers297. Dans es érits, le savant seonentre sur des expressions formées de fontions arbitraires représentant un ensemblede surfaes, et tente systématiquement de déterminer la surfae à laquelle appartientune ourbe donnée de l'espae.Grâe à son approhe géométrique, Monge se montre moins souieux que ses ontem-porains des hangements de forme algébrique. Dans l'énoné des problèmes abordés, ilprend ependant systématiquement soin de préiser que les fontions attahées à l'ex-pression de ses onditions partiulières peuvent être � ontinues ou disontinues �, equi n'est pas innoent. Le savant partiipe en e�et au débat sur la nature des fontionsarbitraires, omme en témoigne et extrait d'une lettre du 12 février 1772, adressée àson ami du Breuil du Marhais (1739-1823)298 :� M. D'Alembert n'a jamais voulu admettre l'introdution des fontions dison-tinües dans l'analyse et je lui ai démontré aussi évidemment qu'auune propositiond'Eulide que la surfae qu'engendre une ourbe donnée au hazard dans l'espaeen tournant autour d'un axe donne toujours :
y

dz

dx
− x

dz

dy
= 0 �.Quoiqu'il y adopte une position antagoniste à elle de D'Alembert, nous onstatonsdon que ses travaux ne sont pas sans lien ave les reherhes de l'enylopédiste danse domaine299.295 Monge orrespond d'ailleurs sur es sujets ave D'Alembert et Condoret : voir R. Taton, � Uneorrespondane mathématique inédite de Monge �, Revue Sienti�que, 85, p. 963-989.296 D'Alembert est nommé ommissaire pour l'examen de e mémoire, aux �tés de Bossut et Van-dermonde. Leur rapport, onsultable dans les Registres Manusrits de l'Aadémie des Sienes, 1772,Arhives de l'Aadémie des siene de Paris, f. 7-10, et présenté le 22 janvier 1772, onstitue une pré-ieuse soure d'informations sur et érit, ar nous ne disposons que de la seonde partie, publiée en1950 dans le 9e tome de la revue Osiris.297 Cf. G. Monge, �Mémoire sur la onstrution des fontions arbitraires qui entrent dans les intégralesdes équations aux di�érenes partielles �, Mémoires de Mathématiques et de Physique présentés àl'Aadémie Royale des Sienes, par divers Savans & lus dans ses Assemblées, t. VII, 1773, p. 267-300,et �Mémoire sur la détermination des fontions arbitraires qui entrent dans les intégrales des équationsaux di�érenes partielles �, Mémoires de Mathématiques et de Physique présentés à l'Aadémie Royaledes Sienes, par divers Savans & lus dans ses Assemblées, t. VII, 1773, p. 305-327.298 R. Taton, L'×uvre sienti�que de Monge, PUF, Paris, 1951, p. 185.299 Dans son artile � Création et développement de la théorie des équations di�érentielles aux dérivées



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 143L'évolution du point de vue de D'AlembertCes travaux de Monge et Condoret nous permettent de mettre en perspetive lesdernières ré�exions de D'Alembert sur la nature des fontions arbitraires, qui, ommenous le laissions préédemment entendre, révèlent une nette évolution de sa position surle sujet. Le Mémoire 58 � VI de ses Opusules t. VIII (1780), intitulé � Sur les fontionsdisontinues �, permet de s'en faire une première idée.Dans et érit, D'Alembert envisage l'EDP dz

dx
+

adz

dy
= 0 et l'expression issue de sonintégration, Φ(ax − y), dans laquelle la fontion Φ hange d'expression pour une ertainevaleur300 c véri�ant : ax − y = c. Ψ & Γ représentant respetivement les expressions dela dérivée première de Ψ avant et après c, il remarque à l'art. 9301 :� Au reste, il y a des as où la fontion, quoique disontinue, satisfait à l'équation

[

dz

dx
+

adz

dy
= 0

]

.Par exemple, si lorsque z = [c], les quantités Ψ & Γ étoient égales, alors la dis-ontinuité de la fontion Φ(ax − y) ne l'empêheroit pas de satisfaire à l'équationdi�érentielle proposée �Plus loin dans le mémoire302, e ritère se trouve même généralisé au as des fontionsarbitraires intervenant dans les EDP d'ordre n : les valeurs de leur di�érentielle à toutordre, jusqu'à n, doivent oïnider aux points de hangement d'expression, selon legéomètre.Dans le t. IX de ses Opusules, un imposant ensemble de manusrits inédits, nonpubliés de son vivant, D'Alembert livre deux mémoires dans lesquels les ré�exions pré-édentes sont appliquées aux problèmes des ordes vibrantes et de la propagation duson.Dans le Mémoire 59 � VII, intitulé � Sur les ordes vibrantes �, il donne ainsil'exemple d'une fontion � disontinue � polynomiale par moreaux solution du pro-blème303.partielles dans les travaux de J. d'Alembert �, Revue d'Histoire des Sienes, n◦ XXXV/1, 1982, p. 3-42,l'historien des sienes S. Demidov remarque que � les argumentations avanées lors de la disussion [surla nature des fontions arbitraires℄, en partiulier l'analyse géométrique du sujet e�etuée par Monge,ont fait renoner D'Alembert [. . . ℄ à l'exigene primitive de la � ontinuité � de la fontion primitive.Dans son mémoire � Sur les fontions disontinues � [il s'agit du Mémoire 58 � VI℄, publié en 1780, ilutilise les fontions � disontinues � dans la onstrution des solutions des équations di�érentielles faitedans le pur style de Monge � (p. 37-38).300 Pour des raisons de lisibilité, nous modi�ons ii les notations originales de D'Alembert.301 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 58, � VI, p. 306.302 Cf. D'Alembert, Ibid. note 301, p. 307.303 Cf. D'Alembert, Opusules, t. IX (inédit), Mémoire 59, Ms 1790 de la Bibliothèque de l'Institut(Paris), f. 275.



144 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Dans le Mémoire 59 � VI, � Sur la vîtesse du son et à ette oasion sur l'usage desfontions disontinues dans la solution de e problème et des problèmes semblables �,il reformule le ritère évoqué i-dessus, portant sur les fontions � disontinues � ad-missibles dans la résolution d'une EDP d'ordre n304. Grâe à es nouvelles fontions, ilobtient ainsi des solutions au problème, ei lui permettant d'ahever ses reherhes surla propagation du son sur une note plus optimiste qu'en 1768.Nous nous sommes par ailleurs aperçus que ette évolution de pensée sur le sujetse retrouve également dans quelques-uns de ses textes les plus tardifs onsarés auxquestions de l'équilibre et du mouvement des �uides. Dans deux des trois appendiesomplétant le Mémoire 57 � VII, dans le Mémoire 56 � I, ainsi que dans le Mémoire 59� VII305, D'Alembert envisage en e�et d'avoir reours à des solutions exprimées sous laforme de fontions � disontinues �. Voyons don préisément de quoi il s'agit.Notons, avant de e faire, que quoique es derniers travaux fassent indéniablementétat d'une onsidérable évolution de son approhe vis-à-vis de la notion de fontion,e n'est pas, pour autant, un ralliement à la position défendue par Euler. D'Alembertontinue à exiger l'absene de sauts de ourbure, même s'il a renoné à la permanene dela forme. La ombinaison de es deux aspets fait que son point de vue est plus pertinentque elui d'Euler ar il est en fait assez prohe de la notion moderne de fontions delasse C2. Les résurgenes de l'évolution de son point de vuesur ses reherhes en hydrodynamiqueIl n'avait, jusqu'alors, jamais été question de e problème dans les travaux deD'Alembert en hydrodynamique. En étudiant le Mémoire 57, il nous est ependantapparu que l'évolution de la position du savant sur le problème des hangements d'ex-pression dans le Mémoire 58 � VI, l'inite, ontre toute attente, à examiner le sujetdans le adre de sa théorie analytique pour l'éoulement d'un �uide inompressible àl'intérieur d'un vase ouvert en ses deux extrémités.Dans le seond des trois appendies relatives au Mémoire 57 � VII, intitulé � Re-marque sur le LVIIe Memoire, �. VII, art. 30 �, D'Alembert onsidère en e�et306� un vase dont les parois soient ourbes, & terminé en-haut & en-bas par deuxvases, dont les parois soient des lignes droites parallèles �.304 Cf. D'Alembert, Opusules, t. IX (inédit), Mémoire 59, Ms 1790 de la Bibliothèque de l'Institut(Paris), f. 105.305 Quoique que et érit soit prinipalement dédié à la poursuite de ses reherhes sur le problème desordes vibrantes, D'Alembert onsare néanmoins quelques pages à la question de la � disontinuité �des fontions dans le as de l'équilibre des �uides.306 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VII, Seond Appendie, art. 1, p. 372.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 145Il est, poursuit-il307,� aisé de voir que l'équation
ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1,ne peut appartenir à-la-fois à la partie urviligne de e vase, & à sa partie retiligne,tant supérieure qu'inférieure �.D'après D'Alembert, l'expression générale ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1de l'équation des parois du vase, tirée de la résolution de son système d'EDP pour l'éou-lement d'un �uide doit, rappelons-le, être ompatible ave l'équation y(x), onsidéréeomme une donnée du problème, de la paroi du vase, a�n que la solution soit possible.L'examen d'un vase bordé par une portion de paroi ourbe et par deux portions de paroiretilignes suppose naturellement deux équations y(x) : l'expression

ϕ(x + y
√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1ne pourra, de e fait, être ompatible qu'ave l'une d'entre elles.Pour autant, le hangement d'expression de y(x) ne rebute pas le savant, et 'est entoute ohérene ave l'évolution de point de vue préédemment mise au jour qu'il avanel'idée d'une ombinaison des solutions dans le as partiulier d'un vase onstitué d'uneportion supérieure retangulaire et d'une portion inférieure triangulaire. Dans le dernierdes trois appendies relatifs au Mémoire 57, intitulé � Appendie sur le LVIIe Memoire,�. VII, à la �n �, il se réfère ainsi à la solution donnée dans son mémoire � Extrait dedi�érentes lettres de M. D'Alembert à M. de La Grange érites pendant les années 1764& 1765 �308 (1766) � la partie de e mémoire relative au problème de l'éoulement des�uides a déjà été abordée : voir p. 127 �, et propose la hose suivante309 :� On trouve dans le troisième Tome des Mémoires de Turin, les valeurs de ϕx pourle as où y = a, & pour elui où y = b + fx, 'est-à-dire, pour le as d'un vaseretangle & d'un vase triangulaire. Si don on a un vase qui soit retangle danssa partie supérieure, & triangulaire dans l'inférieure, on pourroit, en ombinantla solution de es deux problêmes, essayer de trouver la valeur de ϕx pour un telvase ; e qui donneroit le mouvement du �uide au premier instant. �D'Alembert ne s'en tient pas, toutefois, à l'examen de e as de �gure, mais se lane,de façon beauoup plus générale, dans une opération de réériture des EDP fondant sathéorie analytique des éoulements. Cette opération passe d'abord par un retour sur leproessus de mise en équation du prinipe d'égalité de la pression en tous sens pour un�uide inompressible non pesant soumis à une fore de omposantes P (x, y) et Q(x, y)307 D'Alembert, Ibid. note 306. Nous avons susbtitué la notation M à la notation d'origine A.308 Mélanges de Turin, t. III, pour les années 1762-1765, 1766, p. 381-396.309 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VII, Troisième Appendie, p. 375.



146 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783dans les diretions x et y, proessus dont nous donnions le détail dans le hapitre II� voir p. 66. De la onsidération d'un vase aratérisé par une � disontinuité � de laforme de ses parois, � il s'ensuit �, érit-il en e�et dans le seond appendie au Mémoire57 � VII310,� que dans la di�érentielle Pdx + Qdy, les fontions P &Q ne doivent pas néessai-rement être des fontions ontinues ; & ette onlusion est d'autant plus naturelle[. . . ℄ que dans le as de l'équilibre d'une masse �uide les fontions P & Q quireprésentent les fores agissantes sur ette masse, peuvent être disontinues. Donelles peuvent l'être aussi dans le as du mouvement de e même �uide �.Pour e qui est de la seonde équation gouvernant, selon lui, le mouvement d'un�uide dans un vase, à savoir l'équation de onservation du volume, il la traduit enonsidérant l'état d'équilibre du �uide dans l'instant préédant, à l'instant même, etdans l'instant suivant le passage de la � disontinuité � induite par le hangement deforme des ontours du vase. Voii plus préisément omment il proède.Dans l'instant préédant le passage, l'équilibre du �uide à l'intérieur d'un analquelonque in�niment petit équivaut, omme nous l'expliquions dans le hapitre II, àonsidérer Pdx + Qdy omme une di�érentielle omplète, ou, e qui revient au même� en vertu du ritère d'Euler : voir p. 101 �, à la véri�ation de l'EDP dQ
dx

=
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,ave
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p(x, z) et q(x, z) désignant respetivement, rappelons-le, les omposantes de la vitessesuivant les diretions y et x. Dans l'instant suivant le passage, il vient don :














Q′ = −p′
dp′
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− q′

dp′

dx
,

P ′ = −q′
dq′

dx
− p′

dq′

dy
,

P ′(x, y) etQ′(x, y), q′(x, y) et p′(x, y), orrespondant respetivement aux nouvelles om-posantes de la fore et la vitesse agissant sur le �uide dans les diretions x et z.La méthode pour traiter l'instant même du passage de la � disontinuité �, D'Alem-bert la donne dans le Mémoire 56 � I des Opusules t. VIII, dédiée à la question del'équilibre des �uides. Il en livrera également une variante dans le Mémoire 59 � VII, àlaquelle nous préfèrons ii nous référer, du fait de sa plus grande larté. Son point dedépart, ommun ave elle la méthode du Mémoire 56, onsiste à supposer que le �uide310 D'Alembert, Ibid. note 306, art. 2, p. 372-373. Dans ette dernière partie du hapitre, y orrespondà e que nous notions préédemment z, 'est-à-dire la oordonnée horizontale d'une partiule quelonquede �uide à l'intérieur du vase.



CHAPITRE IV : ASPECTS ET ENJEUX MATHÉMATIQUES 147se trouve partagé en deux par une loison solide d'épaisseur nulle détruite à l'instant duhangement de forme du vase, de telle sorte que les deux doublets (p, q) et (p′, q′) véri-�ent respetivement les relations dp

dx
=

dq

dy
et dp′

dx
=

dq′

dy
l'instant d'avant la disparationde la loison � il s'agit d'une des deux équation de son système d'EDP pour le mou-vement d'un �uide dans le as � ontinu �, elle aratérisant e que nous appellerionsun éoulement potentiel. Pour le reste, voii omment il raisonne311 :� il faut observer, que lorsque es fontions seront disontinues, dq

dy
, par exemplene designera point le oe�ient de dp en ne faisant varier que y, il exprimera ladi�erene de deux valeurs de p repondantes à deux dx in�niment prohes, égaleset paralleles, ette di�erene etant divisée par dy ; il en sera de même de dq

dx
; ensorte qu'on aura (p′ − p)dx = (q′ − q)dy �.L'équation d'équilibre du �uide à l'instant même du passage de la disontinuité s'éritainsi

p − p′

dy
+

q′ − q

dx
= 0.D'Alembert obtient ainsi un nouveau système d'EDP, dont il donne une brève maislimpide synthèse dans le seond des trois appendies relatifs au Mémoire 57 � VII312 :� En supposant P & Q des fontions disontinues, mais telles ependant quele anal quelonque in�niment petit Pdx + Qdy soit en équilibre, on aura [. . . ℄

−qdq

dx
− pdq

dy
= P , & −pdp

dy
− qdp

dx
= Q. On aura de même dans l'instant suivant

P ′ &Q′ en p′ & q′ ; de plus [. . . ℄ on a p′ − p

dy
+

q′ − q

dx
= 0. Ces équations renfermentles loix générales du mouvement du �uide �.EpilogueCe hangement de position de D'Alembert dans le problème des ordes vibrantes, dela propagation du son, de l'équilibre et du mouvement des �uides, aussi expliite soit-il, reste pourtant ignoré par la plupart des historiens. Youshkevith313 l'avait ertes311 D'Alembert,Opusules, t. IX (inédit), Mémoire 59, Ms 1790 de la Bibliothèque de l'Institut (Paris),f. 309-310. Nous avons substitué les notations p, p′, q et q′ aux notations d'origine, R, R′, Q et Q′,e qui ne hange rien au raisonnement du savant, portant ii sur des fontions et sur leurs di�érenespartielles.312 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VII, Seond Appendie, art. 3, p. 373.313 Voir A. Youshkevith, � A propos de l'histoire du débat sur les ordes vibrantes (D'Alembert etl'utilisation des fontions "disontinues") �, Istoriko-matematitheskie Issledovania, 20, 1975, p. 221-231, et � Le onept de fontion jusqu'au milieu du XIXe sièle �, Fragment d'histoire des mathéma-tiques, Brohure A.P.M.E.P n◦ 41, 1981, p. 50.



148 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783remarqué, mais il en a minimisé à tort la portée en omettant que l'enylopédiste main-tient son opposition aux sauts de ourbure. De plus, il faut ajouter qu'un savant éminentde la génération suivante, Laplae, éhange enore en 1782 ave D'Alembert à proposdes fontions et des ordes vibrantes, ainsi qu'en témoigne la lettre qu'il lui adresse le10 mars314. Dans son � Mémoire sur les suites �, il développe d'ailleurs un point vuesimilaire à la position tardive de son aîné, en délarant que315 :� la loi de ontinuité ne paroît néessaire ni dans les fontions arbitraires desintégrales des équations aux di�érenes partielles in�niment petites, ni dans lesonstrutions géométriques qui représentent es intégrales ; il faut seulement ob-server que si l'équation di�érentielle est de l'ordre n, & que l'on nomme u sa variableprinipale, x & t étant les deux autres variables, il ne doit point y avoir de sautentre deux valeurs onséutives de ( δn−ru

δxsδtn−r−s

) �.En dépit de tenaes préjugés, les dernières reherhes de D'Alembert ontinuentdon d'être pertinentes et in�uentes, et e à de nombreux points de vue. L'÷uvre tardivede D'Alembert présente un indéniable intérêt : ette étude en onstitue une premièreillustration pour les aspets mathématiques.Ce sont, dès lors, aux aspets physiques qu'il nous faut à présent revenir. Car si leproblème des ordes vibrantes onstitue, omme nous l'avons préédemment mentionné,un exemple de résolution expliite, la question de l'éoulement des �uides reste, quantà elle, le plus souvent inextriable : la solution, pour employer les propres termes dusavant, est, la plupart du temps, analytiquement impossible. Cet état de fait le pousse,dès le Mémoire 4 des Opusules t. I (1761), à la reherhe d'une voie intermédiaireentre l'approhe du parallélisme des tranhes du Traité des �uides (1744), et l'approheanalytique, telle que nous venons d'en rendre ompte.

314 Laplae, ×uvres, t. XIV, Paris, 1912, p. 351-354.315 Laplae, � Mémoire sur les suites �, MARS année 1779 (1782), p. 300.



Chapitre V. LES HYPOTHÈSES DES TUYAUX CURVILIGNESDE D'ALEMBERT ET BORDADans l'� Avertissement � du Ier tome de ses Opusules (1761), D'Alembert résumele Mémoire 4 en es termes316 :� Le quatriéme Mémoire a pour objet la rédution des loix du mouvement des�uides aux équations analytiques les plus générales qu'il est possible ; après avoirdonné es équations, je fais voir qu'il y a très-peu de as où le mouvement des �uidespuisse y être réduit, & par onséquent être déterminé par un alul rigoureux ; d'oùil s'ensuit qu'en général les loix de l'Hydrodynamique, entant qu'on les soumet aualul, ne peuvent être onnues qu'à-peu-près �.Cet éhe, du point de vue mathématique, le onduit à une onlusion, dans le mémoirelui-même, teintée d'un pessimisme à peine dissimulé317 :� On peut don s'en tenir, e me semble, dans le plus grand nombre de as, à laméthode que j'ai donnée dans mon Traité des Fluides, laquelle fournit des résultatsassez onformes à l'expériene, quoiqu'elle ne soit pas dans la rigueur Mathéma-tique �.Sahant que D'Alembert est le premier à douter de la validité de l'hypothèse du parallé-lisme fondant sa théorie dans le Traité des Fluides, qu'il est l'initiateur d'une approheanalytique de la disipline, la perspetive de devoir revenir à l'approximation à laquelleil estimait justement pouvoir se soustraire dans l'Essai sur la Résistane des Fluidesn'est évidemment pas alléhante. Elle illustre néanmoins le dilemme de ette périodequelque peu partiulière du développement de l'hydrodynamique au XVIIIe sièle, àsavoir la néessité de faire onorder la théorie ave l'expériene : un dilemme auquels'attaque Jean-Charles Borda dans son � Mémoire sur l'éoulement �, délenhant, parlà-même, la rise de l'hydrodynamique des années 1770.Pour un théoriien tel que D'Alembert qui n'a jamais e�etué, et n'e�etuera enfait jamais d'expérienes dans e domaine � ni dans un autre �, l'inapaité à fournirdes solutions que l'on puisse onfronter ave l'expériene, marque, en quelque sorte, un� point d'arrêt � di�ilement admissible, ainsi qu'en témoigne son entêtement, dans leVe tome des Opusules (1768), à venir à bout du système d'EDP obtenu en 1752. C'esten fait, de façon paradoxale, la � harge � de Borda ontre les fondements de son Traitédes �uides qui lui donnera l'oasion de rebondir dans e domaine. Son espoir renaîtainsi dans le Mémoire 51 � IV, des Opusules t. VI (1773), qui ontient une extensionde la nouvelle hypothèse, dite des tuyaux urvilignes invariables, proposée par l'auteur316 D'Alembert, Opusules t. I, Paris, 1761, Avertissement, p. v-vi.317 D'Alembert, Opusules t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � IX, p. 145.



150 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783du � Mémoire sur l'éoulement �, laquelle extension lui � paraît �, omme il le on�e àLagrange dans sa lettre du 25 mars 1772, � propre à satisfaire à tous les as et à toutesles expérienes, sans reourir à la mauvaise théorie de Borda �318.Dans l'appendie de e même mémoire, il revendique également, nous l'avons déjàsignalé, la priorité de l'approximation proposée par son ontraditeur, dont il expliqueavoir posé les prémies dans le Mémoire 4 des Opusules t. I (1761), et dont il reprendpar ailleurs l'étude dans le Mémoire 32 � II des Opusules t. V (1768). Pour autant, 'estlà un fait étrange, l'� Avertissement � inséré à la �n de la partie dédié aux éoulementsde sa seonde édition du Traité des Fluides (1770), et ontenant une première annonede sa stratégie de réponse à Borda, reste profondément pessimiste quant à la possibilitéde tirer une quelonque solution exploitable de son hypothèse des tuyaux urvilignes duMémoire 4319 :� La di�ulté est de trouver une hypothèse qui représente, au moins d'une maniereapprohée, le mouvement des di�érens �lets du Fluide, & la �gure de es �lets ;problême d'autant plus di�ile, qu'il est vraisemblable que la �gure de es �letsne s'assujettit pas, au moins dans tous les as, à la �gure du vase [. . . ℄. J'ai faitvoir, dans le Tome V de mes Opusules, pag. 78 & suivantes [Mémoire 32 � II℄,la di�ulté d'assigner le mouvement du Fluide dans es sortes de �lets ou tuyaux�tifs, dans lesquels on suppose qu'il se meut �.Comment don expliquer le regain d'intérêt de D'Alembert dans le ourant de l'année1772 ? Il nous semble que la mise en forme de sa théorie des tuyaux urvilignes deforme variable, pourtant en germe dans le Mémoire 4, 'est-à-dire dès 1761, en onstituel'élément délenheur. Non pas du point de vue de sa querelle ave Borda, mais d'unpoint de vue stritement mathématique. L'ahèvement de sa nouvelle théorie repose ene�et sur la di�érentiation d'une fontion de plusieurs variables, un proédé employé dansl'Essai sur la Résistane des Fluides. Il prend autrement dit onsiene, à e moment-là,de l'intérêt de la voie intermédiaire proposée dans le Mémoire 4, et plus généralement,des possibilités o�ertes par l'idée d'appliquer les outils mathématiques de l'approheanalytique au perfetionnement de l'approhe unidimensionnelle des éoulements. C'esten e sens que le Mémoire 4 doit être onsidéré omme un texte de transition dans son÷uvre en hydrodynamique.Nous entamerons don notre étude des hypothèses des tuyaux urvilignes de D'Alem-bert et Borda en montrant en quoi leurs démarhes respetives onsistent, et ommentelles se distinguent de e point de vue, à la lumière de nos reherhes dans le préédenthapitre.Nous proèderons, dans un seond temps, à un examen omparatif des di�érenteshypothèses de l'approhe unidimensionnnelle vis-à-vis de leur prinipal enjeu en ette318 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 102, p. 233.319 D'Alembert, Traité des Fluides, Paris, 1770, � Avertissement �, p. 213.



CHAPITRE V : LES HYPOTHÈSES DES TUYAUX CURVILIGNES 151période de rise : la onordane ave l'expériene. Nous montrerons, e faisant, qu'ellesn'o�rent rien de plus qu'un moyen d'évaluer leurs propres limites de validité : qu'ellessont bien loin, en d'autres termes, de permettre d'atteindre leur objetif initial.1. Formulations des hypothèses des tuyaux urviligneset méthodes de mise en équations assoiéesDans le Mémoire 4 des Opusules t. I (1761)Dans le Mémoire 4 des Opusules, omme nous l'avons vu dans le hapitre préédent,D'Alembert parvient à une expression générale,
ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M,indépendante du temps, de l'équation du �let du �uide ontigu à la paroi d'un vaseouvert en ses deux extrémités. Chaque valeur de M , onstante réelle onsidérée ommeun paramètre, fournit ainsi l'équation

ϕ(x + z
√
−1) − ϕ(x − z

√
−1) = 2M, (10)d'un quelonque des �lets du �uide en mouvement à l'intérieur de e vase.Constatant, suite à son éhe fae au problème de la détermination d'une expressionexpliite de la fontion ϕ, qu'� il est aisé de voir par toute la théorie expliquée dans eMémoire, que le mouvement des �uides peut rarement être soumis à un alul analy-tique rigoureux �, on ne pourra pas moins, explique-t-il ependant, � dans le as où lespartiules du �uide se meuvent suivant des lignes ourbes invariables �320� regarder le �uide, ontenu entre deux quelonques de es lignes ourbes in�nimentprohes l'une de l'autre, omme s'il se mouvoit dans un tuyau isolé, de �gurequelonque & in�niment étroit �.D'Alembert propose en e�et, dans le � VI du mémoire, une approhe intermédiaireonsistant à onstruire, au voisinage de l'axe du vase � nous en expliquerons la raisondans un instant �, des anaux ontigus urvilignes in�niment étroits reliant les surfaessupérieure et inférieure du �uide dans le vase à partir de l'expression (10) des lignesde ourant du �uide, puis à y restreindre l'hypothèse du parallélisme des tranhes. Ildé�nit, en d'autres termes, un anal urviligne invariable et in�niment étroit grâe auxéquations

ϕ(x +
√
−1z) − ϕ(x −

√
−1z) = 2M320 D'Alembert, Opusules t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � XVI, p. 156.



152 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783et
ϕ(x +

√
−1z) − ϕ(x −

√
−1z) = 2(M + dM)de deux �lets onséutifs qui en représenteront don les deux ontours latéraux321. Ceséquations étant indépendantes du temps, il introduit, e faisant, e que nous appellerionsaujourd'hui un tube de ourant stationnaire. Partant de là, il proède à une évaluationde la omposante vertiale q(x, z) de la vitesse grâe à des opérations de di�érentiationsuessives en fontion de la largeur in�nitésimale z ≪ 1 de e tuyau. Sahant que (voirle Chapitre IV, p. 112)

q(x, z) =
Φ(x + z

√
−1) − ∆(x − z

√
−1)

2
√
−1

,ave ∆(x − z
√
−1) = −Φ(x − z

√
−1) (voir le Chapitre IV, p. 119), il obtient toutd'abord

q(x, z) =
Φ(x + z

√
−1) + Φ(x − z

√
−1)

2
√
−1

|z≪1

≃
Φ(x) +

√
−1z

dΦ

dx
+ Φ(x) −

√
−1z

dΦ

dx
2
√
−1

|z≪1
=

Φ(x)√
−1

.Se rappelant, d'autre part, que ϕ orrespond à une primitive de la fontion Φ (voir leChapitre IV, p. 120), il fait observer que
ϕ(x +

√
−1z) − ϕ(x −

√
−1z)|z≪1

≃ 2
√
−1z × dϕ(x)

dx
|z≪1

= 2
√
−1z × Φ(x),e qui lui le onduit �nalement à la relation

q(x, z)|z≪1
≃ 1

2z
,e qui revient à montrer que la omposante vertiale de la vitesse d'un élément de �uidepris à l'intérieur de e tuyau évolue en fontion inverse de la setion in�nitésimale or-respondante z. Sahant que la omposante horizontale de la vitesse véri�e p(x, z) ≃ 0 auvoisinage de l'axe (ompte tenu de la propriété de symétrie du vase), toutes les ondi-tions sont dès lors réunies pour pouvoir proéder à une mise en équation du mouvementà l'intérieur de e anal urviligne � par les Méthodes que j'ai expliquées dans monTraité des Fluides �322.D'Alembert ne s'en tient d'ailleurs pas là, mais examine également, dans le mêmeérit, le as où � les partiules ne dérivent pas des ourbes invariables �, 'est-à-dire,321 Cf. D'Alembert, Ibid. note 320, � VI, p. 141-142.322 D'Alembert, Ibid. note 320, � VI, p. 142.



CHAPITRE V : LES HYPOTHÈSES DES TUYAUX CURVILIGNES 153en termes modernes, le as où les lignes du ourant du �uide varient d'un instant àl'autre du mouvement. Il faudra alors imaginer, explique-t-il (voir la Fig. XII), � depuisla surfae supérieure du �uide CK [. . . ℄ jusqu'à l'inférieure LO, une suite de pointsin�niment prohes, dont les vitesses forment par leurs diretions une ourbe ontinue
KGO �. � Soient imaginées de plus �, poursuit-il323,� des perpendiulaires Gg à ette ourbe, lesquelles soient entr'elles en raison in-verse de la vitesse en haque point G ; il est ertain qu'on pourra, au moins dansun instant, regarder le �uide omme s'il se mouvoit dans le tuyau in�niment mine

KGOok �.PSfrag replaements
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oFig. XII � Tuyau urviligne in�niment étroit KkoO àun instant donné t.En présentant ainsi la ligne KGO omme la ourbe formée à haque instant par lesdiretions des vitesses, D'Alembert donne don ii la dé�nition exate de e que nousappellerions aujourd'hui les lignes de ourant d'un éoulement instationnaire. Il onstruitde plus, omme dans le as permanent, un tuyau KGOok formé par deux des es lignes,'est-à-dire un tube de ourant de l'éoulement dans lequel il démontre � en supposantimpliitement que les partiules formant haune des setions in�nitésimales perpendi-ulaires aux parois de es tuyaux se trouvent animées de vitesses homogènes à haqueinstant t �, que son prinipe de la dynamique et, par orollaire, le prinipe de onser-vation des fores vives, s'y trouvent véri�és. Cette démonstration, relative au as d'un�uide non pesant, s'inspire de elle donnée dans l'art. 90 de son Traité des �uides maiss'applique ii à un hamp de vitesse quelonque à l'intérieur d'un anal in�niment étroitde �gure variable au ours du temps : en 1744, le savant supposait a ontrario, hypo-thèse du parallélisme oblige, � que la vitesse vertiale soit la même dans tous les pointsd'une même tranhe horizontale, & qu'on n'ait auun égard à la vitesse horizontale dees mêmes points �324.Quoiqu'elles ne débouhent pas, ni dans e Mémoire 4, ni dans le Mémoire 32 � II323 D'Alembert, Ibid. note 320, � XVI, p. 157.324 D'Alembert, Ibid. note 320, � XVI, p. 157-158.



154 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783des Opusules t. V (1768)325, sur l'ériture proprement dite des équations di�érentiellesdu mouvement, la dé�nition de es hypothèses des tuyaux invariables et variables àpartir de son approhe analytique des éoulements forme néanmoins les prémies de lanouvelle théorie établie par D'Alembert dans le Mémoire 51 � IV et le Mémoire 57 deses Opusules t. VI (1773) et t. VIII (1780).La première mise en équation de l'éoulement dans l'hypothèse des tuyaux inva-riables et dans le adre de l'approhe unidimensionnelle est, quant à elle, l'÷uvre deJean-Charles Borda.Borda et la mise en équation de l'éoulementdans l'hypothèse des tuyaux urvilignesDans son � Mémoire sur l'éoulement �326, Borda applique, pour e faire, le prinipede onservation des fores vives à l'intérieur d'un anal urviligne quelonque abefreliant les surfaes supérieure et inférieure du �uide dans le vase (voir la Fig. XIII).
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G He fFig. XIII � Eoulement dans un vase peré d'un ori�e EF en sonfond, le mouvement du �uide étant supposé s'opérer àl'intérieur de anaux urvilignes invariables du type abfe.Il évalue don d'abord la fore vive � ou l'énergie inétique, pour employer le termemoderne � du petit élément de �uide retangulaire PRST de vitesse v, d'épaisseur
PS = ds, de setion PR = y (s désignant l'absisse urviligne des parois) et perpendi-ulaire aux parois de e tuyau, par la quantité327325 D'Alembert se onsare en e�et, dans e dernier érit, à l'étude du mouvement dans les tuyauxpréédemment dé�nis, mais dans une optique exlusivement analytique.326 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 2, p. 580-582.327 Nous avons volontairement modi�é la nomenlature originale du � Mémoire sur l'éoulement � deBorda a�n de failiter la omparaison ultérieure de sa solution ave elles obtenues par D'Alembert :dans le détail, les notations y, α, β, k, K, x, dx ont respetivement été substituées à elles d'origine z,
a, b, A, B, X, C.
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1

2g
v2 × yds,'est-à-dire

1

2g

(

βu

y

)2

× yds,ave ef = β, u la vitesse du �uide en ef , et sahant que vy = βu d'après la onstanedu débit de l'éoulement dans le tuyau. Il en déduit ensuite la somme des fores vivesde l'ensemble du anal par intégration de ette dernière expression, soit
∫ ef

ab

1

2g

(

bu

y

)2

yds,puis l'inrément de fores vives équivalent, à savoir :
d

[

∫ ef

ab

1

2g

(

bu

y

)2

yds

]

.Il ne lui reste plus, d'après le prinipe employé, qu'à égaler ette quantité ave � l'in-rément du moment du �uide par rapport à l'horizontale AB �328, 'est-à-dire
efgh × EX = abcd × EX = αxdx.Il vient ainsi
d

[

∫ ef

ab

1

2g

(

βu

y

)2

yds

]

= αxdx,ave
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[

∫ ef

ab

1

2g

(
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y

)2

yds

]

=
β2udu
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ds

y
+

β2u2

2g
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(
∫ ef

ab
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y

)

.Remarquant en�n que
d

(
∫ ef

ab

ds

y

)

=
αdx

β2
− dx

α
,et supposant un rapport onstant entre les deux surfaes supérieure et inférieure du�uide AB = k et EF = K et elles ab et ef du anal onsidéré, de telle sorte que

k

K
=

α

β
, Borda obtient l'équation

K2

k2

udu

g

∫ ef

ab

αds

y
+

k2 − K2

k2
× u2

2g
dx − xdx = 0.Pour en failiter une omparaison ultérieure ave elles obtenues par D'Alembert, nouspréférerons y faire apparaître plus expliitement la fore vive u2

2g
de la tranhe inférieuredu �uide. Après division de l'équation par dx, il vient don :
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αds

y
× d
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+
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)

u2

2g
= x. (11)328 Borda, Ibid. note 326, art. 2, p. 582.



156 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783L'étape suivante de notre présentation des hypothèses des tuyaux urvilignes deD'Alembert et Borda onsisterait logiquement, d'un point de vue hronologique tout dumoins, à aborder l'hypothèse des tuyaux de �gure variable au ours du temps proposéepar D'Alembert dans le Mémoire 51 � IV de ses Opusules t. VI.Nous ferons ependant un bref intermède, ompte tenu du fait qu'Euler s'inté-resse dès 1755, dans son mémoire � Continuation des reherhes sur le mouvement des�uides �329, à l'éoulement d'un �uide dans un anal urviligne invariable. De même queD'Alembert dans le Mémoire 4 et le Mémoire 51 � IV, sa démarhe revient, 'est là equi nous intéresse, à appliquer les outils de l'approhe analytique pour la mise en équa-tion du mouvement à l'intérieur d'un tel tuyau � il la présente lui-même omme unetentative de résolution, dans un as partiulier, des élèbres équations de son mémoire� Prinipes generaux du mouvement des �uides �330. Nous verrons que son approhe,dont nous aurons, par là-même, l'oasion de présenter les grandes lignes, nous aideradans notre travail de omparaison entre les di�érentes hypothèses unidimensionnellesexaminées dans le adre de la rise de l'hydrodynamique des années 1770.Euler et la mise en équation du mouvement à l'intérieur d'unanal urviligne in�niment étroitDans son mémoire � Continuation des reherhes sur le mouvement des �uides �,Euler onsidère don un �uide, ompressible dans un premier temps, s'éoulant331� dans un tuyau [. . . ℄ dont l'amplitude soit partout quasi in�niment petite, [mais℄néanmoins variable, e qui [. . . ℄ tiendra lieu de la seonde équation tirée de laontinuité du �uide �.Il dé�nit, à l'intérieur de e tuyau, un � endroit �xe � et un � endroit quelonque �332, lepremier étant aratérisé par une setion m, une densité δ et une vitesse du �uide u nedépendant que du temps t, le seond par une setion y ne dépendant que du lieu, 'est-à-dire de l'absisse urviligne s (dé�nie par la relation ds =
√

dx2 + dy2 + dz2, ave x,
y, z les trois oordonnées d'espae artésiennes, pour employer le terme moderne), etpar une densité q ainsi qu'une vitesse du �uide v dépendant à la fois du temps et dulieu333.329 Euler, � Continuation des reherhes sur le mouvement des �uides �, HAB année 1755 (1757),p. 316-361 ; Opera Omnia, série II, vol. 12, p. 92-132 (E227).330 Euler, HAB année 1755 (1757), p. 274-315 ; Opera Omnia, série II, vol. 12, p. 54-91 (E226).331 Euler, Ibid. note 329, art. XIX, p. 325.332 Euler, Ibid. note 329, art. XIX, p. 325.333 Nous avons ii modi�é la nomenlature originale du mémoire d'Euler a�n de failiter la omparaisonde ses résultats ave eux de Borda, D'Alembert et D. Bernoulli dans la suite du hapitre : dans ledétail, les notations m, δ, u, y, v ont respetivement été substituées aux notations d'origine f2, ϕ, ω,



CHAPITRE V : LES HYPOTHÈSES DES TUYAUX CURVILIGNES 157La quantité de �uide renfermée à l'instant t dans une ertaine portion du tuyaude longueur l (et de setion m en amont) vaut ∫
l

qyds. A l'instant t + dt, sahant quela densité q devient q +
dq

dt
dt, la quantité de �uide renfermée dans la même portionorrespond à

∫

l

(

q +
dq

dt
dt

)

yds,terme auquel il faut par ailleurs :� ajouter la petite portion qyvdt orrespondant à l'espae vdt parouru par le �uideen aval de la longueur l,� et soustraire la petite portion δmudt orrespondant à l'espae udt parouru enamont de la longueur l.Euler obtient ainsi
∫

l

qyds =

∫

l

(

q +
dq

dt
dt

)

yds + qyvdt − δmudt,'est-à-dire
yqv = muδ −

∫

y
dq

dt
ds.Pour établir la seonde équation du mouvement, il onsidère un parallélépipèdeélémentaire de �tés dx, dy et dz dans e tuyau, soumis aux omposantes P , Q et R de lafore aélératrie selon les trois diretions x, y et z, et y applique, 'est là une variante desa méthode de mise en équation dans son mémoire � Prinipes generaux du mouvementdes �uides �, une version rapportée à l'élément urviligne ds =

√

dx2 + dy2 + dz2 duprinipe aujourd'hui onnu sous le nom de seonde loi de Newton. Sahant que� e volume in�nitésimal subit le di�érentiel de pression dp

q
� rappelons que l'ap-prohe d'Euler, à la di�érene de elles de D'Alembert, Borda, et D. Bernoulli,repose sur la prise en ompte du onept de pression interne : nous y reviendronsdans le hapitre VIII, intégralement dédié à la question �,� qu'il s'y exere l'e�ort élémentaire Pdx + Qdy + Rdz, 'est-à-dire gdx dans le asd'un �uide soumis à la seule aélération de la pesanteur g,� et qu'il se voit animé par l'aélération dv

dt
+ v

dv

ds
(es deux termes orrespondantrespetivement à la dérivée de la vitesse par rapport au temps, indépendammentdes variables d'espaes, et à la dérivée de la vitesse par rapport au temps, lesvariables d'espae se trouvant prises en ompte),il vient

dp

q
= gdx − ds

dv

dt
− vdv.

r2, γ.
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yqv = mδu −
∫

y
dq

dt
ds,

dp

q
= gdx − ds

dv

dt
− vdv,

(12)a�rme-t-il dès lors, � renferme toutes les déterminations du mouvement du �uide parle tuyau �334 urviligne in�niment étroit onsidéré.Ce système de deux EDP, Euler doit, nous l'avons déjà mentionné dans le hapitre I,� avoüer, que dans ette grande étenduë on ne sauroit [en℄ déouvrir l'intégrale �335. Ilse restreint don à un as d'étude plus simple : l'éoulement d'un �uide inompressible.Les densités q et δ devenant alors égales et onstantes � nous les prendrons égales à 1,omme le font D'Alembert et Borda �, le système (12) devient






yv = mu,

dp = gdx − ds
dv

dt
− vdv.En injetant la première équation, l'équation de ontinuité, à l'intérieur de la seonde,puis en intégrant le tout sur l'ensemble du anal, Euler obtient ainsi l'équation suivantepour l'éoulement d'un �uide dans un tuyau urviligne in�nitésimal de �gure invariable,

p

g
= x − 1

g

(

du

dt

)
∫

mds

y
− m2

y2
× u2

2g
+ C, (13)équation dans laquelle � la onstante � C, selon lui, � peut renfermer le tems t �336 �e détail, omme nous le verrons, aura son importane.Passons à présent à l'hypothèse des tuyaux de �gure variable, telle qu'elle se trouveformulée par D'Alembert dans le Mémoire 51, � IV de ses Opusules t. VI (1773).L'hypothèse des tuyaux urvilignes variables de D'AlembertL'idée de D'Alembert onsistant à faire varier la forme des tuyaux urvilignes ap-paraît pour la première fois, omme nous venons de le voir, dans le Mémoire 4 deses Opusules t. I (1761). Elle est par ailleurs à nouveau évoquée dans l'� Avertisse-ment � onluant la partie dédiée aux éoulements de la seonde édition de son Traitédes �uides (1770). Le savant y explique en e�et que, selon lui, les � �lets ou tuyaux�tifs doivent vraisemblablement varier à haque instant �337. Comme nous le montre334 Euler, Ibid. note 329, art. XXIV, p. 328-329.335 Euler, Ibid. note 329, art. XXV, p. 329.336 Euler, Ibid. note 329, art. XXVI, p. 330.337 D'Alembert, Traité des �uides, Paris, 1770, Avertissement, p. 214.



CHAPITRE V : LES HYPOTHÈSES DES TUYAUX CURVILIGNES 159sa orrespondane ave Lagrange, il s'attèle à sa formulation théorique dans le ourantde l'année 1771, année dont les premiers mois, rappelons-le, se trouvent marqués parune vive querelle entre Borda et Bossut à la suite de la présentation, par e dernier,de son Traité élémentaire d'hydrodynamique devant l'Aadémie des sienes de Paris.Sa nouvelle méthode de mise en équation des éoulements, fondée sur ette hypothèsedes tuyaux variables, paraît �nalement en 1773, dans le Mémoire 51 � IV des Opusulest. VI.D'Alembert y part d'abord du postulat selon lequel338� la surfae supérieure d'un Fluide qui se meut dans un Vase, demeur[e℄ toujourssensiblement horizontale �Il propose ensuite (voir la Fig. XV)339� d'imaginer un tuyau in�niment étroit, ABOo (. . . ), lequel tuyau ABOo deviennedans l'instant suivant une autre �gure, omme abγid �.PSfrag replaements
A B

Oo

p r
st

b

γ

i

dFig. XIV � Tuyau urviligne de �gure ABOo àl'instant t et de �gure ABbγido àl'instant t + dt.Soit un élément de �uide quelonque, assimilable à une tranhe et perpendiulaire auxparois de e tuyau, soient y et v =
um

y
ses setion et vitesse à l'instant t de l'éoulement,ave m et u les setion et vitesse d'une tranhe de référene dans le tuyau, la méthodede D'Alembert onsiste à onsidérer qu'au bout de l'intervalle de temps dt, les setions

m et y de es tranhes de �uide deviennent respetivement m + δm et y + δy + dy :� δm désigne la variation de la setion m de la tranhe de référene � �xe dansl'espae, par dé�nition � à hauteur onstante dans le vase, 'est-à-dire sa variationen fontion du temps t ;� δy désigne la variation de y à x onstante, 'est-à-dire sa variation en fontiondu temps t, dy sa variation onséutive à l'avanée de la tranhe dans le vase desetion variable, 'est-à-dire sa variation dans le as stationnaire.338 D'Alembert, Opusules t. VI, Paris, 1773, Mémoire 51 � IV, art. 4, p. 380-381.339 D'Alembert, Ibid. note 338.



160 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Partant de là, il proède à la di�érentiation de la vitesse v en fontion des trois variables
u, m et y, e qui le onduit à l'expression suivante de l'inrément de vitesse dv aquispar la tranhe orrespondante à l'instant t + dt de l'éoulement :

dv =
mdu

y
+

uδm

y
− umdy

y2
− umδy

y2
. (14)En injetant ette expression dans l'équation

∫ o

A

(

g − dv

dt

)

dx = 0dérivant, selon sa théorie, le mouvement du �uide à l'intérieur d'un tel tuyau � voirle hapitre II �, il parvient à
m2udu

kdx

∫ o

A

dx

y
+

u2mδm

kdx

∫ o

A

dx

y
− m2u2

∫ o

A

dy

y3
− m2u2

kdx

∫ o

A

dxδy

y2
=

∫ o

A

gdx,'est-à-dire
K2

k2

∫ o

A

kdx

y
× d

dx

(

u2

2g

)

+

(

1 − K2

k2

)

u2

2g
− K2u2

kdx

∫ o

A

dxδy

y2
= x, (15)après avoir posé δm = 0 puis m = K, de telle sorte que u orresponde à la vitesse de latranhe inférieure.Il s'agit là, selon D'Alembert, de l'équation du mouvement de la tranhe inférieuredans l'hypothèse des tuyaux urvilignes de forme variable.D'un point de vue mathématique, la tradution, par D'Alembert, de la variation dela �gure des anaux urvilignes au ours du temps proède de l'emploi du alul auxdi�érenes partielles, et se situe don, omme nous venons de l'expliquer, dans la onti-nuité de l'approhe, intermédiaire entre l'analytique et l'unidimensionnel, développéedans le Mémoire 4 des Opusules t. I (1761). La prise en ompte des variations de lasetion y à x et t onstants, telle qu'elle se voit introduite dans le Mémoire 51 � IV,équivaudrait en e�et, en termes modernes, à onsidérer les quantités δy et dy ommeles oe�ients di�érentiels partiels résultant de la di�érentiation de y en fontion de xet t, de telle sorte que

δy =
∂y

∂t
dtet

dy =
∂y

∂x
dx.Supprimer la dépendane temporelle de la setion y du tuyau revient ainsi à travaillersur une fontion de la seule variable x. L'inrément de vitesse dv, donné par la formule(14) dans le as variable, s'érit alors

dv =
mdu

y
− umdy

y2
.
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∫
(

g − dv

dt

)

dx = 0onduit logiquement à l'équation (11) obtenue par Borda dans le adre de l'hypothèsedes tuyaux invariables.D'un point de vue physique, la formulation de ette nouvelle hypothèse montreque D'Alembert a onsiene qu'un éoulement instationnaire ne peut être dérit enassimilant le �uide à un solide déformable. Toutefois, la leture du Mémoire 57 � IXdes Opusules t. VIII (1780), dans lequel le savant proède à son appliation, laisse àpenser que son prinipal objetif est surtout de ontester di�érents points de la théorieproposée par Borda dans son � Mémoire sur l'éoulement �.Le premier d'entre eux est la théorie des pertes de fores vives, sur laquelle nousreviendrons dans le hapitre VII. Le seond onerne la valeur théorique de la vitessed'un �uide au sortir d'un vase : il onstitue une question ruiale du point de vue de laonordane entre la théorie et l'expériene. Dans le Mémoire 57, D'Alembert aborde eproblème dans l'hypothèse des tuyaux invariables, variables, et dans elle du parallélismedes tranhes : les � I à V, le � VI, le � VIII et le � IX leur sont onsarés. Compte tenude la présene simultanée de es trois adres d'étude distints, il onvient don d'abordde se faire une idée de leurs di�érenes et de leurs singularités théoriques respetivesvis-à-vis de la question générale de l'éoulement dans un vase de setion variable, peréd'un ori�e en son fond. Nous verrons ensuite dans quelle mesure elles permettent derépondre aux enjeux de la rise de l'hydrodynamique des années 1770.2. Les hypothèses des tuyaux urviligneset les enjeux théoriques de larise de l'hydrodynamique des années 1770Comparaison des trois hypothèses : parallélisme des tranhes,tuyaux urvilignes variables et invariablesComparer les trois hypothèses à la disposition des savants dans le adre d'une ap-prohe théorique unidimensionnelle des éoulements néessite de revenir à la premièred'entre elles, elle du parallélisme des tranhes.Dans l'Hydrodynamique et la première édition du Traité des Fluides (1744), D. Ber-noulli et D'Alembert proèdent, grâe à elle, à la mise en équation du mouvement d'un�uide à l'intérieur d'un vase de setion variable, le premier par le biais du prinipe deonservation des fores vives, le seond en employant son prinipe de la dynamique. Ils



162 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783parviennent tous deux à la même équation, à savoir340
K2

k2

∫

kdx

y
× d

dx

(

u2

2g

)

+

(

1 − K2

k2

)

u2

2g
= x, (16)dans laquelle u désigne la vitesse de la tranhe inférieure de �uide.La omparaison de ette dernière équation (16) ave elle (11) de Borda dans le� Mémoire sur l'éoulement � et elle (15) de D'Alembert dans le Mémoire 51 � IV et leMémoire 57 � IX, montre que, quelle que soit l'hypothèse employée, le résultat obtenuest de la forme

Φ +

(

1 − K2

k2

)

u2

2g
= x. (17)Dans le as du parallélisme des tranhes, le terme Φ vaut

Φ(x, k,K) =
K2

k2

∫

kdx

y
× d

dx

(

u2

2g

) ,l'intégrale s'appliquant au volume total de �uide dans le vase � y désigne don ii lasetion du vase à la hauteur x. Dans l'hypothèse des tuyaux invariables, il vaut
Φ(x, k,K) =

K2

k2

∫

αds

y
× d

dx

(

u2

2g

) ,l'intégrale s'appliquant au volume de �uide s'éoulant dans l'un quelonque des tuyauxurvilignes � s, y et α désignent respetivement l'absisse urviligne, la setion à lahauteur x et la setion supérieure de e tuyau. Dans elle des tuyaux variables, ilorrespond à la somme de deux quantités : la première, Φx, orrespond au terme Φdans l'hypothèse des tuyaux invariables, la seonde Φt dépend du temps t � de part laprésene du terme δy � et vaut
Φt(t, x, k,K) = −K2u2

kdx

∫

dxδy

y2
.L'équation (13) obtenue par Euler ne dérit pas, quant à elle, l'éoulement d'un volumede �uide délimité par deux surfaes libres omme hez D. Bernoulli, D'Alembert etBorda, mais elui d'un volume indé�ni de �uide à l'intérieur d'un anal in�nimentétroit de longueur in�nie � nous ferons don abstration du terme de pression p

g
. Ellen'en onduit pas moins, ependant, en plus du terme en u2

2g
et du terme x, à une sommede deux quantités : la première Φt, apparaissant sous la forme de la onstante C(t),dépend du temps t, la seonde, Φx, s'érit

Φx(k,K) =
1

g

(

du

dt

)
∫

mds

y
,340 Cf. D. Bernoulli, Hydrodynamique, set. III, � 6, p. 33 ; D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition,Paris, 1744, Livre II, art. 105, p. 88.



CHAPITRE V : LES HYPOTHÈSES DES TUYAUX CURVILIGNES 163ave s l'absisse urviligne, y une setion quelonque du tuyau et m la setion au niveaude laquelle le �uide s'éoule ave la vitesse u.Si nous appliquions l'atuel théorème de Bernoulli le long d'une ligne de ourantreliant les surfaes supérieure et inférieure du �uide, nous obtiendrions, quant à nous,l'équation
∂ϕ(x, t)

∂t
+

(

1 − K2

k2

)

u2

2g
= x, (18)pour peu que l'éoulement puisse être supposé inompressible et irrotationnel. Le terme

∂ϕ(x, t)

∂t
aratérise un éoulement instationnaire. Il est respetivement nul et négli-geable dans le as d'un éoulement stationnaire ou quasi-stationnaire � 'est-à-diredans lequel les variables aratéristiques du mouvement évoluent su�samment lente-ment au ours du temps pour ne pas en dépendre.Compte tenu du fait que la forme des anaux urvilignes dépend expliitement dutemps dans l'hypothèse des tuyaux variables, la quantité Φt obtenue par D'Alembertdans le Mémoire 51 � IV et le Mémoire 57 � IX orrespond don à un équivalent de eterme ∂ϕ(x, t)

∂t
.Dans son mémoire � Continuation des reherhes sur le mouvement des �uides �,Euler obtient, quant à lui, une onstante d'intégration dont il est onsient qu'elle peutdépendre du temps : son terme C(t) orrespond don de même à un équivalent de laquantité ∂ϕ(x, t)

∂t
.Dans es deux as de �gure, D'Alembert et Euler mettent ainsi le doigt sur e quenous appelerions aujourd'hui le terme instationnaire de l'équation de Bernoulli.La quantité Φ � ou elle Φx véri�ant Φ = Φx + Φt �, onstitue, quant à elle, unproblème plus déliat.Quelle que soit l'hypothèse adoptée, D. Bernoulli, D'Alembert ou Borda onsidèrenten fait le �uide omme un empilement de solides déformables, les tranhes : elles-is'étendent sur la totalité de la largeur du vase dans le as de parallélisme des tranhes,ou sur la largeur d'un tuyau urviligne in�niment étroit dans les deux autres as de�gure. Cette façon de onevoir le mouvement du �uide les ontraint à tenir ompte duhemin dx (ou ds) parouru par es tranhes entre deux instants t et t + dt, et don del'évolution de v en fontion du temps t.Lorsque, dans son proessus de mise en équation du problème par le prinipe dela dynamique, D'Alembert di�érentie la vitesse v, 'est e�etivement, même si 'estimpliite, en fontion de t. Il obtient, pour preuve, dans le adre des hypothèses duparallélisme des tranhes et des tuyaux invariables, la relation

dv = d

(

mu

y

)

=
mdu

y
− umdy

y2
,dont le terme faisant intervenir l'inrément de vitesse du, une fois injeté et intégré



164 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783dans l'équation ∫ (g − dv

dt

)

dx = 0 onduit justement à la quantité Φ � l'autre termemenant à (1 − K2

k2

)

u2

2g
.L'appliation du prinipe de onservation des fores vives passe de même par ladi�érentiation de Nu2, de telle sorte que

d(Nu2) = Nudu + u2dN.Le premier terme Nudu onduit, de la même façon, à la quantité
Φ(x, k,K) =

K2

k2

∫

kdx

y
× d

dx

(

u2

2g

)dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, ave, rappelons-le, N =

∫

dx

y
.

Φ orrespond ainsi à l'intégrale des � progressions � de haque tranhe, entre deuxinstants du mouvement, à l'intérieur du vase ou du anal urviligne onsidéré. C'estd'ailleurs là l'expression employée par J. Bernoulli qui, dans son Hydraulique (1742),interprète le alul de Φ en terme de � progression instantanée � (� progressum momen-taneum �) ou de � distane parourue � (� progressu atuali �)341 par haque tranheau sein de la onduite d'éoulement.Cette dépendane de Φ, ou de Φx, par rapport à la variable temporelle est nette-ment plus expliite dans le mémoire � Continuation des reherhes sur le mouvement des�uides � d'Euler. Sa méthode, qui revient à se restreindre à l'hypothèse du parallélismedes tranhes à l'intérieur du anal onsidéré342, le onduit en e�et à un terme
Φx(k,K) =

1

g

(

du

dt

)
∫

mds

y
,dans lequel nous retrouvons la quantité N =

∫

mds

y
propre à l'hypothèse des tuyaux in-variables et nous voyons apparaître d

dx

(

u2

2g

) sous la forme 1

g

(

du

dt

). Ces deux dernierstermes n'en sont pas moins équivalents : il su�t, pour s'en onvainre, de remarquerque dt =
dx

u
, de telle sorte que

1

g

(

du

dt

)

=
1

g
× udu

dx
=

d

dx

(

u2

2g

) .Le terme Φ, ou Φx, dépend don de la variable temporelle t.Préisons par ailleurs que le parallélisme des tranhes et l'approximation des tuyaux341 J. Bernoulli, Hydraulique, Johannis Bernoulli Opera Omnia, vol. 4, 1742, Partie 2, art. III, p. 434.342 Dans le mémoire, Euler préise en e�et a posteriori s'être � fondé sur ette hypothese, que partoute l'étendüe de haque setion horizontale du vaisseau [anal℄ l'eau ait le même mouvement � (HABannée 1755 (1757), art. XXVII, p. 330).



CHAPITRE V : LES HYPOTHÈSES DES TUYAUX CURVILIGNES 165invariables onsistent respetivement à travailler sur des tranhes ou des tuyaux urvi-lignes dont la forme ne varie pas au ours du temps. Φ, ou Φx, orrespond par onsé-quent à l'équivalent d'un terme quasi-stationnaire dans l'équation de Bernoulli. Nousl'éririons, omme nous l'expliquions i-dessus, ∂ϕ(x, t)

∂t
et il véri�erait ∂ϕ(x, t)

∂t
≃ 0,e qui équivaut à a�rmer que le mouvement varie su�samment lentement par rapportau temps t pour que l'in�uene de ette dernière variable puisse être négligée. Dansl'hypothèse du parallélisme des tranhes et des tuyaux invariables, les termes du type

Φ(x, k,K) doivent don être nuls ou su�samment petits par rapport à l'autre terme
(

1 − k2

K2

)

u2

2g
dans les équations (16) et (11) pour que les onditions d'appliation del'atuelle loi de Bernoulli oïnident ave l'hypothèse de stationnarité de l'éoulement.Il en sera de même de Φx dans l'hypothèse des tuyaux variables de D'Alembert et dansle adre d'étude d'Euler dans son mémoire � Continuation des reherhes sur le mouve-ment des �uides �, 'est-à-dire dans les équations (13) et (15), si e n'est qu'il subsisterales termes non-stationnaires C(t) et Φt(t, x, k,K) = −K2u2

kdx

∫

dxδy

y2
.Les hypothèses des tuyaux urvilignes et la questionde la onordane entre théorie et expérieneNaturellement, les savants de l'époque onsidèrent di�éremment le problème. Ils nesont toutefois pas moins onsients de son enjeu.Ils disposent en e�et d'un résultat on�rmé par l'expériene et admis de tous, selonlequel la vitesse du �uide s'éhappant d'un petit ori�e peré au fond d'un vase ylin-drique est due au poids de la hauteur x de �uide les surplombant, 'est-à-dire véri�e

u =
√

2gx343. Cette valeur orrespond justement à la solution donnée par le théorème deBernoulli dans le as quasi-stationnaire (∂ϕ(x, t)

∂t
≃ 0

). Elle orrespond également à lasolution des équations (16) et (15), pour peu que Φ puisse être supposé négligeable. Ceterme devient don, à ette époque, un ritère d'évaluation de la validité de l'hypothèseemployée. C'est là le prinipal objetif de la représentation de l'éoulement adoptée parBorda qui, à l'issue de la mise en équation du mouvement dans ses tuyaux urvilignes,onlut que pour344 :� déterminer par la solution générale la vitesse du �uide à sa sortie du vase, il343 Rappelons qu'il s'agit de la loi de Torrielli énonée par le savant italien du même nom dans sonDe Motu Aquarum publié à Florene en 1644, lequel fait partie du Livre II du traité intitulé De motugravium naturaliter desendentium et projetorum libri duo. Voir, pour plus de détails, M. Blay, Lasiene du mouvement des eaux de Torrielli à Lagrange, Belin, Paris, 2007.344 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 5, p. 584-585. Les rohetsindiquent que les notations des expressions qu'ils renferment ont été modi�ées a�n de failiter l'intelli-gibilité de l'extrait : voir, pour le détail de es modi�ations, la note 327.



166 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783faudroit onnoître la quantité [∫ αdx

y

], 'est-à-dire le mouvement des moléulesontenues dans le vase, mais 'est à quoi les Géomètres n'ont enore pu parvenir :ainsi la solution que nous avons donnée est enore très-inomplète, & on ne peutla regarder omme exate que dans le as où le terme [K2

k2

∫

αdx

y
× d

dx

(

u2

2g

)]peut être négligé, 'est-à-dire lorsque l'ori�e [inférieur℄ est fort petit, eu égard àla apaité du vase �.Dans le Mémoire 57 � V, D'Alembert explique de même que, dans l'hypothèse du pa-rallélisme des tranhes, � la détermination de la vitesse du �uide, dépend de la quantité
∫

dx

y
�345, 'est-à-dire du terme K2

k

∫

dx

y
× d

dx

(

u2

2g

).Dans l'étude du mouvement d'un �uide dans un vase peré d'un ori�e en son fond,sa démarhe et elle de Borda onsistent don �nalement, en termes atuels, à évaluer etombler l'éart existant entre leurs hypothèses et la solution idéale donnée par l'applia-tion de l'atuel théorème de Bernoulli dans le as stationnaire. Ils se restreignent, poure faire, au as d'un ori�e inférieur de setion su�samment petite pour que le terme Φpuisse être négligé, e qui revient à onsidérer e que nous appelons un éoulement deTorrielli.Dans le Mémoire 57 � IX, D'Alembert travaille dans un ontexte théorique di�é-rent. Comme nous le notions à l'instant, son hypothèse des tuyaux variables le onduite�etivement à l'apparition d'un autre terme,
Φt = −K2u2

kdx

∫

dxδy

y2
,traduisant, dans le langage moderne, le aratère instationnaire de son nouveau adred'étude. Celui-i, omme nous le savons de nos jours, n'a pas voation à disparaître, et'est bien là le sens du onstat de D'Alembert, qui a�rme qu'il346� résulte d'abord de ette supposition que la vitesse du �uide à la sortie d'un vaseordinaire peré d'une petite ouverture, peut n'être pas exatement [√2gx

] �.Partant de son équation du mouvement dans ette hypothèse, à savoir
m2udu

kdx

∫

dx

y
+

u2mδm

kdx

∫

dx

y
− m2u2

∫

dy

y3
− m2u2

kdx

∫

dxδy

y2
=

∫

gdx,ou
K2udu

kdx

∫

dx

y
− K2u2

∫

dy

y3
− K2u2

kdx

∫

dxδy

y2
=

∫

gdx,ave m = K et δm = 0 � de telle sorte que u orresponde à la vitesse de la tranheinférieure du �uide �, puis se restreignant à l'étude d'un vase peré d'un ori�e de345 D'Alembert, Opusules, t. VIII, 1780, Mémoire 57, � V, art. 1, p. 80.346 D'Alembert, Opusules, t. VIII, 1780, Mémoire 57, � IX, art. 2, p. 151.
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−K2u2

∫

dy

y3
= K2

(

1

K2
− 1

k2

)

u2

2
≃ u2

2
,D'Alembert obtient

∫

gdx =
u2

2
− K2u2

kdx

∫

dxδy

y2
,'est-à-dire

u2 = 2gx +
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.Cette valeur, qui orrespond au arré de la vitesse du �uide au sortir d'un vase � peréd'une très-petite ouverture �347, D'Alembert s'attahe don à montrer qu'elle est � estsensiblement égal[e℄ à [2gx℄ �348. Il herhe ainsi à s'assurer que sa méthode, ii res-treinte à l'étude d'un éoulement stationnaire ompte tenu de la très petite taille del'ori�e, onduit à la bonne valeur, on�rmée par l'expériene, de la vitesse de sortie du�uide.� Il n'en serait ependant pas de même �, préise-t-il, � si le vase étoit de �guretrès-irrégulière, ou même simplement non-ylindrique �349, avant d'ajouter, quelquesartiles plus loin, que la même remarque � s'applique évidemment aux vases submergésdans des �uides ou perés de plusieurs diaphragmes �, ar le mouvement d'une ertainepartie du �uide doit y � être très irrégulier �350. Le manque de résultats expérimentauxne lui permet toutefois pas de tranher la question.D'Alembert, en somme, ré�éhit don ii sur l'in�uene de son nouveau terme Φtsur les solutions théoriques obtenues à partir des hypothèses du parallélisme et destuyaux invariables. Il se méprend malheureusement sur sa véritable signi�ation phy-sique, omme nous le verrons en détail dans le hapitre VII, en le présentant ommeune quantité supplémentaire permettant de réfuter la théorie des pertes de fores vivesde Borda.Conluons, pour l'heure, que es di�érentes hypothèses n'apportent don rien d'autrequ'un ritère permettant d'évaluer leur validité dans un nombre très réduit de pro-blèmes, ompte tenu des rares résultats expérimentaux disponibles. Le bilan de estentatives d'amélioration de l'approximation fondant l'approhe unidimensionnelle deséoulements ne débouhe même que sur un unique résultat dont les hydrodynamiiensavaient par ailleurs déjà onsiene avant que Borda ne fasse onnaître ses reherhesen 1766 : la théorie ne s'aorde ave l'expériene que dans le as d'un vase peré d'unori�e de très petite taille.347 D'Alembert, Ibid. note 346, art. 9, p. 154.348 D'Alembert, Ibid. note 346, art. 9, p. 154.349 D'Alembert, Ibid. note 346, art. 10, p. 154.350 D'Alembert, Ibid. note 346, art. 16, p. 156.



168 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Lorsque D'Alembert, dans la première édition de son Traité des Fluides (1744),énone le résultat onluant son étude du mouvement d'un �uide à l'intérieur un vasede setion variable dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, 'est e�etivementave le soin d'apporter ette préision sur la taille de l'ori�e inférieur : � le Fluide �,érit-il351,� sort quand l'ouverture est fort petite, ave une vitesse qui est la même que ellequ'il auroit aquise, en tombant d'une hauteur égale à elle de la surfae supérieuredu Fluide au-dessus de l'ouverture �,'est-à-dire ave la vitesse √2gx. Dans l'Histoire de l'Aadémie royale des sienes deParis pour l'année 1766, l'auteur du ompte rendu sur le � Mémoire sur l'éoulement �préise de même que352� L'équation à laquelle M. de Borda parvient par ette méthode, ne di�ère deelle des solutions de M.rs Bernoulli & d'Alembert, que par le seul terme qui estrelatif à la quantité de l'ouverture par où s'éoule le �uide (. . . ), mais malgré ettedi�érene, la solution même de M. de Borda ne peut être regardée omme exate,que lorsque ette ouverture est très-petite �.Cette limite des solutions théoriques deviendra d'ailleurs un résultat à proprement par-ler. Il ne s'agira plus de tenter de le dépasser, mais d'a�ner le ritère orrespondant.Dans son Traité élémentaire d'hydrodynamique (1771), l'abbé Charles Bossut s'attaqueainsi à la question par le biais de l'expériene, e que n'avait pas fait Borda dansson � Mémoire sur l'éoulement �. Plut�t que de iter diretement et ouvrage, nouspréférerons néanmoins donner un extrait, plus signi�atif du point de vue de la risede l'hydrodynamique, puisque tiré de l'Enylopédie Méthodique. Marine, 'est-à-diredes trois volumes 160, 161 et 162 de l'Enylopédie Méthodique rassemblant l'état desonnaissanes destinées, omme son nom l'indique, à l'usage des marins. L'artile quinous intéresse, à savoir l'artile � Fluide �, entrée � Fluides. (mouvement des) �353, ap-partient au seond de es trois volumes, publié en 1786. Il est signé par Niolas-ClaudeDuval-Leroy (1731-1810), professeur de mathématiques à l'Eole d'artillerie de Marinede Brest durant une grande partie de sa arrière354. Faisant justement référene au Traitéélémentaire d'hydrodynamique, e dernier y résume ainsi la question de la déterminationde la vitesse du �uide s'éhappant d'un vase peré d'un ori�e en son fond355 :351 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 108, p. 89.352 HARS 1766, 1769, p. 144.353 Enylopédie Méthodique. Marine, vol. 2, 1786, art. � Fluide �, entrée � Fluides. (mouvement des) �,signé (Y) � il s'agit de la signature de Duval-Leroy dans et ouvrage �, p. 328-340.354 Son nom reste aujourd'hui assoié à la tradution française du Traité d'optique de R. Smith,publiée en 1767355 Ibid. note 353, p. 329.



CHAPITRE V : LES HYPOTHÈSES DES TUYAUX CURVILIGNES 169� la vîtesse d'un �uide qui s'éhappe d'un vase par un ori�e in�niment petit, estla même que elle qu'aquerroit un orps pesant, en tombant d'une hauteur égaleà elle du �uide au-dessus de l'ori�e.Tout e qu'on vient de voir est enore vrai dans les as des ori�es horizontaux degrandeur �nie, pourvu qu'ils n'exèdent pas la vingtième partie d'une setion duvase. Car, suivant M. l'abbé Bossut, la vîtesse du �uide, est sensiblement la mêmeque si et ori�e étoit in�niment petit �.Il poursuit quelques lignes plus loin, en a�rmant que356 :� Si la grandeur des ori�es passe la limite assignée i-dessus, on ne peut plussupposer que la vîtesse de l'éoulement est due à la hauteur du �uide au-dessus del'ori�e, & par onséquent la détermination préédente devient fautive. Il devientalors di�ile de trouver la vîtesse ave laquelle le �uide s'éhappe �.Si Duval-Leroy fait longuement mention de la méthode de mise en équation del'éoulement dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, il ne dit par ailleurs auunmot de l'hypothèse des tuyaux invariables de Borda, ou de elle des tuyaux variablesdu Mémoires 51 � IV, et du Mémoire 57 des Opusules de D'Alembert � qu'il n'a trèsertainement jamais lus.Ces deux nouvelles approximations n'apportent ainsi auun progrès vis-à-vis de laquestion de la onordane entre théorie et expériene. Elles ne onstituent pas mêmeun moyen d'a�ner leurs expressions théoriques des vitesses d'éoulement. Il aurait ef-fetivement fallu, pour e faire, que les savants soient en mesure de aluler le terme
Φ, 'est-à-dire les intégrales ∫ αds

y
et ∫ dxδy

y2
, e qui suppose de onnaître l'équation

y(x) des parois du anal urviligne orrespondant. Cette question onstituait déjà unproblème dans le as de l'hypothèse du parallélisme des tranhes, puisque le terme Φ faitde même intervenir une quantité ∫ dx

y
indéterminable sans l'équation y(x) des paroisdu vase étudié.Il s'agit, en somme, d'une nouvelle impasse théorique. L'appliation, par D'Alem-bert, des outils mathématiques employés dans le adre de son approhe analytique deséoulements, lui permettent bien de dé�nir e que nous appellerions des tubes de ourantstationnaires, de mettre le doigt sur le déalage existant entre es tubes stationnaires etles trajetoires du �uide dans le as instationnaire. Ces innovations n'apportent néan-moins auun progrès déisif dans le adre de la rise de l'hydrodynamique des années1770.La mise en équation dans l'hypothèse des tuyaux urvilignes proposée par Borda serévèle aussi infrutueuse. Censée, de l'aveu de l'auteur, onstituer une approximation� plus vraisemblable �357 ar plus prohe des trajetoires dans les parties � voisines de356 Ibid. note 353, p. 329.357 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 1, p. 580.



170 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783l'ori�e �358, elle ne permet pas de lever � la grande inertitude de ette partie de lathéorie des �uides �359.Borda ne propose pas moins, dans le même érit, une véritable petite révolution enhydrodynamique : en abordant ave suès, tant du point de vue théorique qu'expéri-mental, la question de la prise en ompte du rapport de ontration de la veine pourertains types d'ajutage, il résout en e�et l'une des prinipales di�ultés posées par ladétermination de la vitesse d'un �uide au sortir d'un vase peré d'un ori�e.Il adresse, dans le même temps, deux ritiques diretes à l'enontre des résultats deD. Bernoulli et de D'Alembert dans l'Hydrodynamique et le Traité des �uides, oner-nant la valeur, au ommenement du mouvement, de la fore aélératrie animant lessurfaes supérieure et inférieure d'un �uide s'éoulant à l'intérieur d'un vase ylindriqueperé d'une ouverture en son fond. Ces ritiques, assoiées à sa volonté de franhirl'obstale théorique résultant de ses reherhes sur l'hypothèse des tuyaux urvilignes,pousseront D'Alembert vers un réexamen omplet de sa théorie unidimensionnelle de1744 pour e problème dans les � I à V, la première partie du � VII � la seonde étantintégralement dédiée, rappelons-le, au prolongement de ses travaux dans le adre del'approhe analytique : voir le hapitre IV �, ainsi que le � VIII du Mémoire 57 desOpusules t. VIII. Il revient également, motivé par les progrès aomplis par Borda, surla question de la ontration de la veine dans le � VI du mémoire.Nous traiterons ainsi, dans le hapitre suivant, des di�érentes faettes de sa théoriepour l'éoulement d'un �uide dans un vase ylindrique peré d'un ori�e en son fond.Nous serons, e faisant, à même d'étudier ertaines notions déjà présentes dans son traitéde 1744 : la ténaité et l'adhérene du �uide, sa théorie des � parties stagnantes �, lespremiers instants d'un éoulement. Leur examen dans e ontexte de polémique aveBorda nous permettra de donner un premier état des lieux onernant sa façon de one-voir, physiquement, le omportement d'un �uide en mouvement. Ce premier panoramasera ensuite omplété, dans les hapitres VII et VIII, par l'étude du statut de la loileibnizienne de ontinuité et du prinipe de onservation des fores vives ainsi que parl'examen de la dé�nition du onept de pression dans les deux éditions de son Traitédes �uides et le Mémoire 57 de ses Opusules t. VIII.
358 Borda, Ibid. note 357.359 Borda, Ibid. note 357, p. 579.



Chapitre VI. LE PROBLÉME DE L'ÉCOULEMENTD'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUEPERCÉ D'UN ORIFICE EN SON FONDLe Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780) de D'Alembert est, pour une large part,onsaré à l'étude unidimensionnelle du mouvement d'un �uide dans un vase ylindriqueperé d'un ori�e en son fond. L'une des raisons de son retour, pour le moins onséquent,sur ette question, tient aux ritiques adressées par Borda ontre la première édition deson Traité des �uides (1744). Ce dernier parvient en e�et, dans l'hypothèse des tuyauxurvilignes, à des résultats di�érents de eux de son prédéesseur pour e qui onernela fore aélératrie animant les surfaes supérieure et inférieure du �uide dans lespremiers instants du mouvement � voir le hapitre III, p. 87. D'Alembert donne sespremiers éléments de réponse dans la seonde édition de son Traité des �uides (1770).Il ne se ontente pas de rétorquer point par point aux remarques de son ontraditeur,mais propose de nouvelles méthodes pour aboutir sur ette question. Certaines d'entreelles sont totalement nouvelles, d'autres onstituent des extensions d'idées déjà présentesdans la première édition de l'ouvrage. L'essentiel tient sous la forme de deux ajouts auxart. 109 et 112 de son traité de 1744. C'est a priori peu de hoses, six pages au total :six pages dont il sera toutefois fort di�ile de se passer pour aborder les travaux duMémoire 57, qui en onstitue un prolongement diret. En d'autres termes, les réponsesthéoriques du savant de 1780 datent, sur le fond, de la période de rédation des ajoutsde la seonde édition du Traité des �uides, 'est-à-dire de la tranhe d'années 1766-1770.Les ritiques de Borda à l'enontre de ses résultats de 1744 ne onstituent toutefoispas la raison prinipale de son retour sur le problème. Elles motivent sans auun doute ladéfense de sa théorie et orrespondent à un �l onduteur dans les di�érents paragraphesdu Mémoire 57 dédiés à la question, à savoir les � I à V, la première moitié du � VII et le� VIII. Il n'en reste pas moins que les axes de reherhe développés par D'Alembert dansle adre de ette polémique orrespondent avant tout à des sauf-onduits onséutifs àl'éhe des di�érentes versions de l'hypothèse des tuyaux urvilignes pour e qui estde la oniliation entre théorie et expériene. Désireux de se sortir de ette nouvelleimpasse, le savant propose en e�et deux éhappatoires.Le premier onsiste en la dé�nition d'une nouvelle hypothèse intermédiaire entre elledu parallélisme des tranhes et elle des tuyaux invariables. Il s'agit, plus préisément,de justi�er l'existene de parties stagnantes de �uide au fond du vase en partant de laseonde approximation, puis d'utiliser les ontours de es parties a�n de dé�nir un vase�tif à l'intérieur duquel restreindre le parallélisme des tranhes.Le seond onsiste à étudier le problème aux � premiers instants � de l'éoulement,e qui présente notamment l'avantage de garantir l'horizontalité de la surfae supérieure,



172 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783et par là-même, la rédibilité de son hypothèse intermédiaire.L'étude de es deux prinipaux aspets de ses reherhes dans la seonde éditiondu Traité des �uides (1770) et le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780) ne débou-hera pas diretement sur la mise en avant d'une thèse générale sur le traitement dee problème par D'Alembert, ou sur sa oneption physique d'un tel éoulement. Nousaurons e�etivement besoin, pour e faire, de proéder à l'examen du statut de la loide ontinuité, des onditions d'appliation du prinipe de onservation des fores vives,et du onept de pression � es deux questions seront respetivement traitées dans leshapitres VII et VIII. Nous aurons, en revanhe, l'oasion d'aborder l'étude de notionsimportantes dans sa théorie des éoulements passées sous silene par l'historiographie.Son premier axe théorique, elui des parties stagnantes, nous initera à examiner leonept, plut�t obsur dans la première édition du Traité des �uides, de � ténaité etd'adhérene des partiules de �uide entre elles �, à prendre onsiene de son impor-tane vis-à-vis de sa façon de représenter le omportement physique d'un �uide dans leas unidimensionnel. Le seond nous permettra de montrer que es premiers instantsde l'éoulement orrespondent à e que nous appellerions aujourd'hui la phase transi-toire du mouvement. Compte tenu du fait que es deux aspets de ses reherhes surle problème du vase ylindrique s'insrivent dans le adre de la polémique l'opposant àBorda, nous les traiterons, ela va sans dire, également sous et angle.Nous verrons, dans le même temps, que les expérienes rapportées par Bossut dansle Traité élémentaire d'hydrodynamique (1771) onstituent une référene sur laquelleD'Alembert s'appuie onstamment, et souvent de façon impliite, pour justi�er sesidées théoriques et répondre aux ritiques de Borda. Nous terminerons d'ailleurs ehapitre en évoquant la question de la ontration de veine. Cette question revêt uneimportane apitale pour e qui touhe à la onordane entre théorie et expérienedans le problème de l'éoulement d'un �uide dans un vase ylindrique peré d'un ori-�e. Elle nous permettra don d'enrihir notre panorama sur les di�érents aspets dee problème, tels qu'ils apparaissent à ette époque. La omparaison entre l'admirabletravail de Borda sur le sujet dans le � Mémoire sur l'éoulement � et la faiblesse desreherhes de D'Alembert données dans le � VI du Mémoire 57 illustrera, d'autre part,le fossé séparant les deux hommes du point de vue de leurs approhes respetives del'hydrodynamique. Nous mettrons ainsi en exergue l'approhe purement théorique deD'Alembert et elle théorio-expérimentale de Borda, un mérite, dans ette période derise de l'hydrodynamique, que e dernier partage ave Bossut.



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 1731. L'hypothèse des � parties stagnantes �De l'hypothèse des tuyaux urvilignes invariablesà elle des � parties stagnantes � de �uideDans l'� Avertissement � onluant la partie, dédiée aux éoulements, de la seondeédition de son Traité des �uides (1770), D'Alembert revient sur l'impasse théoriqueévoquée dans le hapitre préédent, 'est-à-dire la di�ulté inhérente à la formationd'une360� hypothèse qui représente, au moins d'une maniere approhée, le mouvement desdi�érens �lets du Fluide, & la �gure de es �lets �.Il évoque, dans la foulée, un autre embarras lié à la dé�nition de es anaux urvilignes :le problème sera � d'autant plus di�ile �, explique-t-il361,� qu'il est vraisemblable que la �gure de es �lets ne s'assujettit pas, au moinsdans tous les as, à la �gure du vase, & qu'il y a une partie du Fluide qui à haqueinstant reste à peu près stagnante, ou dont le mouvement est beauoup plus lentque elui du reste de la masse, & fort irrégulier, tant dans sa quantité que dans sadiretion �.Cette remarque s'adresse en fait impliitement à Borda, dont la mise en équation duproblème de l'éoulement dans un vase ylindrique peré d'un ori�e en son fond reposesur l'hypothèse des anaux urvilignes. Elle orrespond en e�et au septième et dernierdes points de désaord énumérés dans sa lettre à Lagrange du 6 février 1772362 :� 7◦. Ces anaux ont d'ailleurs un autre inonvénient : 'est de rendre stagnante unepartie onsidérable du �uide, autre supposition dont on peut aisément démontrerl'impossibilité �.La teneur de l'objetion de D'Alembert est en fait assez simple. Compte tenu du faitque les anaux urvilignes relient les surfaes supérieure AB et inférieure EF du �uide(voir la Fig. XV), eux ontigus aux parois latérales AQ et BN du vase, ontournerontnéessairement les deux portions de �uide QCE et FND a�n de rejoindre l'ori�e : esdeux portions seront don stagnantes.Sa stratégie sur e point est tout aussi laire : il su�ra de démontrer l'impossibilitéde l'existene de es parties de �uide au repos au fond du vase pour réfuter l'hypothèsedes tuyaux variables de Borda. Pour autant, ette démonstration ne s'avèrera pas aussisimple ni aussi onluante que prévu. Elle l'initera, à terme, à travailler dans unenouvelle hypothèse unidimensionnelle justement fondée sur l'existene de es parties de�uide. Voyons don préisément en quoi elle onsiste.360 D'Alembert, Traité des �uides, 2nde édition, Paris, 1770, Avertissement, p. 213.361 D'Alembert, Ibid. note 360.362 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 100, p. 228.



174 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783PSfrag replaements
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xFig. XV � Eoulement, ave apparition de parties stagnantes
QCE et FND, d'un �uide dans un vase ylin-drique peré d'un ori�e EF en son fond.D'Alembert y onsare l'intégralité du Mémoire 57 � I. Son raisonnement omprendtrois étapes.La première, oupant les art. 1 à 12, onsiste à prouver qu'il est363� impossible qu'auune portion de �uide, quelque petite qu'on veuille la supposer,reste au repos au premier instant [du mouvement℄ �.Cette notion de � premier instant du mouvement �, nous y reviendrons plus longuementpar la suite, présente un avantage essentiel, elui de garantir l'horizontalité de la surfaesupérieure du �uide, horizontalité sur laquelle repose aussi bien l'hypothèse du paral-lélisme des tranhes que elles des tuyaux urvilignes. Pour e qui onerne la preuveproprement dite, D'Alembert raisonne par l'absurde. Dans l'hypothèse où la portion de�uide NFD se trouve au repos, il montre d'abord que les prinipes de la dynamiqueet de l'hydrostatique � il s'agit, plus préisément, des prinipes de la dynamique et del'équilibre des tuyaux urvilignes : voir le hapitre II, p. 60 et 63 � fondant sa théoriedes éoulements impliquent des expressions ontraditoires des poids de la olonne NDet du anal NF . Il montre ensuite qu'un anal reliant le point N au point D en restantextérieur à la portion de �uide stagnante ne sera pas en équilibre ave le anal ND,ainsi que l'imposent les deux prinipes préédents.La seonde étape, traitée dans les art. 13 à 15, orrespond à une simple extension dela proposition aux instants suivant le ommenement du mouvement. Le même raison-nement par l'absurde et l'appliation des mêmes prinipes le onduisent, dans e as, àune valeur négative de la pression s'exerçant au point N , et don à une ontraditionompte tenu de sa dé�nition de ette notion, telle que nous aurons l'oasion d'en rendreompte dans le hapitre VIII.La troisième étape, orrespondant aux trois derniers artiles du paragraphe, est deloin la plus intéressante. Dans l'art. 16, D'Alembert préise en e�et que les démonstra-tions qu'il vient de donner364363 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � I, art. 2, p. 52.364 D'Alembert, Ibid. note 363, art. 16, p. 59.



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 175� supposent qu'on fasse abstration de la ténaité des partiules du �uide, de leuradhérene aux parois du vase, & de la résistane ausée par le frottement �,avant de onlure, quelques lignes plus loin, qu'en y ayant égard, il sera néanmoinspossible de � supposer qu'il y ait une petite partie du �uide [. . . ℄ qui soit stagnante �365.Ces notions de ténaité, d'adhérene et de résistane ausée par le frottement ontreles parois du vase orrespondent, selon D'Alembert, aux propriétés physiques réelles du�uide. Si leur prise en ompte implique l'existene de portions de �uide au repos au fonddu vase, 'est don � qu'il doit y avoir, physiquement parlant, une petite partie [. . . ℄stagnante de �uide �366, tandis que le raisonnement � mathématique � des art. 1 à 15,faisant abstration de es propriétés, permettait de démontrer le ontraire. D'Alemberttermine, de fait, le paragraphe sur un espèe de ompromis, selon lequel il sera � permisde supposer ette partie stagnante [. . . ℄ aussi petite qu'on voudra �367.Ce ompromis pourra paraître des plus étranges au leteur moderne. Dans le hapitrepréédent, nous expliquions en e�et que le savant se restreint, 'est le as dans les � Ià V, VII et VIII du Mémoire 57, à la onsidération d'un ori�e in�niment petit a�n des'assurer de la validité de ses di�érentes hypothèses unidimensionnelles. Cela revient, entermes modernes, à l'examen d'un éoulement stationnaire ou quasi-stationnaire, adred'étude dans lequel les parties dites stagnantes � nous y verrions aujourd'hui des zonestourbillonnaires �, n'ont pas, omme l'on sait, voation à se former. La démonstration� mathématique � de l'impossibilité des parties stagnantes de D'Alembert, dans le � I dumémoire, n'a don rien d'inohérent, tout du moins de e point de vue. Le savant doitependant omposer ave deux autres impératifs. Les expérienes, omme nous allonsle voir, réalisées par Bossut � et par D. Bernoulli dans son Hydrodynamique �, fontétat d'une ourbure des trajetoires du �uide à l'approhe de l'ori�e. D'Alembert doitégalement garantir une évolution progressive, ou par degrés in�nitésimaux, de la vitessedes tranhes inférieures du �uide. La prise en ompte de es parties stagnantes, omme ill'explique dans le � I, devient ainsi un impératif physique qu'il justi�e don logiquementpar le biais d'une notion, la ténaité et l'adhérene, renvoyant à sa façon d'appréhenderles propriétés physiques réelles du �uide, et qu'il tente par ailleurs de onilier ave lapossibilité d'un futur traitement mathématique en les supposant � aussi petite[s℄ qu'onvoudra �.Dans son Traité élémentaire d'hydrodynamique (1771), l'abbé Charles Bossut pro-pose don une série d'expérienes sur le problème de l'éoulement d'un �uide dansun vase ylindrique. Parmi elles-i, deux retiennent partiulièrement l'attention deD'Alembert dans les reherhes qu'il donne sur la question dans le Mémoire 57 � lesexpérienes de Bossut onernant la détermination du rapport de ontration de la veine365 D'Alembert, Ibid. note 363, art. 16, p. 59.366 D'Alembert, Ibid. note 363, art. 18, p. 60.367 D'Alembert, Ibid. note 363, art. 18, p. 60.



176 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783seront abordées dans la dernière partie de e hapitre.La première onsiste à observer le mouvement � de orpusules étrangers, ommede la limaille, des petits moreaux d'ardoise pilée, mélés �368 dans de l'eau s'éoulantdans un vase ylindrique peré d'un ori�e horizontal en son fond. Le vase utilisé parBossut dans le adre de ette expériene possède une hauteur de 17 poues environ, soit46 m, un diamètre de 5 poues 1

2
, soit 15 m, ainsi qu'une ouverture inférieure d'unesetion de 4 lignes, soit 9 mm. Compte tenu du rapport entre sa setion et elle de sonouverture inférieure, ses dimensions respetent don l'hypothèse d'un ori�e très-petit.Bossut entretient l'éoulement à l'intérieur de e vase et onstate que les petits mor-eaux d'ardoise pilée � desendent d'abord suivant des diretions vertiales �, puis, unefois parvenus � à la distane de 3 ou 4 poues du fond �369 (soit 8,1 ou 10,8 m),� se détournent visiblement de ette diretion, & viennent de tous �tés, suivantdes mouvements plus ou moins obliques, gagner l'ori�e �.La seonde expériene de Bossut s'intéresse à la question de l'horizontalité de lasurfae supérieure. Bossut a reours au même vase, mais n'entretient pas l'éoulement.Il remplit don le vase d'eau jusqu'à la hauteur de 16 poues, soit 43,3 m, puis proèdeà l'ouverture de l'ori�e inférieur. Voii son ompte-rendu de l'expériene370 :� la surfae du �uide en s'abaissant est demeurée horisontale jusqu'à la distaned'environ 6 lignes de l'ori�e [soit 13,5 mm℄. A ette hauteur, il s'est formé à lasurfae une espèe de petit entonnoir reux, dont la pointe répondoit au entre del'ori�e. La avité de et entonnoir s'est agrandie de plus en plus ; & vers la �n del'éoulement l'eau glissoit sur l'arête de l'ori�e en forme de nappe �.D'Alembert fait impliitement référene à es expérienes dans l'art. 17, p. 60, duMémoire 57 � I, dans l'art. 2, p. 62, du � II, l'art. 2, p. 74 du � IV, ainsi que dansl'art. 1, p. 118, du � VII. Le premier de es deux résultats avait, par ailleurs, déjà étérapporté par D. Bernoulli qui, dans la setion IV de son Hydrodynamique, explique ene�et que371� haque partiule desend par un mouvement [. . . ℄ presque vertial, jusqu'à equ'elle arrive près du fond, où elle détourne alors peu à peu sa ourse vers l'ouver-ture, de telle sorte que les partiules prohes du fond s'éoulent par un mouvementpresque horizontal. J'ai pu souvent observer de tels mouvements, ave des parti-ules de ire qu'on appelle Hispaniques �.D'Alembert l'évoque dans l'art. 111 du Traité des �uides (1744). Sahant, nous y re-viendrons dans un instant, que et artile de sa première théorie des éoulements fait368 Bossut, Traité élémentaire d'hydrodynamique, Paris, 2nde édition, 1775, t. II, art. 311, p. 3.369 Bossut, Ibid. note 368.370 Bossut, Ibid. note 368, art. 313, p. 3-4.371 D. Bernoulli, Hydrodynamique, set. IV, � 3, p. 61.



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 177déjà état de l'idée de prendre en ompte les parties stagnantes de �uide, il est donpossible que le savant se réfère également, dans es di�érents passages du Mémoire 57,à ette expériene de D. Bernoulli.Quoiqu'il en soit, une synthèse de es divers endroits du mémoire onsarés à laquestion de l'éoulement d'un �uide dans un vase ylindrique peré d'un ori�e en sonfond permet de dégager sa propre interprétation des deux résultats. Le premier montre,selon lui, que la surfae supérieure du �uide demeure horizontale � jusqu'à e qu'ellesoit arrivée à une assez petite distane du trou �372 : elle onserve don son parallé-lisme dans les premiers instants du mouvement, ainsi que dans les suivants. Le seondon�rme son assertion du � I, selon laquelle les parties de �uide stagnantes au fond duvase sont de très petite taille, ompte tenu des trajetoires presque horizontales prisespar les moreaux d'ardoise pilée à l'approhe de l'ouverture. Elle prouve également373� que les tranhes inférieures [. . . ℄ se meuvent aussi horizontalement jusqu'à uneassez petite distane du trou �.Partant de là, D'Alembert proède à un nouvel examen de l'hypothèse du paral-lélisme des tranhes dans le � IV. Il fait tout d'abord remarquer que Borda, malgréla dé�nition des tuyaux urvilignes, ne onserve pas moins l'hypothèse du parallélismedes tranhes supérieure et inférieure du �uide dans son � Mémoire sur l'éoulement �,omme l'ont fait � tous les Auteurs [. . . ℄ qui ont traité jusqu'ii du mouvement des�uides dans des vases �374. Il lui semble par onséquent naturel, si l'on suppose l'ho-rizontalité des deux surfaes extrêmes, de � onlure que toutes les tranhes [. . . ℄, oupresque toutes, desendent parallèlement à elles-mêmes �375. Il rejette, autrement dit,l'hypothèse des tuyaux urvilignes au pro�t d'un parallélisme des tranhes restreint auvase se terminant � par les ourbes presqu'horizontales QE, NF �376, 'est-à-dire unvase �tif ABQEFNB débarrassé des très petites parties stagnantes QEC et FND(voir la Fig. XVI).Cette idée n'est pas nouvelle hez D'Alembert, qui en fait e�etivement déjà partdans les art. 111 et 112, p. 96-97, de la première édition de son Traité des �uides (1744).Compte tenu de la relation yv = Cste garantissant la onstane du débit de l'éoulementdans la portion QEFN de e vase �tif, elle assure une évolution par degrés insensibles,'est-à-dire onforme à la loi de ontinuité, de la vitesse des tranhes inférieures, etpermet don de répondre à la prinipale objetion de Borda, selon lequel il faudrait,dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, que � la tranhe qui appuye sur le fond,372 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � IV, art. 2, p. 74.373 D'Alembert, Ibid. note 372.374 D'Alembert, Ibid. note 372, art. 2, p. 74-75.375 D'Alembert, Ibid. note 372, art. 3, p. 75.376 D'Alembert, Ibid. note 372, art. 4, p. 75.



178 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783hangeât brusquement sa �gure pour sortir par l'ouverture EF �377 � les question dur�le de l'hypothèse des parties stagnantes vis-à-vis de la question de la loi de ontinuité,et de la querelle entre D'Alembert et Borda sur le sujet, seront examinées dans le ha-pitre VII.Cette hypothèse du parallélisme des tranhes restreinte à un vase �tif n'a parailleurs auun sens, explique D'Alembert, si l'on ne tient pas ompte d'une � autre forepour maintenir le parallélisme �378, à savoir � la fore intérieure de tenaité ou d'adhé-rene �379. Celle-i justi�e d'une part, omme il l'a�rme dans le � I, l'existene physiquedes parties stagnantes sur laquelle repose la dé�nition de son vase. Elle assurera d'autrepart, onformément à son prinipe de la dynamique, la destrution des fores aé-lératries horizontales tendant à faire dévier les partiules �uide de leurs trajetoiresvertiales, de telle sorte que l'hypothèse du parallélisme des tranhes puisse être res-treinte à l'intérieur du vase ABQEFNB. Cette ontribution de la fore de ténaité etd'adhérene au maintien du parallélisme apparaît déjà de façon expliite dans l'art. 110de son Traité des �uides (1744) : � il faut néessairement supposer �, y érit-il380,� qu'il y a dans les parties du Fluide quelque fore interne qui détruit ette vitesse[à savoir la omposante horizontale de la vitesse℄, omme pourroit être, par exemplela fore qui ause l'adhérenes des partiules entr'elles �Le parallélisme restreint à un vase �tif repose don entièrement, dans l'esprit deD'Alembert, sur la notion d'adhérene et de ténaité du �uide.La ténaité et l'adhérene des partiules �uide entre ellesCette notion, essentielle à la bonne ompréhension de la oneption physique d'un�uide selon D'Alembert, n'a jamais été mentionnée dans l'historiographie. Elle est pour-tant au entre des art. 42 à 55, p. 37-47, de la première édition du Traité des �uides(1744), un ouvrage déjà étudié par plusieurs auteurs381. Elle est également abordée377 D'Alembert, Ibid. note 372, art. 5, p. 75.378 D'Alembert, Ibid. note 372, art. 6, p. 76.379 D'Alembert, Ibid. note 372, art. 6, p. 77.380 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 110, p. 95.381 Voir R. Dugas, Histoire de la Méanique, 1950, p. 278-283 ; C. Truesdell, � Editor's Introdu-tion : Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, Opera Omnia, série II, vol. 12, Zürih, 1954, p. XXXVII ;C. Truesdell, Essays in the History of Mehanis, Springer Verlag, New-York, 1968, p. 227 ; I. Szabò,Geshihte der mehanishen Prinzipien und ihrer wihtigsten Anwendungen, Birkhäuser Verlag, Basel,Boston, Stuttgart, 1979, p. 237-243 ; S. Calero, La genesis de la meania de �uidos, UNED, Madrid,1996, p. 471-481 ; O. Darrigol, Worlds of �ow : A history of hydrodynamis from the Bernoullis toPrandtl, Oxford University Press, 2005, p. 6-9.



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 179dans les artiles � Adherene ou Adhesion �382, � Cohesion �383 et � Fluidité �384 del'Enylopédie.Rappelons tout d'abord que D'Alembert appréhende physiquement la matière so-lide omme étant omposée d'un agrégat de orpusules, durs, solides et impénétrablestels qu'on ne puisse pas les séparer les uns des autres. Les �uides, explique-t-il dansl'art. � Fluide � de l'Enylopédie, sont de mêmes onstitués de partiules ayant � lesmêmes propriétés que les partiules des solides �, mais385� la ause de la �uidité paroît onsister en e que les parties des �uides ont bienmoins d'adhérene entr'elles, que n'en ont elles des orps durs ou solides, & queleur mouvement n'est point empêhé par l'inégalité de la surfae des parties, ommedans un tas de poussiere, de sable, &. �.Le niveau d'adhérene mutuelle des partiules onstitutives de la matière permet donde distinguer la � �uidité � de la � solidité � : � Fluidité est diretement opposée àsolidité �, explique-t-il en e�et dans l'artile � Fluidité �386. C'est là une dé�nition fortimportante aux yeux de D'Alembert, omme en témoigne e nouvel extrait de l'artile� Fluide �387 :� On peut onsiderer dans les �uides quatre hoses ; 1◦. leur nature ou e quionstitue la �uidité [. . . ℄ ; 2◦. les lois de leur équilibre ; 3◦. elles de leur mouvement ;4◦. elles de leur résistane. �.Pour e qui onerne les �uides, l'eau par exemple, D'Alembert distingue dès lorsdeux types d'adhérene :� � l'adhérene mutuelle des parties de l'eau entr'elles �,� et elles des parties de l'eau � aux orps qu'elle touhe �388, 'est-à-dire les paroisdu vase dans le as présentement examiné.La première, l'adhérene des partiules entre elles, oïnide ave la notion de tenaité.Elle est attribuée, d'après l'art. 42, p. 37, du Traité des �uides (1744) et onformémentaux expliations de l'art. � Fluide � de l'Enylopédie, à389� une fore qui tient les partiules Fluides entre elles, & qui fait qu'elles ne selaissent séparer qu'ave di�ulté �.D'Alembert disute longuement de la nature de ette fore, que e soit dans son traitéde 1744 ou dans l'artile � Fluide �. Il y hésite entre une fore passive, 'est là l'opinion382 Enylopédie, t. I, 1751, p. 132a, signé (O).383 Enylopédie, t. III, 1753, 605b-606a, signé (O).384 Enylopédie, t. VI, 1756, 890b-892a, signé (O).385 Enylopédie, art. � Fluide �, t. VI, 1756, p. 881b, signé (O)386 Enylopédie, Ibid. note 384, p. 890b.387 Enylopédie, Ibid. note 385.388 Enylopédie, art. � Adherene ou Adhesion �, Ibid. note 382.389 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre I, art. 42, p. 37.



180 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783des Cartésiens, provenant de l'� aspérité des Partiules Fluides qui se touhent �390, etune fore ative, 'est là l'opinion des Newtoniens, d'attration mutuelle, 'est-à-dire� une fore agissante qui tende à unir es partiules & à les approher les unes desautres �391. Se réfusant à tranher entre es deux options, il suggère seulement � qu'ily a bien de l'apparene que les deux auses onourent à la fois �392.Pour e qui est de son e�et sur le omportement d'un �uide en mouvement, lafore d'adhérene des partiules �uides entre elles ontribue, selon lui, à � empêherque l'équilibre du �uide ne se rompe �393. En d'autres termes, la notion de ténaitéet d'adhérene des partiules entre elles se traduit don par une fore de résistaneaux mouvements internes permettant le maintien du �uide dans un état d'équilibrehydrostatique. L'adhérene du �uide aux parois orrespond, quant à elle, à la fore derésistane ausée par le frottement : nous vous renvoyons, pour e qui onerne etteseonde notion, au hapitre VIII � voir p. 262.Après e bref exposé, ertains leteurs modernes pourraient être tentés de voir lesprémies du onept atuel de visosité dans sa façon de onsidérer la fore d'adhérenedes partiules �uides entre elles. Les art. 1 à 13 du Mémoire 57 � VII apportent en faitde nouvelles informations permettant de rejeter ette interprétation.L'objetif impliite, mais non moins entral, des treize premiers artiles du � VII,n'est rien d'autre que le sixième des points de désaord énumérés par D'Alembert danssa lettre à Lagrange du 6 février 1772. � Je rois �, érit-t-il394,� qu'on peut démontrer aisément qu'en supposant, ave le Chevalier de Borda, lespetits anaux de la �gure seonde, le �uide ne desendrait pas également dans espetits anaux, et qu'ainsi, ontre l'expériene et ontre la supposition même del'auteur, la surfae supérieure ne demeurerait pas horizontale �.Dans le � IV du Mémoire 57, D'Alembert propose, omme nous venons de le voir, uneversion du parallélisme restreint à un vase ylindrique amputé de ses parties stagnantes,dont la justi�ation théorique se fonde sur la prise en ompte de la fore d'adhérene despartiules du �uide. Dans le � VII, il fait don abstration de ette fore a�n de montrerque, dans e as, la surfae supérieure du �uide ne onserve pas son parallélisme, mêmedans l'hypothèse des tuyaux invariables adoptée par Borda.Ce adre d'étude lui impose logiquement, d'après le � I du mémoire, de travailler surun vase ylindrique sans parties stagnantes. Il proède, dans les art. 3-9, à une mini-tieuse desription de e que nous appellerions aujourd'hui le hamp de vitesse du �uide,'est-à-dire à une détermination de l'évolution des vitesses au sein de e vase en fontion390 D'Alembert, Ibid. note 389.391 D'Alembert, Ibid. note 389, p. 38.392 D'Alembert, Ibid. note 389, p. 38.393 D'Alembert, Ibid. note 389, art. 43, p. 40.394 ×uvres de Lagrange, lettre 100, p. 227-228.



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 181de la loalisation du �uide (il travaille toujours, e faisant, sur un éoulement quasi-stationnaire). Son raisonnement, à nouveau fort inspiré de sa façon d'aborder l'étudedes éoulements selon l'approhe analytique, fait essentiellement appel aux prinipes dela dynamique et de l'équilibre des tuyaux urvilignes. Il onsiste, plus préisément, àétudier l'agenement des vitesses à l'intérieur de anaux retilignes traversant vertia-lement et horizontalement la masse de �uide surplombant l'ouverture, puis elle situéeau-dessus du fond du vase. Il parvient, à l'issue de ette étude, au résultat suivant :la vitesse vertiale des partiules doit diminuer en s'éloignant de l'axe dans la partiesupérieure du �uide ainsi que dans la partie surplombant le fond du vase, elle doit auontraire augmenter en s'éloignant de l'axe dans la petite portion de �uide située dansle voisinage de l'ori�e inférieur.Cette � photographie � de la répartition des vitesses dans le vase l'amène à établirdeux onlusions. La première est395� que l'hypothèse la plus exatement rigoureuse qu'on puisse faire sur le mouve-ment des partiules du �uide, est d'imaginer qu'elles se meuvent, non par tranhesparallèles, mais suivant des [. . . ℄ tuyaux [. . . ℄ ourbes en tout ou en partie, & quis'étendent même jusque dans l'espae ylindrique [. . . ℄ qui a l'ouverture [. . . ℄ pourbase �La seonde est que � la surfae [supérieure℄ ne desendra point parallèlement à elle-même �396, omme l'a supposé Borda, les vitesses des partiules qui la omposent dimi-nuant à mesure que l'on s'éloigne de l'axe du vase. Cette dernière remarque le onduitd'ailleurs à dé�nir e que nous appellerions, en termes modernes, un pro�l de vitessepour la tranhe supérieure : il impose, plus préisément, l'équation
w(x) = v +

(V − v)zn

kn
,donnant la valeur w(x) de la vitesse d'un point de ette tranhe, de setion k, situé àla distane z de la paroi, de telle sorte que v = w(0) et w(k) = v + (V − v) = V . Noussavons aujourd'hui que e type de pro�ls provient de l'e�et de la visosité du �uide,e qui prouve que la fore d'adhérene des partiules �uide entre elles, négligée danse � VII, n'a rien de omparable ave e onept moderne. Nous verrons néanmoins,dans le hapitre VIII, que le seond type d'adhérene pris en ompte par D'Alembert,l'adhérene des partiules �uide aux parois du vase, possède ertains points ommunsave le phénomène justement onnu, de nos jours, sous le nom d'adhérene aux parois,et dont nous attribuons l'origine à la visosité du �uide.En somme, D'Alembert démontre ainsi que l'hypothèse des tuyaux variables onsti-tue la meilleure façon de représenter l'éoulement dans le as où l'on néglige la fore395 D'Alembert, Opusules t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57 � VII, art. 10, p. 123.396 D'Alembert, Ibid. note 395, art. 12, p. 125.



182 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783d'adhérene du �uide, mais que l'adoption de ette hypothèse interdit néanmoins desupposer le parallélisme de la tranhe supérieure du �uide : la théorie de Borda estdon inorrete de e point de vue. Dans le as où l'on tient ompte de la fore d'adhé-rene, l'hypothèse la plus rigoureuse onsiste, à l'inverse, à supposer le parallélisme destranhes à l'intérieur d'un vase �tif orrespondant au vase ylindrique débarrassé deses parties stagnantes. Il s'agit là, selon lui, de l'option théorique la plus plausible, ar� on�rmée autant qu'il est possible par l'expériene �397.Ce résultat de son examen des hypothèses du parallélisme et des tuyaux invariablesdétermine, nous semble-t-il, sa stratégie de réponse onernant un autre des points delitige l'opposant à Borda : la question des fores aélératries animant les surfaes su-périeure et inférieure du �uide au premier instant du mouvement.Des trois paragraphes du Mémoire 57 onsarés au sujet, le plus ourt, le � II, longde quatre artiles seulement, fait e�etivement état d'un vase ylindrique sans partiesstagnantes, et d'un raisonnement fort semblable à elui des art. 2 à 9 du � VII. Dansles � III et V, nettement plus onséquents, D'Alembert travaille sur un vase présentantdes parties stagnantes de �uide. Il aborde toutefois le problème dans l'hypothèse destuyaux urvilignes dans le � III, puis dans son hypothèse du parallélisme restreinte dansle � V. Peut-être herhe-t-il, par e moyen, à démontrer la fausseté des résultats deBorda dans tous les as de �gure possibles. . .Quoiqu'il en soit, es trois paragraphes ne visent à établir qu'un seul et même ré-sultat : les fores aélératries animant les tranhes supérieure et inférieure du �uidesont respetivement inférieure ou égale et supérieure ou égale à l'aélération de la pe-santeur dans les premiers instants du mouvement. Ce résultat vise à défendre sa théoriedes éoulements du Traité des �uides ontre les ritiques adressées par Borda dansson � Mémoire sur l'éoulement �. L'examen des � III et V du Mémoire 57 des Opus-ules t. VIII (1780) nous permettra ainsi de rendre ompte de la teneur des réponsesthéoriques apportées par D'Alembert. Il onstitue surtout, omme nous l'annonionsau début de e hapitre, une oasion de omprendre le sens physique que le savantattribue à ette notion de � premiers instants de l'éoulement �.2. Les � premiers instants � de l'éoulementL'aélération des tranhes supérieure et inférieure du �uidedans les � premiers instants � de l'éoulementDans l'art. 3 de son � Mémoire sur l'éoulement �, onséutif à la mise en équationdu mouvement d'un �uide dans l'hypothèse des tuyaux urvilignes invariables, Borda397 D'Alembert, Ibid. note 395, art. 1, p. 118.



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 183a�rme que398 :� l'équation de Mrs. Bernoulli & d'Alembert donne un faux résultat, omme, parexemple, lorsqu'on veut déterminer la vîtesse du �uide dans les premiers instantsdu mouvement. En e�et, on prouve par ette équation que, si le vase est ylin-drique, la surfae supérieure du �uide doit se mouvoir dans les premiers instantsdu mouvement omme les orps libres abondonnées à l'ation de la gravité, quelque soit l'ori�e par lequel le �uide sort du vase ; or, ela est impossible, pare qu'ilsuivroit de-là que le �uide desendroit dans le ommenement du mouvement avela même vitesse que si le fond ne lui faisoit auun obstale �.Pour e qui onerne la fore aélératrie animant la surfae inférieure dans les pre-miers instants du mouvement, il en déduit, ompte tenu de la onstane du débit del'éoulement, qu'il399� est faile de voir, par notre équation, que la partie du �uide qui, dans le om-menement du mouvement, se meut omme les orps libres, est fort voisine del'ori�e [. . . ℄ lorsque et ori�e est très-petit par rapport à [la setion de la tranhesupérieure℄ �.Après avoir fait remarquer que400� l'Expression [. . . ℄ de la vitesse du Fluide qui sort d'un vase [de setion variable℄dont le trou est fort petit, n'est pas exatement vraye, & est même fort di�érentede la véritable expression de la vitesse au ommenement du mouvement �,D'Alembert démontrait, quant à lui, dans la première édition de son Traité des �uides(1744), que, omme401� M. Daniel Bernoulli l'a déja remarqué, [. . . ℄ la surfae [supérieure℄ au ommen-ement du mouvement, s'aélere omme les Corps qui tombent librement �,'est-à-dire desend sous le seul e�et de l'aélération de la pesanteur. Dans le Mé-moire 57 des Opusules t. VIII, il ommene, dans e ontexte, par prendre ses distanesave le résultat de D. Bernoulli dans son Hydrodynamique. Ce dernier, préise-t-il ene�et402,398 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 3, p. 582.399 Borda, Ibid. note 398, art. 3, p. 583.400 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 109, p. 90.401 D'Alembert, Ibid. note 400, art. 109, p. 91.402 D'Alembert, Opusules t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � V, art. 2, p. 81. Dans la setion III,� 14, p. 36-37 (au lieu de la p. 38 indiquée par D'Alembert dans et extrait du Mémoire 57) deson Hydrodynamique, dédié à � e qui se rapporte à l'éoulement des eaux issues de ylindres posésvertialement à travers une ouverture quelonque horizontale perée en leurs fonds �, D. Bernoullia�rme qu'� à l'égard du premier début du mouvement [. . . ℄, l'équation indique que v = a − x �, ave
a − x la hauteur parourue par la surfae supérieure dans le premier instant de l'éoulement, et v



184 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� dit expressément dans son Hydrodynamique, pag. 38, que dans un vase ylindriqueperé à son fond d'une ouverture quelonque, la surfae AB desend au premierinstant ave toute la fore de la pesanteur. J'ai dit simplement dans mon Traité desFluides, art. 109, première édition, qu'elle s'aéléroit au premier instant ommeles orps pesans qui tombent librement, & quoique je ite en et endroit M. DanielBernoulli, il ne s'ensuit pas que j'ai pensé entièrement omme lui, que la foreaélératrie au premier instant étoit égale à la pesanteur g dans la surfae AB ;ar dans l'endroit dont il s'agit, je parle de vases de �gure quelonque �.Il ne herhera don pas, explique-t-il dans la foulée, à démontrer que la fore aéléra-trie animant la surfae supérieure d'un �uide s'éoulant à l'intérieur d'un vase ylin-drique peré d'un très petit ori�e en son fond est exatement égale, mais à peu-prèségale, ar parfois inférieure, à l'aélération de la pesanteur dans les premiers instantsdu mouvement. Ce désaord ave D. Bernoulli provient d'ailleurs, selon lui, de e (voirla Fig. XVI, p. 174)403� qu'il fait entièrement abstration des ourbesNF , QE, supposant que es ourbessont les lignes droites même FD, CE, & que les points N , Q tombent en C, D �.L'auteur de l'Hydrodynamique n'a, en d'autres termes, pas tenu ompte des portions de�uide stagnantes au fond du vase. C'est là l'erreur que D'Alembert propose justementd'éviter en proédant au alul de la fore aélératrie animant les surfaes supérieureet inférieure du �uide dans son hypothèse des parties stagnantes. Il travaille d'abord,dans e adre, ave des tuyaux urvilignes invariables dans le � III du Mémoire 57, puisave un parallélisme des tranhes restreint à l'intérieur du vase �tif AQEFNB dansle � V.Qu'il s'agisse de l'un ou de l'autre de es deux paragraphes, sa démonstration sefonde sur la méthode énonée dans l'ajout à l'art. 109 de la seonde édition de sonTraité des �uides (1770) : � on peut enore trouver d'une manière très-simple �, yexplique-t-il404� la vitesse de la tranhe [supérieure℄ au ommenement du mouvement ; soit
du ette vitesse, on aura kdu

y
pour la vitesse d'une tranhe quelonque ; donla hauteur dont la tranhe supérieure doit desendre a�n d'aquérir la vitesse u, 'est-à-dire v =

u2

2g
.L'équation v = a − x, ou u =

√

2g(a − x), signi�e don qu'au tout début du mouvement, la tranhesupérieure desend sous le seul e�et de l'aélération de la pesanteur.403 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � V, art. 2, p. 82.404 D'Alembert, Traité des �uides, 2nde édition, Paris, 1770, Livre II, art. 109, p. 97. Nous avonssubstitué les notations K et g, orrespondant respetivement à la setion de la tranhe inférieure età l'aélération de la pesanteur, aux notations d'origine a et p. Notons également que u désigne ii lavitesse la tranhe supérieure, ku

K
elle de la tranhe inférieure.
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∫
(

pdt − kdu

y

)

dx = 0, ou du =
pKdt
∫

kdx

y

; & la vitesse de la tranhe inférieure PLsera =
kdu

K
=

pKdt
∫

Kdx

y

[. . . ℄ ; mais il faut remarquer que la vitesse de la tranhesupérieure CD doit être < ou = pdt, & elle de la tranhe inférieure PL = ou
> pdt, a�n que l'équilibre subsiste �.Cette méthode, redémontrée dans les art. 1 à 9 du � III pour l'hypothèse des tuyauxinvariables, repose don sur l'équation du mouvement obtenue à partir des prinipes dela dynamique et de l'hydrostatique, 'est-à-dire ∫ C

A

(

g − dv

dt

)

dx = 0 � voir le hapitreII �, ou enore
g × AC =

∫ C

A

dvds

dtlorsqu'elle s'applique au mouvement d'un �uide à l'intérieur d'un anal urviligne ABDC(ou abcd : voir la Fig. XVI).
PSfrag replaements

A B

C D

a b

c d

P M

NQ

p

m
n

q

Fig. XVI � Tuyaux urvilignes invariables
ABDC et abdc.D'Alembert exprime ensuite la onstane du débit de l'éoulement entre la tranhe quel-onque PMNQ de setion y et de vitesse v et la tranhe supérieure de setion AB = αet de vitesse vAB , puis entre la même tranhe quelonque et la tranhe inférieure desetion CD = β et de vitesse vCD, e qui le onduit à yv = α × vAB et yv = β × vCD,puis à dv

dt
=

α

y
× dvAB

dt
et dv

dt
=

β

y
× dvCD

dt
, ave dv

dt
, dvAB

dt
et dvCD

dt
les fores aéléra-tries des tranhes PMNQ, AB et CD. En injetant es deux dernières relations dansl'équation du mouvement préédente, il obtient

dvAB

dt
=

g × AC
∫

αdx

yet
dvCD

dt
=

g × AC
∫

βdx

y

,



186 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783e qui lui fournit don �nalement un ritère de omparaison selon lequel les fores aé-lératries animant les tranhes supérieure et inférieure du �uide dans le anal urviligneseront respetivement inférieure ou égale et supérieure ou égale à l'aélération de lapesanteur g si
AC

∫

αdx

y

≤ 1et
AC
∫

βdx

y

≥ 1.Pour autant, l'utilisation de e ritère impose, omme nous le faisions préédemmentremarquer, de onnaître l'équation y(x) du ontour BMD du tuyau urviligne in�ni-ment étroit ABDC a�n d'être en mesure de aluler les quantités ∫ αdx

y
et ∫ βdx

y
.D'Alembert applique don sa méthode sur plusieurs exemples dans le � III :� l'équation y(x) =

β(c − xn)

(c − h)n
d'une portion de � parabole � paramétrée par le réel

n405, ave h = AC et c une onstante telle que c − h ≪ 1, dans les art. 10-19,� ainsi qu'une ellipse de demi-axes AB et AC, dans l'art. 20.Il montre, sur es deux exemples, que les fores aélératries animant les tranhessupérieure et inférieure du tuyau urviligne seront respetivement plus petite ou enrapport �ni, et toujours beauoup plus grande que l'aélération de la pesanteur g.Cependant, sa tentative de démonstration ne s'avère que partiellement onluantevis-à-vis de son ontentieux ave Borda. Dans les art. 22 à 25, il passe en e�et de l'étudedes aélérations des tranhes extrêmes d'un �uide s'éoulant dans un anal urviligne,à elles du �uide s'éoulant dans le vase ylindrique à l'intérieur de es mêmes anaux.Ce dernier alul le onduit à un bilan mitigé, selon lequel la fore aélératrie est belleet bien égale à l'aélération de la pesanteur au voisinage de l'ouverture inférieure, ainsique l'a�rme Borda.Dans le � V du Mémoire 57, il s'agit enore de prouver, ontre Borda, que l'aélé-ration de la surfae supérieure du �uide s'éoulant dans un vase ylindrique est égale outrès-peu inférieure à l'aélération de la pesanteur dans les premiers instants de l'éou-lement. D'Alembert abandonne toutefois l'hypothèse des tuyaux urvilignes onsidéréedans le � III pour son hypothèse du parallélisme restreinte au vase �tif AQEFNB(voir la Fig. XVI, p. 174).Il proède tout d'abord, ompte tenu de e nouveau adre d'étude, à l'adaption duritère de omparaison énoné dans l'art. 109 de la seonde édition de son Traité des�uides. Sahant, d'après les expliations préédentes, que la fore aélératrie animant405 Le terme de � parabole � renvoie ii au sens de l'époque. D'après l'artile � Parabole � del'Enylopédie, t. XI, 1765, p. 883a-884a, signé (O), une parabole peut être de degré n.



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 187la tranhe supérieure AB est égale à l'aélération de la pesanteur g si
h

∫

AQEFNB

AB × dx

y

= 1,ave h = AC, sahant que ∫
ABDC

dx

y
=

h

AB
, le vase ABDC étant ylindrique, de tellesorte que

∫

AQEFNB

dx

y
=

∫

ABDC

dx

y
−
∫

QCE,FND

dx

y

=
h

AB
−
∫

QCE,FND

dx

y
,la fore aélératrie de la tranhe supérieure du �uide dans le vase �tif sera don égaleà l'aélération de la pesanteur si

∫

QCE,FND

AB × dx

y
≪ h.La prinipale di�ulté réside par onséquent, dans e as, dans le alul de la quantité

∫

QCE,NFD

dx

y
relative aux parties de �uide stagnantes QCE et NFD, dont il faudradon onnaître l'équation y(x) des ontours. De même que dans le � III, D'Alembertonsidère ainsi plusieurs exemples :� les ourbes QE et NF sont d'abord représentées, dans les art. 4 à 10, par l'équation

a

y
= 1 +

xn−1b2−n

ad'une branhe d'� hyperbole � paramétrée par le réel n406, ave a =
AB

2
;� elles sont ensuite dérites, dans les art. 11-18, par un ar de � parabole � paramé-trée par un réel r407,� puis par une branhe d'ellipse dans l'art. 19.L'opération se révèle ependant être un éhe, ainsi qu'en témoigne la onlusion deD'Alembert dans l'art. 20408 :� on voit par es exemples, que la fore initiale de la surfae AB peut être oupresque = [g], ou plus petite en rapport �ni, ou beauoup plus petite, selon lasupposition qu'on fera sur la nature des ourbes QE, NF , & sur le rapport de NDà EF . �406 Le terme d'� hyperbole � renvoie ii au sens de l'époque. D'après l'artile � Hyperbole � de l'Eny-lopédie, t. VIII, 1765, p. 402b-404a, signé (O), une hyperbole peut être de degré n.407 Voir la note 405.408 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � V, art. 20, p. 90.



188 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Ce bilan illustre à la fois l'ine�aité de sa méthode et l'impasse théorique à laquelle ilse trouve onfronté, ses savants aluls ne lui permettant pas de tranher le ontentieuxl'opposant à Borda. Il est, plus généralement même, aratéristique de ette période derise de l'hydrodynamique.Dans la � profession de foi � qui lui est prêtée par l'auteur du � Mémoire sur l'éou-lement � dans le ourant des mois de février ou mars 1771 � voir le hapitre I, p. 52�, Condoret fait e�etivement part de sa totale indéision sur le sujet :� Je ne rois pas que dans un vase qui se vuide par un trou peré en son fond ladernière tranhe tombe (dans les premiers instans) omme un orps libre �,avant d'ajouter que ette onlusion donnée dans l'art. 3, p. 583 du � Mémoire surl'éoulement �, lui paraît � plus extraordinaire enore que elle de M. d'Alembert, surlaquelle je suspens aussi mon jugement �. La question reste don pleine et entière...Tradution mathématique des premiers instants du mouvementSuite à et éhe, D'Alembert ne se laisse toutefois pas déourager et repart à l'as-saut du sujet dans les art. 36 à 44 du � V, grâe à une autre méthode esquissée dansl'art. 109 de la première édition du Traité des �uides (1744), puis reprise et développéedans l'ajout orrespondant de la seonde édition. Cette méthode onsiste en une étudemathématique des premiers instants du mouvement. Son examen détaillé nous permet-tra de mieux appréhender le sens physique de ette dernière notion.Il s'agit, sommairement, de supposer que la hauteur q dont est desendue la tranhesupérieure du �uide au bout du premier instant de l'éoulement est très petite en om-paraison de la hauteur totale h du �uide dans le vase à l'instant initial : q véri�e don
q = h − x ≪ 1, x désignant la hauteur du �uide dans le vase à l'issue du premier ins-tant du mouvement. Cette simple opération lui permet d'e�etuer une linéarisation del'expression de la fore vive ('est-à-dire l'énergie, ou la harge inétique, en termesmodernes) s =

u2

2g
de la tranhe inférieure du �uide, qui orrespond également, d'aprèsle prinipe de onservation des fores vives, à sa montée potentielle, 'est-à-dire la hau-teur s dont elle pourrait remonter grâe à la vitesse aquise u. Il part, pour e faire,de l'équation du mouvement dans un vase de setion variable � ette équation est laplus adaptée, ompte tenu de la variation de la setion du vase �tif AQEFNB dans sapartie inférieure �, puis proède à une opération de rédution en série de s en fontionde l'in�niment petit kq

N
, ave N = K2

∫

dx

y
= λK2

(

λ =

∫

dx

y

).Cette équation du mouvement dans un vase de setion variable déoule, plus pré-isément, de l'appliation du prinipe de la dynamique ou du prinipe de onservationdes fores vives. D'Alembert part par exemple, dans e seond as de �gure � voir le



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 189hapitre II, p. 73 �, de l'équation
(−ydx) × g × AC = d

(

1

2
Nu2

) ,'est-à-dire
−2gyxdx = 2Nudu + u2dN,ave AC = x, u la vitesse de la tranhe inférieure et409 dN = −k2 − K2

k2
kdx, k et Kdésignant, rappelons-le, les setions respetives des tranhes supérieure AB et inférieure

EF du �uide dans le vase. D'Alembert obtient ainsi, dans l'art. 105 de son traité de1744, l'équation du mouvement410
−2k2gxdx = −(k2 − K2)u2dx + 2Nkudu. (19)Dans l'art. 109 du Traité des �uides, il pose ensuite, omme nous venons de l'expliquer,

s =
u2

2g
, et parvient à

ds +
(−k2dx + K2dx)

kN
s = − k

N
xdx,dont déoule l'expression suivante de s :

sc

∫

(−k2dx + K2dx)

kN =

∫

−kx

N
c

∫

(−k2dx + K2dx)

kN dx,ave c le nombre dont le logarithme népérien vaut 1, 'est-à-dire e que nous appelonsaujourd'hui e. Sahant que la setion de l'ori�e inférieure est supposée très petite, equi équivaut à supposer que K ≪ k, ette expression devient
sc

∫ −kdx

N =

∫ h−q

h

−kx

N
c

∫ −kdx

N dx. (20)D'Alembert, qui étudie ii le ommenement du mouvement, onsidère alors que lahauteur q = h − x (ave h la hauteur du �uide dans le vase à l'instant initial) dontdesend la tranhe supérieure dans e premier instant de l'éoulement est très petite en409 Cf. D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 88, p. 72-73.410 En remplaçant dx par −dx (x orrespondait à la hauteur du �uide onsidérée à partir de la surfaesupérieure : elle renvoie ii à la hauteur de �uide surplombant la tranhe inférieure, prise à partir de ettedernière, e qui explique l'apparition d'un signe −), puis en proédant à une réériture de l'équation,nous parviendrons à la forme (16), 'est-à-dire
K2

k

∫

dx

y
× d

dx

(

u2

2g

)

+

(

1 − K2

k2

)

u2

2g
= x,sous laquelle nous la présentions dans le hapitre V, p. 162.



190 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783omparaison de h, de telle sorte que q ≪ h et q ≪ x.L'intégrale ∫ −dx

N
, prise entre les bornes h et h − q, véri�e d'abord

∫ h−q

h

−kdx

N
= − k

N
[(h − q) − h] =

kq

N
=

k(h − x)

N
.Grâe à une intégration par partie, l'équation (20) onduit ensuite à l'expression suivantede s :

s = x − hc
−kq

N +
N

k
− N

k
c
−kq

N . (21)Partant de là, D'Alembert proède à une série d'approximations.Se rappelant que K ≪ k et supposant que λ =

∫ C

A

dx

y
≃ h

k
dans les premiers ins-tants du mouvement (le vase étant ylindrique), il vient, d'une part, N

k
=

K2h

k2
≪ h,et l'équation (21) se réduit don à

s ≃ x − hc
−kq

N . (22)En supposant, d'autre part, que kq

N
≪ 1, e qui revient à onsidérer la hauteur dedesente q de la tranhe supérieure omme un in�niment petit d'ordre supérieur ou égalà 2 (ompte tenu de la relation kq

N
≃ k2qh

K2
, ave K ≪ k), D'Alembert proède à unerédution en série de la quantité c

−kq

N , de telle sorte que
s = x − h

(

1 − kq

λK2
+

k2q2

2λ2K4
− k3q3

6λ3K6
+ . . .

)

= (x − h) +
khq

λK2
− k2hq2

2λ2K4
+

k3hq3

6λ3K6
+ . . .Sahant que q = h − x ≪ 1, il vient don

s ≃ khq

λK2
− k2hq2

2λ2K4
+

k3hq3

6λ3K6
+ . . . , (23)ou enore, ompte tenu de l'expression (22) de s :

s ≃ x − hc−
kq

λK2 ≃ h
(

1 − c−
kq

λK2

)

. (24)Nous reonnaissons ii l'expression aratérisant aujourd'hui la phase transitoire denombreux systèmes physiques, 'est-à-dire la phase de transition entre l'instant initialet l'établissement du régime stationnaire.Dans l'équation (24), le temps t transparaît au travers de la hauteur q qui, passant



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 191d'une valeur in�nitésimale du seond ordre au premier instant du mouvement, à unevaleur d'ordre 1, puis à une valeur �nie, dérit don l'évolution temporelle de la hauteurde hute de la tranhe supérieure, et, par là-même, le passage de la vitesse de la surfaeinférieure� de sa valeur primitive k

K

√

2gq, puisque
s =

u2

2g
≃ khq

λK2
=

khq

Nd'après l'équation (23), ave N

k
≃ K2h

k2
de telle sorte que

s =
u2

2g
=

k2

K2
q(q étant alors un in�niment petit d'ordre supérieur ou égal à 2)� à sa valeur stationnaire√2gx, que l'on pourra diretement obtenir à partir l'équa-tion du mouvement (19) (q possède alors une valeur �nie), ou enore tirer del'équation (22) en onsidérant q omme un in�niment petit d'ordre 1, ar

−kq

N
= −k2q

K2
−→ −∞(ompte tenu de la relation N

k
≃ K2h

k2
et de l'hypothèse K ≪ k), de telle sorteque

s =
u2

2g
≃ x.C'est là l'expression, on�rmée par l'expériene à ette époque, de la vitesse d'un�uide s'éhappant d'un vase peré d'un très petit ori�e en son fond.En somme, D'Alembert traduit don mathématiquement le onept, bien obsurjusqu'alors, de � premiers instants du mouvement �. Cette tradution mathématiquesemble permettre d'assimiler e onept à la notion moderne de phase transitoire dumouvement.C'est d'ailleurs au alul du temps néessaire à l'établissement du régime station-naire, ou, pour employer ses propres termes, au alul du temps mis par la tranheinférieure du �uide pour aquérir la valeur √2gx, qu'il destine ette méthode dans lesart. 36 à 44 du Mémoire 57 � V. Il estime en e�et e temps dans le adre de deux hypo-thèses di�érentes portant sur la valeur de la vitesse de la surfae inférieure au premierinstant.La première, orrespondant au résultat défendu par Borda dans son � Mémoire surl'éoulement �, établit que la fore aélératrie animant le �uide au niveau de l'ori�edans le premier instant du mouvement est égale à l'aélération de la pesanteur.



192 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783La seonde n'est rien d'autre que le résultat ontesté par Borda et soutenu parD'Alembert, résultat selon lequel la fore aélératrie valant g au premier instant estelle de la tranhe supérieure, dont la vitesse primitive véri�e alors √2gq, tandis queelle de la tranhe inférieure vaut k

K

√

2gq (ompte tenu de la onstane du débit del'éoulement).Il parvient, e faisant, à un temps �ni dans le premier as, et à un temps in�nimentpetit dans le seond. Il démontre, autrement dit, la fausseté de la solution de Borda,ar, explique-t-il, � il seroit di�ile de onevoir �, en partant de la solution de sonontraditeur411 ,� omment ette vitesse, au bout d'un temps �ni très-ourt, deviendroit [√2gx℄omme le donne la théorie [. . . ℄, au lieu que dans notre supposition, le temps dela desente par q seroit in�niment plus ourt, & le �uide sortant par l'ouverture,aquerroit au bout de e temps très-ourt la vitesse [√2gx℄ �.Notons, pour �nir sur ette question, que la notion de premiers instants de l'éou-lement, ou de phase transitoire, n'aurait pas grand sens aujourd'hui, ompte tenu desadre d'étude adoptés par D'Alembert et Borda dans leurs travaux respetifs. L'appli-ation du théorème de Bernoulli qui orrespond à l'équivalent moderne des méthodes demise en équation des savants selon l'approhe unidimensionnelle, requiert en e�et, d'unpoint de vue moderne, l'hypothèse de stationnarité de l'éoulement. L'étude de la phasetransitoire proprement dite débouherait, quant à elle, sur la formulation d'équationsaux dérivées partielles dont la résolution onstitue un problème inextriable à etteépoque. Rappelons d'ailleurs que, dans le adre de l'approhe analytique des éoule-ments, D'Alembert se restreint aux premiers instants du mouvement a�n de justi�er laséparation des variables de temps et d'espae au sein des omposantes de la vitesse, eilui permettant de simpli�er le système d'EDP à résoudre � voir le hapitre IV, p. 110.Ce n'est, de façon générale, pas un as de �gure isolé au XVIIIe sièle. Du point devue théorique, la manipulation de la variable temporelle en hydrodynamique demeureartisanale. Il en est de même dans le domaine expérimental, ompte tenu du manquede préision des outils de mesure du temps dont les géomètres disposent.C'est sur une question ruiale vis-à-vis du problème de onordane entre théo-rie et expériene que nous terminerons d'ailleurs e hapitre onsaré à la question del'éoulement d'un vase ylindrique peré d'un ori�e en son fond : le phénomène deontration de la veine.
411 D'Alembert, Opusules, t. VIII, 1780, Mémoire 57, � V, art. 44, p. 98-99.



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 1933. La question de la ontration de la veineCette question est abordée dans le Mémoire 57 � VI des Opusules t. VIII. Le phé-nomène orrespondant, mis au jour par Newton dans la seonde édition de ses PrinipiaMathematia Philosophiae Naturalis (1713), se traduit par le resserrement de la setionde la veine de �uide au sortir d'un ori�e peré au fond ou sur l'une des parois latéralesd'un vase. Ce phénomène avait été très brièvement étudié par D'Alembert dans la pre-mière édition de son Traité des �uides (1744), e dernier se ontentant de renvoyer à lasetion IV de l'Hydrodynamique de D. Bernoulli, � ne royant pas qu'on puisse ajouterrien à e qu'il a dit là-dessus �412.Il y avait également onsaré quelques travaux � d'ailleurs prolongés dans le Mé-moire 57 � VI � dans le adre de l'approhe analytique, de façon indirete dans lesartiles 137 à 147 de l'Essai sur la résistane des �uides (1752), initialement dédiés àl'étude de l'ation d'une veine de �uide qui sort d'un vase et frappe un plan, et de façondirete dans le Mémoire 32 � IV, des Opusules t. V (1768). S'il revient don ii sur laquestion, 'est probablement en raison des remarquables reherhes que Borda donne àvoir sur e sujet dans les art. 6 à 10 de son � Mémoire sur l'éoulement �.La question de la ontration de la veine dans le� Mémoire sur l'éoulement � de BordaLe phénomène de ontration de la veine onstitue une parfaite illustration de l'im-portane de l'expériene en hydrodynamique, et par là-même, un sujet emblématique dela rise des années 1770. A part dans de très rares as de �gure, dont l'un, omme nousallons le voir, se trouve d'ailleurs résolu par Borda, la théorie ne permet e�etivementpas de parvenir à une expression du rapport de ontration. Il faut don avoir reoursà l'expériene pour l'évaluer. Les rapports de ontration onstituent, dans le mêmetemps, et de manière quelque peu paradoxale, un besoin expérimental ruial, puisqueles mesures de vitesse du �uide s'e�etuent, à ette époque, à partir des valeurs du débitde l'éoulement au sortir du vase, et que la formule théorique permettant de passer dees valeurs expérimentales du débit à elles de la vitesse fait diretement intervenir lerapport de ontration de la veine. . .Borda rend, en guise d'introdution à ses reherhes sur le sujet, très lairementompte de et enjeu dans son � Mémoire sur l'éoulement �, en a�rmant que413� quoiqu'on trouve que la vîtesse du �uide est dûe à toute la hauteur du vase, on nesait pas pour ela déterminer la quantité qui s'en éoule dans un temps donné : elavient de e que la olonne qui sort de e vase se resserre à une petite distane de412 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 118, p. 104.413 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 5, p. 585.



194 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783l'ori�e, & que e resserrement, onnu sous le nom de ontration de la veine, n'apoint enore été déterminé par la théorie. Comme j'ai eu besoin, pour la solutionde quelques problèmes ontenus dans e Mémoire, de onnoître exatement etteontration, j'ai fait des reherhes à e sujet �.Borda, dans son mémoire, y étudie don d'abord le problème sous l'angle théorique. Ilse plae, pour e faire, dans le as partiulier aujourd'hui onnu sous le nom d'ajutagerentrant et qui onsiste à adapter � un tube [. . . ℄ prolongé dans le vase d'une quantité�nie �414. Le suès de sa démonstration repose en fait sur l'idée d'avoir onsidéré untube de diamètre in�niment petit.PSfrag replaementsA B

C D

E F

O

Fig. XVII � Ajutage rentrant EF dansun vase ylindrique.Posant h la hauteur de �uide au-dessus du tube, R la fore de réation du �uideontre le vase, e et me les setions respetives du tube et de la veine au point de plusgrande ontration (voir la Fig. XVII), Borda onsidère en e�et que :� le vase, qu'il imagine posé sur un plan parfaitement poli, aura tendane, � pare�et de la réation �, à prendre � un petit mouvement du �té opposé à la sortiedu �uide, de manière ependant que le entre de gravité de l'ensemble de tout le�uide & du vase, rest[e℄ immobile �415 ; ainsi la quantité de mouvement impriméeau vase par la réation R dans l'espae de temps T , 'est-à-dire RT , sera égaleà la quantité de mouvement du �uide sorti du vase dans le même temps, soit
meT × 2gh. Il vient don R = 2ghme ;� la pression du �uide, qui s'exprime hez lui, de même que hez D'Alembert, ommeune fore externe s'exerçant sur les parois du vase, peut être estimée de même lamême façon que si le �uide était parfaitement stagnant, pare qu'en raison dutrès petit diamètre du tube adapté, � les moléules qui sont ontre les parois duvases & au pied du tube, ne peuvent se mouvoir qu'ave une vîtesse in�nimentpetite �416. La réation R sera don égale à la di�érene de pression entre les �tés414 Borda, Ibid. note 413, art. 6, p. 586.415 Borda, Ibid. note 413, art. 7, p. 586.416 Borda, Ibid. note 413, art. 7, p. 587



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 195
AC et BD, 'est-à-dire égale à la pression du �uide ontre la partie O de la paroiopposée à l'ori�e, de telle sorte que R = ghe.Il ne lui reste plus, dès lors, qu'à égaler es deux expressions de la réation R. Il vient

m = 1

2
, d'où Borda onlut �nalement que � la setion de la veine, au point de plusgrande ontration, est exatement la moitié de la setion du tube �417.Malgré l'astue théorique onsistant à se plaer dans le as d'un tube horizontaladapté in�niment �n, Borda n'en est pas moins onsient que la ontration de la veinen'a lieu que dans le as d'un ori�e de taille �nie. Dans les art. 8 à 10 de son mémoire,onsarés à la véri�ation de son rapport pour l'ajutage rentrant ainsi qu'à la détermi-nation du rapport pour un ajutage sortant, il suppose en e�et que la valeur erronée, àsavoir 1√

2
, obtenue par Newton dans le vol. 2, prop. 36, de ses Prinipia MathematiaPhilosophiae Naturalis, vient de e que son prédéesseur � a fait son expériene sur unori�e trop petit �418. Cette erreur vient également, selon lui, de la méthode expérimen-tale utilisée, laquelle onsiste à mesurer la diamètre de la veine à l'endroit le plus étroit.� La manière de mesurer la ontration par la mesure de la veine ontratée n'étant pasassez préise �, explique-t-il en e�et419,� j'ai voulu herher ette ontration par la méthode dont M. Bernoulli parle dansson Hydrodynamique, page 79 : ette méthode onsiste à mesurer le temps qu'uneertaine quantité de �uide emploie à sortir d'un vase par un ori�e donné, on aluleaprès ela le temps qu'il auroit dû employer s'il n'y avoit pas eu de ontration, &le rapport des deux temps, donne elui de la grandeur de l'ori�e à la setion de laveine ontratée �.Il parvient ainsi à mesurer un rapport de ontration de 10

16
pour l'ajutage sortant,ainsi qu'un rapport de 100 à 1941

5
pour un ajutage rentrant, 'est-à-dire à peu près 1

2
,onformément au résultat obtenu par la voie théorique.Dans le t. II de son Traité élémentaire d'hydrodynamique, Bossut rend égalementompte, omme le note expliitement D'Alembert dans le Mémoire 57 � VI, d'expérienesréalisées sur un ajutage sortant420.Il dresse d'abord, e faisant, un onstat identique à elui de Borda pour e quionerne l'éart obtenu par les méthodes onsistant respetivement à mesurer la setionde la veine ontratée et à omparer le débit théorique du �uide au sortir du vase (sansontration) ave elui mesuré (ave ontration). Il obtient un rapport de 100 à 150,soit 2

3
, par la première méthode, e qui le pousse à onlure que421417 Borda, Ibid. note 413, art. 7, p. 587.418 Borda, Ibid. note 413, art. 8, p. 587. Les expérienes sur lesquelles se fonde Newton pour établirle rapport de ontration de la veine sont en fait prinipalement dues à Roger Cotes (1682-1716) : voirM. Blay, La siene du mouvement des eaux de Torrielli à Lagrange, Belin, Paris, 2007, p. 139-150.419 Borda, Ibid. note 413, art. 9, p. 588.420 Cf. Bossut, Traité élémentaire d'hydrodynamique, 2nde édition, 1775, t. II, art. 322-325, p. 12-14.421 Bossut, Ibid. note 420, art. 361, p. 34.



196 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� le rapport de l'aire de l'ori�e à l'aire de la setion de la veine ontratée, tel quela mesure immédiate du diamètre de la veine nous l'a donné [. . . ℄ est sensiblementmoindre qu'on ne le trouve par les dépenses �Il parvient par la seonde méthode � elle des dépenses, 'est le nom que Bossut luiattribue dans l'extrait préédent �, à un rapport de 5

8

422 :� Il suit de-là qu'on pourra déterminer d'une manière exate & onforme à l'ex-périene [. . . ℄ les éoulemens des �uides qui sortent des vases [. . . ℄ en diminuantsimplement l'aire véritable de l'ori�e dans le rapport de 8 à 5 à-peu-près, sansfaire auun hangement dans les autres données du problème �.Ce rapport de 5

8
pour un ajutage rentrant oïnide parfaitement ave le résultat obtenupar Borda, 'est-à-dire 10

16
. Bossut fait ainsi remarquer, à l'instar de son préédesseur,que � elui [. . . ℄ donné par Newton est absolument défetueux �423.Il établit en�n un résultat ayant éhappé à l'auteur du � Mémoire sur l'éoulement �et qui, nous semble-t-il, assurera la supériorité de son ouvrage dans e domaine �quoique Borda soit parvenu, omme nous l'avons vu, à établir le rapport de la ontra-tion pour un ajutage sortant par la théorie et par l'expériene. Comme le souligne ene�et Duval-Leroy dans l'artile � Fluide �, entrée � Fluides. (mouvement des) �, déjàité de l'Enylopédie Méthodique. Marine424,� on onçoit que ette ontration de la veine de �uide n'est pas la même danstous les as, ainsi que MM. Daniel Bernoulli & l'abbé Bossut l'ont observé. Plus lesbords de l'ori�e sont mines, plus, toutes hoses égales d'ailleurs, la ontrationest forte. �Dans le t. II de son Traité élémentaire d'hydrodynamique, Bossut a�ete en e�etle rapport de ontration de 5

8
aux ori�es perés dans les parois mines d'un vase.Il établit en revanhe un nouveau rapport de ontration de 13

16
dans le as de paroisépaisses, e qu'il traduit expérimentalement en onsidérant un tuyau adapté à l'ori�e� le tuyau est totalement situé à l'extérieur du vase, il s'agit don toujours d'un ajutagesortant. Il montre ainsi, omme le rappelle Duval-Leroy425,� que lorsque les bords de l'ori�e sont mines, l'aire de ette setion est à elle del'ori�e omme 5 à 8 [. . . ℄. Le �uide se ontrate enore s'il sort par des tuyaux422 Bossut, Ibid. note 420, art. 361, p. 34. Nous attirons votre attention sur le fait que le rapport deontration est dé�ni, par ertains auteurs, omme le rapport entre la setion de l'ori�e et elle de laveine ontratée ('est le as de Borda, et de D'Alembert dans le Mémoire 57, � VI) ; il est dé�ni, pard'autres auteurs, omme le rapport entre la setion de la veine ontratée et elle de l'ori�e ('est leas de Bossut dans l'extrait suivant).423 Bossut, Ibid. note 420, art. 361, p. 34-35.424 Enylopédie Méthodique. Marine, vol. 2, 1786, art. � Fluide �, entrée � Fluides. (mouvement des) �,signé (Y), p. 328.425 Enylopédie Méthodique. Marine, Ibid. note 424, p. 128



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 197ylindriques ou prismatiques adaptés aux ori�es des vases. Mais lorsqu'ils sontassez longs pour que le �uide touhe les parois en sortant, l'e�et de la ontrationou la diminution de la dépense est moins sensible. M. l'abbé Bossut a trouvé que,lorsque es tuyaux sont de deux ou trois poues, la dépense est diminuée dans lerapport de 16 à 13.Lorsque que Du Buat, autre élèbre expérimentateur à ette époque, fait mention duproblème de ontration de la veine dans ses Prinipes d'hydraulique, publiés en 1779,'est aux expérienes de Bossut dans le Traité élémentaire d'hydronamique qu'il faitréférene, ainsi qu'en témoigne l'extrait suivant de l'ouvrage426 :� M. l'abbé Bossut a fait voir, dans son Hydrodynamique, que si l'ori�e est forméde parois très-mines, la dépense e�etive est à la dépense théorique omme 5 : 8['est-à-dire 5 et 8℄. Mais que si l'éoulement a lieu par un tuyau additionnel dequelques poues de longueur, les dépenses sont omme 13 : 16 ['est-à-dire 13 à
16℄ �.Borda et Bossut font don �nalement preuve d'un inontestable savoir-faire expé-rimental sur ette question de la ontration de la veine. Les résultats du seond fontdate pour e qui onerne l'éart des rapports entre parois mines et épaisses. Quant àla solution théorique, on�rmée par l'expériene, du premier des deux savants pour leas d'un ajutage rentrant, elle porte enore aujourd'hui le nom d'ajutage de Borda427.La question de la ontration de la veinedans le Mémoire 57 � VI de D'AlembertIl n'en est évidemment pas de même des reherhes de D'Alembert sur le sujet.Compte tenu de l'approhe exlusivement théorique de D'Alembert dans le Mémoire57 � VI des Opusules t. VIII (1780), ses travaux ne renferment en e�et auun aspetpartiulièrement novateur.Il onlut ainsi, 'est là un exemple partiulièrement représentatif de sa faiblessedans le domaine expérimental, le paragraphe en ommettant une double erreur d'inter-prétation des résultats obtenus par ses prédéesseurs. � M. l'Abbé Bossut �, érit-t-il428,� dans son Hydrodynamique, trouve par ses expérienes que la ontration de laveine est = 2

3
de l'ouverture ; & M. Borda trouve de son �té par les siennes 1

2
.Ces deux savans Géomètres di�erent aussi sur la onstrution de la veine dans lestuyaux additionels. Ainsi et objet pourroit enore mériter de nouvelles reherhesde la part des Géomètres Physiiens �.426 Du Buat, Prinipes d'hydraulique, Paris, 1779, art. 139, p. 125.427 Voir, par exemple, G. K. Bathelor, An introdution to �uid dynamis, Cambridge UniversityPress, Cambrige, 2000, p. 390.428 D'Alembert, Opusules, t. VIII, 1780, Mémoire 57, � VI, art. 31, p. 117.



198 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783D'Alembert donne don, d'après e que nous venons d'indiquer onernant les expé-rienes de Bossut et Borda sur le sujet, la valeur du rapport de 100

150
obtenue par Bossutpar la première méthode expérimentale (mesure direte de la setion de la veine ontra-tée), au lieu de la valeur de 5

8
obtenue par la seonde méthode, et présentée par sononfrère omme le bon résultat dans le as de parois mines. Il onfond, d'autre part,les rapports obtenus par les deux savants, le premier dans le as d'un ajutage rentrant,le seond dans le as d'un ajutage sortant !Parmi les reherhes du Mémoire 57 � VI, nous pourrons enore dire quelques motsde la ontinuation, dans les art. 25 à 30, des reherhes analytiques entamées dans l'Essaisur la résistane des �uides et le Mémoire 32 � IV des Opusules t. V (1768). Celles-i onstituent un nouvel exemple de l'obstination de D'Alembert dans une approheexlusivement théorique vis-à-vis de ette question. Elles le mènent, omme nous allonsle voir, à un résultat indéniablement intéressant, puisqu'il onsiste en une nouvelledémonstration de la fausseté de la atarate de Newton, mais malheureusement sansrapport ave l'objet premier de ses reherhes, la ontration de la veine.Dans son traité de 1752, art. 137-147, p. 163-180, D'Alembert était en e�et parvenuà établir une équation analytique suseptible de représenter les ontours d'une veineontratée. Il n'y avait pas diretement étudié le problème de la ontration de la veine,mais � l'ation d'un veine de �uide qui sort d'un vase, & qui frappe un plan �, problèmedans lequel le alul de la pression du �uide ontre le plan le ontraint préalablementà déterminer l'équation de la veine. Dans l'art. 144, p. 169-171, il se onsarait ainsià ette dernière question dans le as où les parties du �uide se trouvent soumises à lapesanteur. Voyons préisément en quoi sa méthode onsiste.Soient x = AP , PM = y, BM = s, AB = K (AB désignant la demi-setion del'ori�e inférieur), et v la vitesse des partiules au point A, Pp et Mm représentent lesespaes parourus par les partiules P et M pendant l'instant dt (voir la Fig. XVIII).L'hypothèse du parallélisme des tranhes impose d'autre part une vitesse homogène etvertiale dans haune des tranhes du �uide : la vitesse de la tranhe PM sera don

=
vK

y
, d'où D'Alembert tire

dt =
dx
vK

y

=
ydx

vK
.Le savant applique dès lors le prinipe de la dynamique, selon lequel l'inrément devitesse

−dv(m) = −d

(

ds

dt

)

= −d2s

dtperdu par la partiule m dans l'instant dt doit faire équilibre à la omposante tangentiellede l'inrément de vitesse pdt × dx

ds
aquis sous l'ation de la pesanteur, de telle sorte



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 199qu'il en résulte une fore perpendiulaire à la surfae de la ourbe BMm. Il vient
gdt

dx

ds
− d2s

dt
= 0, (25)soit enore

ds × d2s =
gy2dx2

v2K2
dx,sahant que dt =

dx
vK
y

=
ydx

vK
. L'intégration de ette dernière relation donne ensuite

ds2

2
=

gy2dx2

v2K2
(x + C),la onstante C = h étant déterminée par les onditions ds = dx et v2 = 2gh pour x = 0et y = K. D'Alembert obtient ainsi l'équation

ds2 = dx2 + dy2 =
2gy2dx2

v2K2
,'est-à-dire, ompte tenu de v2 = 2gh,

dx2 + dy2 =
y2dx2(x + h)

K2h
. (26)
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Fig. XVIII � Représentation de la partie droite d'uneveine de �uide délimitée par l'axe médiant
AC et le ontour BMmm′D.Dans le Mémoire 32 � IV des Opusules t. V (1768), D'Alembert tentait, sans suès,d'intégrer ette équation (26). Il herhe don à montrer, dans les art. 25 à 30 du Mé-moire 57 � VI qu'elle peut e�etivement être onsidérée omme une expression expliite



200 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783des ontours de la veine ontratée.Il se plae, pour e faire, dans le as partiulier
y2 =

K2h

x + h
, (27)lequel orrespond également à l'équation obtenue dans l'hypothèse où la vitesse de latranhe de la veine ontratée située à la distane x de l'ori�e véri�e√2g(x + h), 'est-à-dire dans l'hypothèse où ette tranhe se meut sous le seul e�et de l'aélération de lapesanteur, ompte tenu de la relation y

√

2g(x + h) = K
√

2gh imposée par la onstantedu débit de l'éoulement. Il montre dès lors que ette équation (27) ne satisfait ni auxonditions g
dx

ds
=

d2s

dt2
� 'est là l'équation (25) � et dv

dt
= g tirées de l'appliation deson prinipe de la dynamique, ni à la ondition ydx = Cste orrespondant à l'expressionde l'inompressibilité du �uide. Il onlut de là que � la veine du �uide ne peut avoirpour équation y2 =

K2h

x + h
�429.Cette étude le onduit don à un nouvel éhe, mais lui donne néanmoins l'oasionde donner une nouvelle démonstration, la première étant due à J. Bernoulli dans sonHydraulique430, de l'irreevabilité de la théorie de la atarate de Newton. � Les mêmesraisons �, explique-t-il431,� prouvent que ette équation ne peut représenter, omme l'a ru M. Newton, laatarate ou ourbe suivant laquelle le �uide se meut au-dedans du vase. M. Ber-noulli, dans son Hydraulique, a déjà fait voir, par d'autres raisons, l'impossibilitéde ette prétendue atarate. �Dans la seonde édition de ses Prinipia Mathematia Philisophae Naturalis (1713)432,Newton dé�nit en e�et, a�n de rendre ompte du phénomène de ontration de laveine, une atarate ABNFEM devant guider le mouvement d'un �uide pesant jusqu'àl'ori�e EF peré au fond d'un vase ylindrique ABCD (voir la Fig. XIX)433 :� Supposez un ylindre de glae [. . . ℄ de la même largeur que l'intérieur du vase, quiait le même axe, & qui desende ontinuellement ave un mouvement uniforme ;& que ses parties, dans le moment qu'elles auront atteint la super�ie AB, se429 D'Alembert,Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VI, art. 30, p. 117. Nous avons substitué,dans et extrait, la notation K désignant la demi-setion de l'ori�e inférieure à la notation d'origine

a.430 Cf. J. Bernoulli, Hydraulique, Johannis Bernoulli Opera Omnia, vol. 4, 1743, Partie II, � LX,p. 483-484. J. Bernoulli y réfute la théorie de atarate de Newton pare qu'elle ontredit les lois del'hydrostatique.431 D'Alembert, Ibid. note 429.432 Cf. Newton, Prinipia Mathematia Philisophae Naturalis, 2nde édition, vol. II, prop. XXXVI,p. 303-313.433 Newton, Prinipia Mathematia Philisophae Naturalis, trad. de la Marquise du Châtelet, t. I, 1759,p. 358.



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 201liqui�ent, & en se onvertissant en eau, qu'elles s'éoulent dans le vase par leurgravité, & forment, en tombant, une atarate ou olonne d'eau ABNFEM quipasse par le trou EF & qui l'emplisse entierement �.PSfrag replaements
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Fig. XIX � Catarate AMEFNB guidant, selon Newton,le �uide de la surfae supérieure AB jusqu'àl'ori�e inférieur EF .La �gure de ette atarate sera donnée, selon Newton, par l'équation y2 =
a2h

x
, y et adésignant les setions des tranhes MN et AB, h et x les hauteurs du vase et du �uideen MN , repérées par rapport à la surfae supérieure434.L'absene de résultats onrets de D'Alembert sur ette question de la ontrationde la veine fait mieux sentir la nature de la querelle l'opposant à Borda dans le adre dela rise de l'hydrodynamique des années 1770. Il s'agit d'une polémique entre un savantporteur d'un nouveau savoir faire expérimental et un pur théoriien.Remis en perspetive par rapport à la question plus générale de l'éoulement d'un�uide dans un vase ylindrique peré d'un ori�e en son fond, les résultats de Bordaonernant la détermination des rapports de ontration, ainsi que eux de Bossut,onstituent une réelle avanée pour e qui est de onilier théorie et expériene. Nousavions ependant pu onstater, dans le hapitre préédent, qu'il en est pas de même del'hypothèse des tuyaux urvilignes adoptée dans le � Mémoire sur l'éoulement � a�nd'a�ner la détermination théorique de la vitesse d'éoulement du �uide au sortir d'untel vase. La nouvelle version du parallélisme des tranhes, dite des parties stagnantes,proposée dans le Mémoire 57 ne onduit pas non plus à de réels progrès dans e domaine.Elle ne permet pas même à D'Alembert de démontrer l'irreevabilité des ritiques deBorda au sujet des fores aélératries animant les surfaes supérieure et inférieure du�uide au ommenement du mouvement.434 Pour plus de détails sur la théorie de la atarate de Newton, voir G.E. Smith, �Was Wrong NewtonBad Newton ? �, Wrong for the Right Reasons, éd. par J. Z. Buhwald et A. Franklin, Arhimedes, vol.11, Springer, 2005, p. 127-160, et M. Blay, La siene du mouvement des eaux de Torrielli à Lagrange,Belin, Paris, 2007, p. 139-150.



202 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Les reherhes du savant sur ette version intermédiaire entre le parallélisme et l'hy-pothèse des tuyaux urvilignes onstituent en outre une rihe soure d'informations,grâe à laquelle nous sommes parvenus à appréhender sa façon de onevoir la notionde premiers instants de l'éoulement omme l'équivalent de e que nous appelons au-jourd'hui la phase transitoire du mouvement. Elles font également intervenir le oneptde ténaité et d'adhérene des partiules �uides entre elles, un onept remontant à sathéorie de 1744 dont nous avons onséquemment pu mettre en évidene le sens physique,en rejettant notamment l'idée de prémies du onept moderne de visosité, telle que sadé�nition par D'Alembert peut le suggèrer au premier abord. Nous avons en�n, dans leourant de e hapitre, évoqué une seonde utilité de ette hypothèse des parties stag-nantes dans la théorie du savant : assurer le respet de la loi leibnizienne de ontinuité.Cette néessité de garantir une évolution par degrés insensibles de la vitesse du�uide s'éoulant à l'intérieur d'un vase dont la setion varie brusquement � 'est le asd'un vase ylindrique peré d'un ori�e en son fond � onstitue, selon D'Alembert, uneondition néessaire à l'appliation du prinipe de onservation des fores vives. Elleorrespond également, omme nous allons le voir, au prinipal argument que le savantoppose à la théorie des pertes de fores vives avançée par Borda dans son � Mémoire surl'éoulement �. Suite à l'éhe, du point de vue de la oniliation ave l'expériene, desa méthode de mise en équation du mouvement d'un �uide dans l'hypothèse des tuyauxurvilignes, Borda revient en e�et à l'approximation du parallélisme, et assimile le mou-vement mutuel des tranhes à un ho ave perte de fores vives entre orps solides dansl'ensemble des questions faisant intervenir une onduite dont la setion augmente, soitbrusquement, soit de façon ontinue. Il s'ensuit une polémique ave D'Alembert, fa-rouhement opposé à ette idée, dont nous proposons de présenter les tenants et lesaboutissants dans le hapitre suivant.Cette querelle est d'autant plus intéressante, de notre point de vue, que la théoriedes fores vives de Borda s'inspire d'une idée soumise par D. Bernoulli dans son Hydro-dynamique (1738) et dont D'Alembert rejette de même la teneur dans le Mémoire 57.Elle renvoie également à un di�érend entre la solution de es deux derniers savants surun problème que nous onnaissons bien, l'éoulement dans un vase ylindrique peréd'un ori�e en son fond. Ce di�érend, mis en avant par D'Alembert dans la premièreédition de son Traité des �uides (1744), Borda pense l'avoir résolu dans son � Mémoiresur l'éoulement �, e qui provoquera de même réponses et ontre-propositions de l'En-ylopédiste dans la quatrième et dernière phase de son ÷uvre. L'examen de et autresujet de on�it se trouve, nous le verrons, diretement lié à la question des pertes defores vives. Il nous permettra de lore l'étude panoramique, largement entamée danse hapitre, sur l'abord du problème du vase ylindrique peré d'un ori�e en son fonddans le adre de la rise de l'hydrodynamique des années 1770.Ce nouveau versant de notre travail engage don une étude de la première éditiondu Traité des �uides jusqu'au Mémoire 57 des Opusules t. VIII de D'Alembert. Il nous



CHAPITRE VI : L'ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE DANS UN VASE CYLINDRIQUE 203apprendra beauoup sur sa façon de onevoir, physiquement, le omportement d'un�uide en mouvement, en nous o�rant notamment l'oasion de préiser sa position surle sujet par rapport à elles de D. Bernoulli et Borda, et, de façon inattendue, de prendreonsiene de l'in�uene de l'Hydraulique de J. Bernoulli sur sa théorie des éoulements.





Chapitre VII. LE STATUT DE LA LOI LEIBNIZIENNEDE CONTINUITÉ DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERTEN HYDRODYNAMIQUE (1744-1780)Ave la question des limites de validité de l'hypothèse du parallélisme des tranhes etdu hoix de la meilleure représentation théorique des trajetoires d'un �uide s'éoulantà l'intérieur d'un vase, le problème des onditions d'appliation du prinipe de onser-vation des fores vives onstitue l'un des deux prinipaux sujets de la querelle opposantD'Alembert à Borda dans le adre de la rise de l'hydrodynamique des années 1770.Cet sujet de polémique remonte en fait à une hypothèse émise par D. Bernoulli dansson Hydrodynamique, onsistant à tenir ompte d'une perte de fores vives dans le asde brusques variations de la setion d'éoulement. Dans son � Mémoire sur l'éoule-ment �, Borda propose, résultats expérimentaux à l'appui, de faire passer l'hypothèsede D. Bernoulli au rang de théorie, en généralisant l'idée de prendre en ompte uneperte de fores à tous les types de anaux ou de vases présentant une augmentation,brusque ou ontinue, de leurs setions. Il met ainsi intuitivement le doigt sur le phé-nomène aujourd'hui onnu sous le nom de pertes de harges singulières. Il établit, quiplus est, une formule permettant d'évaluer la valeur de ette perte dans un as parti-ulier de onduite : il s'agit de l'atuel théorème de Borda-Carnot. Ave ses reherhes,présentées dans le hapitre préédent, onernant la question de la ontration de laveine, ette déouverte forme l'un des deux éléments ayant onouru à la pérennité deson mémoire de 1766. Elle orrespond, dans le même temps, à l'aspet de sa théorie leplus ouramment relevé par l'historiographie.Si l'on exepte le physiien Barré de Saint-Venant qui, nous y reviendrons, publieun mémoire435 à la �n du XIXe sièle ontenant notamment un historique détaillé dee théorème ainsi qu'une disussion approfondie de la pertinene des démontrationsproposées par D. Bernoulli et Borda, les historiens de l'hydrodynamique ayant abordéle sujet436 n'ont toutefois, et plut�t étrangement, jamais relevé les erreurs ommisespar l'auteur du � Mémoire sur l'éoulement �. Celui-i, nous le mettrons en évidene,étend en e�et sa théorie des pertes de fores vives aux vases ou onduites présentantune augmentation ontinue de leur setion d'éoulement, là où la méanique des �uidesmoderne la restreint aux seuls as de brusques variations. Sa justi�ation et son évalua-435 Adhémar Barré de Saint-Venant, � Mémoire sur la perte de fore vive d'un �uide aux endroits oùsa setion d'éoulement augmente brusquement ou rapidement �, Mémoires de l'Aadémie des sienesde l'Institut de Frane, t. 44 (1888), 193-244.436 Voir notamment R. Dugas, Histoire de la Méanique, Neuhâtel, 1950, p. 292-295, H. Rouse etS. Ine, History of hydraulis, New-York, 1963, p. 125-126 et J. S. Calero, La genesis de la meania de�uidos, Madrid, UNED, 1996, p. 481-489.



206 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783tion théorique du phénomène reposent, d'autre part, sur une assimilation, physiquementerronée, entre le mouvement des tranhes du �uide et les lois de la ommuniation dumouvement des orps solides : une perte a lieu, selon lui, au sein de l'éoulement dela même façon qu'une perte se produit lors du ho de deux masses non parfaitementélastiques.Les réponses apportées par D'Alembert dans le Mémoire 57 des Opusules t. VIII(1780) ne manquent pas, omme nous le verrons, de ibler es défauts de la théorie despertes de fores vives de Borda, théorie par ailleurs brillante ompte tenu de l'intui-tion physique dont son auteur fait preuve onernant un phénomène enore aujourd'huionsidéré omme di�ile. Elles rejettent don également, à tort, la déouverte de sonontraditeur, ainsi que l'idée initialement émise par D. Bernoulli dans son Hydrodyna-mique. Ce n'est toutefois peut-être pas là l'aspet le plus intéressant de notre examende e sujet de polémique.Nous montrerons en e�et que es réponses de D'Alembert onstituent avant toutune défense en régle d'une méanique des �uides ontinue. Cette oneption, propre ausavant, nous sera préalablement révélée par l'étude d'un autre di�érend entre D'Alem-bert et Borda, remontant lui-même à un sujet de désaord du premier des deux savantsave D. Bernoulli. Dans la première édition de son Traité des �uides (1744), D'Alembertreprohe généralement à e dernier d'avoir, dans un ertain nombre de problèmes, faitusage du prinipe de onservation des fores vives alors même que la loi leibniziennede ontinuité ne se trouve pas respetée. Il donne, dans ette optique, une illustrationpréise de la pertinene de son point de vue sur la question, onsidérée dans l'hypothèsedu parallélisme, de l'éoulement d'un �uide dans un vase ylindrique peré d'un ori�een son fond, une question que reprendra ensuite Borda de façon polémique dans son� Mémoire sur l'éoulement � en faisant voir omment les solutions de ses deux prédé-esseurs peuvent s'y aorder.Cette loi de ontinuité, diretement héritée, nous l'avons vu, des querelles méani-iennes de la �n du XVIIe et début du XVIIIe sièles � voir le hapitre II, p. 79 �,onstitue, dans la seonde édition du Traité des �uides (1770) et dans le Mémoire 57,le leit-motiv de D'Alembert ontre la théorie des pertes de fores vives de Borda. Elleorrespond également à sa stratégie de réponse ontre la méthode proposée et permet-tant, d'après l'auteur du � Mémoire sur l'éoulement �, de régler le di�érend entre sesdeux prédéesseurs onernant le mouvement d'un �uide dans un vase ylindrique peréd'un ori�e en son fond.C'est et argument même de ontinuité de l'éoulement qui inite D'Alembert, dès1744, à proposer l'hypothèse des parties stagnantes dont nous venons de détailler le r�ledans le adre du débât l'opposant à Borda sur les limites de validité des hypothèsesunidimensionnelles des éoulements. Cette hypothèse joue don de nouveau un r�le im-portant vis-à-vis de et autre sujet de querelle. Nous sommes par ailleurs tombés, dansle Mémoire 51, � IV, des Opusules t. VI (1773), sur une référene de D'Alembert à un



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 207ertain mémoire latin d'A. G. Kaestner, intitulé � Johan Bernoulli hydraulia ontraDom. d'Alembert objetiones �437, 'est-à-dire � Pour l'Hydraulique de Jean Bernoulliontre les objetions de Monsieur d'Alembert �, et publié en 1769. Ce texte, omme sontitre l'indique, orrespond à une défense de l'Hydraulique (1742) de J. Bernoulli ontre ladizaine de pages de ommentaires ritiques visant et ouvrage dans la première éditiondu Traité des �uides (1744) de D'Alembert. Sa tradution en français, ainsi que ellede l'Hydraulique de J. Bernoulli � traité dont il n'existait qu'une tradution anglaisepar T. Carmody et H. Kobus �, toutes deux réalisées en ollaboration ave B. Bru,nous ont permis de réaliser une étude roisée des trois érits, laquelle nous permettraii de montrer que ette théorie des parties stagnantes de D'Alembert, de même queette idée réurrente du respet de la loi de ontinuité, onstituent très probablementune in�uene direte de l'Hydraulique de J. Bernoulli sur la théorie des éoulements deD'Alembert438.Ces diverses faettes du di�érend initial entre D. Bernoulli et D'Alembert sur laquestion du vase ylindrique peré d'un ori�e en son fond formeront le orps de lapremière partie de e hapitre. Elles sont également, omme nous le verrons, direte-ment liées ave la polémique entre D'Alembert et Borda sur la question des pertes defores vives. Quant à la oneption des éoulements qui s'en dégage, oneption � Jean-Bernoullienne � fondée sur la loi de ontinuité, elle onstituera, omme nous l'avanions,une lé pour l'abord de la seonde partie de notre étude, onsarée au n÷ud entral dee même polémique. Nous montrerons en e�et omment elle permet à D'Alembert deibler, ave beauoup de justesse, les impairs de son ontraditeur, et omment ellele fait passer à �té de la prinipale déouverte du � Mémoire sur l'éoulement � : lephénomène de perte de harge singulière. Nous nous appuierons, e faisant, sur le pointde vue d'Adhémar Barré de Saint-Venant dans le mémoire que nous évoquions plusavant439.
437 � Johan Bernoulli hydraulia ontra Dom. d'Alembert objetiones �, Novi ommentarii SoietatisRegiae Sientiarum Gottingensis, t. I, Göttingen, 1769, p. 45-89.438 Cette étude a fait l'objet d'une ommuniation intitulée � Le statut de la loi de ontinuité dansl'Hydraulique de Jean Bernoulli et le Traité des �uides de D'Alembert à la lumière d'un mémoired'Abraham Gotthelf Kaestner � et destinée à être publiée dans le vol. XXVIII, fas. 2, de la revueitalienne Bolletinno di storia delle sienze matematihe rassemblant les ates du olloque � D'Alembert,i Lumi, l'Europa � ayant eu lieu à Levio Terme (Italie) du 24 au 29 septembre 2006.439 Barré de Saint-Venant, Ibid. note 435.



208 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-17831. D'un différend entre D'Alembert et D. Bernoulli etde ses réperussions dans le adre de la rise del'hydrodynamique des années 1770Nature du di�érend entre D'Alembert et D. BernoulliLe di�érend entre D. Bernoulli et D'Alembert, dont Borda pense être venu à boutdans son � Mémoire sur l'éoulement �, provient d'une divergene de leurs résultatspour le problème de l'éoulement d'un �uide dans un vase ylindrique peré d'un ori�e
EF en son fond (voir la Fig. XX), une divergene volontaire, omme nous allons le voir,puisque mise en avant par l'auteur du Traité des �uides (1744) a�n d'illustrer l'erreurqui onsisterait à appliquer le prinipe de onservation des fores vives ou le prinipede dynamique dans des as où la loi de ontinuité ne se trouve pas respetée. Notonsdès à présent, e détail ayant son importane, que les trois géomètres travaillent surette question, dans leurs érits respetifs, ave une ouverture inférieure EF de taillequelonque.
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Q′′Fig. XX � Eoulement d'un �uide dans un vase ylindriqueperé d'un ori�e EF en son fond. Les volumes
KSsk et EFfe orrespondent à l'état de latranhe inférieure avant et après le passage del'ori�e.Dans l'art. 113 de la première édition de son Traité des �uides, D'Alembert enaborde suessivement l'étude par le biais du prinipe de onservation des fores vives,puis par elui de son propre prinipe de la dynamique. Dans le premier as, l'équationdu mouvement, identique à elle obtenue par D. Bernoulli dans la setion III de sonHydrodynamique, déoule du proessus de mise en équation pour un vase de setionvariable. Le passage de l'une à l'autre n'étant ependant pas immédiat, reprenons donii le alul à partir de l'équation tirée de l'appliation du prinipe de onservation desfores vives � voir le hapitre II, p. 73 �, 'est-à-dire, ompte tenu du vase onsidéré,
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, m et u désignant la setion et la vitesse d'une tranhe de réfé-rene. Sahant que Q′Q′′ = x, et dN =
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)

mdx440, ave y = Cste = k et K lessetions du vase et de l'ouverture EF , il vient
kK2Nudu + m2(k2 − K2)

u2

2
dx = K2k2gxdx,qui orrespond à l'équation du mouvement d'un �uide dans un vase de setion variable,telle qu'elle se trouve établie dans l'art. 105 du Traité des �uides441. Dans e problèmedu vase ylindrique, D'Alembert onsidère néanmoins la tranhe KSsk toujours dans levase à l'instant onsidéré, et pose don m = k a�n que u désigne sa vitesse. Remarquantalors que N =

∫ Q′′
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m2dx

y
= kx ompte tenu de y = Cste = k, il parvient ainsi à uneéquation du mouvement similaire à elle obtenue par D. Bernoulli dans la setion III deson Hydrodynamique442, à savoir
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dx = xdx,une équation que nous préférerons, a�n d'en failiter une omparaison ultérieure, mettresous la forme :

x
d

dx

(

u2

2g

)

−
(

1 − k2

K2

)

u2

2g
= x. (28)L'appliation de son prinipe de la dynamique onduit ependant D'Alembert à unrésultat di�érent.Cette seonde méthode onsiste à examiner le mouvement des di�érentes tranhesomposant la masse de �uide dans le vase entre deux instants t et t+dt de l'éoulement.� Il est lair �, omme l'explique D'Alembert dans le même art. 113, qu'il faudra, danse as de �gure443440 Cf. D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 88, p. 72-73.441 Cf. D'Alembert, Ibid. note 440, Livre II, art. 105, p. 88. Notons que, dans et artile, D'Alem-bert obtient l'équation kK
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gxdx. Cette di�érene de signes avel'équation que nous reproduisons i-dessus vient de e que le savant y repère impliitement la variable

x par rapport au fond du vase au lieu de la repérer par rapport à la surfae supérieure du �uide (dx sehange ainsi en −dx). D'Alembert adoptera ependant la � onvention � inverse dans le Mémoire 51 �IV et en ertains endroits du Mémoire 57 de ses Opusules, 'est-à-dire la onvention que nous avionspréédemment adoptée et à laquelle nous nous tiendrons don, par soui de ohérene et de lisibilité,dans toute la suite de ette étude.442 Cf. D. Bernoulli, Hydrodynamique, 1738, Set. III, � 16, p. 36.443 D'Alembert, Ibid. note 440, Livre II, art. 113, p. 98. Nous avons substitué, dans et extrait, lanotation g désignant l'aélération de la pesanteur à la notation d'origine p.



210 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� regarder la vitesse u de la tranhe KSsk, au moment qu'elle se hange en V ,omme omposée de la vitesse V & de la vitesse u − V , & que les partiules quisont dans l'espae ksSK, animées de la vitesse V − u suivant [Q′′Q′℄, devroientfaire équilibre au reste du Fluide animé de la vitesse gdt − du �.L'appliation du prinipe de la dynamique le ontraint, autrement dit, à faire un aspartiulier de la tranhe inférieure, dont la vitesse passe de la valeur u dans le vase à lavaleur V hors du vase pendant l'intervalle de temps dt, tandis que les autres tranhesse ontentent d'aquérir l'inrément de vitesse du sous l'e�et de l'aélération de lapesanteur g. La tranhe inférieure et haune des tranhes omposant la masse de �uideen mouvement à l'intérieur du vase perdent ainsi respetivement les vitesses u − V et
gdt − du. Elles doivent, dans le même temps, se faire mutuellement équilibre, e quionduit don à D'Alembert à l'équation

QQ′′ × (V − u) =

∫ Q′′

Q′

(gdt − du)dx,'est-à-dire
QQ′′ × (V − u) = Q′Q′′ × (gdt − du),ou enore
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(
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2g
= x. (29)Cette di�érene entre (28) et (29) ne surprend pas D'Alembert. La seonde, fait-t-ilen e�et remarquer, est elle qui donne une � détermination fautive du mouvement �,pare qu'en444� y supposant l'ouverture K fort petite, on ne pourroit pas en déduire que la vitessedu �uide qui sort, fût égale à elle qu'il auroit aquise en tombant librement de lahauteur [Q′Q′′], quoique e fait soit onstaté par l'Expériene �.Elle ne donne pas, en d'autre termes, la bonne expression de la vitesse de sortie du �uide,à savoir √2gx, ave Q′Q′′ = x, dans le as d'un ori�e très petit � voir le hapitre V,p. 165. Cet état de fait, explique-t-il, vient de e que la méthode de mise en équationrepose, dans e as, sur la supposition que445� la vitesse u de la tranhe KsSK se hange subitement d'un instant à l'autre dansla vitesse V que doit avoir le Fluide qui sort par [l'ouverture inférieure℄ �.Au travers de et exemple, D'Alembert présente don une preuve de la pertinenede son prinipal reprohe à l'égard de la théorie de D. Bernoulli qui a eu, selon lui,le tort d'appliquer le prinipe de onservation des fores vives à un ertain nombre de444 D'Alembert, Ibid note 440, Livre II, art. 113, p. 98-99.445 D'Alembert, Ibid note 440, Livre II, art. 113, p. 98.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 211problèmes, l'éoulement dans un vase immergé dans un autre pour iter le prinipal,� dans la supposition, que la vitesse du Fluide [. . . ℄ varie brusquement en un instantd'une quantité �nie �446, 'est-à-dire dans une hypothèse ontraire au respet de la loileibnizienne de ontinuité.La résolution du di�érend dans le� Mémoire sur l'éoulement � de BordaDans l'art. 4 de son � Mémoire sur l'éoulement �, Borda n'est pas du même avisque l'auteur du Traité des �uides. L'inexatitude de l'équation (29) ne vient pas, selonlui, du fait d'avoir employé le prinipe de la dynamique dans la supposition � qu'unetranhe aquiert une vîtesse �nie dans un temps in�niment petit �, mais plut�t � de lamanière dont M. d'Alembert a appliqué son prinipe à la question dont il s'agit �447.Il propose dès lors, pour démontrer la justesse de son propos, de onsidérer l'équilibrede la tranhe inférieure dans deux situations di�érentes. La première, 'est là le as de�gure envisagé par D'Alembert, onsiste à supposer que la tranhe sur le point des'éhapper par l'ori�e du vase n'a pas enore ommené à sortir. Elle onduit donlogiquement à la même équation que elle de son prédéesseur, à savoir448
−QQ′′ × (u − V ) = Q′Q′′ × (gdt − du). (30)La seonde orrespond au as où la tranhe se trouve toute entière à l'extérieur du vase,e qui, du fait du aratère inompressible du �uide (ydx = Cste), impose la prise enompte d'une nouvelle expression de son épaisseur, BQ × k

K
, et permet d'établir uneseonde équation

QQ′′ × k

K
= Q′Q′′ × (gdt − du). (31)Constatant que les � deux équations ne donnent pas la même hose �, et qu'il ne seradon � pas indi�érent de supposer l'équilibre au ommenement ou à la �n du mouve-ment de la tranhe �449, Borda onsidère la moyenne des deux situations, 'est-à-dire lavaleur de la vitesse perdue par la tranhe � au milieu de l'instant � dt. Il parvient ainsià l'équation

QQ′′

2

(

1 +
k

K

)

= Q′Q′′ × (gdt − du),446 D'Alembert, Ibid note 440, Livre II, art. 143, p. 121.447 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 4, p. 583.448 Cf. Borda, Ibid. note 447, art. 4, p. 584. Par soui de ohérene, nous avons, ii et dans la suite,susbtitué les notations adoptées par D'Alembert à elles originales de Borda. Dans l'art. 4 du �Mémoiresur l'éoulement �, V et u désignent en partiulier, à l'inverse du Traité des �uides et de la onventionque nous avons retenue, les vitesses du �uide à l'intérieur et à l'extérieur du vase.449 Borda, Ibid. note 447, art. 4, p. 584.
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x

d

dx

(

u2

2g

)

−
(

1 − k2

K2

)

u2

2g
= x,et oïnide don ave le résultat (28) obtenu par D'Alembert et D. Bernoulli via l'ap-pliation du prinipe de onservation des fores vives.Examen des raisonnements de D'Alembertet Borda dans e as de �gureLa di�ulté mise en avant par D'Alembert dans son Traité des �uides et réexploréepar Borda dans son �Mémoire sur l'éoulement � vient d'abord de e que le parallélismedes tranhes onstitue une hypothèse inadaptée à l'étude d'un problème présentant unebrusque variation de sa setion de l'éoulement. C'est le as du mouvement d'un �uidedans un vase ylindrique peré d'un ori�e de setion �nie en son fond, puisque latranhe inférieure, dans ette hypothèse, doit passer d'une onduite, le vase, de setion

k, à une autre onduite de setion K, virtuelle quant à elle, ar oïnidant ave laveine du �uide après le franhissement de l'ori�e (abstration faite du phénomène deontration de la veine). Cette brusque variation de la setion de la tranhe impose, dumême oup, un hangement instantané de la valeur de sa vitesse, laquelle valeur passee�etivement de u à V =
ku

K
dans l'intervalle de temps dt, ompte tenu de la relation

yv = Cste assurant la onservation du débit de l'éoulement.Cette disontinuité de la vitesse de la tranhe inférieure au moment de son passageà travers l'ori�e justi�e ii � pourvu, naturellement, que l'ori�e soit de diamètre nonnégligeable omparativement à elui du vase450 � la prise en ompte de e que nousappellerions aujourd'hui une perte de harge singulières, onséutive au hangementsubit de sa setion d'éoulement. Cette perte, dite de � fores vives � à ette époque,Borda en est le déouvreur dans son � Mémoire sur l'éoulement �. Il en donne, dans leas d'un brusque augmentation de la setion d'éoulement, une estimation onforme àla valeur que nous lui attribuons de nos jours, à savoir 1

2
(u − V )2, u et V orrespondantrespetivement à la vitesse du �uide en amont et en aval du hangement de setion451.Pour autant, sa solution fait ii abstration de e phénomène et onsiste à onsidérerla moyenne de deux situations physiques distintes : la tranhe inférieure du �uide à450 Lorsque la setion de l'ori�e est négligeable par rapport à elle du vase, le phénomène de pertesde harge singulières n'a pas lieu et la question se ramène à l'étude d'un éoulement de Torrielli.451 Les pertes de harges singulières, également appelées pertes de harges aidentelles, orrespondentà une résistane à l'éoulement provoquée par des aidents de parours au sein de la onduite, telsqu'un brusque rétréissement ou élargissement de la setion d'éoulement. Elles se traduisent, ommeleur nom l'indique, par une diminuation de la harge, 'est-à-dire de la quantité u2

2
+ p − gx, p désignantla pression, dans le as de l'éoulement stationnaire d'un �uide inompressible idéal � la densité étantsupposée égale à l'unité.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 213l'intérieur, puis à l'extérieur du vase. Il a, e faisant, reours à un arti�e de alul quine permet pas de résoudre le fond du problème alors même qu'il possède la solutionpermettant de dépasser la di�ulté mise au jour par D'Alembert dans la premièreédition de son Traité des Fluides.Nous verrons, dans la suite de e hapitre, que Borda se ontente en fait d'intégrerune perte de fores vives dans les seuls problèmes engageant une augmentation brusque,ou ontinue, de la setion d'éoulement : le passage de la tranhe inférieure par l'ori�eperé au fond du vase ylindrique induit ii une brusque diminuation et ne rentre donpas dans e as de �gure. Le raisonnement qu'il propose dans ette question n'a, de efait, rien de ontraditoire ni d'inohérent ave son approhe générale dans le � Mémoiresur l'éoulement �.
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Fig. XXI � Eoulement d'un �uide dans un vase ylindrique
GHBA peré d'un ori�e en son fond et immergédans un vase PROQ de plus grande ontenane.Nous avons néanmoins besoin, a�n de saisir le sens de la méthode de mise en équationde D'Alembert par le moyen de son prinipe de dynamique, de faire prématurément étatde l'une des deux méthodes permettant à Borda d'estimer théoriquement la perte defores vives 1

2
(u − V )2 dans le as d'un subit aroissement de la setion de la onduite.La première, dont nous donnerons le détail dans la suite du hapitre, repose sur le prin-ipe de onservation des fores vives. La seonde fait appel au prinipe de la dynamiquede D'Alembert. Elle est donnée par Borda dans l'art. 14 de son mémoire et s'appliqueau mouvement asendant de la tranhe de �uide rsxy lors de son passage à traversl'ori�e mn (voir la Fig. XXI). � Il est lair �, explique-t-il, que ette tranhe � perdradans un instant la vitesse � V − u, et qu'on peut don � supposer qu'elle a été animéependant et instant par une fore �452 aélératrie u − V

dt
, e qui équivaut, ompte tenu452 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 14, p. 593. Notons que, dansl'art. 14 du � Mémoire sur l'éoulement �, V et u désignent respetivement la vitesse de la tranhe rsxyen amont et en aval de l'ori�e inférieur mn.



214 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783de la distane dx parourue après avoir franhi l'ori�e � ette distane orrespond àl'épaisseur de la tranhe rsxy dans le vase �, à e qu'il appelle un � moment � (nousparlerions aujourd'hui de travail), u − V

dt
dx, 'est-à-dire u(u − V ) sahant que u =

dx

dt
.Il su�t alors de se rappeler que la tranhe possède respetivement les fores vives

V 2

2
et u2

2
avant et après le passage de l'ouverture inférieure du vase : la quantité

V 2

2
+ u(u − V ) − u2

2
=

1

2
(u − V )2orrespondra don à la fore vive perdue par la tranhe dans le as d'un brusque élar-gissement de la setion d'éoulement.Il sera dès lors intéressant de onstater que e raisonnement s'avère très prohe, surle fond, de elui mis en ÷uvre par D'Alembert dans l'art. 113 de la première éditiondu Traité des �uides a�n de mettre en équation le mouvement d'un �uide dans un vaseylindrique peré d'un ori�e en son fond par le moyen de son prinipe de la dyna-mique. Rappelons que ette méthode le ontraignait en e�et à faire un as partiulierde la tranhe inférieure ksSK (voir la Fig. XX). Elle onsistait, d'une part, à prendreen ompte la vitesse u − V ou la fore aélératrie u − V

dt
perdue, 'est-à-dire, pour re-prendre les termes du raisonnement de Borda, le � moment � QQ′′ × u − V

dt
ou u(u−V )perdu par ette tranhe dans l'intervalle de temps dt néessaire à son passage à traversl'ori�e EF . Elle le onduisait ensuite à érire l'équation traduisant l'équilibre existant,d'après son prinipe, entre ette tranhe et l'ensemble des autres tranhes de la massede �uide en mouvement dans le vase, de telle sorte que

−QQ′′ × (u − V ) =

∫ Q′′

Q′

(gdt − du)dx.Faisant abstration de la pesanteur g et se rappelant que BQ = dx et u =
dx

dt
, nousremarquons ainsi que ette relation divisée par dt s'érit également

u(u − V ) = −
∫ Q′′

Q

d

(

du2

dt

)

= −V 2

2
+

u2

2
,et que la di�érene entre les deux membres de ette nouvelle équation véri�e

V 2

2
+ u(u − V ) − u2

2
=

1

2
(u − V )2.De notre point de vue, la méthode de D'Alembert revient par onséquent à intégrerla quantité 1

2
(u − V )2 orrespondant, d'après Borda, à l'expression des pertes de foresvives induites par un brusque également de la setion d'éoulement. C'est d'ailleurs



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 215l'équation obtenue par ette méthode, 'est-à-dire l'équation (29), que D'Alembert onsi-dérait, dans la première édition du Traité des �uides, et qu'il onsidèrera enore, dansla seonde, omme � une détermination fautive du mouvement �, e de façon parfaite-ment ohérente ave son rejet de la théorie des pertes de fores vives proposée dans le� Mémoire sur l'éoulement �.L'arti�e de alul de Borda permet, à l'inverse, de se débarrasser de la perte defores vives inonsiemment introduite par D'Alembert, et dont il défendra lui-même laause, fae à e dernier, sur d'autres types de questions.La réponse de D'Alembert dans la seonde édition du Traité des �uides (1770)et le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780)Penhons-nous, pour l'heure, sur les objetions de D'Alembert dans l'ajout à l'art. 113de la seonde édition de son Traité des �uides et dans le Mémoire 57 � XI, intitulé � Duprinipe de onservation des fores vives dans le mouvement des �uides �, de ses Opus-ules t. VIII (1780). Nous venons de voir que D'Alembert n'a pas onsiene d'avoirintroduit une perte de fores vives par le biais de l'appliation de son prinipe de ladynamique. Il ne fait don auune mention de e problème, mais ne ible pas moinsle aratère arti�iel du alul proposé par Borda ainsi que son inapaité à pallier equ'il onsidère, dès 1744, omme le n÷ud de la question, à savoir le respet la loi deontinuité.Si le raisonnement de Borda lui paraît � bien vague et préaire �, omme il le on�eà Lagrange dans sa lettre du 6 février 1772453, 'est qu'il repose en fait d'abord, selonlui, sur des � hypothèses [. . . ℄ arbitraires �, dont rien d'autre ne justi�e la pertineneque � le besoin qu'on a d'arriver à un résultat tel qu'on le désire �454, à savoir l'équa-tion (28). Il pointe don, dans le Mémoire 57 � XI, l'arti�e de alul sur lequel reposela démonstration du � Mémoire sur l'éoulement �, un arti�e d'autant plus frappant,ajoute-t-il, qu'on455� ignore absolument suivant quelle loi la vitesse u passe à V , & par onséquentsi 'est lorsque la tranhe est sortie à moitié [. . . ℄ que la vitesse u a pris de sonaroissement, & est devenue u +
V − u

2
�.Le raisonnement de Borda ne permet pas, d'autre part, de pallier e qu'il mentionnaitdans la première édition du Traité des �uides (1744) omme la prinipale di�ultédu problème : assurer une évolution par degrés insensibles de la vitesse de la tranheinférieure, 'est-à-dire onforme au néessaire respet de la loi de ontinuité. Compte453 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 100, p. 226.454 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � XI, art. 10, p. 173.455 D'Alembert, Ibid. note 454, art. 12, p. 174.



216 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783tenu de et impératif, la solution la plus exate onsisterait don plut�t, d'après lui, àexprimer la vitesse de la tranhe à moitié sortie sous la forme
u +

V − u

r
,ave � r un nombre onstant, mais inonnu �456, ou, mieux enore, à rendre ompte duaratère néessairement progressif du franhissement de l'ori�e par la tranhe grâe àla dé�nition d'une expression paramétrée par n de son épaisseur à haque instant, parexemple

[

QQ′′ k

nK
+ QQ′′

(

n − 1

n

)] ,les quantités QQ′′ k

nK
et QQ′′

(

n − 1

n

) orrespondant aux frations de la tranhe res-petivement situées en-dehors et au-dedans du vase à l'instant onsidéré. Cette dernièrealternative, déjà présente dans l'ajout à l'art. 113 de la seonde édition de son Traitédes �uides (1770), ne débouhe naturellement sur rien de vraiment onluant puisque lerésultat de sa mise en équation du problème par le prinipe de la dynamique orrespond,selon lui, à un résultat inorret. Elle le onduit, en se plaçant dans l'hypothèse d'unori�e in�niment petit, à une valeur de la vitesse V du �uide au sortir du vase véri�ant
V =

√

k

K
gx, 'est-à-dire une vitesse in�nie � sahant que K ≪ k �, et don di�érentede la valeur√2gx on�rmée par l'expériene, e dont il onlut en 1770, onformémentà sa position de 1744 fae à D. Bernoulli, que son équation (29)457� est don réellement elle qui onvient à la supposition que la vîtesse de la tranhe

ksSK passe brusquement de la valeur u à la valeur V & par onséquent le peud'aord du résultat de ette Equation ave l'Expériene, prouve la fausseté de lasolution �.Le respet de la loi de ontinuité reste don fondamentale à ses yeux sur ette ques-tion. Cet autre extrait, onséutif à la présentation de la préédente alternative dans leMémoire 57 � XI en onstitue une nouvelle on�rmation458 :� Il est vrai que dans mon Traité des Fluides (artile 113), j'ai supposé pour l'équi-libre que la tranhe inférieure soit animée de la vitesse V − u avant que de om-mener à sortir du vase [. . . ℄ ; j'ai remarqué en même-temps, que ette supposition,absolument néessaire pour établir l'équilibre entraîne elle-même une suppositionhoquante, savoir, que la tranhe inférieure se ontrate dans un instant indivi-sible, & qu'elle ait pout ainsi dire à-la-fois la largeur k de la surfae, & la largeur
K de l'ouverture. Aussi l'équation qui résulte de ette supposition donne-t-elle unrésultat opposé à elui que donne la vraie théorie, & que l'expériene on�rme �.456 D'Alembert, Ibid. note 454, art. 14, p. 175.457 D'Alembert, Traité des �uides, 2nde édition, Paris, 1770, Livre II, art. 113, p. 110-111.458 D'Alembert, Ibid. note 454, art. 23, p. 178.
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xFig. XXII � Eoulement, ave apparition de parties stagnantes
QCE et FND, d'un �uide dans un vase ylin-drique peré d'un ori�e EF en son fond.Pour s'assurer du respet de la loi de ontinuité, D'Alembert a en fait reours à uneidée, dont nous avons déjà longuement étudié le r�le, dans le hapitre préédent, poure qui onerne la question des limites de validité des hypothèses unidimensionnelles.Elle se trouve pour la première fois formulée par le savant dans les art. 111 et 112 de lapremière édition de son Traité des �uides a�n d'éviter que459� la vitesse de la tranhe ksSK se hange en un instant, en une autre vitesse quidi�ère de la premiére d'une quantité �nie �� On ne peut sauver ette espee d'absurdité �, poursuit-il460 (voir la Fig. XXII),� qu'en imaginant que les partiules du Fluide qui sont prohes du fond, s'ap-prohent de e fond par des mouvemens fort obliques suivant des lignes Courbes

[QE], [ND], tandis que les parties du Fluide ontenues dans les espaes [QCE],
[FND] sont regardées omme stagnantes (. . . ).De-là il s'ensuit qu'on peut substituer au vase donné, le vase fatie [AQENFB]dans lequel on supposera que le Fluide se meuve �.Il s'agit don de e que nous avons préédemment appelé l'hypothèse des parties stag-nantes, onsistant à restreindre le parallélisme des tranhes à l'intérieur d'un vase �tiforrespondant au vase ylindrique amputé des parties stagantes qui apparaissent du faitde la ourbure prise par le �uide a�n de gagner l'ori�e inférieur. Le fait d'assimiler lesparois de la partie inférieure du vase aux lignes QE et NF , 'est-à-dire aux ontoursdes parties QCE et NFD, garantit en e�et une diminution progressive, ou ontinue, dela setion entre QN et l'ori�e EF , et par là même, une augmentation progressive dela vitesse dans l'espae QEFN , ompte tenu de la relation yv = Cste imposée par laonstane du débit de l'éoulement. Elle est, autrement dit, ompatible ave le respetde la loi de ontinuité, et sera don la seule à permettre l'appliation de son prinipe459 D'Alembert, Traité des Fluides, 1ère édition, Paris, 1744, art. 111, p. 96.460 D'Alembert, Ibid. note 459, art. 111 et 112, p. 96-97.



218 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783de la dynamique et du prinipe de onservation des fores vives pour l'éoulement d'un�uide dans un vase ylindrique : es prinipes donneront dès lors la même équation dumouvement, à savoir l'équation (28). C'est en partie pour le démontrer que le savant selivre à la mise en équation du problème selon les deux méthodes dans l'art. 113 de lapremière édition du Traité des �uides (1744) : � il est si essentiel �, érit-il en e�et àet endroit de l'ouvrage461,� de supposer que les partiules du Fluide s'approhent du fond [EF ] par desourbes [QE], [ND], que sans ela on devroit trouver pour la vitesse de l'eau quisort par [EF ] une expression très-di�érente de √2gx �.Il on�rme l'intérêt de son hypothèse vis-à-vis de e problème dans le Mémoire 57 desOpusules t. VIII, en a�rmant que la violation de la loi de ontinuité par la tranheinférieure462� n'a point lieu, si on suppose [. . . ℄ que les partiules qui sont prohes du fond, s'enapprohent par des lignes ourbes QE et NF �.Cet argument de ontinuité jouera, nous le verrons bient�t, un r�le entral dans leadre de sa polémique ave D. Bernoulli et Borda onernant l'idée de tenir ompted'une perte de fores vives dans ertains types de problèmes. Il nous faut ependantpréalablement souligner qu'il ne onstitue pas une aratéristique spéi�que de l'ap-prohe dalembertienne des éoulements. Il est e�etivement fort probable que l'impor-tane aordée à la loi de ontinuité, de même que la dé�nition de l'hypothèse desparties stagnantes, onstituent un héritage diret de la théorie de J. Bernoulli dans sonHydraulique (1742)463. C'est e que nous proposons à présent de faire voir, en proédantà une étude de la question dans e dernier ouvrage, ainsi qu'à un omparatif ave lathéorie de D'Alembert, le tout à la lumière d'un mémoire latin peu onnu des historiensde l'hydrodynamique464, et rédigé par un auteur, Abraham Gotthelf Kaestner (1717-1800), dont le nom se trouve notamment assoié à son � Histoire des mathématiquesdepuis le renouvellement des sienes jusqu'à la �n du XVIIIe sièle �465 publiée enquatre volumes entre 1796 et 1800.461 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, art. 113, p. 97-98.462 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � V, art. 5, p. 75-76.463 Nous avons réalisé, en ollaration ave B. Bru, une tradution française de l'intégralité de l'ouvrage.Les extraits de l'Hydraulique ités dans e hapitre en sont diretement issus.464 C. Truesdell et I. Szabò sont, à notre onnaissane, les seuls à en faire mention : voir C. Truesdell,� Editor's Introdution �, Opera Omnia, série II, vol. 13, Zürih, 1955, p. LXXIII et LXXXIX ; I. Szabò,Geshihte der mehanishen Prinzipien und ihrer wihtigsten Anwendungen, Basel, Boston, Stuttgart,Birkhäuser, 1977, p. 237.465 A. G. Kaestner, Geshihte der Mathematik seit der Wiederherstellung der Wissenshaften bisan das Ende des ahtzehnten Jahrhunderts, Göttinguen, 4 vol., 1796-1800. Le quatrième volume, paruaprès sa mort, n'est pas ahevé.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 219De la probable in�uene de l' Hydraulique de Jean Bernoulli (1742)sur la théorie des éoulements de D'AlembertD'Alembert fait soudainement mention de et auteur dans le dernier artile duMémoire 51 � IV de ses Opusules t. VI (1773). Laissant, en guise de onlusion, lesgéomètres seuls juges de son hypothèse des tuyaux variables, la même raison l'empêhe,érit-il en e�et466,� de répondre ii aux observations que M. Kæstner a faites dans le seond Volumedes Mémoires de Göttingen sur mes objetions ontre la Théorie de M. Jean Ber-noulli ; observations qui, à dire vrai, ne m'ont point fait hanger d'avis, & ne meparoissent pas fort propres à détromper eux qui auront examiné la Théorie de egrand Géomètre, & pesé mes objetions �.Ce mémoire latin de Kaestner, intitulé � Pour l'Hydraulique de Jean Bernoulli ontreles objetions de Monsieur d'Alembert �467 et publié en 1769, D'Alembert en apprendl'existene par l'intermédiaire de Lagrange. Dans sa lettre du 16 déembre 1771, edernier indique lui avoir fait parvenir e volume des mémoires de Göttingue pour uneraison bien partiulière468 :� 'est qu'il renferme un Mémoire qui vous intéresse partiulièrement et qui estune espèe de défense de l'Hydraulique de Jean Bernoulli ontre vos objetionsinsérées dans le Traité des Fluides. L'auteur de e Mémoire est un M. Kästner,qui a une grande réputation en Allemagne omme géomètre et omme littérateur :vous jugerez ombien ette double réputation est fondée par la simple leture duMémoire dont je vous parle ; vous verrez que l'auteur y prétend aussi briller du�té de l'esprit et de la plaisanterie, et vous vous tiendrez les �tes de rire �.Après avoir demandé onseil à Lagrange, et quelque peu hésité, D'Alembert, à qui ilsemble que les objetions du géomètre et littérateur allemand � ne valent pas trop lapeine �, omme il le on�e dans sa lettre à son onfrère berlinois du 6 février 1772469,�nit don par évoquer le dit mémoire et son auteur dans le Mémoire 51 � IV : 'est, ilest vrai, une mention pour le moins stérile du point de vue sienti�que, sans laquellenous serions pourtant probablement passés à �té de e texte. Nous allons voir que,pour e qui onerne la loi de ontinuité et l'hypothèse des parties stagnantes, e travail466 D'Alembert, Opusules, t. VI, Paris, 1773, Mémoire 51, � IV, art. 23, p. 390.467 � Johan Bernoulli hydraulia ontra Dom. d'Alembert objetiones �, Novi ommentarii SoietatisRegiae Sientiarum Gottingensis, t. I, Göttingen, 1769, p. 45-89. Nous avons réalisé, en ollaration aveB. Bru, une tradution française de l'intégralité de e mémoire Les extraits ités dans ette partie denotre thèse en sont diretement issus.468 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 99, p. 222.469 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 100, p. 224.



220 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783de Kaestner, qui � passe surtout �, selon Lagrange, � pour un des meilleurs érivainsallemands �470, onstitue en e�et une pièe partiulièrement élairante.Kaestner n'est pas un débutant pour e qui onerne la théorie de l'éoulement des�uides, puisqu'il est également l'auteur d'un traité d'hydrodynamique471, rédigé danssa langue natale, l'allemand, et ontenant un état des lieux des reherhes expérimen-tales et théoriques menées jusqu'alors. Le mémoire auquel nous ferons ii référene estdiretement issu de et ouvrage. Traduit en latin par les propres soins de Kaestner,qui herhe probablement par e moyen à le faire parvenir jusqu'en Frane, il répond àl'objetif suivant472 :� Comme dans les éléments d'Hydrodynamique que j'ai publiés réemment, j'aiprésenté la théorie de Jean Bernoulli, je n'ai pas pu faire autrement que d'examinerave soin les objetions de d'Alembert. J'en ai onlu, après un examen attentif, queertaines hoses de la dotrine de Bernoulli n'ont pas tant besoin d'être modi�éesque d'être expliquées. Un adversaire de Bernoulli moins important que d'Alembertpouvait être dédaigné. Aussi grand qu'apparaisse e dernier, la piété ordonne dedéfendre Bernoulli �.Dans la première édition de son Traité des �uides (1744), D'Alembert onsare en e�etune dizaine de pages au résumé et au ommentaire du traité de Jean Bernoulli. Si le partipris pour l'Hydraulique ne fait auun doute, si, à l'instar de e premier extrait du mé-moire, les formules de Kaestner, réputé pour son esprit austique et mordant, paraissentsouvent bien sarastiques à l'égard de D'Alembert, le mémoire n'en renferme pas moinsun remarquable exposé des travaux de Jean Bernoulli, ainsi que des réponses aussi pré-ises que pertinentes aux ritiques émises par l'Enylopédiste français. L'Hydrauliqueet le Traité des �uides étant des ouvrages di�iles, ou tout du moins réputés ommetels, nous pro�terons de surroît de la larté des expliations de Kaestner, qui dut éga-lement sa réputation à la qualité de l'enseignement qu'il prodigua en tant que titulairede la haire de mathématiques de Göttingue.
• La théorie de la � gorge � et le statut de la loi leibnizienne de onti-nuité dans l'Hydraulique de J. BernoulliNous avons déjà eu l'oasion � voir le hapitre II, p. 76 � de souligner le r�le deJ. Bernoulli dans le adre des querelles méaniiennes du début du XVIIIe sièle. Nousle présentions notamment omme un fervent défenseur de la dotrine leibnizienne desfores vives, et don de la loi de ontinuité selon laquelle, dans la nature, � tout e qui470 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 109 du 15 otobre 1772, Lagrange à D'Alembert, p. 247.471 A. G. Kaestner, Anfangsgründe der Hydrodynamik welhe von der Bewegung des Wassers besondersdie praktishen Lehren enthalten, Göttingen, 1769.472 A. G. Kaestner, � Johan Bernoulli hydraulia ontra Dom. d'Alembert objetiones �, Novi om-mentarii Soietatis Regiae Sientiarum Gottingensis, t. I, Göttingen, 1769, p. 47.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 221s'exéute, s'exéute par des degrés in�niment petits �473.Nous donnions également � voir le hapitre I, p. 41 �, un bref aperçu de son Hy-draulique, au ours duquel nous préisions que s'il adopte, dans et ouvrage, l'approxima-tion du parallélisme des tranhes utilisée par son �ls D. Bernoulli, il renone néanmoinsà l'emploi du prinipe de onservation des fores vives fondant l'Hydrodynamique, lebut étant, ompte tenu de la persistane de la querelle des fores vives à ette époque,de proposer une � méthode direte, qui soit appuyée uniquement sur des prinipes dy-namiques niés par personne �474. Il n'en a ependant pas moins reours à la loi deontinuité. Celle-i onstitue, omme nous allons le voir, une omposante ruiale de sathéorie des éoulements.
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Fig. XXIII � Eoulement d'un �uide dans un anal ABCFDE,ave apparition d'une � gorge � IFGHDans le adre du premier problème de l'ouvrage, l'éoulement d'un �uide dans unanal ABCFDE, représenté sur la Fig. XXIII et omposé de deux tubes ylindriqueshorizontaux de setions di�érentes aolés l'un à l'autre, la loi leibnizienne de ontinuitése trouve énonée en es termes475 :� Lorsque le liquide passe d'un tube à l'autre, sa vitesse varie évidemment en raisoninverse de leur setion ; mais nul hangement n'est subit, il est au ontraire suessifet graduel, passant par tous les états possibles intermédiaires du plus petit au plusgrand, ou du plus grand au plus petit �.Compte tenu du néessaire respet de ette loi, il faudra don, assure-t-il, qu'à unepetite distane HG du brusque rétréissement de la setion de la onduite ayant lieu en
GF , les parties du �uide476� ommenent à aélérer, et poursuivent leur hemin en aélérant, jusqu'à equ'à l'entrée GF , elles aient aquis la vitesse du liquide qui s'éoule dans le tube

BF [. . . ℄. Il se forme ainsi, sur la petite largeur HG, une sorte de gorge IFGH ,473 J. Bernoulli, Disours sur les loix de la ommuniation du mouvement, Paris, 1727, hap. I, art. 5,p. 6.474 J. Bernoulli, Hydraulique, Johannis Bernoulli Opera Omnia, vol. 4, 1743, Partie 1, art. VIII, p. 399.475 J. Bernoulli, Ibid. note 474, Partie 1, art. III, p. 398.476 J. Bernoulli, Ibid. note 474, Partie 1, art. V, p. 398.



222 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783se resserrant du tube large au tube étroit, par lequel le liquide, aéléré de façonontinue mais ependant graduelle, doit passer, une petite portion très minime duliquide (qui remplit l'espae IFD) restant perpétuellement en repos �.La prise en ompte de ette gorge lui permet, autrement dit, de s'assurer de l'évo-lution par degrés insensibles de la vitesse entre sa valeur v en EA, ou IH, et sa va-leur m

h
v en GF ou BC, m et h désignant respetivement les setions des tubes y-lindriques EDGA et FCBG. D'après l'hypothèse du parallélisme et la onstane dudébit de l'éoulement, les vitesses v et u des tranhes de �uide situées en EA et GFrépondent e�etivement à la relation mv = hu, de telle sorte que u =

m

h
v. La tranhequelonque MmlL possède de même une vitesse homogène inversement proportionnelleà sa propre surfae y, laquelle vitesse roît don théoriquement aussi vite que la setionde la onduite déline. A�n que l'éoulement respete la loi de ontinuité au momentde franhir le brusque rétréissement de la setion, tout doit ainsi se passer omme si lemouvement s'opérait au sein d'une onduite virtuelle EIMFCBA. La partie stagnantede �uide IDF garantit une diminution progressive de la setion de l'éoulement entre

IH et GF , et par là même, une augmentation progressive de la vitesse dans l'espae
IFGH. Pour ne pas laisser de zones d'ombres sur le raisonnement de l'auteur, on pourraégalement se référer au mémoire de Kaestner, dont la larté de l'exposé demande quenous en itions un passage477� Que la vitesse de l'eau dans le vase puisse passer subitement à elle beauoup plusgrande qu'elle a en s'éoulant par l'ori�e, Bernoulli le nie, puisque ela violeraitla loi de ontinuité. Et il onçoit la hose ainsi : dans la partie plus étroite du fonddu vase, l'eau se meut de plus en plus vite, et don la vitesse qu'elle avait dansle vase, roît jusqu'à elle ave laquelle elle doit sortir. La partie de ette eau seontrate de plus en plus depuis la setion du vase à elle plus étroite de l'ori�e,au voisinage de elle-i, aux angles du vase, l'eau apparaît omme immobile. Ontrouvera di�ilement quelqu'un qui n'ait pas vu quelque part e phénomène dansun ours d'eau, où le lit se resserre, et l'eau entre les rives plus prohes, se meutd'autant plus rapidement que les rives sont plus prohes. On appelle ela une gorgedans le as d'un ours d'eau, et Bernoulli utilise le même terme �.L'existene de ette gorge onstitue, selon Jean Bernoulli, le � pivot de toute la hose �478,'est-à-dire le fondement de sa théorie du mouvement des �uides dans les anaux desetion variable. Cependant, le savant se garde bien d'insister sur le r�le de la loi deontinuité. Après l'avoir énonée, sans la nommer, dans e premier as de �gure, il n'enfera plus mention dans la suite de l'ouvrage. Le onstat qu'une gorge se forme dans leas d'une onduite de setion non uniforme disparaîtra également de l'exposé, au pro�tde la fore motrie immatérielle p que le savant introduit a�n d'expliquer sa formation477 A. G. Kaestner, Ibid. note 472, p. 48-49.478 J. Bernoulli, Ibid. note 474, Partie 1, art. IX, p. 400.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 223et sa persistane au sein de l'éoulement.C'est sur l'évaluation de ette fore, � requise pour uniquement produire dans lagorge l'aélération néessaire au hangement de vitesse de la plus petite à la plusgrande �479, que repose e�etivement sa méthode de mise en équation, qu'il s'agisse dumouvement d'un �uide dans la onduite de la Fig. XXV, dans un vase vertial auquelun tuyau horizontal se trouve adapté, ou dans un anal vertial dont la setion variede façon ontinue, pour ne iter que les prinipaux problèmes abordés. Car pour par-venir à l'équation du mouvement, il lui su�ra simplement, par le biais de e que nousappelerions aujourd'hui la seonde loi de Newton, d'exprimer la résultante des di�é-rentes fores motries s'exerçant sur haune des tranhes du �uide, que l'éoulementsoit ou non supposé uniforme, de la translater au niveau de la surfae supérieure grâeau prinipe d'hydrostatique atuellement onnu sous le nom de loi de Pasal, d'intégrerl'expression obtenue pour toutes les tranhes omposant le volume de �uide étudié, puisd'égaler le résultat à la fore p.La loi de ontinuité apparaît don, de prime abord, omme un élément de seondplan, relégué derrière la détermination de la fore p, dont � l'oubli �, explique-t-il480,� est la raison pour laquelle personne, à e jour, n'a pu donner, à partir des prinipesstatiques et purement méaniques, les lois des liquides s'éoulant à travers desanaux non uniformes �.Le mémoire de Kaestner, omme nous allons le voir, nous engage ependant à unenouvelle interprétation de ette théorie de la gorge.Il nous faut, pour e faire, nous reporter à la question de l'éoulement d'un �uidedans le anal de setion variable ECce représenté sur la Fig. XXIV. Dans e problème,Jean Bernoulli se ontente, omme nous l'avanions à l'instant, d'exprimer l'équivaleneentre la fore motrie immatérielle et � la somme des fores absolues dans toutes lestranhes �481, e qui le onduira à l'équation du mouvement. Il ne fait néanmoins auunemention de l'existene d'une gorge dans e as de �gure, omme nous avions vu qu'ille faisait dans le adre du problème représenté sur la Fig. XX. Toutefois, omme lesouligne Kaestner, nous sommes ii dans un as � où auune gorge ne se forme du faitde la ourbure ontinue du anal �482. La fore p, ajoute-t-il, ne peut don� être utilisée que pour hanger la vitesse de l'eau en un lieu donné du anal en lavitesse d'éoulement. Même si Bernoulli ne le dit pas expliitement, il est ependantlair que, là où auune gorge ne se forme, il donne les raisons de ette fore lorsqu'illa alule �.479 J. Bernoulli, Ibid. note 474, Partie 1, art. IX, p. 400.480 J. Bernoulli, Ibid. note 474, Partie 1, art. VIII, p. 399.481 J. Bernoulli, Ibid. note 474, Partie 2, art. III, p. 434.482 A. G. Kaestner, Ibid. note 472, art. 70, p. 48-49.



224 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Di�ile, en e�et, de onevoir l'apparition d'une partie de �uide immobile au sein d'unetelle onduite. L'évolution ontinue de la setion, ombinée à l'hypothèse du parallélismedes tranhes, garantit le respet de la loi de ontinuité. Elle garantit, autrement dit, lepassage par degrés insensibles de la vitesse du �uide au niveau de la surfae supérieure
Ee à � la vitesse d'éoulement �, 'est-à-dire la vitesse de sortie par l'ori�e inférieur Cc.Qu'est-il don advenu, dans e nouveau as de �gure, du � pivot de toute la hose �, àsavoir � la onsidération de la gorge, remarquée de personne auparavant �483 ? CommentJean Bernoulli justi�e-t-il l'existene physique de la fore immatérielle p préédemmentdédiée à la formation et la persistane de ette gorge au ours de l'éoulement ?
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Fig. XXIV � Eoulement d'un �uide dans un analinliné de setion variable EecC.Référons-nous de nouveau, pour y voir plus lair, aux expliations de Kaestner484 :� Cette fore, apable de faire passer l'eau de sa vitesse d'entrée à sa vitesse desortie, la gorge est apable de la faire voir de façon imagée, de même que le mouve-ment diurne des orps élestes fait voir par l'imagination la révolution des sphères.Et nous alulons les phénomènes à partir de ette révolution, même si personne neroit qu'elle ait lieu véritablement. De même la fore peut être alulée exatementà partir de la gorge, même par elui qui ne roira jamais qu'une gorge se formevraiment, ou qui omprend très di�ilement omment elle se forme en supposantdonnée la forme du vase et de l'ori�e. �.La gorge ne serait don qu'une façon abstraite de se représenter le passage du �uide d'unevitesse à une autre au sein d'une onduite de setion variable. La fore immatérielle,autrement dit, orrespondrait tant�t à la fore néessaire à la formation de la gorge,lorsque elle-i se forme réellement, tant�t à la fore néessaire à l'évolution de la vitesse483 J. Bernoulli, Ibid. note 474, Partie 1, art. VIII, p. 399.484 A. G. Kaestner, Ibid. note 472, art. 43, p. 62.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 225d'une valeur à une autre, lorsque la géométrie de la onduite exlut l'existene d'unepartie stagnante de �uide. Mais e n'est pas tout. Il apparaît en e�et, selon Kaestner,que la gorge485� présente surtout l'avantage de permettre un alul plus faile de la fore grâeà laquelle la vitesse de l'eau dans le vase se hange en sa vitesse d'éoulement.Une gorge se forme, si la vitesse dans le vase est onstamment mv

h
et ne peutse hanger instantanément en v. Si quelqu'un admet que ette vitesse peut semodi�er instantanément, il peut se passer de la gorge, mais il ne peut pas négligerpour autant la onsidération de la fore que j'ai appelée fore de gorge �.Les expliations de Kaestner sont su�samment laires, et nous n'avons rien à y redire.Contentons-nous juste de résumer : le débat éventuel entre partisans et détrateurs dee phénomène ne onerne don pas l'existene de ette fore motrie, mais bien lafaçon de se représenter le omportement d'un �uide s'éoulant à travers une onduitede setion variable. Dans le as d'un brusque rétréissement de ette setion, situationorrespondant au problème représenté sur la Fig. XXIV, les opposants à la théorie de lagorge onsidéreront que la vitesse pourra violer la loi de ontinuité, et de e fait, passerinstantanément de la vitesse m

h
v du �uide dans le tube EDGA à la vitesse v dans letube FCBG.Partant de là, la théorie de la gorge ne laisse désormais plus auun doute sur savéritable signi�ation. Il ne s'agit pas d'un phénomène onstamment observé dont JeanBernoulli propose ii de tenir ompte, mais d'un présupposé, ou d'une abstration del'esprit, par laquelle le savant garantit le respet de la loi de ontinuité. En d'autrestermes, le � pivot de toute la hose � renvoie don plus à ette hypothèse physiqueimpliite re�étant sa oneption de la matière �uide en mouvement, qu'elle ne tient auonstat qu'une gorge se forme dans ertaines situations.

• De l'objetion de D'Alembert à l'enontre de la théorie de la gorgede J. BernoulliPassons à présent au Traité des �uides de D'Alembert et à l'argumentaire qu'ilrenferme ontre ertains aspets de la théorie de son prédéesseur. Parmi les ritiquesexprimées ontre la dé�nition et le alul de la pression dans l'Hydraulique, ainsi que laméthode de mise en équation de J. Bernoulli, peu lumineuse selon l'Enylopédiste, edernier fait également l'observation suivante486� Lorsque M. Bernoulli donne l'Equation générale des vitesses d'un Fluide quisort d'un vase Cylindrique [. . . ℄, il semble donner ette Equation pour exatementvraye, ependant il est aisé de voir par e que nous avons dit art. 112 que ette485 A. G. Kaestner, Ibid. note 472, art. 43, p. 62.486 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 189, p. 161.



226 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Equation n'est qu'une Equation approhée, dans laquelle on néglige une partie dela fore qui aélére dans la atarate [omprendre gorge℄, qu'on regarde ommenulle par rapport au reste �.D'Alembert évoque ii un problème nous étant à présent bien familier, l'éoulement d'un�uide dans un vase ylindrique peré d'un ori�e en son fond. Il fait, plus préisément,référene à l'art. 112 de son Traité des �uides, dans lequel, nous le mentionnions ily a peu de temps, le savant dé�nit son hypothèse des parties stagnantes omme laseule alternative permettant d'assurer le respet de la loi de ontinuité au niveau del'ouverture inférieure � voir la Fig. XXIII, p. 217.Dans l'Hydraulique, J. Bernoulli onçoit e as de �gure omme un orollaire duproblème représenté sur la Fig. XXIV, la seule distintion tenant à la prise en omptede la pesanteur du �uide. Sa théorie prévoit don l'existene d'une gorge QEFN , ou, equi est la même hose, l'existene de parties stagnantes QCE et FND, par lesquellesle savant s'assure de l'évolution progressive de la vitesse entre la setion QN et lasetion EF de l'ouverture inférieure du vase. Dans e problème, omme dans les autressituations abordées dans l'ouvrage, il parvient ainsi à des résultats qui, de l'aveu mêmede D'Alembert, � s'aordent d'ailleurs parfaitement ave eux qui se tirent de [ses℄prinipes �487, 'est-à-dire son équation (28) dans le as d'un vase ylindrique.L'argumentation de D'Alembert onernant le respet de la loi de ontinuité et lanéessité de travailler dans l'hypothèse des parties stagnantes n'évoluent pas, ommenous venons de le voir, de la première édition du Traité des �uides (1744) jusqu'auMémoire 57 des Opusules t. VIII (1780). Elle se révèle ainsi parfaitement identique àelle de l'auteur de l'Hydraulique. Kaestner, en aord ave es propos, a�rmera don,au sujet du premier de ses traités, qu'� il est visible qu'en réalité ela soit semblable àe que fait Jean Bernoulli �488.La ritique de D'Alembert onernant la fore aélérant le �uide au niveau de sonpassage à l'intérieur de la gorge QEFN ne porte don auunement sur l'équation dumouvement obtenue par J. Bernoulli, identique à la sienne dans l'hypothèse des partiesstagnantes, mais, omme l'explique Kaestner489, sur� la fore par laquelle les partiules d'eau venant des tranhes préédentes d'unmouvement parallèle, s'inurvent en es trajetoires ourbes, par lesquelles ellesdoivent sortir �.Dans le Traité des �uides, D'Alembert a�rme, à e sujet, que � es Courbes [FE℄, [ND℄sont très-petites l'une & l'autre �, et que le résultat, dans es ironstanes, � di�ère très-peu de e qu'elle seroit, si on n'avoit auun égard à es Courbes �. Il s'évertue de même,dans le Mémoire 57 � I � voir le hapitre VI, p. 173 �, à montrer qu'il est � permis487 D'Alembert, Ibid. note 486, art. 187, p. 159.488 A. G. Kaestner, Ibid. note 472, art. 128, p. 82.489 A. G. Kaestner, Ibid. note 472, art. 128, p. 82-83.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 227de supposer ette partie stagnante [QCE] aussi petite qu'on voudra �, onluant mêmeque � plus on la supposera petite, plus on se rapprohera de e que donne la théorierigoureuse �490. Il se onsare, de surroît, dans le � V du même ouvrage, à l'évaluationpréise de ette fore responsable de la ourbure des trajetoires du �uide à l'approhede l'ouverture inférieure. Il proède, pour e faire, au alul de la vitesse horizontalegrâe à elui du rapport −dx

dy
de la vitesse horizontale à la vitesse vertiale du �uidedans tous les points des ourbes QE et NF 491, es dernières étant supposées dérites parune équation déjà employée par le savant pour évaluer les fores aélératries animantles tranhes supérieure et inférieure du �uide dans les premiers instants du mouvement� voir le hapitre VI, p. 186 �, à savoir l'équation K/2

y
= 1 +

xn−1b2−n

K/2
d'une branhed'� hyperbole � paramétrée par le réel n. Il en onlut, onformément à sa position de1744, que492� la vitesse horizontale, ou le rapport de −dy à dx peut ommener à ne devenirtrès-grand qu'à une distane de l'ouverture EF , beauoup plus petite que ND,[. . . ℄ en sorte que l'inonvénient prétendu de l'extrême rapidité pourra n'avoir lieuque dans une partie absolumment insensible du �uide �.C'est l'éventuelle in�uene de ette vitesse horizontale, ou de la fore aélératrieorrespondante, qui lui fait pourtant reproher à J. Bernoulli de n'avoir pas préisé queson résultat ne onstitue qu'une � Equation approhée �. L'argument de D'Alembertdans le Traité des �uides est don pour le moins abusif, et restera d'ailleurs adud'après les éléments apparaissant, sur ette question, dans son quatrième et derniertraité d'hydrodynamique, le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780). Il ne s'agit qued'un détail sans importane, voire d'un prétexte à ritique de l'Enylopédiste, les deuxsavants s'entendant par ailleurs sur l'essentiel : la véri�ation de la loi de ontinuité, etpar onséquent, l'existene de parties stagnantes à proximité de l'ori�e.Prenant la défense de Jean Bernoulli, Kaestner onlura ainsi que, � par onséquentsi on doit imputer une faute à Bernoulli, il faut également en faire grief à D'Alembertlui-même �493 ! Nous ne le ontredirons pas, bien au ontraire, puisque nous venons devoir que ette étonnante similitude perdure dans les derniers travaux de l'Enylopé-diste français. Aussi, quoique nous ne disposions pas d'argument diret en faveur d'unein�uene de Jean Bernoulli sur D'Alembert onernant ette question, la �liation desdeux théories semble ependant faire peu de doutes.Il est par ailleurs un autre point sur lequel le savant français semble suivre l'opinion490 D'Alembert, Opusules t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � I, art. 18, p. 60.491 Cf. D'Alembert, Ibid. note 490, � V, art. 25-33, p. 91-95.492 D'Alembert, Ibid. note 490, � IV, art. 8, p. 79.493 A. G. Kaestner, Ibid. note 472, art. 128, p. 83.



228 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783du géomètre bâlois en 1780. Dans l'Hydraulique, J. Bernoulli préisait en e�et que494� la formation d'une gorge s'e�etue sans dépense sensible de fores vives, relati-vement à la quantité qui se trouve dans la masse totale de l'eau �.Il s'opposait, e faisant, à l'idée émise par son �ls, Daniel, dans son Hydrodynamique(1738), et onsistant à envisager une perte de fores vives dans le as d'une brusquevariation de la setion de l'éoulement. Cette idée onstitue, une trentaine d'annéesplus tard, le sole du � Mémoire sur l'éoulement � (1766). D'Alembert, en s'opposantà Borda et D. Bernoulli sur e point dans le Mémoire 51 � IV et le Mémoire 57 desOpusules t. VI (1773) et VIII (1780), fait de nouveau état, omme nous allons le voir,de son penhant pour une oneption � Jean-Bernoullienne � d'un �uide en mouvement.Nous onstaterons notamment que son argumentaire repose essentiellement sur la loileibnizienne de ontinuité.Nous ommenerons, pour e faire, par une présentation des théories de D. Bernoulliet de Borda sur le sujet. Nous mettrons ensuite leurs arguments physiques respetifs enperspetive, en nous appuyant à la fois sur le point de vue d'un hydrodynamiien duXIXe sièle, Adhémar Barré de Saint-Venant, ainsi que la façon dont nous onsidéronsaujourd'hui le phénomène déouvert par les deux savants, à savoir le phénomène depertes de harge singulières. Nous passerons ensuite à l'examen des arguments donnéspar D'Alembert dans la dernière phase de son ÷uvre en hydrodynamique.2. La polémique sur la théorie des pertesde fores vivesL'hypothèse de D. BernoulliDans la setion VII de son Hydrodynamique, D. Bernoulli fait remarquer que les asoù le �uide s'éoule à travers une ouverture ave une vitesse notablement plus grande queelle qu'il avait avant de la franhir posent problème. � Il est [. . . ℄ selon moi évident �,explique-t-il495,� que lorsque l'eau s'éoule à travers une ouverture ave une vitesse plus grandeque elle qui se trouve dans l'eau intérieure asendante, l'exès produit de nouveauun ertain mouvement intérieur dans la même eau intérieure �.La variation brusque de setion va autrement dit de pair, selon lui, ave l'existened'un mouvement intestin, e qu'il appelle ii le � mouvement intérieur � � nous parle-rions aujourd'hui de mouvement tourbillonnaire �, au sein de l'éoulement. Il propose,494 J. Bernoulli, Ibid. note 474, Préfae, p. 393.495 D. Bernoulli, Hydrodynamique, Strasbourg, 1738, Set. VII, � II, p. 124.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 229pour expliquer e dernier, de raisonner à la manière des méaniiens, pour lesquels uneollision entre orps mous se traduit néessairement par une perte de fores vives. Demême, poursuit-il sans pousser plus avant la omparaison ave la question des lois dela ommuniation du mouvement, sera-t-il probablement néessaire de aluler, dans leadre d'un éoulement496,� ombien de fore vive est employée à produire dans le �uide le mouvement intestinet est perdue par onséquent sans retour pour le mouvement progressif �.PSfrag replaements
A B

E F

C D

Fig. XXV � Eoulement d'un �uide dans un vase ylindriqueperé d'un ori�e EF en son fond, et immergédans un vase de plus grande ontenane.Cette fore vive perdue par le jet prinipal du �uide, e que D. Bernoulli appellele � mouvement progressif �, pourrait être simplement égale, d'après lui, à la di�éreneentre la fore vive du �uide de masse M en aval et en amont de la variation de setion,'est-à-dire M
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. Considérant un vase ylindrique peré d'un ori�e EF enson fond, immergé dans une plus large étendue d'eau de largeur CD (voir la Fig. XXV),il explique en e�et que497 :� Si la setion de l'ouverture [EF ℄ est posée égale à 1, et la setion [AB] du ylindreégale à n, la montée potentielle de l'élément de volume jaillissant égale à [n2
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] est transféré au mouvement intérieur des partiules �.496 D. Bernoulli, Ibid. note 495.497 D. Bernoulli, Ibid. note 495. Dans l'Hydrodynamique, D. Bernoulli adopte la façon de faire despartisans de la théorie des fores vives. La quantité v, telle qu'elle apparaît dans l'ouvrage, orrespondainsi, strito sensu, au arré de la vitesse aquise par un orps tombant en hute libre d'une hauteur
h, 'est-à-dire 2gh. Le leteur moderne qui se réfèrera au texte d'origine trouvera don v et h là où ils'attend à trouver v2

2
et gh. Nous proédons ii diretement à es hangements (indiqués entre rohets),a�n de failiter la ompréhension du raisonnement de l'auteur.



230 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Cette valeur et l'idée même d'une perte, le savant les présente néanmoins ommeune simple hypothèse à méditer, ar permettant d'expliquer e qui se passe. Il n'en tientdon pas ompte dans ses aluls.La théorie des pertes de fores vives de BordaLa plus grande partie du � Mémoire sur l'éoulement � onerne l'étude des ques-tions d'hydrodynamique dans lesquelles, � omme l'a remarqué M. Daniel Bernoulli,le prinipe de la onservation des fores vives n'a pas lieu sans restrition �498. L'idéeproposée dans l'Hydrodynamique perd néanmoins son statut d'hypothèse pour devenirune loi relative à ertains types d'éoulement, fondée, en tant que telle, sur un lemmeétablissant l'expression théorique générale de la perte à prendre en onsidération. SiBorda fait, de plus, expliitement référene à D. Bernoulli, sa justi�ation de l'existenede e phénomène di�ére également de elle proposée par son prédéesseur. Il n'est plusquestion d'une fore néessaire à la formation d'un mouvement intestin au sein du �uide,mais uniquement d'une perte semblable à elle observée dans le ho des orps solides,puisque le mouvement de l'eau dans les vases peut, selon lui499,� être regardé omme elui d'un système de orps durs qui agissent les uns sur lesautres d'une manière quelonque �.Considérant ainsi un vase ABGH enfoné dans un autre vase PROQ, ainsi que lapetite tranhe de �uide mopn entrant par l'ori�e mn pour devenir la tranhe rsxy du�uide dans le vase immergé (voir la Fig. XXVI), Borda a�rme500 :� qu'avant d'ouper ette plae rsxy, la petite tranhe aura perdu, ontre le �uidesupérieur, une partie de son mouvement, & qu'elle l'aura perdu de la même manièreque si 'eût été une masse isolée qui eût frappé une autre masse isolée : mais dansle as des deux masses isolées, il y aurait eu une perte de fores vives : don il yen aura eu aussi dans le as que nous examinons �.La démonstration lui permettant d'établir son lemme onsiste à observer que deuxmasses de �uide de vitesses et de masses respetives v, v′ et m, m′, se meuvent ensembleaprès leur ho du fait du manque d'élastiité des partiules qui les onstituent. Il su�radon, omme on le fait habituellement pour déterminer les lois de la ommuniation dumouvement entre orps durs, de déterminer la di�érenes de fores vives de l'ensemblede es deux masses avant et après leur renontre. Soit la somme des fores vives desdeux masses de �uides avant le ho,
mv2 + m′v′2

2g
,498 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 11, p. 590.499 Borda, Ibid. note 498.500 Borda, Ibid. note 498, art. 11, p. 591.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 231la somme des fores vives de l'ensemble après le ho,
m + m′

2g

(

mv + m′v′

m + m′

)2 ,la di�érene vaut
m + m′

2g

(

mv + m′v′

m + m′

)2

− mv2 + m′v′2

2g
=

mm′

m + m′ ×
(v − v′)2

2g
.La quantité mm′

m + m′ ×
(v − v′)2

2g
orrespondra don à la fore vive perdue. Nous avonsvu par ailleurs, dans la première partie de e hapitre, que le savant propose égalementune démonstration reposant sur l'appliation du prinipe de D'Alembert, démonstrationmoins expliite mais néanmoins identique du point de vue de sa justi�ation physique.
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Fig. XXVI � Eoulement d'un �uide dans un vase ylindrique
GHBA peré d'un ori�e en son fond, et immergédans un vase PROQ de plus grande ontenane.Borda propose, pour �nir, un ompte rendu d'expérienes réalisées a�n de validersa théorie. Ces expérienes onernent uniquement le problème de l'éoulement dans untube ylindrique immergé dans un vase. Elles reposent sur un dispositif du même typeque elui employé par D. Bernoulli dans les adre des expérienes rapportées à la �nde la setion VII de son Hydrodynamique, e dispositif onsistant à enfoner un vaseylindrique peré d'un ori�e en son fond dans un grand vase rempli d'eau, à fermerl'ouverture supérieure du vase immergé a�n que le �uide ne puisse y pénétrer, puis àen débouher subitement l'ori�e inférieur a�n d'observer la hauteur à laquelle l'eaumonte au-dessus de la surfae de elle ontenue dans le grand vase. Les mesures de sonprédéesseur s'étant ependant révélées quelque peu ontraditoires, Borda, faisant ànouveau preuve de son savoir-faire dans e domaine, proède don à quelques modi�-ations. Il augmente, d'une part, la setion des tubes utilisés, eux dont D. Bernoullis'était servi � étant d'un trop petit diamètre pour qu'on pût en onlure rien de bien



232 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783ertain �501. Il tient ompte, d'autre part, du rapport de ontration de la veine dansla phase de omparaison ave ses solutions théoriques � il onsidère d'ailleurs les deuxtypes d'ajutage, entrant et sortant, examinés dans le adre de ses expérienes sur ephénomène : voir le hapitre VI, p. 193. Ses résultats se révèlent être en aord ave lessolutions de es équations et on�rment don sa théorie des pertes de fores vives dansle as d'un problème présentant une augmentation subite de la setion d'éoulement.Mise en perspetive de la théorie de Bordaet de l'hypothèse de D. BernoulliBorda établit, e faisant, e que nous appelons le théorème de Borda-Carnot, 'est-à-dire l'expression des pertes de harge singulières apparaissant dans le as d'un brusqueélargissement de la setion.D'un point de vue moderne, le problème d'un vase immergé dans un autre reviente�etivement, en première approximation, à onsidérer le mouvement d'un �uide dansune onduite présentant un hangement subit de la setion d'éoulement. Nous savonsaujourd'hui que es pertes sont onséutives à la formation d'un volume de �uide séparédu milieu ambiant par une surfae qui se désagrège et s'enroule en tourbillons ontre lejet entral EcCDdF de l'éoulement (voir la Fig. XXVII). Elles naissent de la dissipationvisqueuse de e jet ontre les zones tourbillonnaires apparaissant dans les angles502.PSfrag replaements
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dFig. XXVII � Eoulement dans une onduite présentantun brusque élargissement de sa setiond'éoulement.Dans son � Mémoire sur la perte de fore vive d'un �uide aux endroits où la setiond'éoulement augmente brusquement ou rapidement � (1886)503, Barré de Saint-Venantdonne une desription physique de e phénomène relativement prohe de la n�tre. Consi-dérant l'éoulement d'un �uide dans un tuyau retiligne horizontal qui passe rapidement501 Borda, Ibid. note 498, art. 19, p. 597.502 Voir, pour plus de détails sur la théorie moderne, I. E. Idel'ik, Mémento des pertes de harge,trad. du russe par M. Meury, Editions Eyrolles, Mosou, 1986.503 A. Barré de Saint-Venant, � Mémoire sur la perte de fore vive d'un �uide aux endroits où sasetion d'éoulement augmente brusquement ou rapidement �, Mémoires de l'Aadémie des sienes del'Institut de Frane, t. 44, 1888, p. 193-244.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 233du diamètre AA à un diamètre plus grand BB (voir la Fig. XXVIII), il explique en e�etque504� Le Fluide, au lieu de se détourner de manière à suivre les parois AB, ommeil arriverait si leur évasement était extrêmement allongé, oule, en s'in�éhissantmoins, entre deux parties qui ne partiipent point à son mouvement, et les fait tour-billonner par l'engrènement moléulaire ou l'ation latérale qu'il y exere ommeferait une rémaillère sur une roue dentée. Il se détahe ontinuellement, de esparties, de petits tourbillons que le ourant emporte [. . . ℄. Le frottement du �uideontre les parois modère es mouvements irréguliers et visibles, et le frottementdu �uide sur lui-même, ontribue également à les éteindre en les disséminant eten les transformant peu à peu en osillations et vibrations moléulaires invisibles[. . . ℄ ; en sorte que l'on peut dire que le frottement ou l'engrènement moléulairedu �uide, ause de la naissane des tourbillons, est aussi e qui les dissout et leséteint �nalement ou reporte au dehors leur fore vive �.

Fig. XXVIII � Fa-similé de la Fig. 1, p. 211, du mémoirede Barré Saint-Venant.Ce phénomène de pertes de harges singulières, ou de perte de fore vive, Barré deSaint-Venant le présente de surroît omme un problème omplexe, qui � exigerait, surles lois du �uide, des onnaissanes que l'on est loin de posséder enore �505. D'aprèsnos onnaissanes atuelles, son évaluation repose en e�et sur le alul des fores vis-queuses agissant au niveau de la frontière entre le jet entral et la zone tourbillonnairede l'éoulement. Quoique la notion de visosité transparaisse quelque peu au traversdu r�le aordé aux frottements � du �uide ontre les parois � et � du �uide sur lui-même �506 dans et extrait du mémoire de Saint-Venant, e alul reste don hors de504 A. Barré de Saint-Venant, Ibid. note 503, p. 216-217.505 A. Barré de Saint-Venant, Ibid. note 503, p. 216.506 Le frottement � du �uide ontre les parois � et le frottement � du �uide sur lui-même � rappellentles deux types de dissipation visqueuse prises en ompte par la méanique des �uides moderne : lespertes de harge linéiques, dues aux frottements visqueux du �uide ontre la onduite, et les pertesde harge singulières, nées de la dissipation visqueuse d'une partie du �uide en mouvement ontre des



234 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783portée à ette époque.Il en va d'ailleurs de même aujourd'hui : les formules dont nous disposons pro-viennent e�etivement, dans la plupart des situations, de méthodes empiriques507. L'é-oulement dans la onduite représentée sur la Fig. XXVII orrespond en fait au seul asde �gure pour lequel l'appliation des prinipes méaniques onduise à une expressionthéorique des pertes de harge singulières. Cette expression oïnide, nous l'avons déjàsignalé, ave elle obtenue par Borda par le biais de l'étude du mouvement d'un �uidedans un vase immergé dans un autre.Quoique es préisions sur le phénomène soient hors de portée au XVIIIe, nousonstatons ainsi que l'interprétation donnée par D. Bernoulli en onstitue une desrip-tion physique somme toute pertinente, dans laquelle les mouvements � progressif � et� intestin � renvoient respetivement au jet entral EcCDdF et aux zones tourbillon-naires représentées sur la Fig. XXVII � ou enore au jet entral AA′A′A et aux zonestourbillonnaires ABA′, tels que Barré de Saint-Venant les représente sur la Fig. XXVIII.Celle de Borda paraît, quant à elle, beauoup plus éloignée de notre façon de one-voir l'origine du phénomène. Il assimile, nous l'avons vu, le omportement de l'éoule-ment au niveau de l'ori�e au problème du ho de deux masses de �uide su�sammentinélastiques pour rester agglutinées l'une ave l'autre à l'issue de leur renontre. Comptetenu de la desription que nous en donnions à l'instant, il en donne don une justi�-ation physique inorrete, onlusion par ailleurs partagée par Barré de Saint-Venantqui, dans son mémoire de 1886, juge de même que son raisonnement508� n'est nullement rigoureux ; ar rien n'autorise à aluler la diminution dont nousparlons, omme si les deux masses �uides ontenues entre les parois du tuyau etd'autres masses, étaient deux orps libres qui se hoquent �.Sa démonstration orrespond à une simple transposition d'un raisonnement de typeméanique des orps solides, une transposition nullement rigoureuse à nos yeux, maisnéanmoins naturelle à ette époque, ompte tenu, nous aurons l'oasion d'y revenir,de l'in�uene du développement de la siene du mouvement des solides sur elui del'hydrodynamique.Cette théorie des pertes de fores vives, Borda l'applique, dans un premier temps,aux questions du mouvement d'un �uide dans un vase submergé dans un autre, dansun vase peré de plusieurs diaphragmes et dans un tuyau horizontalement adapté à unvase. Il s'agit, ompte tenu de ses hypothèses de travail, de trois problèmes aratériséspar une brusque augmentation de la setion d'éoulement et requiérant don la prise enompte d'une perte509.tourbillons apparaissant au sein de l'éoulement.507 Voir I. E. Idel'ik, Ibid. note 502.508 A. Barré de Saint-Venant, Ibid. note 503, p. 203.509 Cf. Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 13-17, p. 592-596 (vase



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 235Borda étend ependant, dans un seond temps, le hamp d'appliation de sa théorieaux vases de forme irrégulière, ainsi qu'aux siphons de grosseur non uniforme : � Nousvenons de démontrer que la onservation des fores vives n'avoit pas lieu sans restri-tion � dans plusieurs problèmes, explique-t-il en e�et dans l'art. 29 de son mémoire,avant de préiser que510� ette démonstration s'appliqueroit également aux vases d'une forme irrégulière[. . . ℄, & on peut même l'étendre jusqu'aux syphons qui n'ont pas la même grosseurdans toute leur longueur �.Il fait, dans l'art. suivant, la même remarque à propos de petits anaux de �uide pos-sédant une partie � plus étroite que � l'autre511.Si, omme nous le savons aujourd'hui, la prise en ompte d'une perte de hargesingulière se justi�e dans le as de onduites présentant des étranglements ou ertainsaidents de parours512, e phénomène n'a toutefois pas lieu dans les onduites dontla setion varie de façon ontinue. C'est don à tort que Borda généralise ii sa théoriedes pertes de fores vives aux � siphons qui n'ont pas la même grosseur dans toute leurlongueur �.Passons à présent aux réponses données par D'Alembert dans le Mémoire 57 deses Opusules t. VIII (1780) ontre l'hypothèse de D. Bernoulli et la théorie de Borda.Celles-i renvoient à deux arguments. Le premier, et le prinipal, tient au respet de laloi de ontinuité. Le seond en onstitue une sorte de orollaire : il onsiste à défendrela possibilité d'appliquer le prinipe de onservation des fores vives sans restritionen hydrodynamique, e prinipe étant, selon lui, onditionné par ette même loi. Suiteà ette mise au point sur la théorie des fores vives de Borda, nous verrons ainsi queD'Alembert manque, d'un �té, le phénomène de pertes de harges singulières mis aujour par son ontraditeur, mais que sa théorie n'en reste pas moins orrete dans le asd'une onduite dont la setion ne varie pas brusquement. Sa position lui permet égale-ment de pointer la faiblesse de la justi�ation physique apportée par Borda. L'ensemble,e sera là notre onlusion, onstituera un tout ohérent, témoignant d'une oneptionontinue de l'éoulement d'un �uide.immergé dans un autre), art. 23-28, p. 599-603 (tuyau adapté à un vase), art. 21, p. 599 (vase peré deplusieurs diaphragmes).510 Borda, Ibid. note 509, art. 29, p. 602.511 Borda, Ibid. note 509, art. 30, p. 605.512 Notons que, dans son � Mémoire sur les pompes � (MARS année 1768 (1771), p. 418-431), Bordas'attahe à déterminer l'� e�et des étranglemens ou ontrations que les olonnes d'eau qui se meuventdans les Pompes, éprouvent en traversant les passages des soupapes � (p. 418), e par la voie théorique,en se fondant sur la théorie des pertes de fores vives mise au jour dans son �Mémoire sur l'éoulement �,et par la voie de l'expériene.



236 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783D'Alembert et le respet de la loi leibnizienne de ontinuitéDans sa lettre à Lagrange du 6 février 1772, D'Alembert note que le lemme deBorda513� ne peut s'appliquer aux �uides, qui, dans leur équilibre, et par onséquent dansleur ho, ne doivent pas suivre les mêmes lois que les orps solides �.Cette première réation à l'égard de la théorie des pertes de fores vives du �Mémoire surl'éoulement � onstitue l'un des deux axes de sa stratégie de réponse dans le Mémoire 57de sesOpusules t. VIII (1780). Il développe l'argumentaire orrespondant dans les art. 1à 8 et 27 à 36 du � XI.Ses ritiques s'adressent d'une part, à D. Bernoulli, dont il préise, en le itantexpliitement � 'est rappelons-le, hose rare dans et érit �, qu'il est514� le premier qui ait employé le prinipe de la onservation ou de la perte de foresvives dans la théorie du mouvement des �uides �.D'Alembert dénone l'ambiguïté physique attenant à sa façon d'envisager la nature despartiules de �uide, rappelant que le savant suisse onsidère� tant�t le �uide omme de petits orpusules élastiques lorsqu'il traite de la onser-vation des fores vives. D'Alembert renvoie, dans e as, au mémoire � Theorianova de motu aquarum per anales quosunque �uentium � de D. Bernoulli (1727),orrespondant à une version préliminaire de la setion III de l'Hydrodynamique,et dans lequel e dernier � onsidère � en e�et � que les très petits orpusulesomposant un �uide sont parfaitement élastiques �515 ;� tant�t omme des orps mous, lorsqu'il envisage une perte dans la setion VII deson Hydrodynamique.On ignore toutefois, d'après lui, si les partiules �uides sont des orps mous, durs ouélastiques, et plus grave enore, les lois du ho de es mêmes partiules les unes ontreles autres sont sûrement516� très di�érentes de elles du ho mutuel d'un systèmes de orps élastiques, oumous, ou durs �.Cette remarque onerne d'ailleurs aussi le raisonnement de Borda, e qui le pousse àonlure, à l'adresse des deux géomètres, que � ette omparaison du ho des partiules513 ×uvres de Lagrange, t. XIII, lettre 100, p. 227.514 D'Alembert, Opusules, t. VIII, 1780, Mémoire 57, � XI, art. 27, p. 169.515 D. Bernoulli, � Theoria nova de motu aquarum per anales quosunque �uentium �, Mémoires del'Aadémie des sienes de Pétersbourg, vol. 2, 1727, p. 112. Ce mémoire, omme son titre l'indique, estrédigé en latin. Ne l'ayant pas traduit dans son intégralité, voii don le texte d'origine orrespondantà l'extrait que nous venons de iter : � Pono autem orpusula minima �uidum aliquod omponentiaesse perfete elastia �.516 D'Alembert, Ibid. note 514.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 237�uides à elui de petits orps élastiques ou mous est don fautive en elle-même �517. Ilmet ainsi le doigt sur e nous présentions i-dessus omme une justi�ation physiqueinorrete du phénomène de perte de fores vives.La démonstration de Borda suppose, qui plus est, que518� la tranhe de �uide qui perd [. . . ℄ une partie de sa vitesse, passe brusquement& sans gradation de la largeur qu'elle a dans l'endroit où elle est rétréie, à unelargeur qui di�ère de elle-là d'une quantité �nie �.C'est là une hypothèse � impossible � à admettre selon lui, pare qu'indisutablementen ontradition ave le néessaire respet de la loi de ontinuité. Il ne faut e�etivementpas onfondre, explique-t-il519,� l'e�et d'un hangement rapide, mais qui se fait par degrés in�niment petits, aveelui d'un hangement brusque, subit & sans gradation �.Nous savons, pour autant, que D'Alembert a lui-même tendane à onsidérer les par-tiules élémentaires onstituant aussi bien les solides que les �uides omme in�nimentdures et impénétrables � voir le hapitre II, p. 79. Il n'est pas non plus en désaordave la loi selon laquelle les orps durs perdent une partie de leur vitesse en se hoquant.Ce qu'il reprohe à D. Bernoulli et à Borda dans le � XI du Mémoire 57 vient don plu-t�t de sa façon d'appréhender le omportement � marosopique �, pour employer unterme moderne, d'un �uide en mouvement. Etant à la fois persuadé que les lois d'inter-ation des partiules au sein du �uide n'ont rien à voir ave elles des orps solides, maisdans l'inapaité de les déterminer par le biais d'une quelonque théorie, D'Alembert,in�uené en ela par J. Bernoulli, omme nous l'avons montré dans la première partie dee hapitre, exprime ainsi sa oneption d'un éoulement par le biais d'une loi d'originemétaphysique, la loi de ontinuité. Celle-i garantit en fait, quoique de façon impliite,le omportement � ontinu �, en toutes ironstanes, d'un �uide en mouvement.Les arguments de D'Alembert fae à l'introdution, par Borda, d'une perte de foresvives dans les problèmes du vase immergé dans un autre, du tuyau adapté à un vase oud'un siphon de setion variable, on�rment également e point de vue.Dans la première de es trois questions, sa théorie de 1744 fait e�etivement étatd'une toute autre approhe. Il y assimile la trajetoire des partiules �uides au niveaude l'ouverture inférieure ave l'éoulement d'un �uide dans un siphon à deux branhes :il n'y a, selon lui (voir la Fig. XXIX), qu'à520� regarder le Fluide qui sort par PL omme omposé de deux parties, qui aprèsêtre desendues vertialement ensemble au sortir du vase [. . . ℄, hangent ensuite517 D'Alembert, Ibid. note 514.518 D'Alembert, Ibid. note 514, art. 5, p. 172.519 D'Alembert, Ibid. note 514, art. 32, p. 174.520 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 141, p. 120.



238 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783de diretion peu à peu, pour aller l'une vers KZ, l'autre vers NV , à peu près dela même manière qu'un Fluide hange de diretion [. . . ℄ pour passer d'une branhede Syphon dans l'autre �.PSfrag replaements
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R MFig. XXIX � Eoulement d'un �uide dans un vase GPLH de setionvariable immergé dans un vase V RMZ de plus grandeontenane.Cette analogie permet naturellement de s'assurer du respet de la loi de ontinuité du�uide au niveau du hangement de setion de la onduite, et 'est don en toute logiquequ'il rappelle, d'abord dans l'ajout à l'art. 143 de la seonde édition du Traité des �uides(1770), puis dans le Mémoire 57 � V de ses Opusules t. VIII, que521� quand un �uide sort d'un vase submergé dans un autre �uide indé�ni, on peutregarder e �uide omme mu dans un syphon �.
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d(a) (b)Fig. XXX � (a) Eoulement dans un siphon ABDC à deux branhes.(b) Eoulement dans un vase ylindrique ABDC auquelest adapté un tuyau ylindrique abcd en ab.La loi de ontinuité joue de même un r�le de premier plan dans la réponse qu'iladresse à Borda au sujet de sa façon de justi�er l'existene d'une perte de fores vivesdans les problèmes d'un tuyau adapté à un vase (voir Fig. XXX-a) et d'un siphon desetion variable (voir Fig. XXX-b). L'argument de l'auteur du � Mémoire sur l'éoule-ment � repose en e�et, dans es deux as de �gure respetifs, sur la onsidération d'un521 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � V, art. 55, p. 103.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 239ori�e ab � et ori�e peré dans la paroi du vase ABDC, permet d'y adapter le tuyau
abcd � et d'un étranglement GH du siphon ABDC, in�niment petits. D'après la rela-tion yv = Cste assurant la onstane du débit de l'éoulement, ette situation onduità une valeur in�niment grande de la vitesse, e qui ne saurait être selon lui, et imposedon l'introdution d'un terme de perte dans l'expression du prinipe de onservationdes fores vives.D'Alembert rejette d'abord l'idée même d'un ori�e ou d'un étranglement in�nimentpetit, � l'in�niment petit n'existant pas dans la nature �522. Aussi, l'hypothèse de lavitesse in�nie, dont il réfute également l'existene523� résulte de la supposition même de l'étranglement in�niment petit, & n'est impos-sible, que pare qu'un étranglement in�niment petit est également impossible �.Borda n'obtient don, selon lui, une vitesse in�nie que pare qu'il admet préalablementl'existene d'un étranglement in�niment petit.Dans l'art. 33 du Mémoire 57 � XI, portant sur le problème du siphon, D'Alem-bert fait ensuite remarquer que Borda n'a auune raison de refuser l'idée d'une vitessein�niment grande au niveau de l'étranglement, ompte tenu du fait qu'il524� admet, au moins taitement, ette vitesse in�nie dans le hangement subit de�gure qu'on suppose aux tranhes de �uide �.En d'autres termes, supposer un ho dur entre deux masses de �uide revient à admettrel'existene d'une vitesse in�nie, puisqu'il s'agit d'une hypothèse ontraire au respet dela loi de ontinuité, sous-entendant des variations �nies de la vitesse et de la setion dela tranhe pendant un instant in�niment ourt.Comme nous l'avions fait remarquer dans le hapitre II � voir p. 81 �, le respetde ette loi autorise par ailleurs, selon lui, l'emploi de la onservation des fores vives.Elle onstitue de même un préalable à l'appliation de son prinipe de dynamique : 'este dont témoigne notre étude de l'art. 113 du Traité des �uides dans lequel, rappelons-le, D'Alembert montre que l'usage de son prinipe dans le as d'un non respet de laloi de ontinuité onduit à une détermination fautive du mouvement. En somme, laonsidérer omme une propriété aratéristique d'un �uide en mouvement revient donà revendiquer la possibilité d'appliquer es deux prinipes à tous les types d'éoulement.C'est là le deuxième axe de sa stratégie de réponse, laquelle repose du même oup, nousallons voir pourquoi, sur la mise en avant de son hypothèse des tuyaux variables dansle Mémoire 51 � IV et le Mémoire 57 � IX des Opusules t. VI et VIII.522 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VI, art. 22, p. 113. On pourra, à esujet, onsulter les artiles � Di�érentiel �, � In�ni � et � In�niment petit � de l'Enylopédie, tous troissignés (O).523 D'Alembert, Opusules t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � XI, art. 33, p. 185.524 D'Alembert, Ibid. note 523, art. 33, p. 184-185.



240 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783D'Alembert et la possibilité d'appliquer, en toutes ironstanes,le prinipe de onservation des fores vives et sonprinipe de dynamique en hydrodynamiqueD'Alembert rappelle d'abord avoir525� prouvé dans le Tome VI de nos Opusules, pag. 383, art. 8, & dans le TomeI des mêmes Opusules, IVe Mém. �. XVI, que la onservation des fores vives atoujours lieu dans le mouvement du �uide, quelqu'irrégulier que soit le vase, quoiqueette onservation puisse très-bien n'avoir pas lieu dans les tranhes parallèles àl'ouverture, dont les di�érens points peuvent avoir un mouvement fort inégal �.Il nous renvoie ii au Mémoire 4 des Opusules t. I (1761), dans lequel il établit, àpartir de l'expression de son prinipe de dynamique, la démonstration de la onservationdes fores vives dans l'hypothèse des tuyaux invariables, puis au Mémoire 51 � IV desOpusules t. VI pour e qui est de l'hypothèse des tuyaux variables. Ce rappel, donnédans son ÷uvre tardive, est ruial, puisqu'il montre que e prinipe, omme elui dontil déoule, à savoir le prinipe de dynamique, a toujours lieu, selon lui, dans le as d'unéoulement et que, par onséquent, la ondition autorisant son emploi, la loi de onti-nuité, sera de même toujours véri�ée.Il ontient aussi une ritique impliite à l'enontre de Borda qui, bien qu'il travailledans l'hypothèse des tuyaux variables pour la mise en équation de l'éoulement dans unvase ylindrique peré d'un ori�e en son fond, ne ontinue pas moins d'adopter elledu parallélisme des tranhes dans les tous les problèmes néessitant la prise en ompted'une perte de fores vives. Di�ile de donner tort à D'Alembert, qui pointe là uneontradition entre les arguments avanés dans le � Mémoire sur l'éoulement � pourjusti�er la dé�nition de tuyaux urvilignes, es derniers devant assurer une évolutionprogressive de la vitesse des partiules de �uide situées à proximité l'ori�e, et la jus-ti�ation donnée pour expliquer l'existene d'une perte, à savoir un ho entre deuxtranhes assimilées à des orps durs. Cette ontradition onduit Borda, omme nousl'avons vu � voir la première partie de e hapitre �, à une étrange façon de traiterle mouvement de la tranhe inférieure pour le problème de l'éoulement dans un vaseylindrique peré d'un ori�e en son fond.Ce rappel de D'Alembert, pour �nir, ontient également la lé de la solution théo-rique qu'il propose pour pallier le problème, problème d'autant plus di�ile, rappelons-le, que les pertes se voient on�rmées par les expérienes e�etuées par Borda pour laquestion d'un vase immergé dans un autre. Dans l'art. 36 onluant le Mémoire 57 � XI,il explique ainsi qu'il sera526525 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � IX, art. 18, p. 156-157.526 D'Alembert, Ibid. note 525, � XI, art. 36, p. 186.



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 241� bien plus naturel, pour arriver à des résultats onformes à l'expériene, d'employerle prinipe des tuyaux variables à haque instant, pour déterminer le mouvementdans tous les as, même eux où il paroît le plus irrégulier �.Son hypothèse des tuyaux variables onduit en e�et � voir le hapitre V, p. 158 �à l'apparition d'un terme supplémentaire, ∫ dxδy

y2
. C'est là le terme qui su�ra, selonlui, à � expliquer tous les phénomènes de mouvement qu'on observera dans les vasesles plus irréguliers �527. L'inadéquation entre la théorie et l'expériene, dans le as oùl'on ne tiendrait pas ompte d'une perte, ne viendrait don pas de la mise en défautdu prinipe de dynamique ou du prinipe de onservation des fores vives, la loi deontinuité devant toujours être véri�ée, mais de l'hypothèse dans laquelle es prinipesse trouvent appliqués. L'idée est tout à fait ingénieuse, mais néanmoins inorrete surle fond. D'Alembert onfond en fait ii e que nous appelerions aujourd'hui le termeinstationnaire de l'équation de Bernoulli � le statut de e terme supplémentaire estétudié dans le hapitre V, p. 161 �, déoulant de son hypothèse des tuyaux variables,et le terme de pertes de harges singulières introduit par Borda.SynthèseLe savant passe don sans auun doute à �té du phénomène déouvert et évaluépar son ontraditeur dans le � Mémoire sur l'éoulement �. Sa position fae à la théoriedes pertes de fores vives de Borda est toutefois loin d'être entièrement erronée, puis-qu'elle s'applique aussi bien aux problèmes engageant une onduite dont la setion variebrusquement, qu'une onduite dont la setion varie de façon ontinue, et à l'intérieur delaquelle la perte de fores vives n'a pas lieu d'être prise en ompte. Elle est, de surroît,tout à fait ohérente, en e qu'elle repose sur une seule et même idée, traduisant, ommenous l'avons montré, sa façon de penser le omportement d'un �uide en mouvement :la loi leibnizienne de ontinuité. Il fait montre, en ela, d'une oneption physique del'éoulement similaire, de ses premiers à des derniers érits en hydrodynamique, à ellede J. Bernoulli dans son Hydraulique, et dont elle s'inspire très ertainement, ommenous l'avons vu dans la première partie de e hapitre.La théorie de Borda possède, de son �té, la même ohérene. Son raisonnementrepose, de bout en bout, sur une omparaison expliite entre le mouvement mutuel destranhes et les lois du ho entre orps solides imparfaitement élastiques, e qui luipermet d'intuiter le phénomène aujourd'hui onnu sous le nom de pertes de harges sin-gulières. D. Bernoulli, nous l'avons vu, est parti d'une idée similaire dans la setion VIIde son Hydrodynamique, avant de bifurquer pour une expliation physique plus � mo-derne � du proessus, puisqu'envisageant une éventuelle perte de fores vives ommeun éhange entre le mouvement progressif et le mouvement intestin, 'est-à-dire, pour527 D'Alembert, Ibid. note 525, � IX, art. 18, p. 157.



242 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783employer nos propres termes, entre le �ux entral de l'éoulement et ses zones tour-billonnaires.Quoiqu'il en soit, la polémique entre Borda et D'Alembert sur ette question ne or-respond don à rien d'autre qu'à une onfrontation entre deux oneptions physiquesd'un �uide en mouvement radialement opposées : le premier propose, en quelque sorte,une théorie du ho des tranhes de �uide, là où le seond tend onstamment à s'assurerque la vitesse des éoulements évolue par degrés insensibles, onformément à la loi deontinuité. Les deux savants font tous deux appel, dans e adre, à des notions issuesdu proessus de gestation de la méanique à la �n du XVIIe et dans la première moitiédu XVIIIe sièle � voir le hapitre II, p. 75. Leur querelle dans ette période de risede l'hydrodynamique témoigne ainsi de l'in�uene persistante des aniennes querellesméaniiennes sur le proessus de développement de la siene des éoulements. Ellerésulte, de fait, de la volonté des hydrodynamiiens d'appréhender le omportementphysique d'un �uide en mouvement, lesquels s'appuient, pour e faire, sur leur façon depenser la dynamique et la notion de ontats entre orps solides.Prélude au hapitre VIIINotre étude du sujet laisse, malgré tout, enore une question en suspens. Nous avonsen e�et, et à de nombreuses reprises, souligné que Borda étend à tort sa théorie de pertede fores vives aux onduites dont la setion augmente de façon ontinue. L'argumentde la loi de ontinuité opposé par D'Alembert dans e as de �gure ne onstitue pas,ela va sans dire, un élairissement reevable. Le problème reste don plein et entier.Si nous attendons ette �n de hapitre a�n d'en faire part, 'est qu'il semble que le÷ur de ette question repose sur l'étude d'un autre sujet, tout à fait apital mais desplus déliats, néessitant don un hapitre à part entière : le onept de pression.Nous savons que dans l'hypothèse du parallélisme, 'est-à-dire dans le as unidi-mensionnel, haune des tranhes, pour peu que la setion soit variable, doit subir desfores de pression di�érentes sur haune de ses deux surfaes, ette di�érene � ou egradient, pour employer le terme moderne � générant une aélération loale déélérantou aélérant le �uide selon que la setion roît ou déline en et endroit. En un mot,la pression, à l'intérieur du �uide, est plus faible aux endroits où le mouvement est leplus rapide.Nous avons toutefois déjà eu l'oasion de préiser que D. Bernoulli, D'Alembert etBorda n'envisagent pas expliitement le onept sous et angle. Ils ne dé�nissent pasde pression interne, mais onçoivent en revanhe la pression omme une fore externe,s'exerçant à l'extérieur de la masse de �uide en mouvement sur les parois du vase oude la onduite ontre lequel elle s'éoule. Il semble néanmoins que ette façon de onsi-dérer ette notion pose impliitement problème dans le adre de la polémique que nousvenons d'étudier, les savants se trouvant e�etivement onfrontés à des disontinuités



CHAPITRE VII : LE STATUT DE LA LOI DE CONTINUITÉ (1744-1780) 243dans le as de variations de la setion. Borda ne s'en ahe pas dans ses travaux : 'estd'ailleurs, rappelons-nous, le besoin de pallier l'existene d'une vitesse trop grande dansle as d'un étranglement trop petit du siphon qui le pousse à introduire une perte defores vives, puis à en étendre l'usage à tous les as intermédiaires, 'est-à-dire à toustypes d'étranglements, ou enore, tout simplement, aux onduites dont la setion variede façon ontinue. D'après les expliations que nous venons de donner, il est don pos-sible que le savant avane l'idée d'une perte là où nous verrions l'absene de prise enompte des di�érentiels de pression au sein de sa théorie.Dans son � Mémoire sur la perte de fore vive d'un �uide aux endroits où sa se-tion d'éoulement augmente brusquement ou rapidement � de 1886, Adhémar Barréde Saint-Venant semble se poser la même question. Dans son ommentaire sur l'hypo-thèse émise par D. Bernoulli dans la setion VII de son Hydrodynamique, hypothèseselon laquelle la fore vive M
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pourrait être perdue par le �uide lors deson passage à travers l'ori�e peré au fond d'un vase immergé dans un autre, V et V ′orrespondant respetivement aux vitesses du �uide en amont et en aval de et ori�e,l'hydrodynamiien du XIXe rétorque en e�et, ontre e raisonnement, que528� tout ou partie de [la℄ fore vive onsommée M
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peut très bien s'êtreonvertie en autre hose, par exemple en travail de pression, et avoir ontribué parlà à la translation générale du �uide du tuyau �.Préisons, pour omprendre le sens de ette remarque, que le jet entral dans leas d'une brusque variation de la setion d'une onduite, 'est-à-dire la zone EcCDdFsur la Fig. XXVII � voir p. 232 � orrespond à un éoulement dans une onduitevirtuelle dont la setion varie de façon ontinue (la quantité de fore vive perdue étantonsommée par sa frition ontre les zones tourbillonaires apparaissant en périphérie).Si l'on tient don ompte des pressions p et p′ � aux endroits où V et V ′ sont les vitessestranslatoires �, et que l'on érit l'équation des fores vives ave le di�érentiel de pression

p − p′ onséutif à la variation de la setion du jet entral, ette équation étant529,� omme l'on sait, lorsque le mouvement est permanent :
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= M(p − p′) �,� on voit �, préise Barré de Saint-Venant530 ,528 A. Barré de Saint-Venant, � Mémoire sur la perte de fore vive d'un �uide aux endroits où sasetion d'éoulement augmente brusquement ou rapidement �, Mémoires de l'Aadémie des sienes del'Institut de Frane, t. 44, 1888, p. 198.529 A. Barré de Saint-Venant, Ibid. note 528, p. 199. Nous avons fait abstration, dans la formuleextraite de e mémoire, et reproduite i-dessous, du terme de travail de frottement Tf ainsi que de ladensité du �uide ρ, la première de es deux notions n'apparaissant pas dans les érits de D. Bernoulli,D'Alembert et Borda, la seonde étant égale à 1.530 A. Barré de Saint-Venant, Ibid. note 528, p. 199



244 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� que la diminution de fore vive M
V 2

2
− M

V ′2

2
n'est point néessairement uneperte. Une portion onsidérable peut toujours avoir servi utilement à la translationde tout le �uide, savoir par l'augmentation de p′, en poussant elui qui oule en avaldu réélargissement, et, par la diminution de p, en attirant elui qui vient d'amont �.Il donne en�n une remarque du même type onernant l'une des deux démonstrations� elle reposant sur le prinipe de D'Alembert, résumée dans la première partie duhapitre, p. 213 � données par Borda dans son � Mémoire sur l'éoulement � a�nd'établir l'expression des pertes de fores vives dans le problème d'un vase immergédans un autre. Cette démonstration, érit-il531,� ne tient pas ompte du travail des pressions qui ont lieu à la jontion des deuxparties du tuyau, et elle suppose que la vitesse V de haque tranhe a�uente devient

V ′ instantanément, e qui n'est pas, même lorsque l'élargissement est brusque [. . . ℄,et e qui est même inompatible ave la ontinuité que suivent généralement leshangements des vitesses des orps �.Il pointe don ii le rapport existant entre l'absene du terme de pression, la va-riation de la setion de la onduite, et la question de la ontinuité de l'évolution de lavitesse dans le jet entral de l'éoulement, e qui, de la même façon que nous soulevionsl'idée d'un rapport entre l'extension, par Borda, de sa théorie des pertes de fores vivesaux problèmes engageant une variation de setion ontinue et l'absene du di�érentielde pression dans ses équations, nous inite également à penser que le respet de la loide ontinuité avanée par D'Alembert onstitue une manière di�érente de remédier àe manque théorique. Il serait, partant de là, tentant de onlure que l'auteur du Mé-moire 57 des Opusules t. VIII se trouve justement ontraint de reourir à et argumentde nature quasi-métaphysique pare qu'il ne maîtrise pas, en 1780, le onept de pres-sion interne.La pertinene de ette idée bute ependant sur une question importante, elle de ladé�nition de ette notion dans son ÷uvre en hydrodynamique. Il nous faudra don, pourl'élairir, préiser ette dé�nition dans son premier ouvrage en la matière, le Traité des�uides (1744), puis en étudier l'évolution dans ses érits ultérieurs. Cette interrogationse pose ave d'autant plus de fore pour la phase tardive de ses reherhes qu'il a, entretemps, pris onnaissane des deux mémoires d'Euler de 1755, le élèbre � Prinipes gene-raux du mouvement des �uides �532 et son prolongement � Continuation des reherhessur le mouvement des �uides �533, dans lesquels le onept de pression interne se trouveexpliitement dé�ni et intégré, que e soit dans le as inompressible ou ompressible.531 A. Barré de Saint-Venant, Ibid. note 528, p. 209532 HAB année 1755 (1757), p. 274-315 ; Opera Omnia, série II, vol. 12, p. 54-91 (E226).533 HAB année 1755 (1757), p. 316-361 ; Opera Omnia, série II, vol. 12, p. 92-132 (E227).



Chapitre VIII. D'ALEMBERT ET LE CONCEPTDE PRESSION D'UN FLUIDE EN MOUVEMENTEn 1801, Gaspard Marie Rihe de Prony (1755-1839), auteur de nombreux travauxen hydrodynamique, dont sa Nouvelle arhiteture hydraulique534, publie un ourt éritd'une dizaine de pages, destinée à ses élèves de l'Eole Polytehnique et de l'Eole desPonts et Chaussées, deux éoles dont il oupa respetivement la haire d'analyse etde méanique de 1794 à 1815, et le siège de direteur de 1798 jusqu'à sa mort. Cettepièe, intitulée � Reherhes sur le mouvement d'un �uide inompressible et pesant, quis'éoule d'un vase, par un ori�e horisontal ; ave quelques observations sur la solutionque D'Alembert a donnée de e problême, dans son Traité des Fluides �535, répond àl'objetif suivant :� D'Alembert a donné, il y a 30 ou 40 ans, dans son Traité des Fluides (art. 100& suiv.), une solution de e problême, qui a paru depuis dans quelques ouvragesélémentaires ; la onsidération de la pression des tranhes �uides y est entièrementomise, e qui rend l'analyse inomplette, sans l'abréger. La solution suivante, quej'ai publiée, en 1790, dans la première partie de mon Arhiteture hydraulique [. . . ℄,n'exige pas plus de alul que elle de d'Alembert, et s'étend indistintement à lapression et à la vîtesse ; 'est même à la réunion de es objets de reherhe qu'elledoit sa larté et sa rigueur. Après avoir exposé ette solution, je me permettraiquelques observations sur elle de d'Alembert, qui pourront failiter aux élèvesl'étude d'un des hapitres les plus di�iles du Traité des Fluides �.G. Prony fait ii référene au Livre II de la seonde édition du Traité des �uides (1770),et remarque que D'Alembert ne tient apparemment pas ompte des fores de pressions'exerçant sur les tranhes du �uide.Il ommente, e faisant, la théorie des éoulements de D'Alembert dans l'hypothèsedu parallélisme des tranhes, 'est-à-dire dans le as unidimensionnel. La � onsidéra-tion de la pression des tranhes de �uide � dont il fait mention renvoie aux pressionss'exerçant sur haune des deux faes de n'importe laquelle des tranhes omposantl'éoulement étudié. Lorsque la setion du vase ou de la onduite varie (abstration faitede la pesanteur), es pressions donnent lieu, il s'agit là d'une approximation spéi�queau as unidimensionnel, à deux fores di�érentes, ette di�érene � nous parlerionsaujourd'hui de gradient � étant équivalente, relativement à l'épaisseur de la tranhe534 G. Prony, Nouvelle Arhiteture Hydraulique, 1ère Partie, Paris, 1790 ; 2nde Partie, Paris, 1796.535 G. Prony, � Reherhes sur le mouvement d'un �uide inompressible et pesant, qui s'éoule d'unvase, par un ori�e horisontal ; ave quelques observations sur la solution que D'Alembert a donnée dee problême, dans son Traité des Fluides �, Rapports et travaux de l'Institut de Frane pour l'année1801, t. 18, pièe n◦ 47, Paris, 1803. Cette pièe est intégralement reproduite en annexe.



246 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783orrespondante, à la fore aélératrie loale qui aélère ou déélère la tranhe se-lon que la setion roît ou déline. A l'éhelle d'un ensemble de tranhes, 'est-à-dired'un ertain volume de �uide, es fores aélératries donnent lieu à un di�érentielde pression orrespondant, omme son nom l'indique, à la di�érene entre les pressionss'exerçant sur haune des deux surfaes extrêmes du volume pris en ompte. C'esten onsidérant e di�érentiel entre un endroit quelonque du �uide, aratérisé par unepression p, et l'une des surfaes libres de l'éoulement, sur laquelle s'exere généralementla pression de l'atmosphère p0, que nous dé�nissons aujourd'hui la pression dynamique
1

2
v2 = p − p0 pour un éoulement inompressible536. Cette relation établit une équiva-lene direte entre l'évolution de la valeur de pression et elle de la vitesse au sein du�uide.La pression p renvoie à e que les historiens versés dans l'histoire de la disiplineau XVIIIe sièle ont outume d'appeler la pression interne. Pour omprendre le sens dee terme, il su�ra de préiser, omme nous l'expliquions à l'instant � dans le préludeétablissant le lien entre e hapitre et le préédent �, que D'Alembert n'envisage pasexpliitement la pression omme s'exerçant à l'intérieur de l'éoulement, mais ommeune fore externe s'exerçant à l'extérieur de la masse de �uide sur les parois du vase oude la onduite ontre lequel elle s'éoule. Ce n'est pas un as isolé à ette époque �D. Bernoulli et Borda font, par exemple, de même �, mais 'est du moins e qui pousseG. Prony à onstater que le savant omet de onsidérer les fores de pression des tranhesdans la seonde édition de son Traité des �uides (1770), et e qui nous inite ii, du moinspour partie, à nous penher sur ette question peu étudiée jusqu'alors. C. Truesdell etO. Darrigol537 sont, à notre onnaissane, les seuls à l'avoir véritablement abordée.Il faut, là-dessus, rappeler qu'Euler dé�nit le onept de pression interne et le prenden ompte dans sa méthode de mise en équation dès 1749 dans le as unidimensionnel,'est-à-dire dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, dès 1752 dans le adre del'approhe analytique, et don a fortiori dans son élèbre mémoire � Prinipes generauxdu mouvement des �uides � de 1755. Nous avons par ailleurs l'assurane que D'Alemberta pris onnaissane en 1761 de e dernier érit de son onfrère538. Il s'agira don égale-536 Voir, par exemple, I. L. Ryhming, Dynamique des �uides, Presses Polytehniques Romandes, 1985,p. 90.537 Voir C. Truesdell, � Editor's Introdution : Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, Opera Omnia,série II, vol. 12, Zürih, 1954, p. XXXVII, et O. Darrigol, Worlds of �ow : A history of hydrodynamisfrom the Bernoullis to Prandtl, Oxford University Press, 2005, p. 15.538 D'Alembert mentionne les deux mémoires � Prinipes generaux du mouvement des �uides � et� Continuation des reherhes sur la théorie du mouvement des �uides � d'Euler de 1755 dans :� l'artile � Hydrodynamique �, signé (O), de l'Enylopédie, vol. 8, Neufhastel, 1765, p. 373a (pré-isons que la rédation de et artile remonte au plus tard au mois de mai 1758),� le Mémoire 4 des Opusules t. I, Paris, 1761, Mémoire 4, � V, p. 140, note (*),� le Mémoire 57 des Opusules t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VII, art. 34, p. 135,� le � XL(2) du Mémoire 59, Opusules (inédit), Bibliothèque de l'Institut (Paris), MS 1793, f. 553.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 247ment de omprendre pourquoi sa dé�nition de la pression n'évolue pas sur e point dansla phase tardive de ses reherhes en hydrodynamique. Passe-t-il à �té de et aspet dela théorie d'Euler, ou s'agit-il d'une intention délibérée de faire �, onformément à saoneption d'un volume de �uide en mouvement, de e onept pour établir sa théoriedes éoulements ?Pour tenter d'y apporter quelques premiers éléments de réponse, nous nous livreronsd'abord à un premier examen de sa dé�nition de la pression dans le Traité des �uides(1744), dans l'Essai sur la résistane des �uides (1752) ainsi que dans son ÷uvre tardive� à savoir le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780) �, un premier examen dont ilnous faut préalablement dire quelques mots a�n de bien nous faire omprendre sur lesens de notre démarhe. Qu'il travaille dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes oudans le adre de l'approhe analytique, nous onstaterons que D'Alembert se borne à unedé�nition de la pression dans le as unidimensionnel. Cet état de fait nous initera, dèsnotre examen de la question dans le traité de 1744, à établir une distintion importantepour la suite de notre étude : nous distinguerons la pression onsidérée dans la diretionde l'éoulement et la pression s'exerçant perpendiulairement aux parois du vase (e quenous appelions la pression externe). La seonde renvoie à sa dé�nition, proprement dite,du onept. La première ne fait, pour ainsi dire, que très rarement l'objet de préisionsexpliites de la part du savant. Elle possède néanmoins un statut, propre à sa façon demettre l'éoulement en équation, dont il nous faut néessairement tenter de dé�nir lesontours.Nous observerons, en d'autres termes, que sa dé�nition � o�ielle � de la pressionrenvoie onstamment à une fore externe s'exerçant sur les parois du vase ontre lequelle �uide s'éoule. Nous onstaterons par ailleurs que la desription du statut physiquede ette notion, onsidérée dans la diretion de l'éoulement, onstitue une questionintimement liée à la façon dont D'Alembert applique le prinipe de dynamique dansle as unidimensionnel et à la façon dont e dernier s'artiule ave un autre prinipefondateur de sa théorie des éoulements : le prinipe d'égalité de la pression en toussens. Ce premier volet de notre étude nous permettra également de lore l'étude entaméedans le hapitre VI sur la notion d'adhérene des partiules �uides : nous verrons, dansla dernière partie de e hapitre, que la question n'est pas sans rapport ave notre sujet.La seonde partie de ette étude montrera omment la méthode d'intégration duonept de pression dans le as unidimensionnel varie selon le prinipe employé. Nousprésenterons d'abord les prinipaux aspets de l'approhe eulérienne onernant la priseen ompte du onept de pression interne. Cei nous onduira à faire état de la teneur desobservations de G. Prony sur la dé�nition de la notion dans la seonde édition du Traitédes �uides (1770), et de la façon dont e dernier onçoit, ave Poisson, l'appliationLe � XL (2) orrespond à une sorte de testament de priorité, rédigé quelques mois avant sa mort,sur ses déouvertes en hydrodynamique.



248 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783du prinipe de D'Alembert au mouvement d'un �uide inompressible dans un vase desetion variable. Nous verrons en�n omment le même prinipe, pour peu que l'ononsidère globalement le volume de �uide omme un système de orps exerçant desations réiproques, permet de se passer de la prise en ompte du onept de pressioninterne : 'est là, par exemple, l'approhe adoptée par Navier.Il s'agira, pour �nir, de montrer que la démarhe de D'Alembert revient à se ramenerà e dernier as de �gure, puis de faire voir omment son prinipe onourt, ave leprinipe d'égalité de la pression en tous sens, à la dé�nition du onept. Nous nousappuierons, pour e faire, sur un autre aspet du sujet dans l'÷uvre du géomètre,la question de la � séparation des �uides �, dont nous analyserons les tenants et lesaboutissants dans le adre d'une polémique entre D'Alembert et D. Bernoulli, dite de la� pression négative �, arbitrée par Euler à la �n de l'année 1746, ainsi que ses tardivesréperussions sur les reherhes sur la séparation des �uides données par D'Alembertdans le Mémoire 57 de ses Opusules t. VIII (1780). Nous terminerons e hapitre ennous interrogeant, à la lumière de ertains éléments dissiminés dans le Mémoire 57, surle statut des fores internes dans l'÷uvre de D'Alembert en hydrodynamique : nousonstaterons ainsi que, dans le orpus d'étude qui est le n�tre, la notion adhéreneapparaît, de façon expliite, omme la seule fore suseptible selon lui de s'exerer àl'intérieur d'un �uide en mouvement.1. Premier examen de la définition dalembertienne duonept de pression entre 1744 et 1780La dé�nition de la pression dans le Traité de dynamique (1743)et le Traité des �uides (1744)L'étude du statut du onept de pression dans la théorie unidimensionnelle des éou-lements de D'Alembert néessite, omme nous l'expliquions à l'instant, de revenir à saméthode de mise en équation du mouvement d'un �uide dans l'hypothèse du parall-lélisme des tranhes. Dans le Traité des �uides (1744) ou dans les quelques pages duTraité de dynamique (1743) rassemblant les bases de sa théorie de 1744, ette méthodese déline en deux temps : D'Alembert établit premièrement les lois de l'équilibre de e�uide puis applique son prinipe de la dynamique au as de l'éoulement, e prinipelui permettant de réduire � aux Loix de l'Hydrostatique ordinaire les Problêmes qui ontpour objet le mouvement des Fluides �539. Dans le Traité de dynamique, es deux étapesoupent respetivement les art. 173 et 174 du paragraphe intitulé � De la onservationdes fores vives dans les �uides �. Le Traité des �uides se trouve quant à lui diviséen trois livres dédiés à l'établissement des lois de l'équilibre, du mouvement et de la539 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Préfae, p. xiij.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 249résistane des �uides : on trouvera les deux étapes susmentionnées dans les art. 23 à 25du Livre I et les art. 90 et 100 du Livre II. Voyons à présent plus préisément de quoiil retourne.Que e soit dans l'art. 173 du Traité de dynamique ou dans l'art. 23 du Traité des�uides, D'Alembert onsidère d'abord l'équilibre d'une masse de �uide ADCZ diviséeen tranhes parallèles (du type FG) dans le vase de setion variable POQT , et onstruitun diagramme répondant aux règles suivantes540 :� soit imaginé e �uide divisé en tranhes FKG parallèle à AD ; & que tous lespoints de haque tranhe soient animés par une fore aélératrie représentée parl'ordonnée orrespondante kf de la Courbe dfb, (les ordonnées ad représentant lesfores aélératries positives, 'est-à-dire qui tendent de L vers B, & les ordonnées
kf elles dont la diretion est en sens ontraire). �Reproduit sur la Fig. XXXI, e diagramme représente la fore aélératrie ϕ animant latranhe quelonque FKG, de setion y, de vitesse v et d'épaisseur dx. Il fait apparaîtreune suession de parties négatives, orrespondant aux endroits du �uide où la foreaélératrie ϕ tend à entraîner les tranhes vers la surfae supérieure, et de partiespositives, orrespondant aux endroits du �uide où la fore aélératrie ϕ tend à lesentraîner vers le fond. Partant de e même diagramme, D'Alembert établit la onditiond'équilibre du volume ADCZ par deux méthodes di�érentes dans le Traité de dynamiqueet le Traité des �uides.D'après l'art. 173 du traité de 1743, il faut, pour que l'équilibre du volume ADCZsoit assuré541,� qu'une tranhe quelonque FKG soit pressée également de bas en haut, & de hauten bas : or la pression de la tranhe FKG suivant LB est la même que si elle étoithargée du Cylindre EHFG, dont le poids, en appelant LK, x, & ϕ la fore aélé-ratrie de haque tranhe, sera FG ×

∫

ϕdx, ou FG × (adin − nfk) ; on prouverade même que la pression de FG suivant BA sera FG(kfm − mog + gcb) & ommees deux pressions doivent être égales, on aura
adin − nfk = kfm − mog + gcb �.De la relation
adin − nfk = kfm − mog + gcb,D'Alembert déduit que � l'Aire ou surfae adnmobc sera zéro �542, 'est-à-dire

∫ B

L

ϕdx = 0, (32)540 D'Alembert, Traité de dynamique, 1ère édition, Paris, 1743, art. 173, p. 183-184.541 D'Alembert, Ibid. note 540, art. 173, p. 184.542 D'Alembert, Ibid. note 540, art. 173, p. 184.



250 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783qui orrespond à la formulation moderne de la ondition d'équilibre.Partant de là, l'équation du mouvement est obtenue par le biais de son prinipede la dynamique en substituant à la fore aélératrie ϕ dans la ondition d'équilibrepréédente l'inrément de vitesse dv, ou gdt − dv dans le as d'un �uide pesant, perduou gagné par haque tranhe, � 'est-à-dire [. . . ℄ la vitesse par laquelle haque tranheseroit restée en équilibre ave les autres �543, ou enore la fore aélératrie dv

dt
, ou

g − dv

dt
dans le as pesant, détruite par le mouvement de haque tranhe dans l'intervalle

dt ompte tenu de l'ation des autres tranhes du �uide. D'Alembert obtient ainsil'équation du mouvement, à savoir
∫ B

L

(

g − dv

dt

)

dx = 0 (33)dans le as non pesant.
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y

∫ K

L

(

g − dv

dt

)

dx (34)s'exerçant de L vers K sur une setion y quelonque du vase située à la hauteur K, etla fore de pression
y

∫ K

B

(

g − dv

dt

)

dx (35)543 D'Alembert, Ibid. note 540, art. 174, p. 184.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 251s'exerçant de B vers K sur la même setion, de telle sorte que
y

∫ K

L

(

g − dv

dt

)

= y

∫ K

B

(

g − dv

dt

)

dx,'est-à-dire
∫ B

L

(

g − dv

dt

)

dx = 0Il s'agit don bien du même raisonnement, si e n'est que la fore de pression s'exerçantde L vers K se voit plus préisément assimilée, dans l'art. 173 du Traité de dyna-mique, au poids du ylindre EHFG sur la tranhe FG (voir la Fig. XXXI), le terme de� poids � renvoyant à la somme des fores aélératries détruites dans le mouvementde e ylindre entre les deux instants t et t + dt.Dans l'art. 23 du Traité des �uides, D'Alembert propose une méthode d'établisse-ment de la ondition d'équilibre (32) quelque peu di�érente de elle donnée dans leTraité de dynamique : au lieu d'égaler, ainsi que nous venons de le voir, les fores depression s'exerçant en sens opposés sur les surfaes supérieure et inférieure d'une tranhequelonque de �uide, D'Alembert traduit l'annulation du poids que la masse de �uide
ADCZ exere sur le fond du vase, supposé fermé et immobile à l'instant onsidéré.� Supposons �, érit-il en guise de démonstration dans l'art. 22 du traité de 1744544,� que le vase soit terminé par un fond immobile ZC, la pression de e fond sera

= ZC × adnmobc. Don si l'Aire adnmobc n'étoit pas = 0, e fond sou�riroit uneertaine pression ; par onséquent si on l'imaginoit anéanti, le Fluide desendroitnéessairement, & ne seroit plus en équilibre, e qui est ontre l'hypothèse. �Au raisonnement de l'art. 173 du Traité de dynamique qui onsiste en la tradutiond'un équilibre loal, elui d'une tranhe quelonque, il préfère don, dans le Traité des�uides, établir la ondition (32) à partir de l'équilibre global du volume de �uide. C'estprobablement là un indie, omme le note l'historien O. Darrigol545, de la volonté deD'Alembert de se débarrasser des fores internes aux éoulements : nous verrons quel'étude donnée dans e hapitre on�rme e point de vue.Pour autant, l'égalité des fores de pression s'exerçant de part et d'autre d'unetranhe quelonque de �uide n'en reste pas moins de mise puisque, préise D'Alembertdans l'art. 24, � il ne su�t pas pour qu'il y ait équilibre, que l'Aire adnmobc soit zero �,'est-à-dire que ∫ B

L

ϕdx = 0, mais � il faut enore �546� 1◦. que la fore qui anime la surfae AD, tende de L vers B, & que elle qui anime
ZC, tende de B vers L [. . . ℄ 2◦. il faut que l'Aire adnmobc qui ommene & qui �nit544 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre I, art. 22, p. 20.545 O. Darrigol, Worlds of �ow : A history of hydrodynamis from the Bernoullis to Prandtl, OxfordUniversity Press, 2005, p. 15.546 D'Alembert, Ibid. note 544, Livre I, art. 24, p. 20-21.



252 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783par zero, & dont les di�érentes parties adin expriment les pressions des tranhes
FG orrespondantes, n'ait auune partie exprimée négativement, 'est-à-dire qu'iln'y ait auune point où la somme des Aires négatives surpasse la somme des Airespositives. Car alors une des tranhes seroit plus pressée vers le haut que vers le bas,& l'équilibre seroit rompu : ette seonde ondition renferme la premiere, ommeon le peut voir aisément �.En se rappellant que, dans l'art. 173 du Traité de dynamique, D'Alembert assimileles fores de pression s'exerçant de part et d'autre de la tranhe quelonque FG auxpoids des ylindres de �uide situés de part et d'autre de ette tranhe, il onvient dèslors de se demander quel r�le jouent les fores aélératries dans les portions AHFet EDG ompte tenu du fait que la fore de pression ou le poids FG × (adin − nfk)orrespond aussi à la somme des fores aélératries s'exerçant dans toute la partiesupérieure ADGF (voir la Fig. XXXI). La réponse est donnée en deux temps dansl'art. 23 du Traité des �uides (D'Alembert y fait réfèrene à une version quelque peumodi�ée de la Fig. XXXXI : voir la Fig. XXXII)547 :� 1◦. Si on mene les lignes ZH , CE, parallèles à LB, l'e�ort du Fluide ontreles parois du vase, sera égal au poids du Fluide ontenu dans les espaes AHZ,
DCE �.
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CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 253� 2◦. En général, un point quelonque G du vase est pressé perpendiulairementave une fore proportionnelle à l'Aire adin − nfk �La fore de pression sur la paroi au niveau de la tranhe FG est don proportionnelleà la quantité ∫ K

L

ϕdx, 'est-à-dire la somme des fores aélératries s'exerçant sur lesdi�érentes tranhes de la partie supérieure ADGF du volume de �uide.Pour e qui est de l'obtention de l'équation du mouvement à partir de la onditiond'équilibre (32), la méthode employée dans le Traité des �uides est tout à fait identiqueà elle synthétiquement exposée dans le Traité de dynamique : le prinipe de dynamiquepermet à D'Alembert de substituer à la fore aélératrie ϕ l'inrément de vitesse dvdans le as non pesant, ou gdt−dv dans le as pesant, ave laquelle haque tranhe tendà se mouvoir entre deux instants t et t+dt, ou, de façon équivalente, la fore aélératrie
dv

dt
dans le as non pesant, ou g − dv

dt
dans le as pesant, perdue par haque tranhedans le même intervalle de temps dt548.Nous verrons dans un instant que l'expression de la fore de pression s'exerçant surles parois du vase dans le as d'un éoulement s'obtient de la même façon, 'est-à-direen substituant à la fore aélératrie ϕ, dans l'expression de la fore de pression donnéedans l'art. 23-2◦ du traité, la fore aélératrie détruite dans le mouvement de haquetranhe.Rappelons toutefois, avant de e faire, les prinipales informations sur le onept depression ressortant de et exposé des méthodes de mise en équation d'un éoulementdans le Traité de dynamique et le Traité des �uides.Le prinipe d'égalité de la pression en tout sens auquel le prinipe de dynamiquepermet de se ramener se trouve diretement ou indiretement assuré par l'égalité,pour une tranhe quelonque FG, entre les sommes des fores aélératries détruites

∫ K

L

(

g − dv

dt

)

dx et ∫ K

B

(

g − dv

dt

)

dx dans les parties ADFG et FGCZ : D'Alemberts'assure ainsi de l'équilibre du volume global de �uide ADCZ et parvient à l'équationde l'éoulement
∫ B

L

(

g − dv

dt

)

dx = 0.Pour e qui est de la pression, D'Alembert l'assimile, dans la diretion de l'éoulement,aux sommes des fores aélératries détruites dans les deux portions du ylindre desetion FG situées au-dessus et au-dessous de la tranhe FG. Il onçoit d'autre partune fore de pression s'exerçant ontre les parois du vase et déoulant de la destrutiondes fores aélératries dans les parties situées de part et d'autre de e même ylindre.La distintion entre la pression s'exerçant dans la diretion de l'éoulement et elles'exerçant perpendiulairement aux parois du vase apparaît par ailleurs sous un autre548 Cf. D'Alembert, Ibid. note 544, Livre II, art. 90, p. 75 (as d'un �uide non pesant) ; art. 100 (asd'un �uide pesant), p. 84.



254 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783angle dans la préfae du Traité des �uides. � Pour déterminer la pression mutuelle despartiules du Fluide �, y explique-t-il549,� il su�t d'observer que si les tranhes se pressent les unes sur les autres, 'estpare que la �gure & la forme du vase les empêhe de onserver le mouvementqu'elles auroient, si haune d'elles étoit isolée �.� Il faut don par notre Prinipe �, 'est-à-dire son prinipe de la dynamique, poursuit-il550, � regarder e mouvement omme omposé de elui qu'elles ont réellement, & d'unautre qui est détruit. Or 'est en vertu de e dernier mouvement détruit qu'elles sepressent mutuellement, ave une fore qui réagit ontre les parois du vase �.D'Alembert présente, autrement dit, la notion de pression mutuelle omme étant equi résulte de la destrution du mouvement que les tranhes du �uide posséderaient sielles étaient isolées et si e mouvement était indépendant de la forme du vase. Il s'agit,d'après son prinipe de dynamique, de la fore qui naît de la néessaire destrution del'ation mutuelle des tranhes dans la diretion de l'éoulement et qui s'applique, de efait, perpendiulairement aux surfaes latérales de es tranhes, 'est-à-dire perpendiu-lairement aux parois du vase ontre lesquelles es dernières se trouvent être en ontat.Cette notion de pression mutuelle semble don devoir être distinguée des fores depression ou des poids ∫ K

L

(

g − dv

dt

)

dx et ∫ K

B

(

g − dv

dt

)

dx qui s'exerent de part etd'autre d'une tranhe quelonque FG dans la diretion de l'éoulement et dont l'égalitépermet à D'Alembert, ainsi que nous venons de le voir, d'établir la ondition d'équilibredu volume global de �uide. Nous remarquons d'ores et déjà une di�érene évidente devoable : la première est appelée � pression mutuelle des partiules � tandis que lesseondes apparaissent sous la dénomination de � pression de la tranhe FKG �, que esoit, omme nous l'avons vu plus avant, dans l'art. 173 du Traité de dynamique ou dansl'art. 24 du Traité des �uides. Cette notion de � pression de la tranhe � apparaît, quiplus est, dans la première phase de la méthode de mise en équation d'un éoulement deD'Alembert, à savoir l'établissement de la ondition d'équilibre d'un volume de �uidedans un vase. Il reste don à voir omment elle se voit dé�nie dans la partie du Traitédes �uides dédiée à l'exposé proprement dit de sa théorie des éoulements.La notion de � pression de la tranhe � disparaît en fait dans le Livre II au pro�tde l'appellation � pression à la hauteur x �. D'Alembert en expliite la dé�nition dansles art. 146 à 150 de l'ouvrage551 :549 D'Alembert, Ibid. note 544, Préfae, p. xv. Dans l'artile � Pression � de l'Enylopédie, signé (0),vol. 13, Neufhastel, 1765, p. 324a, D'Alembert renvoie, pour e qui onerne � la pression des �uides �,à l'artile � Fluide � du vol. 6, Paris, 1756, dans lequel il reproduit mot pour mot, p. 886b, et extrait,et le suivant, de la préfae de son traité de 1744.550 D'Alembert, Ibid. note 544, Préfae, p. xv.551 D'Alembert, Ibid. note 544, Livre II, art. 146, p. 124. Nous avons substitué, dans et extrait,



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 255� Puisque [. . . ℄ gdx

v
− dv représente la petite vitesse ave laquelle haque tranhedevroit tendre à se mouvoir pour rester en équilibre, il s'ensuit que gdx

vdt
− dv

dtreprésente la fore aélératrie indéterminée, en vertu de laquelle haque tranheresteroit en repos. Don (n. 2. art. 23.) à une hauteur quelonque AO, x, [. . . ℄ lapression est ∫ gdx −
∫

dxdv

dt
�.L'expression de ette pression � à la hauteur x � ∫ gdx −

∫

dxdv

dt
renvoie don à ellede la pression en un point quelonque de la paroi du vase donnée dans l'art. 23-2◦,'est-à-dire, après appliation du prinipe de la dynamique, à la quantité

P (x) =

∫ K

L

(

g − dv

dt

)

dx,ou enore
P (x) =

∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

dxsi l'on se réfère au vase de la Fig. XXXIII. Elle répond, d'après le titre du passage,à la dé�nition � De la pression qu'un Fluide qui se meut dans un vase, exere ontreses parois �552 et n'est don, omme le on�rme l'art. 149, pas envisagée autrementque omme � la pression en un endroit quelonque Z �553 (voir la Fig. XXXIII), 'est-à-dire omme une pression externe s'exerçant perpendiulairement aux parois du vase.Cette expression établit par ailleurs la relation de dépendane existant entre la vitessed'une tranhe de �uide et la pression s'exerçant ontre la paroi du vase à la hauteurorrespondante : elle est identique à elle préédemment obtenue par J. Bernoulli dansl'Hydraulique (1742)554.Considérée dans la diretion de l'éoulement, la notion de � pression à la hauteur
x � ne semble don pas, ompte tenu de l'existene d'une fore égale et dirigée en sensopposé, exerer de fore e�etive au sein du �uide. Elle ne devient en fait opérante qu'àpartir du moment où elle s'exerçe sur le fond d'un vase peré d'un ori�e en son fondla notation g orrespondant à l'aélération de la pesanteur à la notation d'origine p, a�n que ettedernière ne soit pas onfondue ave la lettre ommunément employée, de nos jours, pour désigner lapression.552 D'Alembert, Ibid. note 544, Livre II, art. 146, p. 124.553 D'Alembert, Ibid. note 544, Livre II, art. 147, p. 125.554 Comme nous le notions dans le Chapitre I � voir p. 41 �, D. Bernoulli est le premier à établir,dans son Hydrodynamique (1738), la relation de dépendane existant entre la vitesse d'une tranhe etla pression ontre les parois : son résultat se borne ependant au as d'un éoulement stationnaire.Dans l'Hydraulique, son père J. Bernoulli généralise le résultat de son �ls au as d'un éoulement nonstationnaire. Voir, pour plus de détails, O. Darrigol, Worlds of �ow : A history of hydrodynamis fromthe Bernoullis to Prandtl, Oxford University Press, 2005, p. 4-15.



256 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� voir la Fig. XX, p. 208. Elle génère dès lors une fore de pression externe égale à
∫ Q′′

Q′

(

g − dv

dt

)

(y′ − EF )dx,ave y′ = y − EF (la pression étant nulle au niveau de la surfae libre EF ), ou enore
∫ Q′′

Q′

(

g − dv

dt

)

ydx − EF ×
∫ Q′′

Q′

(

g − dv

dt

)

,qui orrespond à l'expression de la pression sur le fond d'un vase peré d'un ori�e EFdonnée dans l'art. 150 du traité. Le tout, de e point de vue, possède don une ertaineohérene.
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CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 257ailleurs assimilée à un poids, est égale à la somme des fores aélératries dé-truites dans la portion inférieure de e même volume. Cette égalité garantit, parle biais du prinipe de dynamique de D'Alembert, l'équilibre du volume total de�uide dans le vase. Elle n'exere pas, pour �nir, de fore e�etive à l'intérieur du�uide, mais une fore externe dirigée perpendiulairement aux parois ;� nous avons, d'autre part, eu a�aire à la notion de � pression mutuelle des partiesdu �uide �. Elle renvoie, quant à elle, à la destrution d'une partie du mouvementdans la diretion de l'éoulement et onduit, par là-même, à l'existene d'une foreréagissant perpendiulairement aux parois.Dans le premier as, la dé�nition assure la véri�ation du prinipe d'égalité de la pressionen tout sens dans la diretion de l'éoulement. Dans le seond, la dé�nition se trouveintimement liée à l'appliation de son prinipe de la dynamique.Il s'agira don de omprendre en quoi, ou plut�t omment es deux notions de� pression à la hauteur x � et de � pression mutuelle � se trouvent être ompatibles, sielles sont identiques ou s'il les perçoit di�éremment, e qui passera néessairement parune étude de la façon dont il onçoit l'appliation de son prinipe de la dynamique dansle as unidimensionnel et de la façon dont e dernier s'artiule loalement et globalementave le prinipe d'égalité de la pression en tous sens.Contentons-nous, pour l'heure, d'un passage en revue des dé�nitions de la pressiondans l'Essai sur la résistane des �uides (1752) et dans le Mémoire 57 des Opusulest. VIII (1780). Nous nous assurerons ainsi de la persistane d'un adre d'étude uni-dimensionnel pour e qui onerne ette question, y ompris dans son traité de 1752.Nous verrons, dans le même temps, que D'Alembert s'obstine à appréhender l'e�et dela pression sous la forme d'une fore externe, ou e qui est la même hose, omme lafore dérivant de la quantité ∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

dx, onsidérée perpendiulairement aux pa-rois. Nous reviendrons ensuite sur le statut physique de la pression onsidérée dans ladiretion de l'éoulement, en nous penhant plus préisément sur sa méthode de miseen équation du mouvement dans le as unidimensionnel.La dé�nition de la pression dansl'Essai sur la résistane des �uides (1752)Dans l'Essai sur la résistane des �uides, D'Alembert abondonne, omme nous lesavons, l'hypothèse du parallélisme des tranhes au pro�t d'une théorie, dite analytique,ayant � l'avantage de n'être appuyée sur auune supposition arbitraire �555. Il dé�nit,grâe à ette nouvelle approhe, les prémies de la notion moderne de hamp de vi-tesse, en onsidérant les omposantes horizontale et vertiale P (t, x, z) et Q(t, x, z) dela vitesse animant, à un instant t, un élément in�nitésimal de �uide repéré par les deux555 D'Alembert, Essai sur la résistane des �uides, Paris, 1752, Introdution, p. xxv.



258 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783oordonnées d'espae x et z.De façon distinte de la démarhe d'Euler dans son mémoire � Prinipes generauxdu mouvement des �uides � de 1755, où e dernier explique que � pour onnoitre bienle mouvement, dont le �uide sera porté, il faut déterminer pour haque instant & pourhaque lieu, tant le mouvement que la pression du �uide qui s'y trouve �556, D'Alembertn'établit pas la pression en tout point (x, z) à haque instant t de l'éoulement ommeil le fait pour la vitesse, mais en donne une dé�nition prohe, sur le fond, de elle del'art. 146 du Traité des �uides.PSfrag replaements
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D CFig. XXXIV � Eoulement d'un �uide divisé en tranhesparallèles PMmp dans un anal in�nimentétroit de setion variable.Cette dé�nition, il en fait état dans les art. 27 à 34 du hapitre III de l'ouvrage, inti-tulé � Prinipes généraux de la pression des Fluides, soit en repos, soit en mouvement �.Il y étudie l'éoulement d'un �uide dans le anal vertial ABCD in�niment étroit et desetion variable représenté sur la Fig. XXXIV et herhe à déterminer, dans e adre,� la vitesse du Fluide en un point quelonque P du Canal ABCD, & la pression dupoint P �557. Comme dans son traité de 1744, il adopte d'abord, pour e faire, l'hypo-thèse du parallélisme des tranhes, dont il justi�e la rédibilité grâe à la onsidérationd'une onduite in�niment étroite, et grâe à la notion, préédemment étudiée � voir lehapitre VI, p. 178 �, de ténaité et d'adhérene des partiules du �uide entre elles.� Il est évident �, explique-t-il en e�et558,� que toutes les parties du Fluide ontenues dans une tranhe quelonque PM onttoutes la même vitesse du moins à très-peu près, tant pare que PM est supposéetrès-petite, que pare qu'on peut imaginer dans les partiules du Fluide une ertainetenaité, en vertu de laquelle les partiules qui sont ontigües l'une à l'autre dansun même tranhe PM soient adhérentes entr'elles, & aient une vitesse égale �.556 Euler, � Prinipes generaux du mouvement des �uides �, HAB année 1755 (1757), art. 5, p. 276.557 D'Alembert, Ibid. note 555, art. 27, p. 23.558 D'Alembert, Ibid. note 555, art. 27, p. 23.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 259A l'instar de l'art. 146 du Traité des �uides, il applique ensuite son prinipe de ladynamique, selon lequel les partiules de la tranhe PM animée par la vitesse homogène
u qui se retrouvent en pm au bout de l'intervalle de temps dt passent d'une positiond'équilibre à une autre entre les deux instants t et t+dt, ette seonde position d'équilibreétant assurée par la destrution de la fore aélératrie −du

dt
du fait de l'ation mutuellede ette tranhe ave les autres tranhes du �uide. Don, dans le as d'un �uide nonpesant559,� la pression en P sera la même, que si les partiules PM de haque tranhe étoientsolliitées par une fore = −du

dt
: or dans e as on trouve que faisant Pp = ds, lapression en P seroit ∫ Pp × −du

dt
=

∫

ds × −du

dt
�,'est-à-dire ∫ P

A

−du

dt
ds. Dans le as d'un �uide soumis à la pesanteur g, la pression en

P sera de même donnée par � ∫ ds

(

g − du

dt

) �560, 'est-à-dire
∫ P

A

(

g − du

dt

)

ds.C'est là une expression de la pression à une hauteur s = x = AP similaire à elle del'art. 146 du Traité des �uides (1744) : elle orrespond ii à la pression imprimée par le�uide qui s'y éoule sur la paroi du anal in�nitésimal.Cette même oneption fonde enore, nous allons le voir, sa dé�nition de la � pressionà la hauteur x � dans le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780). D'Alembert, danset érit, travaille néanmoins suessivement dans les trois hypothèses unidimension-nelles que sont l'hypothèse du parallélisme des tranhes, l'hypothèse du parallélismedes tranhes restreinte à l'intérieur d'un vase �tif amputé de ses parties stagnantes� e que nous appelions l'hypothèse des parties stagnantes dans les deux hapitrespréédents �, et l'hypothèses des tuyaux urvilignes invariables.La dé�nition de la pression dans le Mémoire 57des Opusules t. VIII (1780)D'Alembert fait de nouveau état de sa façon de onsidérer la question dans le VIIIeparagraphe du Mémoire 57, dont l'intitulé � De la pression qu'un �uide mu dans unvase, exere ontre les parois de e vase �561 laisse d'ores et déjà peu de plae à uneéventuelle évolution de la dé�nition du onept.559 D'Alembert, Ibid. note 555, art. 27, p. 23.560 Cf. D'Alembert, Ibid. note 555, art. 29, p. 25.561 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VIII, p. 136.



260 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Ces nouvelles reherhes sont ii motivées par sa polémique ave Borda onernantla valeur des fores aélératries animant les surfaes supérieure et inférieure du �uidedans le premier instant du mouvement d'un �uide à l'intérieur d'un vase ylindriqueperé d'un ori�e en son fond. Il tente, plus préisément, de répondre à l'objetionformulée par son ontraditeur dans son � Mémoire sur l'éoulement � selon laquelle lafore aélératrie animant la surfae supérieure ne peut être égale à l'aélération dela pesanteur g562,� pare qu'il suivroit de-là que le �uide desendroit dans le ommenement dumouvement ave la même vitesse que si le fond ne lui faisoit auun obstale �.Le premier aspet de la question renvoie à ses travaux dans les � II, III et V du mémoire,dont nous rendions ompte dans le hapitre VI � voir p. 182. D'Alembert s'intéressedon ii au seond versant du problème et proède, pour e faire, au alul de la forede pression s'exerçant sur le fond du vase.L'expression de ette fore de pression orrespond à elle donnée dans l'art. 150 dela première édition du Traité des �uides (1744), 'est-à-dire, omme nous le notionsi-dessus,
∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

ydx − EF ×
∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

. (36)De même que dans les � II, III et V, D'Alembert adopte suessivement, pour la aluler,trois adres d'étude distints : l'hypothèse du parallélisme restreint à l'intérieur d'unvase �tif orrespondant au vase ylindrique amputé des parties stagnantes de �uide,dans les art. 1 à 9, l'hypothèse du parallélisme dans un vase ylindrique � lassique �dans les art. 10 à 22, ainsi que l'hypothèse des tuyaux invariables, dans les art. 23 à 29.Le alul de la fore de pression s'exerçant sur le fond du vase revient respetivement,dans haune de es trois hypothèses, au alul de la pression s'exerçant sur les ontours
QE et NF des parties stagnantes, sur le fond horizontal CD et FD (voir la Fig. XXXVa)et sur le fond de l'un des deux tuyaux urvilignes ACEea et BdFfb ontigus aux parois(voir la Fig. XXXVb). L'opération s'avère évidemment plus déliate dans le premier etle dernier as, puisque l'expression (36) requiert de disposer de l'équation des ontours
QE et NF , ainsi que elle des parois des tuyaux urvilignes. Il travaille don, omme il lefaisait déjà dans les � III et V, sur des exemples arbitrairement hoisis et paramétrés parun réel n, à savoir k

y
= 1 +

xn−1bn−2

k
pour dérire les ontours des parties stagnanteset ζ(x) = k

(

1 − hx

k2

)n pour dérire l'évolution de la setion dans la partie ourbéedes tuyaux urvilignes, k et h désignant respetivement la demi-setion de la surfaesupérieure et la hauteur du �uide dans le vase.562 Borda, � Mémoire sur l'éoulement �, MARS année 1766 (1769), art. 3, p. 582.
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(a) (b)Fig. XXXV � Eoulement d'un �uide dans un vase ylindrique peréd'un ori�e EF en son fond, respetivement dans l'hypo-thèse des parties stagnantes (a) et dans l'hypothèse destuyaux urvilignes (b).Il parvient, dans le adre des deux dernières hypothèses, à démontrer que la fore depression s'exerçant sur le fond d'un vase ylindrique peré d'un très petit ori�e est,� très-peu de temps après le ommenement du mouvement �563,� à peu près égale dans un vase ylindrique [. . . ℄ au poids total du �uide ontenudans le vase, quand même au premier instant ette pression seroit presqu'insen-sible �.C'est là le résultat réfuté par Borda dans son � Mémoire sur l'éoulement � et énonépar D'Alembert sous la forme suivante dans l'art. 150 de la première édition du Traitédes �uides564 :� lorsqu'un Fluide s'éoule d'un vase par une très-petite ouverture, la puissanenéessaire pour soutenir le vase est égale au poids du Fluide �.Dans le adre du parallélisme restreint au vase �tif AQEFNB, l'expression ob-tenue le ontraint ependant à avouer que � dans e as la pression du fond FD serapeu onsidérable, au moins en tant qu'elle vient de la pesanteur �565. Pour résoudre ladi�ulté, D'Alembert propose de tenir ompte de la pression exerée du fait de l'exis-tene de vitesses horizontales dans la partie inférieure QEFN . La valeur de la fore depression s'exerçant au point M du vase (voir la Fig. XXXVI) du fait de la destrution del'ation mutelle des tranhes dans le sens de l'éoulement, 'est-à-dire ∫ P

K

(

g − dv

dt

)

dx,pourrait ainsi être omplétée par la fore de pression Y � qui résulte de la totalité desfores horizontales dans la tranhe PM �566.563 D'Alembert, Opusules t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VIII, art. 19, p. 143.564 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, art. 150, p. 127.565 D'Alembert, Ibid. note 563, art. 3, p. 137.566 D'Alembert, Ibid. note 563, art. 3, p. 137.



262 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783PSfrag replaements
A B

C DE F

K

Q
M

N

RP
VFig. XXXVI � Eoulement d'un �uide dans un vase ylin-drique peré d'un ori�e EF en son fond,dans l'hypothèse des parties stagnantes.C'est, à première vue, une idée ontraditoire ave l'argument avané a�n de justi�erle maintien du parallélisme des tranhes dans le vase AQEFNB, argument selon lequel,rappelons-le, les vitesses horizontales apparaissant dans la partie inférieure du vase setrouvent détruites par la fore provenant de la ténaité et de l'adhérene des partiulesdu �uide entre elles. D'Alembert explique ependant que l'un n'exlut pas l'autre567� pare que l'adhérene des parties du �uide qui est une fore simplement passive,empêhe bien que les fores horizontales ne produisent un e�et pour mouvoir le�uide dans e sens, mais n'empêhe pas que es fores ne puissent produire unepression très sensible, omme la fore de frottement peut bien s'opposer au mou-vement, mais non pas à la pression �.Cet extrait du � VIII inite d'abord à établir un nouveau (et prudent) parallèle entrela notion dalembertienne d'adhérene et le onept moderne de visosité. Nous avions vu,dans le hapitre VI � voir p. 180 �, que les art. 1 à 13 du � VII montraient le aratèreinfondé de ette omparaison pour e que D'Alembert appelle l'adhérene des parties du�uide entre elles. Ce qu'il nomme l'adhérene des parties du �uide au vase, et dont il estquestion dans et extrait, semble néanmoins présenter quelques points ommuns avee que nous appelons justement aujourd'hui l'adhérene des partiules s'éoulant ontreune paroi solide et que nous attribuons à la visosité du �uide. L'idée, déjà présentedans l'art. 115 de la première édition du Traité des �uides, que les � partiules ontiguesau vase desendront moins vîte que les autres �568 est d'ailleurs présentée par ertainshistoriens569 omme une première appréhension de ette notion. Peut-être D'Alemberta-t-il don une ertaine intuition du phénomène moderne de pertes de harge linéïques.567 D'Alembert, Ibid. note 563, art. 4, p. 137-138.568 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 115, p. 101.569 Voir Enylopédie des Sienes mathématiques pures et appliquées, éd. française dir. par P. Appell,d'après l'éd. allemande dir. par J. Molk, Paris, Gauthier-Villard, 1912, t. IV, vol. 5, fas. 1, p. 93-94,note 99, et M. Rühlmann, Hydromehanik oder die tehnishe Mehanik �üssiger Körper, Hannover,Hahn, 1880.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 263C'est e que laisse à penser et autre passage du Mémoire 57 � XI, dans lequel le savantavoue qu'il lui semble � bien plus naturel de penser qu'une partie du �uide qui entredans le vase, perd son mouvement en se dissipant latéralement �, que � d'admettre [la℄perte de fores vives �570 introduite par Borda dans son � Mémoire sur l'éoulement �� laquelle orrespond, à nos yeux, à une perte de harge singulière.Nous nous sommes pour l'heure assuré, grâe à et examen de la question dans leMémoire 57, que la dé�nition de la � pression à la hauteur x � demeure similaire, en1780, à elle donnée dans l'art. 146 de la première édition du Traité des �uides : il s'agitd'une fore externe s'exerçant sur les parois du vase ontre lequel le �uide s'éoule. Ilonvient don à présent de omprendre le r�le éventuel au sein de sa théorie de ettemême pression ∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

dx onsidérée dans la diretion de l'éoulement, puis deomprendre le sens physique de la notion de � pression mutuelle des tranhes �.La lé de et examen, omme nous l'expliquions plus avant, réside dans la façon dontil artiule, dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, l'appliation de son prinipede la dynamique ave la véri�ation du prinipe d'égalité de la pression en tous sens.Nous ommenerons, dès lors, par prendre un peu de reul sur le sujet en nous faisantune idée plus préise du premier de es deux prinipes.Nous présenterons, dans ette optique, la méthode de mise en équation d'Eulerdans son mémoire � Sur le mouvement de l'eau par les tuyaux de onduite �571 pourl'éoulement, onsidéré dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, d'un �uide in-ompressible dans une onduite de setion variable. Nous verrons que son approhe,reposant sur l'appliation de e que nous appellerions aujourd'hui la seonde loi deNewton, nous est plus familière, notamment du point de vue de la prise en ompte duonept de pression interne. Nous exposerons ensuite l'essentiel des ritiques de Pronyà l'égard de la dé�nition du onept dans le Traité des �uides, e qui nous onduira àfaire état de la façon dont e dernier et deux autres grandes �gures de l'hydrodynamiqueau XIXe sièle, Poisson et Navier, font usage du prinipe de D'Alembert dans le adrede la mise en équation du mouvement d'un �uide inompressible onsidéré selon uneseule dimension d'espae. Nous n'en saisirons que mieux, pour �nir, la spéi�ité et lesprinipales aratéristiques du prinipe tel qu'il se voit appliqué par D'Alembert dansle Traité des �uides.
570 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � XI, art. 33, p. 183.571 Euler, � Sur le mouvement de l'eau par les tuyaux de onduite �, HAB année 1752 (1754), p. 111-148 ; Opera Omnia, série II, vol. 15, p. 219-250 ; mémoire présenté le 23 otobre 1749 devant l'Aadémiede Berlin (E206).



264 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-17832. Le prinipe de D'Alembert et la question de la priseen ompte du onept de pressionLa méthode de mise en équation d'Euler dans son mémoire� Sur le mouvement de l'eau par les tuyaux de onduite �Dans e mémoire présenté devant l'Aadémie de Berlin le 23 otobre 1749, maisimprimé dans le volume pour l'année 1752, Euler s'intéresse à � l'ation des pompespour refouler l'eau dans les tuyaux de onduite qui la dégorgent en�n dans un réservoirsitué à une ertaine hauteur au-dessus du niveau de l'eau �572. Soit la pompe ABDC,le tuyau de onduite EHGD supposé � d'une �gure quelonque �573 et le réservoir J(voir la Fig. XXXVII), il herhe d'abord à � trouver à haque instant le mouvementde l'eau et la pression qu'elle exere sur tous les points du tuyau �574, e qui passe parla mise en équation de l'éoulement dans le tuyau ABDC.

Fig. XXXVII � Eoulement d'un �uide, mis en mouvement parune pompe ABDC, dans un tuyau de onduite
EHGD de setion variable.Euler travaille ii selon une seule variable d'espae, orrespondant à l'absisse urvi-ligne s = DY du tuyau de onduite EHGD et remarque don d'abord qu'en regardant� la vitesse de l'eau en MN omme onnue �, il sera possible d'� assigner sa vitesse par-tout, tant dans la pompe que dans le tuyau �575. Cei revient à onsidérer la vitesse v572 Euler, � Sur le mouvement de l'eau par les tuyaux de onduite �, HAB année 1752 (1754), art. 1,p. 111.573 Euler, Ibid. note 572, art. 11, p. 116.574 Euler, Ibid. note 572, art. 14, p. 117.575 Euler, Ibid. note 572, art. 14, p. 118.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 265de la tranhe MN omme la vitesse d'une tranhe de référene, et permet e�etivementd'exprimer la vitesse w =
z

a
v de l'eau en Y Z, ompte tenu de la onstante du débit del'éoulement, z et a désignant respetivement la setion de la onduite en Y et elle dela pompe en M576.La première étape de son raisonnement onsiste à établir la fore aélératrie parunité de masse V =

dw

dt
de l'eau en Y Z à partir de l'expression du di�érentiel de vitesse

dw qu'elle aquiert entre deux instants t et t + dt de l'éoulement577.Il s'agit ensuite, explique-t-il, de trouver � la fore aélératrie qui agit sur la setion
Y Z � ompte tenu des fores qui y agissent, a�n de l'égaler à V =

dw

dt
, e qui luiimpose de � donner à ette setion une épaisseur in�niment petite omme Y y, pouravoir la ouhe d'eau Y Zzy �578. Euler applique, autrement dit, e que nous appellerionsaujourd'hui la seonde loi de Newton à la tranhe de �uide située en Y .Il ne lui reste plus, dès lors, qu'à exprimer les fores s'exerçant sur ette tranhe.Celles-i sont de deux types. La première orrespond au propre poids de la ouhe d'eau

Y Zzy, 'est-à-dire gzds, ave ds = Y y.La seonde s'obtient en onstatant qu'� outre ela �579� ette ouhe se trouve du �té Y Z solliitée par la pression de l'eau suivante, etdu �té yz de la pression de l'eau préédente �,Notant p � la pression de l'eau sur la surfae Y Z �, et onstatant que p est une fontionde s, et que don � la pression sur la surfae yz sera exprimée par [. . . ℄ p + dp �, Eulerobserve ainsi que la pression580� agissant sur la base Y Z, qui est = z, donnera une fore égale au poids d'un volumed'eau = zp, dont la ouhe sera poussée dans la diretion Y Y ′ ; or de l'autre �té
yz elle sera repoussée par la fore qui vaut un volume d'eau = z(p + dp) �.De es deux fores zp et z(p + dp), onlut-il, � résultera don une fore motrie, quipousse la ouhe Y Zzy en arriere, et qui sera = zdp �. Cette fore motrie, � étant576 Euler adopte, dans e mémoire, la façon de faire des partisans de la théorie des fores vives : ilonsidère v omme � la hauteur, dont un grave en tombant aquiert la même vitesse � (art. 14, p. 117),e que nous éririons v2

2g
. La vitesse vaut ainsi √ v

2g
. Nous rétablissons ii une nomenlature plusfamilière aux yeux d'un leteur moderne. Nous avons également modi�é ertaines notations a�n de lesrendre plus intelligibles vis-à-vis de e qui préède.577 Nous ne détaillons pas le alul permettant à Euler d'exprimer ette fore aélératrie, elui-iprésentant peu d'intérêt vis-à-vis de la question qui nous oupe.578 Euler, Ibid. note 572, art. 14, p. 120.579 Euler, Ibid. note 572, art. 14, p. 121.580 Euler, Ibid. note 572, art. 14, p. 121. Nous avons susbtitué, dans ette itation et les suivantes, lanotation z désignant la setion de la tranhe Y Zzy à la notation d'origine 1

4
πz2, z orrespondant aurayon de la setion Zz supposée irulaire.



266 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783divisée par la masse même de la ouhe zds, donne la fore aélératrie �581 par unitéde masse dp

ds
. En ajoutant ette dernière à l'aélération de la pesanteur g, puis enégalant le tout ave la fore aélératrie dw

dt
, Euler obtient ainsi l'équation loale

dw

dt
= −dp

ds
+ g. (37)En l'intégrant entre la setion MN de la pompe, qui exere une fore de pression sup-posée onnue, et la setion quelonque Y Z, Euler parvient en�n à l'expression herhéede � la pression de l'eau sur le tuyau dans tous ses points �582. Il onsidère don, danse mémoire, à la fois la fore interne due à la pression, dont la di�érene s'exerçant surles deux faes d'une tranhe équivaut à la fore aélératrie loale du �uide, et la foreexterne s'exerçant du fait du mouvement du �uide ontre les parois de la onduite.Sur l'absene du di�érentiel de pression dansl'équation du mouvement de D'AlembertConsidérant un éoulement inompressible dans un vase ABDC de setion variabledans l'hypothèse du parallélisme des tranhes (voir la Fig. XXXIII, p. 256), l'appliationde la seonde loi de Newton à la tranhe quelonque de vitesse v, d'épaisseur dx, desetion y � don de masse ydx, la densité étant égale à l'unité �, et de hauteur x dansle vase, nous onduirait aujourd'hui à l'équation

(ydx)
dv

dt
= y(x)p(x) − y(x + dx)p(x + dx) + gydx,ave p(x) et −p(x + dx) les pressions s'exerçant respetivement, dans la diretion del'éoulement, sur les surfaes supérieure et inférieure de ette tranhe (repérées par leshauteurs x et x + dx). En e�etuant l'approximation y(x) ≃ y(x + dx), puis en proé-dant à un développement limité à l'ordre 1 de la pression entre x et x + dx,

y(x)[p(x) − p(x + dx)] ≃ −dp

dx
ydx,nous obtiendrions ainsi

g − dv

dt
=

dp

dx
, (38)qui orrespond à l'équation (37). Sahant que v =
dx

dt
, nous parviendrions également à

d(v2)

2
= −dp + gdx,581 Euler, Ibid. note 572, art. 14, p. 122.582 Euler, Ibid. note 572, art. 14, p. 122.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 267'est-à-dire, après intégration entre AB et CD, à l'équation de Bernoulli
v2

AB

2
− v2

CD

2
= pCD − pAB − gx, (39)ave pAB, pCD les pressions en AB et CD, et x la hauteur totale du �uide dans le vaseà l'instant onsidéré.C'est là la forme de l'équation obtenue par Euler après intégration de (37), maisà une di�érene près ependant, déjà longuement évoquée dans le hapitre V � voirp. 161 �, et onsistant en la présene d'une quantité Φ telle que

v2

AB

2
− v2

CD

2
= Φ + pCD − pAB − gx.Cette quantité résulte de l'expression de la fore aélératrie dv

dt
dans l'approximationdu parallélisme des tranhes. Elle orrespond à l'équivalent du terme quasi-stationnairede l'équation de Bernoulli et doit don, les géomètres en sont onsients à ette époque,pouvoir être onsidérée omme négligeable par rapport aux autres termes de l'équationompte tenu de leurs hypothèses de travail.Qu'il s'agisse du Traité des �uides ou du Mémoire 57 des Opusules t. VIII, D'Alem-bert dispose, omparativement, de l'équation

∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0 (40)pour dérire le mouvement du �uide à l'intérieur de e vase. Obtenue, via son prinipede la dynamique, grâe à la tradution de l'équilibre global du volume de �uide, etteéquation le onduit ensuite, rappelons-le, à l'expression du prinipe de onservation desfores vives, puis au �nal, à la nouvelle équation
Φ +

(

1 − K2

k2

)

v2

CD

2g
= x, (41)ave� AB = k, CD = K,� Φ =

K2

k

∫ CD

AB

dx

y
× d

dx

(

u2

2g

), ou Φ = Nk
du

dt
ave N =

K

k

∫ CD

AB

Kdx

y
, et tel que

Φ ≃ 0,'est-à-dire
v2

CD

2g
− v2

AB

2g
= x. (42)A première vue, le di�érentiel de pression pCD − pAB existant entre les deux setionsextrêmes du �uide n'apparaît don pas dans le résultat du savant. Pour autant, etteéquation n'a absolument rien d'erroné, ompte tenu du fait que D'Alembert, dans e



268 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783problème omme dans les autres types d'éoulements étudiés, fait abstration de lapression de l'atmosphère et onsidère un volume de �uide délimité par deux surfaeslibres, de telle sorte que pCD = 0 et pAB = 0.S'il parvient don à une formulation orrete de l'équation du mouvement, sa dé-marhe se distingue toutefois de elle d'Euler, tant du point de vue des prinipes em-ployés, nous y reviendrons dans un instant, que de la prise en ompte du di�érentiel depression existant entre les deux surfaes extrêmes du volume de �uide en mouvement.Notons en e�et, à propos de e dernier point, que l'équation (40) s'érirait aujour-d'hui, en toute rigueur,
∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = pCD − pAB = 0, (43)et rappelons que D'Alembert exprime, dans l'art. 146 du Traité des �uides, la pression
P (x) à la hauteur x grâe à la relation

P (x) =

∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

dx,ave O′O = x. Il préise par ailleurs, dans l'art. 148 du même ouvrage, qu'� il est évidentque la pression est nulle [. . . ℄ aux endroits du vase qui répondent à la surfae tantsupérieure qu'inférieure du �uide �583 ar :� à la surfae supérieure AB, on a O′O = x = 0,� et à la surfae inférieure CD, � on a par les solutions des Problêmes prée-dens ∫ dx ·
(

g − dv

dt

)

= 0 �, 'est-à-dire ∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0, qui orrespondà l'équation (40).Il semble, autrement dit, que l'équation du mouvement de D'Alembert ontienne l'in-formation pCD − pAB = 0 a priori, tandis que l'annulation de e di�érentiel de pressionintervient a posteriori par le biais de la méthode d'Euler.Le point de vue de Prony sur la dé�nition dalembertiennedu onept de pressionDans la pièe déjà évoquée, ontenant ses observations sur la démarhe de D'Alem-bert dans la seonde édition du Traité des �uides (1770), G. Prony présente et état defait omme une erreur de la part du savant. Les pressions en AB et CD étant respeti-vement appelées P et Q dans et érit, au lieu de nos notations pAB et pCD, il y a�rmequ'� il faut donner aux quantités qui se rapportent aux surfaes supérieure et inférieuredu �uide, les valeurs les plus générales, e qui introduit néessairement P − Q dans583 D'Alembert, Traité des Fluides, 1ère édition, Paris, 1744, art. 148, p. 126.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 269l'intégrale dé�nie � ∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0 ou, e qui revient au même, dans l'équation(41). � Il est permis ensuite �, poursuit-il584� dans les appliations qu'on peut faire de ette intégrale dé�nie, à des as par-tiuliers, de supposer P = 0 et Q = 0 ; mais e n'est pas l'équation partiulièreet hypothètique ∫ O
′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0 qui prouve que P et Q sont nuls, 'est auontraire la onnoissane aquise à priori de la possibilité des valeurs P = 0 et
Q = 0, qui fait voir que, dans ertains as, la quantité ∫ O

′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx peut êtrenulle �.Il préise, quelques lignes plus loin, que585� e n'est point, omme D'Alembert semble l'insinuer, une propriété inhérente àl'intégrale ∫ (g − dv

dt

)

dx d'être nulle vers es surfaes, et ette propriété n'y existequ'autant qu'on l'y introduit expressément, a posteriori, en attribuant ertainesvaleurs à quelque-unes des quantités qui se rapportent aux limites du système�uide �.Ce qui le pousse �nalement à onlure que � la valeur de la pression donnée par d'Alem-bert, artiles 146 et 147 � de son Traité des �uides est586� fautive, même dans le as où sa manière d'évaluer l'intégrale ∫ (g − dv

dt

)

dx,pour avoir la vîtesse à l'ori�e, lui donne un résultat exat ; e as est elui de
P = Q qui fait bien disparaître P et Q dans la valeur de la vîtesse, mais non pasde elle de la pression p d'une tranhe quelonque �.En d'autres termes, Prony pointe don ii le fait que l'annulation du di�érentielde pression pAB − pCD préède, hez D'Alembert, le proessus de mise en équation dumouvement. Il s'agit d'une hypothèse posée a priori, là où nous verrions, omme lui, etomme le fait Euler dans son mémoire de 1749, la néessité de déterminer e di�érentiela posteriori, sur la base des valeurs partiulières des pressions pAB et pCD en AB et

CD.584 G. Prony, � Reherhes sur le mouvement d'un �uide inompressible et pesant, qui s'éoule d'unvase, par un ori�e horisontal ; ave quelques observations sur la solution que D'Alembert a donnée de eproblême, dans son Traité des Fluides �, Rapports et travaux de l'Institut de Frane pour l'année 1801,t. 18, pièe n◦ 47, Paris, 1803, p. 7. Cette pièe est intégralement reproduite en annexe. Nous avonsii substitué l'équation ∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0 à l'équation d'origine � 0 = gh − 1

2
mu

2 − Nωdu

dt
�, eia�n de failiter l'intelligibilité de l'extrait, et ompte tenu du fait que ette équation, renvoyant auxnotations de Prony, équivaut à l'équation (41), ave Φ =

Nωdu

dt
, h = x et m = 1 − K2

k2
.585 G. Prony, Ibid. note 584, p. 8.586 G. Prony, Ibid. note 584, p. 8.



270 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Comme nous le faisions déjà remarquer, D'Alembert onsidère toutefois invariable-ment des surfaes libres non soumises à la pression de l'atmosphère dans l'ensemblede son ÷uvre en hydrodynamique, e qui lui permet d'aboutir à l'équation orrete dumouvement. Pour autant, quoique la solution de D'Alembert soit don exate, Pronyn'en rejette pas moins sa façon de dé�nir la pression puisque, dans un as omme l'autre,explique-t-il, la pression p d'une tranhe quelonque, 'est-à-dire le onept de pressioninterne, n'apparaît pas dans sa méthode de mise en équation.Il donne là-dessus les raisons permettant, selon lui, d'expliquer l'absene de e termede pression interne dans la théorie des éoulements de D'Alembert : ela vient simple-ment de la façon dont e dernier applique, dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes,son prinipe de la dynamique au mouvement du �uide. Voyons don préisément e qu'ilpense à e sujet. Nous verrons ensuite que S.D. Poisson et H. Navier, appréhendant lemême problème par le biais du même prinipe, font état de deux approhes di�érentes :le premier adopte une méthode fort similaire à elle de Prony tandis que la démarhedu seond se rapprohe plus de elle de D'Alembert dans le Traité des �uides.Le prinipe de D'Alembert appliqué par Prony, Poisson et NavierProny aorde d'abord à D'Alembert587� que lorsque les setions extrêmes du �uide n'éprouvent auune pression ou éprou-vent des pressions égales, le δp qui entre dans l'équation du mouvement partiulierd'une tranhe, peut être négligé (en laissant néanmoins le fateur dx qui résultede l'introdution de δp) si on onsidère l'ensemble des tranhes, 'est-à-dire si onintègre la valeur générale dx

(

g − dv

dt

) de δp dans toute l'étendue de la masse�uide �.En d'autres termes, la di�érene, notée δp, entre les pressions p(x) et −p(x + dx) s'exer-çant sur les deux faes de la tranhe quelonque de hauteur x et d'épaisseur dx, n'a ef-fetivement pas d'in�uene sur l'équation globale du mouvement dans le as où pAB = 0et pCD = 0. Après avoir obtenu l'équation loale (38) � 'est l'équation, rappelons-le,obtenue via l'appliation de la seonde loi de Newton �, 'est-à-dire
g − dv

dt
=

δp

dx
,ou

(

g − dv

dt

)

dx = δp,l'intégration entre les surfaes supérieure et inférieure AB et CD revient e�etivement587 Prony, Ibid. note 584, p. 6. Nous avons substitué, dans tous les extraits suivants, la notation xdésignant la oordonnée vertiale d'une tranhe, à elle d'origine z.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 271à érire
∫ CD

AB

δp = pCD − pAB = 0,'est-à-dire à annuler le di�érentiel de pression pCD − pAB. Pourtant, s'interroge Prony588,� omment veut-on qu'un ommençant devine toutes es hoses dans une solutionoù on ne dit pas un seul mot de e qui pourroit les lui faire soupçonner ? �Ce onstat le pousse à apporter la reti�ation suivante à la façon dont D'Alembertapplique son prinipe de la dynamique : � Il est inontestable �, érit-il589,� que D'Alembert auroit dû, au lieu de la seule vîtesse élementaire gdt employerelle [. . . ℄ gdt − δp

dx
dt ; déomposant alors v + gdt − δp

dx
dt en v + dv et

gdt − δp

dx
dt − dv,le prinipe général auroit donné, haque tranhe en partiulier

gdt − δp

dx
dt − dv = 0 �,'est-à-dire l'équation loale

(

g − dv

dt

)

dx = δp.Convenablement appliqué, le prinipe employé doit don onduire, selon Prony,� à l'expression g − dv

dt
− δp

dx
de la vitesse détruite par le mouvement d'une tranheentre les deux instants t et t + dt, au lieu de l'expression g − dv

dt
de D'Alembert,� ou, e qui est la même hose, à l'équation loale du mouvement

(

g − dv

dt

)

dx = δpau lieu de (g − dv

dt

)

dx = 0.Dans le t. II de son Traité de méanique (1811), S.D. Poisson applique le prinipede D'Alembert à la mise en équation de l'éoulement d'un �uide inompressible dansun vase de setion variable, et dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, selon uneméthode fort semblable à elle proposée par Prony. Considérant une tranhe quelonquede setion y, de vitesse v, d'épaisseur dx, il y pose le problème en es termes590 :588 Prony, Ibid. note 584, p. 6.589 Prony, Ibid. note 584, p. 6.590 S.D. Poisson, Traité de méanique, Paris, 1811, t. II, art. 547, p. 446. Nous avons substitué, danstous les extraits suivants, la notation x désignant la oordonnée vertiale d'une tranhe à elle d'origine
z.



272 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� pendant l'instant dt, la vîtesse de la tranhe gdx roîtrait de la quantité gdt, siette tranhe était libre et isolée ; dv est l'augmentation de vîtesse qui a réellementlieu ; gdt − dv est don la vîtesse in�niment petite, perdue à haque instant parette tranhe ; or, d'après le prinipe de d'Alembert, le �uide resterait en équi-libre, si toutes ses tranhes étaient solliitées par des fores motries, apables deleur imprimer des vitesses qu'elles perdent à haque instant ; supposons don estranhes solliitées par de semblables fores, et herhons dans ette hypothèse, lesonditions de leur équilibre �.Il estime d'abord, pour e faire, la fore motrie animant la tranhe quelonque demasse ydx, laquelle fore vaut (g − dv

dt

)

ydx puisque la fore aélératrie quelonquedoit produire, d'après e qui préède, l'élément de vitesse gdt − dv dans l'intervalle detemps dt. Notant p la � pression rapportée à l'unité de surfae, que ette tranhe éprouvesur sa base supérieure �, il remarque ensuite que ette pression591� se transmet par l'intermédiaire du �uide dont la tranhe est omposée, non seule-ment sur sa base inférieure [. . . ℄, mais aussi sur les parois du vase qui terminent saironférene �.Outre la pression p, la base inférieure de la tranhe de masse ydx éprouve don592,� dans l'état d'équilibre que nous onsidérons, une pression due à la fore motriede ette tranhe, et égale à ette fore ou à (g − dv

dt

)

ydx ; divisant par y a�nd'avoir la pression due à ette même fore et rapportée à l'unité de surfae, il vient
(

g − dv

dt

)

dx : par onséquent p′ étant la pression entière qu'éprouve ette baseinférieure, on aura
p′ = p +

(

g − dv

dt

)

dx �.� Mais �, onlut-il593,� la di�érene p′ − p est évidemment la di�érene de la fontion p, prise par rapportà la variable z ; on a don aussi
dp =

(

g − dv

dt

)

dz ;équation qui fera onnaître la valeur de la pression p, quand elle de la vîtesse vsera déterminée �.591 S.D. Poisson, Ibid. note 590, art. 547, p. 447.592 S.D. Poisson, Ibid. note 590, art. 547, p. 447. S.D. Poisson onsidère, dans e passage du tome IIde son Traité de méanique, la densité ρ du �uide. Nous ne l'avons pas fait apparaître dans les extraitssuivants a�n de failiter la omparaison de sa méthode ave elles préédemment exposées.593 S.D. Poisson, Ibid. note 590, art. 547, p. 447-448.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 273Par le biais du prinipe de D'Alembert, en onsidérant l'équilibre entre la fore aé-lératrie perdue par la tranhe et le di�érentiel des pressions s'exerçant sur les basessupérieure et inférieure de la tranhe étudiée, S.D. Poisson parvient don à l'équationloale du mouvement obtenue par Euler dans son mémoire de 1749 et présentée parProny omme la juste solution du problème dans le adre de ses observations sur lathéorie des éoulements de D'Alembert.Dans le tome II de son Résumé des leçons données à l'Eole des Ponts et Chaus-sées594, H. Navier, proédant de même à la détermination de la � solution générale,dans l'hypothèse du parallélisme des tranhes, de la question du mouvement d'un �uideinompressible oulant dans un vase ou un tuyau �, a�rme que595,� d'après le prinipe de d'Alembert, il faut qu'il y ait équilibre dans le système, ensupposant toutes les tranhes animées par des fores perdues. Il faut don que lasomme des moments de es fores, plus les moments des fores dues aux pressionsexerées sur les surfaes supérieure et inférieure [du volume de �uide℄, soit nulle �.Sahant que le terme de � moment � renvoie dans ette itation au onept moderne detravail, H. Navier estime don d'abord, pour parvenir à l'équation du mouvement dansun vase de setion variable d'un volume de �uide délimité par deux surfaes libre, letravail de la fore perdue dans le temps dt par une tranhe quelonque de setion y etde vitesse v omme le produit de la fore aélératrie g − dv

dt
perdue multipliée par lamasse ydx de ette tranhe et l'espae vdt qu'elle parourt dans le temps dt, 'est-à-dire

(

g − dv

dt

)

ydxvdt. Il exprime de même le travail des fores dues aux pressions pAB et
−pCD s'exerçant dans la diretion de l'éoulement sur les surfaes extrêmes AB et CDde setions k et K omme le produit des fores de pression kpAB et −KpCD par lesdistanes mudt

k
et mudt

K
parourues par es deux surfaes dans l'intervalle dt, ave uet m la vitesse et la setion d'une tranhe de référene dans le vase, de façon à obtenirla somme (pAB − pCD)mudt des travaux orrespondante596. Cette somme devant en�nompenser, d'après sa formulation du prinipe de D'Alembert, elle des fores perduespar l'ensemble des tranhes omposant le volume de �uide, il parvient don à

(pAB − pCD)mudt +

∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

ydxvdt = 0,594 H. Navier, Résumé des leçons données à l'Eole des Ponts et Chaussées sur l'appliation de laméanique à l'établissement des onstrutions, Paris, t. II, 1838.595 H. Navier, Ibid. note 594, art. 15, p. 9-10.596 Nous avons ii respetivement substitué les notations y, x, v, u, m, pAB, pCD, k et K à ellesd'origine ω, z, u, U , Ω, P , P ′, O et O′. Notons également que Navier onsidère le mouvement d'unvolume de �uide abcd enadré par deux surfaes libres ab et cd au lieu des surfaes libres AB et CD dela Fig. XXXIII � voir p. 256. Il tient ompte, pour �nir, de la densité ρ du �uide, que nous ne faisonspas ii apparaître a�n de failiter la omparaison de sa méthode ave elles préédemment exposées.



274 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783ou enore, ompte tenu des relations mu = yv et ydx = yvdt = Cste, à l'équation dumouvement
∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = pCD − pAB.Comparativement à Prony et à Poisson, Navier établit don diretement l'équa-tion globale du mouvement, sans avoir à passer par l'établissement de l'équation loale
g − dv

dt
=

dp

dx
.Le prinipe de D'Alembert appliqué au mouvement d'un �uideonsidéré omme un système de orps exerçant des ations réiproquesL'interprétation de Prony sur la bonne façon d'appliquer le prinipe de D'Alembertau mouvement d'un �uide onsidéré omme un ensemble de tranhes, de même quela méthode de mise en équation proposée par Poisson, tiennent ompte du di�érentielloal de pression s'exerçant, dans la diretion de l'éoulement, sur les deux faes d'unetranhe. Cette façon d'appliquer le prinipe n'est ependant pas elle de D'Alembertdans le Traité des �uides.D'abord pare que e dernier onsidère uniquement la quantité g − dv

dt
omme unefore aélératrie détruite par le mouvement d'une tranhe du fait de son interationave les autres tranhes du volume de �uide étudié. Dans le Traité des �uides, l'équationdu mouvement

∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0n'est pas obtenue à partir de l'équation loale g − dv

dt
= 0, qui n'apparaît pas, mais dé-oule, omme nous l'expliquions au début de e hapitre, de la onsidération de l'équi-libre hydrostatique de l'ensemble du volume de �uide ABDC, réalisé :� en égalant, dans le Traité de dynamique, les fores de pression s'exerçant de partet d'autre d'une tranhe quelonque KZzk ;� en annulant, dans le Traité des �uides, la fore de pression s'exerçant sur le fonddu vase supposé �xe à l'instant onsidéré.Le fait, d'autre part, de onsidérer la quantité g − dv

dt
− δp

dx
omme la bonne valeurde la fore aélératrie détruite revient à appréhender la fore aélératrie loale δp

dxengendrée par la di�érene des pressions s'exerçant de part et d'autre d'une tranheomme une fore extérieure s'appliquant sur ette tranhe. Pour autant, les deux pres-sions p(x) et −p(x + dx) peuvent aussi être vues omme des fores de liaisons (ou desfores internes) entre les di�érents orps � les tranhes � omposant le volume glo-bal de �uide. Dès lors, omme le préise D'Alembert dans l'artile � Dynamique � de



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 275l'Enylopédie597 :� pour trouver le mouvement de plusieurs orps qui agissent les uns sur les autres,il faut déomposer le mouvement que haque orps a reçu, et ave lequel il tendà se mouvoir, en deux autres mouvements, dont l'un soit détruit, et dont l'autresoit tellement dirigé que l'ation des orps environnants ne puisse l'altérer ni lehanger �.Appliqué à un système de orps liés, le prinipe de D'Alembert, tels que les méa-niiens du XIXe et XXe sièles P. Appell, L. Landau et E. Lifhitz le présentent parexemple dans leurs traités de méanique respetifs598, onsiste e�etivement à établirl'équilibre de l'ensemble du système, et équilibre étant réalisé à haque instant, envertu des fores de liaisons, entre les fores de pesanteur et les fores d'inertie. C'est,omme nous venons de le voir, le sens de la méthode de mise en équation proposée parH. Navier qui préise d'ailleurs, dans le tome II de son Résumé des leçons données àl'Eole des Ponts et Chaussées, qu'� à l'égard d'un système de orps liés entre eux d'unemanière invariable ou non �, le prinipe de D'Alembert s'énone en es termes599 :� En vertu de la liaison des orps, auun ne peut éder librement aux fores quiagissent sur lui : le mouvement que haque orps prendrait, s'il était libre, seompose en deux autres : l'un e�etivement pris par le orps : l'autre détruit parles liens qui l'unissent aux autres parties du système. Le prinipe onsiste en eque les quantités de mouvement détruites sont néessairement telles qu'elles se fontéquilibre sur le système, onformément aux lois de la statique �.Il s'agit là, nous l'avons vu, d'une méthode fort di�érente de elle employée par Pronyet par Poisson, qui n'appliquent don pas véritablement le prinipe de D'Alembert,mais une forme loale, pourrait-on dire, ou du moins intermédiaire entre e prinipeet la seonde loi de Newton, telle qu'Euler en fait usage dans son mémoire � Sur lemouvement de l'eau par les tuyaux de onduite �. L'équilibre, ii, n'est pas onsidérérelativement au mouvement d'une seule tranhe, mais relativement au mouvement d'un597 Enylopédie, vol. 5, Paris, 1755, art. � Dynamique �, signé (O), p. 175a.De façon plus expliite, Paolo Frisi, dans son � Elogio del Signor D'Alembert �, note que le prinipede dynamique de D'Alembert omporte � une autre onsidération générale �,� à savoir que pour un système quelonque de orps reliés entre eux, mis en mouvement, poussés,attirés de quelque façon que e soit, s'il n'y avait en haun d'eux ette portion de mouvementqui se détruit d'un instant à l'autre par les ations réiproques, es orps tous ensemble seraienten équilibre �.(Texte traduit par A. Venditti et P. Crépel à partir de l'édition italienne suivante : P. Frisi, Elogi.Galilei, Newton, d'Alembert, Introduzione e ura di Paolo Casini, éd. Theoria, Rome, � Elogio delSignor d'Alembert �, p. 177-216.)598 Voir P. Appell, Traité de méanique rationnelle, 6e éd., Paris, Gauthier-Villard, 1953, t. II, p. 323,et L. Landau, E. Lifhitz, Méanique, trad. par C. Ligny, Editions Mir, Mosou, 1960.599 H. Navier, Ibid. note 594, art. 8, p. 3.



276 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783ensemble de tranhes interagissant mutuellement les unes sur les autres. Au lieu de larelation loale
g − dv

dt
=

dp

dx
,d'où nous tirerions, par la méthode d'Euler, l'équation globale

∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = pCD − pAB,le prinipe D'Alembert s'applique diretement à l'éhelle du volume de �uide, onsidérédans son état d'équilibre, de telle sorte que
∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = pCD − pAB

[

=

∫ O′′

O′

dp

]

.Cela ne permet pas de répondre à notre remarque et elle de Prony onernant la dé-dution a posteriori par D'Alembert de l'annulation du di�érentiel de pression s'exer-çant entre les surfaes supérieure et inférieure du volume de �uide ADBC. Il est lairtoutefois, ontrairement à e qu'a�rme Prony, que le prinipe de dynamique, tel queD'Alembert l'applique dans le as unidimensionnel, lui permet de faire � des fores deliaisons internes, 'est-à-dire des pressions s'exerçant de part et d'autre de haune destranhes omposant le volume de �uide étudié. Il s'agirait don de la raison pour laquellele savant se borne à onsidérer l'e�et de la pression omme un e�ort externe s'exerçantsur les parois du vase, sans prendre en ompte l'e�et des fores internes orrespondantesau sein du �uide.C'est là l'interprétation de l'historien des sienes O. Darrigol qui, dans son réentouvrage Worlds of �ow : A history of hydrodynamis from the Bernoullis to Prandtl(2005), a�rme que D'Alembert � n'a pas voulu fonder les équations de l'équilibre et dumouvement [des �uides℄ sur le onept de pression interne, onformément à sa volontégénérale de se passer des fores internes de ontat dans sa dynamique �600. Dans lamême étude, O. Darrigol ajoute par ailleurs que � les onditions générales de l'équilibred'un �uide, telles qu'elles se trouvent au début de son traité, requièrent uniquementle onept de pression ontre les parois �601. Nous avions e�etivement pu onstater,dans le ourant de notre premier examen de la dé�nition du onept, que l'équationdu mouvement de D'Alembert dans le as unidimensionnel déoule, dans le Traité dedynamique, de la onsidération de l'équilibre entre les fores de pression, ou les poids,s'exerçant de part et d'autre d'une tranhe dans la diretion de l'éoulement, puis, dansle Traité des �uides, de l'annulation pure et simple de la fore de pression imprimée parle volume global de �uide sur sa surfae inférieure.600 O. Darrigol, Worlds of �ow : A history of hydrodynamis from the Bernoullis to Prandtl, OxfordUniversity Press, 2005, p. 15.601 O. Darrigol, Ibid. note 600, p. 15.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 277Nous onstations par ailleurs que, dans la partie du Traité des �uides dédiée à l'ex-posé de sa théorie des éoulements, D'Alembert dé�nit la � pression à une hauteur
x � d'un �uide en mouvement à partir de la fore de pression s'exerçant, dans le as del'équilibre, sur la fae supérieure de la tranhe située à ette même hauteur dans le vase,mais qu'il se borne à onsidérer son e�et perpendiulairement aux parois. Il apparaissait�nalement, à l'issue de et examen, que la possible in�uene de ette pression dans ladiretion de l'éoulement restait enore à dé�nir, de même que la notion de � pressionmutuelle des partiules de �uide �, présentée, dans la préfae de l'ouvrage, omme unepartie du mouvement détruite au sein du �uide.A l'issue de et exposé sur la façon de traiter le onept de pression selon le prinipeemployé, nous disposons à présent de tous les outils néessaires à et examen du r�le desfores de pression dans la diretion de l'éoulement. Nous montrerons ainsi que la façondont D'Alembert applique son prinipe de la dynamique dans le as unidimensionnel serevèle être onforme à l'interprétation proposée par O. Darrigol. Nous verrons aussi quesi le prinipe lui permet de se ramener à étudier l'équilibre du volume global de �uide, ille onduit également à assurer l'équilibre hydrostatique d'une tranhe. Ce onstat nouspermettra de préiser les aratéristiques des deux notions que sont la � pression à unehauteur x � et la � pression mutuelle des partiules de �uide �.Nous nous penherons, pour mener à bien e programme, sur autre aspet de lathéorie de D'Alembert diretement lié à notre sujet et notamment développé dans leTraité des �uides (1744) et le Mémoire 57 � XII des Opusules t. VIII (1780) : l'étudedu problème de la � séparation des �uides �. C. Truesdell est le seul, à notre onnais-sane, à l'avoir abordé602. Il l'évoque notamment au travers de la polémique, toute aussiméonnue, entre D'Alembert et D. Bernoulli sur la question de la � pression négative �.Diretement liée à la façon dont le premier de es deux savants traite la question, ettepolémique fait aussi l'objet d'un éhange épistolaire partiulièrement instrutif entreD'Alembert et Euler à la �n de l'année 1746 et au début de l'année 1747.3. La définition dalembertienne du onept de pressionà la lumière du problème de la séparation des fluideset de divers éléments de son ÷uvre tardiveLe problème de la séparation des �uidesLe problème de la séparation onsiste à savoir � en quels as le Fluide doit nées-sairement se diviser en plusieurs portions �603. D'Alembert y onsare les art. 98-99,103, 149 et 158 à 175 de la première édition du Traité des �uides, le Mémoire 32,602 Cf. C. Truesdell, � Editor's Introdution : Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, Opera Omnia,série II, vol. 12, Zürih, 1954, p. XXXVII.603 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, p. 132.



278 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� III des Opusules t. V (1768), l'intégralité du � XII du Mémoire 57 des Opusulest. VIII (1780), long d'une vingtaine de pages, ainsi que le � XXVI d'un neuvième vo-lume d'Opusules resté inédit à la mort de l'auteur. Il donne également un ajout surle sujet dans l'art. 159 de la seonde édition du Traité des �uides. L'ajout à l'art. 149,dans e même ouvrage, et le � XVIII du Mémoire 4 des Opusules t. I (1761), doiventen�n être onsidérées omme des réperussions de sa polémique ave D. Bernoulli surla question de la � pression négative �. C'est don un problème important aux yeux deD'Alembert, que C. Truesdell est jusqu'alors le seul à avoir évoqué604.Dans l'art. 149 de la première édition du Traité des Fluides, D'Alembert a�rmeque605� si la quantité indéterminée ∫ dx

(

g − dv

dt

) dont les deux valeurs extrêmes sontzero [. . . ℄ a pour une hauteur quelonque [x], une valeur négative, alors le Fluideessera [. . . ℄ d'être ontinu �.En d'autres termes, la masse de �uide ABDC s'éoulant dans le vase représenté sur laFig. XXXIII � voir p. 256 � se divisera à la hauteur x = O′O, 'est-à-dire en ZK,sous la seule ondition que la � pression à la hauteur x � ∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

dx, onsidéréedans la diretion de l'éoulement, devienne négative et s'exere dès lors de O vers O′au lieu de s'exerer de O′ vers O. Cette pression n'est, dans e as, plus en état deontrebalaner la pression ∫ O

O′′

(

g − dv

dt

)

dx exerée par la partie inférieure ZKDC.L'équilibre entre les deux masses de �uides ABKZ et ZKDC, traduit par l'équation,
∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0, (44)n'est don plus assuré : elles-i, selon D'Alembert, poursuivront don leur mouvementdans le vase indépendamment l'une de l'autre.Nous pourrions, autrement dit, nous représenter l'équilibre de la masse totale de�uide omme une ondition de ohésion qui, dès lors qu'elle n'est plus respetée, 'est-à-dire dès lors que l'équation (44) se trouve mise en défaut, onduit à une perte de ontatentre les deux masses de �uide. Cette perte de ontat ne serait don pas la résultantede l'existene d'une pression négative, telle que la itation préédente peut littéralementle laisser entendre, mais d'une simple mise en défaut de la ondition d'équilibre assurantque deux volumes de �uide, onsidérés omme des orps solides, se meuvent en restanten ontat l'un à ave l'autre. La itation suivante ne laisse auun doute sur la pertinenede ette interprétation : � pour mieux nous faire entendre �, érit-il en e�et606,604 C. Truesdell, � Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1954, p. XXXVIII et XLVII.605 D'Alembert, Ibid. note 603, Livre II, art. 149, p. 126. Nous avons substitué, dans et extrait, lanotation g désignant l'aélération de la pesanteur à elle d'origine p.606 D'Alembert, Ibid. note 603, Livre II, art. 99, p. 83.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 279� supposons que deux Corps solides soient ontigus l'un à l'autre, & qu'on leurdonne à haun une impulsion di�érente suivant la même ligne droite. Si le Corpsantérieur a reçu une vitesse moindre que le postérieur, il y aura une ation entrees deux Corps, & ils se mouvront tous deux en ne formant qu'une même masse,ave une vitesse ommune, plus grande que la vitesse imprimée à l'antérieur, &moindre que la vitesse donnée au postérieur : au ontraire, si le Corps antérieur areçu plus de vitesse que le postérieur, es deux Corps se sépareront & se mouvront,haun ave la vitesse qu'il a reçu, sans que le mouvement imprimé à l'un hangerien au mouvement donné à l'autre. De même un Fluide doit esser de former unemasse ontinue, lorque la vitesse des parties inférieures est telle par rapport à elledes parties supérieures, que elles-i ne peuvent agir sur elle-là �.Considérée dans le sens de l'éoulement, la quantité ∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

dx n'a, par onsé-quent, d'autre r�le que elui onsistant à faire équilibre à la quantité ∫ O

O′′

(

g − dv

dt

)

dx,de telle sorte que
∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0,de la même façon que deux orps de masses m1 et m2, de vitesses v1 et v2 à l'instant tet v′
1
et v′

2
à l'instant t + dt, se meuvent ensemble en demeurant en équilibre mutuel si

m1(v1 − v′1) + m2(v2 − v′2) = 0,

v′1 − v1 et v′2 − v2 orrespondant aux vitesses reçues par es deux orps dans l'intervallede temps dt. L'équation d'équilibre (44) résulte don de l'égalité, ou de la destrution,des ations par le biais desquelles les deux masses ABKZ et ZKDC se poussent omptetenu des vitesses qu'elles reçoivent entre deux instants de l'éoulement. Tant que ladestrution de es fores se trouve assurée, le ontat perdure en KZ. Dans le mêmetemps, les parties du �uide ABKZ et ZKDC exerent des mouvements réiproques etl'ensemble ABDC se trouve animé d'un mouvement e�etif. C'est là l'esprit du prinipede la dynamique, tel que D'Alembert l'applique à l'éoulement d'un �uide.Partant de là, il y a don fort à penser que sa façon d'appliquer le prinipe onsisteessentiellement à ramener l'étude du mouvement d'un volume de �uide à elui de sonéquilibre. C'est vrai, mais il y a plus.Nous avions pu onstater que, dans l'art. 173 du Traité de dynamique, D'Alembertonsidère l'égalité de deux pressions ∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

dx et ∫ O

O′′

(

g − dv

dt

)

dx de part etd'autre d'une tranhe d'épaisseur dx. C'est e qu'il rappelle dans l'art. 24 du Traité des�uides en a�rmant que si l'équation d'équilibre (44) se voyait mise en défaut607,607 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre I, art. 24, p. 21.



280 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� alors une des tranhes serait plus pressée vers le haut que vers le bas, & l'équilibreseroit rompu �.D'Alembert ne se ontente don pas de poser l'équilibre du volume de �uide, maiss'assure également de la véri�ation du prinipe d'égalité de la pression en tous senspour une tranhe quelonque d'épaisseur dx, e prinipe étant traduit par la onditiond'équilibre
yP (x) − yP (x + dx) = 0 (45)ave P (x) =

∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

dx et P (x + dx) =

∫ O

O′′

(

g − dv

dt

)

dx.Nous insisterons d'abord sur le fait que, dans le Traité de dynamique, les pressions
P (x) et P (x + dx) s'exerçant de part et d'autre de la tranhe se trouvent assimiléesaux poids des deux ylindres de �uide enadrant ette tranhe, et non aux poids desportions entières de �uide ABZK et KZDC. Dans le as ontraire, les poids des deuxmasses de �uide ABZK et KZDC vaudraient rigoureusement ∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

ydx et
∫ O

O′′

(

g − dv

dt

)

ydx, et leur équilibre, traduit par l'équation
∫ O

O′

(

g − dv

dt

)

ydx =

∫ O

O′′

(

g − dv

dt

)

ydx,ne permettrait pas de parvenir à l'équation du mouvement
∫ O′′

O′

(

g − dv

dt

)

dx = 0,ompte tenu de la présene du terme variable y orrespondant à la setion du vase danslequel le �uide s'éoule.Notons d'autre part que la seule ondition d'équilibre (45) ne rend que partiellementompte du raisonnement par le biais duquel D'Alembert établit l'équation de l'éoule-ment d'un �uide inompressible.Il ne faudrait e�etivement pas penser que le savant fait purement et simplementabstration de l'e�et des pressions s'exerçant, dans la diretion de l'éoulement, sur lessurfaes des di�érentes tranhes omposant le volume de �uide étudié. Il ne faudraitpas, autrement dit, appréhender l'équation (45) en termes d'annulation d'un di�érentielde pression P (x) − P (x + dx) : ette relation ne orrespond à rien d'autre qu'à uneéquation d'équilibre, traduisant une situation d'équilibre à laquelle son prinipe de dy-namique lui a a priori permis de se ramener.D'après e prinipe, l'équilibre déoule en e�et, à l'éhelle du volume global du �uide,de la destrution d'une partie du mouvement de haune des tranhes, à savoir la foreaélératrie g − dv

dt
. Sahant que D'Alembert dé�nit par ailleurs, dans la préfae du



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 281Traité des �uides, la � pression mutuelle des partiules de Fluide � omme la partie dumouvement perdue dans le sens de l'éoulement, 'est probablement don à la destru-tion de ette fore aélératrie qu'il fait référene. Référons-nous, a�n de préiser lelien existant entre ette pression mutuelles des parties du �uide et la destrution d'unepartie du mouvement dans le sens de l'éoulement, au Mémoire 57 � XII des Opus-ules t. VIII (1780). D'Alembert, donnant un long approndissement sur sa théorie dela séparation des �uides, y a�rme notamment608� que dans l'endroit où le �uide se sépare, il faut qu'avant l'instant de la séparation,1◦. ∫ gdx −
∫

dxdv

dt
soit = 0 ; 2◦. que g − dv

dt
soit = 0 ; 3◦. que ∫ gdx −

∫

dxdv

dtsoit négative l'instant d'après �.L'annulation de la quantité g − dv

dt
dans l'une des tranhes orrespond par onséquent,à la lumière de et extrait, à une situation dans laquelle les deux volumes de �uideenadrant ette tranhe sont amenés à se séparer l'un de l'autre. Il apparaît ainsi quel'existene même d'une fore aélératrie détruite g − dv

dt
au sein d'une tranhe dansson mouvement entre deux instants t et t+dt garantit l'existene d'une ation réiproqueentre les deux volumes de �uide enadrant ette tranhe, 'est-à-dire, en termes atuels,l'existene d'une pression interne. C'est e dont témoigne un autre extrait du Mémoire57, tiré du � VI, dans lequel D'Alembert, examinant un pro�l partiulier (�gure etvitesse) d'une veine d'un �uide s'éhappant d'un vase peré d'un ori�e en son fond,préise que609� si la veine avoit ette �gure & ette vitesse dans les di�érentes tranhes, il estaisé de voir que tous les points de ette veine desendroient librement omme ilsle feroient par leur pesanteur, & qu'il n'y auroit auune fore anéantie, ni paronséquent auune pression, puisque l'e�et de la pesanteur seroit tout employé àmouvoir les tranhes du �uide �.La veine de �uide onsidérée évoluant en dehors du vase, la pression dont il est iiquestion renvoie don à la notion de pression onsidérée dans le sens de l'éoulement.Il s'agit de la pression s'exerçant au niveau d'une tranhe et garantissant, par là-même,la ohésion du volume de �uide à laquelle ette dernière appartient : ei passe par ladestrution d'une partie du mouvement au sein de ette tranhe.En d'autres termes, D'Alembert dé�nit don deux notions de pressions respetive-ment attahées aux deux étapes de sa méthode de mise en équation d'un volume de�uide en mouvement.La première, la � pression mutuelle des partiules de Fluide �, équivaut à la destru-tion des fores aélératries g − dv

dt
dans la diretion de l'éoulement. Elle se traduit,608 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � XII, art. 13, p. 189.609 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VI, art. 26, p. 115.



282 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783en vertu de son prinipe, par l'existene d'une ation mutuelle ou, en termes modernes,d'une pression interne entre les deux volumes de �uide enadrant haune des tranhesdu volume de �uide.La seonde, la � pression à la hauteur x �, renvoie à une pression dont l'équilibreave une autre pression déoule de la destrution d'une partie du mouvement dans l'en-semble des tranhes omposant le volume de �uide onsidéré.Cette approhe exlut par onséquent toute onsidération de gradient de pression,tel que e dernier apparaît hez Euler. La notion de pression interne, à défaut d'êtreformalisée, transparaît au travers de la notion de � pression mutuelle des partiules deFluide �. Elle onstitue, via la destrution d'une partie du mouvement, le garant d'uneation mutuelle ou d'un ontat entre les di�érentes tranhes ou les di�érentes partiesdu volume de �uide en mouvement. Cette ation mutuelle étant assurée, le volume de�uide peut être onsidéré dans un état d'équilibre et la pression interne s'exprime alorspar le moyen de la pression à la hauteur x : ette dernière, unique ar spéi�que àla tranhe située à la hauteur x, s'applique sur la setion orrespondante et se trouveontrebalanée par une pression de même valeur s'exerçant dans le sens opposé. C'estlà le résultat de la destrution d'une partie du mouvement dans haune des deux por-tions de �uide enadrant ette tranhe ou, e qui est la même hose, dans l'ensembledes tranhes omposant le volume de �uide étudié.C'est en�n, rappelons-le, en vertu de e mouvement détruit que les partiules de�uide � se pressent mutuellement, ave une fore qui réagit ontre les parois du vase �610.La � pression mutuelle des partiules de Fluide � ne semble don pas avoir voation, se-lon l'approhe de D'Alembert, à exerer une fore e�etive sur le mouvement de haquetranhe dans la diretion de l'éoulement. Elle génère uniquement une fore s'exerçantperpendiulairement aux ontours du vase, laquelle fore oïnide alors ave la � pres-sion à la hauteur x �. Il s'agit là d'une fore externe, la seule fore e�etive, ave elles'exerçant sur le fond du vase, mentionnée par D'Alembert lorsqu'il manipule le oneptde pression. C'est ainsi, nous l'avons onstaté dans la première partie de e hapitre,qu'il dé�nit l'e�et de la � pression à la hauteur x � : omme � la pression qu'un Fluidequi se meut dans un vase, exere ontre ses parois �611.Sa démarhe, que e soit du point de vue de sa méthode de mise en équation oude sa façon de dé�nir le onept de pression, témoigne don d'une approhe globale dumouvement d'un volume de �uide.En onlusion, les deux notions de � pression à la hauteur x � et de � pressionmutuelle des partiules du Fluide �, onsidérées dans la diretion de l'éoulement, pos-sèdent don des statuts di�érents et forment un tout ohérent. La première renvoie, àhaque hauteur x, à un poids onstamment équilibré par un autre. La seonde équivaut,610 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Préfae, p. xv, ou Enylopédie, vol. 6,Paris, 1756, art. � Fluide �, signé (O), p. 886b.611 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, p. 124.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 283physiquement, à la destrution des fores aélératries g − dv

dt
permettant d'assurerl'équilibre préédent et, par là-même, la ohésion du volume global de �uide. Les deuxnotions oïnident au niveau des parois du vase. Elles sont à l'origine d'une fore externeet onourent à sa dé�nition e�etive du onept de pression. La méthode de mise enéquation dont elles sont issues, fondée sur le prinipe de dynamique de D'Alembert et leprinipe d'hydrostatique, permet à D'Alembert de mettre le mouvement du volume de�uide en équation sans avoir à faire état des fores de pression s'exerçant à l'intérieurdu �uide, dans la diretion de l'éoulement.Nous allons à présent pouvoir appréier la pertinene de es onlusions. Nous om-menerons d'abord par examiner la polémique entre D'Alembert et D. Bernoulli surla question de la � pression négative � : nous verrons que la réponse de D'Alembertà l'arbitrage rendu par Euler on�rme ertains des points préédemment avanés. Ils'agira ensuite de savoir si, malgré ette approhe du problème par ailleurs tout à faitjusti�able, D'Alembert onçoit physiquement le r�le joué par la pression à l'intérieurdu �uide en terme de fore interne. Nous verrons que ertains éléments disséminés ausein de son ÷uvre tardive, s'ils ne permettent pas d'apporter de réponse onvainante,justi�ent tout du moins la pertinene de ette interrogation.La polémique entre D'Alembert et D. Bernoulli sur la questionde la � pression négative �Suite à l'exposition de son ritère de séparation dans l'art. 149 de la première édi-tion du Traité des �uides (1744), D'Alembert onstate que dans le as d'une � pressionnégative �, � M. Daniel Bernoulli prétend alors �, dans son Hydrodynamique, que ettepression � doit se hanger en sution �, e qui, explique-t-il, lui � paroît fort di�ile àonevoir �612. Deux façons d'interpréter l'existene d'une pression négative opposent,autrement dit, les deux géomètres dans es deux ouvrages. Le savant français l'ap-préhende en terme de séparation du �uide en deux masses amenées à poursuivre leurmouvement indépendamment l'une de l'autre, là où son onfrère bâlois ne voit qu'unphénomène assimilable, en termes modernes, à l'apparition d'une zone de dépressionlatérale du �uide.C'est dans la setion XII de son Hydrodynamique (1738) que D. Bernoulli fait partde ette interprétation. Cette partie de son traité se voit plus généralement dédiée àla dé�nition de la pression d'un �uide en mouvement. Elle ontient notamment, etomme haun sait, la première formulation du théorème aujourd'hui onnu sous lenom de loi de Bernoulli. Quoiqu'il se borne, omme D'Alembert en 1744, à onsidérerla pression omme un e�ort externe exeré par la masse globale de �uide sur les parois612 D'Alembert, Ibid. note 603, art. 149, p. 126.



284 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783du vase ontre lequel elle s'éoule, quoiqu'il ne dé�nisse don pas le onept de pressioninterne et n'établisse, pour ette raison, qu'une version embryonnaire du dit théorème� limitée, rappelons-le, aux éoulements stationnaires �, ette élèbre déouverte n'enrepose pas moins sur une idée innovante, témoignant d'une façon di�érente, de elle dusavant français, d'appréhender ette notion.Partant du onstat que � eux qui traitèrent de la pression des eaux oulant à traversles onduites d'eau [. . . ℄ ne rapportèrent pas d'autre hose que des lois des �uides enéquilibre �, il propose en e�et d'y dépasser les � règles ommunes de l'Hydrostatique �613.� J'ai ainsi ajouté ave le plus grand suès �, explique-t-il614,� une nouvelle partie à la Théorie des eaux, qui, pare qu'elle regarde à la fois,d'une part le mouvement des �uides, d'autre part la pression, m'a très justementsemblé devoir être appelée hydraulio-statique �.Cette théorie � hydraulio-statique �, D. Bernoulli l'expliite sur deux types de pro-blèmes. Le premier a pour objet le mouvement d'un �uide dans un vase vertial pro-longé à sa base par un tube horizontal in�niment mine. Désormais fort élèbre, arontenant la première ébauhe de l'atuel théorème de Bernoulli, il apparaît dans laquasi-totalité des ouvrages versés dans l'histoire du développement de la méaniquedes �uides au XVIIIe sièle615. A�n d'aborder ette théorie et la dé�nition qui lui estassoiée, nous aorderons ainsi notre préférene au seond qui, nous ne tarderons pasà le voir, onstituera le point d'ahoppement de sa polémique ave D'Alembert sur laquestion de la � pression négative �.Ledit problème onsiste à � trouver la pression de l'eau s'éoulant ave une vitesseuniforme dans un anal de forme et d'inlinaison quelonques �616. Ce anal ACD,représenté sur la Fig. XXXVIII, se termine par un ori�e o par lequel le �uide s'éhappe.Il est, d'autre part, surplombé d'un réservoir d'eau NMPQ supposé in�niment grand,grâe auquel le savant s'assure de l'uniformité, ou de la stationnarité, de l'éoulement.La pression est herhée en CF .Selon la théorie � hydraulio-statique � de D. Bernoulli, elle-i doit être617� proportionnelle à l'aélération ou à l'aroissement de la vitesse que reevrait613 D. Bernoulli, Hydrodynamique, Strasbourg, 1738, Set. XII, � 1, p. 255.614 D. Bernoulli, Ibid. note 613, Set. I, � 8, p. 6.615 Voir C. Truesdell, � Editor's Introdution : Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, Opera Omnia,série II, vol. 12, Zürih, 1954, p. XXVII-XXX; ; H. Rouse et S. Ine, History of hydraulis, New-York,1963, p. 96-106 ; C. Truesdell, Essays in the History of Mehanis, Springer Verlag, New-York, 1968,p. 219-224 ; G. K. Mihaïlov, � Introdution to Daniel Bernoulli's Hydrodynamia �, Die Werke vonDaniel Bernoulli, Hydrodynamique II, vol. V, éditions Birkhäuser Verlag, Bâle, 2002, p. 67-73 ; O. Dar-rigol, Worlds of �ow : A history of hydrodynamis from the Bernoullis to Prandtl, Oxford UniversityPress, 2005, p. 7-9.616 D. Bernoulli, Ibid. note 613, Set. XII, � 10, p. 261.617 D. Bernoulli, Ibid. note 613, Set. XII, � 5, p. 257-258.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 285l'eau si tout obstale au mouvement s'évanouissait en un instant, de telle sortequ'elle soit immédiatement éjetée dans l'air �.Le savant suppose don la rupture soudaine du anal au niveau de sa perpendiulaire
CE et ramène ainsi le problème au alul de l'aélération ou de la déélération quela tranhe in�nitésimale de �uide CEGF , de vitesse v et de masse dx, reevrait dansl'intervalle de temps dt suivant ette rupture.

Fig. XXXVIII � Eoulement d'un �uide dans un onduite inlinée
ACD de setion variable.Il applique, pour e faire, le prinipe fondant sa théorie des éoulements, à savoir leprinipe de onservation des fores vives � voir le hapitre I, p. 40 �, qui onsistera iià égaler la � montée potentielle � du �uide dans le anal tronqué AEC et la � desenteatuelle � orrespondante. Cette montée potentielle équivaut à l'aroissement de forevive engendrée par la rupture du anal en CE. Elle doit tenir ompte� de l'aroissement de la fore vive αvdv de l'eau dans le nouveau anal AEC.Du fait de l'uniformité de l'éoulement, la fore vive de l'eau après la ruptureest en e�et, selon Bernoulli, proportionnelle à la fore vive v2

2
de l'eau avantette rupture. α désignant le rapport entre le arré des ouvertures CE et o, elle



286 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783s'exprime dès lors sous la forme αv2

2
et génère l'aroissement de fore vive αvdv ;� de l'aroissement de fore vive v2

2
dx engendré par l'éjetion de la tranhe en CE.L'aroissement total de fore vive vaut don αvdv +

v2

2
dx. La desente atuelle or-respond, quant à elle, à la vitesse aquise par la hute de la tranhe CEGF à travers lahauteur vertiale a de l'eau au-dessus du point C. Elle vaut don gadx. De l'appliationdu prinipe de onservation des fores vives, D. Bernoulli tire ainsi l'équation

αvdv +
v2

2
dx = gadx,soit

α
vdv

dx
= ga − v2

2
,ou enore, sahant que dt =

dx

v
,

α
dv

dt
= ga − v2

2
.La pression � hydraulio-statique � p s'exerçant en FC, proportionnelle, par dé�ni-tion, à l'aélération dv

dt
engendrée par la rupture de la paroi en CE, orrespond don àla quantité ga − v2

2
, ou, e qui est la même hose, à la quantité p = g(a − b), pour peuque l'on onsidère la fore vive v2

2
omme étant due à la hauteur de hute b.D. Bernoulli en donne deux interprétations di�érentes :� ette pression p = ga − v2

2
peut être vue omme la di�érene entre la pression dueà la vitesse d'un �uide s'éoulant uniformément depuis une hauteur a et la vitessequ'elle aquiert sous l'e�et de la rupture du anal en CE ;� la même pression p = g(a − b) donne également la hauteur à laquelle l'eau mon-terait dans le tube vertial FTC si l'on perçait subitement la paroi du anal en

FC.D'un point de vue moderne, la relation p = ga − v2

2
orrespond à la forme embryonnairede notre atuel théorème de Bernoulli. Elle en serait plus prohe si, omme nous l'évo-quions à l'instant, le savant avait onçu ette pression omme s'exerçant à l'intérieur du�uide au lieu de la traduire en terme d'e�ort s'exerçant sur la portion FC de la paroidu anal AEC. Cette dé�nition reste néanmoins ohérente ave sa façon de onsidérerl'éoulement omme le mouvement d'une masse de �uide AEC restreinte à son entrede gravité, ou, e qui est la même hose, ave l'emploi de la version � intégrale � duprinipe de onservation des fores vives fondant sa théorie dans l'Hydrodynamique. Elle



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 287n'apporte pas moins une idée physique importante, onsistant à établir un lien diretentre la pression et la vitesse du �uide618.Conséutivement à la résolution du problème préédemment évoqué, D. Bernoulliétablit le orollaire suivant619 :� Lorsque a est plus grand que b, la quantité a−b devient négative, et la pression sehange ainsi en suion, 'est-à-dire que les parois du anal sont pressées de dehorsen dedans ; e qu'il faut entendre de la même manière, que si au lieu de la olonne
CT qui pèse de haut en bas, il y avait dans une branhe vertiale et ontiguë autuyau, une olonne d'eau suspendue, dont l'e�ort pour desendre fût arrêté parl'eau qui oule dans le tuyau �.Comformément à sa théorie � hydraulio-statique � qui, omme nous l'avons vu,repose sur l'établissement d'une relation direte entre une variation soudaine de la pres-sion au niveau de la onduite et la naissane d'une fore aélératrie suseptible de fairemonter le �uide jusqu'à une ertaine hauteur T dans le tuyau vertial RCF adapté àl'ori�e FC (voir la Fig. XXXVIII), l'apparition d'une � pression négative � doit don,selon lui, se traduire en terme de � suion �, 'est-à-dire de dépression du �uide selonune diretion perpendiulaire aux parois du anal.Dans l'art. 149 de son traité de 1744, D'Alembert y voit, a ontrario, une véri�ationde son ritère de séparation du �uide, selon lequel une valeur négative de la pressiononduit à la mise en défaut de la ondition d'équilibre de la masse totale de �uide,et don, d'après les expliations préédentes, à une rupture de ontat entre les deuxportions supérieure et inférieure de ette masse.Cette polémique béné�ie d'un arbitrage donné par Euler dans sa lettre à sononfrère français du 29 déembre 1746. Quoique plusieurs ontributions à et éhangeépistolaire ait été égarées, nous disposons enore, omme le rapporte C. Truesdell620,de deux lettres de D'Alembert datées du 29 janvier et du 24 mars 1747. Plus probable-ment solliité par e dernier que par D. Bernoulli, Euler ne se risque pas franhement,au premier abord, à prendre parti pour l'un ou l'autre des deux géomètres : � quoiqued'autres oupations �, érit-il621,� ne m'ayent pas enore permis d'examiner ave asses d'appliation vos di�erendsave Mr Bernoulli sur la pression d'un �uide ontre les parois d'un vase, quand la618 Dans son � Editor's Introdution : Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, Opera Omnia, série II,vol. 12, Zürih, 1954, p. XXVI, C. Truesdell a�rme de même que � la détermination simultanée de lapression et de la vitesse apparaît pour la première fois dans la setion XII �.619 D. Bernoulli, Ibid. note 613, Set. XII, � 11, p. 263.620 Voir C. Truesdell, � Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1954, p. XXXVIII.621 Correspondane Euler�d'Alembert, in Euler, Opera Omnia, série IV A, vol. 5, R. Taton et A.P. You-shkevith (dir.), Birkhaüser Verlag, 1980, lettre 3, p. 251.



288 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783formule, qui en exprime la valeur devient négative, je rois pourtant que vos raisonssont aussi bien fondées, que elles de Mr Bernoulli �.Il n'en pointe pas moins deux aspets de la théorie de la séparation des �uides deD'Alembert. Ce dernier n'a, selon lui, pas tenu ompte de la pression de l'atmosphèredans sa façon de traiter le sujet. Il fait, dans le même temps, intervenir une notiondont il onteste l'in�uene, l'adhérene des parties du �uide entre elles. Considérantl'éoulement d'un �uide dans un vase vertial ABDC peré d'un ori�e en son fond, etdont la paroi latérale se trouverait soudainement ouverte en P (voir la Fig. XXXIX622),Euler a�rme ainsi que623,� 'est une ironstane étrangere à laquelle il faut attribuer l'e�et de la sution,que l'experiene montre trop lairement, pour qu'on en puisse douter ; et que en'est pas meme l'adhrene des parties de l'eau, omme vous sembles le soutenirpage 126 [Traité des �uides, art. 149℄, qui en est la ause �.

Fig. XXXIX � Ouverture soudaine, en P , de la paroi latérale d'unvase, peré d'un ori�e en son fond, dans lequels'éoule un volume de �uide ABDC.� Comme il s'agit de determiner la fore �, poursuit-il624,� dont les partiules de l'eau sont omprimées ensemble, vous ne onsideres quela fore, qui resulte de l'ation mutuelle de es partiules, qui etant posée = q, ilest lair, que si q est une quantité positive, les parois seront pressés ave la mêmefore [. . . ℄. Mais quand q devient une quantité négative, il n'y a auun doute, quel'eau ne devroit esser d'être ontinu dans le tuyau, (à moins faisant abstration de622 Cette �gure ne orrespond qu'à une reprodution partielle de la �gure autographe apparaissantsur la lettre d'Euler du 27 déembre. Celle-i omporte également un tuyau adapté en P et plongé dansun vase rempli d'eau posé aux pieds du vase ABDC, des éléments dont nous n'avons pas tenu omptepare qu'ils ne renvoient qu'à la seonde partie du raisonnement d'Euler sur le sujet.623 Euler fait ii référene à � toutes les expérienes que nous avons faites ensemble [ave D. Bernoulli℄à Petersbourg � dans le ourant de la période 1730-1733, ainsi qu'il l'explique dans la suite de la mêmelettre.624 Ibid. note 621.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 289l'adherene des parties, dont l'e�et, à e qu'il me paroît, ne sera pas onsidérable),pourvu que q exprimât toute la fore de ompression. Or je remarque que vousn'avés pas eu egard de la pression de l'atmosphere, qui augmente de son poids lapression de l'eau, et partant nommant la pression de l'atmosphere = h, la pressionde la partiule de l'eau en P ne sera pas = q, quantité qui resulte de votre theorie,mais elle sera h + q. Don dans le as que q devient négative savoir q = −p, lapression de l'eau en P étant = h − p ne laissera d'être a�rmative ['est-à-direpositive℄, pourvu que p < h et e sera la raison, pourquoi l'eau ne essera pas derester ontinu �.Au sujet de la pression de l'atmosphère h, il n'y a évidemment auun doute sur lefait que la valeur de la pression q doive en dépendre. Dans sa réponse du 29 janvier1747, D'Alembert ne onteste d'ailleurs pas son r�le dans e problème. Il s'interroge enrevanhe ouvertement sur la façon de la prendre en ompte625 :� J'ay fait abstration dans toute ma theorie de la pression de l'athmosphere, etil me paroit que M. Bernoully en a fait aussy abstration. A l'egard de la manièredont vous l'y faites entrer en l'ajoutant à la pression p, permettés moy de vousdire que je ne vois pas lairement qu'on doive prendre h + p pour la pression d'unetranhe. L'ation de l'atmosphere sur un �uide qui oule hors d'un vase me paroittres di�ile à determiner �.Pourquoi ne voit-il � pas lairement qu'on doive prendre h + p � pour la pression de latranhe située au niveau de P ?Rappelons-nous tout d'abord que, dans le Traité des �uides, D'Alembert ne déter-mine pas les valeurs des pressions pAB et pCD s'exerçant sur les surfaes supérieureet inférieure du volume de �uide à partir de l'argument selon lequel es deux surfaessont libres et non soumises à la pression de l'atmosphère, mais omme un orollairede son équation du mouvement, à savoir, dans le as présent, ∫ C

A

(

g − dv

dt

)

dx = 0 :'est, selon lui, pare que les quantités ∫ A

A

(

g − dv

dt

)

dx = 0 et ∫ C

A

(

g − dv

dt

)

dx = 0sont nulles que pressions sur les surfaes supérieure et inférieure le sont aussi. Cei nousamenait à penser que l'annulation du di�érentiel de pression pCD − pAB entre les deuxsetions libres du volume de �uide onstitue une information posée a priori par le sa-vant.Il est don, dans e ontexte, raisonnable de penser que la prise en ompte de lapression s'exerçant sur la surfae supérieure AB du vase représenté sur la Fig. XXXIXlui pose problème. Il lui faudrait en e�et, pour y parvenir, onsidérer la quantité
∫ C

A

(

g − dv

dt

)

dx omme équivalente au di�érentiel pCD − pAB et, de la même façon, la625 Ibid. note 621, lettre 5, p. 257.



290 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783pression ∫ P

A

(

g − dv

dt

)

dx à la hauteur P omme la somme de la pression interne (oude l'ation mutuelle des partiules) q et de la pression s'exerçant sur AB, de telle sorteque la quantité q + h orresponde à la valeur de la pression de la tranhe en P . C'este qui lui paraît ii di�ile à admettre.D'Alembert assimile par ailleurs, dans ette lettre, la pression h + p à la pressiond'une tranhe, preuve qu'il ne onçoit don pas l'existene de deux pressions internesdi�érentes s'exerçant de part et d'autre de ette tranhe, omme le fait pour la premièrefois Euler dans son mémoire � Sur le mouvement de l'eau par les tuyaux de onduite �,mais l'existene d'une unique pression ∫ P

A

(

g − dv

dt

)

dx imprimée par la portion su-périeure, égale à elle ∫ P

B

(

g − dv

dt

)

dx qu'exere la portion inférieure du volume de�uide en mouvement dans le vase. L'existene de ette unique pression interne, ommenous l'expliquions plus avant, onstitue la garantie du ontat entre les deux portionset, pare qu'assoiée à la destrution d'une partie du mouvement au sein de haquetranhe, la garantie de l'équilibre ou de la ohésion de l'ensemble.Si le savant ajoute en�n, dans sa réponse à Euler du 29 janvier 1749, que � l'ationde l'atmosphere sur un �uide qui oule hors d'un vase lui paroit tres di�ile à détermi-ner �, 'est, omme nous l'avons déjà noté, pare que le savant n'envisage pas l'in�uenee�etive de la pression à la hauteur P autrement que omme l'e�ort qui s'exere sur laparoi du vase ontre lequel le �uide s'éoule. On omprend ainsi que le perement d'unori�e en P omplique enore, selon e point de vue, la détermination de la pression àette hauteur.Au sujet de l'adhérene des partiules �uide entre elles, D'Alembert, omme le sou-ligne Euler, porte e�etivement une grande attention à l'e�et de ette notion sur laquestion de la séparation du �uide. Dans l'art. 99 du Traité des Fluides, onsaré à esujet, il lui semblait e�etivement ertain626� que l'adhérene des parties du Fluide entr'elles, doit apporter ii quelque hange-ment, & qu'un Fluide, par exemple, renfermé dans un vase Cylindrique, & dont lapartie inférieure tendroit à se mouvoir plus vîte que la supérieure, pourroit formertoujours une masse ontinue, si l'adhérene des parties étoit assez grande pour quela partie inférieure pût entraîner la supérieure �.Répondant à la ritique d'Euler dans sa lettre du 29 janvier 1747, D'Alembert se défend,dans un premier temps, d'avoir � voulu dire que ette adherene put produire la su-tion �, ompte tenu du fait qu'elle est à l'origine d'une fore passive � au sein du �uidene pouvant � avoir auun e�et que de résister �. Il ne persiste ependant pas moins,626 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, art. 99, p. 83-84.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 291dans un seond temps, à a�rmer que627� le �uide essera d'être ontinu, au moins si on fait abstration de l'adherene desparties, pare qu'en e�et l'adherene des parties pourroit être telle qu'elle empêhatle �uide de se séparer �.Il semble que ette notion d'adhérene onstitue don la seule fore suseptible, selonlui, d'altérer la rupture de la ondition d'équilibre du volume de �uide. Il s'agit appa-remment, en ela, de la seule � fore interne � expliitement prise en ompte dans leadre de sa théorie des éoulements. Nous verrons que e terme apparaît pour la pre-mière fois dans le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780) et qu'il est e�etivementattahé à ette notion.Signalons d'ailleurs, avant de e faire, que le � XII du Mémoire 57, dans lequelD'Alembert revient longuement sur le problème de la séparation des �uides, porte lestraes de et éhange épistolaire ave Euler et semble onforter les éléments que nousvenons d'avaner. Après avoir dé�ni les trois onditions de séparation du �uide � nousen faisions préédemment état : voir p. 281 �, le savant explique en e�et avoir � faitabstration dans la solution préédente de l'adhérene des parties du �uide, & de lapression de l'atmosphere �628. � Si on vouloit en faire état �, explique-t-il, � rien neseroit plus faile � :� Pour ela, on nommera A la fore adhérene, & P la pression de l'atmosphère ; onherhera ensuite à haque instant la valeur de la pression en haque point, savoir,
px −

∫

dxdv

dt
; & tant que la plus grande valeur négative de ette pression ne serapas plus grande que A + P , il est lair que le �uide ne se divisera pas �.En d'autres termes, D'Alembert intégre don expliitement une fore d'adhérene, ontrel'avis d'Euler dans sa lettre de 29 déembre 1746, mais adopte toutefois la méthode dealul de la pression que e dernier lui avait opposée ainsi que le ritère de séparationassoié629. Notant (B) l'expression de la pression à la hauteur x et (C) l'équation dumouvement, il préise en�n, on�rmant e que nous expliquions plus avant onernantle statut de son équation du mouvement vis-à-vis de la prise en ompte des pressionss'exerçant sur les deux surfaes libres du volume de �uide onsidéré630 :� On ajoute [A + P ℄ à l'équation (B) & non à l'équation (C), pare que la quantitéexprimée par l'équation (B) est la pression dans les parties intérieures, qui peut être627 Ibid. note 621, lettre 5, p. 257.628 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � XII, art. 25, p. 191-192.629 Notons que la quantité px −

∫

dxdv

dt
apparaissant dans et extrait orrespond à e que nousnotions préédemment ∫ P

A

(

g − dv

dt

)

dx dans la situation de la Fig. XXXIX, et que la valeur négativede ette pression, dans ette itation de D'Alembert, orrespond à e qu'Euler notait p (ave p = −q,
q étant la pression) dans sa lettre du 29 déembre 1746.630 D'Alembert, Ibid. note 628, art. 28, p. 192.



292 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783négative, & que la quantité exprimée par l'équation (C) exprime une quantité quidoit toujours être nulle, indépendamment de l'adhérene des partiules du �uide,& du poids de l'atmosphère �.Outre ette tardive et partielle prise en ompte des remarques d'Euler dans le Mé-moire 57 � XII de ses Opusules t. VIII (1780) � préisons que le nom d'Euler n'yest auunement mentionné, pas plus que elui de D. Bernoulli �, D'Alembert revientexpliitement sur ette polémique de la pression négative à plusieurs endroits de son÷uvre : dans le � XVIII du Mémoire 4 des Opusules t. I (1761), dans l'artile � Hydro-dynamique � de l'Enylopédie631 et dans l'ajout à l'art. 149 de la seonde édition deson Traité des �uides (1770). Il y reprohe essentiellement à D. Bernoulli, omme il lefait déjà dans sa seonde réponse à Euler du 24 mars 1747, de ne pas avoir expliitementmentionné la prise en ompte de la pression de l'atmosphère dans son raisonnement dela setion XII, � XI, de l'Hydrodynamique. Ses retours sur le sujet dans l'artile � Hydro-dynamique � de l'Enylopédie et la seonde édition du Traité des �uides ontiennentpar ailleurs un extrait de la lettre de son onfrère berlinois du 29 déembre 1746.Quant à la question onsistant à savoir lequel de D'Alembert ou de D. Bernoulli araison sur ette question de la pression négative, notons que si, d'un point de vue a-tuel, l'interprétation de D'Alembert en terme de séparation du �uide s'impose vis-à-visde elle, erronée, de D. Bernoulli, la querelle entre les deux savants traduit avant toutdeux façons di�érentes de onevoir le mouvement d'un volume de �uide à l'intérieurd'un vase ou d'une onduite et, par là-même, deux manières distintes d'appréhender leonept de pression. A l'exeption des points de désaords préédemment mentionnés,Euler adopte, quant à lui, la théorie de séparation des �uides proposée par D'Alembertdans la première édition de son Traité des �uides, mais l'aborde, ela va de soi, selonsa propre approhe des éoulements632.La préédente desription que nous donnions du onept de pression hez D'Alem-631 Enylopédie, t. VIII, 1765, p. 371b-373b.632 Voir, par exemple, la p. 323 de son mémoire � Reherhes sur l'e�et d'une mahine hydrauliqueproposée par Mr. Segner Prof. à Gottingue �, HAB année 1750 (1752), p. 311-354 ; Opera Omnia,série II, vol. 15, p. 1-39 (E179).Dans son � Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, 1954, p. XLVII, C. Truesdell ite, sur e sujet,le � LXXXI du mémoire d'Euler intitulé � Theorie plus omplette des mahines qui sont mises enmouvement par la reation de l'eau �, HAB année 1754 (1756), p. 227-295 ; Opera Omnia, série II,vol. 15, p. 157-218 (E222). C. Truesdell y assimile la séparation des �uides au phénomène modernede avitation. Il érit ainsi que � D'Alembert a onsidéré une valeur négative de la pression ontre laparoi omme révélatrie du début de la avitation �. � Cependant �, ajoute-t-il, � son argumentationne fait auune mention de la pression interne et est extrêment dure à suivre. Ave Euler nous avonsune expliation laire [du phénomène de avitation℄ et substantiellement exprimée en termes atuels �(p. XLVII). Notons que e parallèle entre le problème de la séparation des �uides et la avitation,phénomène omplexe engageant notamment la notion de pression de vapeur saturante du �uide, nousparaît quelque peu anahronique.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 293bert se trouve, quoi qu'il en soit, onfortée par l'étude ette polémique. La notion de� pression à la hauteur x �, onsidérée dans la diretion de l'éoulement, orrespond à lapression qui s'exerçe au niveau d'une tranhe � il s'agit de la pression de ette tranhe� et qui se trouve onstamment ontrebalanée par une même pression s'exerçant dansle sens inverse, du moins tant que l'équilibre du volume de �uide subsiste. Cet équilibreva par ailleurs de pair ave la destrution d'une partie du mouvement dans l'ensembledes autres tranhes du �uide, ette destrution renvoyant, à haque hauteur x, à e queD'Alembert dé�nit dans la préfae du Traité des �uides omme la � pression mutuelledes partiules de �uide �.Si sa méthode de mise en équation et l'approhe globale du mouvement du volumede �uide qui lui assoiée lui permettent ainsi d'en faire abstration, reste maintenant àsavoir s'il onçoit physiquement ette pression mutuelle des parties du �uide en terme defore interne. Certaines remarques et raisonnements disséminés au sein du Mémoire 57des Opusules t. VIII montrent qu'il s'agit là d'une question pertinente, ne serait-equ'en raison de la façon dont la notion d'adhérene des parties du �uide se trouveexpliitement envisagée dans e quatrième et dernier traité d'hydrodynamique.Des ré�exions de D'Alembert sur la notion de fore internedans le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780)Dans le hapitre préédent, nous avions pu onstater que Borda étend à tort sathéorie des pertes de fores vives aux problèmes engageant des onduites dont la se-tion augmente de façon ontinue. D'Alembert, en 1780, lui oppose le respet de la loi deontinuité, une loi diretement assoiée, omme nous l'avions vu, à sa façon de onevoirle omportement d'un �uide, et selon laquelle les vitesses évoluent par degrés insensiblesau sein d'un éoulement. Nous nous étions alors étonnés de l'absene de référenes aur�le joué par le onept de pression interne dans e type de onduite, pression dontla variation, onséutive à elle de la setion, équivaut en e�et à la fore aélératrieresponsable du hangement de vitesse. Pourquoi D'Alembert n'use-t-il pas de et argu-ment pour réfuter l'idée avanée par Borda dans son � Mémoire sur l'éoulement � de1766 ?L'art. 2 du Mémoire 57, � VII, o�re un premier élément de réponse. � Nous obser-verons d'abord �, y érit-il633,� qu'indépendamment même de [la℄ fore de tenaité & d'adhérene, il faut nées-sairement admettre dans les tranhes horisontales du �uide, une fore qui tende àrapproher & à resserrer es parties des parois vers l'axe �,ar, poursuit-il,633 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � VII, art. 2, p. 118.



294 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783� il est lair que la vitesse vertiale dans haque tranhe sera en raison inverse desa largeur, e qui ne peut être si on n'admet pas une fore horisontale qui tende àresserrer les parties du �uide, 'est-à-dire, des parois vers l'axe. �D'Alembert omprend ainsi, d'après e passage, qu'outre la fore de ténaité et d'adhé-rene de �uide servant au maintien de l'horizontalité des tranhes et tendant à opposerune résistane au phénomène de séparation, une autre fore aélératrie est néessairepour expliquer le resserrement des tranhes du fait de la variation de la setion. Il évoquenéanmoins une fore horizontale a�n de subvenir à e manque, e qui peut, au premierabord, paraître étonnant.Examinons, avant de tenter d'y voir plus lair, un autre passage du mémoire, tirédu � IV. Le savant y examine la validité de son hypothèse des parties stagnantes, 'est-à-dire la validité de l'hypothèse du parallélisme des tranhes restreinte à un vase �tif
AQEFND orrespondant au vase ylindrique ABDC débarrassé des parties stagnantes
QCE et FND situées de part et d'autre de l'ori�e inférieur EF � voir la Fig. XXXVI,p. 262. � Il est vrai �, explique-t-il à e sujet634,� que ette hypothèse du parallélisme des tranhes ne peut subsister rigoureusementave les Loix de l'Hydrostatique, au moins tant qu'on n'admettra d'autre fore dansles partiules du �uide que elle de la pesanteur �.Il évoque don à nouveau, dans et extrait, la néessité d'introduire une autre fore a-élératrie, di�érente de l'aélération de la pesanteur. Il s'agit ependant ii de garantirle prinipe d'égalité de la pression en tous sens à l'intérieur du �uide.Quelques lignes plus loin, le savant préise le n÷ud du problème : le mouvementdes partiules prohes des parois devant � se faire suivant les �tés du vase �, il seradon � néessairement oblique �635. Il subsiste, par onséquent, une omposante hori-zontale de la vitesse, ou de la fore aélératrie, que ses prinipes ne lui permettent pasde détruire. Il manque, par là-même, une fore horizontale suseptible d'assurer ettedestrution, une fore horizontale qu'il lui semblait justement néessaire d'introduire,d'après l'extrait sus-ité, a�n d'expliquer le resserrement des parties du �uide dans unvase de setion onvergente.Nous voyons don ii apparaître une représentation bidimensionnelle pour les parti-ules de �uide prohe des parois. Nous avions néanmoins longuement insisté, notammentdans la première partie de e hapitre, sur le adre d'étude unidimensionnel que le savantattahe à sa dé�nition du onept de pression. Que peut-on en onlure ?Notre étude nous montrait que, dans l'art. 173 du Traité de dynamique (1743), l'équi-libre hydrostatique déoule loalement, dans la diretion de l'éoulement, de l'égalitédes poids exerés par les deux portions d'un ylindre de �uide enadrant une tranhe.C'est par e biais que le savant parvient à établir son équation du mouvement. Cette634 D'Alembert, Opusules t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � IV, art. 6, p. 76.635 D'Alembert, Ibid. note 634.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 295distintion entre un ylindre entral de �uide et les portions respetivement situées depart et d'autre de e ylindre onstitue un lieu ommun dans le Mémoire 57 � voir le� II, le � IV, le � VII et le � VIII, dédié à l'examen � de la pression qu'un �uide mu dansun vase exere sur les parois du vase �. Dans le Traité des �uides, D'Alembert onsidé-rait par ailleurs, rappelons-le, les fores aélératries animant le �uide dans es deuxportions extérieures au ylindre omme étant responsables de la pression s'exerçant surles parois du vase.Cette façon d'établir l'équilibre des pressions au sein du �uide ne prend, ela vade soi, pas en ompte les variations loales de setion de la onduite. Partant de là,les partiules situées à l'extérieur de e ylindre, 'est-à-dire dans la partie du �uidesoumise aux variations de la setion, sont alors suseptibles de prendre des diretionsobliques au lieu de la diretion vertiale ommune aux autres partiules de la mêmetranhe : l'homogénéïté de la vitesse du �uide au sein de la tranhe serait ainsi remiseen question, de même que la véri�ation du prinipe de l'hydrostatique dans les partiesextérieures au ylindre entral.Il apparaît, autrement dit, une sorte de ontradition manifeste entre une dé�nitionunidimensionnelle de la pression et la onsidération d'un hamp de vitesse bidimen-sionnel dans les portions de �uide extérieures au ylindre entral de �uide. Si une telleondradition se fait jour, 'est peut-être que l'équilibre des pressions au niveau dehaque tranhe se voit établi à l'intérieur de e ylindre, 'est-à-dire à l'intérieur d'uneonduite de setion onstante, alors même que l'égalité des vitesses doit être garanti surla largeur orrespondante du vase. Ce pourrait de même être la raison pour laquelle ilse voit ontraint de disuter de la destrution des omposantes horizontales des vitessesau niveau des parois, pare que son éoulement, dirions-nous en termes modernes, n'yest pas unidimensionnellement struturé.Pour e qui est, à présent, de la nature de ette fore horizontale manquante, D'Alem-bert onlut, dans e même � IV du Mémoire 57636,� qu'il doit y avoir dans le �uide quelque fore intérieure de tenaité ou d'adhérene,ou quelqu'autre fore que e soit �.Cette notion d'adhérene des partiules de �uide entre elles apparaissaît déjà à l'oa-sion de notre examen de sa réponse à l'arbitrage rendu par Euler sur la question de lapression négative. Elle onstituait alors une fore de résistane à la perte de ohésiondu volume de �uide étudiée. Nous onstations par ailleurs que D'Alembert l'introduitexpliitement dans la nouvelle formulation du ritère de séparation d'un �uide en mou-vement qu'il donne dans le Mémoire 57 � XII de ses Opusules t. VIII (1780) : il laprésente, en et endroit, sous le voable de � fore d'adhérene �637 et l'ajoute, ave lapression de l'atmosphère, à son expression de la pression à la hauteur x. Nous avions636 D'Alembert, Ibid. note 634, art. 6, p. 76-77.637 D'Alembert, Opusules, t. VIII, Paris, 1780, Mémoire 57, � XII, art. 25, p. 191.



296 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783également abordé ette notion d'adhérenes des partiules de �uide entre elles dans lehapitre VI de notre travail � voir p. 178. Elle permettait, rappelons-nous, de garantirl'hypothèse du parallélisme des tranhes, en empêhant que les partiules prohes deparoi ne desendent plus vite que les autres.Dans tous les as, l'adhérene génére une fore s'exerçant à l'intérieur du �uide, et,plus intéressant enore, D'Alembert la désigne expliitement sous le voable de � fore �,et même de � fore interne �638, dans le Mémoire 57. Le terme, à notre onnaissane,n'avait jusqu'alors jamais été employé par le savant dans le adre de ses reherhes enhydrodynamique. Il est don urieux de voir qu'il n'ait pas été évoqué au sujet de lapression.Nous onstations en e�et, dans e hapitre, que la notion de pression interne n'estpas expliitement formalisée par le savant, mais transparaît néanmoins impliitementdans sa méthode de mise en équation du mouvement d'un volume de �uide à l'intérieurd'un vase ou d'un anal. Outre les informations que nous venons de donner onernantle statut que D'Alembert aorde à la notion d'adhérenes des partiules de �uideentre elles, nous ne disposons don d'auun élement diret permettant de tranher laquestion qui onsisterait à savoir si, malgré sa dé�ane envers la notion de fore, etplus partiulièrement de fore interne, le savant appréhende physiquement le oneptde pression interne omme une fore agissant à l'intérieur d'un �uide en mouvement.Il nous faut toutefois souligner que nous nous sommes ii essentiellement ontentésd'une étude du statut de e onept dans les deux éditions de son Traité des �uides(1744, 1770), dans le hapitre de l'Essai sur la résistanes des �uides (1752) dédié à sadé�nition dans le as du mouvement et de l'équilibre et dans le Mémoire 57 de ses Opus-ules t. VIII (1780). Il est ainsi un traité important du savant que l'examen de notreorpus de thèse ne nous a pas laissé le temps ni l'oasion d'aborder : ses Ré�exionssur la ause générale des vents (1747). Cet ouvrage, dans lequel D'Alembert développel'approhe bidimensionnelle spéi�quement appliquée à l'équilibre, à la résistane etau mouvement des �uides dans l'Essai sur la résistane des �uides, apparaît en e�etomme fort instrutif de e point de vue. C'est e qu'il ressort notamment de l'étudeque l'historien O. Darrigol en a donnée639, étude dans le ourant de laquelle e derniernote que D'Alembert y est � onsient des deux approhes permettant de parvenir àl'équation du mouvement, à savoir, par le biais de son prinipe de la dynamique, et parle biais d'une appliation de la seonde loi de Newton à un élément de �uide subissant lapression des éléments qui lui sont ontigus �640. � Dans ertaines setions �, ajoute-t-il,� il a favorisé la première approhe, dans les autres la seonde �641.638 D'Alembert, Ibid. note 634, art. 7, p. 78.639 O. Darrigol, Worlds of �ow : A history of hydrodynamis from the Bernoullis to Prandtl, OxfordUniversity Press, 2005, p. 16-19.640 O. Darrigol, Ibid. note 639, p. 18.641 O. Darrigol, Ibid. note 639, p. 18.



CHAPITRE VIII : LE CONCEPT DE PRESSION 297D'Alembert, à la lumière de e onstat, est don apable d'appliquer l'approhed'Euler à un élément de �uide et, e faisant, paraît être onsient des fores internes depression qui s'y appliquent. C'est peut-être là la réponse que nous herhions onernantsa façon d'appréhender le r�le du onept de pression interne : quoique onsient dur�le joué par ette notion au sein de l'éoulement, D'Alembert n'en préfère pas moins,omme l'a�rme O. Darrigol642, sa propre démarhe de mise en équation du mouvementdes �uides, fondée sur l'emploi de son prinipe de dynamique, à elle d'Euler, repo-sant sur l'appliation de la seonde loi de Newton, e onformément à sa position surla polémique entourant la dé�nition du onept de fore, laquelle position onsiste àprosrire entièrement � les fores inhérentes au Corps en Mouvement, êtres obsurs &Métaphysiques, qui ne sont apables que de répandre les ténèbres sur une Siene �,la dynamique, � laire par elle-même �643. Cela ne l'empêhera pas ependant, ommenous venons de voir, d'introduire de façon paradoxale une � fore interne � due à l'adhé-rene des partiules de �uide entre elles dans sa théorie des éoulements du Mémoire 57des Opusules t. VIII (1780).

642 O. Darrigol, Ibid. note 639, p. 15.643 D'Alembert, Traité de dynamique, Paris, 1743, Disours préliminaire, p. xvj.





CONCLUSIONComme nous vous l'annonions dans l'introdution à ette thèse, la polémique aveBorda dans le adre de la rise de l'hydrodynamique des années 1770 ontraint D'Alem-bert à défendre le bien-fondé de sa théorie de 1744. Les réponses données dans la seondeédition du Traité des Fluides (1770), dans le Mémoire 51 � IV des Opusules t. VI (1773)et le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780) ontiennent ainsi un ertain nombre d'ap-profondissements grâe auxquels nous avons été en mesure de préiser le r�le et le statutphysique des onepts et prinipes fondateurs de son approhe unidimensionnelle deséoulements.Pour e qui est des prinipes, sa théorie repose sur l'appliation du prinipe dedynamique et du prinipe d'égalité de la pression en tous sens, l'emploi du premierpermettant de faire usage du seond. Cette méthode, fondamentalement di�érente del'approhe eulérienne, le onduit à une équation globale du mouvement et lui permetde faire � des fores s'exerçant à l'intérieur du �uide. De e point de vue, sa démarheest don omparable à elle proposée par D. Bernoulli dans son Hydrodynamique. C'estonformément à ette approhe que D'Alembert se borne à manipuler le onept depression omme une fore s'exerçant à l'extérieur du volume de �uide, sur les parois duvase ou du anal le long desquelles s'opère l'éoulement.Dans le même temps, ette méthode de mise en équation dans le as unidimension-nel jette un grand �ou sur e qui se passe physiquement à l'intérieur dudit volume de�uide. Ce n'est pas sans lui poser de problèmes, lorsqu'il s'agit par exemple de démon-trer la validité de l'hypothèse du parallélisme des tranhes ou lorsqu'il lui faut s'opposerà l'introdution d'une perte de fores vives, telle que D. Bernoulli et Borda la proposentrespetivement dans l'Hydrodynamique et le � Mémoire sur l'éoulement �. Sa théoriede 1744 présentait ertains signes avant-oureurs de es di�ultés. La polémique l'op-posant à Borda dans le ourant des années 1770 les font �nalement surgir au grand jour.L'un des aspets du problème tient à son approhe qui, nous l'avons vu, onsiste à sepasser de la onsidération des fores internes au sein de sa théorie des éoulements. Ceile onduit ainsi loalement à une disontinuité expliite dans le Mémoire 57 : il manquealors, de son propre aveu, une fore permettant d'assurer la validité des prinipes em-ployés lorsque la setion du vase varie, et par là-même, la validité de l'hypothèse duparallélisme des tranhes. Pour pallier es di�ultés, D'Alembert se repose onstam-ment sur les deux garde-fous que sont la loi de ontinuité et l'adhérene des partiules�uides.Le premier est très probablement le résultat de l'in�uene de l'Hydraulique (1742)



300 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783de J. Bernoulli sur sa théorie de 1744. Elle assure envers et ontre tout l'évolution pro-gressive, 'est-à-dire par degrés in�nitésimaux, de la vitesse du �uide, et onstitue donl'argument prinipal du savant ontre la théorie des pertes de fores vives de Borda.C'est ainsi que D'Alembert exprime sa oneption ontinue des éoulements dans le asunidimensionnel.Le seond, l'adhérene des partiules �uides, renvoie à sa façon d'appréhender lanotion de �uidité, 'est-à-dire à sa façon de traduire l'in�uene du omportement in-terne du �uide sur le omportement de l'éoulement à l'éhelle du vase. D'Alembertla présente, dans le Mémoire 57, omme étant à l'origine d'une � fore interne � de-vant permettre de détruire les vitesses ou fores aélératries horizontales qui tendentà inurver les trajetoires du �uide. Elle garantit, en d'autres termes, le maintien duparallélisme, 'est-à-dire la validité de l'approximation unidimensionnelle dans le asd'une variation de setion de la onduite.La loi leibnizienne de ontinuité et l'adhérene des partiules �uides renfermentainsi les propriétés � réelles � d'un �uide, telles que D'Alembert les appréhende dansle as unidimensionnel. Nous pourrions, en forçant exagérément le trait, les présenteren termes modernes omme les versants marosopique et mirosopique de sa onep-tion physique d'un �uide en mouvement. La première notion est ependant d'originemétaphysique, la seonde d'origine intuitive, e qui onstitue une preuve manisfeste deslimites de son � sens physique � pour e qui est de traduire le omportement interne du�uide sous la forme de grandeurs physiques. Ces deux notions, soulignons-le de nouveau,ne sont pas moins essentielles à la ohérene � mathématique � de sa théorie unidimen-sionnelle des éoulements, 'est-à-dire à la résorption d'une disontinuité qui, à défautd'avoir pu être résolue, ne lui a ependant pas éhappé.Dans le as bidimensionnel, la ohérene � mathématique � de sa théorie se su�t enrevanhe à elle-même et le dispense d'avoir reours à de telles notions. En assimilantles grandeurs physiques, telles que la vitesse ou la fore aélératrie, à des fontionsde plusieurs variables, puis en rendant es fontions di�érentiables grâe à la représen-tation d'un élément de �uide sous la forme d'un retangle in�nitésimal, D'Alembertouvre en e�et la voie à l'appliation du alul aux di�érenes partielles à l'étude d'unéoulement. Il dé�nit ainsi les prémies du onept moderne de hamp de vitesse etparvient à traduire mathématiquement la ontinuité de l'éoulement : le respet de laloi de ontinuité ou la fore induite par l'adhérene des partiules �uides ne sont plusnéessaires.C'est d'ailleurs par le biais de ette approhe analytique que le savant parvient àinnover fae à Borda dans le adre de la rise de l'hydrodynamique des années 1770.Nous montrions ainsi que l'hypothèse des tuyaux urvilignes variables, onstituant laprinipale nouveauté de son ÷uvre tardive, repose préisément sur l'emploi du alulaux di�érenes partielles. Cette nouvelle approximation, revenant, en termes modernes,à évaluer l'in�uene du aratère instationnaire de l'éoulement sur la forme des tubes



CONCLUSION 301de ourant, forme elle-même un prolongement des reherhes du Mémoire 4 des Opus-ules t. I (1761).Il s'agit don d'un autre aspet de ses travaux en hydrodynamique sans lequel nousn'aurions donné qu'une vision partielle de sa stratégie de reherhe en la matière : d'oùl'intérêt d'avoir proédé à un examen de sa théorie aussi bien du point de vue phy-sique que mathématique. Notre étude de la démarhe de résolution du savant fae àun problème physio-mathématique faisant intervenir des EDP nous permettait en e�etde mettre en évidene une forte imbriation entre Analyse et onsidérations physiques.Si ette imbriation le poussait d'un �té à onlure à l'impossibilité de résoudre leproblème dans le as bidimensionnel, elle engageait, de l'autre, une série d'importantesdéouvertes, dont l'hypothèse des tuyaux invariables que Borda présentera quelques an-nées plus tard omme une meilleure représentation des trajetoires réelles d'un �uides'éoulant à l'intérieur d'un vase. C'est, autrement dit, par le moyen d'un traitementmathématique qu'il parvient à la dé�nition d'une approhe intermédiaire entre l'uni-dimensionnel et le bidimensionnel. C'est don par le biais d'une représentation mathé-matique qu'il parvient à traduire rigoureusement sa oneption physique d'un �uide enmouvement, qu'il s'agisse de la ontinuité de l'éoulement, de la forme des trajetoiresou du r�le de la variable temporelle.D'un point de vue mathématique, les reherhes de D'Alembert en hydrodynamiquen'ont, de fait, rien à envier à elles de son rival Euler. Elles onstitueront égalementune importante soure d'inspiration pour Lagrange qui lui fera d'ailleurs parvenir son� Mémoire sur la théorie du mouvement des �uides � � lequel formera la dernièrepartie de sa Méanique analytique (1788) � ave sa lettre du 2 novembre 1782 a�nde le � soumettre à [son℄ jugement, omme à elui du réateur de ette théorie �. Leurlongue orrespondane sur le sujet montre à elle-seule l'intérêt que e dernier aura portéaux reherhes analytiques de son ami et onfrère français.Nous ne pourrons naturellement en dire autant de l'approhe unidimensionnellede D'Alembert. La représentation physique de l'éoulement qui lui est attahée ne luiaura e�etivement pas permis de dépasser les enjeux de la rise des années 1770, 'est-à-dire les propres faiblesses de sa théorie de 1744 auxquelles Borda s'attaquait, aveplus ou moins de justesse selon les as, mais ave pertinene, dans son � Mémoire surl'éoulement � de 1766.





EPILOGUEQuelques éléments de ré�exion sur la pérennité et la réeptionde l'÷uvre de D'Alembert en hydrodynamiqueIl paraissait di�ile d'ahever e travail sans dire quelques mots de la réeptionet de la pérennité de l'÷uvre de D'Alembert en hydrodynamique. Après avoir préiséplusieurs des aspets de la théorie des éoulements inompressibles du savant à la lumièrede ses reherhes tardives, il semblait également important de dresser un nouvel étatdes lieux des travaux historiques sur es di�érents érits, voire de orriger ertainsprésupposés traînant enore ouramment dans les études qui lui ont été onsarées.Nous n'en mettrons que mieux en évidene les zones d'ombres restant à défriher ausein de son ÷uvre.Le Mémoire 57 des Opusules t. VIII (1780) n'a, pour ommener, exeré auunein�uene sur le développement futur de la disipline. Comme nous le mentionnions dansle hapitre III, D'Alembert, omme dans la plupart des mémoires de ses derniers tomesd'Opusules, ne s'y adresse qu'à une petite dizaine de savants. Il s'agit essentiellement iide Lagrange, ave lequel il entretient une orrespondane sur le sujet jusqu'à la �n de savie, de Bossut, son plus �dèle disiple, et, nous l'avons vu, � expérimentateur attitré �,de Condoret, de Borda, à qui s'adresse la majorité des ritiques impliites renferméesdans e mémoire, de Laplae, et d'Euler. Le style de rédation et la struture laby-rinthique de ette pièe auraient de toute façon déouragé les plus persévérants de sesontemporains, omme elles déouragèrent les futures générations d'hydrodynamiiensainsi que l'ensemble des historiens versés dans l'étude du développement de la disi-pline à ette époque. Ce quatrième et dernier traité ne omporte, de surroît, auunedéouverte notable suseptible d'avoir attiré l'attention de ses pairs et de ses sues-seurs. C'est, omme nous l'avons montré, aux yeux d'un historien des sienes qu'il doitrevêtir le plus grand intérêt, pare qu'il fait, d'une part, état des questions se posantaux géomètres dans le ontexte de rise de l'hydrodynamique des années 1770, pareque les approfondissements donnés par D'Alembert permettent, d'autre part, d'aborderle reste son ÷uvre sous un nouvel angle.Parmi l'ensemble de ses reherhes en hydrodynamique, l'Essai sur la résistane des�uides (1752) est inontestablement onsidéré omme la plus méritante de ses ontri-butions au développement de la disipline, tout simplement pare qu'il pose, dans laontinuité de ses Reherhes sur la ause générale des vents (1747), une bonne partdes fondements, notamment mathématiques, ayant permis à Euler d'établir ses élèbres



304 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783équations. L'importane attribuée à e traité est ependant le fruit du travail des his-toriens des sienes dans la seonde moitié du XXe sièle : 'est grâe aux études deR. Dugas, de C. Truesdell, d'I. Szabò et de G. Grimberg, dont la réente thèse de Do-torat onstitue l'examen le plus juste et le plus détaillé de e point de vue, que l'Essaisur la résistane des �uides a aujourd'hui repris la plae qui lui est due. Il faut e�e-tivement souligner que les remarquables reherhes d'Euler dans ses trois mémoires de1755, et la larté de son exposé, ont longtemps élipsé, dès la �n du XVIIIe sièle, noussemble-t-il, ette ontribution de D'Alembert au développement de la disipline. Celan'a d'ailleurs rien de bien étonnant, ompte tenu du fait que les équations obtenues parle savant français en 1752 ne onstituent qu'un as très partiulier des équations géné-rales établies par son onfrère berlinois. L'indéniable supériorité des reherhes d'Euleren hydrodynamique ne laissera don que peu de plae à la juste reonnaissane desinnovations mathématiques introduites par son prédéesseur. D'Alembert, rappelons-le,n'est d'ailleurs de même onsidéré omme le fondateur de la théorie des équations auxdérivées partielles que depuis fort peu de temps : il aura, là enore, fallu attendre laseonde moitié du XXe sièle, et notamment les travaux de S. Engelsman et de S. De-midov644, pour que ette éminente déouverte lui revienne de plein droit.Qu'il s'agisse de Condoret, Laplae, Lagrange, et Euler, les grands géomètres deson époque reonnaîtront, quant à eux, la grande féondité de l'approhe proposée parle savant dans les Reherhes sur la ause générale des vents et l'Essai sur la résistanedes �uides. Il n'est ainsi jamais fait mention de la déouverte d'Euler de 1755 dansles essais historiques de la seonde moitié du XVIIIe sièle sans que la ontribution deD'Alembert soit aussi évoquée. Dans le t. IV de son Histoire des Mathématiques, Mon-tula ne dira même pas un mot des mémoires de Berlin de 1755645. Dans la setion VIIde la seonde partie de sa Méanique analitique (1788), orrespondant à une synthèsehistorique du développement de l'hydrodynamique depuis les travaux de Torrielli, La-grange � oubliera � également de mentionner la ontribution de l'auteur des � Prinipesgénéraux mouvement des Fluides �, en se ontentant d'indiquer que D'Alembert646� donna le premier, en 1752, dans son Essai d'une nouvelle théorie sur la résistanedes �uides, les équations rigoureuses & générales du mouvement des �uides, soitinompressibles, soit ompressibles & élastiques ; équations qui appartiennent à lalasse de elles qu'on nomme à di�érenes partielles, pare qu'elles font entre les644 Voir notamment : S. Engelsman, � D'Alembert et les équations aux dérivées partielles �, Dix-huitième sièle, n◦ 16, 1984, p. 27-37 ; S. Demidov, � Création et développement de la théorie deséquations di�érentielles aux dérivées partielles dans les travaux de J. d'Alembert �, Revue d'Histoiredes Sienes, n◦ XXXV/1, 1982, p. 3-42 ; S. Demidov, � D'Alembert et la naissane de la théorie deséquations di�érentielles aux dérivées partielles �, Jean d'Alembert, savant et philosophe : Portrait àplusieurs voix, Ates du Colloque organisé par le Centre International de Synthèse les 15-18 juin 1983,Paris, 1989, p. 333-350.645 Voir J.-E. Montula, Histoire des Mathématiques, t. III, Paris, 1802, p. 687-689.646 Lagrange, Méanique analytique, Paris, 1788, Partie 2, Set. VII, p. 436.



EPILOGUE 305di�érentes parties des di�érenes relatives à plusieurs variables. �.Cette impasse volontaire, dont nous rendons plut�t ompte ii pour son aratèreanedotique que pour ses impliations historiques, n'est pas le fait de son appréiationsienti�que sur les reherhes d'Euler, mais l'expression de la mauvaise opinion qu'il luiporte en tant qu'homme. Elle sera don dûment reti�ée dans la seonde édition, etdans les deux suivantes, où l'on voit e�etivement disparaître l'adjetif � générales �,quali�ant les équations de D'Alembert, et apparaître l'ajout suivant à la suite du textepréédent647 :� Mais es équations n'avaient pas enore toute la généralité et la simpliité dontelles étaient suseptibles. C'est à Euler qu'on doit les premières formules généralespour le mouvement des �uides, fondées sur les lois de leur équilibre, et présentéesave la notation simple et lumineuse des di�érenes partielles. (Voir le Volume del'Aadémie de Berlin, pour l'année 1755.) �Si l'Essai sur la résistane des �uides se trouve don invariablement présenté ommela première pierre de l'approhe analytique de l'hydrodynamique, ela n'empêhe epen-dant pas les savants de ette époque d'être onsients de la plus grande généralité deséquations obtenues par Euler. Dans l'artile � Fluide (mouvement des) � du seondtome de l'Enylopédie Méthodique. Marine (1786), signé Duval-Leroy, la présentationdes équations aux dérivées partielles gouvernant le mouvement d'un �uide ompres-sible repose ainsi exlusivement sur la méthode d'Euler dans son mémoire � Prinipesgénéraux mouvement des Fluides �648. Il en est de même dans le � Mémoire onte-nant quelques remarques sur la théorie mathématique du mouvement des �uides �649et l'Introdution à l'étude de l'astronomie physique (1787) de J.-A.-J. Cousin650 ainsique dans la Nouvelle Arhiteture Hydraulique (1790, 1796)651 ou la Méanique philoso-phique (1800)652 de Prony, signe que les résultats de D'Alembert, dans le ourant desannées 1780, sont déjà onsidérés omme dépassés par eux de son rival.Conernant la postérité des reherhes du savant dans le adre de l'approhe ana-lytique, nous dirons enore quelques mots des travaux donnés dans le Mémoire 4 desOpusules t. I (1761) et les Mémoires 31 à 34 des Opusules t. V (1768). Mis à partle Mémoire 34 � I, renfermant l'énoné du élèbre Paradoxe de D'Alembert, leur lon-gévité est en fait quasi-nulle, pour les mêmes raisons que elles évoquées au sujet du647 Lagrange, Méanique analytique, Paris, 3e édition, 1853, Partie 2, Set. X, p. 271.648 Euler, � Prinipes généraux mouvement des Fluides �, HAB année 1755 (1757), p. 274-315 ; OperaOmnia, série II, vol. 12, p. 54-91 (E226).649 Jaques-Antoine-Joseph Cousin, � Mémoire ontenant quelques remarques sur la théorie mathé-matique du mouvement des �uides �, MARS année 1783 (1786), p. 665-692.650 J.-A.-J. Cousin, Introdution à l'étude de l'astronomie physique, Didot l'aîné, Paris, 1787.651 Prony, Nouvelle Arhiteture Hydraulique, 1ère Partie, Paris, 1790 ; 2nde Partie, Paris, 1796.652 Prony, Méanique Philosophique, � Journal de l'Eole Polytehnique �, t. III, an VII (1800).



306 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Mémoire 57, à savoir le manque de larté de l'exposé de l'auteur. A la di�érene dutraité de 1780, es divers érits reèlent pourtant un nombre important de déouvertes,dont Lagrange et Euler se trouvent d'ailleurs probablement être les seuls, et e pour pasloin de deux ents ans, à avoir mesuré l'importane.C'est à C. Truesdell que l'on doit en fait une première mise au jour de es nouveauxrésultats. Nous n'avons e�etivement pas onnaissane d'une autre étude du Mémoire 4dans l'historiographie que elle, enore partielle, qu'il propose dans son � Rational �uidmehanis, 1687-1765 �653. De même pour le t. V des Opusules. Son examen se ré-vèle malheureusement, dans e dernier as, fort sommaire, le méaniien amériain seontentant de pointer les deux ou trois résultats qui lui paraissent dignes d'être rete-nus. De façon générale, son étude de référene en la matière, publiée dans le adre desvol. 12 et 13 de la série II des Opera Omnia d'Euler, apparaît souvent, il faut bienle dire, omme injustement assante et rabaissante à l'endroit de D'Alembert, dontil rejette à longueur de pages les raisonnements � tortueux �, � inompréhensibles �,� inextriables �, � ompliqués �, et, et dont les réurrentes revendiations de prioritél'insupportent. Il n'aura ependant pas vu que la démarhe souvent labyrinthique etmaladroite du savant, 'est notamment le as dans les Mémoires 4, 31, 32 et 33 desOpusules t. I et t. V, n'en ahe pas moins des idées innovantes qu'Euler et Lagangese réapproprieront pas la suite.Sa présentation du Traité des �uides (1744) est probablement l'exemple le plus sai-sissant de sa piètre opition des travaux du géomètre français. Elle ne onstitue ependantpas un as isolé dans l'historiograpie. C. Truesdell ne onsare de fait qu'une vingtainede lignes à l'ouvrage, au ours desquelles il note que le savant � n'obtient pas d'autresrésultats orrets que eux se trouvant déjà dans l'Hydrodynamique � de D. Bernoulli,et que sa méthode de mise en équation des éoulements de 1744 � n'apporte rien etn'a pas d'in�uene permanente en méanique des �uides �654. Dans son étude intituléeGeshihte der mehanishen Prinzipien und ihrer wihtigsten Anwendungen, l'historienI. Szabò a�rme de même que � le Traité des �uides de D'Alembert n'a pas apportéde progrès au développement de l'hydrodynamique �655. Il donne néanmoins une syn-thèse de la façon dont les prinipe de la dynamique et de l'hydrostatique s'y trouventappliqués, évoque le mémoire656 de Kaestner de 1769 et les diverses ritiques adresséesà Malaurin et J. Bernoulli657. Il justi�e de surroît son jugement sur l'ouvrage en ex-653 C. Truesdell, � Editor's Introdution : Rational �uid mehanis, 1687-1765 �,Opera Omnia, série II,vol. 12, Zürih, 1954, p. CXII-CXIX.654 C. Truesdell, Ibid. note 653, p. XXXVII.655 I. Szabò, Geshihte der mehanishen Prinzipien und ihrer wihtigsten Anwendungen, 1977, Basel,Boston, Stuttgart, Birkhäuser, 1977, p. 237.656 A.G. Kaestner, � Johan Bernoulli hydraulia ontra Dom. d'Alembert objetiones �, Novi om-mentarii Soietatis Regiae Sientiarum Gottingensis, t. I, Göttingen, 1769, p. 45-89.657 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, � Chapitre III : Remarques sur



EPILOGUE 307pliquant que � D'Alembert n'a pas eu l'oasion d'y exerer son point fort, à savoir lesmathématiques �658, e qui, somme toute, se révèle être dans l'esprit de notre préédenteonlusion. De manière générale, le Traité des �uides est un ouvrage peu abordé, pourne pas dire négligé, ainsi que nous l'ont montré nos multiples retours sur ette premièrethéorie des éoulements de D'Alembert. Il ne serait même pas exagéré d'a�rmer que letraité se voit globalement onsidéré omme de peu d'importane. C'est vrai, dans unertain sens, ompte tenu de l'absene de déouvertes omparables à elles que renferme,par exemple, l'Hydrodynamique de D. Bernoulli.Rappelons ependant que D'Alembert exere, de son vivant, une grande in�uenesur la ommunauté sienti�que française et européenne. Un tour d'horizon des prin-ipaux travaux français en hydrodynamique entre 1755 et 1800 su�t ainsi à montrerqu'il faut attendre 1790, date de parution de la première partie de la Nouvelle arhi-teture hydraulique de Prony, avant que l'approhe d'Euler onernant le onept depression interne se voit adoptée dans le adre de l'étude d'un éoulement dans l'hypo-thèse du parallélisme des tranhes. Si l'approhe de D'Alembert oulte si longtempselle de son plus grand rival, 'est d'abord pare que sa méthode règne, ave elle deD. Bernoulli, en maître sur la ommunauté des hydrodynamiiens français. L'auteur duTraité des �uides signe, d'autre part, l'ensemble des artiles d'hydrodynamique théo-rique de l'Enylopédie, lesquels seront par ailleurs repris, en tout ou en partie, dans leSupplément à l'Enylopédie de Pankouke, ainsi que dans l'Enylopédie Méthodique.Mathématiques. Il est, autrement dit, fort probable que son prestige ait longuementrepoussé, en Frane, l'adoption de l'approhe eulérienne, non pas elle de 1755, ren-voyant à une approhe analytique de la disipline, mais elle de 1749, orrespondant àune étude unidimensionnelle des éoulements... La première référene direte à la dé-marhe adoptée par Euler dans son mémoire � Sur le mouvement de l'eau par les tuyauxde onduite �659 apparaît ainsi dans l'artile � Fluides (mouvement des) � du t. II del'Enylopédie Méthodique. Marine, publié en 1786660.Conernant la pérennité du Traité des �uides, nous avons déjà eu l'oasion derendre ompte de la pièe661 de Prony de 1801, dans laquelle e dernier livre un er-tain nombre d'observations et de ritiques à l'enontre de la théorie des éoulements deles Théories que Messieurs Malaurin & Jean Bernoulli ont données du mouvement des Fluides �,p. 147-165.658 I. Szabò, Ibid. note 655.659 Euler, � Sur le mouvement de l'eau par les tuyaux de onduite �, HAB année 1752 (1754), p. 111-148 ; Opera Omnia, série II, vol. 15, p. 219-250, mémoire présenté le 23 otobre 1749 devant l'Aadémiede Berlin (E206).660 Enylopédie méthodique. Marine, 3 tomes, Paris, 1786-1787, art. � Fluide �, entrée � Fluides(mouvement des) �, t. II, p. 328-340.661 Prony, � Reherhes sur le mouvement d'un �uide inompressible et pesant, qui s'éoule d'un vase,par un ori�e horizontal ; Ave quelques observations sur la solution que D'Alembert a donnée de eproblème, dans son Traité des Fluides �, Rapports et travaux de l'Institut de Frane pour l'année 1803,t. 18, pièe n◦ 47, Paris, 1801.



308 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783D'Alembert dans la seonde édition de l'ouvrage. Nous rappelerons tout d'abord queet érit de Prony orrespond à un orretif destiné à ses élèves de l'Eole Polyteh-nique et de l'Eole des Ponts et Chaussées, signe que le Traité des �uides est enoreétudié au début du XIXe sièle, dans deux, qui plus est, des établissements de formationd'ingénieurs les plus prestigieux de l'époque. Le prinipe de dynamique de D'Alembertest d'autre part employé par Navier dans le adre de ses ours à l'Eole des Ponts etChaussées pour parvenir à la � Solution générale, dans l'hypothèse du parallélisme destranhes, de la question du mouvement d'un �uide inompressible oulant dans un vaseou un tuyau � (1838)662. Il l'est également par Poisson dans le hapitre � Hypothèse duparallélisme des tranhes ; mouvement de l'eau qui sort d'un vase de �gure quelonque �de son Traité de méanique (1811)663. Nous avons par ailleurs réemment déouvert unmanusrit d'Ampère non daté, un double feuillet pour être plus préis, ontenant des� Remarques sur le Traité des Fluides de monsieur D'alembert �, 'est-à-dire un en-semble de ommentaires sur l'artile 58 de l'ouvrage, relatif à l'équilibre des �uides664.Ces quelques éléments, non exhaustifs, montrent que le Traité des �uides, ou du moinsla méthode de mise en équation qu'il ontient, restent en vogue jusqu'à la �n de laseonde moitié du XIXe sièle.Signalons en�n que la prédominane de la démarhe de D'Alembert pour l'étudeunidimensionnelle d'un éoulement tient autant à son in�uene sur la ommunautésienti�que qu'à la haute opinion de ses pairs à l'endroit du Traité des �uides. Noussavons, il est vrai, que D. Bernoulli émit un avis partiulièrement dur à l'égard del'ouvrage dans sa lettre à Euler du 7 juillet 1745665 :� j'ai vu ave déeption qu'à part quelques petites hoses il n'y a rien d'autre àvoir dans son hydrodynamique qu'une impertinente su�sane. Ses ritiques sontpuériles en e�et, et montrent non seulement qu'il n'est pas un homme remarquable,mais qu'il ne le sera pour ainsi dire jamais �.Compte tenu des ritiques de D'Alembert, évoquées dans ette lettre, à l'enontre del'Hydrodynamique, ainsi que du peu de résultats que ontient son traité omparativementà elui de son prédéesseur, il n'est néanmoins pas étonnant que D. Bernoulli réagisse enes termes666. Comme nous l'avançions à l'instant, e jugement onstitue un as somme662 H. Navier, Résumé des leçons données à l'Eole des Ponts et Chaussées sur l'appliation de laméanique à l'établissement des onstrutions, Paris, 1838, t. II, p. 444-451.663 S.D. Poisson, Traité de méanique, Paris, 1811, t. II, p. 7-16.664 A.-M. Ampère, � Remarques sur le Traité des Fluides de monsieur D'alembert �, Arhives del'Aadémie des Sienes de Paris, Papiers André-Marie Ampère, arton 7, hapitre 7, hemise 122.Nous remerions ii J.-D. Candaux, qui nous a signalé l'existene de e doument.665 Cette lettre est itée par C. Truesdell dans la note 2, p. XXXVII, de son � Editor's Introdution :Rational �uid mehanis, 1687-1765 �, Opera Omnia, série II, vol. 12, Zürih, 1954, p. VII-CXXV.666 L'avis de D. Bernoulli est également partagé par Clairaut. Ce dernier, en très mauvais termesave D'Alembert, érit en e�et à l'auteur de l'Hydrodynamique, dans sa lettre de 4 août 1762 : � votrehydrodynamique et vos mémoires de dynamique ont fait sa fortune, depuis que tout e qu'il a pris



EPILOGUE 309toute isolé du vivant de D'Alembert. Nombre de ommentaires de ses ontemporainssur le Traité des �uides montrent en e�et que l'appliation du prinipe de dynamiqueà diverses questions d'éoulement des �uides, ainsi que la démonstration, à partir de edernier, du prinipe de onservation des fores vives employé par D. Bernoulli, ne leslaissent pas indi�érents. Beauoup y voient d'ailleurs une sorte d'étape préliminaire àla prodution de l'Essai sur la résistane des �uides, qui repose sur le même prinipe.Citons par exemple l'� Eloge de Monsieur D'Alembert � par Paolo Frisi, dans lequel lesavant italien, prohe de l'auteur, a�rme au sujet du Livre II de l'ouvrage, onsaré aumouvement des �uides, que667 :� les mathématiiens se �xèrent prinipalement sur la deuxième partie de e nou-veau traité et admirèrent la simpliité et l'élégane ave lesquelles on déduisait dunouveau prinipe la loi de la vitesse et même l'équation que Daniel Bernoulli avaitingénieusement déduite d'autres prinipes, sous les mêmes suppositions que lesouhes du �uide restent parallèles entre elles et que haune d'entre elles onserveen haque point des vitesses égales et des diretions parallèles. Ils virent ave quelgénie l'auteur avait développé et appliqué ette équation aux as les plus urieuxdes �uides élastiques, doués de ténaité, ou tout à fait déliés dans leurs moindresparties, aux as des tubes vertiaux, inlinés, �xes, �exibles, mobiles, tirés parquelque poids, interrompus par quelque diaphragme, ouverts d'un ou de plusieurstrous latéralement ou dans le fond. Ils observèrent ave quelle maturité il avait re-marqué les doutes qui pouvaient naître sur les autres théories des �uides proposéesauparavant par Newton, Ma Laurin, par Jean Bernoulli, il avait reti�é, démontréet limité les prinipes sur lesquels s'appuyait la théorie de Daniel Bernoulli, rem-plaé, orrigé les as dans lesquels elle était en défaut : et ainsi la deuxième partiede e traité fut onsidérée omme le traité d'hydraulique le plus omplet, qui eûtexisté jusqu'alors �.Dans son � Eloge de D'Alembert �, Condoret donne un avis plus nuané, pour ne pasdire plus objetif668, essentiellement entré sur le mérite onsistant à avoir donné unethéorie des éoulements ertes fort similaire à elle de D. Bernoulli quant aux résultats etdans vos travaux lui a été attribué, sans que l'on ait réalisé que l'essentiel vous revient � (extrait delettre ité par C. Truesdell dans la note 1, p. LXXXV, de son � Editor's Introdution �, Opera Omnia,série II, vol. 13, Zürih, 1955, p. IX-CXVIII).667 Cet extrait de l'� Eloge de Monsieur D'Alembert � par Paolo Frisi est tiré d'une tradution réaliséepar A. Venditti et P. Crépel à partir de l'édition italienne suivante : Paolo Frisi, Elogi. Galilei, Newton,d'Alembert, Introduzione e ura di Paolo Casini, éd. Theoria, Rome, � Elogio del Signor d'Alembert �,p. 177-216.668 P. Crépel montre que les éloges de D'Alembert et d'Euler par Condoret rendent objetivementhommage aux apports respetifs des deux géomètres dans le domaine sienti�que. Il ite, à titre depreuve, et extrait de la lettre de Cousin à Biquilley du 7 avril 1785 : � Nous avons eu un éloge d'Eulerfort long, puisqu'il a duré plus d'une heure ; mais il m'a beauoup intéressé. On ne s'attendroit pas queCondoret mettroit Euler si fort au dessus de d'Alembert, et le publi lui en a su gré �. Voir P. Crépel,� Qu'y a-t-il de nouveau dans l'÷uvre sienti�que de D'Alembert ? �, Du nouveau dans les sienes, S.



310 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783aux hypothèses mais reposant néanmoins sur un prinipe des plus généraux, appliableà nombre de disiplines di�érentes669 :� Les déouvertes suessives qui forment les sienes naissent les unes des autres ;elle qui appartient exlusivement à un seul homme est due à son génie, aidé destravaux de eux qui l'ont préédé, lui ont aplani la arrière, et ne lui ont plus laisséqu'un dernier obstale à vainre : mais, parmi es déouvertes, il en est qui, par leurétendue, leur in�uene sur le progrès général des sienes, la nombreuse suite dethéories nouvelles qui n'en sont que le développement, semblent former une lassepartiulière, et mériter à leur inventeur un rang à part dans le nombre déjà si petitdes hommes de génie.Telle a été elle du prinipe de M. D'Alembert. Déjà, en 1744, il l'avait appliqué àla théorie de l'équilibre et du mouvement des �uides, et tous les problèmes résolusjusqu'alors par les géomètres étaient devenus en quelque sorte des orollaires de eprinipe : mais il avait fallu employer en même temps les hypothèses ingénieusesde M. Daniel Bernoulli, que leur aord ave les phénomènes les plus générauxde l'hydraulique permettait presque de regarder omme des faits. Dans la théoriedes �uides, omme dans elle du mouvement des orps suseptibles de hangerde forme, le prinipe de M. D'Alembert, lorsqu'on l'employait seul, onduisait àdes équations qui éhappaient aux méthodes onnues, et ette première déouvertesemblait rendre néessaire elle d'un nouveau alul �.Dans son Essai sur l'histoire des mathématiques, paru en 1802, 'est-à-dire presque vingtans après la mort de D'Alembert, Bossut présente quant à lui l'essene de l'ouvrage enes termes670 :� D'Alembert, après avoir fait de la Dynamique une siene presque nouvelle [. . . ℄,appliqua ave le même suès e prinipe au mouvement des �uides. Il publia sur esujet, en 1744, un ouvrage fort étendu, intiulté : Traité de l'Equilibre et du Mouve-ment des �uides. Dans le problème des éoulemens par des ori�es quelonques, ilfait d'abord les mêmes suppositions préliminaires que Daniel Bernoulli ; mais voilàtout e qu'ils ont de ommun, quant aux bases du alul. D'Alembert onsidère àCarvallo et S. Roux (dir.), Vrin, � Reherhes sur la philosophie et le langage �, 2006, p. 171-223, iip. 182.669 Condoret, ×uvres de Condoret, Paris, Firmin-Didot, 1847, t. II, p. 51-110. Outre le Traité dedynamique (1743) le Traité des �uides (1744), D'Alembert applique également son prinipe de la dy-namique au problème des ordes vibrantes (1747), au mouvement de l'asmosphère dans ses Reherhessur la ause générale des vents (1747), à la question de la préession dans Reherhes sur la préessiondes équinoxes et sur la nutation de l'axe de la terre dans le système newtonien (1749), de nouveau à larésistane et l'éoulement des �uides dans l'Essai sur la résistane des �uides (1752), à la méanique é-leste dans ses Reherhes sur di�érents points importants du système du monde (1754), divers sujets surlesquels il reviendra, par le biais de la même méthode, dans ses huit tomes d'Opusules mathématiques.670 Bossut, Essai sur l'histoire des mathématiques, Paris, 1802, t. 2, 4e période, � � XII. Progrès del'Hydrodynamique �, p. 177-178.



EPILOGUE 311haque instant le mouvement d'une tranhe quelonque, omme omposé du mou-vement qu'elle avait dans l'instant préédent, et d'un autre mouvement qu'elle aperdu [. . . ℄. L'auteur résout ainsi ave beauoup de simpliité, non-seulement lesproblèmes des géomètres qui l'ont prééddé, mais enore plusieurs autres, entière-ment nouveaux et très-di�iles �.Ces quelques exemples illustrent l'impat de l'ouvrage sur ses pairs. Le Traité des�uides, en un mot, est alors onsidéré omme un ouvrage important. Il marquera dura-blement, nous semble-t-il, le développement de l'hydrodynamique française au XVIIIesièle et au début du XIXe sièle, le temps que l'approhe d'Euler devienne inontour-nable hez les méaniiens des �uides.Le déni des historiens des sienes pour la première théorie des éoulements deD'Alembert se révèle don quelque peu surprenant, non pas du point de vue des déou-vertes qu'elle renferme, mais du point de vue du développement de la disipline à etteépoque. Dans deux réentes études, S. Calero et O. Darrigol671 tentent signi�ativementde pallier e manque, en apportant, d'une part, une attention arue à l'ouvrage, en leprésentant, d'autre part, omme l'une des étapes du proessus de formalisation de lasiene des éoulements entre 1738 et 1755. L'examen de ette dernière période passe ef-fetivement par une étude préise des interations sienti�ques entre ses grands artisans,à savoir D. Bernoulli, J. Bernoulli, Malaurin, D'Alembert et Euler. Nous avons, dans equi préède, entamé un travail de omparaison entre les théories de l'Hydrodynamique,de l'Hydraulique et du Traité des �uides. Il reste ependant enore beauoup à faire.Le traité de D'Alembert omprend, à titre d'exemple, un long ommentaire672 de lathéorie hydrodynamique donnée par Malaurin dans son élèbre Treatise of Fluxions(1742)673, théorie dont personne ne semble ependant s'être préoupé jusqu'alors. Ilomprend par ailleurs une importante somme de reherhes sur les questions de la résis-tane des �uides et des tourbillons, dont nous n'avons de même trouvé nulle trae dansl'historiographie.Suite à notre examen de l'÷uvre tardive du géomètre pour e qui onerne l'éoule-ment des �uides, le Traité des �uides et les travaux analytiques du t. V des Opusules(1768) onstituent don les deux phases les plus méonnues de son ÷uvre en hydro-dynamique. Il faudra enore rajouter le � XIII du Mémoire 57 des Opusules t. VIII(1780), intégralement dédié au Paradoxe aujourd'hui onnu sous le nom de D'Alembert,que l'étendue de notre sujet ne nous a pas permis d'aborder.L'Hydraulique de J. Bernoulli, dont nous avons réalisé une tradution française aveB. Bru, onstitue de même un sujet de reherhe passionnant, d'abord pare qu'à l'ins-671 J.S. Calero, La genesis de la meania de �uidos, UNED, Madrid, 1996 ; O. Darrigol, Worlds of�ow : A history of hydrodynamis from the Bernoullis to Prandtl, Oxford University Press, 2005.672 D'Alembert, Traité des �uides, 1ère édition, Paris, 1744, Livre II, hap. III, p. 147-154.673 C. Malaurin, A Treatise of Fluxions, 2 vol., Edinburgh, 1742 ; Traité des �uxions, trad. fr. R.P.Pézenas, 2 vol., Paris, 1749.



312 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783tar du Traité des �uides, elle onstitue une théorie enore peu étudiée, d'autre part,omme nous le signalions à l'instant, pare qu'il semble di�ile de erner la démarhede D'Alembert dans son traité de 1744 sans avoir préalablement examiné les travaux deson illustre préédesseur.
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Inventaire des équations aux dérivées partielles dans l'÷uvre de D'Alembert

Remarque : Concernant la localisation des EDP dans les traités, mémoires ou manuscrits cités dans cet inventaire, l'absence d'un numéro de paragraphe, d'article ou
de page indique que l'EDP apparaît dans l'ensemble de l'écrit concerné. Notons également que les EDP apparaissant dans le Supplément à l'Encyclopédie [Sup. Panck ]
apparaissent aussi dans l'Encyclopédie méthodique. Mathématique.

EDP Traité, mémoire

ou manuscrit

Type (en termes

modernes)

Remarques sur l'équation � description du problème rela-

tif à l'équation

Problème du �l pesant

d2y

dt2
=
dy

ds
− (l − s) · d

2y

ds2
ou
dp

dt
= q − (l − s) · dq

ds
avec dy = pdt+ qds

[1743, art. 110]
[1758, art. 133]

Linéaires à coe�-
cients non constants

Equation représentant la vibration d'une corde uniformément pe-
sante suspendue par l'une de ces extrémités. Il s'agit d'une généra-
lisation du problème du pendule composé : la corde est composée
d'une in�nité de masses in�nitésimales reliées entre elles par des
�ls de longueur in�nitésimale.
y, s, l, et t représentent respectivement l'ordonnée verticale de la
corde, l'abscisse curviligne, la longueur totale de la corde, et le
temps écoulé depuis le commencement du mouvement.
Dans la 1re édition du Traité de Dynamique [1743], D'Alembert se
contente d'établir l'équation (c'est d'ailleurs la 1ère de ses EDP).
Il s'attache à sa résolution dans la 2de édition [1758], et tente suc-
cessivement, pour ce faire, la méthode de séparation des variables
et le principe de superposition des solutions.

Ré�exions sur la cause générale des vents
dα

du
=
dβ

ds

ν
dβ

du
= ρ

dα

ds
+ Φ(u, s)

où Φ(u, s) =
dA(u, s)
ds

− dΓ(u, s)
du

[1747, art. 87] Linéaire à coe�cients
constants

Les inconnues sont les fonctions α et β, Φ(u, s) étant �xée. Le
présent système peut être écrit sous la forme d'une unique EDP :

ν
d2z

du2
− ρ

d2z

ds2
= Φ(u, s).


dα

du
=
dβ

ds

ρ
dα

ds
+ p

dβ

ds
= γ

dβ

du
+m

dα

du
+ Φ(u, s)

[1747, art. 89] Linéaire à coe�cients
constants

Mêmes inconnues, et même donnée Φ(u, s) qu'à la ligne précédente.
Le système se ramène dans ce cas à l'EDP :

ν
d2z

du2
+ (m− p)

d2z

duds
− ρ

d2z

ds2
+ Φ(u, s) = 0.
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d2q

ds2
+ b

d2q

dt2
+ e

dq

dt
+ a+ T · S + T ′ · S′ = 0 [1780d, � XII, art.

51]
Linéaire à coe�cients
constants

L'inconnue est q(s, t). b, e, a sont des constantes, et T , S, T ′, S′

des fonctions données de t et de s

Cordes vibrantes et propagation du son

d2y

dt2
=
d2y

dx2
ou
1
c2

· d
2y

dt2
=
d2y

dx2

[1749a]
[1749b]
[1752a]
[1755] (ms)
[1770]
[1761a]
[1768a]
[1768f]
[1781a] (ms)
[1781b] (ms)
[Sup. Panck., tome
I, art. � Cordes
(vibration des) �]

Equation des ondes.
Linéaire à coe�cients
constants, hyperboli-
que

Equation initialement présentée comme étant celle des cordes vi-
brantes, et utilisée dans les Opuscules Mathématiques pour repré-
senter la propagation du son dans un tube. y(x, t) représente l'or-
donnée du point sur la corde ou l'amplitude des vibrations à l'abs-
cisse x et à l'instant t. D'Alembert pratique une résolution explicite
dans les deux cas.

d2y

dt2
=

1
X(x)

d2y

dx2
[1761a, art. III] Linéaire à coe�cients

non constants
Cordes vibrantes à épaisseur variableX(x). D'Alembert en propose
une solution sous forme de séries de fonctions.

d2y

dt2
= − d2

dx2

et
d2

dt2
= − 1

X(x)
d2y

dx2

[1761a, art. IV] Linéaires elliptiques. Lame vibrante. La résolution est inspirée de celle de l'équation des
ondes.

dny

dt2dxn−2
=
dny

dxn
[1768a, 2e suppl.,
art. 19 et suiv.]

Linéaire à coe�cients
constants.

Equation déduite de l'équation des ondes.

d2y

dt2
=
d2y

dx2
−R

dy

dt
[1768a, 3e suppl.,
art. 3-6]

Linéaire à coe�cients
constants, hyperboli-
que

Equation envisagée pour expliquer la cessation des vibrations
(cette tentative sera d'ailleurs un échec). D'Alembert en recherche

les solutions sous la forme de série de fonctions T (t) sin
(
kπx

a

)
.

d2y

dt2
=
d2y

dx2
− 2ξ(x) [1768a, 3e suppl.,

art. 13 et suiv.]
Linéaire à coe�cients
constants, hyperboli-
que

Equation envisagée pour expliquer la cessation des vibrations. Elle
permet d'atteindre cet objectif selon D'Alembert, qui en recherche
des solutions explicites.
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Mouvement et résistance des �uides
dp

dx
(x, z) =

dq

dz
(x, z)

dp

dz
(x, z) = −dq

dx
(x, z) − p

z

[1752b] Linéaire à coe�cients
non constants

Ce système d'équations se rapporte à l'écoulement potentiel d'un
�uide incompressible et homogène autour d'un corps solide im-
mergé. Les variables en jeu au sein de ce système, p(x, z) et q(x, z),
résultent de la préalable séparation des variables spatiale et tem-
porelle au sein des composantes horizontale et verticale P (t, x, z)
et Q(t, x, z) de la vitesse, de telle sorte que :{

P (t, x, z) = θ(t) · p(x, z)
Q(t, x, z) = θ(t) · q(x, z)


dp

dx
(x, z) =

dq

dz
(x, z)

dp

dz
(x, z) = −dq

dx
(x, z)

[1752b]
[1761b]
[Encyc., art. � Hy-
drodynamique �]
[1768d]
[1768e]
[1780b, � VII, art.
14 ; appendice, p.
373]
[Sup. Panck., tome
II, art. � Hydrody-
namique �]

Linéaire à coe�cients
constants

Ces équations se rapportent à l'écoulement potentiel d'un �uide
incompressible et homogène dans un vase vertical ouvert à ses deux
extrémités. Les variables en jeu au sein de ce système p(x, z) et
q(x, z), ont la même signi�cation que dans le problème de l'écou-
lement d'un �uide autour d'un corps immergé (voir ligne supra).
Discussion sur la possibilité de résolution analytique de ce système
d'équations dans [1761b], [1768c], [1768d], [1780b, � VII].


dp

dx
(x, z) =

dq

dz
(x, z)

q
d2(p− q)
dx2

(x, z) + p
d2(p− q)
dxdz

(x, z) = 0
[1761b, art. X-XI] Non linéaire Ces équations se rapportent à l'écoulement rotationnel d'un �uide

incompressible et homogène dans un vase ouvert en ses deux ex-
trémités.

−d
3ω

dx3
· dω
dx

+
d3ω

dx2dz
· dω
dx

+
d3ω

dz3
· dω
dx

− d3ω

dz2dx
· dω
dx

= 0 [1761b, � XII] Non linéaire L'équation fait intervenir ce que nous appelons aujourd'hui la fonc-
tion courant ω, découverte par D'Alembert dans ce mémoire, et

dé�nie par les deux relations p(x, z) =
dω

dx
et q(x, z) = −dω

dz
.

d2ω

dx2
+
d2ω

dz2
= 0 [1768d, � II, art. 6] Linéaire à coe�cients

constants
D'Alembert obtient ici l'équation d'annulation du Laplacien de la
fonction courant ω dans le cas de l'écoulement d'un �uide incom-
pressible et homogène dans un vase ouvert en ses deux extrémités.
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Equilibre des �uides
dQ

dx
=
dR

dy
ou
d(δQ)
dx

=
d(δR)
dy

[1752b, art. 19,
art. 161 et suiv.]
[1768c, art. 21-42]
[1780a]

Linéaire à coe�cients
constants.
Linéaire à coe�cients
non constants.

Equation d'équilibre d'une particule de �uide incompressible dans
le cas de la 1ère équation, élastique de densité δ dans le cas de la
2de, soumise à une force de composantes R et Q suivant x et y. La
1ère équation est découverte par Clairaut dans Théorie de la �gure

de la terre, tirée des principes de l'hydrostatique, Paris 1743. La
2de l'est par D'Alembert [1752b, art. 19 et 161].

dQ

dx
− dR

dy
+
RdQ

dζ
− QdR

dζ
= 0 [1752b, art. 164]

[1780a, art. 34]
Linéaire à coe�cients
non constants

D'Alembert examine le problème de la �gure de la Terre, en sup-
posant cette dernière comme étant composée d'un ensemble de
couches concentriques (appelées � couches de niveau �) de �uide en
équilibre. Cette EDP représente l'équation d'équilibre d'une parti-
cule de �uide incompressible (δ = cste), dans l'hypothèse où toutes
les couches possèdent la même densité δ. Les composantes R et Q
suivant x et y (voir ligne supra) dépendent ici d'une troisième va-
riable ζ, constante pour chaque couche, mais variant d'une couche
de �uide à une autre.

dδ

dr
· KdN
dz

− d(Mrδ)
dr

=
δd∆
dz

[1768c, art. 14] Non linéaire Cette EDP correspond à l'équation nécessaire pour l'équilibre des
couches, repérées en coordonnées cylindriques par le rayon r et
l'angle z (la densité δ est supposée constante dans chaque couche,
mais variable d'une couche à une autre). Les inconnues K, M , N
et ∆ correspondent à des fonctions de r et de z : elles forment les
expressions des composantes radiale et normale de la force s'appli-
quant sur la particule de �uide considérée.

dδ

dr
· KdN
dz

− d(Mrδ)
dr

=
d(∆δ)
dz

+
dδ

dz
· d(KN)

dr
[1768c, art. 17] Non linéaire Même équation que la ligne précédente, dans le cas où la densité

δ est également supposée varier à l'intérieur de chaque couche de
�uide.

dR

dy
+
θdR

dz
=
dQ

dx
+
ωdQ

dz
avec dz = θdy + ωdx

[1780a, art. 31] Linéaire à coe�cients
non constants

La situation est la même que deux lignes supra, si ce n'est que
la troisième variable z (équivalente à ζ) est ici supposée véri�er
dz = θdy + ωdx.
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Mémoires purement mathématiques

M
d2q

dxdt
+N

d2q

dt2
+R

d2q

dx2
= 0 [1768b, art. 6] Linéaire à coe�cients

constants
Equation, d'inconnue q(x, t), rencontrée en tentant de rendre deux
di�érentielles complètes. Dans ce mémoire [1768b] dédié à l'étude
des EDP sous un angle exclusivement mathématique, D'Alembert
expose essentiellement des méthodes permettant de passer d'une
forme di�érentielle complète à une EDP du 1er ordre.
Il n'y donne pas de solutions explicites, quoiqu'il s'intéresse ponc-
tuellement à l'existence de solutions et à leur nombre. Lorsqu'il
amorce une résolution, c'est par la méthode de séparation des va-
riables.

d3q

dx3
+ F

d3q

dxdt2
+G

d3q

dx2dt
+H

d3q

dt3
= 0 [1768b, art. 7] Linéaire à coe�cients

constants
L'inconnue est q(x, t).

dq

dx
+ ξ(x, z)

dq

dz
= 0

et
dq

dx
+ ξ(x, z)

dq

dz
+ ω(x, z) = 0

[1768b, art. 8, 18,
et 21]

Linéaire à coe�cients
non constants

L'inconnue est q(x, t).

dq

dx
+A

dq

dt
+ Cq = 0 [1768b, art. 17] Linéaire à coe�cients

constants
Equation d'inconnue q(x, t), également envisagée avec des coe�-
cients non constants à l'art. 22.

d2q

dx2
+ ξ(x, t)

dq

dx
+ ζ(x, t)

dq

dt
+ k(x, t)

d2q

dt2
+λ(x, t)q = 0 [1768b, art. 25 et

suiv.]
Linéaire, étude de cas
particuliers dont coef-
�cients constants

Equation d'inconnue q(x, t). D'Alembert en aborde la résolution
par la méthode de séparation des variables. Il lui rajoute un second
membre à partir de l'art. 30.

dz

dx
+ a

dz

dy
= 0 [1780c] Equation d'advec-

tion. Linéaire à
coe�cients constants.

Equation d'inconnue z(x, y). Ce mémoire [1780c] est un mémoire
de ré�exion sur les fonctions � discontinues �.

Recherche de la courbe tautochrone

pµ+
dp

dx
+
uνdp

du
+ ρ = 0 [1767] Non linéaire Nous ne faisons �gurer que la principale EDP de ce mémoire. Les

autres EDP en découlent et restent du premier ordre. x représente
la distance à parcourir, u la vitesse et p la force accélératrice.
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Extrait∗ de la tradution française de l'Hydraulique deJ. Bernoulli réalisée par B. Bru et A. Guilbaud en2006 et 2007 à partir de l'édition latine originale :Johannis Bernoulli, � Hydraulia nun primum deteta ademonstrata direte ex fundamentia pure mehaniis. Anno1732 �, Johannis Bernoulli Opera Omnia, tome IV, Bousquet,Lausanne et Genève, 1742, p. 387-493.J E A N BERNOU L L IH YDRAU L I Q U EAujourd'hui pour la première fois déouverte et diretementdémontrée à partir de fondements purement méaniques.Année 1732.LÉONARD EULER,MATHÉMATICIEN TRÈS PÉNÉTRANT,À L'AUTEUR.Déjà auparavant à la vérité, je faisais très grand as de Ta Théorie des eauxourantes, à ause de la Méthode juste et naturelle, que Toi, Homme trèsexellent, le premier et le seul, tu as déouverte pour traiter e�aement lesproblèmes de e genre. Aujourd'hui véritablement, ayant examiné la suite detes méditations, j'ai été absolument stupéfait de l'appliation très heureusede tes prinipes à la résolution des problèmes les plus ardus, ette inventionaussi utile que profonde rendra éternellement ton nom très élèbre auprès dela postérité. Quant à la question très obsure et très ahée de la pressionque les parois des vases subissent du fait des eaux qui s'y éoulent, tu l'as
∗ Cet extrait, orrespondant aux p. 387 à 410 de l'édition originale, de notre tradution du latin versle français de l'Hydraulique de Jean Bernoulli a été publié dans l'ouvrage de M. Blay, La siene dumouvement des eaux de Torrielli à Lagrange, Belin, Paris, 2007, p. 210-225.



338 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783démêlée si distintement et si nettement, qu'il ne reste plus rien à désirersur e point si déliat. En e�et personne n'a abordé ette question, exeptéTon très élèbre Fils, qui n'a dé�ni la pression que de façon assez indirete,omme si la totalité du mouvement avait atteint son état permanent. Alorsque Toi, par une méthode très naturelle, Tu as déterminé de façon très préisela pression de l'eau en tout état, invention très digne de Toi dont je Te féliitede tout oeur, Homme très exellent, et je Te sais in�niment gré de me l'avoirommuniquée.



ANNEXES 339DISSERTATION HYDRAULIQUEDu mouvement des eaux s'éoulant dans des vasesou des anaux de �gure quelonque.PREFACEL'Hydrostatique, qui traite des eaux stagnantes dans des vases fermés aufond, a ses lois démontrées, et ses prinipes déduits rationnellement ; d'où lesrésultats et les phénomènes sont expliqués distintement et lairement : desorte que, sur ette siene, on ne peut guère désirer davantage. Il en est au-trement en Hydraulique, où il s'agit non seulement de la hute des eaux et deleurs pressions, mais enore du mouvement, qui en résulte, si les eaux peuvents'éouler par une ouverture donnée, ou si elles sont entraînées à passer d'untube dans un autre de largeur di�érente, et d'autres e�ets admirables, quiaompagnent leur mouvement, doivent être déterminés démonstrativement.Assurément ette siene, appelée ommunément Hydraulique, est tout à faitardue et n'a pas été à e jour ramenée aux lois et aux règles méaniques.Quoique les auteurs aient érit sur e sujet, soit ils s'appuient sur les seulesexpérienes, soit sur des raisons en tout point inertaines, et ayant peu desolidité.Dans le Traité Hydrodynamique, que mon �ls(∗) a fait paraître, il y a peude temps, il a abordé ette matière sous de plus heureux auspies, mais il s'estappuyé sur un fondement indiret, la onservation des fores vives, sans doutetrès vraisemblable et démontrée par moi, mais qui n'est ependant pas a-eptée par tous les philosophes. Moi le premier, j'ai introduit ette hypothèseen dynamique des solides [après que Huygens eut utilisé le même prinipepour déterminer le entre d'osillation℄ et j'ai montré qu'à partir de ettehypothèse, on obtient onstamment la même solution que elle donnée parles prinipes dynamiques ordinaires admis par tous les géomètres(†) ; et sansdoute ette onformité permanente ave des solutions obtenues par une autrevoie su�rait seule à ombattre l'obstination des adversaires. Mais personnen'a enore donné une méthode direte permettant a priori et par les seuls(∗) Danielis Bernoulli Hydrodynamia, sive de viribus & motibus �uido-rum Commentarii, Argentorati, 1738.(†) Voir les Numéros CXXXV, CXXXVI, CXL.



340 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783prinipes dynamiques de traiter du mouvement naturel des eaux s'éhappantde vases par des ori�es ou s'éoulant dans des anaux de largeurs variables.Je me suis demandé pourquoi il y a tant de di�ulté à appliquer avesuès les prinipes dynamiques dans le as des �uides, ontrairement à equi se passe pour les solides ; en étudiant la hose de plus près, j'ai déouvert lavéritable origine de la di�ulté, qui à mon avis onsiste en e qu'une ertainepartie des fores de pression onsarée à la formation d'une gorge ['est ainsique je nomme e phénomène ignoré des autres auteurs℄ avait été négligée etonsidérée jusqu'alors omme de nulle importane, il n'y a pas d'autre auseque la formation d'une gorge à partir d'une quantité très petite de �uide, etin�niment petite pour ainsi dire, ainsi qu'on l'observe lorsqu'un �uide passed'un endroit plus large à un plus étroit, ou au ontraire d'un plus étroit versun plus large. Dans le premier as, la gorge se forme avant le passage, dansle seond as après.Je démontrerai que pour former une gorge, sa masse serait-elle aussi petitequ'on voudra, il faut néanmoins mettre en ÷uvre une fore de pression quin'est pas insensible, ni in�niment petite, mais �nie et déterminée, et donqu'on ne saurait négliger et qui est tout à fait digne d'être soumise au alul.Car ette fore requise à et e�et, e qui peut paraître étonnant, ne dépendpas vraiment de l'importane de la gorge, qui peut être onçue plus grandeou plus petite, pourvu qu'elle soit onsidérée omme fort petite ; elle emploietoujours pour sa formation la même partie des fores de pression, toutes lesironstanes restant identiques.Ce qu'est une gorge et de quelle façon elle se forme, nous le omprendronsde la nature même de la hose ; et il apparaîtra en même temps que la forma-tion d'une gorge s'e�etue sans dépense sensible de fores vives, relativementà la quantité qui se trouve dans la masse totale de l'eau. On peut ainsi om-mener à voir pourquoi la théorie des fores vives s'applique totalement etsans erreur en sienes Hydrauliques ; même si eux qui usent de ette théo-rie ne traitent pas des gorges, dès lors qu'ils n'ignorent plus l'existene d'unegorge, ils voient que elle-i ne déroge en rien à la onservation des foresvives ; ils ne peuvent a�rmer autre hose que leur onvition de la vérité dela hose parfaitement et sienti�quement.Je partage e disours en deux parties : dans la première, je onsidérerailes eaux ourantes s'éoulant à travers des vases ylindriques ou prismatiques,qu'ils soient simples ou omposés de plusieurs parties, omme sont les anauxformés de divers tubes de diamètres di�érents, ou bien omplétés par des si-



ANNEXES 341phons ylindriques. Dans l'autre partie, j'examinerai les hoses dans leur plusgrande généralité, quelles que soient les formes, tant régulières qu'irrégulière,vases perés, anaux et tubes ajustés les uns aux autres.Pour une ompréhension plus laire des hoses, je ommene par une suitede dé�nitions et de lemmes, dont la vérité est manifeste tant en Dynamiquequ'en Hydrostatique.I. Une fore aélératrie uniforme est une fore qui imprime à un ertainorps une vitesse donnée dans un temps donné.II. Une fore motrie est une fore qui, lorsqu'elle agit sur un orps aurepos, le met en mouvement, ou bien, si le orps est déjà en mouvement, peutou bien l'aélérer ou bien le retarder ou bien modi�er sa diretion.III. Les fores motries sont en raison omposée du rapport des masses etdes fores aélératries. Ainsi par exemple, pour mouvoir une masse doubleave une fore aélératrie triple, ou bien, e qui est la même hose, pourmouvoir une masse triple, ave une fore aélératrie double, une fore mo-trie sextuple est requise.IV. La fore motrie divisée par la masse donne la fore aélératrie ;divisée par elle-i elle donne la masse.V. La gravité absolue g, ou la ause de la gravité, quelle qu'elle soit, estune fore aélératrie, qui lorsqu'elle anime la masse déterminée m d'unorps, produit sur elui-i une fore motrie = gm. On peut la séparer parla pensée du orps, et onsidérer ainsi qu'elle agit de façon extrinsèque auorps : nous onevons assurément que e même orps, privé de gravité,doit être aéléré par une fore motrie externe gm suivant la même loi parlaquelle il est aéléré naturellement. Cette fore gm, en tant qu'existant endehors de la matière, il est permis de l'appeler fore motrie immatérielle :et si, transportée en un autre lieu, elle agit sur une autre masse M , elle-isera aélérée par une fore aélératrie = gm : M .VI. Une fore motrie immatérielle et invariable, agissant librement surun orps, l'aélère de la même façon, que elui-i soit au repos, ou déjà enmouvement : ette fore aompagnant en e�et toujours le orps, ils n'ontentre eux nul mouvement relatif, et la fore motrie agit ainsi de la mêmefaçon sur le mouvement du orps, omme si haun des deux était tout àfait au repos. C'est la raison pour laquelle les orps graves, en tombant, sontontinuellement et uniformément aélérés au ours du temps ; en supposantévidemment que l'intensité de la fore aélératrie ne hange pas pendant



342 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783qu'elle agit, 'est-à-dire, qu'elle n'augmente ni ne diminue ; de même qu'ef-fetivement la fore de gravité onserve ontinuellement la même intensité,dans la hute d'un orps grave, omme si elui-i était au début de sa hute.VII. On appelle intensité d'une fore motrie invariable la grandeur, selonlaquelle, dans un orps à mouvoir, plus ou moins de fore aélératrie estproduit. Ainsi la gravité, dans un orps en hute vertiale, a une intensité plusgrande que elle produite dans le même orps desendant sur un plan inliné ;dans le premier as, en e�et, la fore aélératrie produite est plus grandeque dans le seond, mais, dans l'un et l'autre as, la gravité est invariable.VIII. Une fore motrie variable est une fore dont l'intensité varie auours de son ation. Ainsi par exemple, la fore de tension d'un ressort aune intensité plus grande au début de sa détente, elle imprime don au orpsqu'elle meut une fore aélératrie plus grande au début qu'au ours de sadétente. D'où résultent les règles suivantes : Soit x l'espae parouru par unorps, m la masse du orps propulsé, p la fore motrie à la �n de l'espaeparouru, v la vitesse aquise et t le temps relatif à x, don dt =
dx

v
; on aura

pdt

m
, ou pdx

mv
= dv, et ainsi ∫ pdx =

1

2
mvv, e qui est bien onnu.IX. Les parties inférieures de l'eau ontenue dans un vase quelonquesont pressées par la masse d'eau située au dessus, en fontion de la seuleprofondeur, quelque �gure qu'ait le vase ; 'est à dire, si la masse d'eau estdivisée par la pensée en tranhes horizontales d'épaisseur in�niment petite,haune de es tranhes est pressée par quantité égale à elle obtenue enplaçant au dessus d'elle un ylindre liquide de la même hauteur que elle quiorrespond dans le vase à la profondeur de la tranhe en question.X. De ei on est en droit de onlure : si les setions des tranhes, demême épaisseur in�niment petite, sont égales à m, m′, m′′, m′′′, &. et paronséquent que leurs poids propres sont de même m, m′, m′′, m′′′, &. lesgravités pourront être séparées des tranhes par abstration de l'esprit ; desorte que leur matière reste sans poids : et si à la plae des gravités enlevées,nous en substituons d'autres en même nombre, qui pressent ensemble la sur-fae supérieure de l'eau, en poursuivant assurément ette analogie à toutesles tranhes, de façon que la setion d'une tranhe quelonque soit à elle dela surfae supérieure, omme la gravité propre de la tranhe est à la gravitéà substituer : alors une même pression agira sur toutes les tranhes, ommesi es dernières restaient dans leur état naturel.



ANNEXES 343XI. J'appelle translation, ette substitution mentale. Pour être préis,posons qu'une tranhe quelonque parmi les plus basses a une setion égaleà m, sa gravité, ou son poids propre à π ; la setion de la tranhe supérieureétant égale à h, la gravité translatée à la surfae supérieure sera égale à h

m
π,gravité qui, ave toutes les gravités restantes ainsi translatées, onstitue lafore motrie immatérielle totale, qui presse l'eau dans le vase, de la mêmefaçon que ela se passe dans le nature.AVERTISSEMENTIl onvient, avant de ommener, d'avertir le leteur que tout au longde e traité sur le mouvement des eaux ourantes, je fais abstration de laonsidération des ironstanes partiulières et aidentelles, qui peuvent al-térer le mouvement déterminé par les règles. De telles ironstanes sont la�uidité imparfaite des eaux, leur adhérene et leur frottement sur les paroisdes vases, la mineur exagérée des tubes, l'étroitesse des ori�es ou des ou-vertures, la onsistane des �uides partiuliers, à ause de laquelle eux-is'éoulent di�ilement, et d'autres ironstanes du même genre auxquellesje ne pense pas.Je voudrais également qu'on note ei, qu'il n'est pas absolument né-essaire de hoisir des tranhes d'eaux en position horizontale : on peut lesimaginer, si ela s'avère plus ommode, perpendiulaires à la diretion dumouvement des eaux. Ainsi par exemple lorsque l'eau passe d'un vase pluslarge à un tube horizontal plus étroit, dont la surfae de l'ouverture ou dela lumière se trouve dans un plan vertial et orthogonal au �té du tube ;il est préférable d'imaginer l'eau ontenue dans le tube divisée en tranhesvertiales, et parallèles au plan de l'ori�e ; d'autant que la nature elle-mêmesemble adopter ette disposition : nous voyons en e�et que la olonne liquidedans un tube quelonque, de diamètre n'exédant pas beauoup deux lignes,a ses deux surfaes extrêmes disposées perpendiulairement aux parois dutube, que le tube lui même soit oblique ou tout à fait horizontal. La lignejoignant les entres de gravité des tranhes, est soit une ligne droite dans leas de tubes droits, soit ourbe lorsque les tubes sont oudés, nous l'appelonsla ligne entrique, ou simplement la entrique : toutes les tranhes, onsidé-rées omme des masses pontuelles plaées en leurs entres de gravité, sontsupposées avoir le mouvement qui a�ete les tranhes elles-mêmes.



344 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783PREMIÈRE PARTIEDE LA DISSERTATION HYDRAULIQUE,Où il s'agit du mouvement des eaux à travers un vaseet des anaux ylindriques, formés de plusieurs tubes ylindriquesajustés suessivement les uns aux autres.I.Qu'on se donne d'abord un anal ABCDEF (Fig. 1), omposé de deuxtubes ylindriques, de setions di�érentes, AGDE et GBCF ; le fond GD aune ouverture GF, par laquelle il ommunique ave le tube plus étroit BF.On suppose que tout le anal BE est rempli d'un liquide homogène et sansgravité propre, mais tel qu'une partie de l'ori�e AE soit pressée par une foremotrie donnée égale à p, qui, s'exerçant également, s'étend à toute la surfaedu liquide AE ; on demande quelle est la loi de l'aélération, qui pousse leliquide à travers le anal ? Je suppose également que le anal reste toujoursplein de liquide, e qu'on doit omprendre en onsidérant qu'une nouvellemasse de liquide est fournie onstamment, introduite à tout moment à lamême vitesse dans le tube GE, pour ompenser e qui sort par l'autre ori�eGF dans le tube GC, et s'en éoule vers l'extérieur par l'ouverture BC.II.Des prinipes hydrostatiques il résulte que la fore motrie immatérielle
p, par laquelle la surfae du �uide AE est pressée, se propage en un instantvers la surfae GF du liquide ontenu dans le tube BF ; et ei que le �uidesoit au repos dans tout le anal ou qu'il s'éoule ; pourvu que le anal resteplein. III.Lorsque le liquide passe d'un tube à l'autre, sa vitesse varie évidemmenten raison inverse de leur setion ; or nul hangement n'est subit, mais suessifet graduel, passant par tous les états intermédiaires possibles du plus petitau plus grand, ou du plus grand au plus petit.IV.De là, lorsqu'un liquide s'éoule suivant un mouvement parallèle, de sorteque partout à haque instant la même vitesse anime toutes les parties (d'une



ANNEXES 345même tranhe), dans la diretion de AE vers GD ; avant que les partiesprohes de GF parviennent à l'ori�e GF, il faut qu'au moins à la distanetrès petite HG, elles ommenent à aélérer, et poursuivent leur hemin enaélérant, jusqu'à e qu'à l'entrée GF, elles aient aquis la vitesse du liquidequi s'éoule dans le tube BF suivant un mouvement pareillement parallèle,et ommun à toutes ses parties. V.Il se forme ainsi, sur la petite largeur HG, une sorte de gorge IFGH,se resserrant du tube large au tube étroit, par lequel le liquide, aéléré defaçon ontinue mais ependant graduelle, doit passer, une petite portion trèsminime du liquide (qui remplit l'espae IFD) restant perpétuellement aurepos. VI.Soit IMF la ourbe de nature quelonque, qui limite la gorge, et il n'est ene�et pas néessaire de supposer qu'elle soit de forme déterminée ; je démon-trerai bient�t qu'il faut toujours la même fore motrie, pour hasser le �uidepar la gorge, quelle que soit la longueur HG, pourvu qu'elle soit in�nimentpetite, et de quelque nature que soit la ligne IMF, qui relie les extrémités Iet F. VII.Que personne ne pense que ette fore motrie [qui don pousse en avantà travers la gorge une portion de liquide très petite, et même in�niment pe-tite℄ doit être elle-même in�niment petite, et don qu'elle peut être négligée.Cette fore motrie est en e�et d'intensité �nie ; pare que, si une quantitéde matière en mouvement est in�niment petite, d'un autre �té, la fore a-élératrie doit être in�niment grande, et ela sans doute, pour que pendantle temps in�niment petit où le liquide parourre l'espae HG, un hangement�ni dans sa vitesse puisse ependant se produire, et qu'ainsi la vitesse en Hsoit à elle qui est en G, omme GF est à HI.VIII.L'oubli de ette fore motrie, omme si elle n'était d'auune importane,est la raison pour laquelle personne, à e jour, n'a pu donner, à partir desprinipes statiques et purement méaniques, les lois des liquides s'éoulant à



346 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783travers des anaux non uniformes ; tous eux qui ont entrepris de détermineres lois exatement ont reouru, en suivant mon exemple, au prinipe desfores vives, qu'ils n'auraient sans doute jamais eu l'idée d'appliquer à ettea�aire dans le as des solides omme dans elui des �uides, s'ils ne m'avaientpas eu pour les prééder, moi qui, le premier, leur ai appris à se servir dela onservation des fores vives. Mais moi-même assez insatisfait de etteméthode indirete, puisque les fondements de la théorie de es fores ne sontpas enore admis par beauoup, je n'ai eu de esse de herher une méthodedirete, qui soit appuyée uniquement sur les prinipes dynamiques niés parpersonne ; jusqu'à e qu'en�n, après une méditation un peu plus longue, untravail réalisé pendant l'année 1729, j'ai vu que le pivot de toute la hoserésidait dans la onsidération de la gorge, remarquée de personne auparavant.Maintenant don ma déouverte, que j'avais expliquée à quelques amis enprivé, je prends la déision de la ommuniquer publiquement. La formationde la gorge étant à présent expliquée, il est loisible de poursuivre mon projet,ave toute la larté possible. IX.Considérons l'absisse HL = t, l'ordonnée LM = y, et l'élément de lapremière Ll = dt, et disons que la setion du tube HE est AE ou HI = h,que elle du tube GC est BC ou GF = m, que la vitesse du liquide dans letube GC = v, et don que la vitesse du liquide dans le tube HE sera m

h
v ;les vitesses sont en e�et inversement proportionnelles aux setions : pour lamême raison, en haque endroit de la gorge la vitesse du �uide LMml sera

m

y
v, que nous notons u. Soit don γ la fore aélératrie qui anime la tranhede �uide LM ; on aura, d'après la nature de l'aélération, γdt = udu, d'où

γydt = yudu, 'est à dire que la fore agissant sur la tranhe de �uide LMmlest égale à yudu. Quant à ette fore motrie, déployée sur toute la surfaeAE, qui, omme indiqué, doit être dans le rapport de LM à HI, ou de y à
h, et ainsi de yudu à hudu, elle sera égale à hudu ('est à dire au translatéde yudu), fore motrie partiulière au tube HE, qui peut engendrer la foremotrie yudu dans la tranhe LMml de la gorge ; et en intégrant sur toute lagorge on obtiendra 1

2
h
(

vv − mm

hh
vv
) ou hh − mm

2h
vv, qui désigne la foremotrie requise dans le tube HE pour uniquement produire dans la gorgel'aélération néessaire au hangement de vitesse de la plus petite à la plus



ANNEXES 347grande, a�n que le liquide passe dans le tube plus étroit GC.Corollaire I.D'où il résulte que la nature de la ourbe IMF, omme la largeur de lagorge HG, n'a�etent pas la détermination de la fore motrie qui engendrele mouvement de la gorge. Les setions extrêmes HI et GF étant en e�etdonnées, soient h et m, et la vitesse v, on aura toujours une fore motriedans le tube HE égale à hh − mm

2h
vv, pour engendrer le mouvement dans lagorge. Corollaire II.Si la vitesse v d'un liquide s'éoulant ontinuellement dans le tube BFreste toujours onstante, il est évident que la vitesse dans l'autre tube HEreste onstante, et don que la fore motrie, ou la pression p, n'apporterien de plus au mouvement aéléré dans l'autre tube ; d'où il est lair quetoute ette fore p est uniquement a�etée à la formation de la gorge, et à saonservation dans le même état ; on aura pour ette raison p =

hh − mm

2h
vv.Corollaire III.Imaginons que le tube HE, ou GE, soit dressé vertialement omme unvase ylindrique, et ommunique ave le tube horizontal GC, et que la fore

p soit égale au poids de la olonne de liquide ontenu dans GE, de sorteque (en notant g la fore aélératrie naturelle des graves, et GA ou HA= a) on ait p = gah égal au poids du liquide ontenu dans GE ; d'où
gha =

hh − mm

2h
vv. Mais omme v est déterminé par la hauteur vertiale

z, néessaire pour qu'un orps grave en hute libre aquière ette vitesse v,nous devons avoir gdz = vdv, d'où gz =
1

2
vv ; remplaçant alors gz par 1

2
vv,nous obtenons gha =

hh − mm

h
×gz ; d'où l'on tire z =

hh

hh − mm
a.X.Théorème.Soit (Fig. 2) un vase ylindrique AGFE dressé vertialement, dont le fond



348 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783est ajusté à un tube horizontal ylindrique FB ouvert : supposons qu'aussibien le vase que le tube soient remplis d'eau ourante, de sorte qu'il soitintroduit par AE autant d'eau, à la même vitesse que l'eau dans le vase, qu'ilen sort par l'ori�e BC. Je dis que la vitesse de l'eau sortante (si elle-ipart du repos) tend très rapidement vers la vitesse aquise par un orps gravehutant librement de la hauteur =
hh

hh − mm
a.Dont la vérité résulte du Corollaire 3 préédent.Corollaire I.D'où si l'ouverture BC est assez petite, par rapport à la setion du vaseAE, et don si m peut être négligé devant h, on aura z = a ; 'est-à-dire quela vitesse de l'eau sortant du tube est égale à elle aquise par un orps gravetombant en hute libre depuis la hauteur EF ; e qui est un théorème bienonnu ; mais n'a jamais été démontré enore par les prinipes dynamiquessurtout si le tube adapté BF est présent : puisque l'on royait auparavantque le théorème était seulement valable pour l'ouverture en F supposée petite.Corollaire II.Plus l'ouverture BC est grande par rapport à la setion du vase AE, plusgrande est la vitesse maximale de l'eau sortante ; en e�et m étant augmentée,la valeur de la fration hh

hh − mm
est augmentée jusqu'à e que, arrivant à

m = h, la vitesse maximale devienne in�nie ; e qui est vrai ou résulte ausside ei : puisque maintenant le vase et le tube sont de même setion, etforment un tube ontinu reourbé ; par onséquent la fore du poids de l'eau,dans la partie AF toujours pleine, aélère ontinuellement la masse liquidetotale jusqu'à e qu'en�n sa vitesse, au bout d'un temps in�ni, soit elle-même in�nie. Car en posant la longueur du tube FC égale à b, la masse detoute l'eau dans le tube reourbé AGC, sera égale à ha + hb ; et elle ne serapas aélérée autrement, qu'un orps solide animé par une fore aélératrie
gha

ha + hb
=

ga

a + b
; un tel orps assurément, hutant pendant un temps in�ni,aquièrerait une vitesse in�nie.Corollaire III.Si m est plus grand que h, 'est à dire si le tube horizontal est plus



ANNEXES 349large que le vase vertial ; la vitesse maximale n'ait jamais déterminée, mêmepour un temps in�ni : en e�et hh

hh − mm
devient négatif ; pour preuve que,l'éoulement se poursuivant indé�niment, l'aélération de l'eau sortante neessera pas de roître. Dans e as en e�et il se produira dans le tube une gorgeinverse, tournée vers l'ori�e BC, qui, omme il apparaîtra dans la suite, aune nature telle qu'elle aroîtra la fore motrie plut�t qu'elle la diminuera,en même temps qu'elle sera omme soulevée sous l'e�et de la pression venantde l'arrière, et l'eau dans le vase pourra desendre plus librement.Sholie.Jusqu'ii nous avons onsidéré un vase et un tube onstamment remplisd'eau, et une eau s'éoulant à sa vitesse la plus grande, don à vitesse régulièreou uniforme : de sorte que nulle fore motrie supplémentaire n'est requisepour aélérer l'eau, ni dans le vase, ni dans le tube ; mais que toute la foremotrie p est employée à maintenir la gorge, qui se forme avant la sortie, de lapartie la plus large vers la plus étroite. Nous onsidérerons maintenant que lavitesse de l'éoulement d'eau roît et que son état initial part du repos ; et demême que pour s'aélérer, tant dans le vase que dans le tube, elle requièreégalement une part partiulière de la fore motrie p. Nous examineronsd'abord le as où le vase et le tube sont supposés onstamment pleins.XI.Soit x la longueur de l'espae que l'eau paroure dans le tube à partirdu repos, la longueur qu'elle paroure dans le vase pendant le même tempssera égale à m

h
x. Ainsi, la vitesse dans le tube étant égale à v, on aurapareillement une vitesse dans le vase égale à m

h
v ; d'où la fore aélératriedans le tube est égale à vdv

dx
, qui, multipliée par la masse mb de l'eau, donnerala fore motrie mbvdv

dx
, qui, (par le � 2), translatée dans le vase, donnerade façon équivalente hbvdv

dx
, par laquelle la fore mbvdv

dx
peut être produitedans le tube. Ainsi également la fore aélératrie dans le vase est égale à

mm

hh
vdv :

m

h
dx =

mvdv

hdx
, qui induite dans la masse ha donne la fore motrie
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mavdv

dx
pour propulser l'eau dans le vase, et ainsi la somme de es trois foresmotries dans la gorge, le tube et le vase doit égaler la fore motrie totale

p : d'où l'équation
hh − mm

2h
vv +

hbvdv

dx
+

mavdv

dx
= p.Soit don, omme avant, p le poids de la olonne d'eau égal à gha, et qu'onfasse omme dans le orollaire 3, � IX, gz = 1

2
vv, par substitution, on obtien-dra ette équation hh − mm

h
z +

hbdz

dx
+

madz

dx
= ha, ou

(hh − mm)zdx + (hhb + hma)dz = hhadx,d'où dx =
hhb + hma

hha − hhz + mmz
dz, qui, onvenablement traitée et intégrée parles logarithmes, donnera

x =

(

hhb + hma

hh − mm

)

× l

(

hha

hha − hhz + mmz

)

,d'où en repassant aux nombres (et en supposant log f = 1)
z =

(

hha

hh − mm

)

(1 − 1 : f (hh−mm)x:(hhb+hma)).Et si l'eau dans le vase [qui pour faire bref est sans tube externe et a uneouverture de setion m℄ est soumise à la gravité g′ di�érente de la graviténaturelle g, on aura z =
g′hha

g(hh − mm)
(1 − 1 : f (hh−mm)x: hhb+hma)).CorollaireSi x = ∞, e qui donne le as de vitesse maximum, vers lequel tendl'éoulement, on aura 1 − 1 : f (hh−mm)x:hhb+hma) = 0 et don z =

hha

hh − mmpour la gravité naturelle g, e qui est tout à fait onforme au orollaire 3de l'artile IX ; et si de plus m est in�niment petit par rapport à h, onobtient z = a, exatement omme dans le orollaire 1 � X, on�rmant ainsiheureusement la méthode.



ANNEXES 351XII.Analysons maintenant le as où le vase AF [Fig. 2℄ ne reste pas remplid'eau, mais se vide au fur et à mesure que l'eau s'en éoule, sa surfae AEdesendant ontinuellement.Imaginons que l'eau dans le tube horizontal paroure une longueur x, etdon expulse une quantité d'eau égale à mx [je suppose en e�et que le vase etle tube sont initialement remplis d'eau℄, 'est à dire égale au ylindre liquidedont la base est m et la longueur x. Et si par onséquent dans EF on onsidèrela partie EI= m
h
x, il est lair que l'horizontale HI est le niveau de la surfaesupérieure à laquelle l'eau desend dans le vase, après que la portion d'eau

mx est sortie par le tube. Il restera don dans le vase une olonne d'eau GI
= ha − mx, dont le poids g(ha − mx) est e que nous avons appelé p. Ainsidon la fore aélératrie de l'eau restant dans le vase [qui dans le � XI a ététrouvée en général égale à mvdv

hdx
℄ si on la ommunique à la masse liquide quiest maintenant ha − mx, nous aurons la fore motrie (ha − mx)

mvdv

hdx
, quiest apable de pousser l'eau dans le vase, d'où en réunissant les trois foresqui animent la gorge, le vase et le tube, et en égalant leur somme à p qui estégal à g(ha − mx), nous obtenons ette équation

hh − mm

2h
vv +

hbvdv

dx
+

mvdv

hdx
(ha − mx) = g(ha − mx) ;où en remplaçant vdv par gdz, et 1

2
vv par gz, omme nous l'avons fait auCorollaire 3, � IX, notre équation deviendra

hh − mm

h
z +

hbdz

dx
+

mdz

hdx
(ha − mx) = ha − mx ;et en la multipliant par hdx,

(hh − mm)zdx + hhbdz + mdz(ha − mx) = (hha − hmx)dx.Qui est la véritable équation, à partir de laquelle, en tirant la valeur de z, onobtiendra l'altitude, depuis laquelle un orps grave en hute libre aquière lavitesse herhée, 'est-à-dire elle que l'eau aura dans le tube, après que laquantité mx en sera sortie.



352 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Cette équation, dans laquelle les indéterminées se trouvent mêlées, peutêtre intégrée, suivant nos règles, grâe à des lemmes que nous donneronsbient�t ; on onnaît ainsi la valeur de z en termes �nis. Il ne onvient pasd'insister davantage ii sur e point : il me su�t d'avoir réduit le problème àune équation di�érentielle, en partant de prinipes purement méaniques, etje ne me rappelle pas avoir jamais vu que ela ait été fait par quionque avantmoi. Il faut savoir que ette même équation est obtenue par la méthode desfores vives ; de sorte que, de ette façon, l'usage de es fores et leur bontése trouve reommandé ontre l'opinion de leurs adversaires.Corollaire I.Pour déterminer la vitesse maximale du liquide sortant, et elle du liquidedesendant dans le vase, on doit faire dz = 0, ela fait, notre équation s'érira
(hh − mm)z = (hha − hmx), d'où z =

hha − hmx

hh − mm
, qui ontient l'inonnue

x, que rien ne détermine en vérité, si e n'est la valeur même de z obtenue àpartir de l'équation générale. Corollaire II.Si m est assez petit devant h, l'équation générale prend ette forme zdx+

bdz = adx ; d'où dx =
bdz

a − z
: qui donne z = a − a : fx: b. Et par onséquentpour que z soit maximum dans e as, il faut que x soit in�ni, et on a alors

z = a ; e qui en réalité peut être obtenu aussit�t à partir de dx =
bdz

a − z
oude dx(a−z) = bdz ; en e�et z étant maximum on a dz = 0, a−z = 0, et don

z = a. D'où il est visible que, dans un vase très large, l'eau qui s'éoule parun tube très étroit aquière aussit�t une vitesse maximale, toujours régulièreet égale à elle aquise par un orps grave hutant librement de la hauteurdu vase, omme nous l'avons alulé dans le Corollaire I, � X ; dans e as, levase peut être onsidéré omme toujours plein, puisque, du fait de la setionpresque in�nie du vase, relativement à l'étroitesse du tube, il faut un tempségalement quasi in�ni pour que l'eau desende sensiblement dans le vase.XIII.Considérons maintenant un autre as : soit un tube [qui initialement estsupposé au repos et rempli d'eau jusqu'en C℄ prolongé indé�niment, si bien



ANNEXES 353que lorsque l'eau desend dans le vase, rien ne peut sortir du tube, mais duliquide s'éoule sans esse du vase dans le tube, e liquide ave elui qui estsupposé se trouver déjà dans le tube, fore le liquide à s'éouler à l'intérieurdu tube. On herhe la loi de l'aélération et la vitesse elle-même pour toutespae parouru à l'intérieur du tube ? La fore aélératrie dans le tube,omme montré au �. XI, sera égale à vdv : dx ; mais la masse d'eau à propulserest maintenant mb + mx, par laquelle la fore aélératrie vdv : dx estmultipliée pour donner la fore motrie dans le tube (mbvdv + mxvdv) : dx,qui translatée à la setion du vase donne la fore motrie équivalente dansle vase égale à (hbvdv + hxvdv) : dx. Et ainsi, en mettant ensemble les troisfores motries qui animent la gorge, le tube et le vase et en égalant le résultatà la fore motrie totale p, on obtiendra, pour un vase toujours rempli d'uneeau renouvelée, ette équation
hh − mm

2h
vv +

hbvdv + hxvdv

dx
+

mavdv

dx
= p = gha[f � XI℄ : mais pour un vase qui ne reçoit auun liquide adjuvant, on obtiendraette autre équation

hh − mm

2h
vv +

hbvdv + hxvdv

dx
+

mvdv

hdx
(ha − mx) = p = g(ha − mx)[f. �. XII℄ : en mettant gz à la plae de vv

2
, la première équation devient

(hh − mm)zdx + (hhb + hma + hhdx)dz = hhadx,et la seonde
(hh − mm)zdx + (hhb + hma + hhx − mmx)dz = (hha − hmx)dx.Chaune de es équations peut être intégrée grâe à un lemme que nous avonspromis i-dessus et que je démontre maintenant.XIV.LEMME.Soit à intégrer l'équation [et sans qu'il soit néessaire de séparer lesindéterminés℄ αzdx + (β + γx)dz = (ǫ + θx)dx. Je pose y = β + γx, d'où
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dx = dy : γ, et l'équation se hange en α

γ
zdy + ydz = (ǫ + θx)dx ; qui,multipliée par yα:y−1, devient α

γ
zyα:y−1 + yα:ydz = (ǫ + θx)dx · yα:y−1. En in-tégrant on obtient :

yα:yz =

∫
(

(ǫ + θx) × 1

γ
(β + γx)α:γ−1γdx

)

=
1

α
(β + γx)α:γ(ǫ + θx) −

∫
(

θ

γα
(β + γx)α:γγdx

)

=
1

α
(β + γx)α:γ × (ǫ + θx) − θ

αα + γα
(β + γx)α:γ+1

− ǫ

α
βα:γ +

θ

αα + γα
βα:γ+1.On remarque que les deux derniers termes sont ajoutés pour orriger l'équa-tion, a�n que, x s'évanouissant, il en soit de même de z. On divise maintenantl'équation par yα:γ, 'est à dire (β + γx)α:γ , et on en déduit la valeur vraiede z, à savoir

z =
1

α
(ǫ + θx) − θ

αα + γα
(β + γx)

+

(

θ

αα + γα
βα:γ+1 − βα:γ

)

× (β + γx)−α:γ .XV.Pour appliquer le lemme à la première équation, on érit
(hh − mm)zdx + (hhb + hma + hhx)dz = hhadx,on a ii α = hh − mm, β = hhh + hma, γ = hh, ǫ = hha et θ = 0, ensubstituant es valeurs on obtient

z =
hha

hh − mm

− hha

hh − mm
(hhb + hma)(hh−mm):hh × (hhb + hma + hhx)(−hh+mm):hh,



ANNEXES 355ou e qui est la même hose
z =

hha

hh − mm

(

1 −
(

hb + ma

hb + ma + hx

)(hh−mm):hh
)

.Et dans le as de la seonde équation, où α = hh − mm, β = hhb + hma,
γ = hh, ǫ = hha et θ = −hm, on obtient :

z =
hha − hmx

hh − mm
+

hm

2(hh − mm)2
× (hhb + hma + hhx − mmx)

+

( −hm

2(hh − mm)2
(hhb + hma)2 − hha

hh − mm
(hhb + hma)

)

×(hhb + hma + hhx − mmx)−1et en regroupant les termes onvenablement on obtient �nalement
z =

(

hhax − 1

2
hmxx

hhb + hma + hhx − mmx

)

.Corollaire I.Si m est su�samment petit devant h, on aura pour un vase toujours plein
z =

ax

b + x
; et de même pour l'autre as z =

ax

b + x
, e qui doit évidemmentarriver ainsi ; puisqu'en e�et, omme m est in�niment petit, l'eau met untemps in�ni à s'éouler, avant que sa surfae supérieure desende sensible-ment dans le vase très large ; il est lair que 'est omme si le vase restaittoujours plein, et don es deux as reviennent au même.Corollaire II.Si b = 0, 'est-à-dire si le tube horizontal in�niment long FB est initiale-ment vide, on aura dans le as d'un vase toujours plein

z =
hha

hh − mm
×
(

1 −
(

ma

ma + hx

)(hh−mm):hh
)

;mais pour l'autre as sans liquide supplémentaire, on aura
z =

(

hhax − 1

2
hmxx

hma + hhx − mmx

)

.



356 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Dans e dernier as il est également digne de noter qu'au moment où lasurfae du liquide atteint le fond du vase, e qui arrive en faisant x =
h

m
a,et entraîne z =

a

2
, la vitesse de l'eau dans le tube, après la vidange omplètedu vase, sera elle aquise par un orps grave hutant librement de la moitiéde la hauteur du vase.
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Jean-Charles Borda, � Mémoire sur l'éoulementdes �uides par les ori�es des vases �,MARS année 1766 (1769), p. 579-607.MÉMOIREp. 579 SUR L'ÉCOULEMENT DES FLUIDESPAR LES ORIFICES DES VASESPar M. le Chevalier de BORDAOn a deux ouvrages élèbres sur la théorie que je me propose de traiterdans e Mémoire, l'un est l'Hydrodynamique de M. Daniel Bernoulli, l'autreest le Traité des Fluides de M. d'Alembert : dans l'Hydrodynamique, lesquestions sur les �uides sont résolues par le prinipe de la onservation desfores vives, dont M. Bernoulli fait une appliation heureuse & pleine de gé-nie ; dans le Traité des Fluides, M. d'Alembert se sert d'un prinipe général& lumineux, dont il est l'inventeur, & qu'il avoit déja appliqué ave su-ès aux questions de Dynamique les plus importantes. On ne sauroit donnertrop d'éloges aux deux ouvrages que je viens de iter, mais il faut avouer queles solutions qu'on y trouve ne s'aordant pas toujours, il reste enore unegrande inertitude dans ette partie de la théorie des �uides, inertitude qu'ilest étonnant que personne n'ait herhé à lever en examinant plus partiu-lièrement les hypothèses & l'emploi des prinipes sur lesquels les solutionssont fondées ; e travail m'ayant paru mériter l'attention des Géomètres, jeme suis déterminé à l'entreprendre, & e sont mes reherhes sur e sujet queje présente aujourd'hui à l'Aadémie ; je souhaite qu'elles puissent tournerles vues des Savans du �té de ette siene importante, 'est le plus grandavantage que j'en ose espérer.Je me propose don dans e Mémoire de reprendre les questions que M.rsDaniel Bernoulli & d'Alembert ont traitées, l'un dans le livre de l'Hydrody-namique, l'autre dans sa Théorie des Fluides ; mais je me bornerai aux �uidesnon élastiques, & je ne parlerai même que des problèmes prinipaux, pour nepas passer les bornes d'un Mémoire de l'espèe de eux qu'on donne à etteAadémie.



360 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783(1.) Je vais examiner d'abord la solution du problème général que M.p. 580 Daniel Bernoulli s'est proposé : il s'agit de déterminer le mouvement d'unFig. I �uide qui sort d'un vase ABCD par l'ori�e ef ; pour résoudre e problème,l'Auteur suppose que le �uide ontenu dans le vase, soit divisé en plusieursbranhes horizontales, in�niment petites ghlk, lkmn, &. & qu'ensuite le�uide se meut de manière que dans le même instant la tranhe ghlk prendla plae de la tranhe lkmn, elle-i la plae de la suivante, & ainsi de suite ;d'après ette hypothèse & en employant le fameux prinipe d'Huyghens surla onservation des fores vives, M. Bernoulli a résolu le problème dont ils'agit, mais il faut avouer que ette hypothèse ne paroît appliable qu'aumouvement des tranhes supérieures, omme ghlk, & qu'il ne paroît pasnaturel de l'admettre pour les branhes voisines de l'ori�e ; en e�et, onne peut supposer que la tranhe OPCD passe en un instant de sa position
OPCD à la position efrt, qu'on ne suppose en même temps que les moléulesqui sont vers D & C prennent subitement une vîtesse in�nie pour parvenirà l'ori�e ef , e qui est impossible ; ette objetion ontre l'hypothèse deM. Daniel Bernoulli devoit faire douter de la bonté de la solution, mais pourlever tous les doutes il falloit résoudre le problème en employant quelqu'autrehypothèse plus vraisemblable, & voii elle que j'ai ru pouvoir y substituer :j'ai supposé qu'il n'y avoit que les surfaes supérieure & inférieure AB & efqui se mouvoient en onservant leur parallélisme, & que le reste du �uides'approhoit de l'ori�e ef d'une manière quelonque : voii d'après ettehypothèse la solution du problème.PROBLEME I.(2.) Trouver le mouvement d'un �uide qui sort du vase ABEF par l'ori�eFig. 2
EF . SOLUTION.Je supposerai, omme je viens de le dire, que les deux surfaes AB &
FG se meuvent parallèlement à l'horizon, de manière qu'étant d'abord en
AB & EF , elles parviennent en un instant en CD & GH parallèles à AB :p. 581 je partage ette ligne AB en parties égales & in�niment petites ab, bl, lk,&. & j'imagine que le point de �uide qui étoit en a est à présent en c ; quele point qui étoit en c est à présent en n, que elui qui étoit en n est en
o, & ainsi de suite. Soit une ourbe ape qui passe par tous es points c, n,
o, &. & supposons de même d'autres ourbes formées par les déplaemens



ANNEXES 361des points du �uide b, l, k, &. il est lair que tout le vase se trouverapartagé en plusieurs petits anaux, & qu'on pourra supposer que le �uide semeut dans es petits anaux, du moins pendant un instant : ela posé, nousallons d'abord herher le mouvement du �uide dans un petit anal abef .Pour ela, soit ab = a, ef = b, la vîtesse en ef qui est la même que ellede toute la branhe EF = u, la ligne ac que la surfae AB parourt dansun instant = C, la hauteur EX = X, & la fore de la gravité = g. Soitprise aussi dans le petit anal une tranhe in�niment petite PRST , & soit
PR = z & PS = ds ; il est lair qu'on pourra supposer que haque tranheomme PRST , se meut en onservant toujours ses deux surfaes RP & STperpendiulaires aux �tés du anal ; il est évident aussi que la vîtesse du�uide en ef étant u, la vîtesse en PR sera u · ef

PR
=

bu

z
. D'après ela, voii lamanière de résoudre le problème par le prinipe de la onservation des foresvives ; on aura la fore vive de la petite tranhe PRST =

b2u2

2gz2
· zds, & paronséquent la somme des fores vives de tout le �uide ontenu dans le petitanal sera =

∫

b2u2

2g
· ds

z
; or on sait que, par le prinipe que nous employons,la di�érene des fores vives doit être égale à l'inrément du moment du�uide par rapport à l'horizontale AB, 'est-à-dire au produit de efgh par

EX : on aura don d

(
∫

b2u2

2g
· ds

z

)

= efgh · EX = abcd · EX = aCX ; mais
d

(
∫

b2u2

2g
· ds

z

)

=
2udu

2g
· bb
∫

ds

z
+

uubb

2g
· d
(
∫

ds

z

), & il faut remarquerp. 582 que d

(
∫

ds

z

)

=
aC
bb

− C
a
; on aura don

2g · aCX = 2udu · bb
∫

ds

z
+ uuC · aa − bb

a
,e qui détermine le mouvement du �uide dans le petit anal abef ; mais,par la supposition du mouvement parallèle des tranhes AB & EF , on aura

AB : EF : : ab : ef : : a : b ; don appelant AB, A, EF , B, on aura b =
aB

A
;introduisant ette expression dans l'équation que nous venons de trouver, onaura elle-i, 2udu · AB

AAC .

∫

ads

z
+ u2 · AA − BB

AA
− 2gX = 0 ; e qui donne



362 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783la vîtesse du �uide à sa sortie hors du vase. C.Q.F.T.& D.(3.) Cette équation ne di�ère de elles de M.rs Bernoulli & d'Alembert,que par la quantité ∫ ads

z
, à la plae de laquelle on trouve dans la solution dees deux auteurs la quantité ∫ adx

Z
; dx étant l'épaisseur de haque tranhehorizontale et Z sa surfae ; il est faile de voir que ette di�érene ne peutauser que de légères erreurs lorsque l'ori�e ef est fort petit, eu égard àla apaité du vase, pare qu'alors le terme qui ontient ∫ ads

z
in�ue très-peu sur la vîtesse du �uide ; mais il y a des as où la détermination de lavîtesse dépend uniquement de e terme, & alors l'équation de M.rs Bernoulli& d'Alembert donne un faux résultat, omme, par exemple, lorsqu'on veutdéterminer la vîtesse du �uide dans les premiers instants du mouvement.En e�et, on prouve par ette équation que, si le vase est ylindrique, lasurfae supérieure du �uide doit se mouvoir dans les premiers instants dumouvement omme les orps libres abondonnés à l'ation de la gravité, quelque soit l'ori�e par lequel le �uide sort du vase : or, ela est impossible,pare qu'il suivroit de-là que le �uide desendroit dans le ommenement dumouvement ave la même vîtesse que si le fonds ne lui faisoit auun obstale ;e faux résultat ne vient, omme je l'ai déja dit, que du terme ∫ Adx

Z
, quip. 583 est le seul qui détermine la vîtesse dans les premiers instans du mouvement.Il est faile de voir, par notre équation, que la partie du �uide qui, dansle ommenement du mouvement, se meut omme les orps libres, est fortvoisine de l'ori�e EF lorsque et ori�e est très-petit par rapport à AB.REMARQUE.(4.) Nous venons de voir que l'hypothèse du mouvement parallèle destranhes ne donne de grandes erreurs que lorsque le terme qui ontient ∫ ads

zin�ue beauoup sur la valeur de u ; d'où il suit qu'on peut l'employer dans tousles autres as & même dans elui où on supposeroit qu'une tranhe aquiertune vîtesse �nie dans un temps in�niment petit : ependant M. d'Alembertroit qu'alors on doit rejeter ette hypothèse. Pour prouver son assertion, ethabile Géomètre fait voir qu'en l'employant à la détermination de la vîtesse



ANNEXES 363d'un �uide qui sort d'un vase ylindrique, on trouve un faux résultat ; d'où ilonlut que l'hypothèse induit en erreur ; mais on va voir que ela ne vient quede la manière dont M. d'Alembert a appliqué son prinipe à la question dontil s'agit, & non de l'hypothèse de M. Daniel Bernoulli. Pour le démontrer,Fig 3 soit un vase ylindrique ABC dont le fond est peré d'un trou PR, par lequelle �uide s'éoule ; proposons-nous de trouver le mouvement de e �uide enemployant le prinipe de M. d'Alembert, & dans ette hypothèse, que lavîtesse du �uide qui est en CD augmente en un instant dans le rapport de
PR à CD ; pour ela, soit la base du ylindre = A, la surfae de l'ori�e
= B, la fore de la gravité = g, la vîtesse en AB = V , la vîtesse en PR = u,
AC = x. Il faut supposer, par le prinipe de M. d'Alembert, que le �uideontenu dans le ylindre, étant animé par la fore g − dV

dt
, peut faire équilibreave la tranhe inférieure cδCD, animée par la fore u − V

dt
; mais il s'agit dep. 584 savoir dans quelle position de la tranhe cδCD nous supposerons qu'il y aéquilibre : en e�et, si et équilibre existe lorsque la tranhe cδCD est enoretoute entière dans le vase, on aura AC ·

(

g − dV

dt

)

= cC ·
(

u − V

dt

) ; s'iln'existe que lorsque la tranhe cδCD est toute entière hors du vase, on aura
AC

(

g − dV

dt

)

= Pγ ·
(

u − V

dt

). Or il est évident que es deux équationsne donnent pas la même hose ; don il n'est pas indi�érent de supposerl'équilibre au ommenement ou à la �n du mouvement de la petite tranhe.Pour savoir à présent le vrai point où et équilibre existe, nous remarqueronsque la solution du problème est qu'à la �n de l'instant, les fores qui ontanimé la tranhe cδCD aient détruit l'e�et de la fore qui anime tout le�uide intérieur ; & puisque l'énergie de la fore qui anime cδCD varie d'unequantité �nie dans un instant, on verra lairement qu'il faut prendre pourl'énergie moyenne de ette fore elle qui existe au milieu de l'instant, &par onséquent on doit supposer qu'il y a équillibre lorsque la tranhe cδCDest à moitié sortie du vase & a pris la position efik ; mais alors l'équationsera elle-i,AC ·
(

g − dV

dt

)

= (eC + Pi) · u − V

dt
: or, eC + Pi =

eC + Pγ

2
,

cC = −dx, Pγ = −Adx

B
, dt = −dx

V
, & V =

Bx

A
; mettant es valeurs dansl'équation, on aura elle-i, 2BBxudu

AAdx
− A2 − B2

A2
· u2 + 2gx = 0, qui est la



364 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783même que elle que l'on trouve par la solution de M. Bernoulli ; d'où l'on voitque le prinipe de M. d'Alembert s'applique très-bien à ette hypothèse.REMARQUE.(5.) Pour déterminer par la solution générale la vîtesse du �uide à la sortiep. 585 du vase, il faudroit onnoître la quantité ∫ ads

z
, 'est-à-dire le mouvementdes moléules ontenues dans le vase, mais 'est à quoi les Géomètres n'ontenore pu parvenir ; ainsi la solution que nous avons donnée est enore très-inomplète, & on ne peut la regarder omme exate que dans le as où leterme 2udu · BB

AAC ·
∫

ads

z
peut être négligé, 'est-à-dire lorsque l'ori�e ef estfort petit, eu égard à la apaité du vase : & même dans e as-là, quoiqu'ontrouve que la vîtesse du �uide est dûe à toute sa hauteur dans le vase, onne sait pas pour ela déterminer la quantité qui s'en éoule dans un tempsdonné : ela vient de e que la olonne qui sort de e vase se resserre àune petite distane de l'ori�e, & que e resserrement, onnu sous le nomde ontration de la veine, n'a point enore été déterminé par la théorie.Comme j'ai eu besoin, pour la solution de quelques problèmes ontenus danse Mémoire, de onnoître exatement ette ontration, j'ai fait des reherhesà e sujet dont je vais donner le détail.De la ontration de la veine.(6.) M.Newton est le premier qui ait remarqué que la veine de �uide quisort d'un vase, se ontrate à une petite distane de l'ori�e ; e grand Géo-mètre en attribue ave raison la ause aux di�érens mouvemens des moléulesdu �uide, qui parviennent à la sortie du vase par des diretions onvergentes,& qui par-là tendent à diminuer la grosseur de la veine ; d'après ette explia-tion, il est évident que ette ontration doit être di�érente suivant la manièredont le �uide parvient à l'ouverture par laquelle il doit sortir, & qu'elle estd'autant plus grande que le �uide parvient à l'ori�e par des diretions plusopposées à la diretion résultante de la veine de �uide.Ce seroit un problème d'une extrême di�ulté que de déterminer la quan-tité de ontration pour un vase & un ori�e quelonques, il faudroit pourela résoudre le problème général du mouvement de toutes les partiules de�uide ; la di�ulté seroit enore très-grande quand même on supposeroit quep. 586 le �uide sortiroit par un trou in�niment petit fait dans le fond d'un vase ;



ANNEXES 365mais il y a un as partiulier qu'on résoud assez failement & 'est eluide la �gure 4, dans laquelle ef est un tube d'un diamètre in�niment petit,prolongé dans le vase d'une quantité �nie : e as étant singulier, & devantd'ailleurs me servir dans plusieurs questions sur les �uides, je vais en donnerla solution.(7.) Je supposerai, pour plus grande simpliité, que le tuyau in�nimentpetit ef , est horizontal, & que la veine après s'être ontratée, reste dansl'état de ontration, & oule sur un plan horizontal & parfaitement poli,ainsi que le plan qui porte le vase ; je remarque 1.�que la vîtesse du �uide aupoint de la plus grande ontration, sera dûe à toute la hauteur du �uide au-dessus du tube ; 2.�que le vase étant sur un plan qu'on a supposé parfaitementpoli, prendra peu à peu par l'e�et de la réation, un petit mouvement du �téopposé à la sortie du �uide, de manière ependant, que le entre de gravitédu système de tout le �uide & du vase, restera immobile ; ela posé, soit lahauteur he du �uide au-dessus du tube = h, la fore de la gravité = g, lafore de la réation du �uide ontre le vase = R, la setion du tube = e, lasetion de la veine au point de plus grande ontration = me ; nous venons dedire que le entre de gravité de tout le système devoit rester immobile, il suitde-là que la quantité de mouvement imprimée au vase par la réation, aprèsun temps quelonque T , sera égale à la quantité de mouvement qu'aura toutle �uide sorti du vase après le même temps T : or il est faile de voir que laquantité de mouvement du vase après le temps T sera = RT , & que elle du�uide sorti sera = meT ·2gh ; on aura don RT = meT ·2gh, & R = 2ghme :e qui fait voir que la réation d'un �uide ontre le vase duquel il sort, estégale à l'ation du poids d'une olonne d'eau qui auroit pour base la setionde la veine ontratée, & pour hauteur le double de elle qui est dûe à lavîtesse du �uide au point de la ontration, quelle que soit ette vîtesse. Aprésent pour trouver une autre valeur de la réation, nous remarquerons quetoutes les moléules du �uide qui sont ontre les parois du vase, & au pied dup. 587 tube, ne peuvent se mouvoir qu'ave une vîtesse in�niment petite, & que paronséquent la pression de haque moléule ontre les parois du vase, peutpartout être estimée la même que si le �uide étoit parfaitement stagnant ;d'où il suit que la di�érene des pressions que le �uide exere sur les �tés
AB & CD du vase, ne vient que de la seule partie O opposée à l'ori�e ; orla réation ne peut être autre hose que ette di�érene de pressions, ainsila réation doit être égale à la pression du �uide sur la partie O, laquellepression est évidemment égale à ghe, on aura don R = ghe ; mais nous



366 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783avons trouvé plus haut R = 2ghme ; don ghe = 2ghme, & par onséquent
m = 1

2
; 'est-à-dire que la setion de la veine, au point de la plus grandeontration, est exatement la moitié de la setion du tube. C. Q. F. T. &D. (8.) Nous venons de faire voir, dans le as que nous avons examiné, quela veine se ontratoit dans le rapport de 2 à 1 : supposons à présent qu'on�te le tube & que le �uide sorte par l'ori�e fg, la ontration sera alors pluspetite que dans le premier as, & M. Newton a trouvé par expériene, enmesurant le diamètre de la veine à l'endroit le plus étroit, & en le omparantà elui de l'ori�e, que la ontration étoit dans le rapport de √

2 à 1 ; pourm'assurer de l'exatitude de e rapport, j'ai répété l'expériene un peu plusen grand, & pour ela je me suis servi d'une uve ylindrique qui avoit 3 piedsde diamètre, la veine sortoit latéralement par un trou de 15 lignes, fait dansune plaque de fer-blan d'un pied de diamètre, ette plaque étoit bien polie &les bords du trou étoient tranhans ; j'ai mesuré ave le plus d'exatitude qu'ilm'a été possible le diamètre horizontal de la veine ontratée & le diamètrevertial, qui est toujours plus petit que l'autre, & j'ai trouvé que le diamètremoyen étoit de 12 lignes 1

16
; e qui donne pour la ontration le rapport de

154 2

3
à 100, au lieu du rapport de 141 3

7
à 100, que M. Newton a trouvé ;je ne sais à quoi je dois attribuer ette grande di�érene dans les résultats,peut-être vient-elle de e que M. Newton a fait son expériene sur un ori�etrop petit (voyez les Prinipes Math. prop. 36, liv. 2) ; ette seule raison su�tpour expliquer ette di�érene ; en e�et, il est évident que le frottement dup. 588 �uide ontre les bords de l'ori�e doit diminuer la quantité de ontration,puisqu'elle retarde les parties qui tendent le plus à ontrater la veine ; ore frottement étoit à proportion plus grand dans l'expériene de M. Newtonque dans la mienne ; don par ela seul je devois trouver une ontration plusgrande.(9.) La manière de mesurer la ontration par la mesure de la veineontratée n'étant pas assez préise, j'ai voulu herher ette ontrationpar la méthode dont M. Bernoulli parle dans son Hydrodynamique, page 79 :ette méthode onsiste à mesurer le temps qu'une ertaine quantité de �uideemploie à sortir d'un vase par un ori�e donné, on alule après ela le tempsqu'il auroit dû employer s'il n'y avoit pas eu de ontration, & le rapportdes deux temps, donne elui de la grandeur de l'ori�e à la setion de laveine ontratée. Voii le détail de l'expériene que j'ai faite ; je me suis en-



ANNEXES 367ore servi de la uve ylindrique qui avoit 3 pieds de diamètre, & omme jeme proposois de déterminer aussi, par expériene, la quantité de ontrationqui a rapport à la �gure 5, j'avois fait plaer au fond du vase un tube defer-blan qui avoit 6 poues de longueur, & dont l'ori�e avoit 14 lignes 1

10Fig. 5 de diamètre, j'avois fait faire outre ela un tube AB dans lequel le premierFig. 6 pouvoit être emboîté, & qui étoit terminé par le plateau MN de 12 pouesde diamètre, le plateau étoit peré d'un trou qui étoit parfaitement égal àl'ori�e du premier tube & qui répondoit exatement à et ori�e lorsque leseond tube ouvroit le premier : de ette manière je pouvois faire la ompa-raison des deux ontrations en me servant d'abord du premier tube, ensuiteen le ouvrant du tube à plateau ; avant de faire haque expériene, je ou-vrois l'ori�e du tube par un poids de plomb garni de uir en-dessous, ensuiteaprès avoir attendu que l'eau fût parfaitement tranquille, je levois e poidsperpendiulairement a�n que le �uide se ontratât régulièrement en entrantdans le tube & n'en touhât point les parois (ar il faut remarquer que lors-qu'il les touhoit, l'attration de es parois, & ensuite la pression extérieurede l'atmosphère dérangeoient la ontration & forçoient même quelquefois lep. 589 �uide à sortir à plein tuyau) ; l'eau s'éoulant par le tube, je omptois aveune pendule à demi-seondes le temps qu'il employoit dans le vase d'unehauteur donnée, & pour ela j'avois plaé dans l'intérieur du vase deux ai-guilles, qui étoient à 4 poues l'une au-dessus de l'autre, & dont j'avois soinque la plus élevée fût submergée de 2 poues environ avant d'ouvrir le tube ;toutes es préautions prises, voii quel a été le résultat de mon expériene :j'ai d'abord éprouvé le tube sans plateau, & j'ai trouvé par trois di�érentesobservations qui ont donné la même hose, que le �uide desendoit dans levase d'une aiguille à l'autre, 'est-à-dire de 4 poues, dans le temps de 1731

2vibrations de mon pendule ; j'ai ensuite adapté le tube à un plateau, & j'aitrouvé que le temps n'étoit plus que de 143 vibrations : or la hauteur de�uide au ommenement du mouvement étoit de 11 poues 11 lignes, & de
7 poues 11 lignes à la �n du mouvement ; si on veut d'après es mesuresaluler le temps que le �uide auroit employé à desendre d'une aiguille àl'autre, en supposant qu'il n'y eût point eu de ontration, on trouvera 44seondes 2

3
ou 89 1

3
vibrations de mon pendule ; mais l'expériene a donné

173 1

2
vibrations pour le premier as, & 143 pour le seond : il faut don quedans le premier as la veine se soit ontratée dans le rapport de 194 1

5
à 100,& que dans le seond elle se soit ontratée dans le rapport de 160 à 100.



368 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783(10.) Le rapport de 194 1

5
à 100 que nous venons de trouver pour le asde la �gure 4, approhe beauoup de elui de 2 à 1 donné par la théorie : lapetite di�érene qu'il y a, peut venir du frottement des moléules le long dela surfae onvexe du tube, frottement qui retarde les parties qui tendent leplus à ontrater la veine.Quant au rapport de 160 à 100 que l'expériene donne pour l'autre espèede ontration, il est enore plus fort que je ne l'avois trouvé en mesurantle diamètre de la veine ; & même s'il n'y avoit eu auun frottement, il estprobable que la ontration auroit été enore plus grande : en e�et, il sembleque dans le as d'un frottement nul, les deux espèes de ontration dontnous avons parlé, devroient enore avoir entre elles le rapport de 143 à 173p. 590

1

2
que l'expériene vient de nous donner : par onséquent puisque dans ettesupposition, la ontration de la �gure 4 devoit être dans le rapport de 2 à

1 ; elle de la �gure 5 devroit être dans le rapport de 2 · 143

1731

2

à 1, ou de 1644

5à 100, e qui s'éloigne enore davantage du rapport trouvé par M. Newton.Voilà toutes les expérienes que j'ai faites sur la ontration de la veine ;j'ai ru devoir entrer dans beauoup de détails, pare que la quantité de etteontration entre pour élément dans plusieurs questions d'Hydrodynamique,& sur-tout dans elles où le prinipe de la onservation des fores vives nepeut être employé sans restrition.Des Questions d'Hydrodynamique, dans lesquelles on doitadmettre une perte de fores vives.(11.) La solution du problème général de l'éoulement des �uides par lesori�es des vases, sembleroit devoir s'appliquer à plusieurs autres questionsqu'on roiroit d'abord n'en être que des orollaires, telles par exemple que lemouvement des �uides dans les vases submergés ou dans les vases partagéspar des diaphragmes ; mais, omme l'a remarqué M. Daniel Bernoulli, leprinipe de la onservation des fores vives n'a pas lieu, sans restrition, dansla plupart de es problèmes : en e�et, le mouvement de l'eau dans les vases,peut être regardé omme elui d'un système de orps durs qui agissent lesuns sur les autres d'une manière quelonque ; or nous savons que le prinipede onservation des fores vives n'a lieu dans le mouvement de es orpsque lorsque leur ation mutuelle s'exere par degrés insensibles, & qu'il y anéessairement une perte de fores vives dans le système, d'abord qu'un de



ANNEXES 369es orps vient à en hoquer un autre : il suit de-là qu'il doit aussi y avoirquelquefois une perte de fores vives dans le mouvement des tranhes de�uide que nous examinons. Pour faire voir ela plus lairement, supposonsFig. 7 un vase ABGH , enfoné dans un �uide indé�ni OPQR, & imaginons quele fuide entre dans e vase par l'ori�e mn : onsidérons la petite tranhe
mopn, qui entre dans le vase pendant un instant, & qui oupe ensuite lap. 591 plae rsxy ; il est lair qu'avant d'ouper ette plae rsxy, la petite tranheaura perdu, ontre le �uide supérieur, une partie de son mouvement, & qu'ellel'aura perdu de la même manière que si 'eût été une masse isolée qui eûtfrappé une autre masse isolée : mais dans le as des deux masses isolées, ily auroit eu une perte de fores vives ; don il y en aura eu aussi dans le asque nous examinons.Ce que nous venons de dire du prinipe de la onservation des fores vives,s'applique aussi à elui de M. d'Alembert, non pas que e dernier prinipe nesoit toujours rigoureusement vrai, mais il y a des as dans lesquels on doitfaire quelques hangements à la manière de l'appliquer au mouvement des�uides : en e�et, onsidérons enore la �gure 7, nous venons de voir que latranhe rsxy n'agit sur le �uide supérieur que omme une masse isolée quiiroit perdre une partie de son mouvement, ontre une autre masse qu'ellefrapperoit ; d'où il suit que dans l'équation de l'équilibre on ne doit pas mul-tiplier la fore aélératrie de ette branhe par l'espae 1

2
mt qu'elle oupele long de l'axe au milieu de l'instant, ainsi que nous l'avons fait, artile4, mais seulement par l'espae ot qu'elle oupe après l'instant, puisque etespae ot représente la masse de la petite tranhe, rC représentant elle du�uide rCDs, & que e n'est que omme masses isolées qu'elles exerent leuration l'une sur l'autre ; les problèmes suivans élairiront davantage e quenous venons de dire. LEMME.(12.) Soit un orps dur a dont la vîtesse est u, & qui frappe un autre orpsdur A dont la vîtesse est V , on demande quelle sera la perte des fores vivesqui se fera dans le ho. SOLUTION.La somme des fores vives avant le ho étoit =

au2 + AV 2

2g
, après le ho



370 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783ette somme =
a + A

2g
·
(

au + AV

a + A

)2 ; retranhant la seonde quantité de lapremière, on trouvera la perte des fores vives =
aA

a + A
· (u − V )2

2g
. C. Q. F.T. PROBLEME II.p. 592 (13.) Soit un vase ylindrique ABNM qu'on suppose enfoné dans unFig. 7 �uide indé�ni OPQR ; il faut trouver le mouvement qu'aura le �uide enentrant dans le vase ABNM .SOLUTION par le prinipe de la onservation des fores vives.Supposons qu'après un ertain temps le �uide soit parvenu en EF , &que dans l'instant suivant il soit en DC, j'appelle AE, x ; AG, a ; AB, b ;la vîtesse du �uide en E, u ; & la fore de la gravité g : on aura 1.� lafore vive du �uide ROPQ = 0. 2.� la fore vive du �uide ontenu dansle vase pourra être regardée omme égale à uubx

2g
, pare qu'on peut négli-ger la fore vive de la tranhe de �uide qui entre dans le ylindre ; ainsila di�érene de la fore vive de tout le �uide ontenu dans le vase, sera

=
uubdx + 2bxudu

2g
: or pendant que le �uide aquiert et inrément de forevive, la tranhe DCFE ou bdx est ensée desendre de la hauteur GE ou

a − x ; don, si le prinipe de la onservation des fores vives avoit lieu sansrestrition, on auroit a − x · bdx =
uubdx + 2bxudu

2g
; mais pare que nousvenons de dire, artile 11, il y a une perte de fores vives dans le systèmetotal du �uide, laquelle perte vient de l'ation de la petite tranhe rsxysur le �uide supérieur rCDs, & il est faile de voir par le lemme & enappelant V la vîtesse de la tranhe opmn, que ette perte de fores vives

=
badx

a + dx
· (V − u)2

2g
= bdx · (V − u)2

2g
; ajoutant don ette quantité au se-ond membre de l'équation i-dessus, on aura la vraie équation du problème

uubdx + 2bxudu + bdx · (V − u)2 = 2g · (a − x) · bdx : il ne reste plus qu'àdéterminer V ; pour ela il faut remarquer que la veine de �uide qui entre



ANNEXES 371dans le vase, se ontrate de la même manière que si elle sortoit de e vase parp. 593 le même ori�e, & qu'elle entrât dans un espae libre ; ela doit être, puisquedans les deux as le �uide parvient à l'ori�e en suivant les mêmes dire-tions : or la perte de fores vives doit s'entendre de la tranhe qui a le plus devîtesse, 'est-à-dire de elle qui est au point de la plus grande ontration ;ainsi par la vitesse V , on doit entendre elle du point où la veine est le plusontratée : supposons don que e point soit en O & que m soit le rapportde EF à OP , on aura V = mu ; mettant ette valeur dans l'équation, onaura uudx + 2xudu + u2dx(m − 1)2 = 2g · (a − x) · dx, qui, étant intégrée,en supposant x = e & u = 0 au ommenement du mouvement, donnera
axm2−2m+2 − aem2−2m+2

m2 − 2m + 2
+

em2−2m+3 − xm2−2m+3

m2 − 2m + 3
=

u2 · xm2−2m+2

2g
; C. Q. F.T. & D. Autre SOLUTION par le prinipe de M. d'Alembert.(14.) Soient onservées les mêmes dénominations que i-dessus, & soitoutre ela v la vîtesse d'une tranhe de �uide quelonque, prise dans levase , & dv son inrément dans un instant ; il faudra, par le prinipe deM. d'Alembert, que les fores g − dv

dt
qui animent les tranhes de �uidese fassent équilibre. Soit don op le point de la plus grande ontrationde la veine du �uide, & supposons qu'une moléule après être entrée dansle ylindre, oupe la plae rsxy, il est lair que ette moléule perdradans un instant la vitesse mu − u ; & par onséquent on peut supposerqu'elle a été animée pendant et instant par une fore u − mu

dt
vers Ro,mais ette tranhe agissant librement sur le �uide supérieur, doit être regar-dée omme un orps libre rsxy qui frapperoit un autre orps libre rCDs :don pour l'équilibre il faut onsidérer ette tranhe omme oupant seule-ment l'espae sy le long de l'axe du ylindre, ainsi que nous l'avons dit,artile 11 ; par onséquent son moment pour l'équilibre sera seulementp. 594

sy · u − mu

dt
=

u − mu

dt
· dx ; d'un autre �té le moment de la partie rCDs,sera x · g +

du

dt
, & elui du �uide PGAmopnBHQORP se trouvera par lasolution générale = g · BH − u2(EF )2

2op2
= ga − 1

2
m2u2 ; on aura don, par la



372 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783ondition de l'équilibre gx +
xdx

dt
+ (u − mu) · dx

dt
= ga − 1

2
m2u2, & mettant

u à la plae de dx

dt
, on aura en�n

2g · (a − x) · dx = 2xudu + u2 · (m2 − 2m + 2) · dx ;équation qui est la même que elle que nous avons trouvée, artile 13.COROLLAIRE.(15.) Supposons qu'au ommenement du mouvement il n'y ait point de�uide dans le vase, & qu'on veuille savoir jusqu'où le �uide montera, on feradans l'équation e = 0 & u = 0, & on aura AX = a +
a

m2 − 2m + 2
, & paronséquent le �uide s'élèvera au-dessus de GH d'une quantité

GX =
a

m2 − 2m + 2
.PROBLEME III.(16.) Trouver le mouvement d'un �uide qui sort d'un vase ylindriquedont la partie inférieure est plongée dans un �uide indé�ni.SOLUTION par le prinipe de la onservation des fores vives.Soit le vase ABGH , dont la partie inférieure est plongée dans le �uideFig. 8

PQRO, je suppose que lorsqu'on ouvre l'ori�e mn la surfae du �uide soiten EF , & qu'après un ertain temps elle soit en CD : j'appellerai GA, H ;
EC, x ; AE, h ; la vîtesse en CD, u ; & elle qui est au point O de la plusp. 595 grande ontration mu ; ela posé on aura 1.�la fore vive du �uide indé�ni
ROPQ = 0, elle du �uide ontenu dans le ylindre =

uu

2g
· (h − x), & ladi�érene =

udu

g
· (h − x) − uu

2g
· dx ; don si le prinipe avoit lieu sans res-trition, on auroit udu

g
· (h − x) − uu

2g
· dx = (h − H − x) · dx ; mais la mo-léule mopn qui sort du vase, perd toute sa fore vive ontre le �uide indé-�ni ROPQ ; il faudra don ajouter au premier membre de l'équation ette



ANNEXES 373fore vive perdue qui est =
m2u2

2g
· dx, & on aura la vraie équation du pro-blème (m2 − 1) · u2dx + (h − x) · 2udu = 2g · (h − H − x) · dx, qui étant in-tégrée de la même manière que elle du Problème préédent, donnera

2gH

(

(h − x)1−m2 − h1−m2

1 − m2

)

− (h − x)2−m2 − h2−m2

2 − m2
= u2 · (h − x)1−m2

;C. Q. F. T. & D.SOLUTION par le prinipe de M. d'Alembert.(17.) Conservant les mêmes dénominations que i-dessus, il est lair qu'onpourra regarder la moléule in�niment petite qui est en OP , omme animéed'une fore mu

dt
vers OR, & omme ette moléule agit librement sur le�uide inférieur, on doit supposer, pour l'équilibre, qu'elle a l'étendue zt du�uide indé�ni, & par onséquent que son épaisseur xz est in�niment petitedu seond ordre ; d'où l'on onlut que son moment pour l'équilibre doitêtre regardé omme nul : don la somme des momens de toute la partie

PQOR doit être égale à elle des momens de la partie intérieure ABDC ; orla première somme = H · g, & on trouvera par la solution générale, que laseonde sommep. 596
= g · AC − udu · AC

cC
u2 · (CD)2 − (OP )2

2(OP )2

= g · (h − x) − udu · h − x

dx
− u2 · m2 − 1

2
;on aura don (m2 − 1) · u2dx + 2udu · (h − x) = 2g.(h − H − x) · dx, ommei-dessus. REMARQUE.(18.) Les deux problèmes que je viens de résoudre avoient déja été résoluspar M.rs Daniel Bernoulli & d'Alembert ; l'équation de M. Bernoulli pour lepremier problème, est fort di�érente de la mienne, 1.� pare que et habileGéomètre n'a point fait entrer dans le alul la ontration de la veine, parequ'il a estimé que la perte des fores vives étoit proportionnelle à V 2 − u2,au lieu que j'ai fait voir qu'elle étoit proportionnelle à (V − u)2 ; au reste il



374 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783paroît que M. Bernoulli avoit des doutes sur sa manière d'estimer les foresvives perdues, omme on peut le voir page 133 de son Hydrodynamique.Quant aux solutions de M. d'Alembert, elles sont absolument di�érentesde elles de M. Bernoulli & des miennes, ela vient de e que M. d'Alembertn'a pas ru qu'il y eût une perte de fores vives dans e mouvement du�uide ; ependant, ela paroît rigoureusement démontré, & d'ailleurs l'opinionontraire onduit à des résultats absolument démentis par l'expériene.Ma solution du premier problème étant di�érente de elle de M. Bernoulli,j'ai ru que je ne devois pas me ontenter d'opposer démonstration à démons-tration, & qu'il seroit bon de déider la question par quelques expérienesfaites ave soin. EXPÉRIENCE I.(19.) J'ai fait faire un tube de fer-blan de 18 lignes de diamètre inté-rieur, & d'un pied de longueur, le fer-blan étoit bien poli & les bords dutube tranhans : j'ai fait ave e tube l'expériene qu'indique M. Bernoullidans son Hydrodynamique, page 141, 'est-à-dire que j'enfonçois le tube dansun grand vase rempli d'eau, je fermois d'abord l'ori�e supérieur de e tube,a�n que l'air qui s'y trouvoit renfermé, empêhât l'eau d'y entrer, ensuitep. 597 je débouhois subitement l'ori�e, & j'observois la hauteur à laquelle l'eaumontoit au-dessus de la surfae qui étoit dans le vase : après avoir fait plu-sieurs fois ette expériene, j'ai trouvé qu'en enfonçant le tube de 8 pouesdemi-ligne, l'eau remontoit exatement jusqu'à l'ori�e supérieur, 'est-à-direqu'elle s'élevoit à 4 poues moins demi-ligne au-dessus de la surfae de l'eauontenue dans le vase : or par la solution de M. Bernoulli, l'enfonement de
8 poues auroit dû produire une asension de 8 poues au-dessus de la sur-fae ; don ette expériene donne un résultat deux fois plus petit que eluide la solution de M. Bernoulli : et habile Géomètre ite, à la vérité, d'autresexpérienes qui paroissent ontredire elle-i, mais les tubes dont et Auteurs'est servi, étoient d'un trop petit diamètre pour qu'on pût en onlure riende bien ertain.Pour voir à présent si ma solution s'aorde ave l'expériene, il n'y a qu'àmettre dans la valeur générale de l'artile 15, elle de m, qui, dans le as dontil s'agit, se trouve par la théorie égale à 2, & par l'expériene égale à 194

1

2

100
,& on aura GX = 1

2
a, ou GX = 100

189
a ; je hoisis ette seonde quantité, parequ'elle est fondée sur l'expériene, & je remarque que le �uide, à ause de la



ANNEXES 375ompressibilité de l'air ontenu dans le tube, devoit y être monté d'environ
3 lignes avant le ommenement du mouvement ; & qu'ainsi l'enfonementétoit seulement de 93 lignes 1

2
: multipliant don 93 lignes 1

2
par 100

189
, on aura

49 lignes 1

2
pour la hauteur à laquelle le �uide devoit remonter au-dessus dela surfae du �uide : or il est remonté à 47 lignes 1

2
, ainsi il n'y a que 2 lignesde di�érene, qu'on peut attribuer au frottement du �uide le long du tube.Au reste, si on ne veut pas tenir ompte de la orretion que j'ai faite, &supposer seulement m = 2, l'expériene s'aordera enore davantage avema solution. EXPÉRIENCE II.(20.) J'ai fait mettre à l'ori�e inférieur du tube dont je m'étois servi, unplateau pareil à elui de la �gure 6, & j'ai observé qu'il falloit enfoner lep. 598 plateau jusqu'à 85 lignes de profondeur, pour que le �uide remontât exate-ment à l'ori�e supérieur : or nous avons vu artile 9, que dans le as dontil s'agit ii, la veine de �uide se ontrate dans le rapport de 16 à 10, à peude hose près, & que par onséquent m = 16

10
; mettant ette valeur dansl'expression de GX, artile 15, on aura GX = 100

136
h : mais dans le ommen-ement du mouvement il y avoit dans le tube 2 lignes 1

2
d'eau par la raisonque nous avons dit, artile 19 ; il faudra don multiplier 82 lignes 1

2
par 100

136
,& le produit 60 lignes 2

3
sera la hauteur à laquelle le �uide devoit remonter :or l'expériene a donné 59 lignes, ainsi elle on�rme aussi ma solution.J'ai fait enore plusieurs autres expérienes ave le même tube auquelj'adoptois un fond peré d'un trou, & je les ai variées de plusieurs manières,il me su�ra de dire que j'ai trouvé le même aord entre ma théorie & esexpérienes. REMARQUE.(21.) La solution des deux derniers problèmes mène naturellement à ellede l'éoulement d'un �uide qui sort d'un vase traversé par plusieurs dia-phragmes ; il est faile de voir que pour résoudre e problème, il su�t deFig. 9 trouver la fore vive perdue par les moléules de �uide qui passe par les ori-�es K & L ; on pourra aussi ave failité, d'après e que nous avons dit, yappliquer le prinipe de M. d'Alembert, ainsi nous ne nous arrêterons pasdavantage sur et artile.



376 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783De l'éoulement d'un �uide qui sort par un tuyau adapté à un vase.(22.) M. Bernoulli a résolu e problème dans les setions 3 & 4 de sonHydrodynamique, en employant le prinipe de onservation des fores vives,sans auune restrition, mais en examinant les onséquenes qu'on peut tirerde la solution de e grand Géomètre, on se onvainra failement qu'elle doitêtre rejetée, & qu'il y a une perte de fores vives dans e mouvement du �uide,p. 599 ainsi que dans les préédens : en e�et, supposons un vase MNOP , auquel estadapté un tuyau horizontal GDFH , dont l'ouverture est in�niment petite ;Fig. 10 on trouvera, par le alul de M. Bernoulli, que la vîtesse du �uide à la sortie
DF sera dûe à toute la hauteur de �uide au-dessus de e tuyau, quelle quesoit sa �gure : or si ela étoit, & qu'on supposât que le diamètre GH fûtin�niment plus petit que le diamètre DF , il s'ensuivroit que la vîtesse du�uide en GH , seroit in�niment grande, e qu'il est impossible d'admettre :on doit don onlure de-là que le prinipe de la onservation des forvesvives, qui sert de fondement à la solution de M. Bernoulli, n'a pas lieu sansrestrition dans e problème ; il n'auroit pas même lieu quand on supposeroit,omme dans la �gure 11, que le tube est ylindrique, pare que, dans e asomme dans l'autre, la veine de �uide se ontratant en entrant dans le tube& agissant ensuite sur le �uide antérieur de la même manière que nous l'avonsvu dans le problème 11, il y a néessairement une perte de fores vives danse mouvement ; d'où on peut onlure que la vîtesse du �uide qui sort parun tube ylindrique, n'est pas dûe à toute la hauteur du �uide au-dessus dutube, omme on l'a ru jusqu'à présent : nous allons herher ette vîtessedans le problème suivant. PROBLEME IV.(23.) Soit un vase ylindrique ABCD, auquel est adapé un tuyau in�ni-Fig. 11 ment petit EF ; on suppose que le �uide, en sortant du tube, remplit exa-tement toute l'étendue de l'ori�e & a dans tous ses points la même vîtesse,on demande qu'elle sera ette vîtesse !SOLUTION.Ce problème se résout par les mêmes prinipes que elui de l'artile 13 :soit BE = x, la grosseur du tube = e, elle de la veine qui entre dans le tube,prise au point de la plus grande ontration = me, la vîtesse au point F ouà la sortie du tube = u, un élément de temps = dt & la fore de la gravité
= g.



ANNEXES 377On aura 1.�par le prinipe de onservation des fores vives, employé sansp. 600 restrition uudx

2g
= xdx ; mais la branhe qui est au point de la ontration,perd ontre le �uide antérieur une vîtesse mu−u ; don la perte de fores vivespour le système total =

(mu − u2)

2g
· dx ; ajoutant ette quantité au premiermembre de l'équation i-dessus, on aura (m2 − 2m + 2) · u2 = 2gx ; C. Q. F.T. & D.On aura 2.� par le prinipe de M. d'Alembert, le moment de tout le�uide ontenu dans le vase jusqu'au point de la plus grande ontration

= gx − m2u2

2
; mais la branhe qui est au point de la ontration perdantomme subitement une partie de sa vîtesse ontre le �uide antérieur, doitêtre regardée omme animée par une fore mu − u

dt
: don son moment pourl'équilibre sera mu − u

dt
· dx ; ajoutant e moment à elui qu'on a trouvé plushaut, & mettant u à la plae de dx

dt
, on aura, omme par le prinipe desfores vives, (m2 − 2m + 2) · u2 = 2gx ; C. Q. F. T.(24.) Nous avons dit, artile 9, que le �uide sortant par une ouverturefaite au fond d'un vase ylindrique, se ontratoit dans le rapport de 16 à

10 ; don, dans la supposition de la �gure 11, on aura m = 16

10
: mettant ettevaleur dans l'expression de la vîtesse que nous venons de trouver, on aura

uu

2g
=100

136
x, 'est-à-dire que la vîtesse du �uide sera dûe aux 100

136
de sa hauteurau-dessus du tube, & non pas à la hauteur entière.COROLLAIRE II.(25.) Si le tube étoit prolongé dans le vase (omme �g. 4), on auroit

m = 1

2
, & par onséquent uu

2g
= 1

2
x ; 'est-à-dire que dans e as la vîtesseseroit dûe seulement à la moitié de la hauteur du �uide.COROLLAIRE III.p. 601 (26.) Si le tube avoit un plus grand diamètre que l'ouverture faite dans



378 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783les parois du vase, la solution seroit enore la même, pare qu'il ne faudroitque mettre à la plae de m le rapport de la grosseur du tube à elle de laveine ontratée. REMARQUE.La solution que je viens de donner, ontredit une idée reçue depuis long-temps par les Géomètres qui ont travaillé sur ette matière, & il faut onvenirqu'elle laisse quelque obsurité dans l'esprit, pare qu'on ne voit pas bien quela ontration doive se faire de la même manière lorsque le tuyau est adaptéau vase que lorsque rien ne trouble le mouvement du �uide à sa sortie ;ette inertitude m'a fait herher une solution partiulière pour on�rmerles préédentes, & voii elle que j'ai trouvée.SOLUTION partiulière des as des I.er & II.e Corollaires.(27.) Cherhons d'abors le as du orollaire II, & supposons toujours quele �uide, en sortant du tube, remplisse exatement toute l'étendue de sonori�e & ait la même vîtesse dans tous ses points : soit la setion du tubeFig. 12
= A, la hauteur du �uide au-dessus du tube = H , & sa vîtesse à sa sortie
= u ; on sait, artile 7, que le �uide sortant par l'ori�e, exerera ontre levase une réation égale au poids d'une olonne de �uide dont la base = A,& dont la hauteur sera double de elle qui est dûe à la vîtesse du �uide ; onaura don ette réation =

Auu

g
; mais nous avons vu aussi dans et artile7, que ette réation étoit égale au poids d'une olonne de �uide qui auroit Apour base, & pour hauteur elle du �uide au-dessus du tube, elle sera donégale à A.H ; omparant es deux valeurs de la réation, on aura Auu

g
= AH& uu

2g
=

H

2
, omme nous l'avons trouvé, artile 25. C. Q. F. T. & D.(28.) Cherhons à présent le as du Corollaire premier, je supposeraip. 602 d'abord qu'il n'y a point de tube adapté au vase, nous avons vu qu'alorsFig. 11 la ontration est dans le rapport de 16 à 10, & que la vîtesse, au point de laontration, est dûe à toute la hauteur du �uide au-dessus du tube ; d'où ononlut que la réation est égale aux 10

16
du poids d'une olonne d'eau dontla base seroit = A, & dont la hauteur seroit = 2H , 'est-à-dire que dans eas-là la réation = 20

16
AH ; je déompose ette expression en deux autres AH
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4
, dont la première AH exprime la pression que le �uide exere sur lapartie O, égale & opposée à l'ori�e E, la seonde exprime une diminutionde la pression que le �uide exereroit sur les parties voisines de l'ori�e, sie �uide étoit stagnant, laquelle diminution est ausée par le mouvement desmoléules auprès du point E : or je remarque que lorsque le tube est adaptéau vase, la première partie AH ne hange pas, mais que le hangement devîtesse du �uide doit produire autour du point E un di�érent mouvementdans les moléules, & par onséquent une diminution de pression di�érente de

AH

4
; or on verra failement que e hangement de pression doit suivre eluidu arré de la vîtesse du �uide au point E ; don si la vîtesse du �uide dansle as du tube adapté est u, & que dans l'autre as elle soit V , la diminutionde pression dans le premier as, sera AH

4
· uu

V V
; il nous reste maintenant àdéterminer V , 'est-à-dire la vîtesse du �uide à la sortie du vase, lorsqu'il n'ya point de tube : pour ela je remarque qu'alors la vîtesse au point de la plusgrande ontration, seroit dûe à toute la hauteur du �uide au-dessus du tube,& que la vîtesse à la sortie du vase ou à l'entrée de l'ori�e, n'est que les 10

16de elle de la plus grande ontration ; on aura don V =
10

16

√

(2gH) ; met-tant ette valeur dans l'expression i-dessus AH

4
· uu

V V
, on aura la diminutionde pression dont nous avons parlé =

64

100
· uu

2g
· A ; don la réation totale dup. 603 �uide ontre le vase, sera =

AH

4
+

64

100
· uu

2g
· A : mais on trouve aussi, artile7, que ette réation = A · uu

g
, on aura don Auu

g
=

AH

4
+

64

100
· Auu

2g
; d'oùl'on tire uu

2g
=

100

136
H, omme dans l'artile 24, e qui ne laisse plus auundoute sur la légitimité de la première solution, & qui me dispense d'appuyeres résultats d'auune expériene : je remarquerai ependant que la supposi-tion que j'ai faite de l'égalité de vîtesse de toutes les moléules du �uide quisortent du tube, n'étant pas exatement vraie dans la pratique, il arriveroitque les expérienes qu'on pourroit faire pour déterminer ette vîtesse par lesquantités d'eau éoulées, la donneroient toujours un peu plus petite que jene l'ai assignée, il est faile d'en voir la raison par ma solution même.



380 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783REMARQUE II.(29.) Nous venons de démontrer que la onservation des fores vivesn'avoit pas lieu sans restrition, dans l'éoulement des �uides par des tubesylindriques adaptés aux vases, & nous avions déja fait voir la même hosepour les tubes dont les �tés sont divergens, omme dans la �gure 10 : ettedémonstration s'appliqueroit également aux vases d'une forme irrégulière(omme �gure 13), & on peut même l'étendre jusqu'aux syphons qui n'ontpas la même grosseur dans toute leur longueur, mais pour démontrer ettedernière proposition, il est bon d'entrer dans quelques détails : M. DanielBernoulli a donné dans son Hydrodynamique, page 115, le problème du mou-vement d'un �uide dans un siphon de �gure quelonque, en employant leprinipe de la onservation des fores vives ; la solution de e Savant fournite résultat, que quelle que soit la �gure de la partie inférieure du siphon, lasurfae du �uide la plus élevée dans le ommenement du mouvement des-p. 603 end de la même quantité ; ette solution suit néessairement du prinipeemployé : ependant il paroît évident qu'elle ne peut être vraie lorsqu'onsupppose que dans la partie inférieure du siphon il y un étranglement dontle diamètre est in�niment plus petit que elui des parties supérieures ; il suitmême de la solution, que la vîtesse au point de et étranglement, devroit êtrein�nie, e qui est impossible : il faut don néessairement que le prinipe surlequel ette solution est fondée, ne puisse être appliqué sans restrition auas dont il s'agit, & de-là je onlus qu'il n'a véritablement lieu que lorsquele siphon a par-tout la même grosseur, ette onséquene se tire de la loi deontinuité ; en e�et, lorsque la grosseur du siphon est la même dans toutesa longueur, le prinipe s'applique à e mouvement du �uide & donne exa-tement la vîtesse pour haque instant ; mais lorsque la partie inférieure aun étranglement in�niment petit, le même prinipe employé sans restrition,donne une vîtesse in�niment plus grande qu'elle n'est réellement ; don danstous les as intermédiaires, le prinipe doit donner une vîtesse trop grande, &par onséquent on ne doit l'employer à la solution du problème des siphons,que lorsque leur grosseur est uniforme : en�n, en général lorsque dans un vasequelonque quelque tranhe de �uide perd une partie de sa vîtesse ontre le�uide antérieur, soit subitement, soit par degrés insensibles, il y a une pertede fores vives ; on voit par-là que le prinipe de la onservation des foresvives n'a pas lieu dans la plupart des questions d'Hydrodynamique pour lasolution desquelles on l'avoit employé jusqu'à présent.



ANNEXES 381REMARQUE.(30.) Je prends enore dans la théorie de la résistane des �uides, unexemple du mauvais emploi qu'on peut faire de e prinipe ; on sait que pourrésoudre le problème de la résistane des �uides d'une manière générale, onFig. 14 suppose un orps �xe D dans le milieu d'un �uide indé�ni MNOP , qui a unmouvement retiligne & uniforme : on imagine ensuite que les moléules du�uide, en s'approhant du orps D, dérivent des lignes ourbes abcd, &.p. 605
efgh, &. ou plut�t se meuvent dans les petits anaux ourbes abcdefgh, &.& on herhe à déterminer par les onditions du problème, tant la �gure dees petits anaux que la pression qui en résulte ontre le orps D ; mais il estfaile de voir que haun de es petits anaux a néessairement une partie bfplus étroite que les parties antérieures dh, & que par onséquent ils sont dansle as des siphons dont nous avons parlé dans la remarque préédente ; on nepeut don pas employer dans e mouvement le prinipe de onservation desfores vives ; mais indépendamment de ette preuve générale, en voii unepartiulière à la théorie de la résistane des �uides, 'est qu'en employantsans restrition dans ette théorie le prinipe dont il s'agit, le résultat dualul donnera toujours une résistane nulle ; pour le démontrer, supposonsque le orps D se meuve uniformément dans un �uide tranquille, entraînépar l'ation du poids P : on sait que suivant le prinipe, la di�érene de lafore vive du �uide devra être égale à la di�érene de la desente atuelledu poids P ; mais puisque le mouvement est ensé parvenu à l'uniformité, ladi�érene des fores vives = 0 ; don la di�érene de la desente atuelle seraaussi = 0, e qui ne se peut pas à moins que le poids P ne soit lui-même
= 0 : or le poids P marque la résistane des �uides ; don la supposition duprinipe dont il s'agit, donne toujours une résistane nulle.SCHOLIE.(31.) Ce Mémoire étant déjà fort long, je me dispenserai d'examiner plu-sieurs autres questions que M.rs Bernoulli & d'Alembert ont traitées dansles deux ouvrages déjà ités, on y distingue prinipalement la question del'éoulement du �uide qui sort d'un vase qu'on entretient toujours plein ;un des as de e problème avoit éhappé à M. Bernoulli & a été résolu parM. d'Alembert, dont le prinipe s'y applique fort naturellement, une autrequestion enore plus importante, est elle de la pression que les �uides enmouvement exerent ontre les parois des vases ; rien ne fait plus d'honneurà la sagaité de M. Bernoulli que ette théorie, il est bon d'en voir le détail



382 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783dans son Hydrodynamique , ainsi que les expérienes satisfaisantes & fortp. 606 ingénieuses qui la on�rment : es diverses questions & plusieurs autres quisont dans les deux ouvrages, exigeroient un long examen, 'est pourquoi jene l'entreprendrai pas ; je vais seulement en �nissant e Mémoire, donner unesolution très-simple d'un problème résolu par M. d'Alembert, dans lequel ils'agit de trouver le as où un �uide, qui se meut dans un vase, doit esser defaire une masse ontinue. PROBLEME V.(32.) Soit un vase ABCD dans lequel un �uide se meut de AB vers CD,Fig. 13 de manière que par une ause quelonque, la vîtesse d'une tranhe donnée Kosoit u : il s'agit de trouver si dans l'instant suivant, le �uide doit esser defaire une masse ontinue, & dans le as où ela arriveroit, il faut déterminerles points de séparation. SOLUTION.Soit tirée dans le vase une horizontale quelonque EF , & onsidérons lepartie EFCD omme isolée ; si on appelle EF , Z ; CD, B ; PR, x ; KO, a ;la vîtesse en KO = u, on trouvera pour le mouvement de ette partie EFCDonsidérée omme seule, l'équation
gx− a2udu

Zdx
·
∫

dx

Z
− a2u2

2
·
(

1

B2
− 1

Z2

)

= 0 ;d'où l'on tire
du =

Zdx · (gx − a2u2 · (Z2 − B2)

2B2Z2

a2u2

∫

dx

Z

;or je dis que si la partie inférieure se séparoit de la partie supérieure dans laligne EF , l'inrément du qui répondroit à EF , seroit un maximum, 'est-à-dire qu'en ajoutant une autre partie quelonque MNEF à la partie CDEF ,l'inrément du′ qu'on trouveroit en regardant MNCD omme masse isolée,seroit plus petit que elui qui répond à la tranhe EF : en e�et, s'il étoit plusgrand, ela ne pourroit venir que de e que la partieMNEF prise séparément,p. 607 auroit un inrément du′′ plus grand que elui de la partie EFCD prise aussiséparément ; d'où il suivroit que la tranhe inférieure de la partie MNEFtendroit à aller plus vîte que la tranhe supérieure de la partie EFCD, &



ANNEXES 383que par onséquent le �uide ne se séparoit pas dans la tranhe EF , e quiest ontre l'hypothèse : il faut don, pour que la ligne EF soit la ligne deséparation, que l'inrément du pour la partie EFCD soit un maximum ; ainsiil n'y aura qu'à di�érentier la valeur de du en faisant varier x, Z, & ∫ dx

Z
&égaler la di�érentielle à zéro, l'équation qu'on trouvera déterminera tous lespoints de séparation.La di�ulté ne sera pas plus grande lorsqu'on supposera le �uide pressépar le poids de l'atmosphère ; en e�et, il n'y aura qu'à herher l'inrément duen supposant que la pression aggisse sur CD, & qu'auune pression n'agissesur EF , ou égalera l'inrément du à un maximum, & on aura tous les pointsde la division du �uide, omme i-dessus.
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Correspondane D'Alembert � LagrangeExtraits relatifs à l'éoulement des �uides (1764-1782)
• Lagrange à D'AlembertA Turin, e 13 novembre 1764� J'ai trouvé, par une méthode direte, mais assez singulière, la valeur de ϕ(x), quirésulte de ette équation

ϕ(x + y
√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1,lorsque y = f + hx. Cette valeur est

ϕ(x) =
M(f + hx)

θπ
+ A(f + hx)

µ
θ + B,

A et B étant deux onstantes arbitraires, µ un nombre quelonque entier, π le rapport dela ironférene au diamètre, et θ un nombre tel que tangθπ = h.Si l'on fait h = −1, on aura le as de l'artile V du quatrième Mémoire de vos Opus-ules. Cela me fait roire que, quelle que soit l'équation entre x et y, on pourra toujoursavoir la valeur de ϕ(x) par la ondition dont il s'agit ; au moins e ne sera qu'une a�airede alul �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 12 janvier 1765� Votre théorème sur

ϕ(x + y
√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1est harmant ; j'ai trouvé moyen, e me semble, de le généraliser beauoup par les onsi-dérations suivantes :1◦ Soit

(1 + h
√
−1)x

′
+y

′
√

−1 = (1 − h
√
−1)x

′
+y

′
√

−1,on aura
y′log√1 + hh + x′(ω ± 2nπ) = ±ρπ,

y′log√1 + hh − x′(ω ± 2nπ) = ±σπ,

ω étant le plus petit des angles qui ont h pour sinus et 1 pour osinus, et pour rayon
√

1 + hh, n et n′ des nombres entiers quelonques, et ρ, σ des nombres entiers tous deuxpairs ou tous deux impairs. Si y = 0, alors n = n′, e qui revient à votre as ; et pourlors ρ = −σ, et ρ peut être tel nombre entier qu'on voudra. Je tire e théorème de ma



388 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783méthode pour trouver la valeur de (a + b
√
−1)m+n

√

−1, donnée dans mon Traité des ventset ailleurs.2◦ De là je onlus aisément que, au lieu de votre terme (f + hx)
µ
θ , je puis mettre

(f + hx)x
′
+y

′
√

−1,

x′ et y′ ayant les onditions susdites. Je puis même mettre
[k + A(f + hx)λ]p,

λ étant x′ + y′
√
−1, p un entier positif ou négatif, et k une onstante quelonque. Je puismême enore, à e qu'il me semble, mettre

[k + A′(f + hx)λ]p,pourvu que pλ = x′ + y′
√
−1, x′ et y′ ayant les propriétés susdites.3◦ Je pourrai aussi mettre tant de termes qu'on voudra de ette forme

[k + A(f + hx)λ]p + [k′ + A′(f + hx)λ
′

]p
′

+ . . . ,

k, k′ étant des onstantes quelonques et pλ, p′λ′ ayant les onditions susdites.4◦ Au lieu de es termes je pourrai mettre c (nombre dont le log = 1) élevé à despuissanes dont es termes sont les exposants.5◦ Je pourrai de même former une quantité où tous es termes, exponentiels ou non,seront ajoutés, soustraits, multipliés, divisés les uns par les autres omme on voudra. Danstous es as, j'aurai la formule
ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 0.6◦ Pour avoir maintenant le as où le deuxième membre est 2M

√
−1, je n'ai qu'àprendre tant de termes que je voudrai,

alog(1 + h
√
−1)m

(1 − h
√
−1)m

+ blog(1 + h
√
−1

n
)

(1 − h
√
−1

n
)
,que je ferai égaux à 2M

√
−1, e qui donne

ma(ω ± 2nπ) + nb(ω ± 2n′π) + . . . = 2M . . . ,et ainsi du reste. Je ne doute pas même que ette méthode ne puisse être enore pousséeplus loin, et je vois lairement qu'on résoudrait aussi le problème si l'on avait
aϕ(bx + cy

√
−1) + fϕ(cx + gy

√
−1) = 2M

√
−1,



ANNEXES 389et, en général,
aϕ(bx + cy) + fϕ(cx + gy) = 2M,

a, b, c, f , g, M étant quelonques, réels ou imaginaires.Je ne suis point éloigné de penser, omme vous, que le problème de
ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2M

√
−1peut se résoudre en général ; on peut même en donner une espèe de démonstration ensupposant ϕx = q et remarquant que l'équation devient alors

ydq

dx
− y3d3q

2 · 3dx3
− . . . = 2M,qui est une série in�nie, et., d'où l'on peut tirer la valeur de q en série. Mais il est bon deremarquer aussi que la solution est illusoire si x �ni et = 0 donne y = 0 en quelque point,omme il arrive dans le as de y = f + hx et dans mille autres, ar vous trouverez aisémentque dans e as M sera = 0 pour toutes les ourbes. Don, alors, ou le problème seraitindéterminé, ou les partiules du �uide dériraient des ourbes semblables à la ourbe desparois. Or vous verrez aisément que ela est impossible. La solution est don illusoire,quoique bonne géométriquement �.

• Lagrange à D'AlembertA Turin, e 26 janvier 1765� Votre théorème sur
(1 + h

√
−1)x

′
+y

′
√

−1 = (1 − h
√
−1)x

′
+y

′
√

−1et les onséquenes que vous en tirez m'ont enhanté ; e que je vous ai envoyé là-dessusn'est qu'un as partiulier d'une solution générale par laquelle on peut trouver ϕ(x) dansette équation,
aϕ(x + αy) + bϕ(x + βy) + . . . = X,

X étant une fontion quelonque de x, et y = A + Bx ; et ette solution elle-même n'estaussi qu'un as partiulier d'une méthode d'intégration par laquelle je tire la valeur om-plète de y de ette équation du degré m,
Py + Q

dy

dx
+ R

dy2

dx2
+ . . . = X,(P , Q, ..., X étant des fontions quelonques de x), en supposant que je onnaisse m ouau moins m − 1, valeurs partiulières de y dans l'équation

Py + Q
dy

dx
+ R

dy2

dx2
+ . . . = 0 �.
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• Lagrange à D'AlembertA Turin, e 6 septembre 1765� J'ai trouvé, es jours passés, une méthode de faire disparaître l'imaginaire √−1 desexpressions

ϕ(x + t
√
−1) + ϕ(x − t

√
−1)

2
et ϕ(x + t

√
−1) − ϕ(x − t

√
−1)

2
√
−1en les réduisant en série de la manière que voii,

ϕ(x + t
√
−1) + ϕ(x − t

√
−1)

2

=
eπ − e−π

π
[ϕ(x) − 1

1 + 1

ϕ(x + t) + ϕ(x − t)

2

+
1

1 + 4

ϕ(x + 2t) + ϕ(x − 2t)

2

− 1

1 + 9

ϕ(x + 3t) + ϕ(x − 3t)

2
+ . . .]et

ϕ(x + t
√
−1) − ϕ(x − t

√
−1)

2
√
−1

=
eπ − e−π

π
[

1

1 + 1

ϕ(x + t) − ϕ(x − t)

2
− 2

1 + 4

ϕ(x + 2t) − ϕ(x − 2t)

2

+
3

1 + 9

ϕ(x + 3t) − ϕ(x − 3t)

2
− . . .],moyennant quoi je suis en état de déterminer, par approximation, le mouvement d'un�uide qui se meut dans un anal horizontal et retangulaire, en supposant que le �uidesoit parvenu à un état permanent et qu'on onnaisse le mouvement qu'il a dans une setionquelonque du anal, mouvement qui peut être quelonque omme la �gure initiale d'uneorde vibrante. Il est vrai que, lorsque la fontion ϕ est donnée soit algébriquement, soittransendantement, on peut toujours faire disparaître l'imaginaire √

−1 des expressionsproposées ; mais la di�ulté est de trouver la valeur de es expressions lorsque la fontiondont il s'agit n'est donnée que par une ourbe dont on ne onnaît point l'équation �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 28 septembre 1765� Votre manière de dégager l'imaginaire de l'équation

y = ϕ(x + t
√
−1) ± ϕ(x − t

√
−1)



ANNEXES 391me paraît très-urieuse ; j'entrevois di�érents moyens de parvenir à ette formule ou àquelque autre équivalente. Mais je ne me permets pas même d'y penser ; je ne veux pasm'ouper de Géomètrie avant trois mois, si e n'est pour herher dans mes paperassesde quoi omposer la Lettre que je vous ai promise �.
• Lagrange à D'AlembertA Turin, e 15 janvier 1766� Je onviens que votre manière de réduire en une série de termes tout réels la quantité
ϕ(x + y

√
−1) + ϕ(x − y

√
−1) est préférable à la mienne, en e qu'elle donne une suite �nielorsque ϕ(x) est = Axm + Bxn + . . . ; j'ai même fait à ette oasion une remarque assezurieuse : 'est que les oe�ients A , B, C,... de la formule

ϕ(x + my) − mϕ[x + (m − 1)y] +
m(m − 1)

2
ϕ[x + (m − 2)y] + . . .

= Aym
dmϕ(x)

dxm
+ Bym+1

dm+1ϕ(x)

dxm+1
+ Cym+2

dm+2ϕ(x)

dxm+2
+ . . .(vous avez érit par inadvertane dmϕ(x), dm+1ϕ(x) au lieu de dmϕ(x)

dxm
, dm+1ϕ(x)

dxm+1
,. . . )sont les mêmes que eux de la formule

(x +
x2

2
+

x3

2 · 3 + . . .) = Axm + Bxm+1 + Cxm+2 + . . . ,de sorte qu'on aura, omme l'on sait, en mettant α au lieu de 1

2
, β au lieu de 1

2·3
,. . . , etfaisant m = n − 1,

A = 1, B =
n − 1

1
α, C =

n − 2

2
αB +

2n − 2

2
β,

D =
n − 3

3
αC +

2n − 3

3
βB +

3n − 3

3
γ,et ainsi de suiteJ'ai trouvé, de plus, que les oe�ients de ette formule

ym
dmϕ(x)

dxm
= P

(

ϕ(x + my) − mϕ[x + (m − 1)y] +
m(m − 1)

2
ϕ[x + (m − 2)y] + . . .

)

+ Q

(

ϕ[x + (m + 1)y] − (m + 1)ϕ(x + my) +
(m + 1)m

2
ϕ[x + (m − 1)y] + . . .

)

+ R (ϕ[x + (m + 2)y] − (m + 2)ϕ[x + (m + 1)y] + . . .) + . . .sont les mêmes que eux de la formule
(x +

x2

2
+

x3

3
+ . . .)m = Pxm + Qxm+1 + Rxm+2 + . . .



392 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Si l'on fait m négatif, es formules auront lieu également, et l'on aura
d−mϕ(x)

dx−m
=

∫ m

ϕ(x)dxm �.

• D'Alembert à LagrangeA Turin, e 25 mars 1766� Je prépare une nouvelle édition de mon Traité des Fluides. Il ontiendra peu dehoses nouvelles ; je ne ferai guère qu'y indiquer e qui a été fait depuis sur ette matièrepar moi-même ou par d'autres, pare que je n'aime pas à faire aheter de nouveau lesmêmes hoses au publi �.
• Lagrange à D'AlembertA Berlin, e 15 juillet 1769� J'ai un peu médité sur le paradoxe qui onerne la résistane des �uides ; il me sembleque tout dépend de la supposition que les partiules du �uide aient le même mouvementà la partie postérieure qu'à la partie antérieure ; j'avoue que ette supposition est légi-time analytiquement, mais il se peut qu'elle ne le soit pas physiquement. En e�et, si l'ononsidère un �uide homogène et sans pesanteur qui se meuve dans un tuyau in�nimentétroit, si l'on veut, et évasé en haut et en bas, en sorte que e tuyau ait la même �gurede part et d'autre de la setion de la plus petite largeur, il est lair qu'on peut supposeranalytiquement que le mouvement du �uide soit aussi le même des deux �tés de ettesetion ; ependant il est faile de onevoir que le �uide doit néessairement quitter lesparois du vase et se mouvoir omme une masse solide ontinue, après avoir passé par laplus petite setion ; 'est aussi e que vous avez remarqué dans votre Traité des �uides etailleurs. Or, le as qui donnerait la résistane nulle peut se réduire, si je ne me trompe, àelui dont je viens de parler, moyennant quoi on pourra expliquer le paradoxe proposé �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 12 septembre 1770� Mais, en vérité, je voudrais bien que vous agissiez ave moi ave franhise et quevous me dissiez de votre �té e que vous pouvez désirer en Livres de Mathématiques ouautres ; je prendrai des mesures pour que vous reeviez en mon absene l'Hydraulique del'abbé Bossut, si, omme je le rois, elle paraît avant mon retour �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 1er février 1771� Je ompte aussi vous envoyer inessamment une Hydrodynamique de l'abbé Bossut,qui vient de paraître, et où il y a des expérienes bien faites et quelques reherhes utiles �.
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• Lagrange à D'AlembertA Paris, e 4 avril 1771� Quoique j'eusse déjà autrefois bien étudié votre exellent Traité des �uides, je l'airelu ave une nouvelle satisfation et ave beauoup de fruit. Mon amour-propre n'a pasété médiorement �atté de la mention honorable que vous avez bien voulu faire de moi enplusieurs endroits de et Ouvrage �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 21 avril 1771� Au reste, je suis oupé depuis quelque temps de nouvelles reherhes sur le mouve-ment des �uides ; je rois qu'elles pourront être assez intéressantes, si ma santé me permetde les ahever, ar je suis toujours dans un état qui ne me permet de me livrer au travailque très-faiblement, et, pour peu que je ommette sur et artile le plus léger exès, lesmaux de tête et l'insomnie en sont la triste réompense �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 14 juin 1771� Je m'oupe ependant d'un moment à l'autre de la théorie des �uides et de quelquesautres reherhes légères. A propos de ela, je vous serais très-obligé de lire à votre loisir leMémoire du hevalier de Borda, qui est dans notre Volume de 1766, sur le mouvement des�uides dans des vases ; il me paraît plein de mauvais raisonnements, dont j'ai déjà réfutéquelques-uns et dont j'espère réfuter le reste quand je donnerai mes nouvelles reherhessur e sujet �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 8 novembre 1771� P.-S. - Je vous serai obligé de me dire, toujours à votre loisir, e que vous pensezdu Mémoire du hevalier de Borda imprimé dans notre Volume de 1766, page 579. Il mesemble que sa théorie est, à beauoup d'égards, bien préaire, et que ses raisonnementsne sont pas fort onluants. Je rois avoir trouvé une théorie du mouvement des �uidesdans des vases qui expliquera les expérienes d'une manière plus satisfaisante ; mais il mefaudra du temps et un peu plus de tête pour mettre tout ela en ordre. Adieu, mon herami ; le papier m'avertit qu'il est temps de vous laisser respirer �.
• Lagrange à D'AlembertA Berlin, e 16 déembre 1771� Vous reevrez, mon her et illustre ami, ou peut-être aurez-vous déjà reçu par M.Salomon, musiien du prine Henri, lequel vient de partir pour Paris, un Livre que je vousenvoie : 'est le premier Volume des Nouveaux Commentaires de Goettingue, qui paraît



394 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783depuis peu. Comme et Ouvrage ontient quelques Mémoires de Géométrie, j'ai ru qu'ilpourrait vous faire quelque plaisir ; du moins servira-t-il à vous faire juger de l'état deette siene en Allemagne, et je doute fort qu'il vous en donne une assez bonne idée. Ily a, d'ailleurs, une autre raison partiulière qui m'a engagé à vous envoyer e Volume :'est qu'il renferme un Mémoire qui vous intéresse partiulièrement et qui est une espèede défense de l'Hydraulique de Jean Bernoulli ontre vos objetions insérées dans le Traitédes �uides. L'auteur de e Mémoire est un M. Kästner, qui a une grande réputationen Allemagne omme géomètre et omme littérateur ; vous jugerez ombien ette doubleréputation est fondée par la simple leture du Mémoire dont je vous parle ; vous verrezque l'auteur y prétend aussi briller du �té de l'esprit et de la plaisanterie, et vous voustiendrez les �tes de rire. [. . . ℄Je vous promets de lire attentivement les Mémoires de M. Borda sur les �uides et devous en dire mon avis, à ondition seulement que, si et avis lui est en quelque façon peufavorable, vous ne me ompromettiez pas vis-à-vis de lui, ar je vous avoue que je n'aimepas les querelles et que je regarde mon repos omme rem prorsus substantialem �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 6 février 1772� M. Salomon ne m'a remis que depuis deux jours le Volume de Göttingen, dont jevous suis très-obligé. Ce Volume me paraît bien faible de Géométrie, omme à vous. Lapièe de Kaestner ontre moi est, e me semble, bien mine pour le fond et surtout bienridiule pour la forme. Je ne sais si elle vaut la peine que j'y réponde. En tout as, e seraiten peu de mots et tout à mon aise. [. . . ℄Vous me ferez très-grand plaisir d'examiner les objetions du hevalier de Borda, etvous pouvez en toute sûreté me dire e que vous en pensez. Soyez très-sûr que vous ne serezompromis en auune manière. Il me semble : 1◦ que le raisonnement qu'il fait à la page584 (Mémoires de 1766) est bien vague et bien préaire ; 2◦ que son lemme de la page 591ne peut s'appliquer aux �uides, qui dans leur équilibre, et par onséquent dans leur ho,ne doivent pas suivre les mêmes lois que les orps solides. 3◦ Je n'entends rien non plus auraisonnement qui préède e lemme dans la même page. 4◦ Je n'entends pas davantage sonraisonnement de la page 599. Il est bien vrai qu'il n'y a point de vitesse in�nie ; mais aussin'y a-t-il point de diamètre in�niment petit ; et il s'ensuivrait de e raisonnement que lavitesse, même dans un anal in�niment étroit, n'est pas en raison inverse de la largeur, equ'il suppose pourtant lui-même dans son problème I (p. 581). 5◦ Il me semble aussi qu'iln'a pas raison, page 605, quand il dit que la di�érene de fore vive du �uide devra êtreégale à la di�érene de desente atuelle du poids P . Je rois que la pesanteur du poids
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P doit être égale, non à la di�érene de fore vive du �uide, mais à la pression qui enrésulte ontre le orps plongé, et ette pression peut n'être pas = 0, quoique la di�érenede fore vive soit = 0. Il est bien vrai qu'il y a des as, omme elui dont j'ai parlédans mon Tome V d'Opusules, où la résistane paraît devoir être nulle ; mais e n'est quelorsque la partie antérieure et la postérieure sont semblables, pare qu'alors non-seulementla di�érene de fore vive, mais aussi la pression qui en résulte est égale à zéro, omme jel'ai prouvé. J'avoue que 'est là un grand paradoxe, mais je n'y saurais que faire. La plusforte objetion est elle que vous m'avez faite, il y a quelque temps, sur la séparation destranhes du �uide ; mais, après l'avoir examinée, il me semble que ette objetion n'a paslieu quand le �uide est indé�ni, omme on le suppose, au-dessus et au-dessous du orps�ottant. Et, en e�et, il est d'expériene que, quand une rivière, par exemple, se rétréit enun endroit pour s'élargir ensuite, il n'y a pas de séparation, e que la théorie peut, à e queje rois, expliquer aisément par e prinipe que, si un anal, que je suppose partout d'unelargeur très-petite, va d'abord en s'élargissant pendant un assez petit espae, et qu'ensuiteil reste de la même largeur, étant prolongé indé�niment et rempli de �uide, et que dans laseule partie qui va en s'élargissant on applique à haque tranhe des fores II, onstantesou variables, il n'en résultera auun mouvement dans le �uide ; à peu près par la mêmeraison que, si un orps �ni vient frapper une masse in�nie, le tout restera en repos après leho. 6◦ Je rois aussi qu'on peut démontrer aisément qu'en supposant, ave le hevalierde Borda, les petits anaux de la �gure seonde, le �uide ne desendrait pas égalementdans es petits anaux, et qu'ainsi, ontre l'expériene et ontre la supposition même del'auteur, la surfae supérieure ne demeurerait pas horizontale. 7◦ Ces anaux ont d'ailleursun autre inonvénient : 'est de rendre stagnante une partie onsidérable du �uide, autresupposition dont on peut aisément démontrer l'impossibilité �.
• Lagrange à D'AlembertA Berlin, e 24 février 1772� Mais le peu de plae qui me reste dans ette Lettre m'oblige à réserver pour uneautre e que j'aurais enore à vous dire sur e sujet, ainsi que mes observations sur leMémoire de M. le hevalier de Borda, que je viens de lire et que je trouve bien peu dignede lui. Ses objetions ontre votre théorie ne sont que des so�stiherie, pour ne rien direde plus. La réponse que vous lui faites dans l'artile 113 de la nouvelle édition de votreTraité des �uides me paraît très-juste, et il vous sera aisé de réfuter de même tout le restede son Mémoire. Avez-vous remarqué le paralogisme qu'il fait à l'artile 7 pour trouver laontration de la veine ? Ne trouvez-vous pas bien pitoyables les raisonnements par lesquelsil prétend prouver qu'il y a toujours une perte de fores vives, et. � ?
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 25 mars 1772� Je suis plus ontent que surpris du jugement que vous avez porté du Mémoire duhevalier de Borda sur les �uides. Il me paraît, omme à vous, plein de mauvais raison-



396 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783nements, bien vagues et bien peu géométriques. J'ai fait bien des reherhes nouvelles surle mouvement des �uides, que j'ahèverai tout à mon aise et peut-être jamais ; mais jedonnerai dans mon premier Volume d'Opusules une méthode nouvelle pour traiter ettematière, dont je rois que vous ne serez pas méontent, et qui me paraît propre à satisfaireà tous les as et à toutes les expérienes, sans reourir à la mauvaise théorie du hevalierde Borda �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 23 avril 1772� En attendant e oup de lohe, je fais imprimer le sixième Volume de mesOpusules,où vous pourrez trouver d'avane des sympt�mes d'une tête fort a�aiblie. J'aurais vouluy faire entrer beauoup de reherhes sur les �uides, qui sont fort avanées ; mais je lesréserve pour un autre Volume, qui peut-être ne viendra jamais �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 22 août 1772� L'Ouvrage de Kaestner que vous m'avez envoyé me paraît assez peu de hose. Cethomme me paraît bien médiore omme géomètre, bien ginguet omme philosophe et bienridiule omme bel esprit. Croyez-vous que je doive répondre à ses objetions sur monHydrodynamique ? Il me semble qu'elles n'en valent pas trop la peine. Je ferai pourtant eque vous me onseillerez à e sujet, ar il y a des demi-savants à qui la réputation de ethomme peut en imposer �.
• Lagrange à D'AlembertA Berlin, e 15 otobre 1772� Je ne sais si notre Kaestner mérite que vous lui fassiez l'honneur de lui répondre ; jevous le donne pour un grand fat à ertains égards ; à d'autres il ne manque pas de mérite :il passe surtout pour un des meilleurs érivains allemands d'aujourd'hui �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 1er janvier 1773� Il y a pourtant une méthode nouvelle pour aluler le mouvement des �uides, dontje pourrai tirer parti si le fatum me permet enore quelques travaux mathématiques, arje vais y renoner au moins pendant toute l'année prohaine, et, pour ne pas me pendred'ennui, je travaillerai à l'histoire de l'Aadémie française, qui me fatiguera moins et mefera une espèe d'amusement �.



ANNEXES 397
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 9 avril 1773� J'y ai donné une manière nouvelle d'envisager le mouvement des �uides dans desvases, qui peut servir, si je ne me trompe, à expliquer les mouvements les plus irréguliers,sans avoir reours à la théorie fausse et préaire du hevalier de Borda sur es questions.Je me propose même de développer ette théorie, sur laquelle j'ai déjà bien des matériaux ;mais je ne me mettrai pas sit�t à e travail, ayant résolu, pour reposer ma tête, de m'abs-tenir au moins pendant une année de tout travail mathématique ; j'y supplée par quelquesoupations littéraires, et prinipalement par l'histoire de l'Aadémie française, dont jefais la ontinuation et que j'ai fort avanée et hiver �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 13 juin 1773� Vous ne trouverez pas grand'hose qui mérite votre attention dans le reste de monsixième Volume, que vous avez reçu. Je rois seulement qu'on peut tirer un assez bon partidu nouveau prinipe d'Hydrodynamique que j'ai donné, et qui, si je ne me trompe, est lavraie lef du mouvement des �uides ; mais je n'ai plus assez de tête pour le suivre �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 6 déembre 1773� Vous savez tout le prix que j'attahe à vos observations. Je voudrais savoir e quevous pensez de ma nouvelle méthode pour le mouvement des �uides. Il me semble qu'ellepourrait servir de base à une Hydrodynamique toute nouvelle et qu'elle expliquerait mieuxles phénomènes que la mauvaise théorie du hevalier de Borda. Mais je ne sais si je pourraien tirer grand parti, malgré tout le désir que j'en ai �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 14 avril 1775� Cet engagement m'obligera à revenir un peu à la Géométrie, et surtout aux �uides,sur lesquels j'ai depuis longtemps bien des matériaux qui dorment. Vous ne m'avez jamaisdit e que vous pensiez de la petite méthode que j'ai donnée dans mon sixième Volumed'Opusules pour déterminer le mouvement des �uides dans des vases ; je rois qu'on enpeut tirer parti pour perfetionner ette théorie �.
• Lagrange à D'AlembertA Berlin, e 29 mai 1775� Adieu, mon her et illustre ami ; je vous parlerai une autre fois de votre nouvelleméthode pour le mouvement des �uides, que j'ai trouvée très ingénieuse et qui mérite biend'être poussée plus loin, omme vous le promettez �.
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• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 15 déembre 1775� Je m'oupe, dans le peu de moments où je puis travailler, de ramasser des matériauxpour un septième Volume d'Opusules ; mais je ne sais enore quand il sera en état deparaître, ni même s'il le sera jamais. Il ontiendra de nouvelles reherhes sur le mouvementdes �uides et sur quelques autres objets, et je voudrais bien que dans ette prodution,qui sera vraisemblablement mon dernier et faible e�ort en Mathématique, vous pussieztrouver enore quelque hose qui vous parût digne d'attention ; mais, à vous dire le vrai,j'en doute beauoup �.
• Lagrange à D'AlembertA Berlin, e 11 déembre 1779� J'espère trouver dans e dernier le développement de votre nouvelle théorie des�uides ; l'idée en est aussi belle que féonde, et bien digne du réateur de ette branhedes Mathématiques �.
• Lagrange à D'AlembertA Berlin, e 15 avril 1781� J'ai lu vos nouvelles reherhes ave le plus grand plaisir ; elles sont très-intéressantespar la variété des matières et par la manière dont elles sont traitées, et j'y ai trouvébeauoup à pro�ter ; elles qu'elles m'ont donné oasion de faire de mon �té, et dontje vous ai entièrement obligation, onernent la théorie du mouvement des �uides et ontpour but l'élairissement de quelques points essentiels de ette théorie. Je ne suis pasenore tout à fait ontent de mon travail, mais je ompte le reprendre dès que je meserai débarrassé de quelques autres objets, et je soumettrai alors à votre jugement e quime paraîtra n'en être pas indigne. En attendant, permettez-moi de vous ommuniquerun théorème que j'ai trouvé, et qui sert à déider quand la quantité pdx + qdy + rdz (p,
q, r étant les vitesses suivant les trois oordonnées x, y, z) doit être intégrable ou non ;je démontre que, si ette quantité est intégrable dans un instant quelonque, elle le seranéessairement pour tout le temps du mouvement, et qu'au ontraire, s'il y a un instantoù elle ne le soit pas, elle ne pourra jamais l'être, et voii omment :En nommant t le temps et faisant abstration des fores aélératries, ou plut�tsupposant es fores P , Q, R telles que Pdx+Qdy+Rdz soit intégrable, e qui a toujourslieu dans la nature, l'équilibre des fores perdues à haque instant exige que la quantité
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γ = 3(pIV dx + qIV dy + rIV dz)
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β = 2(p′′′dx + q′′′dy + r′′′dz),di�érentielle omplète ; don : 3◦, et.Si don pdx + qdy + rdz est intégrable lorsque t = t′, elle le sera depuis t = t′ jusqu'à
t = t′ + θ, et on prouvera de même, en mettant t′+θ à la plae de t′, qu'elle sera intégrablejusqu'à t = t′ + 2θ, et ainsi de suite. Don, et. Mais, si dans un seul instant ette quantitén'est pas intégrable, elle ne le sera jamais, ar, si elle l'était dans un autre instant, elle leserait aussi dans le premier.Lorsque le mouvement ommene du repos, alors on a

p = 0, q = 0, r = 0lorsque t = 0 ; don pdx+qdy+rdz est néessairement toujours intégrable. Mais, lorsqu'onimprime au �uide des vitesses primitives, tout dépend de la nature de es vitesses. Si ellessont produites par une impulsion sur la surfae du �uide, elles seront néessairement telles,que pdx + qdy + rdz sera intégrable ; don ette quantité le sera toujours.Le résultat de mes autres reherhes onsiste à prouver qu'on peut toujours satisfaire(analytiquement parlant) à toutes les onditions du problème ; mais je remets à une autrefois à vous en parler �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 11 mai 1781� Ce que vous me mandez sur les �uides m'a paru très-intéressant et me donne grandeenvie de onnaître toute la suite de vos belles reherhes sur et important sujet �.
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• Lagrange à D'AlembertA Berlin, e 7 déembre 1781� On imprime atuellement mes reherhes sur la libration ; aussit�t que je pourraien avoir un exemplaire, j'aurai l'honneur de vous en faire hommage. Je voudrais pouvoirsoumettre aussi à votre jugement un Mémoire que j'ai lu, il n'y a pas longtemps, sur lemouvement des �uides, et qui ontient les remarques que je vous ai déjà ommuniquées,jointes à plusieurs autres. Mon but prinipal a été de failiter l'appliation de la théoriegénérale au mouvement des �uides dans des vases et des anaux. Pour ela, j'ai supposéqu'une des dimensions du vase fût assez petite, e qui m'a permis d'exprimer les inonnuespar des fontions en série, et j'ai obtenu, par la onsidération des premiers termes, lesmêmes résultats que donne la méthode ordinaire fondée sur l'hypothèse du parallélismedes tranhes. En même temps, mon analyse m'a fait voir que es résultats sont exats,aux quantités du seond ordre près, en regardant la largeur du vase omme une quantitédu premier ordre. J'y donne aussi des reherhes sur le mouvement des ondes formées à lasurfae d'une eau stagnante et peu profonde, et je trouve que, lorsque l'élévation de l'eauau-dessus du niveau est très-petite, elles sont entièrement analogues aux ondes sonoresformées par les ondensations et dilatations suessives de l'air, e qui paraît on�rmé parl'expériene �.
• D'Alembert à LagrangeA Paris, e 1er mars 1782� J'attends aussi votre travail sur le mouvement des �uides, et e que vous m'en avezdit dans votre préédente Lettre, joint à e que vous me marquez dans elle-i, me donnegrande envie de les lire. Je ne doute pas que vous n'ayez ajouté beauoup à mes aniennesreherhes sur e sujet. Dans le Tome Ier de mes Opusules, j'ai trouvé aussi que l'équation
ϕ(x + y

√
−1) − ϕ(x − y

√
−1) = 2A

√
−1 donne la vitesse en raison inverse de la tranhe

y, lorsque ette tranhe est très-petite ; mais je vois que vous avez été beauoup plus loin,et j'en suis ravi pour la Siene et pour ma propre instrution �.
• Lagrange à D'AlembertA Berlin, e 2 novembre 1782� Je vais maintenant mettre sous presse mon Mémoire sur le mouvement des �uides ;je suis empressé de le soumettre à votre jugement, omme à elui du réateur de ettethéorie �.





RECHERCHESp. 0 SURLE MOUVEMENTD'UN FLUIDEINCOMPRESSIBLE ET PESANT, QUI S'ECOULE D'UNVASE, PAR UN ORIFICE HORISONTAL ;Ave quelques observations sur la solution que D'ALEMBERTa donnée de e problême, dans son traité des �uides.Par R. PRONY,Membre de l'Institut national des sienes et des arts, etDIRECTEURDE L' ÉCOLE DES PONTS ET CHAUSSÉES.IMPRIMÉpour l'usage de l'éole Polytehnique et de elle des Ponts et Chausées.PARIS,Vendémiaire an 10.SOLUTIONp. 1 DU PROBLÊME DE L'ÉCOULEMENTDESFLUIDES INCOMPRESSIBLES ET PESANS,PAR DES ORIFICES HORISONTAUX,DANS L'HYPOTHÈSE DU PARALLELISME DES TRANCHESPAR R. PRONYD'Alembert a donné, il y 30 ou 40 ans, dans son Traité des �uides (art.100 & suiv.), une solution de e problême, qui a paru depuis dans quelquesouvrages élémentaires ; la onsidération de la pression des tranhes �uides yest entièrement omise, e qui rend l'analyse inomplette, sans l'abréger. Lasolution suivante, que j'ai publiée, en 1790, dans la première partie de monArhiteture hydraulique (art. 703 & suiv.), n'exige pas plus de alul que



404 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783elle de d'Alembert, et s'étend indistintement à la pression et à la vîtesse ;'est même à la réunion de es deux objets de reherhe qu'elle doit sa lartéet sa rigueur. Après avoir exposé ette solution, je me permettrai quelquesobservations sur elle de d'Alembert, qui pourront failiter aux élèves l'étuded'un des hapitres les plus di�iles du Traité des �uides, dont l'auteur estompté, à juste titre, parmi nos plus habiles mathématiiens et nos plusgrands philosophes.Imaginons un vase de forme invariable et de position �xe, ouvert à sapartie inférieure par un ori�e dont le périmètre est une ourbe située dansun plan horisontal ; on peut pratiquer à la partie supérieure une ouverturede forme quelonque, et il est onvenable, 1�. que les entres de �gure detoutes les setions horisontales du vase soient peu distans de la ligne vertialepassant par le entre de �gure de l'ori�e inférieur, ligne que nous nommeronsaxe du vase ou axe des z ; 2�. que la paroi intérieure de e vase soit une surfaeourbe ontinue et tangente, vers l'ori�e inférieur, à la surfae ylindriquequi auroit et ori�e pour base, et dont l'axe seroit le même que elui duvase ou des z. Ces onditions ont pour objet de diminuer, autant qu'il estpossible, les erreurs dues à l'hypothèse du parallélisme des tranhes.Ce vase ontient un �uide inompressible et pesant qui s'éoule par l'ori-�e inférieur, et l'hypothèse du parallélisme des tranhes onsiste à regardertoutes les moléules omprises dans une setion horisontale quelonque, dela masse �uide, omme se mouvant dans des diretions parallèles et ave unevîtesse ommune.On onlut d'abord de ette hypothèse, que tous les points d'une mêmesetion horisontale éprouvent la même pression, puisque ette pression n'estdue qu'à la di�érene de vîtesse entre les deux tranhes élémentaires qui sontrespetivement au-dessus et au-dessous de ette setion.Convenons maintenant de la notation suivante :p. 2 Aire de la surfae supérieure du �uide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΩAire d'une setion horisontale quelonque de la masse �uide . . . . . . . . . . . . . . kAire de l'ori�e inférieur par où le �uide s'éoule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ωPression rapportée à l'unité de surfae sur l'aire Ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .QPression rapportée à l'unité de surfae sur l'aire k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . pPression rapportée à l'unité de surfae sur l'aire ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . PDistane vertiale entre les setions Ω et ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . hDistane vertiale entre les setions Ω et k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .z



ANNEXES 405Vîtesse de la tranhe in�niment mine et horisontale orrespondante à lasetion k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vVîtesse de la tranhe in�niment mine et horisontale orrespondante à lasetion ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .uHauteur due à la vîtesse u du �uide à l'ori�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ξHauteur d'un prisme de �uide ayant l'ori�e ω pour base, et un volume égalà elui du �uide éoulé par et ori�e, pendant le tems t . . . . . . . . . . . . . . . . . .ρ
1 − ω2

k2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .µ2

1 − ω2

Ω2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m2Intégrale de δz

k
prise dans l'étendue de z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . nIntégrale de δz

k
prise dans l'étendue de h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .NDensité du �uide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1Le tems éoulé depuis le ommenement du mouvement. . . . . . . . . . . . . . . . . . .tNota. La aratéristique δ indique les variations qui ne dépendent pas dutems, mais seulement de la distane de deux setions horisontales in�nimentvoisines ; la aratéristique d indique les variations qui dépendent du mou-vement d'une tranhe élémentaire ou de son déplaement pendant l'instant

dt. Cette notation posée, on voit d'abord que, vu l'inompressibilité du �uide,il doit en passer, pendant l'instant dt, la même quantité par haque setionhorisontale, e qui fournit les équations(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ωudt = kdz.(2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ωu = kv.d'où (3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . dv

dt
=

ω(kdu− udk)

k2dtOn a de plus(4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v =
dz

dt(5) . . . . . . . . . . wudt = wdρ, d'où udt = dρ, du =
d2ρ

dt
et u2 =

dρ2

dt2
.(6) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u2 = 2gξ, d'où udu = gdξ.La di�érentielle de (6) divisée membre à membre par (5) donne(7) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . du

dt
=

gdξ

dρ



406 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783Il reste à onsidérer le mouvement d'une tranhe élémentaire dont la massep. 3
= kdz. Cette masse, à un instant donné, est solliitée,1�. Par la pesanteur qui tend à lui imprimer une fore motrie gkdz ;2�. Par la pression du �uide sur la fae supérieure dont la valeur absolue est
pk ;3�. Par la pression qui s'exere sur la fae inférieure, et qui a pour valeur
(p + δp)(k + δk) ;J'observe que les pressions absolues pk et p(k+δk) étant normales et pro-portionnelles aux surfaes sur lesquelles elles s'exerent, doivent se détruire,d'après la propriété fondamentale des �uides, ainsi la fore motrie totalede laquelle résulte le mouvement de la tranhe kdz est gkdz − kδp, et en laonsidérant omme animée d'une pareille fore, on peut poser l'équation deson mouvement de la même manière que si elle étoit libre ; on a don d'aprèsles formules générales très-familières aux élèves,

ddz

dt2
kδz = gkδz − kδpou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . dv

dt
kδz = gkδz − kδpCette équation est vraie, quelle que soit la valeur partiulière, in�nimentpetite, de δz, elle aura don lieu en supposant δz = dz, e qui revient àdire que la di�érentielle kδz est onstante dans toute l'étendue de la masse�uide, ou qu'à une époque quelonque on onsidère toute ette masse �uideomme divisée en tranhes élémentaires horisontales dont les volumes sontégaux entr'eux et au volume ωudt du �uide qui s'éoule par l'ori�e pendantl'instant dt orrespondant à ette époque.D'après es onsidérations l'équation préédente devient

dv.kdz

dt
= gkdz − kδpet dz exprime également l'épaisseur d'une tranhe élémentaire et l'éspaequ'elle parourt pendant l'instant dt. On tire de ette équation(8) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δp = (g − dv

dt
)dzmettant pour dv

dt
sa valeur tirée de l'équation (3), et observant que lorsque

δz = dz on doit avoir δk = dk, puisque dans ette hypothèse la di�éreneentre deux setions horisontales distantes entr'elles de dz est identique ave



ANNEXES 407la variation de l'aire k lorsque ette aire s'est abaissée, pendant l'instant dt,de la hauteur dz on a l'équation
δp = gdz +

ωdz(udk − kdu)

k2dtqu'on peut mettre sous la forme
δp = gdz − ωdu

dt
.
dz

k
+

ωudk

k2
.
dz

dtou pare que, équation (2) et (4), dz

dt
=

ωu

k
.(9). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δp = gdz − ωdu

dt
.
dz

k
+

ω2u2dk

k3
.Intégrant par rapport au signe δ et observant, 1�. que u et du

dt
, qui ne sep. 4 rapportent qu'à l'ori�e, sont onstans relativement à l'espèe de variationqu'indique e signe ; que dz et dk représentent δz et δk, on a(10) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p = gz − nωdu

dt
− ω2u2

2k2
+ C.On peut déterminer la onstante C en introduisant dans ette équationles valeurs simultanées qui ont lieu soit à la setion Ω, soit à l'ori�e ω, on aà la setion Ω . . . . . . . . . . . . . . . . p = Q ; z = 0 ; n = 0 ; k = Ω.A la setion ω . . . . . . . . . . . . . . . p = P ; z = h ; n = N ; k = ω.Ces deux manières de déterminer C donnent les valeurs suivantes de lapression p.(11) . . . . . . . . . . . . . . .{ p = Q + gz − nωdu

dt
− 1

2
(m2 − µ2)u2

p = P − g(h − z) + (N−n)ωdu

dt
+ 1

2
µ2u2Eliminant du

dt
entre es équations, et mettant pour u2 sa valeur 2gξ, ilvient(12) . . . .Np = g{(Nz − nh) + ξ[Nµ2 − (N − n)m2]} + nP + (N − n)Q.Equation �nie qui donne pour un point déterminé de la masse �uide (l'unquelonque des points de l'aire k à l'extrémité inférieure de z) la relationentre la pression p et la vîtesse √2gξ qui a lieu à l'ori�e en même tems queette pression ; il faut observer que k doit être fontion de z.



408 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783La relation entre la pression et les variables t et ρ est faile à exprimerlorsqu'on a des équations entre deux quelonques des quantités u, t et ρ. Pourobtenir es équations retranhez elles (11) l'une de l'autre et transposant Pet Q il viendra(13) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P − Q = gh − 1

2
m2u2 − Nωdu

dt
;'est e qu'on auroit eu en faisant dans l'équation (10)

p = P − Q ; z = h ; n = N ; 1

k2
=

1

ω2
− 1

Ω2
=

Ω2 − ω2

Ω2ω2
=

m2

n2onformément aux valeurs qui ont lieu aux limites supérieure et inférieure dela masse �uide ; ainsi P − Q et sa valeur gh − 1

2
m2u2 − Nωdu

dt
sont respe-tivement les intégrales de δp et de sa valeur (g − dv

dt

)

ds prises dans toutel'étendue de la masse �uide.Si l'on veut l'équation (13) sous d'autres formes, on pourra en éliminer
u2 = 2gξ et du =

gdξ
√

(2gξ)
e qui la hangera en(14) . . . . . . . . . . . . . . . . P − Q = g

(

h − m2ξ − Nω
√

(2gξ)
.
dξ

dt

).p. 5 Eliminant enore, dans (13), u2 et du

dt
, au moyen de (6) et de (7) on latransformera en(15) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P − Q = g

(

h − m2ξ − Nωdξ

dρ
.

)En�n la même équation (15) ombinée ave (5) deviendra(16) . . . . . . . . . . . . . . . . . . P − Q = gh − 1

2
m2

dξ2

dt2
− Nωd2ρ

dt2
.Ces équations sont très-ommodes lorsqu'on suppose h invariable, ou levase onstamment plein ; mais s'il se vide sans reevoir de nouveau �uide, ilfaut onsidérer h omme la oordonnée vertiale variable de la setion supé-rieure Ω (qui alors devient fontion de h) ; observant ensuite que h diminuede dh lorsque ρ augmente de dρ et que la diminution dh est à l'augmentation

dρ omme ω : Ω, l'équation (15) devient en y mettant, d'après ette propor-



ANNEXES 409tion −Ω

ω
dh au lieu de dρ(17) . . . . . . . . . . . . . . . . . . .P − Q = g

(

h − m2ξ +
Nρ2dξ

Ωdh

).La même valeur de dρ substituée dans (16) donneroit le rapport entre h et t.Je ne m'arrêterai point à d'autres ombinaisons qu'on pourroit faire pourfailiter les appliations des équations (12) et (13) à la solution de divers pro-blêmes ; e ne sont pas es problêmes que j'ai en vue dans et érit : mon objetprinipal étant d'y faire voir omment es équations (12) et (13) se déduisentdes prinipes de la dynamique, et sont liées l'une à l'autre ; on voit aisémentqu'en les ombinant ave (5) et (6) et faisant les intégrations onvenables, onaura toujours les rapports entre deux quelonques des trois variables qui serapportent à l'éoulement ; savoir le tems, la vîtesse à l'ori�e et la quantitéd'eau éoulée, et les rapports entre la pression et l'une quelonque de estrois variables.On déterminera aussi sans di�ulté le maximum de vîtesse ; dans les ir-onstanes les plus ordinaires, la vîtesse aquiert une valeur fort approhantede son maximum, au bout d'un tems très-ourt, et qui s'abrège d'autant plusque l'ori�e est plus petit ; ette propriété résout la di�ulté de la solutionapparente de ontinuité dans la formation de la vîtesse qui semble existerlorsque ω est très-petit par rapport à une setion quelonque k. Dans e asla vîtesse à l'ori�e est donnée par la pression qu'éprouveroit un plan quibouheroit et ori�e, ou par la seule hauteur h ; d'où on onlut que h res-tant la même, la vîtesse a une valeur onstante, quelle que soit l'inlinaisonde l'ori�e, et. et. OBSERVATIONSSURLA SOLUTION DE D'ALEMBERT.D'Alembert onsidérant que la vîtesse v d'une tranhe, à un instant quel-onque, au lieu de devenir v + gdt, dans l'instant suivant (omme ela ar-riveroit si elle étoit uniquement soumise à la pesanteur) devient v + dv, etsupposant que la pesanteur est la seule puissane qui agisse sur ette tranhe,déompose v + gdt en v + dv et gdt− dv, e qui, d'après son hypothèse et leprinipe général du mouvement, lui fait onlure que le systême �uide res-



410 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783teroit en équilibre si haque tranhe étoit animée de la vîtesse élémentaire
gdt−dv ; il multiplie ette expression gdt−dv par le fateur dz, et pose l'équa-p. 6 tion ∫ dz(gdt − dv) = 0, qui, après l'intégration faite dans toute l'étendue dela masse �uide, donne 0 = gh − 1

2
mu2 − Nudu

dt
, 'est-à-dire l'équation (13)dans l'hypothèse de P − Q = 0 qui peut résulter de P = 0 et Q = 0 ou de

P = Q.Le premier embarras que les ommençans trouvent dans ette solution,vient de e qu'elle semble établir l'équilibre entre de simples vîtesses, au lieude l'établir entre des quantités de mouvement, les masses ne paroissant pasdans le alul ; et la di�ultée est plut�t augmentée que levée par l'introdu-tion du fateur dz qui, dans ma solution, dérive du terme δp

dz
de l'équation

δp

dz
= g − dv

dt
. Mais les élèves se trouvent dans un autre embarras plus grandenore lorsque, observant qu'il y a inégalité de vîtesse entre les tranhes ho-risontales, et que par onséquent il doit y avoir, en général, pression des unessur les autres, ils ne voient, nulle part, la plus légère mention faite d'uneironstane qui a une in�uene aussi évidente sur les phénomènes du mou-vement. Cette omission jette même dans leur esprit des nuages sur la rigueurdes résultats, sur-tout lorqu'ils entendent dire que les équations les plus géné-rales de l'équilibre et du mouvement des �uides renferment les relations entreles puissanes qui solliitent les moléules et les pressions que es moléuleséprouvent.On ne peut se dissimuler que la solution de d'Alembert est inomplette àet égard ; on voit bien par l'analyse donnée préédemment, que lorsque lessetions extrêmes du �uides n'éprouvent auune pression ou éprouvent despressions égales, le δp qui entre dans l'équation du mouvement partiulierd'une tranhe, peut être négligé (en laissant néanmoins le fateur dz quirésulte de l'introdution de δp) si on onsidère l'ensemble des tranhes, 'est-à-dire si on intègre la valeur générale dz

(

g − dv

dt

) de δp dans toute l'étenduede la masse �uide. Mais omment veut-on qu'un ommençant devine touteses hoses dans une solution où on ne dit pas un seul mot de e qui pourroitles lui faire soupçonner ? Il est inontestable que d'Alembert auroit dû, au lieude la seule vîtesse élementaire gdt, employer elle gdt − kδp

kdz
dt ou gdt − δp

dz
dt ;



ANNEXES 411déomposant alors v + gdt− δp

dz
dt en v + dv et gdt − δp

dz
dt − dv, le prinipegénéral auroit donné, haque tranhe en partiulier, gdt− δp

dz
dt − dv = 0,'est-à-dire l'équation (8).Il est d'autant plus étonnant que e grand géomètre, dans le ours d'envi-ron 70 pages de son livre, onsarées aux questions relatives à l'éoulement,n'ait rien dit de l'in�uene de la pression sur le mouvement partiulier dehaque tranhe, qu'il trouve art. 146 et 147, la même valeur que j'ai donnéepréédemment de la pression de la tranhe plaée à l'extrémité inférieure de

z ; ette valeur de ∫ (g − dv

dt

)

dz en prenant l'intégrale depuis la surfaesupérieure du �uide jusqu'à la tranhe dont il s'agit. Il résulte don de ettevaleur, trouvée par d'Alembert lui-même, l'équation δp =

(

g − dv

dt

)

dz qui,intégrée dans toute l'étendue de la masse �uide, donne l'équation (13).p. 7
P − Q = gh − 1

2
mu2 − Nωdu

dtau lieu de l'équation inomplette
0 = gh − 1

2
mu2 − Nωdu

dtà laquelle son raisonnement le onduit.Mais l'étonnement augmente lorsqu'on lit, art. 148, les phrases suivantesque l'auteur donne omme orollaires des art. 146 et 147 préités. � On voitaisément que la pression est nulle aux endroits du vase qui répondent à la sur-fae tant supérieure qu'inférieure du �uide ; ar, 1�. à la surfae supérieure ona, et. 2�. à la surfae inférieure on a par les solutions des problêmes préédents(les problêmes qui se rapportent à l'éoulement) ∫ [dz

(

g − dv

dt

)

] = 0. �Il y a ii pétition de prinipe manifeste ; l'équation δp =

(

g − dv

dt

)

dzonduit à la suivante, qui est elle (10) i-dessus ;
p = gz − nωdu

dt
− ω2u2

2k2
+ onstante.Or dans la détermination de la onstante arbitraire et dans l'évaluationdé�nie de ette intégrale, il faut donner aux quantités qui se rapportent auxsurfaes supérieure et inférieure du �uide, les valeurs les plus générales, e



412 L'HYDRODYNAMIQUE DANS L'×UVRE DE D'ALEMBERT 1766-1783qui introduit néessairement P − Q dans l'intégrale dé�nie ; il est permisensuite, dans les appliations qu'on peut faire de ette intégrale dé�nie, à desas partiuliers, de supposer P = 0 et Q = 0 ; mais e n'est pas l'équationpartiulière et hypothétique 0 = gh − 1

2
mu2 − Nωdu

dt
qui prouve que P et Qsont nuls, 'est au ontraire la onnoissane aquise à priori de la possibilitédes valeurs P = 0 et Q = 0, qui fait voir que dans ertains as, la quantité

gh − 1

2
mu2 − Nωdu

dt
peut être nulle.L'analyse que j'ai donnée préédemment met ette vérité dans tout sonjour ; on a vu que la pression d'une tranhe quelonque a pour valeur

g

N
{(Nz − nh) + ξ[Nµ2 − (N − n)m2]} +

1

N
{[N − n)Q + nP}Expression qui ne s'évanouit point aux surfaes supérieure et inférieuredu �uide ; ainsi e n'est point, omme d'Alembert semble l'insinuer, une pro-priété inhérente à l'intégrale ∫ (g − dv

dt

)

dz d'être nulle vers es surfaes,et ette propriété n'y existe qu'autant qu'on l'y introduit expressément, àposteriori, en attribuant ertaines valeurs à quelques-unes des quantités quise rapportent aux limites du systême �uide. La ause de la méprise vient dee qu'avant de parvenir au résultat qui fait voir que ∫ (g − dv

dt

)

dz est unepression, il a déduit l'intégrale de (g − dv

dt

)

dz, prise dans toute l'étendue dusystême �uide, de onsidérations dans lesquelles la pression étoit entièrementomise ; or la valeur de ette pression, rapportée à l'extrémité inférieure de z,ne peut, d'après l'omission faite dans l'analyse de d'Alembert, renfermer quel'équivalent de la première partiep. 8
g

N
{Nz − nh + ξ[Nµ2 − (N − n)m2]}de l'expression i-dessus, qui s'évanouit en e�et aux deux limites du sys-tême, et on ne doit pas y trouver la seonde partie 1

N
{(N − n)Q + nP} quiependant y entre néessairement lorsqu'on ne s'arrête à auune hypothèsepartiulière.La supression de ette seonde partie rend la valeur de la pression donnéepar d'Alembert, artiles 146 et 147, fautive, même dans un des as où sa



ANNEXES 413manière d'évaluer l'intégrale ∫ (g − dv

dt

)

dz, pour avoir la vîtesse à l'ori�e,lui donne un résultat exat ; e as est elui de P = Q qui fait bien disparoître
P et Q dans la valeur de la vîtesse, mais non pas dans elle de la pression pd'une tranhe quelonque.J'ai donné quelqu'étendue à es ré�exions a�n que les élèves puissentpro�ter de tout e qu'il y a d'intéressant dans le Traité des �uides, sans êtreembarassés par les di�ultés que les hapitres relatifs à l'éoulement doiventleur présenter. L'intérêt de l'instrution exigeoit d'ailleurs qu'on relevât desinexatitudes de théorie d'autant plus dangereuses qu'elles sont appuyées del'autorité d'un mathématiien également élèbre et digne de sa élébrité.
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