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RésuméNous étudions dans ette thèse plusieurs aspets d'équations aux dérivées partiellesmulti-éhelles. Pour trois exemples distints, la présene de multiples éhelles, spatialesou temporelles, motive un travail de modélisation mathématique ou onstitue un enjeu dedisrétisation.La première partie est onsarée à la onstrution et l'étude d'un système multiouhe detype Saint-Venant pour dérire un �uide à surfae libre (oéan). Son obtention s'appuie surune analyse des éhelles spatiales mises en jeu, en partiulier sur l'hypothèse dite eau peuprofonde, lassiquement utilisée dans le as des �uides géophysiques. Nous justi�ons donnos équations, et montrons un résultat d'existene loale de solution. Puis nous proposonsun shéma volumes �nis et des simulations numériques en vue de valider notre modèle.Dans la deuxième partie, nous étudions un problème hyperbolique de relaxation, inspiréde la théorie inétique des gaz. La di�érene entre l'éhelle temporelle du méanisme detransport et elui de la relaxation onstitue un enjeu numérique ruial. Nous onstruisonsdon un shéma numérique via une stratégie préservant l'asymptotique : nous montronssa onvergene pour toute valeur du paramètre de relaxation, ainsi que sa onsistane avele problème à l'équilibre loal. Des estimations d'erreurs sont établies et des simulationsnumériques sont présentées.La dernière partie traite un problème d'éoulement sanguin dans une artère ave stent,modélisé par un système de Stokes dans un domaine ontenant une petite rugosité péri-odique, i.e. une géométrie double éhelle. Pour éviter une disrétisation oûteuse dudomaine rugueux (l'artère stentée), nous formulons un ansatz de développement de lasolution type Chapman-Enskog, et obtenons une loi de paroi impliite sur le bord du do-maine lisse (l'artère seule) ainsi que des estimations d'erreurs. Puis nous présentons dessimulations numériques.Mots lés : analyse d'éhelles, modèle multiouhe de Saint-Venant, systèmes hyper-boliques, lois de onservation, volumes �nis, relaxation, terme soure raide, �ux à variationtotale déroissante, shéma préservant l'asymptotique, ouhe limite, loi de paroi.





AbstratThis work is onerned with di�erent aspets of multisale partial di�erential equations.For three distint problems, we address questions of modelling and disretization thanksto the observation of the multipliity of sales, time or spae.We propose in the �rst part a model of approximation of a �uid with a free surfae, say anoean. The derivation of our multilayer shallow water type model is based on an analysis ofthe di�erent spae sales generally observed in geophysial �ows, in partiular the so-alledshallow water assumption. We obtain an existene and uniqueness result of loal in timesolution. Next we propose a �nite volume sheme and numerial simulations in order tovalidate our model.In the seond part, we study a hyperboli relaxation problem, initially motivated by thekineti theory of gaz. Di�erent time sales appear through the ompetition between atransport phenomenon and a relaxation one, to a loal equilibrium. Adopting an Asymp-toti Preserving strategy of disretization, we build and analyze a numerial sheme. Theonvergene is proved for any value of the relaxation parameter, as well as the onsistenywith the equilibrium problem, thanks to error estimates. Then we present some numerialsimulations.The last part deals with a blood �ow model in a stented artery. We onsider a Stokesproblem stated in a multisale spae domain, that is a marosopi box (the artery) on-taining a mirosopi roughness (the stent). In order to avoid expensive simulations whendisretizing the whole rough domain, we perform a Chapman-Enskog type development ofthe solution and derive an impliit wall law on the boundary of the smooth domain. Errorestimates are shown and numerial illustrations of the results are presented.Key words: multilayer shallow water model, hyperboli systems, onservation laws, �-nite volumes, relaxation, soure term, sti�, total variation diminishing, asymptoti pre-serving shemes, boundary layer, wall-laws.
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Avant-proposSi les trois problématiques adressées dans e travail (modélisation mathématique, étudethéorique, analyse et simulations numériques) onstituent séparément un travail en soi,elles n'en sont pas moins intimement liées lorsque l'on souhaite omprendre un phénomènenaturel.La modélisation mathématique onsiste à traduire un phénomène réel (don omplexe)à l'aide d'outils mathématiques. L'objetif de et exerie sienti�que est double : il s'agitd'une part d'obtenir un modèle qui dérive autant que possible la réalité et d'autre part,de pouvoir faire des prévisions, par exemple météorologiques dans le as d'un modèled'atmosphère. Evidemment, e travail n'a rien de systématique et repose sur une suessiond'observations et de simpli�ations. Le mathématiien doit faire des onessions a�n desatisfaire ses deux ambitions. En e�et, plus le modèle mathématique prend en ompte deparamètres physiques, plus il o�re une desription prohe de la réalité, mais plus il estomplexe et de e fait son étude théorique et sa mise en oeuvre préditive (numérique) endeviennent plus di�iles.Une fois le modèle mathématique établi, il reste de nombreuses questions auxquelles ilfaut tenter de répondre. Peut-on le justi�er, formellement ou rigoureusement ? Possède-t-ilune ou plusieurs solutions ? Cette ou es solutions fournissent-elles un bonne desriptionde la physique observée ? Peut-on les approher en disrétisant le problème ? Comment ?Les résultats obtenus sont ils onformes à la réalité ? Peuvent-il être utilisés de manièrepréditive ? . . .Cette liste de questions, loin d'être exhaustive, met déjà en lumière les multiples di�ultésmathématiques auxquelles nous devons nous onfronter pour omprendre un phénomèneissu de la physique ou de la biologie. C'est à travers trois exemples distints (un modèlede �uide à surfae libre, un système hyperbolique de relaxation et un modèle d'éoulementsanguin) que nous tentons ii d'apporter quelques éléments de réponses sur les aspetsmodélisation, analyse théorique et simulations numériques. Les trois exemples abordéss'insrivent dans des ontextes très di�érents, mais sont néanmoins liés par une araté-ristique ommune : ils ontiennent de multiples éhelles, d'espae ou de temps, et e sontpréisément es di�érentes éhelles qui permettent et motivent les travaux e�etués auours de la thèse.
xiii



xiv La première partie est ainsi onsarée à la modélisation d'un �uide géophysique à surfaelibre (typiquement un oéan) pour lequel e sont des éhelles spatiales aratéristiques quisont très di�érentes. En e�et, en s'appuyant sur des observations physiques, nous pouvonsmettre en évidene un nombre sans dimension ε > 0 très petit, à savoir le rapport entre deuxgrandeurs aratéristiques du problème : la profondeur typique du �uide et la longueurd'onde moyenne des mouvements horizontaux. Grâe à ette hypothèse, dite de shallowwater, nous dérivons un nouveau modèle multiouhe de type Saint-Venant à partir deséquations primitives, que nous étudions ensuite [165℄.Dans la deuxième partie de e manusrit, en ollaboration ave F. Filbet [94℄, nous nousintéressons à un problème hyperbolique de relaxation. Motivés par la théorie inétiquedes gaz, nous présentons ii un modèle jouet dans lequel les diverses éhelles s'a�rontantsont des éhelles de temps : un phénomène de transport est aompagné d'un méanismede retour vers un équilibre loal matérialisé par un terme soure dans les équations. Lavitesse de e méanisme de relaxation, représentée dans les équations par un oe�ientsans dimension 1

ε
> 0, peut être très rapide (ε → 0). Le terme soure devient alors raideet onstitue un enjeu important dans son traitement numérique : 'est la préoupationmajeure de notre travail, e�etué dans le adre des shémas préservant l'asymptotique(Asymptoti Preserving).En�n, la troisième partie est issue d'un travail en ollaboration ave V. Mili²i¢ et K. PihonGostaf [150℄, initié au CEMRACS 2009 et onerne un modèle d'éoulement sanguin dansdes artères ave stents. Dans e as, les di�érentes éhelles apparaissent dans le domainegéométrique sur lequel sont posées les équations. En e�et, si l'on symbolise grossièrementl'artère par un ylindre droit Ω, le stent forme alors une rugosité périodique et de petitetaille ε > 0 au bord du domaine lisse : les équations sont don posées dans un domainerugueux Ωε, dont le maillage diret est peu envisageable ar très oûteux si l'on souhaiterendre ompte de l'in�uene e�etive du stent sur l'éoulement du sang dans l'artère.L'objetif est don de surmonter ette di�ulté numérique en modi�ant les équations a�nd'obtenir un système posé dans le domaine lisse, les informations de la rugosité étantontenues dans une loi de paroi impliite.



Chapitre 1Introdution générale et présentationdes travauxDans ette introdution générale, nous motivons les travaux e�etués au ours de lathèse. Les trois parties s'insrivent dans des ontextes de reherhe très di�érents et trèsrihes. C'est pourquoi nous établissons d'abord un bref et non exhaustif état de l'art dehaque partie, avant de présenter les résultats obtenus en les onfrontant (autant quepossible) aux reherhes atuelles.1 Partie I : modélisation de �uides géophysiques à surfaelibreCette setion vise à motiver et dérire les travaux de la Partie I, qui sont réunis au seindes Chapitres 2 et 3 [165℄. Nous ommençons par présenter plusieurs modèles lassiquesde �uides à surfae libre (typiquement les oéans) : de Navier-Stokes à Saint-Venant, enpassant par les équations primitives. Nous évoquons les liens qui les unissent, leur justi-�ation mathématique (méthodes d'analyse dimensionnelle), les résultats d'existene desolutions, ainsi que leur traitement numérique. Puis nous situons notre nouveau modèlemultiouhe de type Saint-Venant au sein de ette hiérarhie et le omparons aux autresmodèles multiouhes existants. En�n, nous résumons les résultats obtenus sur e système,à savoir sa dérivation à partir des équations primitives et un théorème d'existene de so-lution forte loale (Chapitre 2), une étude de l'énergie du système (Annexe A), ainsi quela onstrution d'un shéma volumes �nis et des simulations numériques (Chapitre 3).1.1 Une hiérarhie de modèlesLorsque l'on adresse la question de la desription d'un �uide, plusieurs approhes sontpossibles. A l'éhelle mirosopique, on onsidère des � partiules � dont on suit les tra-jetoires au ours du temps (vision Lagrangienne). A l'opposé, on peut adopter une visionmarosopique (Eulerienne) et onsidérer l'évolution de quantités hydrodynamiques tellesla densité, la vitesse, ou la pression. C'est e niveau d'observation que nous hoisissons1



2 Introdution générale et présentation des travauxdans la Partie I pour étudier un �uide géophysique tel que l'eau d'un oéan, d'une mer, oud'un �euve. Nous aborderons une autre éhelle de desription à la Partie II, plus adéquatepour traiter les gaz raré�és.Conernant la desription marosopique des �uides géophysiques, il existe une littératuretrès rihe. Citons par exemple les ouvrages lassiques de P.L. Lions [137℄, de R. Lewan-dowski [136℄, ou de J. Pedlosky [159℄. Préisons les hypothèses que nous faisons dans leprésent travail, tant sur les aratéristiques du �uide que sur elles de l'éoulement. Nousonsidérons ii un �uide à surfae libre aux propriétés suivantes :� il est inompressible (son volume reste inhangé sous l'ation d'une pression externe) ;� il est homogène de densité ρ ≡ 1 (1) ;� il est visqueux, de visosité dynamique onstante µ (voir par exemple [75℄ pour unevisosité variable), et newtonien (son taux de déformation est proportionnel auxfores de isaillements appliquées et il possède un tenseur des ontraintes visqueuses
Σµ, dé�ni i-après) ;� nous adoptons une desription eulérienne du �uide, 'est-à-dire qu'il est aratérisépar sa vitesse loale U (2) et sa pression loale p. Préisément, nous nous plaçonsdans un repère loal (x1, x2, z) = (x, z) ∈ R

3 tournant à la surfae de la Terre à lavitesse angulaire de rotation de la Terre Ω. La vitesse et la pression au temps t et àla position (x, z) s'érivent alors :






U(t,x, z) = (u1, u2, w)T (t,x, z) = (u, w)T (t,x, z) ∈ R
3 ,

p(t,x, z) ∈ R ,où l'on a distingué les omposantes horizontale et vertiale de la vitesse. Les � fores �s'appliquant au �uide sont :� l'aélération de Coriolis 2Ω × U,� la fore de gravité g (en négligeant l'aélération entripète, approximation lassique[159℄),� les fores liées aux ontraintes du �uide (fores internes) div ΣT , où ΣT désigne letenseur total des ontraintes, omposé des fores de pressions et de visosité, 'est-à-dire :
ΣT = −p I3 + Σµ ,où Σµ, le tenseur des ontraintes visqueuses est dé�ni par :

Σµ = µ
(

∇⊗ U + (∇⊗ U)T
)

. (1.1)Avant d'érire le système, nous simpli�ons le terme de Coriolis : nous négligeons la om-posante radiale de l'aélération de Coriolis (très petite devant la fore de gravitation)1C'est une hypothèse plus restritive que l'approximation lassique de Boussinesq [159℄, qui onsisteà supposer la densité ρ onstante dans l'équation sur la quantité de mouvement sauf dans le terme de�ottabilité.2Nous utilisons des aratères gras pour les quantités vetorielles.



1 Partie I : modélisation de �uides géophysiques à surfae libre 3et nous plaçons à une latitude onstante de la Terre. Ainsi nous pouvons onsidérer lerepère omme �xe et la fore de gravité dirigée selon la diretion vertiale z, tandis quel'aélération de Coriolis devient :
2Ω × U =

(

f u⊥; 0
)T

,où la onstante f > 0 est ommunément appelée le paramètre de Coriolis. En�n, nous neonsidérons que les équations de onservation de la masse et de la quantité de mouvement.Pour des modèles plus généraux (équations supplémentaires sur la température, la salinité,et), nous renvoyons à nouveau à [136, 137, 159℄. Nous pouvons maintenant présenter lesystème qui sera le point de départ à nos approximations suessives via l'adimensionne-ment. Les équations de Navier-Stokes inompressibles à surfae libreLes équations sur la vitesse U et la pression p sont données, sous forme onservative par :






divU = 0 ,

∂tU + div(U ⊗ U) + ∇p = −2Ω × U − g + div Σµ ,
(1.2)satisfaites pour

t > 0 , (x, z) ∈ Ωt =
{

(x, z) ∈ R × R
+ | zb(x) 6 z 6 η(t,x)

}

,où zb désigne la bathymétrie (supposée indépendante du temps) et η(t,x) représente lasurfae libre. La hauteur du �uide est don donnée par
H(t,x) = η(t,x) − zb(x) .Le système est omplété par des onditions aux bords. Notons (ub, wb) (resp. (us, ws)) lavitesse du �uide au fond (resp. à la surfae libre) . De plus, ns et nb désignent respe-tivement les normales unitaires extérieure à la surfae libre et intérieure au fond. Noussupposons d'une part la ontinuité des ontraintes à la surfae libre, traduite par

ΣT ns = 0, (1.3)en onsidérant omme nulle la pression atmosphérique. D'autre part, nous imposons aufond la non pénétration, ainsi qu'une loi de type Navier, ave un oe�ient de frition κonstant :






ub · ∇xzb = wb,

κub = µ ∂zub.
(1.4)Le terme de frition onsidéré est simplement linéaire ; nous ne prenons pas en ompte lafrition turbulente, qui ajouterait un terme quadratique à es équations (voir par exemple[159, 143℄).



4 Introdution générale et présentation des travaux
Même dans ette formulation assez simple du système de Navier-Stokes (1.2), l'étude ma-thématique reste omplexe et les simulations numériques oûteuses, notamment en raisonde la non-linéarité des équations et de la dépendane en temps du domaine spatial Ωt.C'est pourquoi ingénieurs et mathématiiens ont établi toute une hiérarhie de systèmessimpli�és pour modéliser les �uides géophysiques, ave deux objetifs prinipaux :� omprendre et dérire plus préisément les multiples dynamiques,� et être apable de fournir des prévisions �ables de es dynamiques.La dérivation de modèles plus simples s'appuie sur l'analyse dimensionnelle, 'est-à-direune étude des éhelles typiques du problème. Nous introduisons don des quantités ara-téristiques :� la profondeur aratéristique de l'oéan H0 et une longueur d'onde horizontale ty-pique λ0 (voir la Figure 1.1),� les variations d'amplitudes typiques de la surfae libre as et de la bathymétrie ab(voir la Figure 1.1),� des vitesses aratéristiques horizontales et vertiales U et W .

λ0

H0

ab

x

z

as

Fig. 1.1 � Ehelles spatiales aratéristiques.En proédant à un adimensionnement des équations (voir par exemple [159℄ pour la des-ription préise de ette analyse d'éhelles), il apparaît en partiulier deux nombres sansdimension, le nombre de Reynolds
Re =

U λ0

µ
,et le rapport d'aspet

ε =
H0

λ0
.Ainsi, en étudiant di�érentes asymptotiques de es nombres (3) , nous pouvons dériver unemultitude de modèles de omplexité réduite par rapport aux équations de Navier-Stokes.3Il en existe d'autres [159℄.



1 Partie I : modélisation de �uides géophysiques à surfae libre 5Pour arriver au modèle de la Partie I, nous hoisissons un régime d'éoulement à Reintermédiaire, et nous intéressons plut�t à l'asymptotique
ε ≪ 1 , (1.5)appelée hypothèse shallow water (eau peu profonde). Cette hypothèse nous onduira àdeux systèmes aujourd'hui largement validés mathématiquement et expérimentalement :les équations primitives, très souvent utilisées pour dérire l'atmosphère ou les oéans, etles équations de Saint-Venant, partiulièrement bien adaptées à la simulation de rupturesde barrage (en hydraulique) et à l'oéanographie �tière. Notre nouveau modèle se situeraentre les deux. Approximation hydrostatiqueCette simpli�ation lassique des équations de Navier-Stokes, aussi appelée modèle deséquations primitives, est historiquement due à des observations physiques. En e�et, dansson Traité de l'équilibre des liqueurs (paru à titre posthume en 1663), Blaise Pasal énonçaitune loi de pression hydrostatique pour les liquides : la pression du �uide déroît linéairementave l'altitude. Cette hypothèse, aujourd'hui validée par les ingénieurs et les mathémati-iens, se justi�e grâe à une observation du rapport d'aspet ε : il satisfait l'hypothèseshallow water (1.5) (4) . Cette ondition, ave l'inompressibilité, onduit à négliger dansles équations les termes d'ordres supérieurs à 1 en ε. En partiulier, dans la onservation dela quantité de mouvement vertiale, tous les termes sont négligés, le gradient de pressionet la gravité. On obtient ainsi, après retour aux variables ave dimensions, l'approximationhydrostatique, aussi appelée système des équations primitives : pour t > 0 et (x, z) ∈ Ωt,























divx u + ∂zw = 0 ,

∂tu + divx(u ⊗ u) + ∂z(w u) + ∇xp = −f u⊥ + µ ∆u ,

∂zp = −g ,

(1.6)où l'on a distingué les omposantes horizontale et vertiale de la vitesse. Nous ajoutons lesonditions aux bords. À la surfae libre, l'advetion de la surfae libre et la ontinuité dutenseur des ontraintes se rérivent :






∂tη + us · ∇xη = ws ,

∂zus = ∇xus · ∇xη ,
(1.7)tandis que les onditions au fond, non pénétration et loi de paroi de type Navier [41℄ (aveoe�ient de frition laminaire κ) sont toujours données par :







ub · ∇xzb = wb,

κub = µ ∂zub.
(1.8)4Pour les �uides géophysiques, il est naturel de supposer les éhelles vertiales petites par rapport auxéhelles horizontales : par exemple, la profondeur typique d'un oéan est de quelques km, tandis qu'il peuts'étendre sur plusieurs milliers de km.



6 Introdution générale et présentation des travauxDes sièles après Blaise Pasal, on attribue à L. F. Rihardson en 1922 dans [166℄ l'introdu-tion des équations primitives de l'atmosphère, modèle que l'auteur établit ave l'ambitionde fournir des prévisions météorologiques. Mais les premiers ordinateurs du milieu du 20èmesièle n'avaient pas la puissane de alul atuelle ; les équations primitives furent don untemps mises de �té au pro�t de l'étude des modèles, plus simples, géostrophique et quasi-géostrophique (voir par exemple [159℄). Les équations primitives reviennent au goût dujour ave l'amélioration des ordinateurs, dans la dernière partie du XXème sièle.Conernant leur justi�ation mathématique, basée sur des développements asympto-tiques des équations de Navier-Stokes adimensionnées lorsque ε tend vers 0 (voir (1.5)),nous pouvons iter quelques travaux. Par exemple, les artiles pionniers de J.-L. Lions, R.Temam et S. Wang [138, 139, 140℄ établissent formellement les équations primitives (ilsétudient également la limite géostrophique) entre 1992 et 1995. Cette dérivation formelleest également dérite dans les ouvrages préédemment ités [136, 137, 159℄. Par ailleurs,P. Azerad et F. Guillén [19, 20℄ prouvent rigoureusement entre 1999 et 2001 la validité del'approximation hydrostatique pour les oéans sous l'hypothèse d'une visosité anisotro-pique et des onditions de Dirihlet homogènes au fond.Remarque 1. Sur les études théoriques des équations primitives, nous renvoyons le leteurune fois de plus aux artiles [138, 139℄, où les auteurs établissent les premiers résultatsd'existene globale de solutions faibles. En�n, une revue préise des résultats d'existenespour les équations primitives (et d'autres modèles de �uides géophysiques) est réunie dansl'artile de R. Temam et M. Ziane paru en 2004 [176℄.En�n, les équations primitives sont largement utilisées en météorologie et oéanogra-phie : elles interviennent dans plusieurs odes opérationnels aujourd'hui. Néanmoins, lessimulations des équations primitives sont relativement oûteuses : deux di�ultés numé-riques de Navier-Stokes, à savoir nonlinéarité et domaine spatial dépendant du temps, sonttoujours présentes. C'est pourquoi une autre famille de modèles d'approximation des équa-tions de Navier-Stokes a également onnu un fort suès dès la �n des années 1970 : lesmodèles de Saint-Venant (ou shallow water). La fore prinipale de es systèmes est leure�aité numérique, due essentiellement aux deux raisons suivantes :� leur struture (partiellement) hyperbolique, que l'on préisera ultérieurement,� la rédution manifeste de omplexité numérique par rapport aux équations de Navier-Stokes : le système est posé dans un domaine spatial �xe (et non plus variable) et sadimension est abaissée de un.



1 Partie I : modélisation de �uides géophysiques à surfae libre 7Modèles lassiques de Saint-VenantLe système de Saint-Venant homogène (sans terme soure) unidimensionnel est intro-duit grâe à des observations physiques par A.J.C. Barré de Saint-Venant en 1871 [167℄.Mais e n'est que dans la deuxième moitié du XXème sièle que les mathématiiens ontétudié les liens entre es équations et les autres modèles hydrodynamiques. Les modèles deSaint-Venant proviennent essentiellement d'une intégration dans la diretion vertiale deséquations de Navier-Stokes, et dérivent l'évolution de la hauteur totale du �uide H(t, x)et de la moyenne sur la olonne d'eau de la vitesse horizontale
U(t,x) =

1

H(t, x)

∫ η(t,x)

zb(x)
u(t,x, z)dz .Dans notre as, la présene d'une bathymétrie non triviale et d'un terme de frition linéairefournit la formulation suivante :







∂tH + divx(H U) = 0 ,

∂t(H U) + divx

(

H U⊗ U
)

+ g H ∇xH = −g H ∇xzb − κU .

(1.9)Justi�ation des équations de Saint-Venant. D'une part, l'obtention formelle dusystème lassique de Saint-Venant à partir des équations d'Euler, 'est-à-dire sans visosité,est bien onnue (voir par exemple Stoker [171℄ en 1958 ou Whitham [179℄ en 1999). D'autrepart, les travaux plus réents de J.-F. Gerbeau et B. Perthame [101℄ (2001) dérivent uneversion visqueuse des équations de shallow water 1D à partir des équations de Navier-Stokes 2D dans le as d'un fond plat, ave une loi de frition de type Navier au fond. Cetteversion étendue du système de Saint-Venant s'érit :






∂tH + divx(H U) = 0 ,

∂t(H U) + divx

(

H U ⊗ U
)

+ g H ∇xH = −g H ∇xzb + 4µ divx(H ∇xU) − κ̃U ,(1.10)où κ̃ est le oe�ient de frition modi�é, dé�ni par :
κ̃ =

κ

1 + κ
3 µ H

.Cependant, il est à noter que l'obtention de e système néessite, pour être rigoureuse, deshypothèses supplémentaires. En partiulier, dans [101℄, les auteurs requièrent l'asympto-tique suivante pour les oe�ients de frition et de visosité :
µ = εµ0 , κ = ε κ0 . (1.11)Alors, sous es hypothèses, les systèmes (1.9) et (1.10) sont des approximations de Navier-Stokes en O(ε) et O

(

ε2
) respetivement. Plus tard, S. Ferrari et F. Saleri [87℄ (2004), puisF. Marhe [143℄ (2007) généralisent le résultat de [101℄ : ils dérivent un système de Saint-Venant 2D à partir des équations de Navier-Stokes 3D, inluant les e�ets de Coriolis et ave



8 Introdution générale et présentation des travauxune topographie non triviale, soumise ependant à une autre restrition mathématique, àsavoir la faible variation de la bathymétrie :
∇xzb = O(ε). (1.12)Notons que dans [143℄, l'auteur onsidère également un terme de frition turbulente, etobtient un terme visqueux di�érent de elui de [87℄. Dans un travail plus réent, L. Bona-ventura, A. Deoene et F. Saleri [75℄ (2007) dérivent un autre modèle, ave une nouvelleorretion des termes de frition. Citons également les travaux de J.F. Bouhut et M. West-dikenberg en 2004 [35℄, puis eux de M. Boutounet, L. Chupin, P. Noble et J.P. Vila en

2008 [37℄ où les auteurs s'a�ranhissent de l'hypothèse sur le gradient de la bathymétrie.Mentionnons en�n l'artile de 2007 de D. Bresh et P. Noble [44℄ dans lequel les auteursproposent une justi�ation mathématique rigoureuse de la dérivation formelle du systèmede Saint-Venant 1D à partir des équations de Navier-Stokes inompressibles 2D sur un planinliné.Energies, résultats d'existenes. Beauoup d'études théoriques ont été onduites surles équations de Saint-Venant, en raison notamment de leur struture mathématique hy-perbolique (nous y reviendrons un peu plus loin). Nous nous intéressons ii aux résultatsd'existene de solutions, qui pourront être onfrontés au théorème du Chapitre 2.Rappelons d'abord l'énergie naturelle du système de Saint-Venant, qui fournit les estima-tions a priori de base lorsque l'on herhe des solutions faibles. Elle s'érit :
E =

1

2
H |U|2 +

1

2
g H2 + g H zb .L'inégalité d'énergie s'obtient de manière lassique (voir par exemple les ouvrages deD. Serre [169℄ sur les lois de onservation) et varie suivant le terme de visosité hoisi.Nous verrons à l'Annexe A que notre système Saint-Venant multiouhe possède égale-ment une énergie onsistante ave elle du modèle lassique à une ouhe. Cependant,ette estimation n'est pas su�sante pour établir l'existene de solutions faibles. La di�-ulté majeure provient du manque de ontr�le sur la hauteur H, pour les passages à lalimite dans les termes non linéaires. Plusieurs solutions ont été trouvées, en ajoutant destermes de frition quadratique, de apillarité, en onsidérant di�érents termes visqueux ; leprinipe est d'établir des estimations a priori supplémentaires, ontr�lant log H dans unespae adéquat. Citons deux résultats d'existene de solutions faibles ainsi obtenus.� Par exemple, P. Orenga [157℄ (1995) établit un théorème d'existene de solutionsfaibles, pour un terme de visosité µ H △U, ave des données initiales su�sammentpetites et des onditions de Dirihlet au bord du domaine. La majoration essentielleest un ontr�le de H log H dans L∞ (0, T ;L1

).� En onsidérant le terme visqueux div
(

H ∇U
), plus � onsistant � ave Navier-Stokes('est le as que nous onsidèrerons dans la suite), il n'est pas possible de diviserl'équation de la quantité de mouvement par la hauteur, il faut don proéder autre-ment. En 2003, les travaux de D. Bresh, B. Desjardins et C.K. Lin [42℄ préparent les



1 Partie I : modélisation de �uides géophysiques à surfae libre 9estimations néessaires. Ainsi, D. Bresh et B. Desjardins montrent dans [43℄ l'exis-tene globale de solutions faibles pour système de Saint-Venant bidimensionnel aveonditions aux bords périodiques, ainsi que des termes de apillarité et de fritionslinéaire et quadratique. Le point ruial ii est l'introdution d'une énergie parti-ulière pour le système, la BD-entropie, qui permet de ompléter les estimations apriori et d'obtenir su�samment de ompaité sur la hauteur. Cette nouvelle énergiefait apparaître une nouvelle vitesse
V := U + µ∇ (log H) .Remarquons qu'un élément lé dans l'obtention de es estimations est d'utiliser la onser-vation de la masse pour érire une équation sur la fontion log H, sous la forme bidimen-sionnelle :

∂t (H ∇ log H) + div
(

H ∇U
)

+ div
(

H U ⊗∇ log H
)

= 0 .Ainsi, si les tehniques de P. Orenga, omme elles de D. Bresh et B. Desjardins ont étéensuite adaptées à des problèmes multiouhes (voir i-après), nous verrons à l'Annexe Aqu'il est di�ile de les appliquer à notre système multiouhe qui ne possède pas de loisde onservations pour haque ouhe séparément.Conernant l'étude des solutions fortes, nous renvoyons aux référenes bibliographiques duChapitre 2 p. 48. Retenons simplement que les estimations a priori sont plus � lassiques �et que la restrition fondamentale dans es résultats est de onsidérer des onditions ini-tiales en dehors des zones sèhes, 'est-à-dire une hauteur initiale du �uide H0 minorée parune onstante stritement positive. Cette hypothèse aura son analogue dans le Théorème 5où nous établissons l'existene loale de solution forte pour notre modèle multiouhe.Disrétisation. Abordons en�n la problématique de la disrétisation et des simulationsnumériques du modèle de Saint-Venant. La validité et l'e�aité numériques de e systèmesont largement reonnues et vont au-delà des onnaissanes théoriques du système. Ene�et, des shémas simples peuvent traiter de manière réaliste des problèmes de rupture debarrage dans lesquels la ondition de strite positivité de la hauteur n'est plus satisfaite.Historiquement, les premières méthodes de disrétisation utilisées pour les équations deSaint-Venant sont les éléments �nis (voir par exemple la thèse de J. Proft [163℄). En e�et,sous leur formulation non onservative (hauteur-vitesse), leur lien ave les équations deNavier-Stokes est mis en évidene et la disrétisation par éléments �nis est don naturelle.Cependant, nous privilégions ii une autre famille de méthodes, plus adéquates pour letraitement de solutions disontinues, et liées à la formulation onservative du système :les Volumes Finis. C'est la méthode que nous emploierons pour onstruire les shémasnumériques du Chapitre 3, mais également dans la Partie II de la thèse. Nous donnons donmaintenant quelques détails sur sa mise en oeuvre dans le ontexte du modèle lassique deSaint-Venant, puisque le système introduit au Chapitre 2 aura une struture omparable.Initialement utilisée pour la disrétisation des équations d'Euler, la méthode des volumes�nis est partiulièrement bien adaptée au système de Saint-Venant en raison de sa stru-ture partiellement hyperbolique. En e�et, le système homogène, qui s'érit en dimension 1



10 Introdution générale et présentation des travauxd'espae :














∂tH + ∂x(H U) = 0 ,

∂t(H U) + ∂x

(

H U2 + g
H2

2

)

= 0 ,est un système stritement hyperbolique de deux lois de onservation, pourvu que la hauteur
H reste stritement positive. Ses valeurs propres réelles distintes sont alors

U −
√

gH et U +
√

gH .Nous renvoyons aux ouvrages de D. Serre [169℄ pour l'étude théorique des problèmes hy-perboliques. Ce qui nous intéresse ii, e sont des partiularités de es systèmes utiles àla onstrution du shéma, à savoir la formulation onservative, et la propagation à vitesse�nie de l'information (qui permet l'utilisation de shémas expliites). Pour une desrip-tion préise des méthodes volumes �nis en général, nous renvoyons le leteur à quelquesouvrages lassiques : eux de R. J. LeVeque [133, 134℄, de R. Eymard, T. Gallouët etR. Herbin [84℄, ou enore d'E. Godlewski et P.A. Raviart [102℄. Nous présentons suin-tement ii le prinipe général de la méthode pour une loi de onservation salaire (pas determe soure) :
∂tV + ∂xF (V ) = 0 . (1.13)Nous onsidérons un shéma aux di�érenes �nies expliite en temps (typiquement Eu-ler) et nous donnons un maillage du domaine spatial (xj+1/2)j∈Z : les noeuds du maillage

xj+1/2 sont les interfaes des ellules de ontr�le ou mailles Cj =
(

xj−1/2;xj+1/2

). En inté-grant l'équation (1.13) sur haque maille, nous approhons la solution non pas en valeurspontuelles aux noeuds du maillage, mais en valeurs moyennes sur haque maille (d'oùl'obtention d'une solution numérique onstante par moreaux, fonièrement disontinue).Pour l'équation (1.13), le shéma s'érit :
V n+1

j − V n
j +

∆tn

∆xj

(

Fn
j+1/2 − Fn

j−1/2

)

= 0 ,où V n
j désigne une approximation de la moyenne de V sur la ellule Cj au temps tn. En�n,le �ux numérique Fn

j+1/2 représente une approximation du �ux F à l'interfae entre lesellules Cj et Cj+1 au temps tn. Pare que l'on n'a pas d'information sur la solution auxinterfaes des mailles, la première di�ulté dans la onstrution du shéma réside dans lehoix du �ux numérique. C'est la multipliité de hoix possibles pour e �ux, en fontionde la physique du problème, qui fait la diversité des shémas volumes �nis.Dans ette thèse (au Chapitre 3, mais également dans la Partie II), nous nous restreindronsaux shémas dits à trois points, pour lesquels le �ux numérique s'érit :
Fn

j+1/2 = F
(

V n
j , V n

j+1

)

,où F est onsistant ave le �ux ontinu, 'est-à-dire
F (V, V ) = F (V ) .



1 Partie I : modélisation de �uides géophysiques à surfae libre 11Plus préisément, nous utiliserons essentiellement des �ux de Lax-Friedrihs. Ce �ux s'érit,pour l'équation (1.13) :
F
(

V n
j , V n

j+1

)

=
1

2

[

F
(

V n
j

)

+ F
(

V n
j+1

)

− ∆xj

∆tn
(

V n
j+1 − V n

j

)

]

.Outre la onsistane, le shéma doit également satisfaire des propriétés de stabilité. Unritère primordial est la ondition CFL, ondition néessaire (mais pas su�sante !) destabilité. Elle s'érit pour (1.13) et dans le as d'un shéma expliite à trois points :
λ := a∞

∆t

∆x
6 1 , (CFL)où a∞ = max

v∈R

|F ′(v)|. Pour le �ux de Lax-Friedrihs, ette ondition satisfaite entraîneque pour tout temps n, la valeur V n+1
j peut s'érire omme une ombinaison onvexe de

V n
j−1 et V n

j+1, ondition ruiale pour obtenir la stabilité du shéma. Cependant, e �uxprovoquant de la di�usion numérique, nous pouvons en utiliser des versions modi�ées. Ils'agit de remplaer le oe�ient de visosité numérique ∆xj/∆tn par une valeur inférieure
µn

j+1/2. Par exemple, dès que la ondition (CFL) est satisfaite, nous pouvons hoisir :� le �ux de Lax-Friedrihs loal (Rusanov), où µn
j+1/2 = max

{

|F ′(v)| : v ∈
(

V n
j ;V n

j+1

)},� ou le �ux de Lax-Friedrihs global (Roe), où µn
j+1/2 = a∞.Nous appliquerons ette dernière méthode dans les Chapitres 3 (ave des limiteurs depentes) et 4.Remarque 2. Ces deux onditions de onsistane et de stabilité ne su�sent pas en généralpour démontrer la onvergene d'un shéma volumes �nis, mais nous n'étudierons pas laonvergene mathématique des shémas dans la Partie I. Nous verrons ependant à la PartieII une autre propriété du �ux numérique qui sera utile dans la preuve de onvergene,elle d'être TVD (pour Total Variation Diminishing) (voir la Setion 2 de l'introdutiongénérale).Evidemment, toutes les équations ne ressemblent pas à (1.13) et la question du hoix du�ux n'est pas la seule di�ulté. Par exemple, dans le as de Saint-Venant, il y a des termessoures et des termes non onservatifs. Ainsi, en général, dans l'élaboration d'un shémavolumes �nis, nous devons répondre aux interrogations suivantes :� quel hoix pour le �ux numérique ? Est-il onsistant ?� que faire lorsqu'il y a des produits non onservatifs ?� omment disrétiser les termes soures ?Pour répondre à es questions, nous nous basons sur la onnaissane que l'on a du problèmeontinu, 'est-à-dire ses propriétés de stabilité. Dans le as de Saint-Venant, les enjeuxdisrets majeurs sont :� la onservation de la positivité de la hauteur,� la préservation des états stationnaires, notamment du � la au repos � (on parle alorsde shéma well-balaned),� une inégalité d'entropie disrète.



12 Introdution générale et présentation des travauxAu Chapitre 3, nous nous intéresserons essentiellement aux deux premiers points, laissantde �té la question d'une entropie disrète. Evoquons par exemple deux artiles qui pro-posent des shémas well-balaned pour le système unidimensionnel ave le seul terme souretopographique. Dans [98℄, T. Gallouët, J-M. Hérard et N. Seguin proposent un shéma detype VFRoe-nv, où le traitement du terme soure se fait en ajoutant une équation ausystème, de façon à garder un problème homogène, mais non onservatif. Dans [10℄, E.Audusse, F. Bouhut, M.O. Bristeau, R. Klein et B. Perthame adoptent une stratégie dif-férente : il s'agit de partir du solveur stable pour le problème homogène, et de disrétiserle terme soure en s'appuyant sur l'état d'équilibre du � la au repos � , i.e. pour lequelon a l'équilibre suivant :
∂x

(

g
H2

2

)

= −g H ∂xzb .Au Chapitre 3, nous éviterons la di�ulté liée à la disrétisation du terme de topographieen utilisant une topographie régulière. Par ailleurs nous onsidèrerons des shémas toutexpliites et à une seule étape en temps dans ette partie, même si la ondition CFLdevient ontraignante dans les as où la visosité µ est non nulle.Remarque 3. Pourtant, les shémas expliites et à une seule étape ne sont pas toujoursadéquats, notamment pour traiter les problèmes hyperboliques d'ordre 1 possédant unterme soure raide (sti� ). Ce type de problème nous intéressera à la Partie II, 'est pour-quoi nous adopterons alors une stratégie de splitting (voir la Setion 2 de l'introdutiongénérale).En�n, il existe de multiples autres stratégies volumes �nis de résolution numérique deséquations de Saint-Venant, omme les shémas inétiques (voir par exemple l'artile de B.Perthame et C. Simeoni [160℄). Nous renvoyons également le leteur aux états de l'art surle système de Saint-Venant présentés dans les thèses d'E. Audusse [9℄ et F. Marhe [144℄.Terminons ette partie sur les systèmes lassiques de Saint-Venant par quelques om-mentaires. Il est dorénavant établi qu'ils sont très e�aes numériquement, robustes et peuoûteux, notamment pour simuler des problèmes hydrauliques ou �tiers. Ils présententnéanmoins quelques faiblesses. D'une part, le � bon omportement � numérique de eséquations n'est pas totalement ompris ni justi�é au niveau théorique. En e�et, le systèmeest mal posé dans le vide (lorsque H atteint 0, perte de l'hyperboliité), son domaine devalidité est restreint aux eaux peu profondes et nous avons vu que sa fermeture rigoureusedans le as visqueux néessite des hypothèses bien partiulières (1.11). D'autre part, laformulation même du système, en hauteur et vitesse moyenne sur la profondeur, entraîneune perte d'information sur le pro�l vertial de la vitesse dans le �uide.A�n, d'un �té, de pallier à e manque d'information sur la vitesse à l'intérieur du �uide, etde l'autre, de préserver la � formulation Saint-Venant � à l'e�aité numérique reonnue,des modèles intermédiaires entre les équations primitives et le système de Saint-Venantont été introduits, les modèles multiouhes de type Saint-Venant [12, 15℄.



1 Partie I : modélisation de �uides géophysiques à surfae libre 13
Modèles lassiques multiouhes de type Saint-VenantDans les modèles lassiques multiouhes, l'objetif prinipal est de réupérer de l'in-formation sur le pro�l vertial des vitesses dans la ouhe de �uide, mais sans s'a�ranhirdes restritions physiques du problème de Saint-Venant. Le prinipe général d'obtentiond'un tel système est, omme pour le modèle lassique de Saint-Venant, d'intégrer l'équa-tion de onservation de la quantité de mouvement dans la diretion vertiale, mais etteintégration s'e�etue après une disrétisation vertiale du volume de �uide. En d'autrestermes, il s'agit de déouper la hauteur totale du �uide H en N ouhes :

H(t,x) =
N
∑

i=1

hi .La manière lassique de proéder à e � déoupage � , illustrée à la Figure 1.2 (pour N = 4),onsiste à suivre la surfae libre, 'est-à-dire érire la hauteur hi de la ouhe i omme unefration de la hauteur totale :
hi(t, x) = li H(t, x), ave 0 6 li 6 1,

N
∑

i=1

li = 1 .C'est ave ette approhe-i que les premiers modèles multiouhes (à un seul �uide) ont

x

z

z4+1/2 = η(t, x)

0

h1(t, x)

h2(t, x)

h3(t, x)

h4(t, x)

H(t, x)

Free surfae

Bottomz1/2 = zb(x)

z1+1/2(t, x)

z2+1/2(t, x)

z3+1/2(t, x) u4(t, x)

u3(t, x)

u2(t, x)

u1(t, x)

Fig. 1.2 � Approhe multiouhe lassique.été introduits. D'abord, E. Audusse propose en 2005 dans [12℄ une version sans éhangede masse entre les ouhes, 'est-à-dire que, pour haque ouhe i, nous disposons de la loide onservation :
∂thi + ∂x (hi ui) = 0 ,



14 Introdution générale et présentation des travauxoù ui représente la vitesse du �uide dans la ouhe i, i.e. la moyenne sur la ouhe i de lavitesse horizontale :
ui(t, x) =

1

hi

∫ zi+1/2

zi−1/2

u(t, x, z)dz , 1 6 i 6 N . (1.14)Il apparaît que le système multiouhe de [12℄ perd la propriété d'hyperboliité, et s'appa-rente davantage à un modèle de N �uides immisibles plut�t qu'à elui d'un seul �uide.C'est pourquoi E. Audusse, M.O. Bristeau, B. Perthame et J. Sainte-Marie introduisenten 2010 dans [15℄ un autre modèle multiouhe basé sur la même disrétisation vertiale(voir la Figure 1.2), mais ave un terme d'éhange de masse entre les ouhes i et i + 1, àsavoir :
∂thi + ∂x (hi ui) = wi+1/2 − wi−1/2 .Ce nouveau système s'avère être hyperbolique et plus onsistant ave la physique du pro-blème. La stratégie pour l'obtenir est basée sur les mêmes hypothèses que [101℄ et [87℄ ets'applique rigoureusement (formellement) dans le as non visqueux. Pourtant, il subsistequelqu'inertitude dans le as ave visosité : ave la même hypothèse (1.11) que dans leas à une ouhe [101℄, on retrouve dans les modèles [12, 15℄ le terme visqueux de (1.10)dans haque ouhe, mais la justi�ation mathématique de e hoix est plus déliate aveplusieurs ouhes qu'ave une seule.Outre la dérivation formelle des systèmes multiouhes de [12℄ et [15℄, les auteurs en pro-posent également une étude théorique : la question de l'hyperboliité est soulevée et uneinégalité d'entropie similaire à l'estimation d'énergie du système de Saint-Venant lassiqueest établie.En�n, le traitement numérique proposé est un shéma inétique et plusieurs propriétés dushéma sont démontrées. Mais itons également d'autres travaux, essentiellement numé-riques, qui démontrent l'e�aité de es systèmes (en version biouhes au moins) pourmodéliser des zones �tières ou de détroits [14, 13, 11, 59, 104℄.Si les auteurs de [12, 15℄ n'étudient pas préisément l'existene de solutions, il existeependant plusieurs résultats d'existene de solutions faibles pour des systèmes biouhes.Comme évoqué préédemment, es résultats sont basés sur les tehniques de P. Orenga sile terme visqueux est sous la forme µhi △ ui ou elles de D. Bresh et B. Desjardins s'ilest de la forme µ div (hi ∇ui). Citons par exemple les artiles [64, 95, 151, 161℄ de 2003 à

2006 pour le premier as, et l'artile de 2009 [76℄ qui adapte la BD-entropie à un modèlebiouhe. Il est important de retenir que es travaux onernent des modèles de deux �uidesimmisibles, qui possèdent don deux lois de onservations de la masse, à savoir
∂thi + div (hi ui) = 0 ,e qui est ruial pour l'obtention des estimations d'énergies supplémentaires. Mais nousnous intéressons ii à un modèle multiouhe pour un seul �uide : nous ne disposons plusde N lois de onservation mais d'une seule sur la hauteur totale du �uide, omme dans lemodèle de [15℄.



1 Partie I : modélisation de �uides géophysiques à surfae libre 15
Nous venons ainsi d'évoquer trois modèles largement utilisés en oéanographie, plut�t� profonde � pour le modèle primitif et �tière pour les modèles de Saint-Venant, à une ouplusieurs ouhes. Le modèle que nous onstruisons dans la Partie I s'insrit plut�t dansle ontexte � eaux profondes � , bien qu'il ressemble, dans sa formulation, aux préédentsmodèles multiouhes.1.2 Travaux e�etués : un autre modèle multiouhe de Saint-VenantDans la Partie I, nous introduisons un nouveau modèle multiouhe de type Saint-Venant, à partir des équations primitives de l'oéan (ave dimension) (1.6). Ainsi, ommenous allons le voir i-après, la formulation du système a des points ommuns ave eux de[12, 15℄ mais le domaine d'appliation est fondamentalement di�érent puisque nous restonsii loin des zones �tières. De fait les modèles ne sont pas vraiment omparables, si e n'estsur la forme, la méthodologie employée pour la onstrution.Voyons d'abord omment la stratégie que nous adoptons pour obtenir notre modèle estsimilaire à elle de [12, 15℄. Nous déoupons aussi la hauteur du �uide en ouhes mines,mais e � déoupage � n'est pas fait de la même manière : nous ne suivons pas ii la surfaelibre, mais déoupons le �uide en imposant les hauteurs des ouhes intermédiaires, ommeillustré à la Figure 1.3 (pour 4 ouhes).

H(t, x)

u1(t, x)

h4(t, x)

h3

h2

h1(x)

xBottom

Free surfae
z1+1/2

z2+1/2

z3+1/2

u4(t, x)

u3(t, x)

u2(t, x)

0

z4+1/2 = η(t, x)

z

z1/2 = zb(x)

Fig. 1.3 � Une autre approhe multiouhe.Préisément, la hauteur totale est divisée omme suit.
η − zb = H :=

N
∑

i=1

hi, ave hi = zi+1/2 − zi−1/2 = O(h), 1 6 i 6 N, (1.15)où la onstante h est �xée et les noeuds zi+1/2 de la disrétisation vertiale sont donnés
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z1/2 = zb(x),

zi+1/2 = i h, 1 6 i 6 N − 1,

zN+1/2 = η(t, x).

(1.16)Le modèle multiouhe que nous dérivons au Chapitre 2 s'érit, pour tout (t,x) dans
R

+ × R
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∂tH + divx

(

N
∑

i=1

hi ui

)

= 0 ,

∂t (hN uN ) + divx

(

hn uN ⊗ uN + g
h2

N

2

)

= µ
(

divx (hN ∇xuN ) + DUz
N+1/2 − DUz

N−1/2

)

−g hN ∇xzb + wN−1/2 uN−1/2 − wN+1/2 uN+1/2

−f (hN uN )⊥ ,

∂t (hi ui) + divx (hi ui ⊗ ui) + g hi ∇xhN = µ
(

hi ∆xui + DUz
i+1/2 − DUz

i−1/2

)

−g hi ∇xzb + wi−1/2 ui−1/2 − wi+1/2 ui+1/2

−f (hi ui)
⊥ , 1 6 i 6 N − 1 . (1.17)Dans e système, le terme d'éhange de masse wi+1/2 désigne simplement la valeur de lavitesse vertiale à l'interfae entre les ouhes i et i + 1, i.e. au point zi+1/2. Il est dé�nipar :







w1/2 = u1 · ∇xzb,

wi+1/2 − wi−1/2 = −hi divx ui, 1 6 i 6 N − 1.
(1.18)De même, ui+1/2 (notation identique à elle de [15℄) représente une approximation de lavitesse horizontale à l'interfae zi+1/2. Si les auteurs de [15℄ hoisissent une reonstrutionupwind de e terme, nous onsidérons ii une moyenne :

ui+1/2 =







0 si i = 0 , N ,

(hi ui+1 + hi+1 ui) / (hi+1 + hi) si 1 6 i 6 N − 1.
(1.19)Les termes DUz

i+1/2 représentent les dérivées vertiales de la vitesse horizontale aux inter-



1 Partie I : modélisation de �uides géophysiques à surfae libre 17faes zi+1/2 et viennent des termes visqueux vertiaux. Ils sont donnés par :
DUz

i+1/2 =























κu1/µ si i = 0 ,

2 (ui+1 − ui)/(hi + hi+1) si 1 6 i 6 N − 1 ,

0 si i = N .

(1.20)Ce système est alors une approximation en O
(

h
2
) de (1.6), où h désigne la hauteur desouhes internes �xée préalablement. Préisément, nous montrons la proposition suivante.Proposition 4 (Chapitre 2, p. 49).Supposons que les variations de la bathymétrie véri�ent :

∇xzb = O
(

h
)

. (1.21)Alors le modèle multiouhe (1.17), où hi, ui+1/2 et wi+1/2 sont donnés respetivement par(1.15), (1.19) et (1.18), est une approximation formelle des équations primitives (1.6) en
O
(

h
2
).Dans le Chapitre 2, nous omparons brièvement e modèle ave eux de [12, 15℄, en sou-lignant la di�érene entre les termes visqueux : nous n'avons pas besoin ii d'hypothèsepartiulière sur les régimes de frition et visosité pour les équations primitives, et nostermes de visosité s'obtiennent formellement naturellement.Nous établissons également un théorème d'existene de solution forte loale pour la version

1D de (1.17) :


















































































∂tH + ∂x

(

N
∑

i=1

hi ui

)

= 0 ,

∂t (hN uN ) + ∂x

(

hn u2
N + g

h2
N

2

)

= µ
(

∂x (hN ∂xuN ) + DU z
N+1/2 − DU z

N−1/2

)

−g hN ∂xzb + wN−1/2 uN−1/2 − wN+1/2 uN+1/2 ,

∂t (hi ui) + ∂x

(

hi u2
i

)

+ g hi ∂xhN = µ
(

hi ∂xxui + DU z
i+1/2 − DUz

i−1/2

)

− g hi ∂xzb

+wi−1/2 ui−1/2 − wi+1/2 ui+1/2 , 1 6 i 6 N − 1 .(1.22)où les termes de Coriolis n'apparaissent plus ar ils n'ont pas de sens en 1D. Introduisonsquelques notations avant d'énoner le théorème obtenu. Pour toute fontion f , on note ‖f‖(resp. ‖f‖k) sa norme L2 (resp. Hk). Si f = (f1, . . . , fn) est multidimensionnelle, on dé�nitsa norme Hk oordonnée par oordonnée :
‖f‖k :=

n
∑

i=1

‖fi‖k .



18 Introdution générale et présentation des travauxPar ailleurs, si B désigne un espae de Banah, k un entier naturel et T une onstantepositive, on note Lk
∞(0, T ;B) l'espae de Banah formé des fontions f dé�nies sur [0, T ]à valeurs dans B qui sont k fois di�érentiables par rapport à t et dont toutes les dérivéessont bornées dans B. Voii le théorème que nous obtenons.Théorème 5 (Chapitre 2, p. 48).Considérons le système (1.22) ave les onditions initiales

(U, hN )(0, x) = (U0(x), h0
N (x)) ∈ H2(R) , (1.23)où U = (u1 . . . uN )T représente le veteurs des vitesses. Supposons

inf
x∈R

h0
N (x) > η0 > 0 ,pour une onstante positive η0 et notons E = 2 ‖(U0, h0

N )‖2. Supposons également la régu-larité de la topographie zb ∈ C2(R). Alors, il existe un temps T > 0 tel que le problème deCauhy (1.22)-(1.23) possède une unique solution (U, hN ) véri�ant :
U ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;L2(R)) ∩ L2

(

0, T ;H3(R)
)

,

hN ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;H1(R)) .En outre, pour tout t de [0, T ],
∀x ∈ R , hN (t, x) >

(

inf
x∈R

h0
N (x)

)

/2 > 0 .En�n, on a les inégalités d'énergie suivantes :
‖(U, hN )(t)‖2 6 E ,

(∫ t

0
‖U(τ)‖2

3 dτ)1/2

6 E .Remarque 6. La preuve de e résultat utilise une deuxième formulation du problème, àsavoir un système de N équations paraboliques ouplées ave une équation de transportsur la hauteur de la dernière ouhe hN (voir le système (2.3.1), p. 52), et repose sur laméthode d'énergie de Nishida et Matsumura [146℄. En revanhe, nous n'obtenons pas derésultat d'existene de solution faible. Il se trouve en e�et que les tehniques employées parD. Bresh et B. Desjardins [43℄ sont di�iles à généraliser à notre problème multiouhe,en partiulier pare que nous ne disposons pas de N équations de onservations de la masseet que nous ne pouvons établir su�samment d'estimations d'énergies (voir la Setion A.1de l'Annexe A).Remarque 7. Ce théorème est seulement loal en temps et surtout ontraint à l'hypothèsede strite positivité de la hauteur de la ouhe supérieure hN . Mais ela ne onstitue pasune faiblesse de notre modèle qui n'est pas destiné à dérire des zones sèhes. Au ontraire,ette ontrainte permet de fournir un omportement dynamique à notre modèle, en lui�tant ou ajoutant des ouhes si la hauteur hN devient trop petite ou trop grande. Nousverrons dans les simulations numériques du Chapitre 3 omment le nombre de ouhes dumodèle peut varier au ours du temps.



2 Partie II : analyse d'un shéma préservant l'asymptotique 19Nous nous intéressons don au Chapitre 3 à la disrétisation par volumes �nis du modèlemultiouhe (1.22). Pour ela, nous utilisons une troisième formulation du système mul-tiouhe (voir le système (3.1.1) p. 66). Nous onstruisons don un shéma volume �nisexpliite en temps, ave un �ux de Lax-Friedrihs et des limiteurs de pente minmod. Parailleurs nous proposons également une disrétisation du même type pour le système primitif(1.6) sans visosité ni frition, en utilisant une formulation lagrangienne du système.Nous présentons ensuite des résultats numériques ave trois objetifs :� montrer que notre modèle est au moins aussi bon que les modèles lassiques deSaint-Venant et qu'il approhe orretement les équations primitives sans visosité,� faire apparaître des reirulations à l'intérieur du �uide,� et illustrer le omportement dynamique du modèle : on peut ajouter et retirer desouhes par au-dessus.Les Chapitres 2 et 3 sont réunis dans un artile soumis [165℄. En�n, nous présentons enAnnexe A de la Partie I quelques ompléments sur notre modèle multiouhe. Nous pré-sentons quelques éléments sur son énergie en 1D à la Setion A.1, ainsi que des simulationsnumériques supplémentaires à la Setion A.2.2 Partie II : analyse d'un shéma préservant l'asymptotiqueDans ette setion, nous dérivons les motivations initiales qui ont onduit au travailde la Partie II, e�etué en ollaboration ave F. Filbet [94℄. Nous en résumons ensuite lesprinipaux résultats.Le phénomène qui nous intéresse ii est elui de la relaxation, qui apparaît dans de nom-breuses situations physiques [65, 142℄ : par exemple en théorie inétique des gaz monoato-miques, si un état d'équilibre est perturbé, le système relaxe graduellement vers l'équilibre.Ce méanisme de relaxation existe également dans les matériaux élastiques ave mémoire,ou dans les transitions de phases. Il est souvent représenté dans les équations par unoe�ient ε > 0, soit grand (phénomène relativement lent par rapport aux éhelles detemps aratéristiques), soit très petit (phénomène très rapide, quasiment instantané).Cela onstitue un enjeu à la fois mathématique et numérique si l'on souhaite modéliser etsimuler e proessus dans lequel plusieurs éhelles de temps s'a�rontent. Le entre de nospréoupations est l'enjeu numérique, mais il est primordial de omprendre la physique duproblème au niveau ontinu avant de le disrétiser.Si les travaux réalisés ii onernent un modèle jouet hyperbolique, nous sommes néan-moins motivés par les équations inétiques. C'est pourquoi nous ommençons par évoquerbrièvement l'équation de Boltzmann dans un adimensionnement partiulier. Nous rappe-lons les résultats existants sur la limite singulière lorsque le libre parours moyen tend vers
0 ('est-à-dire lorsque le gaz relaxe très vite vers un équilibre thermodynamique), résultatsqui se situent au niveau ontinu. Nous abordons ensuite la problématique du traitementnumérique ainsi que les solutions préédemment apportées : a�n de fournir une disrétisa-tion du problème inétique qui soit en adéquation ave la limite hydrodynamique lorsquele paramètre de relaxation tend vers 0, le adre hoisi est elui des shémas préservantl'asymptotique. Nous en donnons une dé�nition et nous dérivons plusieurs stratégies déjà



20 Introdution générale et présentation des travauxdéveloppées et validées numériquement pour les équations inétiques. Puis nous délaissonsles modèles inétiques pour nous onentrer sur les problèmes hyperboliques de relaxation.En e�et, ils onstituent un adre inétique simpli�é (à vitesses disrètes) pour lequel uneanalyse mathématique rigoureuse peut être plus failement onduite. Nous examinons donplusieurs travaux e�etués dans e ontexte, tant sur le plan ontinu que disret. En�n,nous introduisons notre modèle simpli�é issu de la famille des problèmes hyperboliques derelaxation et présentons notre shéma préservant l'asymptotique ainsi que nos résultats.2.1 Motivation et état de l'artNous avons vu à la setion préédente une desription marosopique d'un �uide. Ense plaçant à un autre niveau d'observation, à l'éhelle mésosopique, on regarde plut�tl'évolution d'une fontion de distribution f(t, x, v), dépendant du temps, de l'espae et dela vitesse des partiules. C'est l'approhe utilisée pour la desription des gaz raré�és. Leséquations qui en déoulent sont les équations inétiques, omme par exemple l'équation deBoltzmann. Elle s'érit, en version adimensionnée et pour un nombre de Mah ν ≡ 1 :
∂f

∂t
+ v · ∇xf =

1

ε
Q(f, f). (Pε)Cette équation traduit que les partiules de gaz sont transportées à leur vitesse v et rentrenten ollisions ; le méanisme de ollision est symbolisé par l'opérateur de ollisions Q(f, f),pondéré par un oe�ient sans dimension 1/ε. Le paramètre ε, stritement positif, estappelé le nombre de Knudsen. Il est dé�ni omme le rapport entre le libre parours moyenet une dimension spatiale aratéristique de l'éoulement et � mesure � la fréquene deollisions des partiules, don la raré�ation du gaz : plus ε est prohe de 0, plus il seproduit de ollisions, et plus le omportement du gaz est prohe de elui d'un �uide, 'est-à-dire que la vision marosopique devient plus pertinente pour le dérire : le gaz relaxevers un équilibre loal aratérisé par :

Q(f, f) = 0.Préisément, le régime asymptotique ε → 0 dans (Pε) onduit aux équations d'Eulerompressibles. Conernant l'étude mathématique de ette limite hydrodynamique (5) , nousrenvoyons par exemple aux travaux formels de C. Cerignani [60℄, et à une preuve rigoureusepour des solutions régulières de R.E. Ca�ish [53℄.Cette � onnaissane � du lien entre le problème inétique et le problème hydrody-namique au niveau ontinu va s'avérer ruiale dans le développement de méthodes nu-mériques pour le problème inétique. En e�et, une disrétisation (Pε
h) (où h représente leparamètre de disrétisation) de l'équation (Pε) est d'autant plus e�ae et robuste qu'ellereste stable pour toutes les valeurs du paramètre ε. Aussi est-il naturel de souhaiter qu'ellesoit onsistante ave la limite hydrodynamique ontinue (P0) (onnue !) lorsque ε → 0.L'ambition des mathématiiens dans e ontexte est don de onstruire un shéma pour lemodèle inétique possédant deux propriétés :5Il existe d'autres limites hydrodynamiques : pour un nombre de Mah ν = ε, on obtient à la limite

ε → 0 les équations de Navier-Stokes inompressibles [21, 22, 23℄



2 Partie II : analyse d'un shéma préservant l'asymptotique 21� la stabilité par rapport au paramètre ε,� la onsistane ave le problème de l'équilibre loal à la limite ε → 0.Cependant, pour réaliser es objetifs, nous sommes soumis à des ontraintes purementnumériques dont nous devrons tenir ompte dans la suite :� lorsque ε tend vers 0, le terme soure devient raide, e qui motive un traitementimpliite en temps pour s'a�ranhir de la ontrainte ∆t = O(ε),� mais le terme soure est (toujours) non linéaire et non loal, e qui néessite uneattention partiulière lors de sa disrétisation pour éviter un oût de alul prohibitifde la méthode impliite.A�n de répondre à es problématiques, S. Jin, L. Pareshi et G. Tosani [124, 119℄ dé-�nissent en 1998 la notion de shémas préservant l'asymptotique (ou "Asymptoti Pre-serving", abrégé dans la suite par AP) : 'est la onstrution d'un tel shéma qui nousintéresse ii. La notion de shéma � préservant l'asymptotique �.Nous utilisons la dé�nition suivante [92, 119℄ :Dé�nition 8. Un shéma numérique Pε
h pour (Pε) est dit AP si1. il fournit une disrétisation stable du problème (Pε) pour toute valeur de ε > 0, etlorsque ε tend vers 0, à h �xé, il onduit à un shéma P0

h onsistant ave le problèmelimite (équilibre loal) P0 ;2. les termes impliites de ollisions peuvent être implémentés expliitement.Shématiquement, il s'agit de faire ommuter le diagramme suivant (sans oublier les ontraintesnumériques) :
Pε

h

h
↓
0

��

ε→ 0
// P0

h

h
↓
0

��

Pε
ε→ 0

// P0Les shémas AP sont aujourd'hui largement employés pour la disrétisation des équationsinétiques, dans toute sorte d'asymptotique (6) . Pour des problèmes de limite di�usive,omme le transfert radiatif, beauoup s'y sont intéressés depuis les années 1990. A la suitede [124, 125℄ en e�et, les auteurs, S. Jin, L. Pareshi et G. Tosani, ont partiipé à plusieursollaborations. Nous pouvons iter par exemple les artiles de S. Jin ave C.D. Levermore[122℄, F. Golse [103℄, P. Degond [77℄ et J.-G. Liu [78℄, puis ave F. Filbet [92, 93℄. L. Pa-reshi et G. Tosani ont aussi ollaboré, ensemble ou séparément, ave L. Gosse [106, 107℄,6Quel que soit l'adimensionnement e�etué et le régime asymptotique étudié (nombre de Mah, libreparours moyen), la philosophie � préservant l'asymptotique � reste la même.



22 Introdution générale et présentation des travauxF. Filbet [89℄, E. Gabetta [96℄, G. Dimaro [81, 80℄. Evoquons également les travaux réentsde J.-A. Carrillo, Th. Goudon, P. La�tte et F. Veil [56, 57, 105℄ et eux de M. Bennoune,M. Lemou et L. Mieussens [25℄, ainsi que l'artile de F. Filbet [91℄ et toutes les référenesbibliographiques de es papiers.Dans [25℄ par exemple, M. Bennoune, M. Lemou et L. Mieussens proposent une solutionbasée sur une déomposition mirosopique/marosopique de l'inonnue qui a l'avantagede fournir une méthode relativement systématique pour traiter di�érents types d'opérateursde ollisions puisque leur déomposition utilise seulement les propriétés basiques telles queles lois de onservations et les équilibres loaux. Dans [96℄, E. Gabetta, L. Pareshi etG. Tosani utilisent une pénalisation de l'opérateur de ollision Q par une fontion linéairede la fontion de distribution. Plus réemment dans [92, 93℄, F. Filbet et S. Jin pénalisentl'opérateur de Boltzmann par elui de BGK. C'est ette tehnique de pénalisation que nousappliquerons à notre exemple simple (voir i-après).Cependant, les résultats existants sur l'étude mathématique des shémas AP pour leséquations inétiques onernent seulement des as partiuliers. Par exemple, F. Golse, S. Jinet C.D. Levermore établissent dans [103℄ des estimations d'erreurs ainsi que la preuve quela onvergene de leur shéma est uniforme par rapport à ε pour l'équation de transfertlinéaire 1D : les auteurs utilisent en partiulier la onnaissane de la limite di�usive del'équation de transport lorsque le libre parours moyen tend vers 0. Mais les équationsinétiques non linéaires restent des problèmes de omplexité élevée. C'est pourquoi nousnous intéressons à un ontexte simpli�é dans lequel une analyse mathématique rigoureuse etomplète des shémas AP peut être onduite plus failement : les problèmes hyperboliquesomportant un terme soure de relaxation.Les problèmes hyperboliques de relaxation.Il est naturel d'étudier de tels problèmes en raison de leur omplexité réduite et de leurlien ave la théorie inétique. Citons notamment deux exemples lassiques de systèmeshyperboliques (linéaires) de relaxation souvent quali�és de modèles inétiques à vitessesdisrètes. Le système de Broadwell [48, 135℄ (à 3 vitesses en 1D) d'une part possède deuxlois de onservation (masse et moment) et un théorème H. Les simulations numériques dela Setion 4.6 du Chapitre 4 onerneront e modèle. D'autre part le modèle de relaxationsemi-linéaire de S. Jin et Z.P. Xin [126℄ est un système inétique à deux vitesses qui s'érit :










∂tu
ε + ∂xvε = 0 ,

∂tv
ε + a ∂xuε = −1

ε
(vε − A(uε)) .

(2.1)Etant donné que la stratégie de disrétisation préservant l'asymptotique s'appuie essentiel-lement sur la onnaissane, au niveau ontinu, de l'équilibre loal ('est-à-dire la limite
ε → 0 pour l'exemple (2.1)), nous rappelons maintenant quelques éléments théoriquessur les systèmes hyperboliques de relaxation à travers l'exemple simple de la relaxationsemi-linéaire (2.1).



2 Partie II : analyse d'un shéma préservant l'asymptotique 23Une ondition néessaire de stabilité. Comme dans le domaine inétique, la pré-sene d'un (unique) équilibre loal et la onvergene du problème de relaxation vers etéquilibre lorsque ε tend vers 0 sont soumis à des onditions de stabilité, liées à la stru-ture mathématique des équations. Un élément ruial de la théorie de es systèmes estune ondition de stabilité, dite ondition sous-aratéristique ou ondition de stabilité deShizuta-Kawashima dans le as des systèmes en dimension plus grande que 1 [29, 129℄.Considérons l'exemple (2.1) pour l'illustrer.D'une part, e système, observé à ε > 0 �xé, ontient deux phénomènes qui s'a�rontent.Il possède une partie stritement hyperbolique, de vitesses aratéristiques √
a et −√

a.Il est don bien onnu que ses solutions peuvent développer des disontinuités. Mais unautre phénomène entre en onurrene ave le transport, la relaxation, symbolisée par leterme soure et qui est un méanisme d'autant plus rapide que le paramètre ε > 0 estpetit. Cet autre phénomène peut onférer au système un aratère dissipatif sous ertainesonditions [29℄. Il est même néessaire de lui imposer une telle propriété si l'on souhaiteobtenir l'existene globale en temps de solutions régulières.D'autre part, en regardant (2.1) sous un autre angle, nous pouvons le voir omme uneperturbation de la loi de onservation hyperbolique, suivante :
∂tu + ∂xA(u) = 0 . (2.2)En e�et, en prenant formellement ε = 0 dans (2.1), il vient :

v − A(u) = 0 ,on s'attend don à e que, à la limite ε = 0, u soit solution de (2.2), appelé le systèmeà l'équilibre. Or, le problème de Cauhy pour (2.2) admet, sous ertaines onditions, uneunique solution entropique et sa vitesse aratéristique est sup |A′(u)|. Il est don évidentque l'éventuelle onvergene d'une solution (uε, vε) de (2.1) vers (u,A(u)) où u est unesolution de (2.2) est soumise à une ondition de stabilité néessaire, qui doit relier les valeurspropres des deux systèmes, tous les deux de nature hyperbolique : 'est la ondition sous-aratéristique, qui demande que les valeurs propres du système à l'équilibre (2.2) soient� entrelaées � entre elles du problème perturbé (2.1). Cela se traduit don ii par :
∀u , |A′(u)| <

√
a . (2.3)C'est une ondition néessaire pour établir la onvergene (en un sens à dé�nir) de (uε, vε)(l'unique solution de (2.1)) vers (u,A(u)), où u est l'unique solution entropique de (2.2).Observons formellement le lien entre ette ondition et le aratère dissipatif de (2.1)lorsque ε tend vers 0. Utilisons pour ela le développement de Chapman-Enskog, qui s'éritii

vε = A(uε) + ε vε
1 + O

(

ε2
)

.En introduisant ette expression dans le système (2.1), nous obtenons en supprimant lestermes d'ordres élevés en ε la orretion du premier ordre de la loi de onservation (2.2) :
∂tu + ∂xA(u) = ε ∂x (β ∂xu) , (2.4)



24 Introdution générale et présentation des travauxoù β = a −
(

A′(u)
)2. Ainsi le aratère parabolique de (2.4) est ontraint à la ondition(2.3).Remarque 9. Il est important de préiser que la ondition sous-aratéristique n'est pastoujours vérifée, e qui peut entraîner des di�ultés numériques. Cela se produit lorsque letransport est non linéaire : itons les travaux à e sujet de C. Masia et R. Natalini [145℄ oul'artile de S. Jin et M.A. Katsoulakis [121℄. En réalité, dans le adre qui nous intéresse ii,le transport est linéaire : nous pouvons don failement véri�er ette ondition de stabilité,et même en déduire l'existene d'une entropie dissipative pour le système � perturbé �.Pour la preuve rigoureuse de la onvergene vers l'équilibre pour le modèle de Jin-Xin,nous renvoyons à l'artile de R. Natalini [152℄. Nous en verrons une adaptation à notresystème à l'Annexe B de la Partie II. La preuve proposée dans [152℄ se situe dans le adremathématique des fontions à variations bornées (BV) et des solutions faibles ave larégularité L1

loc et repose sur des estimations de ompaité uniformes en ε. Les estimationsutilisent en partiulier une propriété intéressante du système (2.1) : la quasi-monotonie(voir [108, 170℄, ainsi que le rappel de la dé�nition à l'Annexe B, p. 128). Cette propriétépermet d'obtenir un prinipe de omparaison utile pour l'uniformité des estimations. En�n,pour des exposés détaillés sur les systèmes hyperboliques de relaxation en général, nousnous référons aux travaux de G.Q. Chen, T.P. Liu et C.D. Levermore [65℄, à l'artilefondamental de T.-P. Liu [142℄, ainsi qu'à l'artile de revue de R. Natalini [154℄ et lesréférenes de es papiers.Disrétisation. La littérature onernant la disrétisation de systèmes hyperboliques derelaxation généraux est, omme dans le adre inétique, très rihe ! Nous tenons ependantà distinguer deux grandes familles de stratégies numériques. D'une part, les shémas dits� de relaxation � ont pour objetif premier de traiter un système de lois de onservations(le problème à l'équilibre) en introduisant une relaxation � arti�ielle � : dans e as, nousrenvoyons par exemple aux travaux d'A. Chalabi [61, 62℄, et Y. Qiu [63℄. D'autre part,et 'est le point de vue adopté dans ette thèse, il y a les shémas AP, visant à traiterle problème de relaxation lui-même, pout toutes les valeurs possibles du paramètre derelaxation. Nous renvoyons une fois de plus aux travaux de S. Jin, L. Pareshi et G. Tosani[124, 125℄, mais également eux de S. Jin [120℄ ave C.D. Levermore [123℄, Z. Xin [126℄et F. Filbet [92℄, ou enore les artiles de D. Aregba-Driollet et R. Natalini [8℄ ou de L.Pareshi et G. Russo [158℄, ainsi que leurs référenes bibliographiques.Cependant, même si l'e�aité de es méthodes est aujourd'hui largement illustrée par lessimulations numériques, peu de travaux proposent une analyse mathématique des shémasonstruits. D. Aregba-Driollet et R. Natalini [8℄ proposent et analysent un shéma APpour le système de Jin et Xin (2.1). Les auteurs y adaptent les arguments de [152℄ auniveau disret. A. Chalabi [61, 62, 63℄ obtient également la onvergene de shémas semi-impliites de relaxation pour des lois de onservation salaires ou des systèmes ave termesoure quelonque pouvant être raide. Par ailleurs, F. Filbet et S. Jin, dans [92℄, appliquentleur méthode AP à un système hyperbolique non linéaire de relaxation et établissent desestimations sur le shéma semi-disret en temps.



2 Partie II : analyse d'un shéma préservant l'asymptotique 25Ainsi, à notre onnaissane, les études théoriques onernent des systèmes très partiuliers(par exemple (2.1)) ou sont partielles, montrant la onvergene des shémas sans aborderpréisément la question de la onsistane ave le problème limite, 'est-à-dire la propriété depréserver l'asymptotique dans la dé�nition 8. Parmi la profusion des travaux sur e sujet,il apparaît toutefois quelques traits aratéristiques ommuns aux di�érentes stratégiesde disrétisation employées. Nous itons ii trois propriétés que nous retiendrons pouronstruire notre shéma :� La struture hyperbolique du problème étudié nous o�re, omme nous l'avons déjàévoqué à la Setion 1 de l'introdution, un adre privilégié de méthodes numériques,elui des volumes �nis [133, 134℄.� Le terme soure pouvant devenir raide et engendrer des ontraintes numériques, nousadopterons, omme dans les artiles préédemment ités, une stratégie de splitting.Préisément, il s'agit de traiter la partie transport lors d'une première étape (quipeut don être expliite), puis de disrétiser la partie relaxation de manière impliiteou semi-impliite.� En�n, pour obtenir des estimations d'erreurs et la onvergene pour notre shéma(voir la remarque 2), nous utiliserons pour le transport un �ux Total Variation Dimi-nishing (ou TVD) [133℄, 'est-à-dire qui fait diminuer la variation totale de la solutionnumérique. Notons que la variation totale est la version disrète de la semi-normedes fontions à variations bornées : e sera un outil ruial à la fois pour assurer lastabilité du shéma, mais également pour montrer la onvergene au niveau disretvers l'équilibre loal en adaptant les arguments du niveau ontinu.Dans la Partie II, nous tentons de fournir une étude omplète d'un shéma AP (possédantles trois propriétés i-dessus) pour un modèle inétique à deux vitesses généralisant lesystème de Jin-Xin (2.1). La desription du modèle ainsi que le résumé des travaux faitl'objet de la setion suivante.2.2 Travaux e�etués : résultats de onvergenes pour un modèle simpleL'analyse que nous proposons dans le Chapitre 4 onerne un modèle généralisant lemodèle de Jin et Xin (2.1) qui s'érit :










∂tu
ε + ∂xvε = 0 ,

∂tv
ε + a ∂xuε = −1

ε
R(uε, vε),

(2.5)où le paramètre de relaxation ε joue le r�le du nombre de Knudsen en théorie inétique,tandis que le terme soure R est l'analogue de l'opérateur de ollision de l'équation deBoltzmann : nous le souhaitons le plus général possible. Ainsi, nous onsidèrerons unefontion non linéaire et possédant omme son analogue inétique un unique équilibre loal(7) , à savoir :
R(u, v) = 0 ⇔ v = A(u) . (2.6)7Cela revient à demander à R de satisfaire le théorème des fontions impliites.



26 Introdution générale et présentation des travauxRemarquons que l'équilibre loal est le même que elui de (2.1), le problème de l'équilibreest don aussi (2.2).Stratégie de disrétisation. Comme annoné préédemment, nous onstruisons unshéma de splitting dont la première étape traite la partie transport par un shéma deLax-Friedrihs. Ensuite, la deuxième étape onsiste à disrétiser le système di�érentielordinaire sur (t∗; tn+1) :


























∂tu = 0 ,

∂tv = −1

ε
R(u, v),

u(t∗) = u∗ , v(t∗) = v∗ ,

(2.7)où (u∗, v∗) représente la solution de l'étape de transport (nous avons enlevé les exposants εpar soui de larté). Pour ette étape, nous utilisons une tehnique de pénalisation ommedans [96, 92℄. Plus préisément, dans le même esprit que dans [92℄, où F. Filbet et S. Jinpénalisent l'opérateur de Boltzmann par l'opérateur BGK, nous pénalisons l'opérateur Rave l'opérateur semi-linéaire de Jin-Xin, à savoir :
L(u, v) := v − A(u) .En e�et, en introduisant ette fontion dans (2.7), il vient :



























∂tu = 0 ,

∂tv +
1

ε
v = −1

ε

(

R(u, v) −L(u, v)
)

+
1

ε
A(u),

u(t∗) = u∗ , v(t∗) = v∗ .

(2.8)En utilisant ette formulation, nous pouvons don intégrer exatement le membre de gauhede l'équation sur v, puis traiter de manière impliite seulement le dernier terme raiderestant, A(u)/ε, qui a le bon goût de se aluler expliitement puisque sur l'intervalle
(t∗, tn+1) la fontion u est onstante ! Ce shéma Pε

h ainsi que sa version � relaxée � P0
hsont dérits préisément à la setion 4.2.1 p. 96 du Chapitre 4.Résultats théoriques. Pour les shémas ainsi onstruits, nous obtenons di�érents ré-sultats de onvergenes, ainsi que des estimations d'erreurs qui justi�ent le diagrammeommutatif de relaxation pour notre modèle. Ils sont énonés à la setion 4.2.2 et résumési-dessous.Notons h = (∆x,∆t) le paramètre de disrétisation. Le ouple (uε,n; vε,n) désigne la solu-tion du shéma Pε

h et la déviation par rapport à l'équilibre loal est donnée par :
δε,n = vε,n − A (uε,n) .



3 Partie III : un modèle d'éoulement sanguin 27Théorème 10.Sous ertaines onditions sur le terme soure, ainsi que la ondition sous-aratéristique,les inégalités suivantes sont véri�ées.(i) Contr�le de la déviation par rapport à l'équilibre :






‖δε,n‖1 ≤ C ε +
∥

∥δε,0
∥
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e−β0 tn/ε ∀n ≥ 0, ε > 0,

‖δε,n‖1 ≤ e−β0 tn/ε
∥
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∥

∥

1
+ C ∆t e−β0∆t/ε si ε < ∆t.(ii) Convergene du shéma (non uniforme en ε) :

∫
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|uε
h(t, x) − uε(t, x)| + |vε

h(t, x) − vε(t, x)| dx
≤ C

ε

(

∆t

(
∥

∥δε,0
∥

∥

L1

ε
+ 1

)

+ ∆x1/2

)

.(iii) Consistane ave le problème limite (asymptotique ε → 0) :
‖uε

h(t) − uh(t)‖1 + ‖vε
h(t) − vh(t)‖1 ≤ Ct e−β0∆t/ε

[

1 +
∥

∥δ0,0
∥

∥

1

]

.Dans les preuves de es estimations, nous utilisons tous les outils préédemment mention-nés. Nous imposons en partiulier un ertain nombre de ontraintes sur le terme sourea�n de véri�er la ondition de stabilité sous-aratéristique (setion 4.2 p. 94). Nous éta-blissons ensuite des estimations a priori dans L∞ et BV , en s'appuyant sur un prinipede omparaison omme dans le as ontinu (setion 4.3 p. 99). Les résultats de ompaitésainsi établis permettent de montrer la onsistane du shéma ave le problème limite (se-tion 4.4 p. 104). Nous terminons le Chapitre 4 par l'analyse des erreurs de onsistane enutilisant la formule des aratéristiques et en di�éreniant à haque étape l'erreur venantde la partie transport de elle venant de la partie relaxation, e qui nous permet de mon-trer la onvergene du shéma (setion 4.5, p. 108). En�n, nous présentons à l'annexe B lapreuve du théorème 1.1 (p. 93), 'est-à-dire le résultat de onvergene vers l'équilibre loalau niveau ontinu. Nous adaptons à notre as les arguments de R. Natalini dans [152℄.3 Partie III : un modèle d'éoulement sanguinCette dernière setion introduit et présente la Partie III de la thèse. Ce travail en ol-laboration ave V. Mili²i¢ et K. Pihon Gostaf [150℄ a été initié au CEMRACS 2009, dansle adre du projet RUGOSITY, proposé par E. Bonnetier, D. Bresh et V. Mili²i¢. Commedans la première partie, nous nous intéressons à un problème d'éoulement de �uide, dansune desription marosopique. Cependant le modèle qui nous préoupe provient ette foisd'une problématique médiale : nous souhaitons mettre en évidene l'in�uene de la posed'un stent (aussi appelé endoprothèse ou tuteur vasulaire) dans une artère sur l'éoule-ment sanguin. Nous ommençons don ette setion en dérivant le ontexte médial dans
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lequel intervient e dispositif. Puis nous soulevons la question de la modélisation mathé-matique. Un aspet majeur de ette modélisation est la présene de deux éhelles spatialesdans le problème. En e�et, la petite taille du stent (disons ε) onstitue une éhelle � miro-sopique � relativement à la taille de l'artère, 'est-à-dire le domaine � marosopique �.Nous dérivons alors les di�ultés mathématiques et numériques liées à et aspet multi-éhelles et quelques moyens de les surmonter, à savoir la dérivation de lois de parois. En�n,nous évoquons quelques résultats existants avant de résumer les ontributions du Chapitre5.3.1 Motivation médialeL'étude de la irulation sanguine dans le orps (hémodynamique) intéresse de nom-breux sienti�ques dès le XV IIème sièle. Le physiien et médein J.L.M. Poiseuille [162℄propose au milieu du XIXème sièle l'un des premiers modèles d'éoulement sanguin dansles artères et met en évidene un pro�l aratéristique laminaire et permanent d'éoule-ment : le pro�l de Poiseuille, sur lequel nous reviendrons plus tard.Il existe plusieurs phénomènes pouvant a�eter l'éoulement du sang ; elui qui nous préo-upe ii est l'anévrisme. C'est une dilatation loalisée de l'artère, qui peut être provoquéepar le dép�t de graisse dans l'artère (athérome). Cela engendre la formation d'une pohe detaille variable sur l'artère, appelée sa (voir la Figure 1.6) Cette pathologie n'est pas sansrisque. En e�et, l'éoulement sanguin aux abords d'un sa anévrismal devient turbulent etpeut engendrer la réation d'un aillot ; en outre, une rupture d'anévrisme peut entraînerun aident vasulaire érébral (AVC).Une possibilité de traitement de l'athérome ou de l'anévrisme (non rompu) est une in-tervention hirurgiale, l'angioplastie, illustrée à la Figure 1.4 (8) : elle onsiste à insérerun dispositif métallique maillé et tubulaire (le stent ou tuteur vasulaire) dans l'artère,a�n de repousser ontre la paroi e qui obstrue le tube et empêhe le sang de s'éoulernormalement.Plusieurs types de es dispositifs métalliques existent, nous pouvons en observer deuxexemples partiuliers à la Figure 1.5 (9) .D'un point de vue expérimental, la pose d'un stent semble permettre de ralentir l'évolu-tion (le grossissement) des sas d'anévrisme, tout en y laissant iruler le sang et diminuantles e�ets turbulents de l'éoulement à leurs abords [16, 141℄. Notre objetif est alors defournir un modèle apable de rendre ompte, par des simulations numériques, de tellesobservations. Or s'il existe de nombreux modèles mathématiques d'éoulement sanguindans des artères sans stent, la présene de ette rugosité dans le domaine d'éoulementengendre des di�ultés supplémentaires, aux niveaux mathématique et numérique, liées àl'aspet multi-éhelles du problème. En e�et, la petite taille du stent onstitue une éhelle8Cette image provient de la page wikipédia http ://fr.wikipedia.org/wiki/Stent.9Ce sont des modèles onçus et ommerialisés par l'entreprise Cardiatis www.ardiatis.om.
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Fig. 1.4 � Angioplastie.

Fig. 1.5 � Deux modèles de stents.� mirosopique � qui vient s'ajouter à l'éhelle � marosopique � globale de l'artère.Donnons-nous quelques ordres de grandeurs des di�érentes éhelles spatiales du problème :� diamètre de l'artère fémorale :∅A = 6mm� épaisseur totale du stent : ε = 0.25mm� épaisseur d'une spire du stent : ε = 0.04mm� diamètre d'un globule rouge : ∅RC = 0.008mm.Aussi sera-t-il fondamental de prendre en ompte orretement la rugosité du domaine



30 Introdution générale et présentation des travauxdans les équations a�n d'étudier l'in�uene e�etive du stent. En outre, d'un point de vuenumérique, nous devrons envisager une alternative au maillage diret du domaine rugueux,trop oûteux.3.2 Modélisation mathématique : état de l'artCommençons par remarquer que la situation qui nous intéresse ii appartient à une fa-mille de problèmes mathématiques largement étudiés : les problèmes rugueux en méaniquedes �uides. La littérature onernant l'étude des e�ets d'une rugosité sur l'éoulement d'un�uide est extrêmement rihe. Nous pouvons iter par exemple les travaux d'Y. Ahdou,O. Pironneau, F. Valentin, et P. Le Talle [2, 3, 4℄, eux d'Y. Amirat et J. Simon [6℄ ouenore eux de D. Gérard-Varet et A. Basson [24℄, ainsi que les référenes de es artiles.Dans e ontexte, il apparaît un phénomène de ouhe limite au voisinage de la bordurerugueuse qui modi�e le omportement du �uide. Cela onstitue essentiellement un enjeunumérique, ar en général, les grilles de disrétisations ne sont pas assez �nes pour ap-turer orretement les rugosités de taille ε (très petit) du domaine. Une possibilité poursurmonter ette di�ulté numérique est une modi�ation des équations au niveau ontinu,à savoir la dérivation de lois de parois. Il s'agit de onditions aux limites arti�ielles sur lebord d'un domaine �tif � lisse � , à l'intérieur du domaine rugueux. Alors les e�ets de larugosité seront ontenues dans de nouvelles équations, elles-mêmes posées dans un domainegéométrique lisse, faile à disrétiser.L'obtention de lois de parois onstitue l'objetif prinipal du présent travail. Avant ela, ilest néessaire d'établir un modèle mathématique adapté à notre ontexte partiulier. Pourela, nous devrons évoquer la question de la modélisation pour trois aspets du problème :� l'artère, ave ou sans stent (domaine lisse ou rugueux),� le �uide et ses propriétés,� le régime de l'éoulement.Préisons les hypothèses et notations pour la modélisation de notre domaine rugueux, l'ar-tère stentée. Comme dit préédemment, il onvient d'en dérire l'aspet double éhelle,grâe au paramètre ε > 0, la taille aratéristique de la rugosité (le stent). Nous hoi-sissons, pour simpli�er, de ne pas prendre en ompte l'élastiité des parois des artères etde onsidérer des géométries 2D (10) , qui peuvent ependant être vues omme des oupeslongitudinales d'artères 3D (il est raisonnable de onsidérer un éoulement à symétrie y-lindrique). La variable x1 désigne la diretion horizontale, x2 la diretion vertiale.Le type de stent que nous modélisons est ouvert des deux �tés, omme à la Figure 1.5 (11), tandis que nous nous ontenterons de trois géométries simples d'artères, à savoir :� un tube horizontal aux parois rigides, dans lequel l'éoulement se fait de la gauhevers la droite.10Les simulations de l'Annexe C onernent ependant des artères 3D.11Il existe des modèles de stents fermés à une extrémité, e qui peut se modéliser par une interfaeporeuse entre deux � boîtes � , omme dans les modèles étudiés par M.A. Fernández, J.-F. Gerbeau et V.Martin [86℄ (problème de Stokes), puis les mêmes auteurs ave A. Caiazzo [55℄ (problème de Navier-Stokesomplet). Ces modèles de stents sont plut�t utilisés pour traiter les anévrismes intra-raniens.
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� un domaine d'éoulement prinipal omme i-dessus, ave une bifuration ave uneartère ollatérale vertiale (Figure 1.6 à gauhe),� un domaine d'éoulement prinipal omme i-dessus, ave ette fois la présene d'unsa d'anévrisme au-dessous (Figure 1.6 à droite).

Fig. 1.6 � Deux géométries simples d'artères ave stent : ave une artère ollatérale(gauhe) ; ave un sa anévrismal (droite).Le stent est modélisé par le graphe d'une fontion périodique ou quasi-périodique, ou enorepar une suession périodique de petites billes irulaires de taille ε (ela onstitue le bordrugueux Γε du domaine).Nous utilisons les mêmes notations pour désigner les domaines, que e soit dans le asd'une seule artère ou d'une bifuration, omme illustré aux Figures 1.7 et 1.8 : Ω0 désignele domaine marosopique lisse (l'artère sans le stent, 'est le domaine �tif), Ωε est ledomaine rugueux (aussi marosopique), où ε représente la taille aratéristique du stent.En outre, le shéma de droite des Figures 1.7 et 1.8 résulte d'un zoom sur une ellulemirosopique Z+ ∪ P , 'est-à-dire par passage de la variable spatiale � lente � x à lavariable � rapide � y = x/ε.
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Fig. 1.7 � Domaine rugueux, domaine lisse, ellule mirosopique (as de la géométriesimple : une seule artère)
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Fig. 1.8 � Domaine rugueux, domaine lisse, ellule mirosopique (as d'une bifurationentre l'artère prinipale horizontale et une autre artère ou un sa anévrismal au-dessous)Dans es géométries simpli�ées, nous devons maintenant modéliser le sang et le régimed'éoulement dans lequel il se trouve. Là enore, de nombreux paramètres et propriétésbiologiques sont en jeu et il onvient de ibler orretement eux que nous voulons e�etive-ment représenter. Rappelons que l'objetif prinipal de e travail est de fournir un modèletraduisant les e�ets du stent sur l'éoulement sanguin, tout en évitant un suroût numé-rique dû au maillage de la rugosité. Nous nous ontentons don de présenter des modèlestrès simples. En partiulier, dans les travaux que nous itons i-après, nous employons unedesription marosopique du problème :� le sang est onsidéré omme un �uide newtonien, inompressible, visqueux et homo-gène (12) ;� et l'éoulement du �uide est dérit par des équations dérivées du problème de Navier-Stokes omplet, suite à di�érentes hypothèses simpli�atries (notamment la station-narité ou la linéarisation). Plusieurs types de onditions aux limites sont onsidérées.Nous nous restreindrons également à un problème salaire, n'étudiant que le pro�lde la vitesse axiale uε ∈ R (et la pression pε).Méthodologie générale d'obtention de lois de parois. Partant du système deNavier-Stokes dans le domaine rugueux par exemple, omplété par des onditions auxlimites ad ho, la dérivation d'une loi de paroi dépend évidemment du type de onditionau bord imposée (glissement, non-glissement, et), mais on peut en dégager une métho-dologie générale [99, 100℄, inspirée des tehniques lassiques d'homogénéisation [68, 168℄.Cette théorie, a été introduite initialement pour dérire le omportement des matériauxomposites, aratérisés par le fait de ontenir des hétérogénéités, petites en omparaisonave la dimension globale du matériau : pour étudier l'in�uene au niveau marosopiquedes hétérogénéités mirosopiques, on introduit dans le modèle un petit paramètre ε > 0représentant l'éhelle des impuretés, puis on tente d'évaluer des approximations à divers12Nous avons bien onsiene que 'est une hypothèse extrêmement simpli�atrie de ne pas onsidérerle aratère fondamentalement non newtonien et non homogène du sang (mélange de plasma et de globulesrouges). A défaut d'une réelle justi�ation, la raison en est que notre objetif prinipal est la modélisationde la rugosité.



3 Partie III : un modèle d'éoulement sanguin 33ordres de la solution lorsque ε tend vers 0. Il s'agit de formuler un ansatz de développementasymptotique (type Chapman-Enskog) de la solution sous la forme :
uε(x) = u0

(

x,
x

ε

)

+ ε u1

(

x,
x

ε

)

+ . . . , (3.1)pour injeter ela dans les équations, orriger les onditions aux limites et en�n rassemblerles termes d'ordres égaux relativement à ε. Shématiquement, voii les di�érentes étapesqui nous intéressent :1. point de départ : problème salaire d'inonnues uε et pε dans le domaine rugueux
Ωε. Formulation d'un ansatz du type (3.1) dans le domaine rugueux.2. Approximation marosopique d'ordre 0, (u0, p0), dans le domaine lisse Ω0 ( !) :ii, nous souhaitons réupérer le pro�l de Poiseuille, 'est-à-dire un pro�l paraboliquede vitesse en la variable vertiale x2, typique de l'éoulement d'un �uide visqueuxdans un tube droit en régime permanent et laminaire [162℄.3. Approximation d'ordre 1 multi-éhelles (Uε, Pε) dans le domaine rugueux Ωε, quinéessite en partiulier :� un hoix de prolongement de (u0, p0) au domaine rugueux (nous verrons qu'il enexiste plusieurs),� puis, suivant e hoix, l'introdution de orreteurs de ouhe limite (CCL) auniveau mirosopique (β, π) (dans la ellule mirosopique, en variable rapide y =

x/ε), a�n de orriger les erreurs ommises à la fois sur la partie Ωε\Ω0, ainsi quesur les onditions au bord rugueux Γε,� et en�n une orretion marosopique dans tout le domaine rugueux Ωε.4. En�n, on se ramène à une approximation dans le domaine lisse, en moyennant l'an-satz, a�n de supprimer les osillations mirosopiques. On obtient ainsi (uǫ, pǫ), so-lution d'un système dans le domaine lisse Ω0, omplété par une loi de paroi impliitesur la frontière Γ0 ontenant l'information de la rugosité. Suivant les onditions auxlimites hoisies initialement, ette loi de paroi possède di�érente dénominations :Navier, Beavers, Joseph, et (voir par exemple [115℄).Un état de l'art de modèles d'artères ave stent. A notre onnaissane, les premierstravaux proposant une analyse rigoureuse de lois de parois onernent le problème de Pois-son ave des onditions aux limites homogènes de Dirihlet sur tout le bord d'un domainerugueux : les artiles d'Y. Ahdou, O. Pironneau [1℄ ave F. Valentin [4℄ et P. Le Talle [3℄.Par ailleurs, W. Jäger et A. Mikeli¢ [112, 114, 115℄ se sont intéressés au ontat entre un�uide visqueux et un milieu poreux, dont la modélisation géométrique peut s'apparenterà l'illustration de la Figure 1.8. Les auteurs y étudient le même type de onditions aux li-mites que dans les travaux préédemment ités ; ependant les tehniques de prolongementde la solution à l'ordre 0 du domaine lisse au domaine rugueux di�èrent (nous utilise-rons à la Partie III la stratégie d'Y. Ahdou, qui onsiste en un prolongement linéaire, etnon onstant, dans la partie rugueuse). Pour autant, les deux stratégies onduisent auxmêmes lois de parois impliites moyennées. En e�et, dans [39, 40℄, D. Bresh et V. Mili²i¢



34 Introdution générale et présentation des travauxuni�ent les deux approhes, dérivent des lois de parois et établissent des estimations d'er-reurs pour un modèle d'artère ave stent ave la géométrie de la Figure 1.7, périodique. Ilsonsidèrent un problème de Poisson partiulier pour la omposante axiale uε ∈ R de lavitesse du �uide, ave des onditions sur les bords Γε et Γ1 de type Dirihlet, ainsi que desonditions entrantes et sortantes périodiques en vitesse sur les bords latéraux Γin et Γout.Le as d'un éoulement dirigé en pression (plus réaliste dans le ontexte de l'éoulementsanguin) est aussi étudié par W. Jäger et A. Mikeli¢ [116, 117℄, toujours pour un éoulementde type Poiseuille. Pour le ontexte des artères ave stent, e sont les artiles de D. Bresh,V. Mili²i¢ et E. Bonnetier [33, 34℄ qui sont à la base des travaux de la Partie III. Lesauteurs adaptent leurs résultats préédents au as non périodique, ave des onditionsaux limites latérales de type Neumann. La présene de onditions de Neumann empêhela généralisation immédiate des résultats pour les onditions de Dirihlet et néessite desestimations plus déliates, dites très faibles [155℄. Les estimations a priori sont amélioréesensuite par V. Mili²i¢ [147℄. Evoquons en�n que des résultats existent sur des rugositésaléatoires [24℄. Pour la géométrie ave bifuration (Figure 1.8), nous renvoyons à l'artilede V. Mili²i¢ [148℄, dans lequel l'auteur étudie un problème de Stokes, toujours stationnaireet dirigé en pression.Dans tous les travaux préédemment ités, le régime d'éoulement étudié est station-naire. Bien que es éléments bibliographiques soient loin d'être exhaustifs, peu de travauxonernent des éoulements instationnaires (itons néanmoins [113, 67℄ par exemple) etl'objetif prinipal de la Partie III est de généraliser les résultats de [40℄ au as d'un pro-blème de Stokes instationnaire, dirigé en pression.
3.3 Présentation des résultatsLe travail présenté dans la Partie III [150℄ généralise les résultats obtenus dans [40℄ et[148℄ au as d'un problème de Stokes instationnaire, où l'éoulement est dirigé en pression.L'idée est de se diriger vers un modèle d'éoulement plus réaliste, à savoir :� une partie permanente établie : pro�l de Poiseuille,� plus une perturbation périodique en temps due au pouls : pro�l de Wommersley.Préisément, nous onsidérons la géométrie plus simple de [40℄, illustrée à la Figure 1.7.Le problème de départ s'énone omme suit.
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∂tuε − ∆uε + ∇pε = 0 dans Ωε

div uε = 0 dans Ωε

uε = 0 sur Γ1 ∪ Γε

pε = pin(t) sur Γin

pε = pout = 0 sur Γout

uε est x1-periodique
(3.2)

On suppose que la pression est périodique en temps et ne dépend que de x1 en espae :on peut se restreindre à la résolution d'un problème salaire sur la vitesse horizontale uε.Avant de suivre les étapes lassiques pour l'obtention de lois de paroi (présentées brièvementà la setion préédente), le point de départ est un passage en série de Fourier en temps,possible grâe aux hypothèses de périodiités faites. Nous sommes ainsi ramenés à résoudrele problème suivant, pour tout mode k ∈ Z
∗ : trouver ûǫ,k tel que























(ik − ∆) ûǫ,k = Ĉk dans Ωε ,

ûǫ,k = 0 sur Γε ∪ Γ1 ,

ûǫ,k x1 − périodique sur Γin ∪ Γout .

(3.3)où Ĉk est le k-ième oe�ient de Fourier de la pression entrante. Les étapes suivantes, àsavoir ansatz sur le développement de la solution, approximation d'ordre 0, û0,k, introdu-tion de orreteurs, approximation d'ordre 1, Ûǫ,k (ontenant la variable lente et la variablerapide) dans le domaine rugueux, puis sa moyennisation par rapport à la variable rapide
uε,k, et en�n la solution V̂ε,k de la loi de paroi impliite (de type Navier) dans le domainelisse sont plus ou moins onservées. Il est toutefois intéressant de souligner deux faits :� les modes de Fourier n'intéragissent pas ave la fréquene d'osillation de la rugosité(heureusement !) ;� et dans e adre de modèle jouet, on obtient toutes les estimations, à haque étape duproessus d'approximation, de manière direte, sans invoquer de résultats théoriquesabstraits : par exemple, les solutions très faibles à la Ne£as [155℄ sont alulées iiexpliitement, grâe à des hypothèses simpli�atries telles que la forme simple dudomaine Ω0 = [0, 1]2 et à l'existene, notamment, d'une base hilbertienne de L2 (Ω0).Nous résumons dans la proposition suivante les résultats obtenus au Chapitre 5 (estimationsd'erreurs suessives et loi de paroi).Proposition 11.On a les estimations suivantes :

‖ûǫ,k − û0,k‖H1(Ωε) ≤ c1

√
ǫ , ‖ûǫ,k − û0,k‖L2(Ω0) ≤ c2 ǫ . (3.4)
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‖ûǫ,k − Ûǫ,k‖H1(Ωε) ≤ c3 ǫ , ‖ûǫ,k − Ûǫ,k‖L2(Ω0) ≤ c4 ǫ3/2 . (3.5)

‖ûǫ,k − uε,k‖L2(Ω0) ≤ c5 ǫ3/2 . (3.6)En�n, le problème d'approximation marosopique dans le domaine lisse s'érit :










































(ik − ∆)V̂ε,k = Ĉk dans Ω0 ,

V̂ε,k = 0 sur Γ1 ,

V̂ε,k = ε β
∂V̂ε,k

∂x2
sur Γ0 ,

V̂ε,k est x1-periodique sur Γin ∪ Γout .

(3.7)
De plus, on a les estimations d'erreurs suivantes :

‖ûǫ,k − V̂ε,k‖L2(Ω0) ≤ c6 ǫ3/2 et ∥

∥

∥ûǫ,k − V̂ε,k

∥

∥

∥

H1(Ω0)
≤ c7

√
ǫ. (3.8)Toutes les onstantes sont indépendantes du mode de Fourier k onsidéré.La dernière setion du Chapitre 5 véri�e numériquement les ordres d'approximations établispréédemment. En�n, nous présentons en Annexe C des simulations diretes d'une artère

3D ave un sa d'anévrisme, ave ou sans stent, a�n de omparer la di�érene de oût dedisrétisation suivant la taille ε du stent.4 Conlusions, perspetives et travaux en oursDans ette setion, nous ommentons d'abord brièvement les résultats de la partie II etprésentons une piste de reherhe que nous explorons atuellement autour de e shéma AP.Puis nous proposons d'autres perspetives de reherhe dans le ontexte de la dynamiquedes �uides à surfae libre.4.1 Sur l'analyse du shéma AP pour le système de BroadwellComme dit préédemment, le travail de la partie II trouve sa motivation initiale dansle domaine de la théorie inétique des gaz. Nous tentons don atuellement de onduireune analyse de notre shéma AP pour des modèles plus physiques que le modèle jouet àdeux vitesses, tels que le modèle de Broadwell ou plus généralement des modèles inétiquespossédant un nombre �ni quelonque de vitesses. Malheureusement, il apparaît très viteque les tehniques employées pour l'analyse du shéma dans [94℄ (estimations uniformesdans L∞ et BV ) ne peuvent pas s'étendre au système de Broadwell. En e�et, toutes lesestimations a priori reposent fortement sur un prinipe de omparaison pour les systèmesquasi-linéaires possédant une propriété de monotonie. Le système de Broadwell ne béné�-ie pas de ette propriété ! Il onvient don d'adopter une nouvelle approhe pour traiter



4 Conlusions, perspetives et travaux en ours 37e problème, en l'abordant sous un angle réellement inétique. Nous avons à l'esprit lesrésultats de onvergene vers l'équilibre hydrodynamique de l'équation de Boltzmann viades méthodes de dissipation d'entropie (voir par exemple l'ouvrage de C. Villani [177℄ etses référenes). A�n de donner une idée générale de la méthodologie et des tehniquesque nous souhaitons appliquer à notre shéma numérique ave F. Filbet, faisons quelquesommentaires sur le problème de Broadwell et itons quelques référenes bibliographiques.Pour l'essentiel, nous nous sommes basés sur l'ouvrage de C. Villani [177℄ pour les onsi-dérations générales, puis sur le ours de H. Cabannes, R. Gatignol et L.-S. Luo sur lesmodèles inétiques à vitesses disrètes [52℄ et l'artile de F. Berthelin, A.E. Tzavaras et A.Vasseur [27℄, ainsi que les référenes de es travaux.Deux formulations du système. Tout d'abord, la formulation � physique � du pro-blème de Broadwell [48℄ est une version simpli�ée de l'équation de Boltzmann. Préisément,le système rend ompte de l'évolution au ours du temps de fontions de distribution departiules fi d'un gaz soumis à deux méanismes : le transport des partiules, à leurs vi-tesses vi, et leurs éventuelles ollisions modélisées par un opérateur de ollision quadratique
Qi. Dans le as de Broadwell, ou dans tout modèle dit � inétique à vitesses disrètes �la simpli�ation vient du fait que l'espae des vitesses des partiules est disret (et bornédans notre as), e qui simpli�e également grandement l'opérateur de ollision. Dans uneversion 1D, nous partons ii du modèle à 4 vitesses, +1, 0 et −1 (deux types de partiulesse transportant à la vitesse nulle) :















∂tf+ + ∂xf+ = 1
ε Q+ ,

∂tf0 = 1
ε Q0 ,

∂tf− − ∂xf− = 1
ε Q− ,

(4.1)où l'opérateur de ollision est donné par :






Q+ = f2
0 − f+ f− ,

Q0 = −Q+ ,
Q− = Q+ .La formulation � �uide � s'interprète alors omme le système omposé des deux lois deonservation assoiées aux moments d'ordres 0 et 1 en vitesse de la fontion de distribution,omplété d'une équation sur le moment d'ordre 2 ave un terme soure de relaxation.Préisément, rappelons le � hangement de variables � qui orrespond au alul des-ditsmoments, d'ordre 0 pour ρ, 1 pour m et 2 pour z :







ρ = f+ + 2 f0 + f− ,
m = ρ u = f+ − f− ,
z = f+ + f− .

(4.2)



38 Introdution générale et présentation des travauxLa formulation en moments de (4.1) s'érit don :






















∂tρ + ∂x (ρ u) = 0 ,

∂t (ρ u) + ∂xz = 0 ,

∂tz + ∂x (ρ u) = −1
ε ρ
(

z − 1
2

(

ρ + ρ u2
))

.

(4.3)Ainsi, nous disposons de deux formulations di�érentes du problème, mais qui ne sont pasvraiment � équivalentes � : nous sommes partis d'un modèle physique (4.1) qui représentel'évolution de fontions distributions de partiules, don des fontions positives ! Rien nedonne pour autant de onditions de signes si l'on fait le hemin inverse de (4.3) à (4.1).Une façon de voir ette non équivalene des formulations, ainsi que le fait que la � bonne �formulation pour e qui nous intéresse est plut�t (4.1), est de regarder la ondition destabilité de Shizuta-Kawashima [29, 129, 179℄, évoquée préédemment et qui onerne lesproblèmes hyperboliques de relaxation (13) .Limite hydrodynamique, ondition de stabilité. Considérons d'abord la forme (4.3) :'est un système de lois de onservation ave un terme soure de relaxation. Nous avonsvu que la légitimité (stabilité) de la limite lorsque le paramètre de relaxation ε tend verszéro est soumise à une ondition de stabilité reliant les valeurs propres du système aveelles de sa limite de type � Euler � :






∂tρ + ∂x (ρ u) = 0 ,

∂t (ρ u) + ∂x

(

1
2

(

ρ + ρ u2
))

= 0 .
(4.4)Cette ondition peut s'observer, omme dans le modèle de Jin-Xin, en faisant formellementun développement de Chapman-Enskog de la solution de (4.3) autour de l'équilibre :

{

z =
1

2

(

ρ + ρ u2
)

}

.On peut aussi érire (toujours formellement) l'entrelaement des valeurs propres de (4.4)entre elles de (4.3) (qui sont évidemment +1, 0 et −1). Il vient ainsi :
|u| <

√
2 . (4.5)Or si l'on s'intéresse à la version � physique � , 'est-à-dire en termes de distributions, alorsla positivité requise des fontions fi implique en partiulier :

|u| =

∣

∣

∣

∣

f+ − f−
f+ + 2f0 + f−

∣

∣

∣

∣

≤ 1 ,ondition qui ontient don la ondition (4.5) ! Nous ne nous intéresserons don plus à eritère de stabilité dans la suite, ar nous nous onentrerons sur la vision inétique.13Notons néanmoins l'artile de R. Natalini [153℄, dans lequel l'auteur se plae du point de vue hyper-bolique et propose une interprétation inétique d'un système de relaxation quasi-linéaire pour approherune loi de onservation multidimensionnelle non linéaire. Il montre alors la onvergene vers la solutionentropique du problème relaxé, sous la ondition sous-aratéristique et ave une hypothèse de monotoniesur les Maxwelliennes. La démarhe de e travail est di�érente de la notre.



4 Conlusions, perspetives et travaux en ours 39Equilibres loaux. Avant de pouvoir passer à la limite hydrodynamique, lorsque le libreparours moyen (∼ ε) tend vers 0, il nous faut aratériser les équilibre loaux de notreproblème, à savoir les équivalents des Maxwelliennes loales de l'équation de Boltzmann,qui annulent l'opérateur de ollision. Pour les aluler, on se donne les deux momentstransportés au ours du temps, ρ > 0 et ρ u ∈ R. Alors, on peut exprimer les Maxwelliennesloales de (4.1) assoiées à es moments omme suit :


































M+ =
ρ

4
(1 + u)2 ,

M0 =
ρ

4

(

1 − u2
)

,

M− =
ρ

4
(1 − u)2 .

(4.6)
Entropie et onvergene vers l'équilibre loal. L'un des ingrédients essentiels desméthodes de dissipation d'entropie pour établir la limite hydrodynamique des équationsinétiques est le élèbre Théorème H de Boltzmann [32℄, qui a�rme que la fontionnelle
H de Boltzmann, aussi appelée entropie, est déroissante au ours du temps (14) . Fort heu-reusement, ette fontionnelle d'entropie possède son analogue dans les modèles inétiquesà vitesses disrètes omme le système de Broadwell :

H(f) :=
∑

i

fi ln(fi) ,où dans notre as i ∈ {+, 0, 0,−}. Le Théorème H s'érit alors :ddt
H(f(t, ·)) ≤ 0 .Remarque 12. Notons au passage que ette entropie (onvexe !) est bien également uneentropie � au sens hyperbolique � pour le système de relaxation (4.3). Elle est en outrebien dissipative au sens de l'artile de G.Q. Chen, T.P. Liu, et C.D. Levermore [65℄ : elleonfère en e�et au terme soure de relaxation le aratère dissipatif requis par la dé�nitionde [65℄ (grâe au Théorème H).En fait, ave ette fontionnelle d'entropie, tout reste à faire. Si l'on souhaite montrerla onvergene vers l'équilibre hydrodynamique via une méthode d'entropie, le prinipegénéral est le suivant :� La première idée est de mesurer la distane à l'équilibre, non pas en norme L1 ommenous l'avons fait dans [94℄, mais plut�t � en entropie � . Il s'agit de montrer quel'entropie relative,

H (f |M) := H(f) − H(M) − H ′(M) (f − M)tend vers 0 lorsque le paramètre ε tend vers 0 (ou lorsque t tend vers +∞).14Cette entropie � mathématique � orrespond en e�et, au signe près, à l'entropie physique qui, elle,roît au ours du temps.



40 Introdution générale et présentation des travaux� Pour e faire, un outil primordial est la fontionnelle de dissipation d'entropie Ddé�nie par : ddt
H(f(t, ·)) := −1

ε
D(f(t, ·)) .On souhaite alors montrer que ette fontionnelle ontr�le, en un sens, l'entropierelative. Il vient ensuite, en utilisant la dé�nition de D que l'entropie relative véri�eune inégalité di�érentielle, e qui permet d'établir sa onvergene vers 0, ave parfoismême un taux de onvergene expliite.� En�n, on peut obtenir que la onvergene en entropie implique la onvergene ennorme L1, à l'aide d'inégalités de type Csisár-Kullbak-Pinsker [74℄.Ainsi, nous avons établi le programme qu'il nous faut suivre pour tenter de faire passertous les arguments au niveau disret. Evoquons pour terminer un autre travail (parmid'autres !) qui propose également d'appliquer es tehniques à un shéma exponentiel deRunge-Kutta pour des équations inétiques, elui de G. Dimaro et L. Pareshi [81℄.4.2 Autour des modèles de �uides géophysiques à surfae libreDans le prolongement du travail de la partie I, je m'apprête à intégrer, à Toulousesous la diretion de J.-P. Vila, un groupe de reherhe sur la modélisation et la prévisionde irulations oéaniques. Il s'agit essentiellement du modèle primitif, mais prenant enompte plus de paramètres physiques tels que la température et la salinité. L'objetif serade travailler à la fois sur le modèle mathématique et sur le ode opérationnel déjà existant.En parallèle, je souhaiterais étudier les équations des rivières, ou problème des rollwaves, plus partiulièrement d'un point de vue numérique : serait-il possible d'appliquerà e système un shéma AP du même type que elui de la partie II ? Il s'agit en e�et duproblème de Saint-Venant sur un plan inliné ave une loi de frition quadratique [121, 179℄.Après un adimensionnement, le problème peut s'érire sous la forme d'un système de deuxlois de onservation ave un terme soure de relaxation :















∂th + ∂x(hu) = 0 ,

∂t(hu) + ∂x

(

hu2 + g
h2

2

)

=
1

ε

(

g hS − Cf u2
)

,

(4.7)où S désigne la pente de la topographie, et Cf le oe�ient de frition. Il apparaît quelorsque e système viole la ondition sous-aratéristique [121, 127℄, 'est-à-dire lorsque lapente est trop grande relativement à la frition (ondition également reliée au nombre deFroude), on peut néanmoins voir s'installer un régime stable périodique : des roll waves.La question est don de savoir si l'on peut adapter le shéma onstruit à la partie II, mêmesi le ritère de stabilité n'est pas véri�é, et si l'on peut observer numériquement es ondesde surfaes, bien répandues dans la nature.



Première partieApproximation des équations deNavier-Stokes inompressibles àsurfae libre : un modèleSaint-Venant multiouhe dynamique
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Chapitre 2Derivation of a dynami multilayershallow water model ofapproximation of free surfaeNavier-Stokes equations ; existene ofloal in time strong solutionWe propose a new simple approximation of the visous primitive equations of the oeaninluding Coriolis fore (2.1.1), by a multilayer shallow water type model. Using a �nitevolume type disretization in the vertial diretion, we show that our system is a onsistentapproximation of (2.1.1) and we ompare it brie�y with other multilayer shallow water typeexisting models. Next, existene and uniqueness of loal in time strong solution is provedfor the new model.2.1 Introdution and Main ResultThe main goal of this work is to propose a simple and numerially e�ient model of geo-physial �ows suh as large-sale oean irulations. Many of these �ows are generallydesribed by the inompressible Navier-Stokes equations with a free surfae [137℄. Dueto the mathematial omplexity of this system, di�erent approximations are usually per-formed, whih aim in partiular at �nding a ompromise between physial onsistenyand reasonable omputational ost. Going beyond the Boussinesq approximation [159℄ westart our study by onsidering an homogeneous �uid (water), with density equal to one.Moreover we use the so-alled hydrostati approximation, that is we assume the pressureis hydrostati and is not an unknown of the problem. Preisely, the departure model on-sists in the primitive equations of the oean, given in the onservative form below. Weuse bold haraters to indiate vetor valued funtions or variables. Hene the 3D velo-ity of the �uid, for whih we separate the horizontal omponent and the vertial one as43
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U = (u, w)T ∈ R

3, satis�es in a loal frame (x, z) the set of equations:






















divx u + ∂zw = 0 ,

∂tu + divx(u ⊗ u) + ∂z(w u) + ∇xp = −f u⊥ + µ ∆u ,

∂zp = −g ,

(2.1.1)onsidered for
t > 0 , (x, z) ∈ Ωt =

{

(x, z) ∈ R × R
+ | zb(x) 6 z 6 η(t,x)

}

,where zb is the topography (not depending on time) and η is the free surfae. The �uiddepth is given by
H(t,x) = η(t,x) − zb(x) .The onstant µ > 0 is the visosity oe�ient and f > 0 is the Coriolis parameter alsohosen onstant. Indeed, in this approximation we onsider the latitude on the earth asa onstant, and our loal frame (x, z) an be seen as a �xed artesian frame [159℄. Henethe gravitational fore is supported by the vertial diretion, whose modulus is the gravityonstant g. The hydrostati pressure p is therefore given, for all t, x, z by:

p (t,x, z) = g (η (t,x) − z) .The system is ompleted with boundary onditions. We use the subsript s (resp. b) toindiate that the funtion is evaluated at the surfae (resp. the bottom). On the one hand,it holds a kinemati equation and the ontinuity of stresses at the free surfae:






∂tη + us · ∇xη = ws ,

∂zus = ∇xus · ∇xη ,
(2.1.2)when onsidering the atmospheri pressure equal to zero. At the bottom, we impose nopenetration and a Navier type wall law [41℄, with a onstant laminar frition oe�ient κ,that is:







ub · ∇xzb = wb,

κub = µ ∂zub.
(2.1.3)This set of equations (or more ompliated versions), though an approximation of Navier-Stokes, has been widely studied for deades. On the one hand, it is today used in manyoperational preditive models of oean irulations. On the other hand, its mathematialjusti�ation, based on a sale analysis of the physial problem, has been done rigorously.See the pionner artiles [139℄ for formal derivations and existene results for wind driven�ows; [20℄ for rigorous justi�ations. Roughly speaking, this hydrostati pressure approx-imation relies on an asymptoti expansion of the Navier-Stokes equations with respet toa small dimensionless parameter ε (aspet ratio), that is the shallow water assumption:

ε =
H0

λ0
≪ 1 (2.1.4)
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where H0 and λ0 are the harateristi depth and the typial horizontal wavelenght of theoean.See [137, 159℄ for more details.Although the primitive equations are simpler than the full Navier-Stokes system, theystill ontain two main di�ulties: non linearity and time dependeny of the spatial domain.Therefore many other model are built, either from the Navier-Stokes problem, or fromthe primitive equations. In partiular, one lassial way to dispense with the movingspatial domain is to perform an integration of the equations in the vertial diretion. Thisleads to the lassial shallow water (Saint-Venant) model (see for example the rigorousderivation with �at bottom [101℄, [75, 87, 143℄ for a small topography, [35, 37℄ for anarbitrary one). The main assets of suh a model are the redution of the spatial dimensionof the problem and its mathematial properties, leading in partiular to a very e�ientnumerial treatment. Indeed the hyperboli formulation (away from vauum) allows theuse of robust �nite volume shemes, even able to handle dambreak situations and wet/dryfront for hydrauli or ostal problems [98, 160℄.But this system still has also some drawbaks. On the one hand, its good numerialbehavior is not fully understood from a mathematial point of view. Indeed, althoughit is well justi�ed when departing from the Euler equations, its visous version requiresadditional assumptions to allow the losure of the system [101, 171, 179℄. Moreover, it isnot well posed neither in the vauum nor for large variations of the free surfae. On theother hand, onsidering the solution to this system, one an only reah the mean value ofthe horizontal veloity in the z diretion. Therefore we loose information on the vertialpro�le of the veloity �eld.In the present work, we stay in the ontext of deep water: we want to propose a onsis-tant approximation of the primitive model (2.1.1)�(2.1.3), whih redues the mathematialomplexity. Hene, in order to keep information on the vertial pro�le of the veloity �eld,while taking advantage of the numerial e�ieny of the shallow water formulation, we willperform a vertial disretization of the �uid depth H, ut into N thin layers, and integratethe momentum equation on eah layer. Let us emphasize here that the sliing is done inthe most simple way, that is:

H(t,x) =

N
∑

i=1

hi(t,x) ,where the intermediate layer heights hi are all of onstant size, say h, exept the lowestand the highest ones, whih aims at athing somehow the boundary layers at the bottomand the top of the �uid. It is illustrated in Figure 2.1 for 4 layers. Hene we de�ne the�uid veloity ui in layer i by:
ui(t,x) =

1

hi

∫ zi+1/2

zi−1/2

u(t,x, z)dz , 1 6 i 6 N . (2.1.5)Then, the N -layers model whih will be investigated hereafter an be written in 2D as
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H(t, x)

u1(t, x)

h4(t, x)

h3

h2

h1(x)

xBottom

Free surfae
z1+1/2

z2+1/2

z3+1/2

u4(t, x)

u3(t, x)

u2(t, x)

0

z4+1/2 = η(t, x)

z

z1/2 = zb(x)

Figure 2.1: Vertial disretization.follows. For any (t,x) in R
+ × R
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∂tH + divx

(

N
∑

i=1

hi ui

)

= 0 ,

∂t (hN uN ) + divx

(

hn uN ⊗ uN + g
h2

N

2

)

= µ
(

divx (hN ∇xuN ) + DUz
N+1/2 − DUz

N−1/2

)

−g hN ∇xzb + wN−1/2 uN−1/2 − wN+1/2 uN+1/2

−f (hN uN )⊥ ,

∂t (hi ui) + divx (hi ui ⊗ ui) + g hi ∇xhN = µ
(

hi ∆xui + DUz
i+1/2 − DUz

i−1/2

)

−g hi ∇xzb + wi−1/2 ui−1/2 − wi+1/2 ui+1/2

−f (hi ui)
⊥ , 1 6 i 6 N − 1 . (2.1.6)The terms wi+1/2, nothing but the values of the vertial veloity at the interfaes zi+1/2,provide the mass exhange terms between layers i and i + 1. They are omputed thanksto the integration of the divergene free ondition (see Setion 2.2). Preisely, they arede�ned by:







w1/2 = u1 · ∇xzb,

wi+1/2 − wi−1/2 = −hi ∇x · ui, 1 6 i 6 N − 1.
(2.1.7)The terms ui+1/2 represent the approximate values of the horizontal veloity at the inter-



2.1 Introdution and Main Result 47faes zi+1/2, given by a entered reonstrution:
ui+1/2 =







0 if i = 0 , N ,

(hi ui+1 + hi+1 ui) / (hi+1 + hi) if 1 6 i 6 N − 1.
(2.1.8)Finally, the terms DUz

i+1/2 are the z-derivatives of the horizontal veloity, evaluated atthe interfaes zi+1/2 and oming from the vertial visosity. We hoose:
DUz

i+1/2 =























κu1/µ if i = 0 ,

2 (ui+1 − ui)/(hi + hi+1) if 1 6 i 6 N − 1 ,

0 if i = N .

(2.1.9)The formal derivation of this set of equations in 2D will be obtained in Setion 2.2. More-over, we will study in this paper the loal in time existene of strong solution for the 1Dversion of the system, that is:


















































































∂tH + ∂x

(

N
∑

i=1

hi ui

)

= 0 ,

∂t (hN uN ) + ∂x

(

hn u2
N + g

h2
N

2

)

= µ
(

∂x (hN ∂xuN ) + DU z
N+1/2 − DU z

N−1/2

)

−g hN ∂xzb + wN−1/2 uN−1/2 − wN+1/2 uN+1/2 ,

∂t (hi ui) + ∂x

(

hi u2
i

)

+ g hi ∂xhN = µ
(

hi ∂xxui + DU z
i+1/2 − DUz

i−1/2

)

− g hi ∂xzb

+wi−1/2 ui−1/2 − wi+1/2 ui+1/2 , 1 6 i 6 N − 1 .(2.1.10)where we drop the Coriolis terms whih have no meaning in 1D. In order to state the result,we introdue the following notations.For any funtion f , we note ‖f‖ ( resp. ‖f‖k ) the L2-norm (resp. Hk-norm ) of f . If
f = (f1, . . . , fn) is multidimensional, we de�ne its Hk-norm by

‖f‖k :=

n
∑

i=1

‖fi‖k .Let B be a Banah spae, k a non-negative integer and T some positive onstant. Wedenote by Lk
∞(0, T ;B) the Banah spae of funtions f on [0, T ] whih have their valuesin B and are k times di�erentiable with respet to t and all the derivatives are boundedin B. We an now state our main result.



48 A dynami multilayer shallow water modelTheorem 1.1. Consider the system (2.1.10) where wi+1/2, ui+1/2 and DU z
i+1/2 are de�nedby the 1D versions of (2.1.7), (2.1.8) and (2.1.9), with initial data

(U, hN )(0, x) = (U0(x), h0
N (x)) ∈ H2(R) , (2.1.11)where U = (u1 . . . uN )T is the vetor of veloities. Suppose

inf
x∈R

h0(x) > η0 > 0 ,for some onstant η0, and note E = 2 ‖(U0, h0
N )‖2. Assume the topography has the regu-larity zb ∈ C2(R). Then, there exists a positive onstant T suh that the Cauhy problem(2.1.10)-(2.1.11) has a unique strong solution (U, hN ) satisfying:

U ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;L2(R)) ∩ L2
(

0, T ;H3(R)
)

,

hN ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;H1(R)) .Moreover, for any t in [0, T ],
∀x ∈ R , hN (t, x) >

(

inf
x∈R

h0
N (x)

)

/2 > 0 ,and the following energy estimates hold:
‖(U, hN )(t)‖2 6 E ,

(∫ t

0
‖U(τ)‖2

3 dτ)1/2

6 E .Theorem 1.1 is stated in 1D for sake of larity in the omputations but the proof, basedon energy method of Matsumura and Nishida [146℄ an be adapted to the two dimen-sional problem (1) , exept that we have to hoose initial data in H3(R), and the solution
(u1, . . . ,uN , hN ) get the regularity:

ui ∈ C(0, T ;H3(R)) ∩ C1(0, T ;H1(R)) ∩ L2
(

0, T ;H4(R)
)

, ∀ i ∈ {1, . . . , N} ,

hN ∈ C(0, T ;H3(R)) ∩ C1(0, T ;H2(R)) .Remark 1.2. This existene result is in good agreement with the ones already existingfor lassial shallow water systems, in partiular the ondition on the initial water height,bounded by below by a positive onstant. Let us mention, without being exhaustive, forexample the works [51, 131, 172, 173, 178℄, treating di�erent kinds of solutions to theCauhy problem.Remark 1.3. Of ourse the existene is only loal in time sine the model (2.1.10) blowsup when hN reahes zero at one point. Therefore it gives a riterion to make the modeldynami by removing and adding layers. On the one hand if at a time t1 the highest height
hN beomes too small (say under some non negative threshold), then one removes one layerat the top, and starts again with the model with N − 1 layers. On the other hand, onean add a layer to the model when the height of the highest layer is large enough. We willsee this dynami behavior in some preliminary numerial simulations of Setion 3.2.1The Coriolis term does not add any di�ulty sine it is a zeroth order term



2.2 Derivation of the model and omparison with other multilayer models 49The rest of the hapter is organized as follows. In Setion 2.2 we �rst derive rigorously themultilayer system (2.1.6) from the three dimensional free surfae primitive model (2.1.1).Then we brie�y ompare our model to some existing multilayer models [12, 15℄ and pointout that we do not aim at modelling the same kind of geophysial problems. In Setion 2.3we prove Theorem 1.1, with the energy method of Matsumura and Nishida [146℄. Finally,in Setion 3.1, we design a simple numerial sheme in order to validate our model andperform some numerial experiments. We ompare the multilayer model with lassialshallow water models and the primitive system, and illustrate its dynami behavior.2.2 Derivation of the model and omparison with other mul-tilayer models2.2.1 DerivationAs it was said in the introdution, we derive our multilayer model from the 3D visousprimitive system with frition and Coriolis terms (2.1.1)�(2.1.3) introdued in Setion 1.We start by performing the vertial disretization of the water height illustrated in Figure2.1:
η − zb = H :=

N
∑

i=1

hi, with hi = zi+1/2 − zi−1/2 = O(h), 1 6 i 6 N, (2.2.1)where the small onstant h is �xed and the nodes of disretization are hosen as:






















z1/2 = zb(x),

zi+1/2 = i h, 1 6 i 6 N − 1,

zN+1/2 = η(t,x).

(2.2.2)Using this vertial disretization and the de�nition of the veloities (2.1.5), we laimProposition 2.1. Assume the variations of the bathymetry are ontroled as:
∇xzb = O

(

h
)

. (2.2.3)Then the multilayer formulation (2.1.6), where hi, ui+1/2, wi+1/2, are given by (2.2.1),(2.1.8) and (2.1.7), is a formal asymptoti approximation in O
(

h
2
) of the primitive equa-tions (2.1.1)-(2.1.2)-(2.1.3).Proof. On the one hand, the integration through eah layer 1 6 i 6 N of the momentum



50 A dynami multilayer shallow water modelequation gives:
∂t(hi ui)−

[

∂tz u
]zi+1/2

zi−1/2

+∇x · (hi ui ⊗ ui)−
[

(∇xz · u) u
]zi+1/2

zi−1/2

+
[

w u
]zi+1/2

zi−1/2

+ g hi ∇xη

= −f (hi ui)
⊥ + µ

{

[

∂zu
]zi+1/2

zi−1/2

+ ∇x ·
(

∫ zi+1/2

zi−1/2

∇xudz

)

−
[

∇xu · ∇xz
]zi+1/2

zi−1/2

}

.(2.2.4)Let us notie here that most of the terms between square-brakets will anel sine theinside layer sizes are onstant in time and spae. On the other hand, by integrating thedivergene free ondition, we get:
w(zi+1/2) − w(zi−1/2) = −

∫ zi+1/2

zi−1/2

∇x · udz, 1 6 i 6 N.It is therefore su�ient to apply Taylor expansions in the vertial diretion. Namely,assuming the veloities are smooth enough, we have the following approximations: for all
1 6 i 6 N − 1, for all z ∈ [zi−1/2, zi+1/2]:



















































































u(z) = ui + O
(

h
)

,

u(zi+1/2) = ui+1/2 + O
(

h
2
)

,

∂zu(zi+1/2) = 2
ui+1 − ui

hi + hi+1
+ O

(

h
2
)

,

∫ zi+1/2

zi−1/2

u⊗ udz = hi ui ⊗ ui + O
(

h
2
)

,

∫ zi+1/2

zi−1/2

∇xudz = hi ∇xui + O
(

h
2
)

.

(2.2.5)
Next, by the use of the boundary onditions at the bottom (2.1.3) and the order of mag-nitude of the variations of the bathymetry (2.2.3), the de�nition of the approximate re-onstrutions of the vertial veloity at the interfaes between layers (2.1.7) yields, for all
0 ≤ i ≤ N − 1:

wi+1/2 = w(zi+1/2) + O
(

h
2
)

.Let us look at the visous terms with the previous approximations:
∇x ·

(

∫ zi+1/2

zi−1/2

∇xudz

)

=



























h1 ∆xu1 −∇xub · ∇xzb + O(h
2
) if i = 1 ,

hi ∆xui + O(h
2
) if i = 2, . . . , N − 1 ,

∇x · (hN ∇xuN ) + O(h
2
) if i = N .



2.2 Derivation of the model and omparison with other multilayer models 51
Hene, in the equation (2.2.4) for the lowest layer, the non zero boundary terms of thevisous part anel eah other and we get, using the boundary onditions at the bottom:
∂t (h1 u1) + ∇x · (h1 u1 ⊗ u1) + g h1 ∇xhN = −g h1 ∇xzb − w3/2 u3/2 − κu1 − f (h1 u1)

⊥

+µ h1 ∆xu1 + 2µ
u2 − u1

h1 + h2
+ O

(

h
2
)

.For the inside layers, we use again the approximations (2.2.5): the result is obtained easilybeause the intermediate layer heights are onstant in time and spae. Finally, there isanother term in equation (2.2.4) for the highest layer, oming from the time dependenyof the highest layer. It is simpli�ed thanks to the boundary onditions at the free surfae(2.1.2). It leads to:
∂t (hN uN ) + ∇x · (hN uN ⊗ uN ) + g hN ∇xhN = −g hN ∇xzb − wN+1/2 uN+1/2

+µ∇x · (hN ∇xuN ) − 2µ
uN − uN−1

hN + hN−1

−f (hN uN )⊥ + O
(

h
2
)

.To onlude, we drop the O
(

h
2
) and obtain the system (2.1.6)-(2.1.7) as a formal approx-imation of system (2.1.1)�(2.1.3) in O

(

h
2
). This ends the proof.2.2.2 Comparison with other multilayer modelsLet us now brie�y ompare our model to other multilayer shallow water models, that isthe ones introdued by E. Audusse and oauthors [12, 15℄. First, we want to point outthat if the general framework is somehow similar, the models do not aim at modelling thesame phenomena. We fous here on deep water, while the models of [12, 15℄ mainly treatostal area [14, 13, 15, 59℄ (2) . Atually, we an see our model as an intermediate step fordisretization of the primitive model, with an adaptative mesh in the vertial diretion.Indeed, we will see in the preliminary numerial results that wean hange the number oflayers as time goes. Moreover, when we approah a ostal zone, we an imagine a ouplingbetween our multilayer model in the deep area with a lassial shallow water model in theshallow one.Seond, the way of utting the water height H is di�erent. In [12, 15℄, the authors �follow�the free surfae inside the �uid, as illustrated in Figure 2.2 for 4 layers. Therefore, thisvertial disretization allows to keep all the good properties of the lassial shallow watersystem: the positivity of the total height immediately gives positivity for all the insidelayers and the numerial treatment of the vauum is also done as for the one layer ase.2Indeed these models are rather derived from the dimensionless Navier-Stokes equations and give aformal approximation in O(ε2), where ε is de�ned in (2.1.4).
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x

z

z4+1/2 = η(t, x)

0

h1(t, x)

h2(t, x)

h3(t, x)

h4(t, x)

H(t, x)

Free surfae

Bottomz1/2 = zb(x)

z1+1/2(t, x)

z2+1/2(t, x)

z3+1/2(t, x) u4(t, x)

u3(t, x)

u2(t, x)

u1(t, x)

Figure 2.2: Classial multilayer approah.Unfortunately, it keeps also the same mathematial weakness of the lassial shallow watermodel, that is the losure of the system for the visous terms (3) .2.3 Well-posedness of the multilayer modelIn this setion, we study the well-posedness of the 1D multilayer model (2.1.10) and proveTheorem 1.1. To do so, we rewrite the system under the form of a oupled paraboli-hyperboli system with soure terms. Sine the only unknown layer height with our frame-work is the highest one hN , we will denote it h for sake of larity. Then, by dividing theequations by the heights, we rewrite the system on the unknown (U, h) = (u1 . . . uN , h)Tas follows.






∂tU − µ ∂xxU = S ,

∂th + ∂x(huN ) = F ,
(2.3.1)where the soure terms are desribed below.



















S = Sb + Sl + Snl ,

F = wN−1/2 = −
N−1
∑

i=1

∂x (hi ui) ,where Sb refers to the bottom soure term
Sb = −g ∂xzb (1, . . . , 1)T ,3 The visous terms are hosen as the one in the lassial shallow water system, but the derivation isjusti�ed in the zero visosity ase.



2.3 Well-posedness of the multilayer model 53while Sl =
(

S1
l , . . . , SN

l

)T and Snl =
(

S1
nl, . . . , S

N
nl

)T are respetively the linear and thenon linear soures, that is:






























































































































Si
l = −g ∂xh , 1 6 i 6 N

S1
nl = 2µ

u2 − u1

h1 (h1 + h2)
− κ

h1
u1

−∂x

(

u2
1

)

− 1

h1

(

u3/2 w3/2 − u1 w1/2

)

,

Si
nl = 2µ

ui+1 − ui

hi (hi + hi+1)
− 2µ

ui − ui−1

hi (hi + hi−1)

−∂x

(

u2
i

)

− 1

hi

(

ui+1/2 wi+1/2 − ui−1/2 wi−1/2

)

, 2 6 i 6 N − 1 ,

SN
nl = −2µ

uN − uN−1

h (h + hN−1)
+ µ

∂xh∂xuN

h

−1

2
∂x

(

u2
N

)

+
1

h

(

uN−1/2 − uN

)

wN−1/2 .Hene, we an sum up by onsidering that the soure term Snl is roughly omposed ofthree kinds of non linearities, that is
u/h , u ∂xu/h , ∂xh∂xu/h .Consequently, in order to simplify the next alulations, we will only onsider the simplerhyperboli-paraboli problem







∂tU − µ ∂xxU = Sb + Sl + Snl ,

∂th + ∂x(huN ) = F ,
(2.3.2)where F , Sb, Sl are not hanged, while the nonlinear soure is simpli�ed as

Snl =
3
∑

k=1

Sk ,where
S1 =

U

h
, S2 =

uN

h
∂xU , S3 =

1

h
∂xh∂xU .The proof of Theorem 1.1 is divided into three parts. In the �rst subsetion we performsome estimates on the soure terms for the simpler problem (2.3.2). Next we solve a lin-earized version of system (2.3.2) and derive energy estimates. Finally, we build a reursivesequene of solutions of linear systems, and show a onvergene to the strong solution weare looking for.



54 A dynami multilayer shallow water model2.3.1 Estimates on the soure termsWe �rst reall a lassial lemma of analysis whih will be useful to estimate the soureterms [174℄.Lemma 3.1 (Moser estimate). Let k ∈ N and n ∈ N
∗. Suppose f, g ∈ Hk(Rn)∩L∞(Rn).Then f, g ∈ Hk(Rn) and there exists a positive onstant C suh that

‖fg‖k 6 C (‖f‖k ‖g‖∞ + ‖g‖k ‖f‖∞) .We are now ready to state the estimations of the soure terms.Lemma 3.2. Let U(t, ·), h(t, ·) ∈ H2(R) suh as, h(t, x) ≥ η0 > 0 , for some onstant η0.Then it holds:- (S, F ) ∈ H1(R) and we have the following estimates.
‖S‖1 6 C(η0) ‖(U, h)‖2

(

1 + ‖(U, h)‖2

)

, (2.3.3)
‖F‖1 6 Cb ‖U‖2 , (2.3.4)where C(η0), Cb are positive onstants depending respetively, only on η0 and thetopograhy zb.- If moreover U ∈ H3(R), then F ∈ H2(R) and there exists some onstant Cb suhthat:

‖F‖2 6 Cb ‖U‖3 .- Let (U, h) , (U′, h′) ∈ H2(R) suh that, ∀ (t, x) ∈ R
+ × R

‖(U, h)‖2 , ‖(U′, h′)‖2 6 E , h , h′ ≥ η0 > 0 , (2.3.5)for some onstants E and η0. Then it holds
‖S(U, h) − S(U′, h′)‖1 6 C(η0)

(

1 + E + E2
)

‖(U − U′, h − h′)‖2 , (2.3.6)
‖F (U) − F (U′)‖1 6 Cb ‖U −U′‖2 , (2.3.7)where C(η0), Cb are positive onstants independent of E.Proof. The estimate on F is diretly obtained from the de�nition

F = ∂xzb u1 −
N−1
∑

i=1

hi ∂xui .We have, for k = 1 or 2:
‖F‖k 6 Cb ‖U‖k+1 .



2.3 Well-posedness of the multilayer model 55Next the linear soures are estimated as






‖Sb‖1 6 C ‖zb‖2 ,

‖Sl‖1 6 C ‖h‖2 .Then we estimate the non linear soure part S1 + S2 + S3. It follows from Lemma 3.1 andthe lassial Sobolev embedding
H1(R) →֒ L∞(R) ,that we have the estimates:

‖S1‖1 6
C

η0
‖U‖1 , ‖S2‖1 6

C

η0
‖U‖2

2 , ‖S3‖1 6
C

η0
‖h‖2 ‖U‖2 .It gives immediately (2.3.3). Now we note S = S(U, h) and S′ = S(U′, h′). We omputethe di�erene



























































Si
l − S′i

l = −g ∂x(h − h′)∀ i ,

S1 − S′
1 =

1

h

(

U − U′)+
h′ − h

hh′ U′ ,

S2 − S′
2 =

uN

h
∂x(U − U′) +

uN − u′
N

h
∂xU

′ +
u′

N

hh′ (h′ − h) ∂xU
′ ,

S3 − S′
3 =

∂xh

h
∂x(U −U′) +

uN − u′
N

h
∂xU

′ +
u′

N

hh′ (h′ − h)∂xU
′ .Then, applying Lemma 3.1 and using (2.3.5), we obtain































































‖Sl − S′
l‖1 6 C ‖h − h′‖2 ,

‖S1 − S′
1‖1 6

C

η0
‖U −U′‖1 +

C

η2
0

E ‖h′ − h‖1 ,

‖S2 − S′
2‖1 6

C

η0
E ‖U − U′‖2 +

C

η2
0

E2 ‖h − h′‖1 ,

‖S3 − S′
3‖1 6

C

η0
E ‖U − U′‖2 +

C

η0
E ‖h − h′‖2 +

C

η2
0

E2 ‖h′ − h‖1 .Adding these inequalities, we get (2.3.6). Finally, the inequality (2.3.7) is straight forwardsine F is linear with respet to ∂xU.Next we give estimate of the ommutator of the transport operator ∂t + uN ∂x and theseond order spae di�erential operator ∂xx.



56 A dynami multilayer shallow water modelLemma 3.3. We assume uN ∈ H2(R) with
‖uN‖2 6 Efor some positive onstant E, and de�ne the di�erential operator

LuN
:= ∂t + uN ∂x .Then, for any h ∈ L0

∞(0, T ;H2(R)), we have:
∥

∥

∥
∂xx

(

LuN

(

h
)

)

− LuN

(

∂xxh
)

∥

∥

∥
6 C E ‖h‖2 ,Proof. We only ompute:

∂xx

(

LuN

(

h
)

)

− LuN

(

∂xxh
)

= 2 ∂xuN ∂xxh + ∂xxuN ∂xh .Hene, using Lemma 3.1 yields:
∥

∥

∥∂xx

(

LuN

(

h
)

)

− LuN

(

∂xxh
)

∥

∥

∥ 6 2E ‖∂xxh‖ + E ‖∂xh‖1 .In the next subsetion, we obtain energy estimates and study a linearized version ofthe multilayer system.2.3.2 Study of the linearized problemLet us introdue a linearized version of system (2.3.2):






∂tU− µ ∂xxU = S(Ũ, h̃, ∂xŨ, ∂xh̃) := S̃,

LũN
(h) = F − h̃ ∂xuN := f.

(2.3.8)In order to study the well-posedness of this oupled linear paraboli-hyperboli problem,we �rst solve the paraboli system, and next the transport equation on h by onsideringthe right hand side
f = −h̃ ∂xuN −

N−1
∑

i=1

∂x (hi ui)as a known funtion. Thus, we will �rst study separately the following Cauhy problems,one paraboli system






(∂t − µ ∂xx)
(

U
)

= S̃ ,

U(0, x) = U0 ∈ H2(R) ,

(A)and one hyperboli salar equation:






LũN

(

h
)

= f ,

h(0, x) = h0 ∈ H2(R) .

(B)



2.3 Well-posedness of the multilayer model 57Proposition 3.4. Let S̃ ∈ C(0, T ;H1(R)) for some T > 0. Then the initial value problem(A) has a unique strong solution U whih satis�es:
U ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;L2(R)) ∩ L2(0, T ;H3(R)) .Moreover, there exist two positive onstants C1 and C2, depending only on the visosity,suh that for any t in [0, T ]:

‖U(t)‖2
2 + C1

∫ t

0
‖U(τ)‖2

3 dτ 6 et

(

‖U(0)‖2
2 + C2

∫ t

0
‖S̃(τ)‖2

1 dτ) . (2.3.9)Proof. First, the energy inequality is obtained in a lassial way. Multiplying the systemby U and integrating in spae, one gets, for any α > 0:
1

2

ddt
‖U‖2 + µ ‖∂xU‖2

6
α

2
‖U‖2 +

1

2α
‖S̃‖2 .Next, we di�erentiate with respet to x, multiply by ∂xU and integrate in spae, it gives,for any α > 0:

1

2

ddt
‖∂xU‖2 + µ ‖∂xxU‖2

6
α

2
‖∂xU‖2 +

1

2α
‖∂xS̃‖2 .Finally, we ompute the seond order spae derivative, multiply by ∂xxU and integrate inspae. Here, sine we have too many derivatives on the soure term S̃, we integrate byparts the right hand side as follows: for any α > 0,

∣

∣

∣

∣

∫

R

∂xxS̃ ∂xxUdx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

R

∂xS̃ ∂xxxUdx

∣

∣

∣

∣

6
α

2
‖∂xxxU‖2 +

1

2α
‖∂xS̃‖2 .Now we hoose α suh that C1 := 2µ − α > 0, we add the previous inequalities and get:ddt

‖U‖2
2 + C1 ‖U‖2

3 6 α ‖U‖2
2 +

1

α
‖S̃‖2

1 .We end the proof by applying the Gronwall Lemma.This a priori estimate gives uniqueness of the solution. Conerning the proof of existeneof solution, we introdue Kt the Green kernel of the operator ∂t − µ ∂xx. Then, Duhamel'sformula gives a solution U = (u1, . . . , uN )T of problem (A) de�ned by:
∀ (t, x) ∈ [0, T [×R , ui(t, x) = Kt ∗ u0

i +

∫ t

0
Kt−s ∗ S̃i(s)ds , i = 1 , . . . , N .We dedue immediately the smoothness of U: it lies in C(0, T ;H2(R)). To get moreregularity in time, we observe that:

∂tU = µ ∂xxU + S̃ ∈ C(0, T ;L2(R)) .Hene U ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;L2(R)).



58 A dynami multilayer shallow water modelWe an now solve the Cauhy problem (B), onsidering the right hand side f as aknown funtion.Proposition 3.5. Let ũN ∈ C(0, T ;H2(R)) and f ∈ C(0, T ;Hk(R)) for k = 1 or 2, and
T > 0. Denote

E := sup
06t6T

{‖ũN (t)‖2} .Then the initial value problem (B) has a unique strong solution h whih satis�es:
h ∈ C(0, T ;Hk(R)) ∩ C1(0, T ;Hk−1(R)) .Moreover, there exists a positive onstant C3, depending only on the dimension of the spae,suh that, for all t in [0, T ]:

‖h(t)‖k 6 eC3 E t

(

‖h(0)‖k +

∫ t

0
e−C3 E τ ‖f(τ)‖k dτ) , k = 1 or 2 . (2.3.10)Proof. As in Proposition 3.4, we �rst obtain the energy estimate. Multiplying the equationby h and integrating in spae, we get

1

2

ddt
‖h‖2 = −

∫

R

ũN ∂x

(

h2

2

) dx +

∫

R

f hdx .We apply an integration by parts on the �rst term of the right hand side, and estimate theseond term with Hölder inequality. It yields
1

2

ddt
‖h‖2

6
1

2
E ‖h‖2 + ‖f‖ ‖h‖ .Remove the square on the L2-norms and get, for some onstant C > 0:ddt

‖h‖ 6 C E ‖h‖ + ‖f‖ . (2.3.11)Next, we di�erentiate the equation and multiply by ∂xh. We note that
∫

R

∂x

(

ũN ∂xh
)

∂xhdx =
1

2

∫

R

∂xũN

(

∂xh
)2 dx ,and get, as previously, the estimateddt

‖∂xh‖ 6 C E ‖∂xh‖ + ‖∂xf‖ . (2.3.12)Adding (2.3.11) and (2.3.12), it gives (2.3.10) for k = 1 thanks to the Gronwall Lemma.For k = 2, we need the estimate of ommutator between the transport operator and ∂xx,already proved in Lemma 3.3:
∥

∥

∥
∂xx

(

LũN

(

h
)

)

− LũN

(

∂xxh
)

∥

∥

∥
6 C E ‖h‖2 .



2.3 Well-posedness of the multilayer model 59Hene, by di�erentiating again the equation, multiplying by ∂xxh and using the previousestimate, we get ddt
‖∂xxh‖ 6 C E ‖∂xxh‖ + ‖∂xxf‖ . (2.3.13)Finally, adding (2.3.13) with (2.3.11) and (2.3.12) and applying the Gronwall Lemma, weobtain (2.3.10) for k = 2.Next, we study the existene of solution for problem (B). We de�ne the harateristiurve X assoiated to the equation:











ddt
X = ũN (t,X) ,

X(t = t0) = x0 .Then, solution of (B) reads:
h(t,X(t, x)) = h(0,X(0, x)) +

∫ t

0
f(s,X(s, x))ds ∀t ∈ [0, T ] .We thus dedue that h ∈ C(0, T ;H1(R)) ∩ C1(0, T ;L2(R)). For k = 2, we di�erentiate (B)with respet to x. Then φ := ∂xh is solution of







∂tφ + ũN ∂xφ = ∂xf − ∂xũN φ ,

φ(0, x) = ∂xh0 ∈ H1(R) .We solve this initial value problem by the iteration:
φ(0)(t, x) = ∂xh0(x) , ∀ (t, x) ∈ [0, T ] × R ,and φ(j), for j ≥ 1 is the solution of







∂tφ
(j) + ũN ∂xφ(j) = ∂xf − ∂xũN φ(j−1) ,

φ(j)(0, x) = ∂xh0(x) ∀x ∈ R .Sine
‖∂xf − ∂xũN φ(j−1)‖1 6 ‖f‖2 + C E ‖φ(j−1)‖1 ,the approximation φ(j) lies in C(0, T ;H1(R)). To get the onvergene of (φ(j)

)

j
to ∂xh, weobserve that

LũN

(

φ(j+1) − φ(j)
)

= ∂xũN

(

φ(j) − φ(j−1)
)

,and apply j times the energy estimate (2.3.10) to get
∥

∥

∥φ(j+1) − φ(j)
∥

∥

∥

1
6 eC3 E t

∫ t

0
e−C3 E τ C3 E‖φ(j) − φ(j−1)‖1 dτ

6 · · · 6 eC3 E t (C3 E t)j

j!

(

2 ‖∂xh0‖1 +

∫ t

0
e−C3 E τ ‖∂xf(τ)‖1 dτ

)

,whih tends to zero as j goes to +∞. This gives the onvergene of (φ(j))j to ∂xh in H1,and then the H2-regularity of h.



60 A dynami multilayer shallow water modelCombining the previous propositions, we obtain existene for the full linearized problem(2.3.8).Proposition 3.6. Let S̃ ∈ C(0, T ;H1(R)) and ũN , h̃ ∈ C(0, T ;H2(R)) for some T > 0.Then the initial value problem






∂tU − µ ∂xxU = S̃ ,

∂th + ũN ∂xh = F − h̃ ∂xuN ,has a unique strong solution (U, h) whih satis�es:
U ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;L2(R)) ∩ L2(0, T ;H3(R)) ,

h ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;H1(R)) .Moreover, there exist two positive onstants K and C, only depending on the topographyand the visosity oe�ient, suh that, for all t in [0, T ]:
‖(U, h)(t)‖2 ,

(∫ t

0
‖U(τ)‖2

3 dτ)1/2

6 K eC (1+E)2 t

{

‖(U0, h0)‖2 +

(∫ t

0
‖S̃(τ)‖2

1 dτ)1/2
}

,(2.3.14)where E := max { sup
06t6T

{‖ũN (t)‖2} , sup
06t6T

{

‖h̃(t)‖2

}

}.Proof. We �rst obtain the energy estimate (2.3.14). On the one hand, we observe that theright hand side of the transport equation veri�es
f = −h̃ ∂xuN −

N−1
∑

k=1

∂x (hi ui) ∈ C(0, T ;H1(R)) ∩ L2
(

0, T ;H2(R)
)

,and we have the estimate
‖f‖2 6 Cb (1 + E) ‖U‖3 .Therefore, applying Cauhy-Shwarz inequality:

∫ t

0
e−C3 E τ ‖f(τ)‖k dτ 6 eC4 (1+E)2 t

(
∫ t

0
‖U(τ)‖2

3 dτ

)1/2

, (2.3.15)for some onstant C4 depending on Cb, C3. On the other hand, from the inequality (2.3.9)we dedue that there exist two onstant depending only on the visosity C ′
1, C ′

2 suh that
‖U(t)‖2,

(∫ t

0
‖U(τ)‖2

3 dτ

)1/2

≤ C ′
1 eC′

2 t

[

‖U0‖2 +

(∫ t

0
‖S̃(τ)‖2

1 dτ

)1/2
]

. (2.3.16)Injeting this estimate in (2.3.15) yields
∫ t

0
e−C3 E τ ‖f(τ)‖k dτ 6 C ′

1 eC5 (1+E)2 t

[

‖U0‖2 +

(
∫ t

0
‖S̃(τ)‖2

1 dτ

)1/2
]

, (2.3.17)



2.3 Well-posedness of the multilayer model 61where C5 = C ′
2 + C4. Finally, we add (2.3.10) and (2.3.16), and ontrol the exponentialsto obtain (2.3.14).This gives the uniqueness for the solution. Let us now prove the existene of solution.On the one hand, the existene ofU follows from Proposition 3.4, and we have the regularity

U ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;L2(R)) ∩ L2(0, T ;H3(R)) ,whih gives
f ∈ C(0, T ;H1(R)) ∩ C1(0, T ;L2(R)) ∩ L2(0, T ;H2(R)) .So we an apply Proposition 3.5 for k = 1 to obtain the existene of h in C(0, T ;H1(R)).To get more regularity in spae, we di�erentiate the problem with respet to x:























∂t (∂xU) − µ ∂xx (∂xU) = ∂xS̃ ,

∂t (∂xh) + ũN ∂x (∂xh) = ∂xf − ∂xũN ∂xh ,

(

∂xU
0, ∂xh0

)

∈ H1(R) .Notiing that
‖∂xf‖1 6 C E ‖∂xU‖1 ,we an solve this problem by the same iteration proess as in the lattest part of Proposition3.5, this onludes the proof.In order to obtain the solution to the nonlinear initial value problem (2.3.2), we will builda onvergent sequene, this is the last part of the proof of Theorem 1.1.2.3.3 Iterative shemeWe onstrut a reursive sequene (U(j), h(j)) = (u

(j)
1 , . . . , u

(j)
N , h(j))j∈N as follows.

∀ (t, x) ∈ [0, T ] × R , (U(0), h(0))(t, x) = (U0, h0)(x) ∈ H2(R) ,and for all j ∈ N, (U(j+1), h(j+1)) solves the initial value problem:






























(∂t − µ ∂xx)
(

U(j+1)
)

= S(j) ,

L
u
(j)
N

(

h(j+1)
)

= F (j,j+1) ,

(U(j+1), h(j+1))(t = 0) = (U0, h0) ,

(Pj+1)where the sequene of soure terms is given by, for any j ∈ N:


















S(j) = S
(

U(j), h(j), ∂xU
(j), ∂xh(j)

)

,

F (j,j+1) = −
N−1
∑

i=1

∂x

(

hi u
(j+1)
i

)

− ∂xu
(j+1)
N h(j) .



62 A dynami multilayer shallow water modelWe de�ne the onstants










E = 2 ‖(U0, h0)‖2 ,

η0 =
1

2
inf
x∈R

h0(x) .The following lemma gives the existene of the whole sequene.Lemma 3.7. For suitably small T > 0, the sequene (U(j), h(j))j∈N is well de�ned andsatis�es, for any t ∈ [0, T ] and any j ∈ N:
U(j) ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;L2(R)) ∩ L2(0, T ;H3(R)) ,

h(j) ∈ C(0, T ;H2(R)) ∩ C1(0, T ;H1(R)) .

(2.3.18)Moreover, for all (t, x) in [0, T ] × R and all j ∈ N, we have:
‖(U(j), h(j))(t)‖2 ,

(
∫ t

0
‖U(j)(τ)‖2

3 dτ)1/2

6 E , (2.3.19)
h(j)(t, x) ≥ η0 > 0 . (2.3.20)Proof. First we initialize the reursion. (U(0), h(0)) veri�es the good onditions by de�ni-tion. Applying Proposition 3.6, we obtain existene of (U(1), h(1)) in C(0, t;H2(R)) for any

t > 0. Moreover, applying the harateristi formula to h(1), we get, for any t > 0:
h(1)(t, y) = h0(X(0, t, y)) +

∫ t

0
F (0,1)(s,X(s, t, y))ds

≥ 2 η0 + C(E) t

≥ η0 if t 6 T1 small enough ,where T1 = T1(η0, E), whih yields (2.3.20) for j = 1. It remains to prove (2.3.19). Todo so, we write the inequality (2.3.14) given by Proposition 3.6 for (U(1), h(1)), that is, forany t 6 T1:
‖(U(1), h(1))(t)‖2 ,

(∫ t

0
‖U(j)(τ)‖2

3 dτ

)1/2

6 K eC (1+E)2 t

{

E/2 +

(∫ t

0
‖S(0)(τ)‖2

1 dτ

)1/2
}

.Hene, applying Lemma 3.2 (2.3.3) to S(0), we obtain
‖(U(1), h(1))(t)‖2 ,

(
∫ t

0
‖U(j)(τ)‖2

3 dτ

)1/2

6 K eC (1+E)2 t
{

E/2 + C(η0)E (1 + E)
√

t
}

.Therefore, we an �nd 0 < T2 = T2(η0, E) 6 T1 suh that (2.3.19) is satis�ed for any
t 6 T2. We hoose T := T2.Next we pass from j to j + 1. If for any j in N, (U(j), h(j)) satis�es (2.3.18), (2.3.19)and (2.3.20) for any t 6 T2, the existene of (U(j+1), h(j+1)) follows again from Proposition



2.3 Well-posedness of the multilayer model 633.6. Hene it remains to show (2.3.19) and (2.3.20) for (U(j+1), h(j+1)). As in the previousalulations, we rewrite the energy estimate (2.3.14) satis�ed by (U(j+1), h(j+1)), that isfor any t 6 T :
‖(U(j+1), h(j+1))(t)‖2 6 K eC (1+E)2 t

{

E/2 +
(

∫ t

0
‖S(j)(τ)‖2

1 dτ
)1/2

}

.Hene, applying again Lemma 3.2 (2.3.3) to S(j) and using the bounds of (U(j), h(j)), ityields:
‖(U(j+1), h(j+1))(t)‖2 6 K eC (1+E)2 t

{

E/2 + C(η0)E
(

1 + E
)√

t
}

6 E,sine the same onstants as previously are involved. In the same way we get (2.3.20) fothe rank j + 1, this ends the proof, with T = T2.Now, to show that the sequene built above onverges, we will prove that it is a Cauhysequene in some funtion spae. For this sake, for j ≥ 1, we ompute the di�erenebetween systems (Pj+1) and (Pj):


































(∂t − µ ∂xx)
(

U(j+1) −U(j)
)

= S(j) − S(j−1) ,

L
u
(j)
N

(

h(j+1) − h(j)
)

= F (j,j+1) − F (j−1,j) − ∂xh(j)
(

u
(j)
N − u

(j−1)
N

)

,

(

U(j+1) − U(j), h(j+1) − h(j)
)

(t = 0) = 0 . (Dj)Let us rewrite the right hand side of the transport equation, denoted by F̃ :
F̃ = F (j,j+1) − F (j−1,j) − ∂xh(j)

(

u
(j)
N − u

(j−1)
N

)

= −
N−1
∑

i=1

∂x

[

hi

(

u
(j+1)
i − u

(j)
i

)]

− h(j) ∂x

(

u
(j+1)
N − u

(j)
N

)

+∂xu
(j)
N (h(j) − h(j−1)) − ∂xh(j)

(

u
(j)
N − u

(j−1)
N

)

.Thus, sine the whole sequene is bounded by E, and by the use of the estimate (2.3.7)and Lemma 3.1 we get:
‖F̃‖k 6 C E

∥

∥

∥

(

U(j) − U(j−1), h(j) − h(j−1)
)∥

∥

∥

k
+ Cb (1 + E)

∥

∥

∥
U(j) − U(j−1)

∥

∥

∥

k+1
,for k = 1 or 2. From Lemma 3.2 (2.3.6), we have also:

∥

∥

∥S
(j) − S(j−1)

∥

∥

∥ 6 C(η0) (1 + E + E2)
∥

∥

∥

(

U(j) − U(j−1), h(j) − h(j−1)
)∥

∥

∥

1
.



64 A dynami multilayer shallow water modelTherefore, the solution to system (Dj) satis�es the following energy estimate, for any t 6 T(where T is given by Proposition 3.7):
∥

∥

∥

(

U(j+1) − U(j), h(j+1) − h(j)
)

(t)
∥

∥

∥

1

6 C(E) eCb (1+E)2 t

(∫ t

0

∥

∥

∥

(

U(j) − U(j−1), h(j) − h(j−1)
)

(τ)
∥

∥

∥

2

1
dτ

)1/2

.Hene there exists a subsequene, still labelled (U(j), h(j)
)

j
suh as

(

U(j), h(j)
)

−→
j→∞

(U, h) strongly in C(0, T ;H1(R)) .Moreover, Lemma 3.7 gives, up to a subsequene, the onvergene:
U(j) ⇀

j→∞
U weakly in L2

(

0, T ;H3(R)
)

,while, for every �xed t 6 T :
(

U(j), h(j)
)

(t) ⇀
j→∞

(U, h)(t) weakly in H2(R) .Thus we have a solution (U, h) to system (2.3.2), lying in C(0, T ;H1(R))∩L∞
(

0, T ;H2(R)
),satisfying for any t, x:

h(t, x) ≥ η0 > 0 ,

‖(U, h)(t)‖2 ,

(∫ t

0
‖U(τ)‖2

3 dτ

)1/2

6 E .Finally, we show that (U, h) ∈ C(0, T ;H2(R)) by regularizing: we onsider (Uε, hε) =
(ρε ∗ U, ρε ∗ h), where ρε∗ is the Friedrihs'molli�er with respet to x. Thus, applying ρε∗to system (2.3.2) we obtain























∂tU
ε − µ ∂xxU

ε = Sε + Cε
0 ,

∂th
ε + uε

N ∂xhε = F ε + Cε
1 ,

(Uε, hε)(t = 0) = (ρε ∗U0, ρε ∗ h0) ∈ C∞ ,

(2.3.21)where Sε = ρε ∗ S, F ε = ρε ∗ F and






Cε
0 = (∂t − µ ∂xx) (Uε) − ρε ∗ (∂t − µ ∂xx) (U) ,

Cε
1 = {∂th

ε − ∂x (hε uε
N )} − ρε ∗ {∂th − ∂x (huN )} .By lassial arguments on molli�ers [146, 174℄, we have, as ε goes to zero:







Cε
0 , Cε

1 → 0 ,

(Uε , hε) → (U, h) .Therefore, at the uniform limit we have (U, h) ∈ C(0, T ;H2(R)). Uniqueness follows fromthe energy estimate and this onludes the proof of Theorem 1.1.



Chapitre 3Finite Volume disretization andnumerial simulations of themultilayer shallow water modelIn this hapter, we propose a disretization of system (2.1.10) with a Finite Volume methodin Setion 3.1. Then we present some numerial results in Setion 3.2: we ompare themodel to lassial shallow water models as well as with the primitive system when there isno visosity. Moreover, we illustrate the dynami behavior of our model, with addition orremoval of layers.3.1 Numerial shemeWe present in this setion the disrete version of the system (2.1.10). Several strategiesare possible. For example, in [12, 13, 58℄, the authors perform an upwind sheme based onapproximate Riemann state solvers. In [14, 15℄, the authors use a kineti formulation. Here,we will simply use a Finite Volume sheme [133, 134℄, by isolating an hyperboli part ofthe system, for whih we an evaluate exat eigenvalues, without omputing eigenvetors.The lawfulness of this hoie an be disussed but the results obtained are good, and thesimpliity of the sheme makes it easy to implement, while the ode is dynami: we anadd or remove layers when the uppest layer height beomes too large or too small.In order to design a numerial sheme, we will onsider a third formulation of the onedimensional multilayer problem (2.1.10). This time, the unknowns are denoted by V, lyingin R
N+1, and W in R

N :
=
(

Vi

)

06i6N
= (h, huN , u1, . . . , uN−1)

T , W = (w1/2, . . . , wN−1/2)
T .Hene, we separate the visous terms: the horizontal one is inluded in the �ux termwith respet to x, and the vertial one is kept in the soure term. The formulation readsas: 65



66 Disretization and numerial simulations






















∂tV + ∂xF(V) = S(V,W) ,

w1/2 = u1 ∂xzb ,

wi+1/2 − wi−1/2 = −hi ∂xui , 1 6 i 6 N − 1 .

(3.1.1)The �ux term F ∈ R
N+1 then omprises two parts: a onvetive part FC orresponding tothe transport and a di�usive one FD orresponding to the horizontal visosity. Preisely,we write its ith oordinate, for 0 ≤ i ≤ N , as follows:

Fi = FC
i + FD

i ,where






















FC
0 = huN ,

FC
1 = hu2

N + g h2/2 ,

FC
i = u2

i−1 + g h , 2 6 i 6 N .























FD
0 = 0 ,

FD
1 = −µ h∂xuN ,

FD
i = −µ ∂xui−1 , 2 6 i 6 N .The soure term S = (Si)06i6N is omposed of three parts, oming from di�erent ef-fets, namely G = Sb + Sv + Se. First the topography soure term Sb is given by



















































Sb
0 = 0 ,

Sb
1 = −g h ∂xzb ,

Sb
2 =

(

u2
1

h1
− g

)

∂xzb ,

Sb
i = −g ∂xzb , 3 6 i 6 N .Seond, Sv represents the terms oming from the vertial visosity and the frition:



























































Sv
0 = 0 ,

Sv
1 = −2µ

uN − uN−1

h + hN−1
,

Sv
2 = 2µ

u2 − u1

h1 (h1 + h2)
− κ

h1
u1 ,

Sv
i = 2µ

ui − ui−1

hi−1 (hi + hi−1)
− 2µ

ui−1 − ui−2

hi−1 (hi−1 + hi−2)
, 3 6 i 6 N .



3.1 Numerial sheme 67Finally Se is the mass exhange term and is given by:


















































Se
0 = wN−1/2 ,

Se
1 = uN−1/2 wN−1/2 ,

Se
2 = − 1

h1
u3/2 w3/2 ,

Se
i =

1

hi−1

(

ui−1/2 wi−1/2 − ui−3/2 wi−3/2

)

, 3 6 i 6 N .The system is ompleted with the initial ondition
V(0, x) = V0(x) =

(

h0, h0 u0
N , u0

1, . . . , u
0
N−1

)T
. (3.1.2)Therefore, using this formulation we base the onstrution of the sheme on the followingremark dealing with hyperboliity of some part of the system (3.1.1).Remark 1.1. The system (3.1.1) when replaing the right hand side by 0 and taking

µ = 0 (that is only onsidering the transport �ux FC), is hyperboli and the eigenvaluesof the Jaobian matrix J of the �ux read as:
SP(J) =

{

uN +
√

gh, uN −
√

gh, 2u1, · · · , 2uN−1

}

.It is simply seen when we ompute the Jaobian J :
∂F

∂V
= J(V) =





















0 1 0 · · · · · · 0
gh − u2

N 2uN 0 0 · · · 0
g 0 2u1 0 · · · 0... 0 0 2u2 0 · · ·... ... · · · · · · . . . · · ·
g 0 · · · · · · · · · 2uN−1





















.

The eigenvalues are seen immediately. Moreover, the eigenvetors are omputed easily,and the Jaobian matrix does not degenerate in a non diagonalizable matrix when someveloities beome equal, as long as we have h > 0.Remark 1.2. This remark will be used to design the numerial sheme, but it is notreally a property of hyperboliity for the full system (2.1.10), sine the soure term of theformulation (3.1.1) ontains derivatives of the unknowns ui. Nevertheless the numerialresults obtained with this formulation are totally lawful.We now present the disrete version of the system (3.1.1). We use alligraphi letters toname the numerial sheme. We introdue a spae-time disretization based on a uniformgrid of points xj+1/2 with spae step ∆x and on a grid of points tk = k ∆t with a time



68 Disretization and numerial simulationsstep ∆t wih will be preised later through a CFL ondition. The �nite volume methodonsists in integrating the system on eah ontrol ell Cj = (xj−1/2;xj+1/2) of the meshand eah time step, and approximating the �uxes at the interfaes.First, initial data (V0
i

)

06i6N
are omputed, as usual in the �nite volume framework,as the averaged values of (3.1.2) through eah spae ell, that is, for all i ∈ {0, . . . , N},for all j in Z,

V0
i,j =

1

∆x

∫

Cj

V 0
i (x)dx .Then, the semi disrete numerial sheme reads, for all i in {0, . . . , N}, for all j in Z:ddt

Vi,j +
1

∆x

(

Fi, j+1/2 −Fi, j−1/2

)

= Gi, j ,where Fi, j+1/2 is the approximation of the ith oordinate of the �ux at the ell interfae
xj+1/2, and Gi, j , Vi, j are the approximation of the mean value of the ith oordinate of G,
V on the ell Cj .Let us now desribe the numerial �ux, sum of the onvetive part and the di�usivepart, �rst without slope limiters. On the one hand we hoose the Lax-Friedrihs �ux forthe �hyperboli� part, that is for all i in {0, . . . , N}, for all j in Z:

FC
i, j+1/2 =

1

2

[

FC
i (Vj+1) + FC

i (Vj) − a∞
(

Vi, j+1 − Vi, j

)

]

,where a∞ = sup
{

|λ|, λ ∈ SP(J)
}. On the other hand, the di�usive �ux, essentially anapproximation of the gradient of the veloities at the ell interfaes, is disretized lassially.The oordinates of the disrete unknown V are expressed in terms of water height andveloities:

V0 = H , V1 = HUN , Vi = Ui−1 for 2 ≤ i ≤ N .Therefore


































FD
0, j+1/2 = 0 ,

FD
1, j+1/2 = −µHj+1/2

UN, j+1 − UN, j

∆x
,

FD
i, j+1/2 = −µ

Ui−1, j+1 − Ui−1, j

∆x
, 2 6 i 6 N ,where Hj+1/2 = (Hj+1 + Hj) /2. Before treating the soure terms, we shall impose the

CFL stability ondition. This neessary ondition appears in the next alulations: wetake the soure term equal to zero and onsider an expliit Euler sheme in time for sake ofsimpliity. Then, with the hoie of three points expliit �uxes we made, we may write thenumerial solution at time tn+1, Vn+1
i,j as a ombination of Vn

i,j+1, Vn
i,j and Vn

i,j−1. Preisely,we have, for j ∈ Z, for 0 ≤ i ≤ N :
Vn+1

i,j = αn
i,j Vn

i,j−1 + βn
i,j Vn

i,j + γn
i,j Vn

i,j+1 ,
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αn
i,j = ∂iF

C
i (ξn

i )
∆t

2∆x
+ a∞

∆t

2∆x
+ µ

∆t

∆x2
δn
i,j−1/2 ,

βn
i,j = 1 − a∞

∆t

∆x
− µ

∆t

∆x2

(

δn
i,j−1/2 + δn

i,j+1/2

)

,

γn
i,j = −∂iF

C
i (ξn

i )
∆t

2∆x
+ a∞

∆t

2∆x
+ µ

∆t

∆x2
δn
i,j+1/2 ,with γn

i,j+1/2 =







0 if i = 0 ,
Hn

j+1/2 if i = 1 ,

1 if 2 ≤ i ≤ N .Now, with the de�nition of a∞ and the fat that the size of the uppest layer is of order
O
(

h
) stritly smaller than 1, we an require the following CFL ondition:

a∞
∆t

∆x
+ 2µ

∆t

∆x2
< 1 . (CFL)Atually, we will rather use an expliit Runge Kutta of order 4 sheme in time instead ofan expliit Euler sheme, and the time step is reomputed after eah step to statisfy thestability ondition (CFL). Moreover, we introdue slope limiters in the �uxes to reonstrutthe unknowns Vi on the right (+) and on the left (−) of the ell interfaes xj+1/2. We usethe lassial minmod limiters σi, j , that is for 0 ≤ i ≤ N , for j ∈ Z:

σi, j = minmod (Vi, j+1 − Vi, j,Vi, j − Vi, j−1) .Then the right and left reonstruted values at interfae xj+1/2 of the ith oordinate of Vread:










V+
i, j+1/2 = Vi, j+1 − σi, j+1 (Vi, j+2 − Vi, j+1) ,

V−
i, j+1/2 = Vi, j + σi, j (Vi, j+1 − Vi, j) .Hene the onvetive �ux inluding the slope limiters reads, for 0 ≤ i ≤ N , for j ∈ Z:

FC
i, j+1/2 =

1

2

[

FC
i (V+

j+1/2) + FC
i (V−

j+1/2) − a∞
(

V+
i, j+1/2 − V−

i, j+1/2

)

]

.We do the same to ompute the di�usive �ux FD. Let us now de�ne the disrete Wvariable. Sine the vertial veloity Wi+1/2,j is essentially an horizontal gradient of theveloity at the layer interfae zi+1/2 and in the horizontal ell Cj, we hoose the followingreonstrution for j ∈ Z, for 1 6 i 6 N − 1:










W1/2,j = V3,j ∂xzb(xj) ,

Wi+1/2,j = Wi−1/2,j − hi
1

2∆x

{(

U+
i,j+1/2 + U−

i,j+1/2

)

−
(

U+
i,j−1/2 + U−

i,j−1/2

)}

.Finally we hoose a smooth topographi soure term, for whih we an ompute the deriva-tive exatly. This avoids numerial di�ulties that an our with the disretization of thesoure term Sb (whih an be handled by di�erent methods, see for example [13, 98℄).
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Remark 1.3. We an mention that an expliit sheme in time may be very restritivebeause of the visous terms. Nevertheless, we onsider a small visosity oe�ient, whihredues the onstraint on the time step. Moreover, the instantaneous regularizing e�et ofthe visous terms makes the nononservative produt h∂xuN well de�ned at the �rst timestep, even if we start with a disontinuous initial water height as in Setion A.2.Remark 1.4. We an note that this numerial sheme preserves at the disret level theonservation of the mass ∫ hdx and the onstant steady states with periodi boundaryondition. We will also see in the numerial results that it aptures non onstant steadystates in the last test ase performed (see Setion 3.2.5).3.2 Numerial experimentsIn this setion we present numerial simulations performed to validate numerially themultilayer system and its disretization. We also show its possible dynami behavior,depending on the wanted auray in the vertial diretion, whih is given by the hoieof the amplitude h of the inside �xed layers. In all the tests performed, the CFL numberis equal to 0.95.3.2.1 Test 1: perturbation of rest in height, omparison with lassialShallow Water model, �at bottomIn this setion, we perturb the lake at rest in height. We take gravity onstant g = 1,visosity µ = 0.0001, no frition, omputational domain [0, 1] and periodi boundary on-ditions. We ompare �rst our model to existing models, and then investigate its dynamibehavior. We onsider the initial ondition







η(t = 0, x) = 0.1 + 0.01 (1 + 0.8 cos(2π x/L)) ,

ui(t = 0, x) ≡ 0 for 1 6 i 6 N ,
(3.2.1)where the number of layers N will be either 5 (h = 0.02) or 15 (h = 0.006). Then weplot the solution to the multilayer sheme for 5 layers (+) and 15 layers (•), as well as theresult obtained with a simple global Lax-Friedrihs sheme for the lassial visous shallowwater system (lines), for di�erent times. Figure 3.1 shows the evolution of the free surfae,and Figure 3.2 shows the evolution of the averaged horizontal veloity.On the one hand, we observe that the results �t well with the lassial one layermodel, whatever the number of layers. Hene our multilayer model is at least as goodas the lassial Saint-Venant model. On the other hand, we do have an advantage whenonsidering the multilayer model: information on the vertial veloity. Indeed, we see inFigure 3.3 the veloity �eld inside the water for 15 layers. This information an not bereovered by the lassial shallow water model.
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∂tu + u∂xu + w ∂zu + g ∂xH = 0 ,

∂tH + u(z = H) ∂xH = w(z = H) ,
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w(t, x, 0) = 0 , ∀ (t, x) ∈ R

+ × R , ∂xu + ∂zw = 0 .In order to design our numerial sheme for this system, we introdue a traer parameter
0 6 a 6 1 of partiules of �uids in the vertial diretion [38℄. Thus the vertial positionof one partile of �uid at time t and horizontal position x reads:

z = Z(t, x, a) , 0 6 a 6 1 .Then, we have Z(t, x, a = 0) = 0 for partiles at the bottom, and Z(t, x, a = 1) = H(t, x)at the free surfae. Moreover we ask the advetion equation at the free surfae to besatis�ed for any a, namely:
∂tZ(t, x, a) + u (t, x, Z(t, x, a)) ∂xZ(t, x, a) = w (t, x, Z(t, x, a)) . (3.2.2)Hene, noting c = ∂aZ and injeting these new variables in the primitive equations, weget an hyperboli system posed in a �xed domain Ω = R

+ × R × [0, 1]. It reads, for all
(t, x, a) ∈ Ω:

∂tũ(t, x, a) + ∂x

(

ũ2

2

)

(t, x, a) = −g ∂xZ(t, x, 1) , (3.2.3)
∂tc(t, x, a) + ∂x (c ũ) (t, x, a) = 0 , (3.2.4)
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where ũ(t, x, a) = u (t, x, Z(t, x, a)) and w̃(t, x, a) = w (t, x, Z(t, x, a)). Boundary ondi-tions are obtained in the same way. This formulation allows to perform a �nite volumesheme.We take periodi boundary onditions, no frition and the omputational domain is
[0, 1]. We run the multilayer ode for 15 layers (h = 0.006) and 40 layers (h = 0.002), withthe following initial onditions







η(0, x) = 0.1 + 0.01
(

1 + 0.5 cos(2π x/L) + 0.2 sin(4π x/L)
)

,

ui(0, x) ≡ 0 for 1 6 i 6 N ,
(3.2.5)and orresponding initial datum for the Euler system. In Figures 3.4 and 3.5 we outputthe pro�les of the free surfae and the mean veloity at di�erent times. We an observethat urves �t well. Nevertheless, sine the Lagrangian formulation of the Euler equationsis only valid on short times, the hydrostati ode beomes unstable and starts to osillateafter around 100 iterations.
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74 Disretization and numerial simulations

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

hydro
15 layers

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

hydro
15 layers

−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

hydro
15 layers

(a) (b) ()Figure 3.5: Evolution of the mean veloity , t = 10 (a), t = 50 (b), t = 100 ()

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1(a) (b)Figure 3.6: Veloity �eld, hydrostati (a), 40 layers (b)veloity, taking for initial onditions:






η(0, x) ≡ 0.1 , ui(0, x) ≡ 0 for 1 6 i 6 N − 1 ,

uN (0, x) = 0.2 sin(2π x) .
(3.2.6)Then we run the multilayer ode for di�erent numbers of layers: 5 (amplitude h = 0.02)and 15 layers (h = 0.006). Thus, in Figure 4.1, we show the evolution in time of the
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free surfae and the veloity �eld inside the �uid, for these two hoies. We observe themultilayer aspets of the veloity �eld, that is appearane of vortees, beoming morevisible when we take a larger number of layers.
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3.2.4 Test 4: perturbation of rest, periodi bottom, dynami behaviorFor this test ase we onsider a spatial domain [−10, 10], visosity µ = 0.0009, no frition,size of the inside layers h = 0.08 and a smooth rapidly osilatting bottom

zb(x) = 0.1 sin(6π x/20) .We perturb �rst the rest with a sinusoidal height, with a larger period, that is:






η(0, x) = 1 + 0.07 sin(2π x/20) ,

ui(0) ≡ 0 for 1 6 i 6 N .
(3.2.7)We then output in Figure 3.8 the veloity �eld and the free surfae at di�erent times. Weobserve a transition period, during whih ours a lot of movement inside the �uid andvariations of the amplitude of the free surfae. This yields variations of the number oflayers, initially equal to 11. Next, after 200 seonds, the behavior of the �uid seems tostabilize: the free surfae tends to be symmetri to the topography and the veloities insidethe �uid are getting smaller.3.2.5 Test 5: subritial �ow over a bumpIn this test ase, we want to observe numerially the onvergene to the steady state. Forfurther information on this test as more general topography (that is disontinuous) we referto [13, 11, 47, 49, 50, 82, 98℄. In this work, sine we avoid the di�ulty of disretization ofthe topographi soure term, we take a smooth bottom given by:

zb(x) = −0.1
(

tanh(3 (x − 1)) + tanh(−3 (x + 1))
)

.We onsider the following initial and boundary onditions:






η(0, x) = ηout ≡ 1 , ui(0, x) ≡ 0 for 1 6 i 6 N − 1

huN (0, x) = (huN )in ≡ 0.06 .
(3.2.8)We take for this test: spatial domain [−10, 10], 200 points, µ = 0.0005, no frition and twodi�erent numbers of initial layers: 15 (amplitude h = 0.06) and 8 (h = 0.12). We outputthe evolution of the free surfae and the veloity �eld in Figures 3.9 (15 layers) and 3.10(7 layers) at di�erent times, the steady state is reahed at t = 45.We observe the number of layers reduing while the free surfae, initially at rest, goesto the steady state, symmetri to the topography, whatever the size of the inside layers.



3.3 Conlusion 773.3 ConlusionAs a onlusion, in Chapters 2 and 3, we propose another approah to approximate freesurfae inompressible geophysial �ows, by a multilayer shallow water type model, takingadvantage of the numerial e�ieny of suh systems. This model is not aimed at dealingwith wet/dry fronts, but rather deep water. It is derived from the hydrostati primitiveequations, whih are widely used to model oean motions. In partiular no tehnialassumption on the regime of visosity is made to make the derivation of the model rigorous.Moreover, a loal in time existene result is obtained, with a lassial restrition ofpositivity on the uppest layer height. This result allows to get a dynami behavior of themodel in the numerial simulations. Indeed, when the uppest layer height beomes toosmall (resp. too large) we remove (resp. add) one layer, and so on.At this time the oupling of this multilayer model with �at bottom, together withlassial shallow water over a sloped plan, modelling the arrival of a small wave to thebeah is under study.
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Annexe ACompléments sur l'étude du modèlemultiouheDans ette annexe, nous regroupons quelques ompléments sur l'étude de notre nou-veau modèle multiouhe de type Saint-Venant. Nous établissons à la Setion A.1 uneinégalité d'énergie naturelle assoiée à notre modèle (en 1D), et expliquons les di�ultés àgénéraliser l'estimation de BD-entropie établie par D. Bresh et B. Desjardins [43℄ pour unmodèle lassique de Saint-Venant. En�n, nous proposons quelques simulations numériquessupplémentaires en 1D, notamment de solutions disontinues, à la Setion A.2.A.1 Sur l'énergie du système multiouhe en 1DDans ette setion, a�n de simpli�er l'ériture, nous revenons à notre modèle multi-ouhe 1D et onsidérons une bathymétrie triviale ainsi que la dé�nition des vitesses ui+1/2omme moyenne arithmétique de ui+1 et ui. L'équation � générique � pour la ouhe i(1 6 i 6 N) s'érit don
∂t (hi ui) + ∂x

(

hi u2
i

)

+ g hi ∂xH = µ ∂x (hi ∂xui)

+ui−1/2 wi−1/2 − ui+1/2 wi+1/2

−2µ
ui − ui−1

hi + hi−1
+ 2µ

ui+1 − ui

hi + hi+1
,

(A.1.1)ave les onventions :


















u1/2 = 0, ui+1/2 =
ui+1 + ui

2
pour 1 6 i 6 N − 1, uN+1/2 = 0,

w1/2 = 0, wi+1/2 = −h
∑

k=1

i ∂xuk pour 1 6 i 6 N − 1, wN+1/2 = 0 .
(A.1.2)
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82 Compléments sur le modèle multiouhePour les approximations des dérivées vertiales, nous imposons :


















2µ
u1 − u0

h1 + h0
= κu1 ,

2µ
uN+1 − uN

hN + hN+1
= 0 .Dans les deux sous-setions suivantes, nous reherhons des entropies pour notre système,qui pourront s'avérer utiles dans la reherhe de solutions faibles. Cependant tous les alulsii sont formels, il s'agit simplement de tenter d'adapter de manière heuristique les travauxe�etués dans [43, 144℄.A.1.1 Une estimation d'énergie naturelleNous obtenons d'abord une inégalité d'énergie naturelle pour notre système, qui est enadéquation ave l'estimation obtenue pour les modèles multiouhes existants [12, 15℄.En onsidérant des onditions aux limites périodiques (i.e. en érivant le système pour

(t, x) ∈ R
+ × T), les solutions régulières satisfont l'estimation d'énergie suivante.

∂t

∫

T

E dx + 2µ

∫

T

(

N−1
∑

i=1

(ui+1 − ui)
2

hi + hi+1
+

N
∑

i=1

hi (∂xui)
2

) dx = −κ

∫

T

u2
1 dx , (A.1.3)où l'énergie E est dé�nie par :

E =
1

2

(

g H2 +

N
∑

i=1

hi u2
i

)

.Avant de montrer ette inégalité, remarquons que notre fontion énergie est la même queelle introduite dans [12, 15℄ : 'est la somme des énergies de haque ouhe, qui orres-pondent haune à l'énergie d'un système lassique de Saint-Venant, à savoir :
E =

N
∑

i=1

Ei ave Ei =
1

2
hi u2

i + g hi ∂xhi .Obtention de l'estimation d'énergie. Les aluls sont lassiques : il s'agit de mul-tiplier les équations (A.1.1) par ui, de les intégrer sur le tore et de les sommer. Nousommençons par le membre de gauhe de (A.1.1), et plus préisément le terme
Ai := ∂t (hi ui) + ∂x

(

hi u
2
i

)

.



A.1 Sur l'énergie du système multiouhe en 1D 83En le multipliant par ui et en intégrant sur T, nous obtenons :
∫

T

Ai ui =

∫

T

(

u2
i ∂thi + hi ui ∂tui + hi u2

i ∂xui + u2
i ∂x (hi ui)

)

=
1

2

∫

T

[

(ui ∂t(hi ui) + hi ui ∂tui) +
(

hi u2
i ∂xui + ui ∂x

(

hi u2
i

))

]

+
1

2

∫

T

u2
i (∂thi + ∂x (hi ui)) .En sommant de 1 à N , ela donne :

N
∑

i=1

∫

T

Ai ui =

∫

T

1

2

[

∂t

N
∑

i=1

(

hi u2
i

)

+ ∂x

N
∑

i=1

(

hi u
3
i

)

]

+
1

2

∫

T

N
∑

i=1

u2
i (∂thi + ∂x (hi ui)) .Nous pouvons alors nous servir de la onservation de la masse, qui s'érit sous la forme :

∂th + ∂x (huN ) = wN−1/2 .Par ailleurs, en utilisant (A.1.2), nous pouvons érire :
∂x (hi ui) = wi−1/2 − wi+1/2 .Ainsi l'équation préédente devient :

N
∑

i=1

∫

T

Ai ui =

∫

T

1

2
∂t

N
∑

i=1

(

hi u2
i

)

+
1

2

∫

T

N
∑

i=1

u2
i

(

wi−1/2 − wi+1/2

)

=

∫

T

1

2
∂t

N
∑

i=1

(

hi u2
i

)

+
1

2

∫

T

N−1
∑

i=1

wi+1/2

(

u2
i+1 − u2

i

)

.Le dernier terme du membre de gauhe de (A.1.1) est traité simplement :
N
∑

i=1

∫

T

g hi ∂xH ui = −g

∫

T

H
N
∑

i=1

∂x (hi ui)

= +1
2 g
∫

T
∂t

(

H2
)

.Ensuite, pour le seond membre de (A.1.1), les termes de visosité horizontale se traitentégalement par intégration par parties :
N
∑

i=1

∫

T

µ ∂x (hi ∂xui) ui = −µ

∫

T

N
∑

i=1

hi (∂xui)
2 .



84 Compléments sur le modèle multiouheEn�n, pour les derniers termes nous allons à nouveau faire des hangements d'indies dansles sommes. Nous notons














Bi = ui−1/2 wi−1/2 − ui+1/2 wi+1/2 ,

Ci = −2µ
ui − ui−1

hi + hi−1
+ 2µ

ui+1 − ui

hi + hi+1
.Alors

N
∑

i=1

∫

T

Bi ui =
N−1
∑

i=1

∫

T

ui+1/2 wi+1/2 (ui+1 − ui) ,

N
∑

i=1

∫

T

Ci ui = −2µ
N−1
∑

i=1

∫

T

(ui+1 − ui)
2

hi + hi+1
− κ

∫

T

u2
1 .Pour onlure, il su�t de remarquer que

1

2

∫

T

N−1
∑

i=1

wi+1/2

(

u2
i+1 − u2

i

)

=

N−1
∑

i=1

∫

T

ui+1/2 wi+1/2 (ui+1 − ui) ,grâe à la dé�nition des ui+1/2.A.1.2 Estimations supplémentaires ? Existene de solutions faibles ?Si l'on s'intéresse à l'étude des solutions faibles du modèle multiouhe 1D, il est né-essaire de hoisir le � bon espae � fontionnel et d'établir des estimations fournissantassez de ompaité sur les solutions. En s'inspirant des solutions faibles pour le systèmelassique de Saint-Venant visqueux (voir [144℄ par exemple), nous pouvons herher dessolutions ave la régularité suivante pour tout T > 0 :
ui ∈ L2

(

0, T ;L2(T)
)

,

ui ∈ L∞ (0, T ;L∞(T)) ∩ L∞ (0, T ;H1(T)
)

∩ L2
(

0, T ;H2(T)
)

.Une attention partiulière doit également être portée sur le hoix des onditions initiales,par exemple : √
h0 ∈ H1(T) , h0

> 0 ,

√

hi ui ∈ L2(T) .Evidemment, puisque nous ne onsidérons pas ii les e�ets de apillarité ni de fritionturbulente, notre première estimation d'énergie ne donne pas les mêmes estimations quedans [43, 144℄.L'estimation a priori d'énergie (A.1.3) établie préédemment permet d'obtenir de la om-paité sur plusieurs termes si l'on s'intéresse à l'étude des solutions faibles du systèmemultiouhe, à savoir :
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H ∈ L∞ (0, T ;L2(T)
)

,

√

hi ui ∈ L∞ (0, T ;L2(T)
)

,

√

hi ∂xui ∈ L2
(

0, T ;L2(T)
)

,

u1 ∈ L2
(

0, T ;L2(T)
)

,

ui+1 − ui
√

hi+1 + hi

∈ L2
(

0, T ;L2(T)
)

.

(A.1.4)
Nous pouvons également obtenir d'autres estimations, à savoir :







∂xh ∈ L2
(

0, T ;L2(T)
)

,

ui ∈ L2
(

0, T ;L2(T)
)

.

(A.1.5)Néanmoins, le ontr�le sur h n'est pas su�sant pour passer à la limite dans les termes nonlinéaires de (A.1.1) (voir [43℄ pour la dimension 2 et [144℄ pour la dimension 1), notammentles termes hi u
2
i . L'étape ruiale est d'obtenir de la ompaité forte L2 sur √

hi ui. C'este qui est déliat dans notre as. En e�et, onsidérons notre système ave seulement deuxouhes. La onservation de la masse s'érit :
∂t (h1 + h2) + ∂x (h1 u1) + ∂x (h2 u2) = 0 .Si l'on oublie un instant que la hauteur h1 de la ouhe inférieure est onstante, on peutérire, en dérivant par rapport à x et en remplaçant ∂xhi par hi ∂x (log hi) :

∂t (h1 ∂x log h1 + h2 ∂x log h2)+∂x (h1 ∂xu1 + h2 ∂xu2)+∂x (h1 u1 ∂x log h1 + h2 u2 ∂x log h2) = 0 .L'idée dans la dérivation de la BD-entropie est de s'a�ranhir des termes visqueux en mul-tipliant la dérivée de l'équation de la masse par µ et de l'ajouter à l'équation sur la quantitéde mouvement. La nouvelle équation dérit l'évolution d'une quantité de mouvement pourune vitesse auxiliaire
vi := ui + µ ∂x log hi .Ensuite, la même tehnique que pour l'obtention de l'inégalité d'énergie (A.1.3) est em-ployée (multipliation par vi, intégration sur T et utilisation de la onservation de la masseet d'intégrations par parties). Nous ne pouvons pas utiliser ii la même méthode, ar lesdeux vitesse u1 et u2 sont ouplées dans la onservation de la masse.A.2 D'autres simulations numériquesNous terminons ette annexe en présentant des simulations numériques supplémen-taires de notre modèle multiouhe pour des solutions disontinues. Nous onsidérons des



86 Compléments sur le modèle multiouheonditions aux limites périodiques ainsi que les paramètres numériques suivant : visosité
µ = 0.001, frition κ = 0, gravité g = 1, CFL = 0.95, domaine spatial [0, 1] (L = 1) et 400points de disrétisation. Nous perturbons le � la au repos � :

{

H(x) ≡ 0.1 ,

ui(x) ≡ 0 pour 1 6 i 6 N ,

d'abord en vitesse, puis en hauteur.

A.2.1 Perturbation du la au repos en vitesse, fond plat
Nous hoisissons d'abord une vitesse initiale de la ouhe supérieure disontinue :

uN (0, x) =







−0.2 si 0.75 (L/2) 6 x 6 L/2 ,
+0.2 si L/2 < x 6 1.25 (L/2) ,
0 sinon .
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t = 16 (d)Nous observons dans la Figure A.1 des reirulations à l'intérieur de �uide : la pertur-bation à la surfae entraîne des onséquenes dans les ouhes internes au ours du temps,avant que l'équilibre soit rétabli.A.2.2 Perturbation du la au repos en hauteur, fond platNous perturbons ensuite le repos en hauteur a�n de pouvoir omparer le modèle avele modèle lassique de Saint-Venant, omme 'est fait au Chapitre 3 pour des solutions



88 Compléments sur le modèle multiouherégulières. Les onditions initiales sont données par :
ui(0, x) ≡ 0 pour 1 6 i 6 N ,

hN (0, x) =

{

0.02 if x 6 L/2 ,
0.01 if x > L/2 ,Nous pouvons alors omparer les vitesses moyennes (Figure A.2) et la surfae libre(�gure A.3) pour 1, 5 et 15 ouhes.
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Chapitre 4Analysis of an AsymptotiPreserving Sheme for RelaxationSystems4.1 IntrodutionMany physial problems are governed by hyperboli onservation laws with non vanish-ing sti� soure terms. These problems an desribe the e�et of relaxation toward anequilibrium, as in the kineti theory of gases for example. Atually for monatomi gases,when an equilibrium state is perturbed, it gradually relaxes to the equilibrium state withMaxwellian veloity distribution. In the ontinuum theory of nonmonatomi gases, thereare other modes of internal energy besides the translated one, and when the gas is per-turbed, the translational energy adjusts to its equilibrium value quikly. Other modes relaxto their equilibrium values through ollision of gas partiles. The time sale for suh a re-laxation proess may not be short and the phenomenon of thermo-nonequilibrium beomesimportant. In this ase, the ompressible Euler equations should be supplemented by arate equation governing the nonequilibrium mode of the internal energy. In the domain ofkineti equations, the relaxation parameter is represented by the dimensionless Knudsennumber ε > 0, de�ned as the ratio of the mean free path of the partiles over a typiallenght sale, suh as the size of the spatial domain. It measures the rare�edness of the gas.At the ontinuous level, it has been shown [21℄ that, for the Boltzmann equation
∂tf + v · ∇xf =

1

ε
Q(f) ,when the Knudsen number ε goes to zero, the distribution funtion f onverges to a loalMaxwellian M, so the marosopi model (ompressible Euler or Navier-Stokes) beomesmore adequate to desribe the behavior. For more details about �uid dynami limits ofkineti equation, we refer to [21, 22, 23, 36℄.In this ontext, developing robust numerial shemes for kineti equations that alsowork in the �uid regime beomes hallenging. It has been done in the framework of91



92 An Asymptoti Preserving shemeAsymptoti-Preserving (AP) shemes [92, 119℄. With the voabulary introdued in thesepapers, a numerial sheme is Asymptoti Preserving if1. it is a suitable sheme for the relaxation problem (the kineti equation), and whenholding the mesh size and time step �xed, and letting ε go to zero, then the shemebeomes a suitable disretization of the limit (equilibrium) problem;2. impliit ollision terms an be implemented expliitly.Indeed, from a numerial point of view, the treatment of the sti�ness an not be donewith expliit shemes, so mathematiians will rather favour the use of semi-impliit of fullyimpliit shemes.One solution o�ered by E. Gabetta, L. Pareshi and G. Tosani [96℄ to design anAsymptoti Preserving sheme, was to penalize the nonlinear ollision operator Q(f) bya linear funtion λ f and then absorb the linearly sti� part into the time variable toremove the sti�ness. More reently, F. Filbet & S. Jin [92℄ proposed to penalize theBoltzman operator by the BGK operator in order to build stable shemes with respet to
ε > 0. If suh shemes are now numerially validated and extensively used to disretizekineti equations [81, 92, 93, 96, 119℄, their mathematial study has only been done insome partiular ases [103℄, beause of the omplexity of general kineti equations, wherethe ollision operator is nonlinear. However, hyperboli onservation laws represents asimpli�ed ontext where a theoretial study of relaxation shemes an be done [8, 61, 62, 63,92, 119, 120℄. Indeed, there is a strong analogy between the loal relaxation approximationof onservation laws, initially proposed in [119℄, and the study of �uid dynamial limitsof kineti equations [36℄. In the domain of hyperboli onservation laws with sti� soureterms, the relaxation parameter plays the role of the Knudsen number in kineti theory,while the soure term is the analogous of the ollision operator, whih we want to be themost general possible. Few works are devoted to the mathematial analysis of relaxationsheme for the approximation of onservations laws. We refer for instane to the series ofpapers by D. Aregba-Driollet and R. Natalini [8℄ and A. Chalabi [61, 62, 63℄. But for allof them, the relaxation operator is relatively simple and an be easily treated expliitlywithout any additional omputational ost. Here we want to fous on the approximationof general relaxation system with a nonlinear and sti� soure term as in the ontext of theBoltzmann kineti equation. Therefore, we will onsider throughout the rest of the hapterthe following hyperboli relaxation system. For all (t, x) in R

+ × R:










∂tu
ε + ∂xvε = 0 ,

∂tv
ε + a ∂xuε = −1

ε
R(uε, vε),

(4.1.1)where a > 0 is a onstant oe�ient to be disussed later, ε is the relaxation parameterand R : R × R 7→ R is a nonlinear funtion. The system is ompleted with the initialonditions:






uε(0, x) = uε
0(x) ,

vε(0, x) = vε
0(x) .

(4.1.2)



4.1 Introdution 93The system of equations (4.1.1)-(4.1.2) is often refered to as a two veloity kinetiequation. Here we will assume that the funtion R ∈ C1(R×R, R) possesses a unique loalequilibrium, restrited to the manifold {v = A(u)} (1) , that is,
R(u, v) = 0 ⇔ v = A(u) , (4.1.3)where A is a loally Lipshitz ontinuous funtion with A(0) = 0. Therefore, under someassumptions on R and on the initial data, the solution (uε, vε) to (4.1.1)-(4.1.2) onvergesto (u, v) with v = A(u) and u solution to the onservation laws [65, 142℄







∂tu + ∂xA(u) = 0 , in R
+ × R,

u(t = 0) = u0 ,
(4.1.4)where the initial datum u0 is given by

u0 = lim
ε→0

uε
0 . (4.1.5)Conerning the mathematial study of the system (4.1.1)-(4.1.2), we refer for instaneto [152℄ (2) .Theorem 1.1. Assume that the initial datum (uε

0, v
ε
0) is bounded independently of ε in

BV (R). Consider R ∈ C1(R × R, R), whih satis�es (4.1.3) and take the harateristispeed √
a > 0 large enough. Then there exists a unique globally solution (uε, vε) to thesystem (4.1.1)-(4.1.2) in C

(

[0,∞[, L1
loc(R)2

) and there exists a onstant C > 0 whih onlydepends on a and (uε
0, v

ε
0), suh that for any ε > 0:































































∥

∥vε(t) ±√
a uε(t)

∥

∥

L∞
≤ C ∀ t > 0,

TV (uε(t)) + TV (vε(t)) ≤ C ∀ t > 0,

‖uε(t + τ) − uε(t)‖L1 ≤ C τ, ∀t ∈ R
+, τ ∈ R

+,

‖vε(t + τ) − vε(t)‖L1 ≤ C

ε
τ, ∀t ∈ R

+, τ ∈ R
+,

‖vε(t + τ) − vε(t)‖L1 ≤ Cν τ, ∀t ≥ ν, τ ∈ R
+,

(4.1.6)
where ν > 0, and Cν only depends on a, (uε

0, v
ε
0) and ν. Moreover, there exists β0 > 0 suhthat,

‖vε(t, ·) − A (uε(t, ·))‖L1 ≤ e−
β0t
ε ‖vε

0 − A (uε
0)‖L1 + C ε. (4.1.7)1This is nothing but the Impliit funtion Theorem.2The study in [152℄ is done for the relaxation of Jin-Xin, the arguments are adapted to our ase inAnnex B, where we prove Theorem 1.1.



94 An Asymptoti Preserving shemeFinally, if uε
0 onverges, as ε goes to zero, to u0 de�ned by (4.1.5), then the sequene

(uε, vε) onverges to (u,A(u)) when ε goes to 0, suh that, for any ν > 0:






uε −→ u C
(

[0,∞);L1
loc(R)

)

,

vε −→ A(u) C
(

[ν,∞);L1
loc(R)

)

,
(4.1.8)where u is the unique entropi solution to the Cauhy problem (4.1.4).In this work we propose a rigorous analysis of the Asymptoti Preserving sheme pro-posed by F. Filbet & S. Jin [92℄ for a nonlinear relaxation. In other words, denoting by

Pε and P0 respetively the relaxation and the equilibrium Cauhy problems, and Pε
h and

P0
h the orresponding disrete problems, where h represents the disretization parameter,independent of ε, we will perform a preise analysis of the following Asymptoti Preservingdiagram.

Pε
h

h
↓
0

��

ε→ 0
// P0

h

h
↓
0

��

Pε
ε→ 0

// P0The hapter is organized as follows. We present in Setion 4.2 an asymptoti preservingsheme for the relaxation model, and state the both onvergene results of the AsymptotiPreserving sheme when the relaxation parameter ε goes to zero (Theorem 2.4) and nextwhen the disretization parameter h goes to zero (Theorem 2.5). Then, we prove di�erenta priori estimates in L∞ and BV on the numerial solution to the Asymptoti Preservingsheme in Setion 4.3 in order to prove both the zero relaxation limit (Setion 4.4) andthe onvergene of the sheme (Setion 4.5). Finally, we present some numerial results inSetion 4.6.4.2 Numerial shemes and main resultsWhen R(u, v) = v − A(u), where A ∈ C1(R, R) is a given funtion, the neessary andsu�ient stability ondition is given by the so alled subharateristi ondition:
|A′(u)| <

√
a . (4.2.1)It means that the propagation speed of the equilibrium problem has to be bounded by thespeeds of the relaxation system, whih has to be dissipative. For more details about thisase, we refer to [65, 142, 152℄. Moreover, ∇R is uniformly bounded with respet to v andloally bounded with respet to u suh that, for any (u, v) in [−U0, U0] × R:







|∂uR(u, v)| ≤ g(U0) ,

0 < β0(U0) ≤ ∂vR(u, v) ≤ h(U0) ,
(4.2.2)



4.2 Numerial shemes and main results 95where β0, g and h are some onstants depending only on U0.Hene the subharateristi ondition reads, in our ase:
∣

∣

∣

∣

∂uR (u, v)

∂vR (u, v)

∣

∣

∣

∣

<
√

a .For the sequel, we de�ne for any N > 0 and α > 0,


































U(N,α) :=
(

1 + 1√
α

)

N ,

F (N,α) := sup
|ξ|≤U(N,α)

|A(ξ)| ,

V (N,α) := U(N,α) + 1√
α

F (N,α) .

(4.2.3)We also denote by I(N,α) the ompat set
I(N,α) :=

[

−√
aV (N,α),

√
aV (N,α)

]2
. (4.2.4)Moreover, we assume that the initial onditions uε

0, v
ε
0 are bounded independently of ε in

L∞(R), suh that:
N0 := max

{

sup
ε>0

‖uε
0‖L∞ , sup

ε>0
‖vε

0‖L∞

}

< ∞ . (4.2.5)Consider any a0 > 0 and assume that the funtion R ∈ 1(R × R, R) satis�es (4.1.3) and(4.2.2). We hoose the harateristi speed √
a > 0 and the parameter β > 0 suh that















√
a > max

{√
a0 ,

g (V (N0, a0))

β0 (V (N0, a0))

}

,

β = h (V (N0, a0)) ,

(4.2.6)where V is given by (4.2.3).Remark 2.1. Note that if we di�erentiate with respet to u the equilibrium equation
R(u,A(u)) = 0 ,we obtain

A′(u) = −∂uR (u,A(u))

∂vR (u,A(u))
(4.2.7)and thus reover the well known subharateristi ondition in the ase of semi-linearrelaxation, namely:

|A′(u)| <
√

a .



96 An Asymptoti Preserving shemeWe present here the splitting Asymptoti Preserving sheme and its relaxed version. Weintrodue a spae time disretization based on a uniform grid of points (xj + 1/2)j ∈Z ⊂ R,with spae step ∆x, and a grid of points tn = n ∆t, for whih the time step ∆t is hosensuh as the ratio ∆t/∆x is onstant and satis�es the CFL ondition:
0 < λ :=

√
a∆t

∆x
< 1 . (4.2.8)We denote by h = (∆t,∆x) the disretization parameter.4.2.1 An Asymptoti Preserving sheme for the relaxation systemIn this setion, we design a numerial sheme for system (4.1.1)-(4.1.2), by introduing asplitting between the linear transport part, and the nonlinear relaxation part, for whih wewill take advantage of the knowledge of the equilibrium (4.1.3). When ε beomes small,the di�erential equation (4.1.1) beomes sti� and expliit shemes are subjet to severestability onstraints. Of ourse, impliit shemes allow larger time steps, but new di�ultyarises in seeking the numerial solution of a fully nonlinear problem at eah time step. Herewe want to ombine both advantages of impliit and expliit shemes:large time step forsti� problems and low omputational omplexity of the numerial solution at eah timestep. This is done, as said in the introdution, in the spirit of Asymptoti Preservingshemes introdued by F. Filbet & S. Jin [92℄.Thus we onstrut a numerial solution (uε

h, vε
h) to (4.1.1)-(4.1.2) in R

+ × R as follows






















uε
h(t, x) =

∑

n∈N

∑

j∈Z

un
j 1Cj (x)1[tn,tn+1[(t) ,

vε
h(t, x) =

∑

n∈N

∑

j∈Z

vn
j 1Cj (x)1[tn,tn+1[(t) ,

(4.2.9)where Cj =]xj−1/2, xj+1/2[ are the spae ells and the sequenes (un
j

)

(n,j)∈N×Z

and (vn
j

)

(n,j)∈N×Zdepend on ε and are given below.First, initial data are omputed, as usual in the �nite volume framework, as the averagedvalues of (4.1.2) through eah spae ell: for all j in Z,






















u0
j =

1

∆x

∫

Cj

uε
0(x)dx ,

v0
j =

1

∆x

∫

Cj

vε
0(x)dx .

(4.2.10)Therefore, in order to disretize the system (4.1.1)-(4.1.2), we apply a splitting strategyinto a linear transport part and a sti� ordinary di�erential part as follows. The �rst partwill solve, using an expliit �nite volume sheme, the hyperboli linear system






∂tu + ∂xv = 0 ,

∂tv + a ∂xu = 0 ,
(4.2.11)



4.2 Numerial shemes and main results 97and then the seond part deals with the sti� ordinary di�erential equations










∂tu = 0 ,

∂tv = −1

ε
R(u, v) .

(4.2.12)We �rst approximate the linear transport part, that is, for a given (un , vn), we omputean approximate solution (un+1/2, vn+1/2
) of (4.2.11) at time tn+1 with a standard FiniteVolume sheme, that is, for all j ∈ Z,











u
n+1/2
j = un

j − ∆t Dhvn
j ,

v
n+1/2
j = vn

j − ∆t aDhun
j ,

(4.2.13)where Dhvn
j and aDhun

j are disrete derivatives with respet to x of v and u, given forinstane by the global Lax-Friedrihs method, namely:














Dhvn
j =

1

2∆x

[(

vn
j+1 − vn

j−1

)

−√
a
(

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

)]

,

aDhun
j =

1

2∆x

[

a
(

un
j+1 − un

j−1

)

−√
a
(

vn
j+1 − 2 vn

j + vn
j−1

)]

.Remark 2.2. Of ourse, there is a wide range of possible hoies for the numerial �uxes.As we will see below, the main property of the numerial sheme for the linear transportterm that we require is the TVD (Total Variation Diminishing) property, namely, for all
n ∈ N,







TV (un+1/2) ≤ TV (un) ,

TV (vn+1/2) ≤ TV (vn) ,where TV (u) :=
∑

j ∈Z

|uj+1 − uj |.Hene, the seond part of the splitting only onsists in approximating the nonlinearordinary di�erential equation (4.2.12), for all j ∈ Z, starting from (u
n+1/2
j , v

n+1/2
j ). Weuse the deomposition

R(u, v) = [R(u, v) − β (v − A(u))] + β (v − A(u)) ,where β > 0 is a parameter suh that
0 < sup

(u,v)
∂vR(u, v) < β.



98 An Asymptoti Preserving shemeThen, we apply a time exponential sheme on the dissipative part and get the followingnumerial sheme:






































un+1
j = u

n+1/2
j ,

vn+1
j = v

n+1/2
j −

(

v
n+1/2
j − A(u

n+1/2
j )

)

[

1 −
(

1 +
β ∆t

ε

)

e−β ∆t/ε

]

−∆t

ε
e−β ∆t/ε R

(

u
n+1/2
j , v

n+1/2
j

)

.

(4.2.14)Remark 2.3. Let us notie that the numerial sheme (4.2.13)-(4.2.14) redues to the oneinvestigated in [8℄ for the semi-linear relaxation ase, taking β = 1.4.2.2 Convergene resultsWe �rst establish a onvergene result on the asymptoti behavior of the numerial solutionto (4.2.13)-(4.2.14) when ε tends to zero.Theorem 2.4. Assume that the initial onditions uε
0, v

ε
0 are bounded independently of εin BV (R) and suh that the assumption (4.2.5) is satis�ed. Consider R ∈ C1(R × R, R),whih satis�es (4.1.3)-(4.2.2) and the harateristi speed √

a > 0 and the parameter β > 0are given by (4.2.6). Then, the solution (uε
h, vε

h) given by (4.2.9) to the sheme (4.2.13)-(4.2.14) with the initial data (4.2.10), onverges in L1(R), as ε → 0, to a numerialsolution (uh, vh), that is,
‖uε

h(t) − uh(t)‖L1 + ‖vε
h(t) − vh(t)‖L1 ≤ Ct e−β0∆t/ε

[

1 +
∥

∥δ0
∥

∥

L1

]

,where (uh, vh) is a onsistent approximation to the onservation laws (4.1.4) with vh =
A(uh),

uh(t, x) :=
∑

n∈N

∑

j∈Z

un
j 1Cj (x)1[tn,tn+1[(t),and

un+1
j = un

j + ∆t DhA(un
j ), j ∈ Z, n ≥ 1,with the initial data

u0
j =

1

∆x

∫

Cj

u0(x) dx , (4.2.15)where u0 is given by (4.1.5).The onvergene of the Asymptoti Preserving sheme is given by the following theo-rem.Theorem 2.5. Assume that the initial onditions uε
0, v

ε
0 are bounded independently of εin BV (R) and suh that the assumption (4.2.5) is satis�ed. Consider R ∈ C1(R × R, R),whih satis�es (4.1.3)-(4.2.2) and the harateristi speed √

a > 0 and the parameter β > 0are given by (4.2.6). Then, the solution (uε
h, vε

h) given by (4.2.9) to the sheme (4.2.13)-(4.2.14) and the initial data (4.2.10), onverges in L1
loc (R+ × R), as h → (0, 0), to a weaksolution (uε, vε) to the relaxation Cauhy problem (4.1.1)-(4.1.2).



4.3 A priori estimates 994.3 A priori estimatesIn this setion, we give the preise de�nition of the parameter β and the assumption onthe harateristi speed to ensure the stability of the sheme (4.2.13)-(4.2.14) and proveestimates on the solution to the relaxation problem whih are uniform with respet to ε. Infollowing setion, we drop the subsripts ε for sake of larity and investigate the stabilityproperty of the Asymptoti Preserving sheme (4.2.13)-(4.2.14).4.3.1 A priori estimate on the relaxation operatorIn this setion we fous on the seond part of the sheme devoted to the approxima-tion of the relaxation soure term and give a tehnial lemma, whih establishes a quasi-monotiniity property on the operator Gε,s. In order to do this, we will rather onsiderthe equivalent formulation on the diagonal variables w and z. Let us rewrite the splittingsheme on these variables. For given u and v,






w = −v − √
a u ,

z = +v − √
a u .

(4.3.1)Therefore, the linear transport sheme (4.2.13) written for (w, z) only beomes the upwindmethod:for all j ∈ Z,














w
n+1/2
j = wn

j −√
a ∆t

∆x

(

wn
j − wn

j−1

)

,

z
n+1/2
j = zn

j +
√

a ∆t
∆x

(

zn
j+1 − zn

j

)

,

(4.3.2)whereas the nonlinear sti� part (4.2.14) yields, for all j ∈ Z















wn+1
j = w

n+1/2
j + Gε,∆t

(

w
n+1/2
j , z

n+1/2
j

)

,

zn+1
j = z

n+1/2
j − Gε,∆t

(

w
n+1/2
j , z

n+1/2
j

)

,

(4.3.3)with
Gε,∆t(w, z) =

(

z − w

2
− A

(

−w + z

2
√

a

)) [

1 −
(

1 +
β ∆t

ε

)

e−β ∆t/ε

]

+
∆t

ε
e−β ∆t/ε R

(

−w + z

2
√

a
,
z − w

2

)

.The main result of this setion, from whih will be derived L∞ an BV estimates,follows.Lemma 3.1. Assume the funtion R ∈ C1(R × R, R) satis�es (4.1.3)-(4.2.2) and hoose
a > 0, β > 0 suh that (4.2.6) is veri�ed. Then,
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(i) the subharateristi ondition is satis�ed for all (w, z) ∈ I(N0, a0), that is,

∣

∣

∣

∣

∂uR
∂vR

(u, v)

∣

∣

∣

∣

<
√

a, (4.3.4)where 2
√

a u := −(w + z) and 2 v := z − w.
(ii) for all ε , s > 0, the soure term operator Gε,s is quasimonotone on the ompat set

I(N0, a0), that is,






−1 ≤ ∂wGε, s(w, z) ≤ 0, ∀ (w, z) ∈ I(N0, a0),

0 ≤ ∂zGε, s(w, z) ≤ 1, ∀ (w, z) ∈ I(N0, a0);
(4.3.5)

(iii) onsider for i = 1, 2, (wn+1
i , zn+1

i ) two solutions to (4.3.3) orresponding to twoinitial data (w
n+1/2
i , z

n+1/2
i ) ∈ I(N0, a0). Then there exist w and z ∈ R suh that

|w|, |z| ≤ √
aV (N0, a0) and























































wn+1
1 − wn+1

2 =
(

w
n+1/2
1 − w

n+1/2
2

) (

1 + ∂wGε,s(w, z
n+1/2
1 )

)

+
(

z
n+1/2
1 − z

n+1/2
2

)

∂zGε,s(w
n+1/2
2 , z) ,

zn+1
1 − zn+1

2 =
(

z
n+1/2
1 − z

n+1/2
2

) (

1 − ∂zGε,s(w
n+1/2
2 , z)

)

−
(

w
n+1/2
1 − w

n+1/2
2

)

∂wGε,s(w, z
n+1/2
1 ) .

(4.3.6)
Proof. For any N0 > 0 and a0 > 0, we �rst observe that for (w, z) ∈ I(N0, a0),

|u| =
|w + z|
2
√

a
≤ V (N0, a0).Therefore, using the assumption (4.2.2) and the de�nition (4.2.3), we get that

∣

∣

∣

∣

∂uR
∂vR

(u, v)

∣

∣

∣

∣

≤ g (V (N0, a0))

β0 (V (N0, a0))
<

√
a ,whih proves the �rst assertion (i).Now we prove (ii) the quasi-monotoniity property of Gε,s. Computing the partialderivatives of Gε,s, it yields for all s > 0,























∂wGε,s = −1

2

(

1 − A′(u)√
a

) [

1 −
(

1 +
β s

ε

)

e−β s/ε

]

− s

2 ε
e−β s/ε

(

∂uR√
a

+ ∂vR
)

,

∂zGε,s = +
1

2

(

1 +
A′(u)√

a

) [

1 −
(

1 +
β s

ε

)

e−β s/ε

]

+
s

2 ε
e−β s/ε

(−∂uR√
a

+ ∂vR
)

.



4.3 A priori estimates 101Hene, from Remark 2.1 and the subharateristi ondition (4.3.4), we obtain that forall (u, v) ∈ I(N0, a0)

∂wGε,s(w, z) ≤ 0 and ∂zGa,s(w, z) ≥ 0 .Moreover, still using ondition (4.3.4), we also get for all (w, z) ∈ I(N0, a0)






















∂wGε,s(w, z) ≥ −
[

1 − βs

ε
e−βs/ε

]

− ∂vR(u, v)
s

ε
e−βs/ε ,

∂zGε,s(w, z) ≤
[

1 − βs

ε
e−βs/ε

]

+ ∂vR(u, v)
s

ε
e−βs/ε .Now sine |u| ≤ V (N0, a0) and from the hoie of the parameter β in (4.2.6), it yields

|∂vR(u, v)| ≤ β. Therefore, we onlude that
−1 ≤ ∂wGε,s(w, z) and ∂zGε,s(w, z) ≤ 1, ∀(w, z) ∈ I(N0, a0).Finally (iii) follows from a �rst order Taylor expansion of Gε,s.This Lemma allows to obtain the following omparison priniple.Corollary 3.2. Consider for i = 1, 2, two initial data (w

n+1/2
i , z

n+1/2
i ) ∈ I(N0, a0) satis-fying the monotononiity ondition

w
n+1/2
1 ≤ w

n+1/2
2 and z

n+1/2
1 ≤ z

n+1/2
2 .Then, the numerial solution (wn+1

i , zn+1
i ), given by (4.3.3) orresponding to the inital data

(w
n+1/2
i , z

n+1/2
i ) for i = 1, 2, satis�es

wn+1
1 ≤ wn+1

2 and zn+1
1 ≤ zn+1

2 .Proof. Starting from the equality (4.3.6), it yields to the result applying the estimates(4.3.5).4.3.2 L
∞ estimatesIn this setion, we establish a uniform bound on the numerial solution to the sheme(4.2.13)-(4.2.14), that is, equivalently the sheme (4.3.2)-(4.3.3), with the time-spae step

h = (∆t,∆x) suh that (4.2.8) is satis�ed.Proposition 3.3. Consider any a0 > 0 and
N0 = max

{

sup
ε>0

‖u0‖L∞ , sup
ε>0

‖v0‖L∞

}

.We assume that the funtion R ∈ C1(R × R, R) satis�es (4.1.3)-(4.2.2) and hoose a > 0,
β > 0 suh that (4.2.6) is veri�ed. Then, for all n ∈ N

‖un‖L∞ ≤ V (N0, a0), ‖vn‖L∞ ≤ √
aV (N0, a0).



102 An Asymptoti Preserving shemeProof. We will proeed in two steps :
− �nd a partiular solution (wn, zn) ∈ R

2 to the sheme (4.3.2)-(4.3.3) whih is uni-formly bounded,
− apply the omparison priniple on the ompat set I(N0, a0) to prove an L∞ boundon (un, vn).For R0 = (1 +

√
a)N0, we onsider the numerial solution (wn, zn) to (4.3.2)-(4.3.3)with the partiular initial data (w0, z0) = (R0, R0), whih does not depend on the spaevariable so that the transport step (4.3.2) is invariant. Then we apply the relaxationsheme (4.3.3), whih yields

wn = −vn − √
a un, zn = +vn − √

aunwhere (un, vn) are only given by










































un = u0 = −R0√
a

=

(

1 +
1√
a

)

N0,

vn =

(

1 +
β ∆t

ε

)

e−β∆t/ε vn−1 +

(

1 −
(

1 +
β ∆t

ε

)

e−β∆t/ε

)

A
(

u0
)

− ∆t

ε
e−β∆t/ε R

(

u0, vn−1
)

.Then, we proeed by indution to show that:
∀n ∈ {0, . . . , N} , (wn, zn) ∈ I(N0, a0) .We assume that (wn−1, zn−1) ∈ I(N0, a0), for some n ≥ 1. Let us prove that (wn, zn) ∈

I(N0, a0). On the one hand sine un = u0, it yields
‖un‖L∞ = ‖u0‖L∞ ≤

[

1 +
1√
a

]

N0 ≤ U(N0, a0).On the other hand, using a �rst order Taylor expansion of the soure term R(u0, .), we getthat there exists ṽn−1 ∈ R suh that
vn =

(

1 +
β − ∂vR(u0, ṽk)

ε
∆t

)

e−β∆t/ε vn−1

+

(

1 −
(

1 +
β − ∂vR(u0, ṽk)

ε
∆t

)

e−β∆t/ε

)

A
(

u0
)

.Therefore, denoting by λk ∈ R, the real number suh that
λk :=

(

1 +
β − ∂vR(u0, ṽk)

ε
∆t

)

e−β∆t/ε, ∀k ∈ N,



4.3 A priori estimates 103with |ṽk| ≤ F (N0, a0), hene we get
vn = λn−1 vn−1 + (1 − λn−1)A(u0)and sine v0 = 0

vn =

(

1 −
n−1
∏

k=0

λk

)

A(u0).Moreover, sine |u0| ≤ U(N0, a0) and ṽk ≤ √
aV (N0, a0), for all k ∈ N, we get from (4.2.2)and (4.2.6),

0 <

(

1 +
β − β0

ε
∆t

)

e−β∆t/ε ≤ λk ≤
(

1 +
β ∆t

ε

)

e−β∆t/ε < 1, ∀k ∈ N.Therefore, ‖vn‖L∞ ≤ F (N0, a0) and
‖wn‖L∞ , ‖zn‖L∞ ≤ F (N0, a0) + (1 +

√
a)N0 ≤ √

aV (N0, a0),that is, (wn, zn) ∈ I(N0, a0).Moreover, starting from the following initial datum (w0, z0) = (−R0,−R0), we on-strut another partiular solution (wn, zn) ∈ I(N0, a0) for all n ∈ {0, . . . , N}.Now, we apply the omparison priniple of Corollary 3.2 to prove an L∞ estimate forany initial data u0, v0 ∈ L∞(R) given by (4.2.10). From the de�nition of N0, we have:
‖u0‖L∞ , ‖v0‖L∞ ≤ N0.Then, we have for the initial data (w0, z0)

‖w0‖L∞ , ‖z0‖L∞ ≤ (1 +
√

a)N0 = R0 ≤ √
a V (N0, a0).In other words, we have initially:

w0 ≤ w0 ≤ w0, z0 ≤ z0 ≤ z0 .Thus, we proeed by indution and assume that
wn ≤ wn ≤ wn, zn ≤ zn ≤ zn .We �rst apply the linear transport step (4.3.2) to (wn, zn) and get that

wn ≤ wn+1/2 ≤ wn, zn ≤ zn+1/2 ≤ zn .Then, by applying Corollary 3.2 to the two solutions to (4.3.3) assoiated to the initialonditions (w
n+1/2
1 , z

n+1/2
1 ) = (wn+1/2, zn+1/2) and (w

n+1/2
2 , z

n+1/2
2 ) = (wn, zn) (resp.

(wn, zn)), we have
wn+1 ≤ wn+1 ≤ wn+1, zn+1 ≤ zn+1 ≤ zn+1,whih �nally gives for all n ∈ N, that (wn, zn) ∈ I(N0, a0). By onstrution of (un, vn) wehave proven that
‖un‖L∞ ≤ V (N0, a0), ‖vn‖L∞ ≤ √

aV (N0, a0).



104 An Asymptoti Preserving sheme4.3.3 BV estimatesIn this setion, we obtain a BV estimate on the numerial solution to the sheme (4.2.13)-(4.2.14), that is, equivalently the sheme (4.3.2)-(4.3.3), with the time-spae step h =
(∆t,∆x) suh that (4.2.8) is satis�ed.Proposition 3.4. Assume that u0, v0 are uniformly bounded with respet to ε in BV (R).For any a0 > 0 and N0 = max

{

sup
ε>0

‖u0‖L∞ , sup
ε>0

‖v0‖L∞

}, we assume that the funtion
R ∈ C1(R × R, R) satis�es (4.1.3)-(4.2.2) and hoose a > 0, β > 0 suh that (4.2.6) isveri�ed. Then, for all n ∈ N, we have:

TV (wn+1) + TV (zn+1) ≤ TV (wn) + TV (zn).Proof. First we note that u0, v0 ∈ BV (R), then by onstrution, w0, z0 ∈ BV (R) also.To prove the BV estimate, we proeed in two steps. On the one hand, using the TV Dproperty of the upwind sheme, we get that
TV (wn+1/2) ≤ TV (wn) and TV (zn+1/2) ≤ TV (zn).On the other hand, we apply the nonlinear relaxation step (4.3.3) and from Lemma 3.1

(iii) with w
n+1/2
1 = wn+1/2(.) , z

n+1/2
1 = zn+1/2(.) and w

n+1/2
2 = wn+1/2(.+∆x), z

n+1/2
2 =

zn+1/2(. + ∆x), it yields for any j ∈ Z,
|wn+1

j+1 − wn+1
j | + |zn+1

j+1 − zn+1
j | ≤ |wn+1/2

j+1 − w
n+1/2
j | + |zn+1/2

j+1 − z
n+1/2
j | .Summing over j ∈ Z, we get that

TV (wn+1) + TV (zn+1) ≤ TV (wn+1/2) + TV (zn+1/2)

≤ TV (wn) + TV (zn).

4.4 Trend to equilibriumIn this setion we �rst fous on the asymptoti behavior of the numerial solution to(4.2.13)-(4.2.14) when ε goes to zero or when times goes to in�nity. Then, we prove thatthe numerial solution to (4.2.13)-(4.2.14) onverges to a onsistent approximation of theonservation laws (4.1.4) when ε goes to zero. It orresponds to the limit Pε
h → P0

h, when
ε → 0.4.4.1 Asymptoti behaviorIn this subsetion, we drop the subsripts ε for sake of larity.



4.4 Trend to equilibrium 105Proposition 4.1. Assume that u0, v0 are uniformly bounded with respet to ε in BV (R).For any a0 > 0 and N0 as before, we assume that the funtion R ∈ C1(R × R, R) satis�es(4.1.3)-(4.2.2) and hoose a > 0, β > 0 suh that (4.2.6) is veri�ed. Then the (disrete)deviation from the equilibrium, δ = v−A(u) is ontroled as follows. For all n ∈ N and all
ε > 0







∥

∥δn+1/2
∥

∥

L1 ≤ ‖δn‖L1 + C ∆t,

‖δn‖L1 ≤ e−β0 tn/ε
∥

∥δ0
∥

∥

L1 + C ε.

(4.4.1)where C > 0 is a onstant only depending on the parameters a, β0 and the BV norm ofthe initial data.Moreover, if ε < ∆t then we get
‖δn‖L1 ≤ e−β0 tn/ε

∥

∥δ0
∥

∥

L1 + Ca ∆t e−β0∆t/ε. (4.4.2)Proof. We set, for j ∈ Z, n ∈ N the sequene of the deviations from the equilibrium:
δn
j = vn

j − A
(

un
j

)

.We �rst onsider the transport step (4.2.13) of the numerial sheme: for all j ∈ Z, thereexists ξn
j suh that ∣∣ξn

j

∣

∣ ≤ V (N0, a0) and
δ
n+1/2
j = δn

j − ∆t

2∆x

[

a
(

un
j+1 − un

j−1

)

−√
a
(

vn
j+1 − 2 vn

j + vn
j−1

)]

− ∆t

2∆x
A′(ξn

j )
[(

vn
j+1 − vn

j−1

)

−√
a
(

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

)]

.Thanks to the uniform BV estimate, proven in Proposition 3.4, the subharateristiondition
∣

∣A′(ξn
j )
∣

∣ <
√

a ,and the TVD property of the numerial �uxes we get the �rst estimate (4.4.1), by multi-plying by ∆x and summing over j ∈ Z:
‖δn+1/2‖L1 ≤ ‖δn‖L1 + ∆t Ca

[

TV (v0) +
√

aTV (u0)
]

, (4.4.3)where Ca > 0 is a onstant only depending on a.Then, we onsider the seond step of the numerial sheme (4.2.14). On the one hand,sine un+1 = un+1/2, it yields
δn+1
j = δ

n+1/2
j

[

1 + β
∆t

ε

]

e−β ∆t/ε − ∆t

ε
e−β ∆t/ε R(u

n+1/2
j , v

n+1/2
j ) .On the other hand, applying a Taylor expansion, we get that there exists η suh that

|η| ≤ √
aV (N0, a0) and:

R(u
n+1/2
j , v

n+1/2
j ) = ∂vR(u

n+1/2
j , η) δ

n+1/2
j .
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δn+1
j = δ

n+1/2
j

[

1 +

(

1 −
∂vR(u

n+1/2
j , η)

β

)

β∆t

ε

]

e−β ∆t/ε.Therefore under the assumption (4.2.2), we set for all s ≥ 0

g(s) =

[

1 +

(

1 − β0

β

)

s

]

e−s,for whih we easily show that for all s ∈ R
+, we have that e−s ≤ g (s) ≤ e−β0 s/β . Hene,for s = ∆t/ε

∥

∥δn+1
∥

∥

L1 ≤ e−β0 ∆t/ε ‖δn+1/2‖L1 . (4.4.4)Finally, gathering (4.4.3) and (4.4.4), we obtain that there exists a onstant C1 > 0 de-pending only on a, TV (u0) and TV (v0) suh that
∥

∥δn+1
∥

∥

L1 ≤ e−β0 ∆t/ε [ ‖δn‖L1 + C1 ∆t ] .By indution, we easily get
‖δn‖L1 ≤ e−β0 tn/ε

∥

∥δ0
∥

∥

L1 + Ca ∆t
e−β0 ∆t/ε

1 − e−β0 ∆t/ε
. (4.4.5)To onlude we only observe that x e−x ≤ 1 − e−x, for any x ≥ 0. This plugged into(4.4.5), it gives the seond estimate of (4.4.1), that is, there exists a onstant C > 0, onlydepending on a, β0, TV (u0) and TV (v0) suh that

‖δn‖L1 ≤ e−β0 tn/ε
∥

∥δ0
∥

∥

L1 + C ε.Moreover, when ε < ∆t, we again start from the estimate (4.4.5) and note that 1/(1 −
e−β0∆t/ε) ≤ 1/(1 − e−β0). Thus, there exists another onstant C > 0, only depending on
a, β0, TV (u0) and TV (v0) suh that

‖δn‖L1 ≤ e−β0 tn/ε
∥

∥δ0
∥

∥

L1 + C ∆t e−β0∆t/ε,whih gives (4.4.2).4.4.2 Proof of Theorem 2.4We are now ready to perform a rigorous asymptoti analysis of the numerial sheme(4.2.13)-(4.2.14) when ε goes to zero.Let us onsider the numerial solution (uε
h, vε

h) to the sheme (4.2.13)-(4.2.14) writtenin the form (4.3.2)-(4.3.3) with






wε
h = −vε

h − √
a uε

h ,

zε
h = +vε

h − √
a uε

h ,
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wε
h(t, x) =

∑

n∈N

∑

j∈Z

wε,n
j 1Cj (x)1[tn,tn+1[(t),

zε
h(t, x) =

∑

n∈N

∑

j∈Z

zε,n
j 1Cj (x)1[tn,tn+1[(t).Let us also de�ne (wh, zh) the numerial solution to the sheme (4.3.2)-(4.3.3) in theasymptoti limit ε = 0. wh and zh are given by























wh(t, x) =
∑

n∈N

∑

j∈Z

wn
j 1Cj (x)1[tn,tn+1[(t),

zh(t, x) =
∑

n∈N

∑

j∈Z

zn
j 1Cj (x)1[tn,tn+1[(t).Therefore, the values (wn

j , zn
j )(n,j)∈N×Z are given by



















w
n+1/2
j = wn

j −√
a

∆t

∆x

(

wn
j − wn

j−1

)

,

z
n+1/2
j = zn

j +
√

a
∆t

∆x

(

zn
j+1 − zn

j

)

,and then














wn+1
j = w

n+1/2
j + Gε,∆t

(

w
n+1/2
j , z

n+1/2
j

)

− ∆t En
j (ε),

zn+1
j = z

n+1/2
j − Gε,∆t

(

w
n+1/2
j , z

n+1/2
j

)

+ ∆t En
j (ε).where ∆t En

j (ε) represents the onsisteny error of the operator Gε,∆t with respet to ε,that is,
∆t En

j (ε) := Gε,∆t

(

w
n+1/2
j , z

n+1/2
j

)

− G0,∆t

(

w
n+1/2
j , z

n+1/2
j

)

.Therefore, we apply Lemma 3.1 (ii) and (iii), with (w1, z1) = (wε
j , z

ε
j ) and (w2, z2) =

(wj , zj), it yields
|wε,n+1

j − wn+1
j | + |zε,n+1

j − zn+1
j | ≤ |wε,n+1/2

j − w
n+1/2
j | + |zε,n+1/2

j − z
n+1/2
j |

+ 2
∣

∣∆t En
j (ε)

∣

∣ ,and by linearity of the transport sheme (4.3.2), we have for all n ≥ 0

|wε,n+1
j − wn+1

j | + |zε,n+1
j − zn+1

j | ≤ |wε,n
j − wn

j | + |zε,n
j − zn

j | + 2
∣

∣∆t En
j (ε)

∣

∣ .Thus, multiplying by ∆x, summing over j ∈ Z and applying a straighforward indution,we get the stability result
∑

j∈Z

∆x
(

|wε,n
j − wn

j | + |zε,n
j − zn

j |
)

≤
∑

j∈Z

∆x
(

|wε,0
j − w0

j | + |zε,0
j − z0

j |
)

+ 2
n−1
∑

k=0

∑

j∈Z

∆t ∆x
∣

∣

∣
Ek

j (ε)
∣

∣

∣
.



108 An Asymptoti Preserving shemeIt now remains to evaluate the error En
j (ε). Using that for any (u, v) ∈ I(N0, a0), thefuntion R ∈ C1(R+, R) suh that β0 ≤ ∂vR(u, v) ≤ β, then we have

∆t
∣

∣En
j (ε)

∣

∣ = e−β ∆t/ε

∣

∣

∣

∣

−
(

v
n+1/2
j − A(u

n+1/2
j )

)

(

1 +
β ∆t

ε

)

+
∆t

ε
R
(

u
n+1/2
j , v

n+1/2
j

)

∣

∣

∣

∣

,

≤ e−β0∆t/ε
∣

∣

∣
v

n+1/2
j − A(u

n+1/2
j )

∣

∣

∣
.Thanks to the estimates (4.4.1) and (4.4.2) in Proposition 4.1 on the deviation applied to

vn+1/2 − A(un+1/2) whih is also valid in the asymptoti ε → 0, it yields
‖vn+1/2 − A(un+1/2)‖L1 ≤







∥

∥δ0
∥

∥

L1 + C ∆t if n = 0,

C ∆t if n > 0.Then, we get for k ≥ 0 and ε ≤ ∆t,
∑

j∈Z

∆x∆t
∣

∣

∣Ek
j (ε)

∣

∣

∣ ≤







e−β0∆t/ε
(∥

∥δ0
∥

∥

L1 + C ∆t
)

if k = 0,

C e−β0∆t/ε ∆t if k > 0.Hene summing over 0 ≤ k ≤ n, it gives
n
∑

k=0

∑

j∈Z

∆x∆t
∣

∣

∣
Ek

ε,∆t

∣

∣

∣
≤ e−β0∆t/ε

[∥

∥δ0
∥

∥

L1 + C tn+1
]

.Finally, we get the estimate
‖wε

h(tn) − wh(tn)‖L1 + ‖zε
h(tn) − zh(tn)‖L1 ≤ ‖wε

h(0) − wh(0)‖L1 + ‖zε
h(0) − zh(0)‖L1

+ 2 e−β0∆t/ε
[∥

∥δ0
∥

∥

L1 + C tn
]and the result follows (uε

h, vε
h) → (uh, vh), when ε goes to zero.4.5 Proof of Theorem 2.5In this setion, we prove the onvergene of the relaxation Asymptoti Preserving shemestated in Theorem 2.5. More preisely, we will obtain the following error estimate betweenthe solution (uε

h, vε
h) to the sheme and the solution (uε, vε) to the ontinuous problem.Proposition 5.1. Consider a disretization parameter h = (∆t,∆x) satisfying the CFLondition (4.2.8). Assume that the initial onditions uε

0, v
ε
0 are bounded independently of εin BV (R) and suh that the assumption (4.2.5) is satis�ed. Consider R ∈ C1(R × R, R),whih satis�es (4.1.3)-(4.2.2) and the harateristi speed √

a > 0 and the parameter β > 0are given by (4.2.6). Denote by (uε, vε) the weak solution to the relaxation Cauhy problem



4.5 Proof of Theorem 2.5 109(4.1.1)-(4.1.2); while (uε
h, vε

h), given by (4.2.9), is the solution to the sheme (4.2.13)-(4.2.14) with initial data (4.2.10). Then it holds, for all t, ε > 0:
∫

R

|uε
h(t, x) − uε(t, x)| + |vε

h(t, x) − vε(t, x)| dx ≤ C

ε

(

∆t

(
∥

∥δ0
∥

∥

L1

ε
+ 1

)

+ ∆x1/2

)

.(4.5.1)As in the stability analysis of the relaxation sheme, we will rather onsider the diagonalvariables w and z and drop the subsripts ε for sake of larity when it is not neessary.In the �rst subsetion we study the onsisteny error, while in the seond we ompute theerror and prove estimate (4.5.1).4.5.1 Consisteny errorConsider (w, z) the exat solution to (4.1.1)-(4.1.2) with (4.3.1). Unfortunately, this solu-tion is not smooth enough to study the onsisteny error, then we introdue a regularization
(wδ, zδ) given by







wδ(t, x) = w ⋆ ρδ(t, x),

zδ(t, x) = z ⋆ ρδ(t, x),where ⋆ denotes the onvolution produt with respet to x ∈ R and
ρδ(x) =

1

δ
ρ
(x

δ

)

and ρ ∈ C∞
c (R), ρ ≥ 0,

∫

R

ρ(z)dz = 1.Thus, the ouple (wδ, zδ) is solution to














∂twδ +
√

a ∂xwδ = +
1

ε
Rδ(u, v),

∂tzδ − √
a ∂xzδ = −1

ε
Rδ(u, v),

(4.5.2)with Rδ = R ⋆ ρδ and (u, v) solution to (4.1.1)-(4.1.2). Therefore, the solution an bewritten as






















wδ(t
n+1, x) = wδ(t

n, x −√
a∆t) +

1

ε

∫ ∆t

0
Rδ(u, v)(tn + s, x −√

a(∆t − s))dt,

zδ(t
n+1, x) = zδ(t

n, x +
√

a∆t) − 1

ε

∫ ∆t

0
Rδ(u, v)(tn + s, x +

√
a(∆t − s))dt.(4.5.3)Then we set

w̃n
j =

1

∆x

∫

Cj

wδ(t
n, x)dx, z̃n

j =
1

∆x

∫

Cj

zδ(t
n, x)dx. (4.5.4)



110 An Asymptoti Preserving shemeIntegrating over x ∈ Cj (4.5.3) and dividing by ∆x, it yields














w̃n+1
j = w̃

n+1/2
j + Gε,∆t

(

w̃
n+1/2
j , z̃

n+1/2
j

)

+ ∆t En
1,j + ∆t En

2,j,

z̃n+1
j = z̃

n+1/2
j − Gε,∆t

(

w̃
n+1/2
j , z̃

n+1/2
j

)

+ ∆t En
3,j + ∆tEn

4,j ,

(4.5.5)with


















w̃
n+1/2
j = w̃n

j −√
a

∆t

∆x

(

w̃n
j − w̃n

j−1

)

,

z̃
n+1/2
j = z̃n

j +
√

a
∆t

∆x

(

z̃n
j+1 − z̃n

j

)

.The onsisteny errors related to the transport operator En
1,j , En

3,j are respetively de�nedby
∆t En

1,j =
εn
1,j+1/2 − εn

1,j−1/2

∆x
, ∆t En

3,j =
εn
3,j+1/2 − εn

3,j−1/2

∆x
,where εn

1,j+1/2 and εn
3,j+1/2 are the onsisteny errors of the numerial �ux and are givenby























εn
1,j+1/2 = −

∫

√
a∆t

0
wδ(t

n, xj+1/2 − s)ds +
√

a∆t w̃n
j ,

εn
3,j+1/2 = +

∫

√
a∆t

0
zδ(t

n, xj+1/2 + s)ds − √
a ∆t z̃n

j+1,whereas the onsisteny errors ∆tEn
2,j and ∆tEn

4,j orrespond to the sti� soure term andare given by


























∆t En
2,j = +

1

∆x

∫

Cj

∫ ∆t

0

1

ε
Rδ (u, v) (tn + s, x −√

a(∆t − s))ds − Gε,∆t

(

w̃
n+1/2
j , z̃

n+1/2
j

) dx,

∆t En
4,j = − 1

∆x

∫

Cj

∫ ∆t

0

1

ε
Rδ (u, v) (tn + s, x +

√
a(∆t − s))ds − Gε,∆t

(

w̃
n+1/2
j , z̃

n+1/2
j

) dx.We then evaluate suessively eah onsisteny error term. On the one hand, we provethe following onsisteny error for smooth solutions, whih is related to the transportapproximation.Proposition 5.2. Let (w, z) be given by (4.3.1), where (u, v) is the exat solution to(4.1.1)-(4.1.2) and suh that w, z ∈ L∞(R+, BV (R)). Then the onsisteny error relatedto the transport part satis�es
∑

j∈Z

∆x
[

|En
1,j | + |En

3,j |
]

≤ C
∆x

δ
(TV (w(tn)) + TV (z(tn) ) .



4.5 Proof of Theorem 2.5 111Proof. We �rst study the onsisteny error for w ∈ L∞(R+, BV (R)). We perform a simplehange of variable, whih yields sine √
a∆t = λ∆x,

εn
1,j+1/2 = −λ

∫ ∆x

0
wδ(t

n, xj+1/2 − λs)ds + λ

∫ ∆x

0
wδ(t

n, xj+1/2 − s)ds,

= λ

∫ ∆x

0

∫ s

λs
∂xwδ(t

n, xj+1/2 − r)dr ds.Therefore, sine wδ is smooth we have
∣

∣En
1,j

∣

∣ =

√
a

∆x2

∣

∣

∣

∣

∫ ∆x

0

∫ s

λs
∂xwδ(t

n, xj+1/2 − r) − ∂xwδ(t
n, xj−1/2 − r)dr ds

∣

∣

∣

∣

,

≤ √
a

∫ xi+1/2

xi−3/2

∣

∣∂2
xxwδ(t

n, x)
∣

∣ dx.By multiplying by ∆x and summing over j ∈ Z, we get an estimate for a smooth solution
wδ(t

n) ∈ W 2,1(R),
∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
1,j

∣

∣ ≤ 2
√

a∆x ‖∂2
xxwδ(t

n)‖L1 .To ahieve the proof, we need to estimate ‖∂2
xxwδ(t

n)‖L1 with respet to w and ρδ. Usingthe onvolution properties, we easily get
‖∂2

xxwδ(t
n)‖L1 ≤ C

δ
‖∂xwδ(t

n)‖L1 ≤ C

δ
TV (w(tn)),whih allows to onlude that

∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
1,j

∣

∣ ≤ C
∆x

δ
TV (w(tn)).Using a similar tehnique, we also get for a smooth solution z ∈ L∞(R+, BV (R)),

∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
3,j

∣

∣ ≤ C
∆x

δ
TV (z(tn)).On the other hand, we treat the onsisteny errors En

2,j and En
4,j, whih are related tothe sti� soure term.Proposition 5.3. Let (w, z) be given by (4.3.1), where (u, v) is the exat solution to(4.1.1)-(4.1.2). Assume that w, z ∈ L∞(R+, BV (R)). Then there exists a onstant C > 0,only depending on u and v suh that the onsisteny error related to the sti� soure partsatis�es

∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
2,j

∣

∣ ≤ C

[

∆t

ε

(

e−β0 tn/ε

∥

∥δ0
∥

∥

L1

ε
+ 1

)

+
∆x

ε
+

δ

ε

]
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∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
4,j

∣

∣ ≤ C

[

∆t

ε

(

e−β0 tn/ε

∥

∥δ0
∥

∥

L1

ε
+ 1

)

+
∆x

ε
+

δ

ε

]

.Proof. We �rst de�ne (ũn
j , ṽn

j ) suh that
ũn

j = −
w̃n

j + z̃n
j

2
√

a
and ṽn

j =
z̃n
j − w̃n

j

2
.Therefore, we split the onsisteny error En

2,j as
En

2,j = En
21,j + En

22,j + En
23,j + En

24,j + En
25,j ,with































































































∆t En
21,j = −

[

1 −
(

1 +
β ∆t

ε

)

e−β ∆t/ε

]

(

ṽ
n+1/2
j − A

(

ũ
n+1/2
j

))

,

∆t En
22,j =

(

1 − e−β ∆t/ε
) ∆t

ε
R(ũ

n+1/2
j , ṽ

n+1/2
j ),

∆t En
23,j =

1

ε∆x

∫

Cj

∫ ∆t

0
Rδ(u, v)(tn + s, x −√

a(∆t − s)) −Rδ(u, v)(tn, x −√
a(∆t))dsdx,

∆t En
24,j =

∆t

ε∆x

∫

Cj

Rδ(u, v)(tn, x −√
a(∆t)) −R(u, v)(tn, x −√

a(∆t))dx,

∆t En
25,j =

∆t

ε∆x

∫

Cj

R(u, v)(tn, x −√
a(∆t)) −R

(

ũ
n+1/2
j , ṽ

n+1/2
j

) dx.On the one hand, the two terms En
21,j and En

22,j an be easily evaluated using a Taylorexpansion of s 7→ e−βs/ε:it yields
∆t |En

21,j | ≤
1

2

(

β∆t

ε

)2 ∣
∣

∣
ṽ

n+1/2
j − A

(

ũ
n+1/2
j

)∣

∣

∣
.Using that R(u,A(u)) = 0 and R ∈ C1(R2, R) with ∂vR(u, v) ≤ β, we also obtain that

∆t |En
22,j| ≤

(

β∆t

ε

)2 ∣
∣

∣
ṽ

n+1/2
j − A

(

ũ
n+1/2
j

)∣

∣

∣Therefore, from (4.4.1) in Proposition 4.1, we have
∑

j∈Z

∆x
[

|En
21,j | + |En

22,j |
]

≤ C
∆t

ε

(

e−β0 tn/ε

∥

∥δ0
∥

∥

L1

ε
+ 1

)

. (4.5.6)



4.5 Proof of Theorem 2.5 113On the other hand, we proeed to the evaluation of the terms En
23,j , En

24,j and En
25,j . First,for s ∈ [0,∆t], we set

ϕδ,x(s) = [R(u, v) ⋆ ρδ] (t
n + s, x −√

a(∆t − s)).Then, from (4.2.2) and (4.2.6), we know that |∂uR(u, v)| ≤ √
a β and |∂vR(u, v)| ≤ β, forany (u, v) ∈ I(N0, a0), we obtain

∑

j∈Z

∆x∆t
∣

∣En
23,j

∣

∣ ≤ 1

ε

∫

R

∣

∣

∣

∣

∫ ∆t

0

∫ s

0
ϕ′

δ,x(η)dη ds

∣

∣

∣

∣

dx,

≤ C
∆t

ε

∫

R

∫ tn+1

tn
(|∂tuδ| + |∂xuδ|) (t, x)dt dx

+ C
∆t

ε

∫

R

∫ tn+1

tn
(|∂tvδ| + |∂xvδ|) (t, x)dt dx.Thus we an use the estimates on the ontinuous relaxation system listed in Theorem 1.1.Indeed, sine











∂tuδ = −∂xvδ,

∂tvδ = − a ∂xuδ −
1

ε
Rδ(u, v),we obtain, by applying a �rst order Taylor expansion of R, the inequalities

∫

R

(|∂tuδ| + |∂xuδ|) (t, x)dx ≤ TV (u(t)) + TV (v(t)),

∫

R

(|∂tvδ| + |∂xvδ|) (t, x)dx ≤ C

(

TV (u(t)) +
1

ε
‖(v − A(u))(t)‖L1

)

.Hene, integrating over t ∈ (tn, tn+1) and using (4.1.6) and (4.1.7), we get:
∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
23,j

∣

∣ ≤ C
∆t

ε

(

TV (u(tn)) + TV (v(tn)) +
e−β0tn/ε

ε
‖δ0‖L1 + 1

)

, (4.5.7)where C > 0 only depends on √
a and β.Now we treat the term En

24,j using the smoothness properties of R (4.2.2) and (4.2.6),it gives
∑

j∈Z

∆x |En
24,j | =

1

ε

∫

R

∣

∣

∣

∣

∫

R

[

R(u, v)(tn, x − y −√
a∆t) −R(u, v)(tn, x −√

a∆t)
]

ρδ(y)dy

∣

∣

∣

∣

dx,

≤ C

ε

∫

R2

[|u(tn, x) − u(tn, x − y)| + |v(tn, x) − v(tn, x − y)| ] ρδ(y)dy dx.



114 An Asymptoti Preserving shemeThus, applying Fubini's theorem the BV estimate on the exat solution (4.1.6) and thevalue of the integral of ρδ, we get
∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
24,j

∣

∣ ≤ C
δ

ε
[ TV (u(tn)) + TV (v(tn)) ] . (4.5.8)Finally, to deal with the last term En

25,j , we split it in two parts
∑

j∈Z

∆x |En
25,j | ≤ 1

ε

∫

R

∣

∣R (u, v) (tn, x −√
a∆t) −R (uδ, vδ) (tn, x −√

a∆t)
∣

∣ dx

+
1

ε

∑

j∈Z

∫

Cj

∣

∣

∣
R (uδ, vδ) (tn, x −√

a∆t) −R
(

ũ
n+1/2
j , ṽ

n+1/2
j

)∣

∣

∣
dxand treat the di�erent terms as for En

24,j , we get for the �rst one
∫

R

|R (u, v) (tn, x) −R (uδ, vδ) (tn, x)| dx ≤ C δ [ TV (u(tn)) + TV (v(tn)) ] .and for the latter one using the BV estimate on the exat solution (4.1.6),
∑

j∈Z

∫

Cj

∣

∣

∣
R (uδ, vδ) (tn, x −√

a∆t) −R
(

ũ
n+1/2
j , ṽ

n+1/2
j

)∣

∣

∣
dx ≤ C ∆x [ ‖∂xuδ(t

n)‖L1 + ‖∂xvδ(t
n)‖L1 , ] .Thus, we have

∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
25,j

∣

∣ ≤ C

(

δ

ε
+

∆x

ε

)

[TV (u(tn)) + TV (v(tn)) ] . (4.5.9)Gathering (4.5.6), (4.5.7) , (4.5.8) and (4.5.9), and �nally using the uniform in time boundon the BV norms of (u, v), it yields
∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
2,j

∣

∣ ≤ C

[

∆t

ε

(

e−β0 tn/ε

∥

∥δ0
∥

∥

L1

ε
+ 1

)

+
∆x

ε
+

δ

ε

]

.Using the same arguments we also prove that
∑

j∈Z

∆x
∣

∣En
4,j

∣

∣ ≤ C

[

∆t

ε

(

e−β0 tn/ε

∥

∥δ0
∥

∥

L1

ε
+ 1

)

+
∆x

ε
+

δ

ε

]

.



4.5 Proof of Theorem 2.5 1154.5.2 Convergene proof.Now we perform a rigorous analysis of the numerial sheme (4.2.13)-(4.2.14) when h =
(∆t,∆x) goes to zero and prove Proposition 5.1. We onsider the numerial solution
(uε

h, vε
h) to the sheme (4.2.13)-(4.2.14) and (uε, vε) the exat solution to (4.1.1)-(4.1.2)and de�ne (wε, zε) using (4.3.1). Then we denote by

w̄n
j =

1

∆x

∫

Cj

wε(tn, x)dx, z̄n
j =

1

∆x

∫

Cj

zε(tn, x)dxand (wn
j , zn

j )(j,n)∈Z×N the numerial solution given by (4.3.2)-(4.3.3). Thus,
∑

j∈Z

∆x
[

|wn
j − w̄n

j | + |zn
j − z̄n

j |
]

≤
∑

j∈Z

∆x
[

|wn
j − w̃n

j | + |zn
j − z̃n

j |
]

+
∑

j∈Z

∆x
[

|w̃n
j − w̄n

j | + |z̃n
j − z̄n

j |
]

,where (w̃n
j , z̃n

j )(j,n)∈Z×N is given by (4.5.4). On the one hand, we estimate the seond termsof the right hand side using the onvolution properties and have
∑

j∈Z

∆x
[

|w̃n
j − w̄n

j | + |z̃n
j − z̄n

j |
]

≤ C δ [TV (u) + TV (v) ] . (4.5.10)On the other hand, we apply the onsisteny error analysis to estimate the �rst term ofthe right hand side. Applying (4.3.5)- (4.3.6) in Lemma 3.1 with (w̃j , z̃j) and (wj , zj), ityields
∑

j∈Z

∆x |w̃n+1
j − wn+1

j | ≤
∑

j∈Z

∆x |w̃n+1/2
j − w

n+1/2
j |

(

1 + ∂wGε,∆t(wj , z
n+1/2
j )

)

+
∑

j∈Z

∆x|z̃n+1/2
j − z

n+1/2
j | ∂zGε,∆t(w̃

n+1/2
j , zj)

+
∑

j∈Z

∆x∆t
[

|En
1,j | + |En

2,j|
]and

∑

j∈Z

∆x |z̃n+1
j − zn+1

j | ≤
∑

j∈Z

∆x |z̃n+1/2
j − z

n+1/2
j |

(

1 − ∂zGε,∆t(w̃
n+1/2
j , zj)

)

−
∑

j∈Z

∆x|w̃n+1/2
j − w

n+1/2
j | ∂wGε,∆t(wj , z

n+1/2
j ).

+
∑

j∈Z

∆x∆t
[

|En
3,j | + |En

4,j|
]

.



116 An Asymptoti Preserving shemeSumming the two inequalities and using that the sheme (4.3.3) is TVD, we get the fol-lowing inequality
∑

j∈Z

∆x
[

|z̃n+1
j − zn+1

j | + |w̃n+1
j − wn+1

j |
]

≤
∑

j∈Z

∆x
[

|z̃n
j − zn

j | + |w̃n
j − wn

j |
]

+
∑

j∈Z

∆x∆t
[

|En
1,j | + |En

2,j | + |En
3,j| + |En

4,j |
]

.Therefore,
∑

j∈Z

∆x
[

|z̃n+1
j − zn+1

j | + |w̃n+1
j − wn+1

j |
]

≤
∑

j∈Z

∆x
[

|z̃0
j − z0

j | + |w̃0
j − w0

j |
]

+

n
∑

k=0

∑

j∈Z

∆x∆t
[

|Ek
1,j | + |Ek

2,j| + |Ek
3,j | + |Ek

4,j |
]

.Finally the onsisteny error analysis performed in Propositions 5.2 and 5.3, we have taking
δ = ∆x1/2

∑

j∈Z

∆x
[

|z̃n+1
j − zn+1

j | + |w̃n+1
j − wn+1

j |
]

≤
∑

j∈Z

∆x
[

|z̃0
j − z0

j | + |w̃0
j − w0

j |
]

+
C

ε

(

∆t (∆t + ε)

(
∥

∥δ0
∥

∥

L1

ε
+ 1

)

+ tn
[

∆x + ε∆x1/2 + ∆x1/2
]

)

. (4.5.11)Gathering (4.5.10) and (4.5.11), we get (4.5.1), in whih the right hand side goes to zeroas h goes to 0. This ends the proof of Theorem 2.5.4.6 Numerial simulations for the Broadwell systemIn this setion, we apply our sheme to the Broadwell model, whih an be seen as a simpleone-dimensional lattie Boltzmann equation, with only four disrete veloities [7, 48, 135℄.The gas is de�ned by a density funtion in phase spae satisfying the equation














∂tf+ + ∂xf+ = −1
ε

(

f+ f− − f2
0

)

,

∂tf0 = 1
ε

(

f+ f− − f2
0

)

,

∂tf− − ∂xf− = −1
ε

(

f+ f− − f2
0

)

.Here f+, f− and f0 denote the partile density distribution at time t, position x withveloity 1, −1 and 0 respetively; ε is the mean free path. We an rewrite the system with�uid dynamial variables. We de�ne the density ρ, the momentum m and z as:






ρ = f+ + 2 f0 + f− ,
m = f+ − f− ,
z = f+ + f− .

(4.6.1)



4.6 Numerial simulations for the Broadwell system 117The system an then be written as follows.






∂tρ + ∂xm = 0 ,
∂tm + ∂xz = 0 ,
∂tz + ∂xm = −1

ε

(

ρ z − 1
2

(

ρ2 + m2
))

.
(4.6.2)Hene, denoting

u = (u1, u2) := (ρ,m) and v := z ,we an rewrite the system under the form (4.1.1) as follows.






∂tu1 + ∂xu2 = 0 ,
∂tu2 + ∂xv = 0 ,
∂tv + ∂xu2 = −1

ε R (u, v) ,
(4.6.3)where

R (u, v) = u1 v − 1

2

(

u2
1 + u2

2

)

.The loal equilibrium is de�ned by
v = A (u) , where A (u) =

1

2

(

u1 +
u2

2

u1

)

.Hene, when ε goes to zero, we obtain the following �Euler" system:
∂tu + ∂xF (u) = 0 , (4.6.4)with

F (u) =
(

u2 A(u)
)T

.Here, we have to examine the generalization of the subharateristi ondition (4.3.4).Indeed, the new stability riterion is expressed as follows. The eigenvalues of the limitproblem (4.6.4) are required to be enterlaed between the ones of the relaxation problem(4.6.3) [29, 145, 129℄, that is:
−1 < λ− < 0 < λ+ < 1 ,where λ± =

1

2

(

u2

u1
±
√

2 − u2
2

u2
1

).4.6.1 The Riemann problemWe present �rst several simulations for the problem (4.6.3) with di�erent relaxation pa-rameters ε, from the rare�ed regime to the �uid regime. The initial data is given by theloal equilibrium:
(ρ0,m0, z0) =







(1, 0, 1), if − 1 ≤ x ≤ 0,

(0.25, 0, 0.125), if 0 < x ≤ 1.
(4.6.5)



118 An Asymptoti Preserving sheme
We integrate the Broadwell system over the spae domain [−1, 1], with re�eting bound-ary ondition and a Courant number λ = 0.9 and output the solution at di�erent times.We used only 100 grid points, so that the time step is �xed equal to 0.002, and omparethe results with a fully expliit solver (for whih the time step has to be of the order of ε)for di�erent values of the relaxation parameter.In Figure 4.1, we take ε = 0.5 and 0.1. For suh values of ε, the problem is not sti�and this test is performed to ompare the auray of our AP sheme with a fully expliitsheme (global Lax-Friedrihs method with slope limiters and expliit Euler disretizationin time). The density (u1 = ρ), the momentum (u2 = m), v = z, and the deviation tothe equilibrium v − A(u) are plotted at di�erent times t = 0.05, 0.2, 0.35 and 0.5. Atthe kineti regime, we an observe that our method gives the same auray as a standardfully expliit sheme.Next we investigate the ases of small values of ε. The same time step for the APsheme is used, whereas the fully expliit sheme requires it to be of order O(ε). We reportthe numerial results for ε = 10−2 and ε = 10−3 in Figure 4.6.1. In this ase, we add in theomparison the numerial solution to the Euler system (4.6.4), obtained with a standard�rst order �nite volume sheme.We observe that the AP sheme and the fully expliit sheme still agree, aven if thetime step is at least ten times larger with our method. Moreover, now that we are loserto the �uid regime, we see that the marosopi quantities are in good agreement withthe ones obtained with the limit problem. Yet some di�erenes between the AP and theexpliit shemes an be observed for ε = 10−3, this omes from the fat that we used avery small number of points for both disretizations.Finally, an approximation of the L1 error is plotted in logsale in Figure 4.2, that is,we ompute

E = ‖(uε
h − uε

2h, vε
h − vε

2h)‖,where h is the disretization parameter and ‖ · ‖ is the disrete L1 norm.We observe that for disontinuous initial data, we get an order of onvergene whih isnot better than √
h, as in the estimate (4.5.11).4.6.2 Approximation of smooth solutionsFor this test, we onsidered the smooth initial data [158℄:

ρ0(x) = 1 + 0.2 sin(π x),

m0(x) = 0,

z0(x) = 1
2

(

ρ0 + m2
0/ρ0

)

,

(4.6.6)whih is again in the loal equilibrium. We used periodi boundary ondition and λ = 0.9.



4.6 Numerial simulations for the Broadwell system 119
We �rst plot the L1 , L2 and L∞ errors at time t = 1 (Figures 4.3, 4.4 and 4.5), fordi�erent relaxation regimes. We observe that the order of auray of our method is notdeteriorated, from big values to very small values of the relaxation parameter ε.Next our goal is to investigate numerially the long-time behavior of the solution tothe Broadwell system. If f = (f+, f0, f−)T is a reasonable smooth solution to (4.6.1),then it is expeted to onverge to the (unique) global equilibrium Mg as t goes to +∞.(Desvillettes-Villani, Filbet-Jin, Filbet-Mouhot-Pareshi, Guo-Strain for the Boltzmannequation). In order to observe this damping phenomenon for the simpler Broadwell model,as well as the time osillations onjetured by Desvillettes and Villani, we investigate thebehavior of the quantities

E1 = ‖ρ(t) − ρg‖L1 , E2 = ‖m(t) − mg‖L1 ,where, in our ase, the global equilibrium is:
ρg = 1, mg = 0.Therefore the initial loal equilibrium data (4.6.6) is a perturbation of the global equilib-rium.In Figure 4.6, one an then observe osillations of E1, E2 for the relaxation model andthe Euler system. The frequeny of osillations does not depend on ε, ontrary to theslope of the envelop urve is smaller when ε dereases, that is when we get loser to thehydrodynami regime. In other words, it appears that the equilibration is muh morerapid in the rare�ed regime (ε large), and the onvergene seems exponential. While thereis no equilibration in the hydrodynami regime, where the quantities E1, E2 are simplytransported.
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Figure 4.1: Solution to the AP sheme (rosses) and solution the expliit solver (lines) withinitial data (4.6.5) in the kineti regime: ε = 0.5 (top) and ε = 0.1 (bottom). Evolution ofthe density u1, the momentum u2, v and the deviation to the loal equilibrium v − A(u).
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Figure 4.2: L1 error at time t = 1 for di�erent regimes, with initial data (4.6.5).
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Figure 4.3: L1 error at time t = 1 for di�erent regimes, with initial data (4.6.6).
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Figure 4.4: L2 error at time t = 1 for di�erent regimes with initial data (4.6.6).
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Figure 4.5: L∞ error at time t = 1 for di�erent regimes with initial data (4.6.6).
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Figure 4.6: In�uene of the relaxation parameter ε: evolution of E1 (left) and E2 (right) for
ε = 0.5 (biggest slope of the envelop urve), 0.05 and 0.005 (smallest slope), and omparisonwith the Euler system (dashed blak line).



Annexe BCompléments sur le systèmeontinu : preuve de la onvergenevers l'équilibre loalDans ette annexe, nous établissons rigoureusement la onvergene vers l'équilibre loalau niveau ontinu pour le problème étudié au Chapitre 4, autrement dit la limite
Pε −→

ε→0
P0du diagramme AP. Préisément nous montrons le théorème 1.1 énoné au Chapitre préé-dent. Il s'agit ainsi d'adapter à notre as (terme de relaxation non linéaire) les argumentsde R. Natalini [152℄ pour la relaxation semi-linéaire de Jin et Xin. La preuve est omposéedes mêmes étapes que pour le problème disret : nous obtenons d'abord des estimations

L∞ et BV uniformes en ε, avant de passer à la limite.B.1 IntrodutionB.1.1 Rappel des notations et hypothèsesRappelons le système hyperbolique que nous étudions :










∂tu
ε + ∂xvε = 0 ,

∂tv
ε + a ∂xuε = −1

ε
R(uε, vε),

(B.1.1)omplété par les onditions initiales






uε(0, x) = uε
0(x) ,

vε(0, x) = vε
0(x) .

(B.1.2)125



126 Système ontinuNous rappelons ensuite les hypothèses sur le terme soure. La fontion R ∈ C1(R × R, R)possède un unique équilibre loal dé�ni par {v = A(u)}, 'est-à-dire :
R(u, v) = 0 ⇐⇒ v = A(u) , (B.1.3)où A est une fontion ontinue loalement Lipshitz telle que A(0) = 0. En d'autres termes,la fontion R satisfait les hypothèses du théorème des fontions impliites, et en réalitéun peu plus, puisque l'on demande non seulement que sa dérivée partielle par rapport àla seonde variable ne hange pas de signe, mais en outre qu'elle soit stritement positivepour assurer le aratère dissipatif du problème (voir la ondition (B.1.6) i-après). Leproblème limite s'érit don :







∂tu + ∂xA(u) = 0 , sur R
+ × R,

u(t = 0) = u0 ,
(B.1.4)où la ondition initiale u0 est donnée par :

u0 = lim
ε→0

uε
0 dans L1

loc(R) . (B.1.5)En�n, les hypothèses et notations que nous utiliserons dans la suite (déjà énonées auhapitre préédent) sont réérites i-dessous.On se donne un U0 > 0 tel que, pour tout (u, v) dans [−U0, U0] × R :






|∂uR(u, v)| ≤ g(U0) ,

0 < β0(U0) ≤ ∂vR(u, v) ≤ h(U0) ,
(B.1.6)où β0, g et h ne dépendent que de U0.La ondition sous-aratéristique s'érit :

∣

∣

∣

∣

∂uR (u, v)

∂vR (u, v)

∣

∣

∣

∣

<
√

a . (B.1.7)On dé�nit ensuite, pour tous N > 0 et α > 0,


































U(N,α) :=
(

1 + 1√
α

)

N ,

F (N,α) := sup
|ξ|≤U(N,α)

|A(ξ)| ,

V (N,α) := U(N,α) + 1√
α

h(U(N,α))
β0(U(N,α)) F (N,α) .

(B.1.8)
Le sous-ensemble onvexe ompat I(N,α) de R

2 dans lequel sera on�née la solution estdé�ni par :
I(N,α) :=

[

−√
aV (N,α),

√
a V (N,α)

]2
. (B.1.9)



B.1 Introdution 127En�n, nous introduisons
N0 := max

{

sup
ε>0

‖uε
0‖L∞ , sup

ε>0
‖vε

0‖L∞

}

< ∞ . (B.1.10)Ainsi, pour un ertain a0 > 0, nous hoisissons la fontion R ∈ C1(R×R, R) satisfaisant(B.1.3) et (B.1.6), ainsi que la vitesse aratéristique √
a > 0 et le paramètre β > 0 telque :















√
a > max

{

1 ,
√

a0 ,
g (V (N0, a0))

β0 (V (N0, a0))

}

,

β = h (V (N0, a0)) ,

(B.1.11)où V est donné par (B.1.8).Rappelons maintenant quelques résultats lassiques sur les systèmes semi-linéaires. Cesrésultats seront utiles pour l'étude de notre problème sous sa formulation diagonale. Pourplus de détails ainsi que pour les preuves, nous renvoyons le leteur à l'artile [108℄, danslequel B. Hanouzet et R. Natalini traitent même le as plus général des systèmes quasi-linéaires, mais le adre semi-linéaire su�t à notre étude.B.1.2 Rappels sur les systèmes semi-linéairesConsidérons un problème de Cauhy générique semi-linéaire et hyperbolique, de laforme :






∂tui + λi ∂xui = hi(U) , i = 1 . . . n ,

U(0, x) = U0(x) ,
(B.1.12)où U = (u1, . . . , un) ∈ R

n, les λi (i ∈ {1, . . . , n}) sont les valeurs propres réelles, et le termesoure H = (h1, . . . , hn) est une fontion donnée ontinue et loalement lipshitzienne sur
R

n. La donnée initiale est hoisie ave la régularité suivante,
U0 = (u1,0, . . . , un,0) ∈ L∞(R)n .La notion de solution que nous onsidèrerons est elle de solution faible au sens suivant.Dé�nition 13. On dit qu'une fontion U ∈ L∞((0, T ) × R)n (T > 0) est une solutionfaible du problème de Cauhy (B.1.12) si pour toute fontion test ϕ ∈ C∞

0 ((0, T ) × R) etpour tout i = 1, . . . , n on a :
∫ ∫

[

ui (∂tϕ + λi ∂xϕ) + hi(U)ϕ
] dx dt = 0 ,De plus, pour tout intervalle J ⊂ R :lim

T→0

1

T

∫ T

0

∫

J
|ui(t, x) − ui,0(x)|dx dt = 0 .



128 Système ontinuLe théorème suivant assure l'existene de telles solutions.Théorème 14. (Existene et uniité de la solution faible)Pour toute donnée initiale U0 ∈ L∞(R), il existe un T ∗ > 0 (dépendant seulementde la norme in�nie de la ondition initiale) tel que dans (0, T ∗) × R, il existe une uniquesolution faible U du problème de Cauhy (B.1.12) véri�ant :
U ∈ C

(

[0, T ∗];L1
loc(R)n

)

.En outre, il n'y a que deux possibilités :� soit T ∗ = +∞ et U ∈ L∞ ((0, T ) × R) pour tout T > 0,� soit T ∗ < ∞ et lim
T→T ∗

‖U‖L∞((0,T )×R) = +∞.Un prinipe de omparaison des solutions pour de tels problèmes semi-linéaires estdonné dans le théorème suivant.Théorème 15. (Prinipe de omparaison pour les systèmes semi-linéaires)On note L = max{|λi|}. Soient U et Ũ deux solutions faibles sur (0, T )×R de (B.1.12),assoiées respetivement aux onditions initiales U0 et Ũ0 et aux termes soures H et H̃.Alors pour tout intervalle [c, d] de R, pour presque tout t ∈ (0,min(T, (d − c)/2L)) on a :
n
∑

i=1

∫ d

c
|ui(t, x) − ũi(t, x)| dx ≤

n
∑

i=1

∫ d+L t

c−L t
|ui,0(x) − ũi,0(x)| dx

+
n
∑

i=1

∫ t

0

∫ d+L (t−s)

c−L (t−s)
sgn

(

ui(s, x) − ũi(s, x)
)(

hi(U(s, x)) − h̃i(Ũ(s, x))
) dx ds . (B.1.13)Nous verrons que le problème que nous étudions appartient à une famille restreintedes systèmes semi-linéaires hyperboliques, elle des systèmes quasi-monotones. De fait, leprinipe de omparaison préédent aura une formulation plus simple dans notre as (voirle Théorème 17 i-après).Dé�nition 16. Soient Ω un ouvert onvexe de R

n et H une fontion de Ω dans R
n. H estdite quasi-monotone non déroissante si haune de ses omposantes hi est non déroissantepar rapport aux variables xj pour j 6= i. De plus, le système semi-linéaire (B.1.12) est ditquasi-monotone si le terme soure H = (h1, . . . , hn) est quasi-monotone.Les systèmes quasi-monotones font l'objet d'un prinipe de omparaison plus fort que leThéorème préédent et qui nous sera utile pour l'obtention d'estimations a priori uniformesen ε.Théorème 17. (Prinipe de omparaison pour les systèmes quasi-monotones)Soient U et Ũ deux solutions faibles sur (0, T )×R de (B.1.12), assoiées respetivementaux onditions initiales U0 et Ũ0. Soit Ω un ouvert onvexe de R

n tel que :� H est quasi-monotone sur Ω,� Pour presque tout (t, x) ∈ (0, T ) × R, U et Ũ appartiennent à Ω.Si U0 6 Ũ0, pour presque tout x ∈ R, alors U 6 Ũ pour presque tout (t, x) ∈ (0, T )×R.



B.2 Estimations a priori 129B.2 Estimations a prioriDans ette setion, nous établissons des estimations sur (uε, vε) qui sont uniformes parrapport au paramètre de relaxation ε. Nous omettrons la plupart du temps les exposants
ε par soui de larté. L'obtention des estimations repose essentiellement sur la struturehyperbolique et quasi-linéaire de la formulation diagonale du système (B.1.1), à savoir :















∂tw +
√

a ∂xw =
1

ε
G(w, z) ,

∂tz −√
a ∂xz = −1

ε
G(w, z) ,

(B.2.1)où w et z sont données par :
w = −v −√

a u , z = v −√
a u , (B.2.2)tandis que le terme soure s'érit :

G(w, z) = R
(−w − z

2
√

a
,
−w + z

2

)

. (B.2.3)En�n, les onditions initiales du problème diagonal sont :






w(0, x) = w0(x) = −v0 −
√

a u0 ,

z(0, x) = z0(x) = v0 −
√

a u0 .
(B.2.4)Nous verrons en partiulier que e système est quasi-monotone au sens de la Dé�nition 16sous réserve que la ondition sous-aratéristique (B.1.7) soit satisfaite.B.2.1 Estimations L

∞Proposition 18. (Estimations L∞)Soient N0 dé�ni par (B.1.10) et a0 > 0. Soit la fontion R ∈ C1(R×R, R) véri�ant (B.1.3)et (B.1.6). On hoisit a > 0 et β > 0 tels que les onditions (B.1.11) soient véri�ées, àsavoir :














√
a > max

{

1 ,
√

a0 ,
g (V (N0, a0))

β0 (V (N0, a0))

}

,

β = h (V (N0, a0)) ,où V est donnée par (B.1.8), et h et g sont données par (B.1.6). Alors il existe une uniquesolution faible globale (uε, vε) du problème de Cauhy (B.1.1)-(B.1.2) dans C ([0,∞[, L1
loc(R)2

).De plus il existe une onstante C > 0 dépendant uniquement de a, a0 et N0, telle que, pourtout ε > 0 :
∥

∥vε(t) ±√
a uε(t)

∥

∥

L∞
≤ C ∀ t > 0. (B.2.5)



130 Système ontinuEn�n, la ondition sous-aratéristique est véri�ée : pour tout ε > 0, pour presque tout
(t, x) dans (0,∞) × R :

∣

∣

∣

∣

∂uR
∂vR

(

uε(t, x); vε(t, x)
)

∣

∣

∣

∣

<
√

a . (B.2.6)Démonstration. Omettons les exposants ε. Nous onsidérons la formulation diagonale (B.2.1).Commençons par supposer les onditions initiales plus régulières : w0 et z0 dans C1
0(R).Comme la fontion R est de lasse C1, le Théorème 14 assure l'existene d'un T ∗ > 0 telqu'il existe une unique solution faible du problème de Cauhy (B.2.1)-(B.2.4) :

(w, z) ∈ C
(

[0, T ∗];L1
loc(R)2

)

.En réalité, la régularité de la ondition initiale assure même que :
(w, z) ∈ C1 ([0, T ∗] × R)2 .Pour l'instant, T ∗ peut dépendre de ε, mais nous allons établir que T ∗ = +∞.Le hoix de a assure que la ondition sous-aratéristique est satisfaite initialement. Ene�et, pour tout x de R :
|u0(x)| 6 N0 6 V (N0, a0) ,don d'après (B.1.6) et (B.1.11) :

∣

∣

∣

∣

∂uR
∂vR

(u0(x), v0(x))

∣

∣

∣

∣

6
g(V (N0, a0))

h(V (N0, a0))
<

√
a .De plus la dernière inégalité étant strite, il existe un η > 0 tel que

√
a >

g(V (N0, a0))

h(V (N0, a0))
+ η ,don la ontinuité en temps de la solution et des dérivées de R assurent que le temps Tηdé�ni par

Tη := sup
{

T 6 T ∗ :

∥

∥

∥

∥

∂uR
∂vR

(u, v)

∥

∥

∥

∥

L∞((0,T )×R)

+
η

2
6

√
a
}

,est stritement positif. La ondition sous-aratéristique est don assurée jusqu'au temps
Tη > 0.Nous pouvons maintenant montrer que le système est quasi-monotone sur (0, Tη) × R,grâe à la ondition sous-aratéristique. En e�et, le système (B.2.1) est quasi-monotoneau sens de la Dé�nition 16 sur un ouvert Ω non vide onvexe de R

2 si pour tout (w, z) de
Ω :

∂wG(w, z) 6 0 , ∂zG(w, z) > 0 .Or les dérivées partielles de G s'érivent sous la forme :






















∂wG(w, z) =
−∂vR

2

(

1 +
∂uR

∂vR
√

a

)

(−w − z

2
√

a
,
−w + z

2

)

,

∂zG(w, z) =
∂vR
2

(

1 − ∂uR
∂vR

√
a

)

(−w − z

2
√

a
,
−w + z

2

)

.



B.2 Estimations a priori 131Ainsi, pour tout (t, x) de (0, Tη) × R, la solution (w, z) de (B.2.1)-(B.2.4) reste dans unonvexe Ω de R
2 sur leque la ondition sous-aratéristique est satisfaite, e qui entraînela quasi-monotonie du système.Nous disposons don du prinipe de omparaison donné par le Théorème 17, au moinssur (0, Tη) × R. C'est ave un hoix partiulier d'une sur-solution (w, z) et d'une sous-solution (w, z) du problème (B.2.1) que nous obtiendrons à la fois la borne L∞ indépen-dante de ε pour u et v, et le fait que l'on peut prendre Tη = T ∗ = +∞. Préisément, nousallons onstruire deux solutions du système (B.2.1) sur (0, Tη) × R, ave des onditionsinitiales telles que :







w0 ≤ w0 ≤ w0 ,

z0 ≤ z0 ≤ z0 ,e qui entraînera, en appliquant le Théorème 17 que pour tout (t, x) de (0, Tη) × R lesrelations d'ordre sont onservées :






w(t, x) ≤ w(t, x) ≤ w(t, x) ,

z(t, x) ≤ z(t, x) ≤ z(t, x) .A�n d'exhiber (w, z) et (w, z), nous résolvons, omme dans le as de la relaxation semi-linéaire [152℄, le système di�érentiel ordinaire :














w′ =
1

ε
G(w, z) ,

z′ = −1

ε
G(w, z) ,

(B.2.7)ave les onditions initiales






w(0) = R0 ,

z(0) = R0 ,
(B.2.8)où R0 sera hoisi ultérieurement, soit plus grand, soit plus petit que w0 et z0. A la di�érenedu problème de Jin et Xin, e système ne s'intègre pas exatement, mais nous pouvonsependant obtenir des bornes L∞ sur les solutions, e qui su�ra. Pour ela, nous préféronsla formulation en u et v de e système, à savoir :











u′ = 0 ,

v′ = −1

ε
R(u, v) ,

(B.2.9)ave les onditions initiales














u(0) = − 1√
a

R0 := U0 ,

v(0) = 0 .

(B.2.10)



132 Système ontinuCe système di�érentiel ordinaire possède une unique solution globale que nous allons � ex-pliiter � grâe au développement de Taylor de R et à la formule de Duhamel. Tout d'abordla fontion u est identiquement égale à U0 pour tout temps. Ensuite, la formule de Taylorappliquée à R entre les points (U0, A(U0)) et (U0, v(t)) donne, pour tout t > 0 :
R (U0, v(t)) = α(t) (v(t) − A(U0)) ,où la fontion α s'érit :

α(t) := ∂vR
(

U0; σ v(t) + (1 − σ)A(U0)
)

,ave le paramètre σ ompris entre 0 et 1. Nous pouvons maintenant érire la formule deDuhamel pour le système (B.2.9) -(B.2.10) ; elle donne, pour tout t > 0 : pour tout t > 0 :














u(t) = U0 ,

v(t) =
1

ε
A(U0)

∫ t

0
e−

R t
τ

α(s)
ε

ds α(τ)dτ .

(B.2.11)Ainsi, grâe à l'hypothèse (B.1.6) sur le gradient de R, la fontion α reste bornée pourtout t > 0 (quel que soit le paramètre σ) omme suit :
β0(U0) ≤ α(t) ≤ h(U0) . (B.2.12)Choisissons don la valeur de R0, don elle de U0 = 1√

a
R0. Comme les onditions initiales(B.1.2) de notre problème de Cauhy véri�ent

|u0(x)| , |v0(x)| 6 N0 ,il vient pour les variables diagonales :
|w0(x)| , |z0(x)| 6 (1 +

√
a)N0 .Nous prenons don :

R±
0 := ± (1 +

√
a)N0 ,de sorte qu'en variable u ela donne, grâe aux notations introduites en (B.1.8) :

U±
0 := ±U(N0, a) ,ave le signe + pour la sur-solution (w, z) et le signe − pour la sous-solution (w, z).Reprenons maintenant (B.2.11) et majorons la solution du système di�érentiel (B.2.9)-(B.2.10) ave R0 = R±

0 indi�éremment. Le hoix de R0 rend valide l'enadrement de lafontion α (B.2.12) ; il vient don, pour tout t > 0 :
|u(t)| , |u(t)| 6 U(N0, a) 6 U(N0, a0) ,

|v(t)| , |v(t)| 6
h (U(N0, a0))

β0 (U(N0, a0))
F (N0, a0) .

(B.2.13)



B.2 Estimations a priori 133En repassant aux variables diagonales, nous obtenons pour la sur-solution :
|w(t)| , |z(t)| 6

√
a

(

|u| + 1√
a
|v|
)

6
√

a V (N0, a0) , (B.2.14)où V est donné par (B.1.8) ; ave la même majoration pour la sous-solution. Néanmoins,si es estimations de la solution de (B.2.7)-(B.2.8) sont vraies pour tout temps, la quasi-monotonie n'est pour l'instant assurée que jusqu'à Tη. Préisément, pour tout t 6 Tη, pourtout x dans R, on a :
|w(t, x)| , |z(t, x)| 6

√
aV (N0, a0) . (B.2.15)Supposons par l'absurde que Tη < +∞. Alors, d'après le Théorème 14, la norme L∞ dela solution de (B.2.1)-(B.2.4) doit don exploser en temps �ni, e qui n'est pas possibleà ause de (B.2.15). Don Tη = T ∗ = +∞, la ondition sous-aratéristique (B.2.6) estvéri�ée pour tout temps, et la majoration (B.2.5) également :

∥

∥vε(t) ±√
a uε(t)

∥

∥

L∞
6

√
aV (N0, a0) ∀ t > 0. (B.2.16)Pour terminer la preuve, nous étendons le résultat préédent pour des données initiales plusgénérales en approhant dans L1

loc(R) les fontions u0 et v0 par des fontions régulières uδ
0et vδ

0 à supports ompats, et en appliquant le Théorème 15.B.2.2 Estimations BVComme dans le as disret, nous établissons maintenant des estimations uniformes en
ε dans BV (R) de la solution faible du problème de relaxation, l'objetif étant d'obtenir dela ompaité en espae dans L1

loc grâe au Théorème de Helly.Proposition 19. Sous les hypothèses et notations de la Proposition 18, Soient ε > 0 et
(uε, vε) et (ũε, ṽε) les deux solutions faibles globales de (B.1.1) assoiées respetivement auxonditions initiales (uε

0, v
ε
0) et (ũε

0, ṽ
ε
0). Alors, pour tout intervalle [c, d] de R, pour presquetout t ≥ 0, on a l'estimation :

∫ d

c

(

|uε(t, x) − ũε(t, x)| + |vε(t, x) − ṽε(t, x)|
) dx

6
(1 +

√
a)2√

a

∫ d+
√

a t

c−√
a t

(

|uε
0(x) − ũε

0(x)| + |vε
0(x) − ṽε

0(x)|
) dx . (B.2.17)Démonstration. Nous omettons les exposants ε pour plus de larté. En onsidérant lesystème sous sa formulation diagonale (B.2.1), nous pouvons appliquer le Théorème 15.



134 Système ontinuAlors, pour tout intervalle [c, d] de R, pour presque tout t ≥ 0 :
∫ d

c

(

|w(t) − w̃(t)| + |z(t) − z̃(t)|
) dx ≤

∫ d+
√

a t

c−√
a t

(

|w0 − w̃0| + |z0 − z̃0|
) dx

+
1

ε

∫ t

0

∫ d+
√

a (t−s)

c−√
a (t−s)

[

G (w, z) − G (w̃, z̃)
] (

sgn (w − w̃) − sgn (z − z̃)
)dx ds .Or le deuxième terme du membre de droite de ette inégalité est négatif en raison despropriétés de quasimonotonie du système. En e�et, notons

E :=
[

G (w, z) − G (w̃, z̃)
] (

sgn (w − w̃) − sgn (z − z̃)
)

.Alors, E peut s'érire sous la forme :
E =

(

sgn (w − w̃) − sgn (z − z̃)
)

[

(w − w̃)

∫ 1

0
∂wG (θw + (1 − θ)w̃; z) dθ

+ (z − z̃)

∫ 1

0
∂zG (w̃; θz + (1 − θ)z̃) dθ

]

.Ainsi, si w − w̃ et z − z̃ sont du même signe, alors E = 0. Tandis que s'ils sont de signesopposés, on a :
E = 2 |w − w̃|

∫ 1

0
∂wG (θw + (1 − θ)w̃; z) dθ − 2 |z − z̃|

∫ 1

0
∂zG (w̃; θz + (1 − θ)z̃) dθ .Ainsi, puisque ∂wG ≤ 0 et que ∂zG ≥ 0, on a bien toujours E ≤ 0, et don :

∫ d

c

(

|w(t) − w̃(t)| + |z(t) − z̃(t)|
) dx ≤

∫ d+
√

a t

c−√
a t

(

|w0 − w̃0| + |z0 − z̃0|
) dx . (B.2.18)On peut maintenant revenir aux variables u et v. Comme u = −(w + z)/2

√
a et v = (−w + z)/2,on a d'une part :

|u − ũ| + |v − ṽ| ≤ 1 +
√

a

2
√

a

(

|w − w̃| + |z − z̃|
)

.Et d'autre part :
|w0 − w̃0| + |z0 − z̃0| ≤ 2 (1 +

√
a)
(

|u0 − ũ0| + |v0 − ṽ0|
)

.En injetant es inégalités dans (B.2.18), on obtient l'estimation annonée, e qui terminela preuve.



B.2 Estimations a priori 135Ce résultat permet d'obtenir une estimation BV de la solution uniforme par rapport à
ε, donnée dans le orollaire i-après.Corollaire 20. (Estimations BV )Sous les hypothèses et notations de la Proposition 18, Soient ε > 0 et (uε, vε) la solu-tion faible du problème de Cauhy (B.1.1)-(B.1.2). Alors il existe une onstante C > 0,indépendante de ε, telle que, pour tout intervalle [c, d] de R, pour tout t ≥ 0 :

‖(uε(·, t); vε(·, t))‖BV (c,d) ≤ C ‖(uε
0; v

ε
0)‖BV (c−√

a t,d+
√

a t) . (B.2.19)Démonstration. Nous omettons enore les exposants ε dans la preuve. Nous appliquons laProposition 19 à des as partiulier de solutions faibles u, ũ, v, ṽ de (B.1.1) omme suit.Si u0 v0 ∈ BV , alors on peut hoisir, pour h assez petit :






ũ0(x) := u0(x + h) , ṽ0(x) := v0(x + h) ,

ũ(t, x) := u(t, x + h) , ṽ(t, x) := v(t, x + h) .On obtient ainsi l'estimation annonée, ave C =
(1 +

√
a)2√

a
.Ainsi, omme la solution est bornée dans BV (R) pour tout temps t ≥ 0, le Théorème deHelly (voir par exemple [45℄) assure que la suite (uε(t, ·), vε(t, ·))ε>0 reste dans un ompatde L1

loc(R)2 pour tout t ≥ 0. En vue d'appliquer le Théorème d'Asoli pour passer à lalimite, nous aurons besoin de l'équiontinuité en temps, 'est l'objet du paragraphe suivant.B.2.3 Equiontinuité en tempsDans ette setion, pour établir les résultats d'équiontinuité en temps, uniformémentrelativement à ε, on utilise essentiellement le résultat suivant, originellement dû à Kruºkov[132℄.Lemme 21. (Condition su�sante d'équiontinuité)Soit g un fontion mesurable bornée, dé�nie sur (−R − h0;R + h0) × [0, T ], ave T , R,
h0 > 0.On suppose qu'il existe une fontion ωR ∈ C([0, h0]), non déroissante, ave ωR(0) =
0, véri�ant, pour tout t ∈ (0, T ), pour tout |h| < h0 :

∫ R+h0

−R−h0

|g(t, x + h) − g(t, x)| dx ≤ ωR(|h|) . (B.2.20)On suppose également que, pour tous t, t + τ ∈ (0, T ) (τ > 0), pour toute fontion φ ∈
C2([−R,R]), on a

∣

∣

∣

∣

∫ R

−R
(g(t + τ, x) − g(t, x))φ(x) dx∣∣∣

∣

≤ CR τ ‖φ‖C2 . (B.2.21)



136 Système ontinuAlors, pour tous t, t + τ ∈ (0, T ) (τ > 0), on a :
∫ R

−R
|g(t + τ, x) − g(t, x)| dx ≤ ω̃R(τ) , (B.2.22)où

ω̃R(τ) = CR min
{

|h| + ωR(|h|) +
τ

h2
; |h| ≤ h0

}

.Ce lemme permet d'établir d'abord l'équiontinuité en temps de uε.Proposition 22. (Equiontinuité de u)Sous les hypothèses et notations de la Proposition 18, alors, pour tout intervalle (c, d)de R, pour tout T > 0, il existe une fontion ontinue non déroissante ω ∈ C([0, T ]),indépendante de ε, ave ω(0) = 0, telle que, pour tout 0 ≤ t ≤ t + τ ≤ T :
∫ d

c
|uε(t + τ, x) − uε(t, x)| dx ≤ ω(τ) .Démonstration. On omet l'indie ε. A�n d'appliquer le Lemme 21 à la fontion u, nous nousassurons qu'elle en véri�e bien les hypothèses. L'inégalité (B.2.20) déoule du Corollaire20. Il su�t don de montrer l'inégalité (B.2.21). Cette inégalité se démontre exatementomme dans le as de la relaxation semi-linéaire [152℄. On se donne une fontion test φ àsupport ompat (pour supprimer les termes de bords), et on alule :

∣

∣

∣

∣

∫ d

c
(u(t + τ, x) − u(t, x))φ(x)dx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ d

c

(
∫ t+τ

t
∂tu(s, x)ds

)

φ(x)dx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ d

c

(∫ t+τ

t
v(s, x)ds

)

∂xφ(x)dx

∣

∣

∣

∣

≤ τ (d − c)
√

aV (N0, a0) ‖φ‖C1 ,où la dernière inégalité vient de l'estimation L∞ de v donnée par la Proposition 18. Ainsi,les hypothèses du Lemme 21 sont satisfaites et la famille (uε) est bien équiontinue entemps.L'équiontinuité en temps de vε est légèrement plus déliate.Proposition 23. (Equiontinuité de v)Sous les mêmes hypothèses que préédemment, alors pour tout (c, d) ⊂ R, pour tous 0 <
ν < T , il existe une fontion ontinue non déroissante ων ∈ C ([0, T − ν)), indépendantede ε, ave ων(0) = 0, telle que, pour tous ν ≤ t ≤ t + τ ≤ T :

∫ d

c
|vε(t + τ, x) − vε(t, x)| dx ≤ ων(τ) .



B.2 Estimations a priori 137Démonstration. On omet l'indie ε. Comme pour u, il su�t de montrer l'inégalité (B.2.21)a�n d'utiliser le Lemme 21. De la même manière que préédemment, nous érivons laformule de Duhamel pour v, en utilisant le développement de Taylor de R :
v(t, x) = v0(x) e−

R t
0

α(λ)
ε

dλ +

∫ t

0
e−

R t
λ

α(s)
ε

ds
(1

ε
α(λ)A(u(λ)) − a ∂xu(λ)

) dλ ,où la fontion α s'érit :
α(t) := ∂vR

(

u(t); σ v(t) + (1 − σ)A(u(t))
)

,ave le paramètre σ ompris entre 0 et 1. Déomposons maintenant la di�érene (v(t + τ, x) − v(t, x))omme suit :
v(t + τ, x) − v(t, x) = v0(x)

(

e−
R t+τ
0

α(λ)
ε

dλ − e−
R t
0

α(λ)
ε

dλ
)

+
1

ε

∫ t

0
e−

R t
λ

α(s)
ε

ds

(

α(λ + τ)A
(

u(λ + τ)
)

− α(λ)A
(

u(λ)
)

)dλ

− a

∫ t

0
e−

R t
λ

α(s)
ε

ds
(

∂xu(λ + τ) − ∂xu(λ)
) dλ

+

∫ 0

−τ

(1

ε
α(λ + τ)A

(

u(λ + τ)
)

− a ∂xu(λ + τ)
)

e−
R t
λ

α(s)
ε

ds dλ .Dans la suite, nous noterons E la fontion dé�nie par :
E(λ, t) := e−

R t
λ

α(s)
ε

ds .Pour montrer l'inégalité (B.2.21), il nous faut multiplier par une fontion test positive
φ et intégrer en espae : nous introduisons don la quantité à estimer

W (t) :=

∣

∣

∣

∣

∫ d

c
(v(t + τ, x) − v(t, x))φ(x)dx

∣

∣

∣

∣

,et la majorons omme suit :
W (t) ≤ J1 + J2 + J3 + J4 ,
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J1 =

∫ d

c
|v0(x)|

∣

∣

∣
E(0, t + τ) − E(0, t)

∣

∣

∣
φ(x)dx ,

J2 =
1

ε

∫ d

c

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
E(λ, t)

(

α(λ + τ)A
(

u(λ + τ)
)

− α(λ)A
(

u(λ)
)

) dλ

∣

∣

∣

∣

∣

φ(x)dx ,

J3 = a

∣

∣

∣

∣

∣

∫ d

c

∫ t

0
E(λ, t)

(

u(λ + τ) − u(λ)
)

∂xφ(x)dλ dx

∣

∣

∣

∣

∣

,

J4 =

∫ d

c

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 0

−τ

(1

ε
α(λ + τ)A

(

u(λ + τ)
)

− a ∂xu(λ + τ)
)

E(λ, t)dλ

∣

∣

∣

∣

∣

φ(x)dx .Remarquons maintenant que les bornes du gradient de R (B.1.6) nous donnent, pour tous
0 < ν ≤ λ ≤ t, l'enadrement suivant :

e−
β
ε
(t−λ) ≤ E(λ, t) ≤ e−

β0
ε

(t−λ) .Par ailleurs, pour tous 0 < ν ≤ λ ≤ ti (i = 1 ou 2), nous avons :
E(λ, t1) − E(λ, t2) = ∂tE(λ, t∗) (t1 − t2)

= −α(t∗)
ε

E(λ, t∗) (t1 − t2) .Nous pouvons alors majorer les Ji, pour i = 1, . . . , 4. D'abord, pour tous 0 < ν ≤ t :
J1 ≤ (d − c) ‖v0‖∞

β τ

ε
e−

β0
ε

ν ‖φ‖C0

≤ C1
τ

ε
e−

β0
ε

ν .Ensuite, nous majorons le deuxième en utilisant l'équiontinuité de u ainsi que la propriétéLipshitz de A :
J2 ≤ (d − c)

β τ

ε
e−

β0
ε

ν ‖φ‖C0 ω(τ)

≤ C2
ω(τ)

ε
e−

β0
ε

ν .Il en est de même pour J3 :
J3 ≤ a

ε

β0
‖φ‖C1 ω(τ)

≤ C3 εω(τ) .



B.2 Estimations a priori 139En�n, la majoration de J4 utilise simplement les bornes L∞ et BV de la solution, puisquela longueur de l'intervalle d'intégration est égale à τ :
J4 ≤ (d − c)

β τ

ε
e−

β0
ε

ν ‖φ‖C1 (F (V (N0, a0)) + a ‖u‖BV )

≤ C4
τ

ε
e−

β0
ε

ν .Pour onlure, il su�t de remarquer que la fontion
ε 7−→ ε +

1

ε
e−

β0
ε

νest bornée sur R
+.B.2.4 Déviation par rapport à l'équilibreNous aurons également besoin, omme dans le as disret, d'évaluer la déviation parrapport à l'équilibre en norme L1.Proposition 24. (Déviation par rapport à l'équilibre)Sous les mêmes hypothèses que préédemment, alors pour tout (c, d) ⊂ R, pour tout

t > 0, on a :
∫ d

c
|vε(t, x) − A (uε(t, x))| dx ≤ C1 e−

βt
ε

∫ d

c
|vε

0 − A (uε
0)| dx

+ εC2 ‖(uε
0; v

ε
0)‖BV (c−√

a t,d+
√

a t) ,

(B.2.23)où les onstantes C1 et C2 sont indépendantes de ε.Démonstration. On omet les ε. Considérons d'abord des onditions initiales régulières, etdé�nissons la fontion déviation δ = v − A(u). Elle est solution de l'équation suivante :
∂tδ +

β

ε
δ =

1

ε
[β δ −R(u, v)] + A′(u) ∂xv − a ∂xu .Ainsi, en appliquant la formule de Duhamel et en développant la fontion R à l'ordre 1entre (u, v) et (u,A(u)), il vient, pour tout t > 0 :

δ(t) = δ0 e−
β t
ε +

1

ε

∫ t

0
(β − ∂vR) δ(s) e−

β (t−s)
ε ds

− a

∫ t

0
∂xu(s) e−

β (t−s)
ε ds +

∫ t

0
A′ (u(s)) ∂xv(s) e−

β (t−s)
ε ds ,



140 Système ontinuoù la dérivée partielle de R est alulée en un point (u(s), ξ), ave ξ ∈ (v(s); A(u(s))).Ensuite, en passant au module et en intégrant en x sur l'intervalle [c, d], nous obtenons lamajoration :
∫ d

c
|δ(t, x)| dx ≤ e−

βt
ε

∫ d

c
|δ0(x)| dx +

∫ t

0

(∫ d

c
|δ(s, x)| dx

)

(β − β0)

ε
e−

β(t−s)
ε ds

+
√

a

∫ t

0

(∫ d

c

(√
a |∂xu(s, x)| + |∂xv(s, x)|

)dx

)

e−
β(t−s)

ε ds .En�n, nous onluons en appliquant le Lemme de Gronwall et en utilisant l'estimation BVobtenue au Corollaire 20. Cela entraîne le résultat pour des données initiales plus généralesà variations bornées et termine la preuve.B.3 Convergene forteThéorème 25. (Convergene vers l'équilibre loal)Sous les hypothèses préédentes, onsidérons (uε, vε) la solution faible globale du pro-blème de Cauhy (B.1.1)-(B.1.2) donnée par la Proposition 18. Alors il existe une solutionfaible u du problème de l'équilibre (B.1.4) ave la ondition initiale donnée par (B.1.5),ainsi qu'une sous-suite enore notée (uε, vε), telles que, pour tout ν > 0 :
uε → u dans C

(

[0,∞[; L1
loc(R)

)

, (B.3.1)
vε → A(u) dans C

(

[ν,∞[; L1
loc(R)

)

, (B.3.2)lorsque ε → 0+.Démonstration. La solution (uε, vε) onsidérée appartient à l'espae C (0, T ;L1
loc(R)

) pourtout T > 0. D'après les estimations obtenues à la setion préédentes, uniformes en ε,les familles (uε)ε>0 et (vε)ε>0 sont bornées dans L∞ ∩ BV (R) pour presque tout t > 0.Don par le théorème de Helly elles sont relativement ompates dans L1
loc(R). En outre,les résultats de la setion préédente assurent qu'elles sont uniformément équiontinues entemps, sur (0,∞) pour uε, et sur (ν,∞) pour vε (∀ ν > 0).Ainsi, pour tout T > 0, par le Théorème d'Asoli, on peut en extraire des sous-suitesonvergentes : dans C

(

0, T ;L1
loc

) pour uε et dans C
(

ν, T ;L1
loc

) pour vε. Préisément, ilexiste u et v telles que :
uε → u , vε → v .En�n, en utilisant l'estimation uniforme en ε (B.2.23) (de la Proposition 24) de la déviationpar rapport à l'équilibre, ainsi que la propriété de la fontion A (ontinue, loalementlipshitzienne) nous obtenons, par uniité de la limite :

v = A (u) .



Troisième partieUn modèle d'éoulement sanguindans des artères ave stents
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Chapitre 5Asymptoti analysis of blood �ow instented arteries : time dependenyThis work aims to extend results reently obtained in [148℄. We will fous on the possibleextension of our results to the time dependent ase. So we onsider the time dependentrough problem for a simpli�ed heat equation in a straight hannel that mimis the axialveloity under an osillating pressure gradient. We derive �rst order approximations withrespet to ε, the size of the roughness. In order to understand the problem and set uporret boundary layer approximations, we perform a time periodi Fourier analysis andhek that no frequeny an interat with the roughness. We show rigorously on this toyproblem that the boundary layers remain stationary in time (independent on the frequenynumber). Finally we perform numerial tests validating our theoretial approah.5.1 IntrodutionRupture of aneurysm are ommon lethal pathologies in western ountries. It is mainly dueto a loss of elasti properties of tissues that onstitutes the arterial walls on some branhing.Reently emerged a new kind of stent: a metalli wired mutli-layered prosthesis (see �g.5.1 right) that unlike the lassial endograft stent need not to be sutured to the arterialwall. Their form-memory metalli struture allow self-expansion reovering the originalform without a need of a balloon.A reent work of the �rst author establishes, thanks to asymptoti analysis tools, severaladvantages of this new devie [148℄. These an be summarized as follows :
• the presene of a stent at the inlet of a ollateral artery (see �g. 5.1 left) gives rise toa seondary �ow expliitly omputable : it depends on the pressure jump ourringat zero order (when the stent totally loses the inlet of the ollateral artery) andon some periodi mirosopi resistivity (omputed independently of any kind ofmarosopi �ow).
• the presene of a stent above a losed aneurysmal sa (see �g. 5.1 middle) imposes a143
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Figure 5.1: A sketh of stented arteries: with a ollateral artery (left), an aneurysmal sa(middle) and a 3D example of a real metalli multi-wired stent (right)onstant averaged pressure inside the sa, it also inverts the diretion of rotation ofthe vortex running inside the sa: without a stent, the avity is driven by the mean�ow in the artery, the vortex is tangential to the mean �ow whereas the pressurejump aross the interfae imposes an entering veloity pro�le upward the sa and anoutgoing pro�le downward the middle of the sa.These results were established theoretially and numerially for the steady Stokes systemof equations. In this work, we set up a preliminary toy framework in order to extend thoseresults to the unsteady ase.Although this is not a �rst attempt to onsider the unsteady regime within the bound-ary layer framework (let's mention [113, 67℄), we set up here very basi model for the timeperiodi ase. In the ontext of blood �ow this regime is quite well-suited sine the heartdelivers a periodi pressure �ow impulse to the ardio-vasular system. Another advan-tage of this work is that it is self-onsistent: extending tools presented in [40℄, we provideself-ontained proofs for every step of our approximation proess. We give, for instane, adiret proof for time periodi very weak solutions.The hapter is organized as follows: in Setion 5.2 we give the basi notations andhypotheses of this work, in the next Setion we perform a time Fourier expansion and weonstrut a boundary layer approximation. Then we show that an averaged approxima-tion, heaper from the omputational point of view, is possible. At eah step we providetheoretial error estimates wrt the diret rough solution. An interesting feature of thewall-law is exhibited: we show that although we reover the standard ε3/2 onvergenerate in L2(Ω0) norm, the a priori estimates provide only ε1/2 rate performing a similarerror as the zero order estimate itself. Setion 5.4 is devoted to the derivation of an impliitmarosopi wall-law in the smooth domain. Finally, Setion 5.5 validates numerially the-oretial laims stated and proved in previous setions. The poor H1(Ω0) error is observedalso on the numerial side.



5.2 Notations and problem setting 145
5.2 Notations and problem settingIn this work, Ωε denotes the rough domain in R

2 depited in �g. 5.2, Ω0 denotes thesmooth one, and Ωε \ Ω0 the omplementary rough sub-domain. Γε is the rough boundaryand Γ0 (resp. Γ1) the lower (resp. upper) smooth one (see �g. 5.2).Hypotheses 5.2.1. The rough boundary Γε is desribed as a periodi repetition at themirosopi sale of a single boundary ell P0. The latter an be parametrized as the graphof a Lipshitz funtion f : [0, 2π[→ [−1 : 0[ suh that
P0 = {y ∈ [0, 2π] × [−1 : 0[ s.t. y2 = f(y1)}. (5.2.1)Moreover, we suppose that f is negative de�nite, i.e. there exists a positive onstant δsuh that f(y1) < δ for all y1 ∈ [0, 2π]. Then the marosopi boundary Γε is parametrizedas

Γε =
{

x ∈ R
2 s.t. x2 = εf

(x

ε

)}

.We assume that the ratio between L (the width of Ω0) and 2πε (the width of theperiodi ell) is always an integer alled N . We onsider a simpli�ed setting that avoids the
x2

Ω0

Γ1

Γ0

x1

x2

Ωε

x2 = 0

x2 = 1

P

y2

y1

Γ

Γ1

P0

Γǫ

x1

x1 = 0 x1 = L

Γin Γout Z+ ΓrΓl

Figure 5.2: Rough, smooth and ell domainstheoretial di�ulties and the non-linear ompliations of the full time-dependent Navier-Stokes equations. Starting from the time-dependent Stokes system, we onsider a heat-likesimpli�ed problem for uε, the axial omponent of the veloity. The osillating pressuregradient is assumed to redue to a time-periodi spae-onstant right hand side C(t). Forsake of oniseness, we onsider only periodi in�ow and out�ow boundary onditions on
uε. The simpli�ed problem reads : �nd uε suh that











∂tuε − ∆uε = C(t), for x ∈ Ωε,

uε = 0, for x ∈ Γε ∪ Γ1,

uε is x1 periodi. (5.2.2)We underline that the results below an be diretly extended to rough domains with smoothholes and to the Stokes system in the ase of a simple sheared �ow.



146 Asymptoti analysis of blood �ow in stented arteriesIn what follows, funtions that do depend on y = x/ε should be indexed by an ε (e.g.
Ûǫ,k = Ûǫ,k(x, x/ε)).5.3 Time Fourier analysis and boundary layer approxima-tionsApplying the time-Fourier transform on (5.2.2) one obtains for eah frequeny-mode k ∈ Z

∗the problem: �nd ûǫ,k s.t.






(ik − ∆) ûǫ,k = Ĉk in Ωε ,
ûǫ,k = 0 on Γε ∪ Γ1 ,
ûǫ,k x1 − periodi on Γin ∪ Γout on Γin ∪ Γout .

(5.3.1)where Ĉk is the Fourier mode assoiated to the frequeny k ∈ Z:
Ĉk :=

1

2π

∫ 2π

0
C(t)eiktdt, C(t) =

∑

k

Ĉke
−ikt.For the rest of the hapter, one denotes Lk := (ik − ∆). When k ≡ 0 one returns to thesteady ase already extensively studied in [40℄, so we only onsider k ∈ Z

∗ for the rest ofthis hapter.5.3.1 The zero order approximationPassing to the limit formally wrt ε in (5.3.1), one shows rigorously below that atually ûǫ,konverges to û0,k solving






Lk û0,k = Ĉk in Ω0 ,
û0,k = 0 on Γ0 ∪ Γ1 ,
û0,k x1 − periodi on Γin ∪ Γout on Γin ∪ Γout .

(5.3.2)The solution of this problem is expliit wrt to the data Ĉk and the frequeny k, it readsfor every x ∈ Ω0:
û0,k =

Ĉk

ik

(

1 + Aerx2 + B e−rx2
)

, (5.3.3)where
r :=

√
2k

2
(1 + i), A :=

e−r − 1

er − e−r
, B :=

1 − er

er − e−r
.In order to estimate the error made when we onsider the solution û0,k as an approxima-tion of ûǫ,k, we have to extend û0,k to the whole rough domain Ωε. It su�es that it isontinuous, sine we need H1 funtions for a priori error estimates. In the literature, eitherthe solution is extended by a onstant in the rough layer [117℄ or one onstruts a linearextension using the Taylor expansion around the point (x1, 0) [4℄. In order to orret theseerrors at the next order, in the �rst ase one orrets then the jump of the derivative, and



5.3 Time Fourier analysis and boundary layer approximations 147in the seond ase one should lift the Dirihlet error [40℄. Here, we hose to extend û0,k bya linear funtion in Ωε \ Ω0:
û0,k :=

{

û0,k in Ω0,
Mk x2 in Ωε \ Ω0,

, where Mk :=
∂

∂x2
û0,k(x1, 0) =

Ĉk r (2 − er − e−r)

ik (e−r − er)
.5.3.2 Zero order error estimatesWe detail here the error estimates. Idential proofs should also be used for higher orderapproximations below: we detail here every step. Denote χΩ the harateristi funtion ofthe domain Ω, δΓ0 the Dira measure onentrated on Γ0 .Proposition 1. There exist two positive onstants c1 and c2, depending only of the mode

Ĉk and the Sobolev's inequalities, suh that:
‖ûǫ,k − û0,k‖H1(Ωε) ≤ c1

√
ε , ‖ûǫ,k − û0,k‖L2(Ω0) ≤ c2 ε . (5.3.4)Proof. The �rst part of the proof is based on standard a priori estimates. The existeneand uniqueness of ûǫ,k are well known and derive from the Lax-Milgram theorem. We fouson the error, namely we set Rε

0 := ûǫ,k − û0,k. Sine the extension û0,k of û0,k in the roughdomain satis�es:






Lk û0,k = Ĉk χΩ0 + ikMk x2 χΩε\Ω0
in Ωε ,

û0,k = 0 on Γ1 ,
û0,k = Mk x2 on Γε .

(5.3.5)Then the zeroth order error solves:






Lk Rε
0 = Ĉk χΩε\Ω0

− ikMk x2 χΩε\Ω0
in Ωε ,

Rε
0 = 0 on Γ1 ,

Rε
0 = −Mk x2 on Γε .

(5.3.6)We remark that a part of the error omes from the soure term loalized in Ωε \ Ω0, andanother part omes from the non homogeneous boundary term on Γε. We set the lift:
s = −Mk x2 χΩε\Ω0

, R̃ε
0 = Rε

0 − s .Then:






Lk R̃ε
0 = Ĉk χΩε\Ω0

+ Mk δΓ0 in Ωε ,

R̃ε
0 = 0 on Γ1 ,

R̃ε
0 = 0 on Γε ,

(5.3.7)where the derivatives are omputed in the sense of distributions. Then, on the one hand,using Poinaré inequality, we have:
∣

∣

∣

∣

∫

Ωε

LkR̃
ε
0 R̃ε

0 dx

∣

∣

∣

∣

2

=
∣

∣

∣
ik ‖R̃ε

0‖2
L2(Ωε) + ‖∇R̃ε

0‖2
L2(Ωε)

∣

∣

∣

2

= k2 ‖R̃ε
0‖4

L2(Ωε) + ‖∇R̃ε
0‖4

L2(Ωε)

≥ c ‖R̃ε
0‖4

H1(Ωε) .

(5.3.8)



148 Asymptoti analysis of blood �ow in stented arteriesOn the other hand, for any test funtion φ ∈ H1
0 (Ωε):

∫

Ωε

LkR̃
ε
0 φdx = Ĉk

∫

Ωε\Ω0

φdx + Mk

∫

Γ0

φdx .Then, using Cauhy-Shwarz and Poinaré like inequalities, we obtain the upper bound:
∣

∣

∣
ik ‖R̃ε

0‖2
L2(Ωε) + ‖∇R̃ε

0‖2
L2(Ωε)

∣

∣

∣
≤ c

(

|Ĉk| ε + |Mk|
√

ε
)

‖R̃ε
0‖H1(Ωε) , (5.3.9)where c is a non negative onstant depending on the Poinaré inequality. And |Mk| isontrolled as follows:

|Mk| =

∣

∣

∣
Ĉkr (2 − er − e−r)

∣

∣

∣

|ik (er − e−r)|

≤ |Ĉk|√
k

(

2

|er − e−r| + 1

)

≤ 2 |Ĉk| .

(5.3.10)
Finally, ombining (5.3.8)-(5.3.10), we get the H1 -error estimate.For the L2 error, we use the onept of a very weak solution. Namely, one solves thedual problem: for a given φ ∈ L2(Ω0), φ being x1 periodi on Γin ∪ Γout, �nd v̂ ∈ H2(Ω0)suh that







Lk v̂ = φ in Ω0 ,
v̂ = 0 on Γ1 ∪ Γ0 ,
v̂ is x1-periodi on Γin ∪ Γout .

(5.3.11)Then, onsidering the L2(Ω0) salar produt (. , .
), and using the Green formula:

(Rε
0 , φ) =

∫

Ω0

Rε
0 Lkv̂ = −ik

∫

Ω0

Rε
0 v̂ +

∫

Ω0

∇Rε
0 ∇v̂ −

∫

∂Ω0

Rε
0

∂v̂

∂n

=

〈

v̂ , ∂Rε
0

∂n

〉

Γin∪Γout

−
(

Rε
0 , ∂v̂

∂n

)

Γ0∪Γ1

, (5.3.12)where the brakets refer to the dual produt in (H−1 , H1
)

(∂Ω0) and the rest of theproduts are in L2 either on Γ0 or in Ω0. Then one omputes:
|(Rε

0 , φ)| ≤ ‖Rε
0‖L2(Γ0)

∥

∥

∥

∥

∂v̂

∂n

∥

∥

∥

∥

L2(Γ0)

≤ √
ε ‖∇Rε

0‖L2(Ωε\Ω0) ‖φ‖L2(Ω0)

≤ √
ε ‖∇Rε

0‖L2(Ωε) ‖φ‖L2(Ω0)

≤ ε
3
2 ‖φ‖L2(Ω0).



5.3 Time Fourier analysis and boundary layer approximations 149This ends the proof of the proposition, by taking the sup over all φ ∈ L2(Ω0). Butbetween the �rst and the seond estimate above, we assumed that the solutions of theregular problem (5.3.11) satisfy a kind of Rellih estimates (see [155℄, hap. 5) :
∥

∥

∥

∥

∂v̂

∂n

∥

∥

∥

∥

L2(Γ0)

≤ c ‖φ‖L2(Ω0) . (5.3.13)In order to prove this, we deompose φ on the Hilbert basis (e2πinx1 e2πimx2)n,m of L2(Ω0).Separating the variables, de�ne φn(x2) the oordinates of φ in the (e2πinx1)n Hilbert basisof L2(0, 1) , and an,m its oordinates in the basis (e2πinx1 e2πimx2)n,m. Then φ an bewritten under the form:
φ =

∑

n∈Z

φn(x2) e2πinx1 =
∑

n,m∈Z

an,m e2πinx1 e2πinx2 ,therefore:
‖φ‖2

L2(Ω0) =
∑

n,m∈Z

|an,m|2 .In the same way, one an deompose v̂ on the basis: v̂ =
∑

n∈Z

v̂n(x2) e2πinx1 . Then the�rst equation of system (5.3.11) an be rewritten under the form of an in�nite system ofordinary di�erential equations:
∀l ∈ Z , (ik + 4π2l2) v̂l − v̂′′l = φl .And the solution, for a �xed l, is given by:

v̂l = Aebx2 + B e−bx2 + v̂p,l,where v̂p,l stands for the partiular solution and reads
v̂p,l :=

∑

m∈Z

−al,m

4π2m2 + b2
e2πimx2 ,while the onstants satisfy:







A − B = tanh(b) v̂p,l(0) −
v̂p,l(1)

sinh(b)
,

b2 = 4π2l2 + ik.Then, sine
∥

∥

∥

∥

∂v̂

∂n

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γ0)

=
∑

l∈Z

∣

∣v̂′l(0)
∣

∣

2
,it remains to estimate:

|v̂′l(0)|2 =
∣

∣b (A − B) + v̂′p,l(0)
∣

∣

2 ≤ 2
(

|b(A − B)|2 + |v̂′p,l(0)|2
)

. (5.3.14)



150 Asymptoti analysis of blood �ow in stented arteriesThe intermediate variable b solves in C the equation b2 = 4π2l2 + ik whih implies that
b := br + ibi, br := ±

√

2π2l2 +
√

4π4l4 + k2, bi := ±
√

−2π2l2 +
√

4π4l4 + k2,so that
|b|2 = b2

r + b2
i = 2

√

4π4l4 + k2 ≥ 2, ∀l ∈ Z, ∀k ∈ Z
∗We return to the rhs of (5.3.14), the �rst term of the rhs an be split into two parts:

|b|2|v̂p,l(0)|2| tanh(b)|2 ≤
∣

∣

∣

∣

∣

∑

m

am,l

4π2m2 + b2

∣

∣

∣

∣

∣

2

|b|2| tanh(b)|2

≤ 2

(

∑

m

|am,l|2
)(

∑

m

|b|2
4π4m4 + |b|4

)

| tanh(b)|2.For sake of oniseness we set:
I :=

(

∑

m∈Z

|b|2
4π4m4 + |b|4

)

,then it is equivalent to write
I =

1

|b|2 + 2
∑

m≥1

|b|2
4π4m4 + |b|4 =: I1 + I2If x is a positive real, we set m := E[x] where E[·] is the integer part of its argument, onethen has

I2 ≤
∫ ∞

1

|b|2
4π4(x − 1)4 + |b|4 dx =

∫ ∞

0

|b|2
4π4x4 + |b|4 dx

≤
∫ 1

0
+

∫ ∞

1

|b|2
4π4x4 + |b|4 dx

≤ c

(

1

|b|2 +
1

|b|

)

,so that �nally I ≤ c, the onstant c being independent on either l or k. Beause br 6= 0one has that
| tanh(b)| =

e2br + e−2br + 2cos(bi)

e2br + e−2br − 2 cos(bi)

≤



4 +
∞
∑

q=1

(2br)
2q

(2q)!



 /





∞
∑

q=1

(2br)
2q

(2q)!





≤ c ,



5.3 Time Fourier analysis and boundary layer approximations 151where  does not depend on k nor on l. We now treat the seond part of the �rst term ofthe rhs of (5.3.14): in a similar way one gets again using Cauhy-Shwartz
|v̂p,l(1)|2|b|2
| sinh(b)|2 ≤

∑

m

|am,l|2
(

∑

m

|b|2
4π4m4 + |b|4

)

1

| sinh(b)|2

≤ c ‖φl‖2
L2(0,1),where again c is a generi onstant independent on k, l. The estimates of |v̂′p,l(0)| (lastterm of the rhs of (5.3.14)) follow the same lines.5.3.3 First order orretionWe have already seen that the zeroth order approximation ontains two distint souresof errors: a part is due to the order of the extension û0,k in Ωε \ Ω0 and another partomes from the non homogeneous rest on Γε. In order to orret the non zero value of û0,kon the rough boundary Γε, we introdue the orretor β, de�ned on the mirosopi ell

Z+ ∪ Γ ∪ P






∆β = 0 in Z+ ∪ P ,
β = −y2 on P0 ,
β is y1-periodi .

(5.3.15)We de�ne the mirosopi average along the �titious interfae Γ:
β =

1

2π

∫ 2π

0
β(y1, 0) dy1 .The existene and uniqueness of β, and its properties, as the exponential onvergenetowards β when y2 tends to in�nity, are desribed in [40℄ and referenes therein. Beause

β tends to β when y2 goes to in�nity, we subtrat this onstant in the �nal asymptotiansatz. As the onstant should be relevant only far from the roughness we orret theansatz by adding to û1,k a �ounter-�ow� approximation solving:














Lk û1,k = 0 in Ω0 ,
û1,k = 0 on Γ1 ,

û1,k = βMk on Γ0 ,
û1,k is x1-periodi on Γin ∪ Γout .

(5.3.16)The solution is again expliit:
û1,k =

−βMk

er − e−r

(

e−r erx2 − er e−rx2
)

= β Mk
sinh(r(1 + x2))

sinh(r)
.

(5.3.17)Now we are in the position to de�ne the full boundary layer approximation :
Ûǫ,k := û0,k + εMk

(

β
(x

ε

)

− β
)

+ εû1,k .



152 Asymptoti analysis of blood �ow in stented arteries5.3.4 First order estimatesThe gain obtained when introduing the mirosopi orretor is of order √ε. Indeed, thefollowing error estimates hold.Proposition 2. There exist two positive onstants c3 and c4, depending only on the mode
Ĉk and not on the frequeny k, suh that:

‖ûǫ,k − Ûǫ,k‖H1(Ωε) ≤ c3 ε , ‖ûǫ,k − Ûǫ,k‖L2(Ω0) ≤ c4 ε3/2 . (5.3.18)Proof. Denote Rε := ûǫ,k − Ûǫ,k the error to estimate. It is solution of the problem:






































Lk Rε = ĈkχΩε\Ω0
− ikMkx2χΩε\Ω0

− ikMkε
(

β(x
ε ) − β + βχΩε\Ω0

)

− εMkβδΓ0 , in Ωε

Rε = −εMk

(

β(x1
ε , 1

ε ) − β
) on Γ1 ,

Rε = 0 on Γε ,

Rε is x1-periodi on Γin ∪ Γout . (5.3.19)The existene and uniqueness of Rε are standard. We fous again on the a priori estimates:test the system above by Rε and estimate the lhs from below as in (5.3.8), then estimatefrom above the rhs. The last step inludes new terms wrt the zeroth order approximation,listed below :






























































































A1 = Ĉk

∫

Ωε\Ω0

Rε dx,

A2 = −ikMk

∫

Ωε\Ω0

x2 Rε dx,

A3 = −ikMk ε

∫

Ωε

(β(
x

ε
) − β)Rε dx ,

A4 = −ikMk ε β

∫

Ωε\Ω0

Rε dx,

A5 = −ε β Mk

∫

Γ0

Rε dx1.

(5.3.20)
Then, estimating these terms, one gets

|
5
∑

j=1

Aj| ≤ ε
3
2 c ‖∇Rε‖L2(Ωε)



5.4 Derivation of Wall-laws 153whih ends the proof for the a priori estimates. Again very weak estimates give:
‖Rε‖L2(Ω0) ≤ ‖Rε‖L2(Γ1∪Γ0) + ε|kMk|

∥

∥

∥β
( ·

ε

)

− β
∥

∥

∥

L2(Ω0)

≤ c
(

e−
1
ε +

√
ε‖∇Rε‖L2(Ωε\Ω0) + ε

3
2

)

≤ c ε
3
2 .

5.4 Derivation of Wall-laws5.4.1 Averaging the ansatzWe aim to derive a system of equations de�ned on the smooth domain Ω0, for whih thee�et of the roughness is inluded as a marosopi boundary ondition on Γ0. First,averaging wrt the fast variable in the horizontal diretion, we get:
Ûǫ,k = û0,k + εû1,k := uε,k.Though, the averaging proess anels the osillations, the averaged ansatz still ontainsa �rst order marosopi orretion û1,k aounting for averaged �rst order e�ets. Thisnew averaged quantity solves a problem in the smooth limiting domain Ω0:















Lkuε,k = Ĉk in Ω0 ,
uε,k = 0 on Γ1 ,

uε,k = εMk β on Γ0 ,
uε,k is x1-periodi on Γin ∪ Γout .

(5.4.1)We ompute the L2-error estimate between the exat solution ûǫ,k of problem (5.3.1) andthe averaged �rst order approximation uε,k.Proposition 3. There exists one positive onstant c5 , depending only of the mode Ĉksuh that:
‖ûǫ,k − uε,k‖L2(Ω0) ≤ c5 ε3/2 . (5.4.2)Proof. We write a triangular inequality:

‖ûǫ,k − uε,k‖L2(Ω0) ≤ ‖ûǫ,k − Ûǫ,k‖L2(Ω0) + ‖Ûǫ,k − uε,k‖L2(Ω0) .The seond term in the rhs is expliit :
Ûǫ,k − uε,k = εMk

(

β
(x

ε

)

− β
)

.



154 Asymptoti analysis of blood �ow in stented arteriesOne thus estimates this quantity diretly in the L2(Ω0) norm. Thanks to the multisalestruture of this orretor one gets by a simple hange of variable and thanks to the spei�boundary layer properties of β that
∥

∥

∥
β
( ·

ε

)

− β
∥

∥

∥

L2(Ω0)
≤ √

ε
∥

∥β − β
∥

∥

L2(Z+∪Γ∪P )whih ends the proof.5.4.2 Impliit wall-lawIn order to derive an impliit wall-law, we rewrite the boundary ondition satis�ed by uε,kon Γ0:
uε,k = εMk β = ε β

∂

∂x2
(û0,k + εû1,k − εû1,k)

= ε β
∂uε,k

∂x2
− ε2 β

∂û1,k

∂x2
on Γ0 .

(5.4.3)Hene, sine the term ∂û1,k/∂x2 an be bounded independently from the frequeny k, wederive a �rst order impliit wall-law. Indeed,
∂û1,k

∂x2
(x2 = 0) = −Ĉk

(

er + e−r

er − e−r

)2

. (5.4.4)So, when k 6= 1:
∣

∣

∣

∣

∂û1,k

∂x2
(x2 = 0)

∣

∣

∣

∣

≤ |Ĉk|
(

1

1 − e−
√

2

)2

. (5.4.5)We set the following approximate problem, posed in the smooth domain Ω0:


















LkV̂ε,k = Ĉk in Ω0 ,

V̂ε,k = 0 on Γ1 ,

V̂ε,k = ε β
∂V̂ε,k

∂x2
on Γ0 ,

V̂ε,k is x1-periodi on Γin ∪ Γout .

(5.4.6)It remains to show that this �rst order impliit wall-law has a solution and is an approxi-mation in the smooth domain Ω0 of the rough problem (5.3.1). The existene of solutionin H1
Γ1

(Ω0) (H1-funtions vanishing on Γ1) for problem (5.4.6) is not disussed here (seefor example [40℄), but the error estimate are given in the following theorem.Theorem 5.4.1. There exists two positive onstants c6 and c7, depending only of themode Ĉk and not on the frequeny k suh that:
‖ûǫ,k − V̂ε,k‖L2(Ω0) ≤ c6 ε3/2 and ∥

∥

∥ûǫ,k − V̂ε,k

∥

∥

∥

H1(Ω0)
≤ c7

√
ε. (5.4.7)



5.4 Derivation of Wall-laws 155Proof. We split the error into two parts:
‖ûǫ,k − V̂ε,k‖L2(Ω0) ≤ ‖ûǫ,k − uε,k‖L2(Ω0) + ‖uε,k − V̂ε,k‖L2(Ω0) .The �rst term is ontrolled thanks to Proposition 3. For the seond one, let us de�ne

Θ := uε,k − V̂ε,k and onsider the boundary value problem it satis�es:


















Lk Θ = 0 in Ω0 ,
Θ = 0 on Γ1 ,

Θ = ε β
(

∂û0,k

∂x2
− ∂V̂ε,k

∂x2

) on Γ0 ,

Θ is x1-periodi on Γin ∪ Γout .

(5.4.8)We re-express the boundary ondition on Γ0 introduing a Robin like ondition, namely:
Θ − ε β

∂Θ

∂x2
= ε β

(

∂û0,k

∂x2
− ∂uε,k

∂x2

)

= −ε2β
∂û1,k

∂x2
on Γ0 , (5.4.9)where the rhs is now expliitly known. One sets

ak(θ, v) = (∇θ,∇v)Ω0 + ik(θ, v)Ω0 +

(

θ

εβ
, v

)

,and it is easy to show that this bi-linear form is bi-ontinuous and oerive. The variationalproblem beomes now
ak(θ, v) = −ε2

(

∂û0,k

∂x2
, v

)

Γ0

, ∀v ∈ H1
Γ1

(Ω0) ,whih gives diretly by a priori estimates that
‖∇θ‖L2(Ω0) ≤ c ε2, ‖θ‖L2(Γ0) ≤ c ε3.One then uses the very weak estimates in order to estimate θ in the L2(Ω0) norm andonludes thanks to the last trae estimate. For the a priori part we simply deomposethe error using every result established above to get:

∥

∥

∥ûǫ,k − V̂ε,k

∥

∥

∥

H1(Ω0)
≤
∥

∥

∥ûǫ,k − Ûǫ,k

∥

∥

∥

H1(Ω0)
+
∥

∥

∥Ûǫ,k − uε,k

∥

∥

∥

H1(Ω0)
+
∥

∥

∥uε,k − V̂ε,k

∥

∥

∥

H1(Ω0)

≤
∥

∥

∥
ûǫ,k − Ûǫ,k

∥

∥

∥

H1(Ωε)
+ c

√
ε‖∇yβ‖L2(Z+∪Γ∪P ) + ε2

≤ c (ε +
√

ε + ε2) ≤ c′
√

ε .
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5.5 Numerial results5.5.1 DisretizationIn this part we aim to prove numerially that wall-laws perform better approximation thanthe zeroth order guess. For this sake we de�ne an expliit shape of the roughness setting
f in (5.2.1) to be :

f(y1) := −(1 + cos(y1))

2
− δ,with δ being a positive onstant equal to 5 ·10−2. The periodiity of the bottom shape andof the boundary onditions on Γin ∪ Γout allows to disretize only a single rough period,i.e. we set

Ω#,ε,− := {x1 ∈]0, 2πε[ and x2 ∈]εf(x1/ε), 0[}, Ω#,ε,+ :=]0, 2πε[×]0, 1[, Ω#,ε := Ω#,ε,+∪Ω#,ε,−,

Figure 5.3: Meshes Ω#,ε, Ω#,ε,+, when ε = 0.1 and Z+ ∪ Γ ∪ P ∩ {y2 ≤ L = 10} (oarsegrids, see below for atual mesh sizes)The mesh is periodi, i.e. the verties on Γin are assoiated to elements ontainingedges on Γout (see p. 142 of the freefem++ doumentation for further information on thisfaility). For a given ε, the meshes of Ω#,ε and Ω#,0 are onforming on the upper part
{x2 ≥ 0}. We take several values of ε, namely we set i ∈ {1, . . . , 10} and ε = qi, where
q := 0.85. In order to avoid disretization errors we set nε := 90/εα, α = 0.2 nodes on thehorizontal �titious boundary, and linearly proportional numbers of nodes on the otherboundaries. This gives a mesh size h (maximal diameter of a triangulation, see p.88 [111℄)depited in �g. 5.4 (right) as a funtion of ε. Thus there exists a onstant c independent of
ε suh that h ≤ cε. We �x a frequeny k = 10 for whih Ĉk ≡ 10, we ompute numerialapproximations of

• ûε,k,h solving the disretized problem (5.3.1)
• û0,k,h, the zeroth order Poiseuille-like approximation solving system (5.3.2)
• V̂ε,k,h, the impliit disrete wall-law.
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In order to ompute the ell problem and β, the onstant at in�nity related to the spei�roughness f , we disretize a ell problem de�ned on a trunated domain : �nd βL solving











− ∆βL = 0 in Z+ ∪ Γ ∪ P ∩ {y2 < L}
∂nβ = 0 on {y2 = L}
β = −y2 on P0It is shown in [118℄ that the solution βL onverges exponentially fast, when L → ∞, towardsthe solution of (5.3.15). So solving the problem above provides a good approximation of

βL. And we use this numerial value in the boundary ondition on Γ0 in (5.4.6) in orderto ompute V̂ε,k,h. The ode is written in freefem++ language [111℄: it is very well suitedfor solving omplex valued variational problems with �nite elements. Our ode is availablethrough Internet (1) .5.5.2 Error estimatesWe ompute numerial equivalent norms for a priori and very weak estimates. We plotthis results in the log-log sale for various sizes ε (in absissa) in �g. 5.4. We reover better
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158 Asymptoti analysis of blood �ow in stented arteriesas already shown in Theorem 5.4.1. This numerial test shows that for this geometry asethis latter estimate is almost optimal.



Annexe CDiret simulationsIn this appendix we fous on extending the results of [148℄ in the numerial diretion.Namely, we present some preliminary numerial simulations whih aim to give ordersof magnitudes in terms of numerial osts of diret 3D simulations. More preisely, wedetermine atual limits, when running three-dimensional blood �ow simulations of thenon-homogenized stented arteries. We solve the stationary Stokes equations for an arteryontaining a saular aneurysm. We examine the relation between disretization parame-ter, problem sale, and omputation time required to solve the stationary Stokes equations.Finite element model of a two-layer 32 wire stent was onstruted. We demonstrate thatits oarse mesh ould not be aurately inorporated in the �nest disretization of theblood medium. Finally, a simpli�ed ten-wire stent model was build. The results of thestented versus the unstented vessel show substantial di�erene in �ow pattern inside theaneurysmal pouh. Conluding remarks and possible perspetives are given at the end.C.1 Numerial investigation: Saular side aneurysmThe objetive of this numerial experiment is to determine atual omputational limits,when running three-dimensional blood �ow simulations of the non-homogenized stentedvessels. Extremely small wire ross-setion, �=0.1 mm, omplex, almost random, spaingbetween braided wires ould not be properly modeled in atual omputational reality.Even when suh models have been developed, industrial omputer aided design (CAD)programs, mesh generators and �nite element analysis tools are not well optimized forproessing omplex free-form geometries. However, it is important to analyze modelingand disretization limits, spatial resolution, memory needs and omputation time requiredto guarantee an aurate and reliable hemodynami simulation of stented vessels. Theauthors hope that the sequene of diret simulations brings an additional design insight,and ould be used as a referene solution for the further three-dimensional homogenizationresearh.Parametri, three-dimensional model of a blood vessel with a side saular aneurysmwas built using ommerial software, CATIA V5. The aneurysm has an ellipsoidal extendedshape of 22 mm over 17 mm aross its largest and smallest diameters, respetively. It is159



160 Diret simulations
attahed to the parent vessel of 60 mm long within a onstant diameter of 10 mm, �g. C.1,(left). These values are representative of the femoral artery. A braided tabular assemblyof thin metalli wires is lodged against the lumen of the vessel to serve as a porous barrierdisrupting blood �ow into the aneurysm, �g. C.1, (right). A �nite element model of a two-layer stent, braided of 32 wires has been built, �g. C.1, (bottom). Similar to ommerialstents, but not being an exat replia, it has a 10 mm diameter, a length of 30 mm, and awire diameter of �=0.1 mm. Its oarse mesh, 5-7 tetrahedral faes per wire ross-setion,ontains more than half a million 4-node tetrahedral elements.

Figure C.1: CAD model of a parent vessel with a side wall aneurysm (top left). Shematiillustration of a wire multi-layer stent, whih redues blood �ow into the aneurysm (topright). The utout is for visualization purpose only. A oarse �nite element model of awire two-layer stent ounts 546K tetrahedral elements (bottom).First, we disretize the unstented artery vessel, imposing a uniform node spaing forthe whole medium. Tetrahedral meshes were generated by an advaning front, followedby a tetrahedral �ller tehnique, in order to produe high-quality, quasi-uniform mesheswith a low element size variane. Conseutive levels of mesh re�nement are presentedin �g. C.2. Computation time, required to simulate one or several ardia yles ouldthen be related to a spatial mesh resolution, by solving a given hemodynami problemfor eah of the presented disretization. Freefem++ open soure �nite element ode was
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used to ompute a steady-state solution of the Stokes equations. The veloity-pressure�elds were disretized by the Taylor-Hood element ((P2/P1) �nite element basis). Theblood was assumed to behave like an inompressible Newtonian �uid, with a onstantdynami visosity of 3.5 · 10˘3 Pa·s, and an homogeneous density of 1060 kg·m−3. Wedo not onsider the ompliane of arterial walls due to the omplexity of the numerialmodeling and requirement for a �uid struture interation environment to solve a oupledproblem. The assumption of rigid wall is based on [130℄, where the authors onlude thata presene of wall motion does not have signi�ant in�uene of the global �uid dynamiharateristis of the femoral artery bifuration. The in�ow boundary ondition is basedon the onstant pressure pro�le of 80 mmHg. We imposed the usual non-slip boundaryonditions on the vessel wall, while a pressure drop of 0.07 mmHg was presribed on theout�ow boundary. In addition, the tangential veloity omponent was set to be zero on thenon-slip boundaries, u · τ|Γin,Γout

= 0. These boundary onditions together with a pressuregradient establish a steady laminar �ow with a Reynolds number Re=443, and a �ow rateof 11.51 ml/se.
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(a) h=3.5 (b) h=3.0 () h=2.5

(d) h=2.0 (e) h=1.5 (f) h=1.0Figure C.2: Di�erent levels of mesh re�nement. Quasi-uniform meshes with a presribeddisretization element size h in millimeters. An overall mesh, data are reported in table C.1.We made use of a non-parallel version of a onjugate gradient solver with a onvergeneriteria of 10˘8. To preserve the positive-de�niteness of the global matrix, a penalizationterm of order 10˘12 is introdued (see for instane p. 210-214 [83℄). Idential resultshave been obtained by the GMRES iterative solver without penalization term, though itrequires more memory to operate. An overall mesh, �nite element, and omputation dataare organized in table C.1. For a given disretization parameter h, it reports a numberof produed mesh nodes, tetrahedral elements, degrees of freedom, non-zero oe�ients ofthe symmetri �nite element matrix, numerially omputed �ow rates in units of ml/se.Solution time, in seonds, required to solve the stationary Stokes equations is reported inthe extreme right olumn. The omputational results reported in table C.1 reveal that eventhe �nest disretization of a �uid medium would not be su�ient to properly inorporatea oarse �nite element model of the wire two-layer stent, presented in �g. C.1. The �nestmesh disretization parameter is 5 times larger than a wire diameter.Remark : The tasks were exeuted on the laboratory luster, powered by 16 Intel XeonE5462 �2.80GHz proessors; 12Gb of available RAM memory are designated for eah two
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h nodes tetrahedra dof !=0 oef. �ow rate pu time3.5 443 1664 8918 385982 9.87 173.0 685 2778 14272 632774 10.17 392.5 1184 5225 25628 1166637 10.61 1262.0 2012 9278 44483 2052252 11.10 3241.5 4725 23456 108144 5103210 11.29 13631.0 14276 75051 335807 16124234 11.49 104990.8 28257 153582 675171 32749351 11.51 393140.5 109211 616710 2657609 130403575 11.51 378162Table C.1: Mesh data summary, non-zero oe�ients of the symmetri �nite elementmatrix, omputed �ow rate [ml/se℄, omputation time [se℄ of the steady-state Stokesequations.

proessors. For the �nest mesh, h=0.5, 4Gb of memory were alloated. Reported pu timerepresents the total pu time taken by one single proessor to obtain the onverged solution.We note that sine eah disretization was built in the stand alone way, eah proessorworked independently and there was no ommuniation or synhronization overhead in thealulations. Eah proessor was assigned only one mesh and one variational problem to beresolved. We have repeated eah omputation several times, observing negligible varianein omputation time.In the seond part of our numerial experiment, we simplify the original stent model,by replaing it with a pattern of unattahed ring-like struts aross an aneurysm throat.A similar two-dimensional version has been reently proposed in [148℄. Two modelingtehniques were tested to plae stent wires. The �rst tehnique was to onstrut stentwires, ompletely enlosed by the blood medium. Wire enters were displaed into theparent vessel from the outer boundary by 3/2 of the wire radius. An automated meshgenerator had di�ulties to properly de�ne all enlosed surfaes, and to omplete a meshingproedure. Moreover, this tehnique produed extremely small elements, loated betweenstent wires and vessel boundary. Therefore, a unique six-wire model was onstruted,�g. C.3 (left). Almost worthless, it takes 214 hours to solve the Stokes equations, using anon-parallel iterative solver. A model related data was summarized in table C.2.wire � h nodes tetrahedra dof !=0 oef. �ow rate pu time0.8 0.1 - 0.5 218.9·103 1.2·106 5.3·106 261.4·106 8.34 769384Table C.2: Stented aneurysm with ompletely enlosed stent wires: mesh data summary,non-zero oe�ients of the symmetri �nite element matrix, omputed �ow rate [ml/se℄,omputation time [se℄ of the steady-state Stokes equations.
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Figure C.3: Three-dimensional CAD model of a saular aneurysm within struts patternaross the aneurysm throat. Wire diameter is �=0.8 mm. The utout exposes strutsloation, and is for visualization purpose only. Stents struts are ompletely enlosed bythe blood medium (left), struts are partially displaed outside of the blood medium (right).
The seond strategy was to partially enlose stent wires by the blood medium; thus, wireenters were displaed into the vessel by 1/6 of the wire radius. Wires were loned alongthe parent vessel diretion with respet to its urvature. The distane between two wireenters is 2 mm, �g. C.3 (right). Four separate ten-wire models were onstruted. Keepingthe same distane between wire enters, we have onsequently dereased a wire diameter,from 0.9 to 0.6 mm. We note that it is, however, about 10 times larger than the atualwire diameter used for ommerial stents. Loally re�ned, adaptative meshes were builtusing the otree algorithm, imposing a nodal spaing of 0.12 mm around stent struts. Thetransitional element distribution between the respetive regions of re�ned and global meshdensity is presented in �g. C.4.
Figure C.4: Finite element model of a saular aneurysm within ten partially enlosedstruts of �=0.8 mm. Zoom view over the stented region. A ross-setion of the stent strutis represented by approximately 16 elements. Disretization parameter h=0.7 for a globaldomain, h=0.12 near the stent struts.The results of omputations show that the presene of a stent indues a truly remarkable



C.1 Numerial investigation: Saular side aneurysm 165wire � h nodes tetrahedra dof !=0 oef. �ow rate pu time0.9 0.12 - 0.7 95196 481845 2.2·106 104.5·106 9.90 2353110.8 0.12 - 0.7 97405 495366 2.2·106 107.3·106 10.10 1802060.7 0.12 - 0.7 99913 511385 2.3·106 110.6·106 10.23 2143080.6 0.12 - 0.7 100184 515291 2.3·106 111.3·106 10.49 233170Table C.3: Stented aneurysm with partially enlosed stent wires: wire diameter, mesh datasummary, non-zero oe�ients of the symmetri �nite element matrix, omputed �ow rate[ml/se℄, omputation time [se℄ of the steady-state Stokes equations.
hange of a blood �ow near the throat region, �g. C.5. In the ase of a stented vessel thestreamlines are not bent towards the aneurysm pouh, but remain similar to the bulk �owbehavior. A paraboli �ow pro�le is observed at the extreme ends of the vessel. The �owrates were omputed at the upstream and downstream boundaries. The presene of thestent struts dereased the �ow rate in the parent vessel. It averages the pressure insidethe aneurysmal sa (this fat was already proved rigorously in [148℄ in 2D), and eliminatesnek singularities, see �g. C.6 (bottom left). Veloity vetors, depited in �g. C.7 illustratethat after stent plaement, the aneurysmal vortex was no longer present. This on�rmsin 3D results theoretially proved in 2D in [148℄. Adaptive re�nement and extremely�ne mesh found to be insu�ient to properly model ommerial multi-layer stents. It isevident that diret �nite element simulations ould give an additional insight, a betterunderstanding of blood �ow nature within a spei� stent design, but we atually needmuh more omputational power to simulate a pulsatile �ow, where hundreds of time stepsshould be omputed within one ardia yle. For this reason a work in preparation [149℄aims at inorporating homogenized interfae onditions and at providing some quantitativeaveraged results useful for linial purposes.



Figure C.5: Stationary veloity �eld (top) and streamlines (bottom) omputed before (left)and after (right) stent treatment.



Figure C.6: Sequene of pressure (left), veloity (right) solution ontours. From top tobottom: unstented vessel, wire �=0.6 mm, 0.7 mm, 0.8 mm, and 0.9 mm, respetively.



(a) no stent (b) �=0.8 mm (ompletely enlosed wires)
() �=0.6 mm (d) �=0.7 mm
(e) �=0.8 mm (f) �=0.9 mmFigure C.7: Veloity vetors olored by magnitude (not saled arrow symbols).
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