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Résum é. Dans cette note, nous obtenons des estimés du noyau de Green dans les boules hyperbo-
liques ŕeelles, complexes et quaternioniques. Celles-ci nous permettent ensuite de montrer
que, dans ces boules, les seuls domaines de classeC1+α, α > 0 pour lesquels l’́egalit́e
de la moyenne surfacique est vraie pour toutes les fonctions harmoniques sont les boules
géod́esiques. c© 2001 Acad́emie des sciences/Éditions scientifiques et ḿedicales Elsevier
SAS

Green kernel estimates, mean value properties and geometry of classical rank
one balls

Abstract. In this Note, we obtain estimates of the Green kernel of real, complex and quaternionic
hyperbolic balls. We then apply these to show that in such balls the only domains of class
C1+α, α > 0 for which the spherical mean value identity holds for every harmonic function
are the geodesic balls.c© 2001 Acad́emie des sciences/Éditions scientifiques et ḿedicales
Elsevier SAS

Abridged English version

In this Note, we denote byF = R,C orH andn > 2 an integer (n > 3 if F = R). LetBn be the Euclidean
unit ball ofFn. DefineG asF = R : G = SO0(n, 1), F = C : G = SU(n, 1), F = H : G = Sp(n, 1);
and letG = KAN be its Iwasawa decomposition. It is well known thatBn can be identified withG/K,
in particularG acts onBn andBn can be endowed with aG-invariant metric. We will refer to this metric
as the hyperbolic metric onBn. Further, letd = dimR F and definem1 = d(n − 1) andm2 = d − 1 the
multiplicities of the roots ofG.

If z ∈ Bn, there existsg ∈ G such thatg.z = 0 andg.0 = z. Forζ ∈ Bn we will then writeϕz(ζ) = g.ζ

so thatϕz(ζ) =
z − Pzζ −

√
1− ‖z‖2Qzζ

1− 〈ζ, z〉
with Pz(ζ) =

〈ζ, z〉
〈z, z〉

z andQz(ζ) = ζ − Pz(ζ).

Note présent́ee par Jean-Pierre KAHANE

S0764-4442(01)01989-9/FLA
c© 2001 Acad́emie des sciences/Éditions scientifiques et ḿedicales Elsevier SAS. Tous droits réserv́es. 1
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Denote byDF the Laplace operator onBn that is invariant underG, by dµ theG-invariant measure on
Bn. Let Ω be a relatively compact domain inBn of classC1+α such that∂Ω = ∂Ω. Denote bydσg the
contraction ofdµ with regard to the outward normal vector to∂Ω with respect to the hyperbolic metric.

The Green functionΓ for DF is then given byΓ(ζ, z) = −cn
∫ 1

‖ϕz(ζ)‖2

(1− t)
m1
2 +m2−1

t
1+m1+m2

2

dt. Our first

aim here is to give estimates of this kernel. We obtain the following:

Proposition 2.2. For every compact setK of Bn, there exists a constantCK such that, for allz ∈ K,
ζ ∈ ∂Ω and fori = 1, . . . , n∣∣∣∣ ∂Γ

∂zi
(z, ζ) +

∂Γ
∂ζi

(z, ζ)
∣∣∣∣ 6 CK

‖z − ζ‖m1+m2−1 =
CK

‖z − ζ‖nd−2
(2.3)

and ∣∣∣∣ ∂Γ
∂zi

(z, ζ)
∣∣∣∣ 6 CK

‖z − ζ‖m1+m2
=

CK

‖z − ζ‖nd−1
(2.4)

From this, we deduce the behaviour of the single-layer potential of∂Ω, u∂Ω(z) =
∫
∂Ω

Γ(ζ, z)dσg(ζ).
We show thatu∂Ω is continuous onBn and :

Proposition 2.3. For everyz0 ∈ ∂Ω, ∂u∂Ω
∂η+ (z0) − ∂u∂Ω

∂η− (z0) = 1, whereη is the outward normal vector to

Ω with respect to the Bergman metric and+ (resp.−) indicates the limit from the exterior (resp. interior).

Sketch of proof. Define the double-layer potentialv∂Ω of ∂Ω by v∂Ω(z) =
∫
∂Ω

〈
gradζΓ(ζ, z), ηζ

〉
dσg(ζ)

and we show thatv∂Ω(z) = 0 if z ∈ Ω+, the exterior ofΩ andv∂Ω(z) = 1 if z ∈ Ω.
Then, forz0 ∈ ∂Ω, z = z0 + tηz0 , z′ = z0 − τηz0 , t, τ > 0

v∂Ω(z)− v∂Ω(z′) =
∫
∂Ω

(
〈gradzΓ(ζ, z), ηz0〉 − 〈gradz′Γ(z′, ζ), ηz0〉

)
dσg(ζ).

By suitably cutting this integral and using the estimates (2.3)-(2.4) as well as the regularity of the boundary,
we see thatv∂Ω(z)− v∂Ω(z′)→ 1 ast, τ → 0. 2

Next, we will say that a functionf onBn isDF-harmonic ifDFf = 0. It is then well known that ifBr
is an Euclidean ball centered in0 of radiusr, Sr = ∂Br andz ∈ Bn, then

f(z) =
1

σ
(
ϕz(Sr)

) ∫
ϕz(Sr)

f(ζ)dσg(ζ). (0.1)

The estimates above will allow us to prove the following converse of the mean value equality :

Theorem 3.1. Let Ω be a relatively compact domain inBn, of classC1+α, α > 0 such that∂Ω =

∂Ω. Assumez ∈ Ω is such thatf(z) =
1

σ(∂Ω)

∫
∂Ω

f(ζ)dσg(ζ) for everyDF-harmonic function in a

neighbourhood ofΩ. ThenΩ is a hyperbolic ball centered atz, that isΩ = ϕz(Br) for somer, 0 < r < 1.

Proof. The proof is adapted from that of Shahgholian [2] in the Euclidean case and follows closely the
complex case from [1]. It is enough to prove the theorem fora = 0. We will apply (0.1) to the functions
f = Γ(z, .) with z /∈ Ω. As in [2], we will consider the Euclidean balls centered at0, B1, B2, respectively
the smallest ball containingΩ and the biggest ball contained inΩ. We will show that∂B1 = ∂B2 = ∂Ω.

By continuity ofu∂Ω and compacity of∂Ω, u∂Ω has its minimum and its maximum on∂Ω in pointsz1

andz2. The hypothesis of the theorem shows thatu∂Ω(z1) > u∂Ω(z2) if and only if Γ(z1, 0) > Γ(z2, 0)
which is equivalent to‖z1‖ > ‖z2‖. In particularz1 ∈ ∂Ω ∩ B1 andz2 ∈ ∂Ω ∩ B2. Let us now show that
‖z1‖ 6 ‖z2‖.

As u∂Ω is DF-harmonic onΩ and continuous onΩ, u∂Ω satisfies the maximum principle. Therefore
the supremum ofu on Ω is is atteint on∂Ω thus inz1. Similarly, the infimum ofu on Ω is attained in
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z2. It follows that ∂u∂Ω
∂η− (z1) > 0 and ∂u∂Ω

∂η− (z2) 6 0. Next, as for Lemma 2 of [1], one may check that

∂u∂Ω
∂η+ (zi) = (1− ‖zi‖2)∂u∂Ω

∂‖z‖ (zi) = 2cn
(1−‖zi‖)

m1
2 +m2

‖zi‖m1+m2 . Thus, from Proposition 2.3, one then gets :

1 =
∂u∂Ω

∂η+
(z1)− ∂u∂Ω

∂η−
(z1) 6

∂u∂Ω

∂η+
(z1) = 2cn

(1− ‖z1‖)
m1
2 +m2

‖z1‖m1+m2
,

1 =
∂u∂Ω

∂η+
(z2)− ∂u∂Ω

∂η−
(z2) >

∂u∂Ω

∂η+
(z2) = 2cn

(1− ‖z2‖)
m1
2 +m2

‖z2‖m1+m2
.

It follows that (1−‖z1‖)
m1
2 +m2

‖z1‖m1+m2 > (1−‖z2‖)
m1
2 +m2

‖z2‖m1+m2 , that is‖z1‖ 6 ‖z2‖. 2

1. Introduction

1.1. Motivation

Le but de cette Note est d’établir des estimations du noyau de Green des boules hyperboliques réelles,
complexes et quaternioniques sur des domaines relativement compacts a bord de classeC1+α. Ces estima-
tions nous permettent d’obtenir des informations sur la croissance des potentiels simple et double couche
de ces domaines.

Ces ŕesultats nous servent ensuiteà d́emontrer que les boules géod́esiques des boules hyperboliques
réelles, complexes ou quaternioniques sont caractériśees par la propriét́e de la moyenne pour les fonctions
harmoniques sur ces boules. De tels résultats ont d́ejà ét́e obtenus dans le cas euclidien par H. Shahgholian
[2] et dans le cas hyperbolique complexe par le premier auteur [1]. Nous verrons ici comment ces résultats
s’étendent de façon unifiée aux cas hyperboliques réels et quaternioniques.

1.2. Les boules hyperboliques

Nous d́esignerons parF = R,C ouH le corps des ŕeels, complexes ou quaternions, parx 7→ x l’invo-
lution standard surF, par |x| =

√
xx la norme euclidienne surF et enfin pard = dimR F. Soit un entier,

n > 3 si F = R etn > 2 si F = C ouH. Pourx = (x1, . . . , xn+1) ∈ Fn+1, définissons la forme quadra-
tiqueQ(x) = |x1|2 + . . . + |xn|2 − |xn+1|2. Alors, la composante connexe de l’identitéG du groupe des
applicationsF-linéaires qui pŕeserventQ et de d́eterminant 1 (sauf siF = H) est donńee par : siF = R,
G = SO0(n, 1), si F = C, G = SU(n, 1) et siF = H, G = Sp(n, 1). SoitG = KAN la décomposition
d’Iwasawa deG et soitM le centralisateur deA dansK.

Nous consid́erons ici les espaces hyperboliquesG/K, et plus pŕeciśement une ŕealisation borńee. Ainsi,
pour x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) dansFn, posons〈x, y〉 = x1y1 + . . . + xnyn et ‖x‖2 =
〈x, x〉. La boule unit́e Bn = {x ∈ Fn : ‖x‖2 < 1} et son bordSnd−1 (la sph̀ere unit́e dansFn) sont
respectivement identifíes avecG/K et K/M . Avec cette identification,G agit transitivement surBn et
surSnd−1 par g.(x1, . . . , xn) = (y1y

−1
n+1, . . . , yny

−1
n+1) où (y1, . . . , yn, yn+1) = g(x1, . . . , xn, 1). Les

boulesBn avec cette action deG sont les espaces classiques de rang 1 de type non-compact (les boules
hyperboliques ŕeelles, complexes ou quaternioniques selon queF = R,C ou H). Enfin, pourz ∈ Bn,
écrivonsPz(ζ) = 〈ζ,z〉

〈z,z〉z la projection surFz etQz = I − Pz. Définissons

ϕz(ζ) =
z − Pz(ζ)−

√
1− ‖z‖2Qz(ζ)

1− 〈ζ, z〉
.

Alorsϕz(ζ) = g.ζ pour leg ∈ G tel queg.0 = z, g.z = 0. On v́erifie aiśement que

1− ‖ϕz(ζ)‖2 =
(1− ‖z‖2)(1− ‖ζ‖2)
|1− 〈ζ, z〉|2

, d’où ‖ϕz(ζ)‖2 > (1− ‖z‖2)‖z − ζ‖2

|1− 〈ζ, z〉|2
. (1.2)
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Soit κ la racine positive simple de(G,A) etm1 = d(n − 1), m2 = d − 1 les multiplicit́es deκ et 2κ
respectivement. Soitρ = m1

2 +m2, c’est-̀a-direρ = n−1
2 , n, 2n+ 1 selon queF = R,C ouH. La mesure

de Lebesgue surBn sera not́eedx et la mesureG-invariantesurBn est alorsdµ(x) =
dx

(1− |x|2)ρ
.

SoitDF l’opérateur de Laplace-Beltrami surBn. Une fonctionf surBn telle queDFf = 0 est alors
appeĺeeDF-harmonique. La fonction de GreenΓ pourDF, c’est-̀a-dire la fonctionBn×Bn → F qui vérifie

l’ équation (enz) DFΓ(ζ, z) = 0 surBn \ {ζ}, est donńee parΓ(ζ, z) = −cn
∫ 1

‖ϕz(ζ)‖2

(1− t)
m1
2 +m2−1

t
1+m1+m2

2

dt

aveccn une constante positive, qu’on noteraΓ(ζ, z) = −cnγ(‖ϕz(ζ)‖2)

2. Potentiels simple et double couche

2.1. Description des domaines

Dans cette note,Ω sera un ouvert relativement compact dansBn de bord∂Ω de classeC1+α (α > 0) et
tel que∂Ω = ∂Ω. Nous noteronsΩ− = Ω etΩ+ = Bn \Ω. Alors Ω est donńe par une fonction d́efinissante
ρ de classeC1+α surBn telle queΩ− = {z ∈ Bn : ρ(z) < 0}, ∂Ω = {z ∈ Bn : ρ(z) = 0} et
Ω+ = {z ∈ Bn : ρ(z) > 0}. Pourx ∈ ∂Ω, notonsηgx la normale ext́erieureà ∂Ω enx pour la ḿetrique
hyperbolique. Comme∂Ω est une hypersurface compacte de classeC1+α, il existe un voisinageU de∂Ω et

un ε > 0 telle queF :
∂Ω× (−ε, ε) → U

(x, t) 7→ x+ tηgx
est un hoḿeomorphisme de classeCα. En particulier,

chaquey ∈ U appartient̀a une unique normalèa∂Ω et nous appelleronsy0 ∈ ∂Ω la base de cette normale
i.e.y = y0 + tηgy0

. Il existe alors une constanteC > 0 telle que pour touty0 ∈ ∂Ω et pour touty ∈ U , tels
quey = y0 + tηgy0

, ‖y − ζ‖ > C‖y0 − ζ‖, pour toutζ ∈ ∂Ω. Enfin, notonsdσg la contraction dedµ par
rapportà la normale ext́erieureà∂Ω pour la ḿetrique hyperbolique.

2.2. Potentiel simple couche.

Définissons leDF-potentiel simple couche de∂Ω paru∂Ω(z) =
∫
∂Ω

Γ(ζ, z)dσg(ζ). Comme dans [1],

on montre alors :

PROPOSITION2.1. – Le potentielu∂Ω est bien d́efini et continu surBn.

Preuve. La preuve est la m̂eme que dans [1], pour peu qu’on remplace l’estimation du noyau de Green
complexe (13) par l’estimation plus géńerale v́erifiée sur tout compactK deBn :

‖Γ(ζ, z)‖ 6 CK
|1− 〈ζ, z〉|m1+m2−1

(1− ‖z‖2)
m1+m2−1

2 ‖z − ζ‖m1+m2−1
6 CK

1
‖z − ζ‖m1+m2−1 ,

pourz ∈ K, ζ ∈ ∂Ω. 2

2.3. Saut de la d́erivée normale

La proposition centrale de cette note est alors la suivante :

PROPOSITION2.2. – Pour tout compactK deBn, il existe alors une constanteCK telle que, pour tout
z ∈ K, ζ ∈ ∂Ω et pour touti = 1, . . . , n on a∣∣∣∣ ∂Γ

∂zi
(z, ζ) +

∂Γ
∂ζi

(z, ζ)
∣∣∣∣ 6 CK

‖z − ζ‖m1+m2−1 =
CK

‖z − ζ‖nd−2
(2.3)

et ∣∣∣∣ ∂Γ
∂zi

(z, ζ)
∣∣∣∣ 6 CK

‖z − ζ‖m1+m2
=

CK

‖z − ζ‖nd−1
. (2.4)
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Preuve. Il suffit de voir que

∂Γ
∂zi

(z, ζ) =cn

(
1− ‖ϕz(ζ)‖2

)m1
2 +m2−1

‖ϕz(ζ)‖m1+m2+1

∂‖ϕz‖2

∂zi
(ζ)

=cn

(
1− ‖ϕz(ζ)‖2

)m1
2 +m2−1

‖ϕz(ζ)‖m1+m2+1|1− 〈ζ, z〉|2
× (1− ‖ζ‖2)

zi(1− 〈ζ, z〉)− ζi(1− ‖z‖2)
1− 〈ζ, z〉

. (2.5)

Comme(z, ζ) ∈ K × ∂Ω un compact dansBn × Bn, et comme|1− 〈ζ, z〉| ne s’annule que pourz = ζ ∈
S
nd−1, on a la minoration|1− 〈ζ, z〉| > C. Avec (1.2), il vient alors

cn

(
1− ‖ϕz(ζ)‖2

)m1
2 +m2−1

‖ϕz(ζ)‖m1+m2+1|1− 〈ζ, z〉|2
6 CK

1
‖z − ζ‖m1+m2+1 . (2.6)

D’après (2.5) et (2.6), pour démontrer (2.3), il nous restèa estimer

(1− ‖ζ‖2)
zi(1− 〈ζ, z〉)− ζi(1− ‖z‖2)

1− 〈ζ, z〉
+ (1− ‖z‖2)

ζi(1− 〈z, ζ〉)− zi(1− ‖ζ‖2)
1− 〈z, ζ〉

qu’on ŕeécritzi(1− ‖ζ‖2)‖z‖
2−〈ζ,z〉

1−〈ζ,z〉 + ζi(1− ‖z‖2)‖ζ‖
2−〈z,ζ〉

1−〈z,ζ〉 puis

(zi − ζi)(1− ‖ζ‖2)
〈z − ζ, z〉
1− 〈ζ, z〉

+ ζi

[
(1− ‖z‖2)

〈ζ − z, ζ〉
1− 〈z, ζ〉

+ (1− ‖ζ‖2)
〈z − ζ, z〉
1− 〈ζ, z〉

]
. (2.7)

Le premier terme est́evidemment enO(‖z − ζ‖2), alors que le second terme s’écrit ζi〈ζ − z, ξ〉 avec

ξ = (ζ − z) 1− ‖z‖2

1− 〈z, ζ〉
+ z

(‖ζ‖2 − ‖z‖2)(1 + ‖ζ‖2 + ‖z‖2) + 〈ζ − z, z〉‖z‖2 − 〈z − ζ, ζ〉‖ζ‖2

|1− 〈z, ζ〉|2
.

Par suite‖ξ‖ = O(‖z − ζ‖) et le second terme de (2.7) est aussi unO(‖z − ζ‖2).
Pour l’inégalit́e (2.4), il suffit de voir quezi(1 − 〈z, ζ〉) − ζi(1 − 〈ζ, z〉) = (zi − ζi)〈z, z − ζ〉, qui est

donc unO(‖z − ζ‖), puis d’utiliser l’inégalit́e (2.6). 2

Définissons leDF-potentiel double couche de∂Ω parv∂Ω(z) =
∫
∂Ω

〈
gradζΓ(ζ, z), ηζ

〉
dσg(ζ). En re-

prenant la preuve de la proposition 3 de [1], basée sur la formule de Green pourDF, on voit aiśement
que

v∂Ω(z) = 0, pour z ∈ Ω+ et v∂Ω(z) = 1, pour z ∈ Ω−. (2.8)

Nous allons maintenant nous intéresser aux limites

∂u∂Ω

∂η+
(z0) = lim

z→z0, z∈Ω+

z=z0+tηz0

∫
∂Ω

〈gradzΓ(ζ, z), ηz0〉dσg(ζ) = lim
z→z0, z∈Ω+

z=z0+tηz0

v∂Ω(z)

∂u∂Ω

∂η−
(z0) = lim

z→z0, z∈Ω−

z=z0+tηz0

∫
∂Ω

〈gradzΓ(ζ, z), ηz0〉dσg(ζ) = lim
z→z0, z∈Ω−

z=z0+tηz0

v∂Ω(z).

Fixonsε > 0. Soitz0 ∈ ∂Ω, pourz ∈ Ω+ ∩U , z = z0 + tηz0 , t > 0 et pourz′ ∈ Ω− ∩U , z′ = z0 + τηz0 ,

τ < 0, consid́eronsv∂Ω(z)− v∂Ω(z′) =
∫
∂Ω

(
〈gradzΓ(ζ, z), ηz0〉 − 〈gradz′Γ(z′, ζ), ηz0〉

)
dσg(ζ).

5
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Pour0 < δ < 1
2d(ζ,Snd−1), notonsSδ = {ζ ∈ ∂Ω : ‖ζ − z0‖ 6 δ}, qui est alors compact dansBn.

Réécrivons la dernìere int́egraleà l’aide de (2.8) :∫
Sδ

〈gradzΓ(ζ, z), ηz0 − ηζ〉dσg(ζ)−
∫
Sδ

〈gradz′Γ(z′, ζ), ηz0 − ηζ〉dσg(ζ) + (2.9)

+
∫
Sδ

[〈
gradzΓ(ζ, z) + gradζΓ(ζ, z), ηζ

〉
−
〈
gradz′Γ(z′, ζ) + gradζΓ(z′, ζ), ηζ

〉]
dσg(ζ) + (2.10)

+
∫
∂Ω\Sδ

〈
gradzΓ(ζ, z) + gradζΓ(ζ, z), ηζ

〉
−
〈
gradz′Γ(z′, ζ) + gradζΓ(z′, ζ), ηζ

〉
dσg(ζ) + (2.11)

+
∫
∂Ω\Sδ

(〈gradzΓ(ζ, z), ηz0 − ηζ〉 − 〈gradz′Γ(ζ, z′), ηz0 − ηζ〉) dσg(ζ) + 1 (2.12)

Ensuite, en proćedant comme dans [1], mais en utilisant les estimations (2.3)-(2.4), on voit que, pourz ∈
{ω ∈ Bn : ω = z0 + tηz0 , t ∈ [−ε, ε], ‖ω − z0‖ 6 δ} et ζ ∈ ∂Ω, le terme〈

gradzΓ(ζ, z) + gradζΓ(ζ, z), ηζ
〉

est uniforḿement domińe par 1
‖z−ζ‖nd−2 . Par conśequent, c’est unO

(
1

‖z0−ζ‖nd−2

)
et l’intégrale (2.10) est

en O(δ). Ensuite, en utilisant (2.4) et la régularit́e de∂Ω, on montre que〈gradzΓ(ζ, z), ηz0 − ηζ〉 est un

O
(

1
‖z0−ζ‖nd−1−α

)
. Ainsi, les int́egrales (2.9) sont en O(δα). En particulier, pour un bon choix deδ, les

intégrales (2.9)-(2.10) sont6 ε.
Enfin, les int́egrales (2.11)-(2.12) sont continues enz, z′ pour peu que‖z − z0‖ < δ

2 , ‖z′ − z0‖ < δ
2 on

peut donćegalement les rendre< ε. Nous avons ainsi d́emontŕe

PROPOSITION2.3. – Avec les notations ci-dessus, pour toutz0 ∈ ∂Ω,
∂u∂Ω

∂η+
(z0)− ∂u∂Ω

∂η−
(z0) = 1.

3. Caractérisation des boules ǵeod́esiques par la propríeté de la moyenne

Les estimations de la section préćedente nous permettent de démontrer le th́eor̀eme suivant :

THÉORÈME 3.1. – Soit Ω ⊂ Bn un domaine relativement compactà bord∂Ω de classeC1+α, α > 0
et tel que∂Ω = ∂Ω et soita ∈ Ω. Supposons que pour toute fonctionf DF-harmonique au voisinage de

Ω on ait f(a) =
1

σg(∂Ω)

∫
∂Ω

f(ζ)dσg(ζ) alorsΩ est une boule hyperbolique centrée ena, c’est-̀a-dire

Ω = ϕa(Br) oùBr est une boule euclidienne centrée en0.

Esquisse de preuve. La preuve suit de près celle de [1] et est inspirée de celle de [2]. Nous avons inclus les
détails dans la version anglaise. 2
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