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Résumé. Dans cette note, nous obtenons des dstiiu noyau de Green dans les boules hyperbo-
liques Eelles, complexes et quaternioniques. Celles-ci nous permettent ensuite de montrer
que, dans ces boules, les seuls domaines de disse o > 0 pour lesquels Bgalié
de la moyenne surfacique est vraie pour toutes les fonctions harmoniques sont les boules
géocksiques.(© 2001 Aca@mie des sciencdaditions scientifiques et étlicales Elsevier
SAS

Green kernel estimates, mean value properties and geometry of classical rank
one balls

Abstract. In this Note, we obtain estimates of the Green kernel of real, complex and quaternionic
hyperbolic balls. We then apply these to show that in such balls the only domains of class
C'**, o > 0 for which the spherical mean value identity holds for every harmonic function
are the geodesic balls@© 2001 Aca@mie des sciencdaditions scientifiques et aticales
Elsevier SAS

Abridged English version

In this Note, we denote by = R, C orH andn > 2 aninteger4 > 3if F = R). LetB,, be the Euclidean
unit ball of F. DefineG asF =R : G = SOy(n,1), F=C : G=SU(n,1), F=H : G = Sp(n,1);
and letG = K AN be its Iwasawa decomposition. It is well known tfat can be identified wittG/ K,
in particularG acts onB,, andB,, can be endowed with @-invariant metric. We will refer to this metric
as the hyperbolic metric of,,. Further, letd = dimg F and definen; = d(n — 1) andmy = d — 1 the
multiplicities of the roots of5.

If z € B, there existg € G such thay.z = 0 andg.0 = z. For¢ € B,, we will then writey,(¢) = g.¢

so thatp, (¢) = ~— 12 1_V<2’Z>|22QZC with P, () = %z andQ. (¢) = ¢ — P.(C).
Note présenée par Jean-Pierre KAHANE

S0764-4442(01)01989-9/FLA
(© 2001 Aca@mie des sciencdsditions scientifiques et étlicales Elsevier SAS. Tous droitsenées. 1
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Denote byDy the Laplace operator di,, that is invariant unde€, by du the G-invariant measure on
B,. LetQ be a relatively compact domain i, of classC' ™ such thatb2 = 9. Denote bydo, the
contraction ofdu with regard to the outward normal vectord® with respect to the hyperbolic metric.

1 1 tmoy—1
. . . 1-1¢ 2 .
The Green functiod’ for Dy is then given by['(¢, z) = —cn/ Ldt. Our first
le=(O12 ¢

aim here is to give estimates of this kernel. We obtain the following:
Proposition 2.2. For every compact sek’ of B,,, there exists a constaiify such that, for allz € K,

(eofandfori=1,... ,n

1+mq+mo
2

or or 0% Ck
(2.0 + (z,()‘ < C S _ (2.3)
‘azi A Iz = ¢I™ T — ¢
and ar c C
_(27@‘ < Ifnl = Kn _ (2.4)
0z |z —¢|™* Iz —¢|"

From this, we deduce the behaviour of the single-layer potentidotiyq(z) = [, T'(¢, z)dog(¢).
We show thatigq is continuous or,, and :

Proposition 2.3. For everyz, € 052, %’j]iﬂ (z0) — %7—@9(,20) = 1, wheren is the outward normal vector to

Q with respect to the Bergman metric andresp.—) indicates the limit from the exterior (resp. interior).
Sketch of proof Define the double-layer potentiad, of 9Q by vaa(z) = [, (grad I'(¢, 2), ¢ )doy(¢)
and we show thaty, (z) = 0if 2 € QT the exterior of2 andvsq(2) = 1if 2z € Q.

Then, forzg € 090, 2 = 20 + tNg, 2 = 20 — TNz, t, 7 >0

von(2) — von(2) = /a (BTG, 1) = (gradu T 0. ).

By suitably cutting this integral and using the estimates (2.3)-(2.4) as well as the regularity of the boundary,
we see thatyo(z) — vaa(z') — 1ast,m — 0. O

Next, we will say that a functiorf onB,, is Dg-harmonic if Dg f = 0. It is then well known that ifB,.
is an Euclidean ball centered (rof radiusr, S, = 9B, andz € B,,, then

1
o(¢=(Sr))

The estimates above will allow us to prove the following converse of the mean value equality :

f(2) = / o, 104 (0.1)

Theorem 3.1. Let 2 be a relatively compact domain i,,, of classC'*t®, & > 0 such thatoQ =

09Q. Assumer € ( is such thatf(z) = (TQ)/ f({)doy(¢) for every Dp-harmonic function in a
g a0

neighbourhood of2. Then(2 is a hyperbolic ball centered at, that isQ2 = o (B,.) for somer, 0 < r < 1.

Proof. The proof is adapted from that of Shahgholian [2] in the Euclidean case and follows closely the
complex case from [1]. It is enough to prove the theorenufer 0. We will apply (0.1) to the functions
f =T(z,.) with z ¢ Q. As in [2], we will consider the Euclidean balls centered aB; , B2, respectively
the smallest ball containing and the biggest ball containedfih We will show thatt B; = 0By = 912.
By continuity ofugn and compacity obS2, usqo has its minimum and its maximum @if2 in pointsz;
andz,. The hypothesis of the theorem shows thg(z1) > ugqa(22) if and only if T'(zq1,0) > T'(22,0)
which is equivalent tdz || > ||22]. In particularz; € 9Q N By andz; € 9Q N Bs. Let us now show that
el < ll22]l-
As uyq is Drp-harmonic onf) and continuous of, usq satisfies the maximum principle. Therefore
the supremum of, on Q is is atteint ondQ2 thus inz;. Similarly, the infimum ofu on Q is attained in

2
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zo. It follows that 8“‘99( 1) =0 and%“—f’,ﬂ(zz) < 0. Next, as for Lemma 2 of [1], one may check that

LS NI
20 (2;) = (1 — ||zal|*) G2 (1) = 2cn% Thus, from Proposition 2.3, one then gets:

Oupq Oupq Oupq (1 - ||21H)%+m2
= 877+ (Zl) - ?(Zl) =X an+ (21) = 2Cn ||Zl||m1+m2 ’
dupq Jupq Jupq (1 — HZQH)”;1 +m2
1= 877+ (22) a — (Z ) 2 877+ (Z ) = 20” ‘|22Hm1+m2
+m . .
It follows that = thu,zﬁmz = > Wbl 2 thatis| 24| < [J22 . O

1. Introduction

1.1. Motivation

Le but de cette Note esté&tablir des estimations du noyau de Green des boules hyperboliglEsy
complexes et quaternioniques sur des domaines relativement compacts a bord de'ttas€es estima-
tions nous permettent d’obtenir des informations sur la croissance des potentiels simple et double couche
de ces domaines.

Ces Esultats nous servent ensugtedemontrer que les boulesgdEsiques des boules hyperboliques
réelles, complexes ou quaternioniques sont caresees par la propéit de la moyenne pour les fonctions
harmoniques sur ces boules. De télsultats ont éja éte obtenus dans le cas euclidien par H. Shahgholian
[2] et dans le cas hyperbolique complexe par le premier auteur [1]. Nous verrons ici commersuteds
s'étendent de facon uriéfé aux cas hyperboliquesals et quaternioniques.

1.2. Les boules hyperboliques

Nous designerons paFf = R, C ou H le corps deséels, complexes ou quaternions, par T l'invo-
lution standard suF, par|z| = V27 la norme euclidienne s et enfin pard = dimg F. Soit un entier,
n>3siF=Retn >2siF = CouH. Pourz = (z1,...,2,41) € F**!, définissons la forme quadra-
tiqueQ(x) = |z1)* + ... + |za|® — |zn41|*. Alors, la composante connexe de I'ideétit du groupe des
applicationsF-linéaires qui peservent) et de éterminant 1 (sauf §if = H) est dongée par : sif = R,

G = S0y(n,1),siF =C,G = SU(n,1) etsiF = H, G = Sp(n,1). SoitG = K AN la decomposition
d’'lwasawa de~ et soit)M le centralisateur del dansk.

Nous consiérons ici les espaces hyperboliqUgsK’, et plus peciment uneé&alisation borée. Ainsi,
pourz = (z1,...,2,) €ty = (y1,... ,yn) danskF”, posons(z,y) = 171 + ... + .7 et ||z||*> =
(z,z). La boule unig B, = {z € F" : |jz||> < 1} et son bordS"¢~! (la spkere unié dansF™) sont
respectivement identés aveod/K et K/M. Avec cette identification( agit transitivement suB,, et
surS™=1 parg.(z1,... ,z,) = (yly;_il_l, . ,yny;_il_l) ou (y1,--- ,Yn,Yn+1) = g(x1,... ,2p,1). Les
boulesB,, avec cette action dé&' sont les espaces classiques de rang 1 de type non-compact (les boules
hyperboliquesérelles complexes ou quaternioniques selonfue R,C ou H). Enfin, pourz € B,

écrivonsP. (¢) = éc 21 » la projection suifz etQ, = I — P,. Définissons

_Z- 1 — ||2[]*@=(
SOZ(C) - 1_ <Caz>
Alors ¢, (¢) = g.¢ pour leg € G tel queg.0 = z, g.z = 0. On \erifie aigment que
B 2 _ (=)A=l 2o (==l =<l
L=l === T doll lee(OF > = =g (1)
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Soit « la racine positive simple dg=, A) etm; = d(n — 1), ma = d — 1 les multiplicites dex et 2x
respectivement. Sojt = "5 + my, c'esta-direp = ”T*I, n,2n + 1 selon queéF = R, C ouH. La mesure
dx
_ ) _ _ (L - Jz[*)
Soit D I'opérateur de Laplace-Beltrami sBr,. Une fonctionf surB,, telle queDrf = 0 est alors

appeée Dr-harmoniquela fonction de Greei pour Dy, c’esta-dire la fonctiorB,, x B,, — F qui vérifie
1 my -1
(1—t)=z tme

de Lebesgue su,, sera natedz et la mesures-invariantesurB,, est alorsiu(z) =

I'équation (erx) DrI'(¢, 2) = 0 surB,, \ {¢}, estdonie pal'(¢, z) = —cn/ dt
lle= (N2 t

1+mq+mo
2

avecc,, une constante positive, qu'on notéré&(, z) = —c,v(||¢-(O)|?)
2. Potentiels simple et double couche

2.1. Description des domaines

Dans cette note) sera un ouvert relativement compact d@nsde bordoS) de class&€'*+* (a > 0) et
tel queds) = 99Q. Nous noteron§~ = Q etQ+ = B,, \ Q. Alors 2 est doni par une fonction@inissante
p de classe€’* surB,, telle queQ™ = {z € B, : p(z) < 0},9Q = {2 € B, : p(z) = 0} et
Qf ={z € B, : p(z) > 0}. Pourz € 99, notonsy? la normale exdrieurea o2 enx pour la nétrique
hyperbolique. Commés est une hypersurface compacte de cl&sse, il existe un voisinagé’ ded) et
N x (—e,e) — U

(z,t) — x4+t
chaquey € U appartientr une unique normakeof) et nous appellerong € 912 la base de cette normale
i.e.y = yo + tng, . Il existe alors une constante > 0 telle que pour touy, € 02 et pour touty € U, tels
quey = yo + tng, [ly — ¢l = Cllyo — (||, pour tout¢ € 9Q. Enfin, notonsio,, la contraction delu par
rapporta la normale exrieurea 9<2 pour la nétrique hyperbolique.

une > 0 telle queF : est un horBomorphisme de clas$§'. En particulier,

2.2. Potentiel simple couche.

Définissons leDg-potentiel simple couche de& parusa(z) = / I'(¢, z)dog(¢). Comme dans [1],
oQ
on montre alors :

PROPOSITION2.1. — Le potentieluyg, est bien éfini et continu sui,,.

Preuve La preuve est la Bme que dans [1], pour peu qu'on remplace I'estimation du noyau de Green
complexe (13) par I'estimation pluggerale \érifiée sur tout compadt” deBB,, :

|1_ <<’Z>|m1+mg—l 1

< Cgk
mitmo—1 — X T
(1 — ||Z||2)m1 2 HZ - CHmlerz 1 HZ - CHml ma

IT(C, 2)Il < Cke

pourz € K, € 0. a
2.3. Sautde la @rivée normale

La proposition centrale de cette note est alors la suivante :

PROPOSITION2.2. — Pour tout compack’ deB,,, il existe alors une constanex telle que, pour tout
ze K,(eoQetpourtout =1,... ,n0na

or or 0% Ck
—<z,<>+—<z,<>\ S @3)
et ‘6 ac; R PR
8F CK CK
(z,o‘ < (S . (2.4)
‘azi Iz —¢|™™F Iz —¢|™
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Preuve Il suffit de voir que

AP (e PN (o) I I
azi (Z,C) =Cn ||('DZ(<)Hm1+m2+1 azz (C)
(1l =" 2 Z(1 = (6,2) = G = =]
“r e g Ty @9

Comme(z, () € K x 99 un compact danB,, x B,,, et commgl — (¢, z)| ne s’annule que pour= ¢ €
S"d=1, on ala minorationl — (¢, z)| > C. Avec (1.2), il vient alors

(L=l OIP) T | i
eI (¢ P T g @0
D’apres (2.5) et (2.6), pour@mnontrer (2.3), il nous resteestimer
ey E - <<7 ) =GOl ey GO (5 0) — w0~ <))
(NRE S + (1=l e
qu'on réécritz;(1 — H<|I2)”i”f<‘—<f§f> G — =) S puis
—_ - 2 <Z—C7Z> - < -z C) 2 <Z—C,Z>
(zi — ) — <]l )m+@ (1= =) T 5 ~ .0 + (1 = <]l )m - (2.7)

Le premier terme estvidemment el (|| z — ¢||*), alors que le second termeéstit (; (¢ — z, £) avec

2 2,2 2 2 _ 2 2
£ (¢ o2l (S™ = M=) (L A ICH™ + M=) + (€ — 2, 2)[[2]]” = (= = ¢, O™

+z
1—(z.0) 1= (=0
Par suitd|¢|| = O(||z — ¢||) et le second terme de (2.7) est aussfjz — ¢||*).
Pour l'inégali& (2.4), il suffit de voir que; (1 — (2,¢)) — Gi(1 — (¢, 2)) = (7 — &) (2,2 — ¢), qui est
donc unO(||z — (J|), puis d'utiliser I'inégalié (2.6). O
Définissons leDg-potentiel double couche d#) parvsq(z) = (grad T (¢, 2),n¢ ydog(C). En re-

prenant la preuve de la proposition 3 de [1], &&asur la formule de Green podlir, on voit aig€ment
que

vaa(2) =0, pour 2 € Q7 et wpa(z) =1, pour z € Q. (2.8)

Nous allons maintenant nous énésser aux limites

ou . .

P2) = lm [ (gad (G 2))doy Q) = lm von(2)

n z2—2z0, 26Q1 JOQ z2—2z0, 2€Q7T
z2=z0+11z, z=z0+11nz,

ou . .

(o) =t [ (gad DG n)dey () = lm von(a)

877 z—z0, 2€Q7 J O z—2z0, 2EQT

z2=20+11z, z=2zo+1z

Fixonse > 0. Soitzy € 9Q, pourz € QT NU, 2 = 29+ tn,,, t > 0etpourz’ € Q- NU, 2" = 29 + 71z,
7 < 0, considronsugo (=) — vao () = / ((grad,T(C. 2), 1) — {grad D(2,€). 1:4) ) dorg (€).
o0
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Pour0 < § < 3d(¢,S™1), notonsS; = {¢ € 99 : || — 20|l < 6}, qui est alors compact daifs, .
Réécrivons la derrdre inegralea I'aide de (2.8) :

[ erad. D2y = o (€)= [ (erad N Oy —nddey (O + (29)
+/S [(grad,T'(¢, z) + grad ['(¢, z),n¢) — (grad, I'(2',¢) + grad L'(2', ), n¢ )] dog(¢) +  (2.10)
+ /89\5 <gradzl"(§, z) + grad I'(C, z),ng> — <gradZ,F(z’, <)+ gradCF(z’, ), n<>dag(C) + (2.11)

+ / (grad, (¢, 2), 11y — 1) — Erad, T(C, '), e — 1)) dog(O) + 1 (2.12)
O\ S5

Ensuite, en praedant comme dans [1], mais en utilisant les estimations (2.3)-(2.4), on voit que; gour
{weB, : w=2zy+1tn,,, t €[—¢,¢], |lw— 2] <0}et¢ eI, leterme

<grasz(C7 Z) + gradCF<Ca Z)a 77(>

est unifornement domigé parw. Par conéquent, c’'est u (W) et l'intégrale (2.10) est
en Q). Ensuite, en utilisant (2.4) et l&gularie deos?, on montre quegrad,I'((, ), n., — 1¢) €st un
L . Ainsi, les inégrales (2.9) sont en(®@"). En particulier, pour un bon choix dg les

intégrales (2.9)-(2.10) sort ¢.
Enfin, les inégrales (2.11)-(2.12) sont continues2n’ pour peu quélz — z|| < 3, ||z’ — z|| < § on

peut doncgalement les rendre . Nous avons ainsi@monte

3U89( o) — duaq

PrROPOSITION2.3. — Avec les notations ci-dessus, pour tapite 02, e o
n n

(20) = 1.

3. Caractérisation des boules godesiques par la proprieté de la moyenne
Les estimations de la sectiongoedente nous permettent demdontrer le teoeme suivant :

THEOREME 3.1. — SoitQ C B,, un domaine relativement compacborddf) de classe€'*t®, o > 0

et tel qued2 = 99 et soita € Q. Supposons que pour toute fonctipnDr-harmonique au voisinage de

Q on ait f(a) = ﬁ /an f(¢)doy(¢) alors) est une boule hyperbolique ceggrena, c'esta-dire
g

Q2 = p.(B;) ou B, est une boule euclidienne cezgren).

Esquisse de preuve.a preuve suit de @s celle de [1] et est ins@ie de celle de [2]. Nous avons inclus les
détails dans la version anglaise. O
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