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Introduction

La théorie des semi-groupes d’opérateurs est a la base de nombreux domaines de
recherche en analyse, notamment tous ceux qui concernent les équations d’évolution.
Elle est également tres importante en physique mathématique, que ce soit pour
I’étude de ’équation de Schrodinger, la théorie quantique des champs, la mécanique
statistique quantique ...

En 1959, Trotter démontra pour les semi-groupes d’opérateurs une formule (dont
l'origine remonte a Sophus Lie en 1875) permettant de calculer le semi-groupe en-
gendré par une somme comme limite de produits des semi-groupes engendrés par
chaque terme de la somme. C’est-a-dire formellement (on précisera plus loin le sens
exact des notations)

lim (e_A/"e_B/”)n = ¢ (AtB)
n—00

Cette formule dite de Lie-Trotter ou simplement Trotter eut un succes rapide
notamment dans le domaine de la physique mathématique. Par exemple elle est
liée a la formule de Feynman-Kac et aux autres techniques apparentées. Une des
principales difficultés du probleme vient du fait que la somme "A + B” n’est a
priori pas bien définie pour deux générateurs de semi-groupes A et B quelconques.
D’ailleurs un des développement les plus intéressants consiste a construire la somme
A” +7 B justement par I'intermédiaire du nouveau semi-groupe, limite de la formule.
Tous ces travaux jusqu’aux années 1990 concernaient uniquement la convergence
forte des opérateurs, qui est la topologie la plus naturelle puisqu’il s’agit de semi-
groupes fortement continus.

Cependant en 1988 (pour des semi-groupes de Schrédinger) puis en 1990 et 1993
(dans un cadre abstrait), de nouvelles perspectives inattendues furent découvertes
[61, 42, 50] : en effet la convergence de la formule de Trotter fut établie dans des topo-
logies plus fortes, en norme d’opérateur et en norme de trace, et dans des conditions
relativement courantes pour les applications, en particulier il s’agit d’opérateurs
auto-adjoints dans un espace de Hilbert. Ces résultats suscitérent de nouveaux
développements, aussi bien dans le cadre des opérateurs de Schrodinger que dans le
cadre abstrait, mais toujours avec des opérateurs auto-adjoints positifs dans un es-
pace de Hilbert avec diverses conditions supplémentaires comme la petitesse relative
de B par rapport a A ou la compacité d’une résolvante.

Cette these s’inscrit parmi ces développements dans le cadre abstrait, mais avec
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un aspect nouveau : I'un au moins des semi-groupes n’est pas auto-adjoint, ni normal,
ou méme 'espace est un espace de Banach plus général (chapitre 3). Cependant, la
notion fondamentale qui sera utilisée dans tout ce travail est celle de semi-groupe
holomorphe. Le cas des générateurs auto-adjoints positifs dans un espace de Hilbert
en est un cas particulier.

Dans le premier chapitre, je rappelle des définitions et des propriétés fonda-
mentales de la théorie des semi-groupes sur un espace de Banach, ainsi que des
propriétés propres aux opérateurs dans un espace de Hilbert. Le deuxiéme cha-
pitre est consacré a un bilan des travaux antérieurs a cette these sur la formule de
Trotter, depuis le théoreme de Lie jusqu’aux articles récents.

Les résultats de mon travail de these sont exposés dans les autres chapitres, et
classés en fonction des liens qu’ils ont entre eux. Un premier groupe concerne des
estimations d’erreur en norme d’opérateur pour la formule de Trotter dans différents
cas : je considere des perturbations accrétives dans un espace de Banach au cha-
pitre 3, et dans un espace de Hilbert au chapitre 4. Dans ces deux cas le semi-
groupe obtenu en limite est bien engendré par la somme algébrique —(A + B).

Ensuite, viennent des extensions des résultats précédents ou de travaux anté-
rieurs : au chapitre 5, il s’agit de conditions suffisantes de convergence en norme
d’opérateur pour la formule de Trotter pour des générateurs m-sectoriels (ce chapitre
est indépendant des deux précédents et la limite n’est pas nécessairement e~ (4+5)),
Au chapitre 6, on établira des conditions suffisantes de convergence en norme de
trace pour la formule de Trotter avec des semi-groupes de Gibbs et des générateurs
m-sectoriels, en utilisant entre autres les résultats des chapitres 3, 4 et 5.

Enfin, le troisieme groupe de résultats fait 'objet du chapitre 7 (indépendant
des précédents). On y montre comment construire des formules d’approximations
plus générales que la formule de Trotter (selon la méthode de Chernoff), et conver-
geant en norme d’opérateur. En particulier, le lien entre 'approximation des semi-
groupes holomorphes contractants en norme d’opérateur et la convergence généralisée
des générateurs m-sectoriels (ou convergence uniforme des résolvantes) est mis en
évidence. Les résultats principaux sont fondés sur la définition nouvelle des contrac-
tions quasi-sectorielles. Enfin, quelques exemples de formules d’approximation sont
donnés.



Notations

Coo(A)
dist(z, )
dom(A)

9

Im z

ker(A)

LP(A)

2]
N
], 1A

algeébre des opérateurs linéaires continus (bornés) sur un es-
pace de Banach (ou de Hilbert).

corps des nombres complexes.

idéal (de Von Neumann-Schatten) de l’algebre B($)) associé a
p > 1 par la condition (6.8).

idéal des opérateurs compacts sur un espace de Hilbert $).

algebre des fonctions infiniment dérivables a support compact
dans ’ensemble A C R?.

distance d’un point  du plan complexe a ’ensemble E, définie
par dist(z, A) = infyca [z — yl.

domaine de 'opérateur A, c¢’est-a-dire sous-espace vectoriel de
Iespace considéré sur lequel A est défini.

espace de Hilbert, si nécessaire séparable.
partie imaginaire du nombre complexe z.

noyau de lopérateur A, sous-espace vectoriel défini par
ker(A) = {z € dom(A) : Az = 0}.

espace de Banach des classes de fonctions f (définies & un
ensemble de mesure nulle pres), mesurables de A C R? & va-
leurs dans C telles que |f|? soit intégrable pour la mesure de
Lebesgue, avec 1 < p < o0.

module du nombre complexe z.
ensemble des entiers naturels.

norme d’'un vecteur x dans un espace vectoriel normé, et
norme d’opérateur pour un opérateur borné A, voir (1.1).
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ran(A)

Re 2z
p(A)

image numérique de l'opérateur A défini dans un espace de
Hilbert, voir la définition (1.30), et la définition analogue pour
les formes quadratiques (1.35).

corps des nombres réels.

produit de dualité, ou image par la forme linéaire z* € X* du
vecteur r € X.

produit scalaire (hermitien) sur un espace de Hilbert.

rayon spectral de Popérateur A, r(A) = sup{|z|,z € o(A4)}.
rayon numérique de l'opérateur A, r,(A) = sup{|z],z €
Nr(A)}.

espace image de 'opérateur A : X — %), sous-espace vectoriel
de lespace ) défini par ran(A) = {y €Y :dx € X,y = Azx}.
partie réelle du nombre complexe z.

ensemble résolvant de 'opérateur A, c’est-a-dire ensemble des

nombres complexes z tels que 'opérateur (A — z) admette un
inverse borné.

spectre de 'opérateur A, c’est-a-dire complémentaire dans C
de p(A).

classe d’opérateurs associée & un angle # €]0,7[ et une
constante M > 0, voir la définition 1.11.

trace d’un opérateur A appartenant a l'idéal Ci(9), voir
(6.10).

approximation de Trotter : e~ "¢~ 75,
espaces de Banach, on note X* le dual de X.

espace de Sobolev des fonctions dont la dérivée n-ieme au sens
des distributions appartient a LP(A).



11

Chapitre 1

Semi-groupes d’opérateurs

1.1 Théorie générale dans un espace de Banach

1.1.1 Définitions et premieres propriétés

Soit X un espace de Banach sur C de norme || - ||. On note B(X) 'algebre des
opérateurs linéaires bornés sur X, et I l'identité sur X. Plusieurs topologies sont uti-
lisées sur B(X) : de la plus fine a la moins fine, la topologie de la norme d’opérateur, la
topologie forte (des opérateurs), et la topologie faible (des opérateurs). On rappelle
que la norme d’opérateur est définie par

Az
|A|l = sup | ”-
vexaz0 |||

Une suite (A,,),en d’opérateurs bornés sur X converge fortement si pour tout z € X,
Anx converge dans la topologie de la norme de X. Une suite (A,),en converge
faiblement si pour tout x € X et tout y € X*, (y, A,z) converge dans C.

Définition 1.1 On appelle semi-groupe fortement continu a un parameétre une fa-
mille {U(t) }i>0 d’opérateurs bornés sur X vérifiant les propriétés suivantes :

(i) U©0)=1,

(it) U@)U(s)=U(t+s) Vi >0,s >0,

(iii) limy,o [|U(t)z —z|| =0 Vze X.

Remarque 1.2 Cette définition est la plus utilisée (cf [51, Ch.13]), on en trouvera
une discussion détaillée dans [25].

Comme toute fonction complexe continue satisfaisant f(t + s) = f(¢)f(s) est
déterminée par a = f'(0) et représentée par €, on associe de maniére analogue a
tout semi-groupe un générateur —A défini par :

— Az = lim M
t—0 t

(1.2)
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pour tout z tel que la limite (1.2) existe dans la topologie de la norme de X, ce qui
définit le sous-espace dom(A), domaine de opérateur A. Les premieres propriétés
des semi-groupes sont rassemblées dans la proposition suivante [51, théoréme 13.35].

Proposition 1.3 Soit {U(t)}>0 un semi-groupe d’opérateurs sur X, et —A son
générateur. Alors :

(a) t— Ul(t) est une fonction fortement continue de [0, 00[ dans B(X)

(b) Il existe des constantes My > 1 et y4 € R telles que

U@ < Maer (13)

(c) A est un opérateur fermé et son domaine dom(A) est dense dans X
(d) Pour tout x € dom(A), U(t)x est dérivable au sens de la norme de X et

d

%U(t)x =—-AU(t)x = -U(t)Ax (1.4)

(e) Si A € C et ReX > 4, alors —\ est dans 'ensemble résolvant p(A), et la
résolvante Ra(z) = (A — 2)™! de A a expression suivante

Ra(-\) =+ A= /OO e MU (t)dt. (1.5)

L’intégrale (1.5) est définie au sens fort sur tout intervalle borné [0,T], et
converge en norme d’opérateur lorsque T — oo. De plus par l'inégalité (1.3)
on a

A+ A) 7Y < Ma/(Re A — 7). (1.6)

En fonction des valeurs des constantes M4 et v4, on distingue plusieurs classes

de semi-groupes :

— Siy4 <0, on dit que U(t) est un semi-groupe borné (sinon, le semi-groupe est
dit parfois quasi-borné). On peut toujours se ramener a un semi-groupe borné
en ajoutant une constante au générateur, en effet le semi-groupe engendré par
—A — 74 est borné par M 4.

— Siya <0et My =1, ondit que U(t) est un semi-groupe contractant. En fait,
d’apreés ce qu'on vient de voir, la condition essentielle est My = 1 (voir par
exemple [58]).

Le point (d) de la proposition précédente montre le lien naturel qui existe entre la
notion de semi-groupe d’opérateurs a un parametre et celle d’équation différentielle
linéaire dans un espace de Banach. En particulier, la notion de semi-groupe per-
met de traiter efficacement les équations aux dérivées partielles linéaires comme les
équations de Schrodinger par exemple : le semi-groupe correspondant est 1’opérateur
qui associe a toute condition initiale la solution a 'instant ¢. Une question apparait
alors naturellement : dans quel sens peut-on écrire la représentation exponentielle
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e~ pour le semi-groupe U(t)? Si A est un opérateur borné, la réponse est claire,
puisque la série entiere

e =y ) (1.7)

k!
k=0

converge en norme d’opérateur pour tout ¢t € C. En fait, on a le résultat suivant [51,
théoreme 13.36] :

Proposition 1.4 Si U(t) est un semi-groupe fortement continu, alors chacune des
conditions suitvantes implique les deur autres :

(a) dom(A4) =%
() lim U0~ 1] =0

(¢c) AcB(X)etU(t)=e*

En général, le générateur d'un semi-groupe est un opérateur non borné, et ’ap-
plication ¢t +— U(t) est continue en ¢ = 0 seulement pour la topologie forte des
opérateurs. Cependant, on adoptera dans la suite la notation U(t) = e~ comme une
convention d’écriture, suivant le livre de Kato [32, Ch.IX]. Cette notation coincide
avec la définition habituelle de I’exponentielle seulement dans le cas particulier ou A
est borné, mais elle coincide aussi avec d’autres définitions plus générales de I’expo-
nentielle d’'un opérateur : celle qui utilise la formule de Cauchy lorsque la résolvante
de A vérifie certaines propriétés (voir plus loin les semi-groupes holomorphes), et
celle que 'on peut déduire de la représentation spectrale pour un opérateur normal

dans un espace de Hilbert.

1.1.2 Caractérisation des générateurs

Le résultat principal est le théoreme de Hille-Yosida [12, 59, 32, 49, 20, 56].

Proposition 1.5 Un opérateur —A fermé a domaine dense dans un espace de Ba-
nach X est le générateur d’un semi-groupe si et seulement si il existe des constantes
My et va telles que tout réel X > v4 soit dans Uensemble résolvant p(—A) et que

My
(A —ya)™

pour tout X > 4 et tout entier m > 1. On a alors Uestimation ||e '] < Mae¥at et
la formule d’approzimation d’Euler (dans la topologie forte des opérateurs)

e "y = lim (I +tA/n) "z, v € X. (1.9)
n—r00

(A +A4) ™[ < (1.8)

Corollaire 1.6 Un opérateur —A fermé a domaine dense dans un espace de Banach
X est la générateur d’un semi-groupe contractant si et seulement si |0, +00[C p(—A)
et pour tout A > 0 on a ['inégalité

I +A4)7H < (1.10)

> =
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On peut donner une autre caractérisation des générateurs grace a la notion
d’opérateur accrétif [12, 56].

Définition 1.7 Soit A un opérateur dans un espace de Banach X. Considérons
E={lr,y) e Xx X" v edom(A), |lz|| =1, [yl =1, et (y,2) =1}  (1.11)

A est dit accrétif si pour tout (x,y) € €, on a Re (y, Az) > 0.

Proposition 1.8 Un opérateur —A a domaine dense dans un espace de Banach X
est le générateur d’un semi-groupe contractant si et seulement si A est accrétif et
Uimage ran(A + A) = X pour tout A > 0. Ou encore, de maniére équivalente, A est
fermé a domaine dense et A et A* sont accrétifs.

Démonstration [12, théoréme 2.24]
Soit A un opérateur vérifiant les hypotheses ci-dessus, et (z,y) € € alors

1A+ Azl = [{y, A+ A)x)| = [A+ (y, Az)[ > A = Allz]]. (1.12)

D’ou 'opérateur (A+ A) est injectif, et comme son espace image est X, il est bijectif
et
IA+A)7H <A (1.13)

on peut donc appliquer le corollaire 1.6. Réciproquement, supposons que —A est le
générateur d’'un semi-groupe contractant, alors tout réel A > 0 est dans I’ensemble
résolvant de —A donc ran(A + A) = X. Soit (z,y) € £ :

Re (y, Ar) = Re limh "y, — e "*2)
h—0

-1 —h
Re }Llir[l)h (1= (y,e"z))

Y]

. -1 _ ||,—hA >
lim A7 (1= ™A l[|zlllyll) = 0

1.1.3 Semi-groupes holomorphes

Il s’agit d’une classe de semi-groupes tres importante dans ce travail, et qui de
plus est tres fréquente dans les applications. Notons S,, pour w €0, 7/2| le secteur
angulaire de sommet 0O :

So={z€C:z#0et|argz| <w}

Définition 1.9 Soit {U(2)}.cs, une famille d’opérateurs bornés dans un espace
de Banach X. On dit que {U(z)}.es, est un semi-groupe holomorphe dans S, si :
(1) U(x)U(22) = U(z1 + 22) pour tous 21,2, € S,
(i)  pour tout € €)0,w][ il existe M, > 0 tel que ||U(2)|| < M, z € S,_e.
(iii) U(z) est une fonction holomorphe dans S, .
(iv)  pour tout x € X, lim, ¢ es, . U(z)r =z, € €]0,w].
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En particulier, un semi-groupe holomorphe dans S, est une fonction continue
pour la norme d’opérateur dans le secteur ouvert S,,. Cependant, dans le cas général,
un semi-groupe holomorphe U(z) n’est pas continu pour la norme d’opérateur en
z = 0 (cela entrainerait que le générateur soit borné, et l'analyticité dans tout le
plan complexe, cf proposition 1.4). Par ailleurs, un semi-groupe holomorphe n’est
pas nécessairement borné sur son secteur de définition, si les M, ne sont pas bornées.

Concernant les fonctions holomorphes a valeurs dans l'espace de Banach B(X),
on rappelle le résultat suivant [32, Ch.III, théoreme 3.12] (voir aussi [51, théoreme
3.31] pour un résultat plus général) :

Proposition 1.10 Soit z — T'(z) une fonction définie sur un ouvert D € C du
plan complexe a valeurs dans B(X). Alors les énoncés suivants sont équivalents :
(a) pourtousx € X ety € X*, z+— (y,T(2)x) € C est une fonction
holomorphe dans D.
(b) pour tout x € X, z+— T(2)x € X est une fonction holomorphe
dans D, au sens de la norme de X.
(¢) z—T(z) est une fonction holomorphe dans D,
au sens de la norme d’opérateur sur B(X).

Afin de caractériser les générateurs de cette classe de semi-groupes, on introduit
la définition suivante [56] :

Définition 1.11 Soit A un opérateur fermé a domaine dense dans X, et soient
0 €]0, [, M > 1. L’opérateur A est dit de type (8, M) si l’ensemble résolvant de A
contient {z € C: |argz| > 0} et que 'on a les inégalités :

M
A+ A)7H| < = pour A>0, (1.14)
et pour tout 0" €]0,m — 0], il existe My > 1 tel que

My
1(z+ A)7 < |—0|, pour z € Sy (1.15)
z
Ainsi par exemple un opérateur A fermé a domaine dense dans X est de type

(m/2,1) si et seulement si A et A* sont accrétifs. On peut alors caractériser les
générateurs de semi-groupes holomorphes par le résultat suivant [12, 20, 56] :

Proposition 1.12 Un opérateur —A fermé a domaine dense dans X est le généra-
teur d’un semi-groupe holomorphe borné de demi-angle w €]0,7/2] si et seulement
si A est de type (04 = 7/2 —w, M) pour un M > 1. De plus, on a la représentation
intégrale suivante :

1 el
T i JrC+ A

U(t) = e d¢ (1.16)

ot I est une courbe dans U'ensemble résolvant p(—A) allant de coe™(/2+9)  ooe!(7/2+¢)
pour un ¢ €0,w[ (voir Figure 1.1).
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Fic. 1.1 — Exemple de chemin d’intégration I'. Le domaine hachuré, c’est-a-dire
—Sp, contient le spectre de 'opérateur —A, générateur du semi-groupe.

Les semi-groupes holomorphes sont encore caractérisés par la propriété suivante
[12, théoreme 2.39] :

Proposition 1.13 Soit U(z) un semi-groupe holomorphe dans S, soit —A son
générateur. Alors pour tout z € S, ran(U(z)) C dom(A) et pour tout € €]0,w|,

d ¢
—UQ)|| =AU < Sue- 1.17
[sve)| = 1aven < & e 1L17)
De plus, on en déduit :
d"™ n,mn
|50 = 1wy < s e 19

Réciproquement, si U(t) est un semi-groupe de générateur —A tel que ran(U(t)) C
dom(A) et que

DI <M, [[AU@)]| < (1.19)

~+1 0

pour tout t > 0, alors il existe w > arcsin((ce) ') > 0 tel que U(t) soit prolongeable
en un semi-groupe holomorphe dans le secteur S,,.

De maniere analogue, on définit les semi-groupes holomorphes contractants : un
semi-groupe holomorphe {U(2)},cs, est dit contractant si ||U(z)|| < 1 pour tout
z € S,. Les générateurs de ces semi-groupes vérifient I’estimation (1.15) avec My =
1 quel que soit 0" €]0,7/2 4+ w| (d’apres le corollaire 1.6). D’ou la caractérisation
suivante [20, théoréme 5.9] :

Proposition 1.14 Un opérateur —A fermé a domaine dense dans X est le généra-
teur d’un semi-groupe holomorphe contractant si et seulement si A est ”sectoriel”
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de demi-angle 7/2 —w, dans le sens suivant : pour tout (x,y) € € (voir la définition
1.7), (y,Ax) € S;jo—w, Uadhérence du secteur Syja_,, et —1 € p(A), l'ensemble
résolvant de A.

t4 est un semi-groupe holo-

Enfin, si A est un opérateur de type (64,1), alors e~
morphe dans Sy /2_g,, et ||e™*4|| < 1 pour tout ¢ > 0.

Une autre propriété remarquable des semi-groupes holomorphes est relative aux
espaces image et noyau de ces opérateurs (pour l'image, ce résultat se trouve dans

[25, p.307], mais les propriétés des noyaux sont originales) :

Proposition 1.15 Soit (U(2)),cs, un semi-groupe holomorphe sur un espace de
Banach X. Alors pour tout z € S, ranU(z) est dense dans X. En fait, tout sous-
espace de X défini par X,(U) = {y € X,y = [ F(1)U(r)zdr avec v € X et F €
Cs°(Jt, 00])} est dense dans X. D’autre part ker U(z) = {0} et pour tout entiern > 1,
on a :x € kerd"U(z)/dz" si et seulement si U(z)x = x pour tout z € S,. En
particulier U(z) est injectif.

Démonstration

Remarquons que X;(U) C ran U( ), Car si F € C§°(Jt, o), alors ty = inf{r >
0,F(r) # 0} > tetdoncy = [[*F T)adr = U(t) [T F(r)U(t — t)zdr €
ran U (t).

Supposons qu’il existe une forme linéaire xj € X* non nulle qui s’annule sur le
sous-espace %t(U) entier : xo € X;(U)*. Cela signifie que pour tout z € X et pour
tout F € C°(Jt,00]), [,° F(7)(x}, U(r)z)dr = 0. Cela entraine que (zf, U(7)z) = 0
pour tout 7 > t car lapphcamon 7 = (xf,U(T)x) est continue. De plus, comme
U(z) est un semi-groupe holomorphe, cette application se prolonge en une fonction
holomorphe dans S,,. Or par prolongement analytique, on obtient (xj,U(z)z) = 0
pour tout z € S,.

Par ailleurs, on doit avoir lim, o (x§, U(2)x) = (7}, x), donc (zf, z) = 0 pour tout
x € X, mais alors nécessairement x5 = 0 ce qui est contradictoire. Donc X;(U)*+ =
{0} et on en déduit que X;(U) est dense dans X, et a fortiori ran U(t) qui le contient.

Montrons que ker U(zy) = {0}. Soit x € ker U(zp). Comme U(zp)z = 0, on a
U(A+ zp)x = 0 pour tout A € S,. Or z — U(z)x est une fonction holomorphe, donc
par prolongement analytique U(z)z = 0 pour tout z € S,. Or lim, ,oU(2)z = z
donc x = 0, ce qui montre que ker U(z) = {0}.

Soit x € kerd"U(zy)/dz". Comme d"U(z)/dz" = (—1)"A"U(2), en notant —A
le générateur du semi-groupe U(z), on en déduit que A"U(zy + A)z = 0 pour tout
A € S, et par prolongement analytique d"U(z)/dz"z = (—1)"A"U(z)x = 0 pour
tout z € S,. Ainsi pour tout z € S, et tout z* € X*, la fonction s — (z*,U(sz)x)
pour s > 0 est un polynome de degré inférieur a n. Mais comme sz € S,_. pour
un certain € > 0 indépendant de s > 0, cette fonction est bornée par M., ainsi ce
doit étre un polynome constant. Enfin, on a lim,_,o(z*, U(sz)x) = (z*, x) pour tout
z* € X* d’ou U(z)z = x pour tout z € S,,.

U
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1.1.4 Puissances fractionnaires de générateurs

Soit A un opérateur fermé a domaine dense de type (64, M,), cf définition 1.11.
On peut alors définir les puissances fractionnaires A* pour tout o« € R. Plusieurs
méthodes existent [38, 56], selon la valeur de 04. Quel que soit 84 €]0, 7[, on peut
définir : .

sin ar

A% =

/ ANTAN+ A) tad), ¢ € dom(A). (1.20)

T 0

La puissance fractionnaire a la propriété suivante : si A est de type (64, M4) et 0 <
a < 1, alors A% est de type (a4, M) [56]. Ici A n’est pas nécessairement générateur
d’un semi-groupe (en effet on peut avoir 4 > 7/2), mais pour « assez petit, A®
devient générateur d’un semi-groupe holomorphe borné (lorsque oy < 7/2).

Sif4 €]0,m/2], —A est le générateur d’un semi-groupe holomorphe borné et on
peut aussi définir la puissance fractionnaire pour 0 < o < 1 de A par l'intégrale [38,
proposition 11.4] :

A%x =

1 OO —a—1/,—)A
F(—a)/o A (e = Ixd)\, x € dom(A). (1.21)

On remarque que pour x € dom(A), 'intégrale (1.21) est convergente, d’ou dom(A) C

dom(A%). On pose aussi A’ = I et pour tout @ > 0, si [«] désigne la partie entiére
de «, on pose A® = Ae-lelAlel,

Proposition 1.16 Soit A un opérateur de type (04, My4). Pour tout o € [0,1], il
existe une constante Cy,, dépendant seulement de M et «, telle que, pour tout p > 0,

Ca
Hlfa :

A A+ )7 < (1.22)
Démonstration

Pour @ = 0 ou o = 1, la proposition résulte de I'estimation de la résolvante.
Soient 0 < o < 1 (remarquons que ran(A + p) ! = dom(A) C dom(A%)), alors

AS(A 4 )t = Smom / A LA+ A) (A + ) (1.23)

™ 0

On écrit U'intégrale (1.23) en deux parties : 0 < A < pet A > p :

{47WHMQ+A>wMA+m1MM-

sin ar

[A*(A+p) Y <

# [TA AR+ ) i

Ensuite grace a 'estimation de la résolvante ||(A + p) 7' < Ma/p, [JA(A+ V)] <
1+ My, et pour tout g > 0 on obtient :

. 14 oo
JAYA+ )Y < 22T M1+ My) {w/ )\ald)\+/ AMdA}
0 1z

™

sin am a-l a-l
< Ma(1+ M) (“ _ £ ) .
s « a—1
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sinam Ma(1+ My)
s a(l — )

En posant C, = on trouve lestimation (1.22). O

Proposition 1.17 (Lemme 2.3.5 de [56]) dom((A + §)*) = dom(A%) pour tout
0>0 et pour 0 < a < 1.

Proposition 1.18 Soit A un opérateur de type (04, Ma), 04 < 7/2, alors U(t) =

et est un semi-groupe holomorphe borné, et pour tout réel o > 0, on a

sup [[t*A% || = M,y < oo, (1.24)
>0
Démonstration
Soit 0 < aw < 1 : grace a dom(A) C dom(A?%) on a dom(A*U(t)) = X. D’ou par
(1.21) on a
1 (o)
AT () = — / AU+ A) = U(1))dA (1.25)
I'(=a) Jo
On sépare l'intégrale (1.25) en deux parties : 0 < A < ¢t et A > ¢, puis on utilise
I'estimation de la dérivée du semi-groupe holomorphe (voir proposition 1.13) pour

obtenir .
Ut+A)—U®)| <A sup ||[U(D)] < A= 1.26
t

t<r<t+A

Ce qui conduit a I’estimation

1 t o)
|AU®)| < (/ Aa%‘dw/ 2MA)\“1d)\>
0 t

F(;Oé)
< i (20

Finalement on trouve (1.24) pour 0 < a < 1 en posant M, = I'(—a) !(ca/(1 — @)
+ 2MA/OZ)

Pour les puissances « entieres, (1.24) résulte directement de la proposition 1.13.
D’apres cette méme proposition 1.13, ran(U(¢)) € dom(A") pour ¢t > 0. D’ou
(1.24) découle, pour o > 1 non entier, de dom(A® = A*~[dAl]l)y O dom(AldH!),
la représentation (1.25), et l'estimation (1.18) des dérivées d’ordre o] + 1. O
Lemme 1.19 Si —A est le générateur d’un semi-groupe borné par My, alors pour

tout § > 0 et pour tout o €]0,1] :

sin a7 MA(I + MA)

O

o (1.27)

Démonstration
d + A est encore de type (04, M,), donc

sin o

(64 A) (e~ 1)

™

00 t
/ AN A+0+ A)—ldA/ Ae~54ds, (1.28)
0 0
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en divisant l'intégrale en deux parties, on trouve :

: l/t t
(64 A)o(etA — ) — Smor / A = (5 A)(A+5+ A)‘l)d)\/ e=sAds
n 0 0
mar / A (A+ 6+ A" (e M — I)dA.
™ 1/t

Grace aux estimations ||e || < My et ||(A+ A)7L|| < M4/ on obtient :

sin a

et = e+l < T (o L) e )

™ — (0%

U

1.2 Semi-groupes dans un espace de Hilbert

1.2.1 Opérateurs fermés dans un espace de Hilbert

Soit A un opérateur fermé dans un espace de Hilbert §. On définit 'image
numérique Nr(A) C C par :

Nr(A4) = {(u, Au) : u € dom(A) et ||u|| = 1}. (1.30)

Quel que soit A, Nr(A) est une partie convexe du plan complexe (théoreme de
Hausdorff). Il en résulte que le complémentaire de ’adhérence de I'image numérique
1 = C\ Nr(A) est connexe sauf dans le cas o Nr(A) est une bande limitée par
deux droites paralleles, auquel cas le complémentaire a deux composantes connexes

1, Qs. De plus, on a la proposition suivante [32, Ch.V, théoreme 3.2] :

Proposition 1.20 Soit A un opérateur fermé dans un espace de Hilbert §, et soit
Q= C\ Nr(A). Pour tout z € Q, (A — 2) est injectif, son image ran(A — z) est
fermée et de codimension constante dans $ (dans chaque composante conneze de
Q). Siran(A — z) = 9 pour un z € Q (ou, respectivement € o), alors Q@ C p(A)

(respectivement, 215 C p(A)) et la résolvante de A vérifie :

1

14 =27 < G ey

(1.31)

On remarque que si A est un opérateur borné sur §, alors le spectre de A est
inclus dans ’adhérence de I'image numérique. On a d’ailleurs les inégalités suivantes
[22] entre le rayon spectral r(A), le rayon numérique r,(A) = sup,cx,(a) 2] et la
norme ||A]| :

P(A) < ra(A) < A, et r(4) > [|A]/2 (1.32)

Dans un espace de Hilbert, les notions d’opérateur accrétif et sectoriel ont donc
une formulation plus directe que dans le cas d’un espace de Banach, en utilisant
I'image numérique :
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Définition 1.21 Un opérateur A dans un espace de Hilbert $) est dit accrétif si son
image numérique Nr(A) est incluse dans le demi-plan droit {z € C: Rez > 0}. Si
de plus ran(A + X) = $ pour un A > 0, alors on dit que A est m-accrétif.

Un opérateur m-accrétif A est nécessairement fermé a domaine dense dans §), et
maximal au sens ou il n’a pas d’extension accrétive [56, 32].

Définition 1.22 Un opérateur A dans un espace de Hilbert $) est dit sectoriel de
demi-angle 04 €0, 7/2[ si son image numérique Nr(A) est incluse dans le secteur
fermé Sy,. Si de plus ran(A + 2) = 9 pour un z € Sy,, A est dit m-sectoriel.

En particulier, un opérateur A m-sectoriel est m-accrétif, donc fermé a domaine
dense dans $. La limite 4 = 0, c’est-a-dire si A est m-sectoriel de demi-angle ¢
pour tout # > 0 (donc Nr(A) C R") équivaut a : A est auto-adjoint positif. Ces
notions sont liées a la définition 1.11 dans le sens suivant :

— A est m-accrétif si et seulement si A est de type (7/2,1).

— si A est m-accrétif, alors A% est de type (an/2,1), de plus A% est m-sectoriel

de demi-angle am/2 pour tout « € [0, 1] (voir [35])
En particulier, un opérateur —A dans un espace de Hilbert est le générateur d’un
semi-groupe holomorphe contractant de demi-angle w si et seulement si A est m-
sectoriel de demi-angle 7/2 — w. Les opérateurs auto-adjoints positifs engendrent les
semi-groupes holomorphes et contractants dans le demi-plan ouvert {z € C: Rez >

0}.

1.2.2 Formes quadratiques et représentations

Dans un espace de Hilbert de dimension finie, les notions d’opérateur linéaire et
de forme quadratique sont équivalentes. C’est encore vrai en dimension infinie si on
considere des opérateurs bornés et des formes bornées. Si on passe a des opérateurs ou
des formes non bornées, il n’y a plus de relation immédiate, mais il existe une théorie
de la représentation pour certaines classes de formes et d’opérateurs, notamment les
opérateurs m-sectoriels.

Soit @ une forme sesquilinéaire définie sur le domaine dom(a) C ), on note
alu] = alu,u] lorsqu’on la considere comme une forme quadratique, et on définit
les parties réelle et imaginaire comme les formes symétriques définies sur le méme
domaine :

1 1
Rea = 5(&—1— a*) et Ima = ;(a —a”) (1.33)
i

avec a*[u,v] = alv,u], d’ou on a aussi
(Re a)[u] = Re (alu]) et (Ima)[u] = Im (afu]), v € dom(a), (1.34)

de sorte que afu,v] = (Rea)[u,v] + i(Ima)[u,v] pour tous u,v € dom(a) (mais
(Rea)[u,v] # Re(alu,v])!). Comme pour les opérateurs, 'image numérique est
définie par

Nr(a) = {alu],u € dom(a) et ||ul| = 1}. (1.35)
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On dit qu'une forme a est sectorielle de demi-angle 6 €10, 7/2[ si Nr(a) C Syp. On
dit qu'une forme a est fermée si pour toute suite {u,},en C dom(a), telle que
alu, — upy] — 0 quand n,m — 0 et u, converge vers u, on a v € dom(a) et
limy, o alu, — u] = 0. La proposition suivante est appelée le premier théoréeme de
représentation [32, Ch.VI, théoréme 2.1].

Proposition 1.23 Soit a une forme sectorielle fermée a domaine dense dans un es-
pace de Hilbert §). Alors il existe un opérateur m-sectoriel A unique tel que dom(A) C
dom(a) et alu,v] = (u, Av) pour tout u € dom(a) et v € dom(A). Il existe une cor-
respondance bijective entre [’ensemble des formes sectorielles fermées a domaine
dense et ’ensemble des opérateurs m-sectoriels. La forme a est bornée si et seule-
ment si A est borné, a et A ont le méme angle et a est symétrique si et seulement
st A est auto-adjoint.

Comme la somme de deux formes sectorielles fermées a et b est une forme sec-
torielle fermée de domaine dom(a) N dom(b) [32, Ch.VI, théoreme 1.31], le premier
théoreme de représentation permet de définir la somme des deux opérateurs m-
sectoriels associés au sens des formes [32, Ch.VL5]. On note A+ B cette somme, ¢’est
par définition 'opérateur m-sectoriel associé a la forme sectorielle fermée a+b, dans le
sous-espace ) = dom(a) N dom(b). Il s’agit d’une extension de la somme algébrique,
elle peut étre définie de maniere non triviale méme si dom(A) N dom(B) = {0}.

Le second théoreme de représentation concerne les formes symétriques positives
[32, Ch.VI, théoreme 2.23] :

Proposition 1.24 Soit a une forme symétrique, positive et fermée a domaine dense
dans un espace de Hilbert §, et soit A l'opérateur auto-adjoint associé. Alors on a
égalité dom(A'Y?) = dom(a), et

alu,v] = (AY2u, AY%v), pour tous u,v € dom(a). (1.36)

Si a est une forme sectorielle fermée, alors Re a est symétrique, positive et fermée
(comme somme de formes sectorielles fermées). On peut donc définir 'opérateur
auto-adjoint Re A comme l'opérateur associé a Rea, ou encore Re A = (A+A*)/2.
A priori, le domaine dom(Re A) est différent de dom(A), mais par le théoreme 1.24,
dom((Re A)'/?) = dom(Rea) = dom(a). Ces formes et ces opérateurs sont liés par

les inégalités suivantes [32, Ch. VI, (1.15)] (a est sectorielle de demi-angle ) :
(Rea)lu,v] < (Rea)[u]'*(Rea)[v]'/” = [|(Re A)"/?ull[|(Re A)" /0] (1.37)

|(Ima)[u,v]] < tanB(Rea)[u]'’*(Rea)v]"/? (1.38)

la[u,v]| < (1 + tan@)(Rea)[u]'?(Rea)[v]"/? (1.39)

Suivant [32, Ch.VI, théoréme 3.2], on peut donner une expression générale pour
les opérateurs m-sectoriels : soit A un opérateur m-sectoriel dans §, alors il existe
un opérateur auto-adjoint borné C' tel que

A= (Re A)'*(I +iC)(Re A)"/?, (1.40)
et [|C]] < tanfa. On a enfin la propriété suivante [32, Ch.VI, théoreme 3.3 :
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Proposition 1.25 Soit A un opérateur m-sectoriel dans un espace de Hilbert £. A
a une résolvante compacte si et seulement si Re A a la méme propriété.

1.2.3 Puissances fractionnaires et inégalités de Heinz-Kato

Le probleme de la comparaison des puissances fractionnaires et de la forme
associée est tres délicat. Pour un opérateur auto-adjoint, le second théoreme de
représentation donne une réponse complete : dom(A'?) = dom(a). La question de
la détermination du domaine de la racine carrée dans le cas général a été soulevée
par Kato, et porte le nom de conjecture de Kato. Cependant I'égalité dom(AY/?) =
dom(a) n’est pas vraie pour un opérateur m-sectoriel quelconque. Le cas des opéra-
teurs elliptiques du second ordre, qui est essentiel pour les applications, a été fi-
nalement résolu derniérement [2]. Pour un opérateur m-accrétif et des puissances
strictement inférieures a 1/2, Kato a montré le résultat suivant [35] :

Proposition 1.26 Soit A un opérateur m-accrétif dans un espace de Hilbert $.
Alors pour tout o € [0,1/2[, on a :

dom(A®) = dom(A*) (1.41)

Si A est m-sectoriel, alors dom(A*) = dom(A**) = dom((Re A)*) C dom(a), tou-
jours pour o € [0,1/2].

Pour des opérateurs auto-adjoints, on a l'inégalité de Heinz [56] :

Proposition 1.27 Soient $H; et H9 deux espaces de Hilbert et soient A et B des
opérateurs auto-adjoints positifs dans $1 et Ho respectivement. Soit T est un opéra-
teur borné de $, dans 99 tel que T(dom(A)) C dom(B). Supposons qu’il existe une
constante M telle que pour tout u € dom(A), ||BTu| < M||Aul|, alors pour tout
a €]0,1[, T(dom(A*)) C dom(B®) et pour tout u € dom(A®)

IBTul] < M|\ T~ A%| (1.42)

Ce résultat a été généralisé par Kato a deux opérateurs m-accrétifs [36, 37] :

Proposition 1.28 Soient 9, et H9 deux espaces de Hilbert et soient A et B des
opérateurs m-accrétifs dans H, et Ho respectivement. Soit T' est un opérateur borné
de 91 dans $y tel que T'(dom(A)) C dom(B). Supposons qu’il existe une constante
M telle que pour tout u € dom(A), ||BTul| < M||Aul|, alors pour tout o €]0,1],
T(dom(A%)) C dom(B?%) et pour tout u € dom(A%)

IBTul| < €M T || A%l| (1.43)
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Chapitre 2

La formule de Lie-Trotter-Kato

2.1 Un théoreme de Sophus Lie

25

L’origine de cette formule est la proposition suivante due a Sophus Lie (1875),

qui était énoncée en dimension finie (voir par exemple [48, Ch. VIILg]).

Proposition 2.1 Soient A et B des matrices carrées de dimension d, alors

(eA/neB/n)” _ 6A+BH < 0(1/n).

Démonstration
Soient S,, = eATB)/n ot T, = eA/meB/m Alors

n—1
Sp— T =SS, — T)T
m=0

d’ou
1S5 = T3 < n(max{|[Sull, 1T 1™ IS — Tall-
Or ||e%]] < elA+Bl/m ot ||T,,]] < WAIFIBD/" On en déduit que

IS5 = Tl < ne BN S, — ).

(2.2)

(2.3)

D’autre part, on peut écrire un développement limité de la différence S,, — T, :

n2

(e o) -2 00()
- o(2).

ce qui conduit au résultat annoncé (2.1).

A+ B 1
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On remarque que ce raisonnement reste entierement valable si 'espace est de
dimension infinie, avec deux opérateurs bornés A et B (cf (1.7)) et la topologie de la
norme d’opérateur (en dimension finie il n’était pas nécessaire de préciser la norme
choisie puisqu’elles sont équivalentes).

Connaissant la notion de semi-groupe d’opérateurs dans un espace de Banach,
on peut alors poser la question : existe-t-il une formule d’approximation analogue
a celle de Lie pour les semi-groupes ? En fait, cette question en contient plusieurs :
dans quelle topologie la convergence a-t-elle lieu 7 Comment la somme A+ B est-elle
définie (puisque A et B ne sont plus bornés) ? Quelle est la vitesse de la convergence ?

2.2 Les résultats de Trotter

En 1959, Trotter [58] démontra une telle formule analogue pour des semi-groupes
contractants, dans la topologie forte. Etant donné qu’il s’agit de semi-groupes for-
tement continus, il est naturel d’obtenir une convergence dans la méme topologie
forte, contrairement a la formule de Lie, ou il s’agit de groupes continus en norme
d’opérateur. Cependant, il faut aussi une condition qui garantisse que la somme des
générateurs A + B est bien définie et engendre un semi-groupe.

Proposition 2.2 Soient —A et —B, des générateurs de semi-groupes contractants
sur un espace de Banach X. Supposons que

Cu= Au+ Bu, ueD (2.5)

ou D C dom(A) N dom(B) est un sous-espace dense tel que —C (défini sur D)

admette une extension —C qui soit le générateur d’un semi-groupe. Alors

. ~tA/n_~tB/n\" _ —tC
nh_)rgo(e e ) u=e"u (2.6)

pour tout u € X et tout t > 0.

Une autre facon de présenter ce résultat est la suivante : —C' est un générateur
de semi-groupe tel qu’il admet un domaine essentiel D avec Cu = Au + Bu pour
u € D.

En fait, il n’est pas nécessaire que les semi-groupes soient contractants, mais
seulement qu'ils satisfassent les conditions My = Mp = 1 [58]. Cette formule de
Trotter permet donc d’approcher les solutions d’équations aux dérivées partielles
linéaires dans un espace de Banach, connaissant les solutions des deux équations
correspondant aux deux parties A et B séparées. Par exemple, si H = A + B est
le hamiltonien d’un systeme quantique décrit dans un espace de Hilbert, de sorte
que A et B soient auto-adjoints, alors les solutions de 1’équation de Schroédinger
i+ = Hip peuvent étre approchées par (e"4/me™B/m)na(0) [48].

Ce résultat repose sur un autre théoreme d’approximation tres important da
a Trotter [57] et appelé parfois aussi théoreme de Trotter-Neveu-Kato (voir par
exemple [12, théoreme 3.17], [20, Ch. 1.7])
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Proposition 2.3 Soit e~ une famille de semi-groupes dépendant d’un paramétre
h > 0 sur un espace de Banach X, telle que |le=*"*|| < Me" indépendamment de h.
Soit e un semi-groupe défini sur un sous-espace fermé Xy C X, avec |le™|| <
Me . Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) il existe tg > 0 tel que pour tout u € X,

lim sup |e "ty — e ul| = 0. (2.7)
h—0 0<t<ty

(17) la limite (2.7) est vérifiée pour tout ty > 0.
(1) il existe z > v tel que pour tout u € X

lim(z + Ap) tu = (2 + A) . (2.8)

h—0

(iv) la limite (2.8) est vérifiée pour tout z > 7.
(v) pour tout u € D, un domaine essentiel de A, il existe des vecteurs uj, €
dom(Ay) tels que
limuy, = u, lim Apu;, = Au.
h—0 h—0
Ce résultat montre que la topologie de la convergence forte de la résolvante
correspond bien, pour les générateurs de semi-groupes, a la topologie forte pour
les semi-groupes. On construira une théorie analogue avec la topologie de la norme
d’opérateur au chapitre 7.

2.3 Premieres généralisations

2.3.1 Chernoff

Dans les années 1960, Chernoff démontra la formule de Trotter sous une forme
plus générale, ou le produit (e_tA/”e_tB/”)n est remplacé par une fonction a valeurs
dans les contractions sur ’espace de Banach X [10].

Proposition 2.4 Soit F(t) une fonction fortement continue de t € [0, 00[ @ valeurs
dans les contractions sur X avec F(0) = I. Supposons que la dérivée forte F'(0)
admette pour fermeture un opérateur —C' générateur d’un semi-groupe contractant.
Alors F(t/n)" converge vers e '“ dans la topologie forte.

Dans le cas particulier F(t) = e ‘e P on retrouve le résultat de Trotter. Comme
autres exemples, on trouve souvent la moyenne arithmétique (e=2*! + e=25)/2 ou
les mémes expressions avec des résolvantes au lieu des semi-groupes : (I +tA)~ (I +
tB)™Y, (I +2tA)~' + (I +2tB)')/2 (voir par exemple [39]). Dans le chapitre 7, on
présentera une extension de cette théorie de Chernoff pour la norme d’opérateur.
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2.3.2 Kato

En 1978, Kato démontra [34] une formulation particulierement achevée du résul-
tat de Trotter, dans un espace de Hilbert. En effet, dans ce cas, il n’y a pas de
condition supplémentaire sur les générateurs A et B. Pour définir la somme, on utilise
la théorie des formes quadratiques (cf Ch.1.2.2). Par ailleurs, Kato a introduit deux
fonctions qui ne sont pas nécessairement sous forme exponentielle, les opérateurs
f(tA) et g(tB) sont alors définis grace a la représentation spectrale des opérateurs
auto-adjoints.

Proposition 2.5 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints positifs dans un es-
pace de Hilbert . Soit C = A+B la somme au sens des formes quadratiques définie
sur le sous-espace fermé §y = dom(A/?) N dom(B'/?). Soient f et g deuz fonctions
réelles définies sur [0, 00[, mesurables, telles que

0<f(H) <1, F(0) =1, J/(+0) = -1, (2.9)
et de méme pour g. Alors

lim (f(tA/n)g(tB/n))" u = e Pyu (2.10)

n—00

pour tout u € 9, ou Py est le projecteur orthogonal sur .

Cette convergence forte est encore vraie pour des générateurs m-sectoriels a
condition de prendre pour f et g la fonction ¢ — e™* [34, addendum].

Proposition 2.6 Soient A et B deux opérateurs m-sectoriels dans un espace de
Hilbert $. Soit C = A+ B la somme au sens des formes quadratiques définie sur le
sous-espace fermé $y = dom(A/2) N dom(B/2). Alors on a la convergence forte

s — lim (e_tA/”e_tB/”)n = e OR, (2.11)

n— 00

ou Py est le projecteur orthogonal sur .

Pour un exposé clair et concis des différents résultats sur la convergence forte de la
formule de Trotter, voir [12, Ch. 3.4 et Ch. 4.5].

2.4 Au-dela de la topologie forte

2.4.1 Convergence dans la topologie de la trace

Jusqu’en 1988, la convergence de la formule de Trotter (avec des générateurs
non bornés) était connue seulement dans la topologie forte. A cette date, Zagrebnov
établit la convergence pour la topologie de la trace de la formule de Trotter pour des
opérateurs de Schrédinger [61]. En 1990, Neidhardt et Zagrebnov [42] ont étendu
ce résultat au cas abstrait en montrant que la convergence a lieu pour la norme de
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la trace pour des semi-groupes auto-adjoints si e~ est un semi-groupe de Gibbs

(c’est-a-dire admettant une trace) pour ¢ > 0. Ce type de semi-groupe est continu
pour la norme de la trace en tout ¢ > 0, mais non en t = 0 ou seule la continuité
forte est vraie (voir chapitre 6). Si f est une fonction satisfaisant les conditions (2.9),
on pose
0 < po(t) = inf s o)<
< wo(t) = inf s (f(s) ) <1,
1 t=

=14

fo(®) { (1+tpo(t) L, t>0.

Par exemple pour f(s) = e, po(t) = 1.
Proposition 2.7 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints positifs dans un es-
pace de Hilbert $), et soient f et g deuz fonctions mesurables satisfaisant les condi-
tions (2.9). Si de plus fo(tA) € Cp(H), t > 0, 1 < p < 00, alors e~ F8) € ()
ot $Hy = dom(A/2) N dom(B'/?), et on a

1Ml = lim (F(EA/n)g(tB/n))" = e 4P, (2.12)

n>p

ou Py est le projecteur orthogonal sur $y.

2.4.2 Convergence en norme d’opérateur

En 1993, un nouveau résultat surprenant fut celui de Rogava [50], ou pour la
premiere fois la convergence en norme d’opérateur est énoncée pour des semi-groupes
fortement continus.

Proposition 2.8 Soient A et B deuz opérateurs auto-adjoints positifs dans un es-
pace de Hilbert §). Supposons que dom(A) C dom(B), et que A+ B est auto-adjoint
sur dom(A). Alors on a

n |

‘ (emtAl2n g tB/ng=ta/20)" _ e—t(A-i—B)H < 0 <%> (2.13)
n |

‘ (e=tBIme=tA/m)" _ e—t(A-i—B)H < 0 <_\I;g> (2.14)

Depuis, de nombreux articles sont parus sur la convergence de la formule de
Trotter en norme d’opérateur, abordant le probleme dans diverses directions : avec
des opérateurs différentiels précis [23, 26, 14, 27] ou dans un cadre abstrait [28, 29,
43, 44, 45, 46]. Avant [4], tous concernaient des générateurs auto-adjoints positifs
dans un espace de Hilbert, et les méthodes reposaient de maniere essentielle sur la
représentation spectrale de ces opérateurs. Ainsi, les semi-groupes correspondants
sont holomorphes dans le demi-plan ouvert {z € C : Rez > 0}. Cette analyti-
cité parailt essentielle pour avoir la convergence de la formule de Trotter en norme
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d’opérateur. En effet il semble qu’il y ait un lien entre la topologie dans laquelle
(au moins) un des semi-groupes intervenant dans la formule est continu pour ¢ > 0
et la topologie dans laquelle la formule converge : si e7** est un semi-groupe de
Gibbs (auto-adjoint), donc continu pour la topologie de la trace pour tout ¢t > 0,
alors la formule de Trotter converge dans la topologie de la trace; si e *4 est un
semi-groupe holomorphe (auto-adjoint), donc continu en norme d’opérateur pour
tout ¢t > 0, alors la formule de Trotter converge en norme d’opérateur. On verra que
cette these confirme ces idées méme lorsque les semi-groupes considérés ne sont pas

auto-adjoints.

2.5 Conditions suffisantes : cas auto-adjoint

Parmi tous les résultats parus, certains sont directement liés avec cette these : ils
sont donc rappelés ici. Considérons deux fonctions f et g satisfaisant les conditions
(2.9). On ajoute les conditions suivantes [43] :

]__
supﬂ < 400 (2.15)
x>0 x
1—
S el A (2.16)
x>0 X
1 1
— 2.17
z&e( m)xz < oo 21
L < + (2.18)
su — 00 )
:v>Ig 1+JI £E2
l‘f( 1/2
sup ————— = S, < +00 2.19
T ) (2.19)

Proposition 2.9 (cf [43]) Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints positifs
dans un espace de Hilbert $), avec A > I, B > 1. Soient f et g deux fonctions
satisfaisant (2.9) et les conditions ci-dessus. Supposons que dom(A) C dom(DB)
et ||Bul| < a||Aul|, pour tout u € dom(A) avec 0 < aS1Sy < 1. Alors on a les
estimations de convergence suivantes en norme d’opérateur, uniformément pour t €
[0, +o0] -

|t Egenmpeamp)” - < o(22) e

n

|(F(tA/m)g(tB/m)" — e H+D)|| < o(l—”) (2.21)

n

Proposition 2.10 (cf [44]) Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints positifs
dans un espace de Hilbert $), avec A > I, B > 0. Soient f et g deux fonctions
satisfaisant (2.9) et les conditions ci-dessus. On note H = A+B la somme au
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sens des formes quadratiques et on suppose que dom(A'/?) N dom(B'/?) est dense
dans $). Supposons de plus que dom(A%*) C dom(B®) et ||B*u|| < a||A%ul|, pour
un o €]1/2,1[ et pour tout u € dom(A%) avec 0 < a'/*S;Sy < 1. Alors on a
les estimations de convergence sutvantes en norme d’opérateur, uniformément pour

t e [t0,+OO[ (to > 0) ;
0 (%) (2.22)

O (%) . (223)

1—2a)

IN

H (f(tA/n)1/2g(tB/n)f(tA/n)1/2)n B eftHH

|(F(tA/)gtB/m))" — et

IN

Si de plus dom(H®*) C dom(A®), alors on a les estimations de convergence O(n
uniformes en t sur [0, +o0].

)

Ces résultats seront généralisés a des semi-groupes non auto-adjoints dans plu-
sieurs cas. Dans le chapitre 4, on montrera une extension de la proposition 2.9 pour
B m-accrétif avec la méme vitesse de convergence ; au chapitre 5, on montrera une
extension de la proposition 2.10 pour des générateurs m-sectoriels et sans estimation.

Par ailleurs, Neidhardt et Zagrebnov ont montré [45] que la compacité de la
résolvante d’un des générateurs est suffisante pour avoir la convergence en norme
d’opérateur de la formule de Trotter, mais il n’y a pas d’estimation d’erreur dans ce
cas. Ce résultat étend en particulier celui de la proposition 2.7 au cas p = oo. Plus
précisément, on a :

Proposition 2.11 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints positifs dans un
espace de Hilbert §. Si (I+ A) (I + B)~! est compact, alors la formule de Trotter-
Kato (f(tA/n)g(tB/n))" converge en norme d’opérateur vers e " Py localement uni-
formément sur |0, +oo|. H = A+B est la somme au sens des formes définie dans le
sous-espace $Hy = dom(AY2) N dom(BY/2), Py est le projecteur orthogonal sur £ et
(Iy + H)"' Py est compact.

On verra au chapitre 5 comment cette proposition peut étre étendue au cas
d’opérateurs m-sectoriels.

2.6 Condition nécessaire et suffisante : cas auto-
adjoint

Dans le cas de semi-groupes auto-adjoints sur un espace de Hilbert, des conditions
nécessaires et suffisantes ont été énoncées [45]. La proposition suivante généralise la
proposition 2.4 de Chernoff puisque les limites sont prises dans la topologie de la
norme d’opérateur.

Proposition 2.12 Soit {®(s)}s>0 une famille de contractions auto-adjointes posi-
tives sur un espace de Hilbert H. Soit X(s) = (I — ®(s))/s pour s > 0, et soit
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Xo un opérateur auto-adjoint défini dans un sous-espace fermé Hy C H. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

(@ Jim [(C+X()™ ~ (C+X0) Aol = 0. pour un ¢ > 0y
(b) li_>m |@(t/n)" — e Py|| =0, pourt > 0.

Proposition 2.13 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints positifs sur un
espace de Hilbert 9, et soient f et g deuz fonctions satisfaisant (2.9). On note
H = A+B défini sur le sous-espace fermé $y = dom(AY2) N dom(BY2) et Py est le
projecteur orthogonal sur $g. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) lim sup || (F(EA/) 2g(tB/m)f(tA/)2)" — ™ Pyl| =0, [a,b] €0, +ox]

r—+00 tela,b]
(ii) lim[](A+ Rt)™ ' —(AN+H) 'Rl =0, A>0
(i43) lim sup || (f(tA/n)g(tB/n))" —e " Py|| =0, [a,b] C]0, 00|

T—=+00 tc(a,b]

(iv) tim|(A+ X ()™ = (A+ H) Rl =0, A >0,
—

ou R(t) =t~ H(I—f(tA/n)"2g(tB/n)f(tA/n)!/?) et X(t) =t (I—f(tA/n)g(tB/n)).

Ces résultats seront étendus au cas non auto-adjoint au chapitre 7.

2.7 Convergence dans les idéaux symétriquement
normeés

Plusieurs des résultats de convergence précédents (notamment les propositions
2.7, 2.9, 2.10) ont été généralisés a la convergence dans les idéaux symétriquement
normés de 'algebre B($)) [24, 46]. Soit ¢ une fonction normante symétrique, alors
¢ définit un idéal noté L4($) constitué par les opérateurs compacts 1" sur § tels
que ¢({si(T)}ren) < oo [46, §2]. On note {si(7T)}ren les valeurs singulieres de
I'opérateur compact 7', c’est-a-dire les valeurs propres de 'opérateur auto-adjoint
compact VI*T. Cet idéal L4($) devient un espace de Banach muni de la norme
1T |lo = ¢({sk(T) }ken). La proposition suivante reprend le théoreme 3.5 de [46].

Proposition 2.14 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints positifs dans un
espace de Hilbert séparable $). Soient fP et g deux fonctions mesurables telles que
(9P (teB)Y2fP(tgA)gP (to B)/2)P = FP(ty)P € L4(H) pour un ty > 0 et un entier
p > 1. Si les fonctions f et g vérifient les conditions (2.9) et sont dominées respec-
tivement par fP et gP (c’est-a-dire h(qz)Y1 < hP(z), 0 < q<1letx >0), et que la
formule de Trotter converge localement uniformément sur |0, +oo[ pour la fonction
F(t) = g(tB)'2f(tA)g(tB)"/? en norme d’opérateur, alors la formule de Trotter
converge dans Lg($) localement uniformément sur |pty, +00[ pour les différentes
fonction engendrées par f et g : f(tA)g(tB), g(tB)f(tA), f(tA)Y2g(tB)f(tA)'/?,
g(tB)'? f(tA)g(tB)"/>.
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On a aussi le résultat suivant (théoreme 4.5 de [46]).

Proposition 2.15 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints positifs dans un
espace de Hilbert séparable . Soit fP une fonction mesurable telle que fP(qx)Y? <
fP(z), x,q >0, et fP(tgA) € Ls(9) pour un ty > 0. Si les fonctions f et g vérifient
les conditions (2.9) et que f(z) < fP(x), alors la formule de Trotter converge
dans L4($) localement uniformément sur |ty, +oo| pour les différentes fonctions en-
gendrées par f et g, comme dans la proposition 2.14.

Un intérét majeur de connaitre la convergence de la formule de Trotter dans ces
idéaux est ’application a la mécanique statistique quantique. En effet en mécanique
statistique quantique, la fonction fondamentale régissant le comportement d’un
systeme est la fonction de partition tre ?# et les moyennes thermodynamiques
sont obtenues par des traces de la matrice densité p(3) = e P /tre=PH ou H est
la hamiltonien du systeme et  I'inverse de la température. Si la hamiltonien s’écrit
H = A+ B, alors on peut approcher la fonction de partition par la formule de
Trotter, a condition que celle-ci converge dans la topologie ou la trace est continue,
c’est-a-dire la topologie de la norme de I'idéal associé a cette trace. On présentera
au chapitre 6 des résultats de convergence en norme de trace pour des semi-groupes
non auto-adjoints.

2.8 Exemples et contre-exemples

Comme tous ces résultats le montrent, la formule de Trotter converge sous
des conditions assez larges sur les deux semi-groupes considérés. Cependant il est
intéressant de savoir que des contre-exemples ont été trouvés. Le premier, di a Trot-
ter [58], montre 'importance de I’hypothése que les semi-groupes soient contractants
(ou du moins vérifient la condition M = 1, appelée par Trotter ”the norm condi-
tion”).

2.8.1 Semi-groupes non contractants

Soit X = L'(R), considérons les semi-groupes suivants [58] : T; défini par T} f (z) =
flz+1t) et Uy par Uy f(x) = f(Y(p~Hz) —t)), ou ¢p(x) =z si x < 0 et (z) =2z
si > 0. Alors le générateur de T} est opérateur différentiel d/dx et celui de
U est ¢(x)d/dz, ou ¢p(x) = —1si v < 0 et ¢p(zr) = —2 si « > 0. Le domaine
dom(d/dz) est Pensemble des fonctions absolument continues de L'(R) dont la
dérivée est encore dans L' (R). On a alors dom(d/dz) = dom(¢(z)d/dz). Considérons
fn = X(-n,) la fonction caractéristique de I'intervalle [—h, 0], alors on peut calculer
(ThU)" fn = X[-hun- D’ott on en déduit que [[(T,U)"|| > n + 1 quel que soit A,
puisque || fn|| = h. Si la formule de Trotter (T3/,Us/n)" convergeait fortement, alors
par le théoreme de Banach-Steinhaus, la suite (Tt/nUt/n)” serait équicontinue, donc
bornée en norme d’opérateur. Comme ce n’est pas le cas, on en déduit que la formule
de Trotter ne converge pas dans la topologie forte.
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En fait, on peut montrer que la somme des générateurs n’a pas d’extension qui
soit génératrice de semi-groupe. Soit f(z) = 0siz < 0 et f(z) = e M siz > 0.
Alors f € dom(d/dz) = dom(¢(x)d/dz) et (A\+d/dx+ ¢(x)d/dx) f(x) = 0 pour tout
x € R, ce qui entraine que la somme d/dx + ¢(x)d/dx n’a pas d’extension telle que
(A+d/dx + ¢(x)d/dx) soit inversible, condition nécessaire pour que cette extension
soit génératrice d’un semi-groupe.

Chernoff a montré [11] que de tels exemples peuvent étre construits aussi dans
un espace de Hilbert.

2.8.2 Influence des domaines des générateurs

Une famille d’exemples tres intéressants a été construite par Hiroshi Tamura [55].
Ces exemples ont principalement deux conséquences :
— on peut avoir la convergence forte de la formule de Trotter sans la convergence
en norme d’opérateur ;
— Destimation en n'=2% donnée dans [44] est la meilleure possible compte tenu
des conditions.

Proposition 2.16 (cf [55]) Pour chaque o €]0, 1] il existe deuz opérateurs (expli-
cites) A et B auto-adjoints sur un espace de Hilbert 9, tels que
i) A>I, B>0
(¢7) dom(A%) C dom(B%), ||Bu|| < a||A%||,u € dom(A%) et 0 <a <1
(43i) dom((A+B)*) C dom(A%),

et que les inégalités suivantes soient vérifiées :

—t(AF —tA/n —tB/n\" C
He HATB) _ (g tA/metB/m) H > e boura €]1/2,1] (2.24)
lim inf He*W‘*B) - (e*tA/"e*tB/")"H > D, pour a €]0,1/2], (2.25)
n—0o0

ou Cy et D, sont des fonctions positives et continues de t > 0.

Ainsi, il apparait que les conditions dans lesquelles a lieu la convergence en norme
d’opérateur sont liées a la ”proximité” des domaines de A et de B de maniere assez
subtile. Pour l'instant, la limite exacte entre la convergence forte et la convergence
en norme n’est pas claire. Cependant on verra que le fait que A et B soient auto-
adjoint n’est pas essentiel dans ce probleme. Si ce n’est pas le cas, il faut considérer
également les domaines des opérateurs adjoints.

2.8.3 Solution du probleme de Rogava

Dans les articles tout récents [30, 31}, la solution compléte du probléme soulevé
par Rogava en 1993 a été obtenue. Il s’agit du cas ou A et B sont deux opérateurs
auto-adjoints positifs tels que leur somme algébrique définie sur dom(A) N dom(B)
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soit encore un opérateur auto-adjoint (cf proposition 2.8). Le résultat est alors ana-
logue a celui de Lie pour la formule non symétrique (2.26).

Proposition 2.17 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints positifs dans un
espace de Hilbert §), tels que leur somme algébrique C' = A + B soit un opérateur
auto-adjoint sur dom(C) = dom(A)Ndom(B). Alors on a les convergences suivantes
en norme d’opérateur :

< o/ (2.27)

(eftA/neftB/n)n . eftc

VAN

O(1/n) (2.26)

_ _ _ n _
H(e tA/2n ,~tB/n tA/Zn) _ et

uniformément pour t dans un intervalle compact de [0,00[, ou sur [0,00[ si C' est
strictement positif. De plus, ces vitesses de convergence sont optimales.

Un résultat analogue est formulé avec deux fonctions f et g vérifiant certaines
propriétés, et il est remarquable que la formule symétrisée n’améliore pas la vitesse
ici, contrairement au cas des générateurs bornés. Un exemple explicite est donné
dans [31] ou l'on a

He—t(A-i-B) — (e

- - _ n
tA/Zne tB/ne tA/Zn)

> L(t)/n (2.28)
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Chapitre 3

Convergence et estimations
d’erreur dans un espace de Banach

Comme on ’a vu dans le chapitre 2, tous les résultats sur la convergence de la
formule de Trotter en norme d’opérateur concernaient jusqu’a présent des opérateurs
auto-adjoints dans un espace de Hilbert. Ce chapitre propose donc, a notre connais-
sance, le premier résultat similaire dans un espace de Banach quelconque. Il est
essentiellement extrait de l'article [4]. On considére un semi-groupe holomorphe de
contractions e *4, et un opérateur de perturbation B, m-accrétif avec une condition
de petitesse relative. Le semi-groupe obtenu en limite est engendré par la somme
algébrique A + B. En fait, le point de départ pour obtenir une estimation d’er-
reur est le méme que pour la formule de Lie (2.2). Ensuite, une série d’estimations
intermédiaires est nécessaire. Certaines peuvent étre formulées dans un cadre as-
sez général, ce qui constitue la partie suivante. Puis on examinera la question des
perturbations des semi-groupes holomorphes, et on présentera la démonstration du
résultat principal de ce chapitre.

3.1 Résultats préliminaires

3.1.1 Propriétés générales

Les quelques lemmes qui suivent sont présentés de facon a pouvoir étre utilisés
dans la suite. Les trois premiers lemmes expriment des propriétés générales des semi-
groupes bornés sur un espace de Banach, ils montrent comment on peut obtenir des
estimations analogues aux développements limités ordinaires, en norme d’opérateur,
bien que les semi-groupes ne soient continus que dans la topologie forte. Pour cela,
il suffit d’introduire des puissances négatives du générateur.

Lemme 3.1 Soit Q(t) un semi-groupe borné de générateur inversible —A dans un
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espace de Banach X, alors pour tout t > 0 et tout n € N, on a

(Q(t) -3 (_Zl) ) AT = /0 (Q(T) -y (_Z‘) ) A™'dr, (3.0)

n (—tA)k it i
t) — A" < —_— 3.2
H(Q() 2 k! = T+ (32)
k=0
Démonstration
Procédons par récurrence. Montrons d’abord que (cf [51]) :
t
Q) — D = — / Q(r) Axdr, Y € dom(A). (3.3)
0

Grace a la définition du semi-groupe on a pour € > 0

[ @971y, /@He 2,

t+e Q

_ - I); / s

Q

De plus :
lim — / Q(s)xds =z, Vo € X,
e—0 €
—1
lim &x = —Azx, Vo € dom(A).
e—0 €

Ce qui prouve (3.3), et comme A a un inverse borné, on obtient (3.1) pour n = 0.
De plus, comme Q(t) est borné par My, on obtient I’estimation (3.2) pour n = 0.

Supposons que (3.1) et (3.2) sont vraies pour un entier n, alors un calcul simple
conduit a (3.1) pour n+ 1. D’ou, en utilisant la représentation (3.1) et (3.2) pour n
afin de majorer 'intégrand, on obtient (3.2) pour n+ 1. Ce qui termine le raisonne-
ment par récurrence.

U

De la méme maniere, on peut obtenir une sorte de développement limité pour
(I + A)~' & condition de ”renormaliser” par des puissances de A~'.

Lemme 3.2 Soit A un opérateur comme dans le lemme 3.1. Alors pour tout n > 0 :

n

(I+A)tA™ ! = (Z(—A)k> AT ()M + AL (3.4)

k=0
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Démonstration
Pour n = 0, la représentation (3.4) provient de la formule de la résolvante :

(I+A) P —At=—(T+A) 1A (3.5)

Supposons que (3.4) est vraie pour un entier n, alors :

n

(I+A)TA™ 2 = (Z(—A)k> AT ()T + A)TTAT (3.6)

k=0

En appliquant (3.5) au dernier terme de (3.6) on obtient la représentation (3.4) pour
n + 1, et donc pour tout n par récurrence. 0

Lemme 3.3 Si Q(t) est un semi-groupe borné de générateur inversible —A alors :

1
3 (T+tA) ' =Q@) A?|| < 3M4/2, Vt>0. (3.7)
Démonstration
D’apres le lemme 3.1 on obtient
1 _ My
l@() ~ T+t4) A2 < =2 (38)
Par ailleurs le lemme 3.2, donne
1
H (I+tA) ' —1+tA) t—ZA*Z = (I +tA)7 Y < My. (3.9)

La derniere majoration provient de (I + tA)™" = (1/t)Ra(=1/t) et ||Ra(=N)]| <
Ma/(A+9), 6 > 0, pour un semi-groupe borné de générateur inversible (cf propo-
sition 1.3). D’ou (3.7) découle de (3.8) et (3.9). O

3.1.2 Estimations du facteur central

—tA tB

Dans les deux lemmes suivants, on considere deux semi-groupes e~*“ et e ™7, avec
une condition de petitesse de B par rapport a A. On va établir des estimations qui
permettront de modifier le raisonnement de Lie afin de traiter le cas de générateurs
non bornés. Considérons le facteur central S,, — 7T, dans 'identité (2.2). Dans le cas
présent, on n’a pas directement ||(e7tB/me~tA/n) — e=HATB)/n|| < O(1/n?) comme
dans le cas de Lie, mais on va introduire des facteurs AA ! dans 'identité de départ
(2.2). On pose F(7) = e "Be ™ et U(1) = e 7B d'ou

—_

F(r)"=U(r)" = ; F(r)" ™ YAA YT (r) - U(r))A AU (7)™, (3.10)

0

3
]
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de sorte qu’on pourra retrouver des estimations analogues grace aux inverses de
A. Le produit F(1) = e"™Pe~" est analogue & opérateur de Kac ou de transfert
(23], qui est associé a l'opérateur de Schrédinger : e~ 7V/2e™e~"V/2 ot V est un
potentiel et A est le laplacien. Des résultats remarquables ont été obtenus pour ce
type d’opérateurs [23, 14, 15, 16, 26, 27, 13]. En effet avec certaines conditions sur
le potentiel V', on a les estimations suivantes en norme d’opérateur [14] :

HefﬂrV/ZeTAefTV/Q _ —T(—A+V) H

O(7?) (3.11)
(3.12)

(&

-7V _TA

He (& &

A I
)
S

—7(=A+V) H

alors qu’en dimension finie, on a respectivement O(73) et O(7?). Pour étudier la
cas abstrait, on demande que dom(A) C dom(B) et dom(A*) C dom(B*), ce qui
implique par le théoreme du graphe fermé (les opérateurs A et B sont fermés) qu'il
existe des constantes positives a, a, et b, b, telles que :

Vo € dom(A) C dom(B), ||Bz| < a||Az|| + bl|z|], (3.13)
V¢ € dom(A*) C dom(B*), ||B*¢|| < a.]|A%d[ + b.||¢]]- (3.14)

(voir par exemple [32, Ch. IT1.4]). Si A™! est borné, alors on peut poser b = 0 quitte
a remplacer a par a+ b||A7Y||. Ces deux lemmes sont des généralisations & des semi-
groupes quelconques des lemmes 2.5 et 2.6 de [43], qui concernent des opérateurs
auto-adjoints dans un espace de Hilbert et utilisent la représentation spectrale.

Lemme 3.4 Soient —A, avec un inverse borné, et —B des générateurs de semi-
groupes bornés. Supposons que B vérifie les conditions (3.13), (3.14) et que l'opéra-
teur —H = —(A + B) avec dom(H) = dom(A) est le générateur inversible d’un
semi-groupe. Alors il existe une constante Ly telle que pour tout 7 > 0 :

|4 () —e 7
[(F(r) = e ) 47|

Ly, (3.15)

<
< Iy, (3.16)

77‘A677'B e*TBefTA, efTA/ZefTBefTA/Q.

ou F(T) peut étre e , 0U ou

Démonstration
Grace aux identités

A1 (e—TAe—TB i e—T(A-i—B)) — A le—TA (e—TB i I)

+A e ™ —I)+A'HH '(I—e ™)
A—l (e—TBe—TA o e—T(A+B)) — A—l (e—q—B o I) e—TA
AN (e™ =)+ ATTHH™ (I —e7™)
A1 (efTA/QefTBefTA/Q i e—r(A+B)) _ A*lefTA/Z (e*TB i I) e*TA/Z

+A T (e =)+ ATTHHT (1 — e,

)

_|_
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et au lemme 3.1 on obtient :

A7 (E@) =) <

/ dsA~'Be™B
0

AT (e = D)+ AT HI[[HTH (I - 7|
< ||AT'B||MpT 4+ MaT + || AT H || My

La condition (3.14) implique que || B*A*~!|| < a,+b.||A7!|| et donc || (A7 B)*|| <
a. + b.]|A7Y|. On en déduit que I'opérateur A~' B est aussi borné par a, + b, ||A™!||.
D’ot on a encore ||[A™ H|| < [[I+ A™'B|| < 1+a,+b,||A7"||. Pour obtenir (3.16) on
utilise (3.13), et de la méme maniere on trouve ||[BA7Y| < a+b[|A7 | et |[HATY| <
1+a-+b||A . On pose donc Ly = Mpa' + M+ My (1 +d') ot @' = max(a,a,) +
max(b, b,) | AL 0

Lemme 3.5 Soient A, B et H = A+ B vérifiant les mémes conditions que dans le
lemme 3.4. Alors il existe une constante Lo telle que pour tout 7 > 0 :

|4 (F(r) — e "4+B) 41| < Lyr?, (3.17)

—T7A _—TB —7B_—TA
’

ot F (1) peut étre e=™ e~ ™8, ou e""Pe —TA2e—TB

—TA/2

ou € €

Démonstration
D’apres les identités

AN e e — e AT = AT I — eI —eTTB) AT + (3.18)
Ate™ +e ™ —e™ AL (3.19)

Afl(efTBefTA . efTH)Afl _ 71(1 . efTB)(I . efTA)Afl + (320)

A
AN eT™ e — e AT (3.21)
et

A—l(e—TA/Qe—TBe—TA/Z . e—TH)A—l

A71/2(I . efrA/Q)(I . efrB)efrA/ZHfl + (3.22)
AT —e ™) T —e ™At ¢ (3.23)
AN eT™ ™ — e AT (3.24)

on majore séparément chaque terme. D’apres le lemme 3.1 on a

.
‘/ dse™B
0

< MyMpg(a + b||A7H))r?

HA—I(I . e—TA)(I - e—TB)A—lH

<[[ATI =) IBA™
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et de méme pour (3.20), (3.22) et (3.23). Pour les termes (3.19), (3.21) et (3.24), on
a

e™B e e_TH I = (3.25)
(’TB I+71B)+ I—i—TA) e ™ — I +71H),

et —I+7C = / ds(1 NC = / ds / doCe™°“C. (3.26)

D’ou on obtient la majoration :

HAfl (efTB + e*TA . e*TH . ]) Ale

< / ds / do ||[A"'Be P BA™||
0 0
+ [t - e
0

+/ ds||A"THH (I —e*")HA™|
0
< ||AT'BJ|||BATY|MpT?/2 + MaT?/2 + ||AT HI||||HA™Y| My 72 /2,

d’apres le lemme 3.1. Finalement en utilisant les conditions (3.13) et (3.14) on
trouve (3.17) avec Ly = 3a'MaMp/2 + Mpa'® /2 + M4/2 + My(1 + a')?/2 avec
o' = max(a, a,) + max(b, b,)||A ||

UJ

3.2 Perturbation des semi-groupes holomorphes

Soit {e **};>p un semi-groupe holomorphe contractant sur un espace de Banach
X, on va montrer que pour une certaine classe de perturbations B, —(A + B) est
encore générateur d’un semi-groupe holomorphe. Ce point est nécessaire pour avoir
une estimation du facteur ||Ae=*(A*5)|| dans I'identité (3.10), grace a la proposi-
tion 1.13. Plus précisément, les perturbations a considérer doivent d’abord étre des
générateurs de semi-groupes contractant (condition pour la formule de Trotter), et
ensuite étre suffisamment petites par rapport a A :

(H1) —B est le générateur d’un semi-groupe contractant,

(H2) il existe un réel v € [0, 1] tel que dom(A*) C dom(B) et dom(A*) C

dom(B*).

Remarquons que 'on peut supposer que A a un inverse borné ; si ce n’est pas le
cas, on considere A+n pour un n > 0, et on a dom((A+n)*) = dom(A%*) C dom(B)
par la proposition 1.17.

Remarque 3.6 La condition dom(A%*) C dom(B) (introduite par Ichinose et Ta-
mura [28]) implique que B est relativement borné par rapport a A avec une borne
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relative égale & zéro. En effet, pour n > 0, on a dom(A +n) C dom(A%) C dom(B)
et par la proposition 1.16 on obtient (A™" est supposé borné) :

1B(A+m) " < [BA™|[[[A%(A +n)”

o, (3.27)

Comme les opérateurs A® et B sont fermés, les inclusions (H2) entrainent que
|BA™|| < d < o0 et |[B*A* Y| < d' < oo. Dot si x € dom(A) C dom(B), on a
[inégalité

CallBA™ o a

— [ Az|| + n*Co || BA™||||| (3.28)

|Bz|| <
et la borne relative dans (3.28) peut étre choisie arbitrairement petite grice au
décalage n > 0.

Pour de telles perturbations on peut montrer le résultat suivant (cf [32, Ch. IX,
corollaire 2.5]) :

Lemme 3.7 Soit e un semi-groupe holomorphe contractant pourt > 0, de demi-

angle w sur un espace de Banach X, et soit B un opérateur accrétif satisfaisant la
condition (H2). Alors la somme algébrique —(A + B) avec dom(A + B) = dom(A)
est le générateur d’un semi-groupe holomorphe et contractant pour t > 0.

Démonstration

On montre que A + B est bien un opérateur de type (#, M) pour un angle 6 €
10, w/2[ (cf définition 1.11). Soit € > 0, d’apres (3.28) on a pour | arg(z)| < w+m/2—¢
(ainsi z € p(—A), car A est de type (7/2 — w, M))

B C,||BA™@ N o B
1BA+ 2 < BB s a o e BA A+ L (3:20)
ce qui conduit a
C.,|I|BA @
1B(A+ ) < LB

(14 N) +n*C,||BA™ a||| E (3.30)

ott Ne = Myyin/2—e, ¢f (1.15). Donc la série de Neumann pour (A+B+z) ' converge
si le membre de droite de (3.30) est, en norme, inférieur a 1. D’olt on peut choisir n
tel que le premier terme dans 'inégalité (3.30) soit inférieur a 1, et le second terme
peut étre rendu aussi petit que 'on veut en prenant |z| > v assez grand. Alors on
obtient :

|(A+B+2)7Y < (3.31)

2 =1
pour |arg(z —¥)| <w+7/2 —€ =10, ou M et v sont des constantes positives. Par
la proposition 1.12 on en conclut que —(A + B) est générateur d’un semi-groupe
holomorphe quasi-borné de demi-angle w — e.

D’autre part, A et B (par (H1)) sont accrétifs, d’ou A + B est accrétif. Or si
z €] — 00,0 a un module suffisamment grand (|z| > ), z est dans l’ensemble
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résolvant de A + B, d’ou on conclut que —(A + B) est générateur d’un semi-groupe
contractant, par la proposition 1.8. Ceci montre donc que I'on peut prendre M =1
et v = 0 dans 'équation (3.31) lorsque z > 0.

O

3.3 Estimations d’erreur

Avant d’établir le résultat principal de ce chapitre, il reste un facteur a estimer
dans Iidentité (3.10), c’est-a-dire ||(e"*B/me~tA/myn=m=1 4| C’est le role du lemme
suivant, ou intervient la condition (H2) de Ichinose et Tamura [28], ainsi que 'hy-
pothese que les semi-groupes e~ et e~ sont contractants.

Lemme 3.8 Soit —A le générateur inversible d’un semi-groupe holomorphe de con-
tractions. St —B est le générateur d’un semi-groupe contractant et qu’il existe un
réel a € [0, 1] tel que dom(A%) C dom(B), alors pour tous k > 1 et 7 >0 :

Ly  My(A
H(e’TBe’TA)kAH < —3+L , a>0, (3.32)
T kT
_ M, (A
H(e*TBe*TA)’“AH < Ly(1+Ink)+ % L a=0. (3.33)
T

Démonstration

H(G—TBB—TA)’C AH < H((G—TBG—TA)k _ e—krA) AH I He—k‘TAAH
1

ki .
< Z (e—TBe—TA)kflfj (e—TB . I) e—TAe—jTAA + He_kTAAH
=0
k=1 pr
< S| [asepare | faceusvra) 4 fetal).
j=o0 1170

La seconde inégalité est due au fait que [[e7*]| < 1 et [|[e™#]| < 1, et & Péquation

(3.3) du lemme 3.1. De ’hypothese dom(A®) C dom(B) on déduit que ||[BA™%|| < d.

En utilisant les propositions 1.13 et 1.18 pour le semi-groupe holomorphe e~*4, on

obtient :

Myia(A)

—kT M(A) a,—(J T
He k AAH < llgiTet HA1+ e~ U+ AH < W

D’otut on conclut que :

ol
—_

Myyo(A)d 1 n M;(A)
T (j + 1)tte kt

J

(e—TBe—TA)k AH <

Il
o
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Puisque a > 0, cela conduit au résultat annoncé (3.32) avec

(1/5)",

I

L3 - dMl—i—a (A)

1

J

et (3.33) pour a = 0 avec L3 = || B||M(A).
UJ

Comme dom(A®) C dom(B) implique que dom(A®) C dom(B) pour o/ > «,
I'estimation (3.32) est valide en fait pour tout o/ > «.

Théoréme 3.9 Soit {e~*1},5 un semi-groupe holomorphe de contractions sur un
espace de Banach X. St —B est le générateur d’un semi-groupe contractant, et qu’il
existe a € [0, 1] tel que dom(A*) C dom(B) et dom(A*) C dom(B*), alors il existe
des constantes My, Mo, My, n > 0, telles que pour tout t > 0 et tout n > 2 :

n 1
‘ (e7tB/memta/m)™ e_t(AJrB)H < (M) + Mot =)™ Ill_n , a>0, (3.34)
n «
n ~ 2(Inn)?
(eftB/neftA/n) . eft(A+B)H < (Ml + Mgt)e"tm L a=0. (335)
n
Démonstration
Comme B satisfait les conditions (H1) et (H2), d’apres le lemme 3.7 I'opérateur
—H = —(A + B) est générateur d’un semi-groupe holomorphe contractant. Si

Popérateur A n’est pas inversible, posons A = A +n et H = A + B pour un réel
n > 0 arbitraire. Alors A et H ont des inverses bornés. Par ailleurs, ces décalages ne
changent pas les inclusions entre les domaines d’apres la proposition 1.17. Si on veut
obtenir ||[BA~!|| < 1 alors suivant l'inégalité (3.27) il suffit de choisir un décalage

n suffisamment grand. Ceci conduit & Iestimation |AH~'|| = ||(I + BA™Y)7!|| <
1/(1 - a) on onaposea—HBA L. ) )
A présent notons 7 = t/n, U(t) = e " et F(r) = e "Be 7. Afin de majorer le

membre de gauche de (3.34) on utilise
(e—tB/ne—tA/n)” . e_t(A+B) — (Fn(T) _ Un (T))em

et l'identité :

Aoy =06y = 3 Ry () - U
= Fry AA (F(r) - 0()
+(F(r) = U(r))A P AH*HU ()"
£ By AR (B () — O(r) A AH A (7)™,

Ce qui implique :
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F(r)" = U(n)"|| < |F ()" AIATH(E(r) = U(n)]
HI(E(T) = U AT I AEH[|HU ()|

+ i 1E ()" PAAT(F(r) = U(e) A M IAH | HU (7)™

m=1

Donc d’apres les lemmes 3.4, 3.5 (ou l'on utilise la deuxieme partie de (H2)), et 3.8,
et la proposition 1.13 on obtient les estimations :

I ()" = Oyl < (5+M>Ln+ L Mi(H)

T  (n—1)7 l—an-1

n—2

_ M;(A) Ly, M(H)
L 11—«
+mz_:1< 37 +n—m—1 l—a m
1- l—a "2
@ L, M, (H) LsLoM,(H) t'— 1
< -
< Lyl — +n_1<M1(A) 1 _a + 1—a nlamZZIm
LoMy(H)M(A) &< 1 1
l1—a mzln—m—l m
e L M, (H
< LyLi—— + —— | My(4) + 1)
nt— n-—1 l1—a

_|_2L3L2M1(H)t1—a Inn +4L2M1(H)M1(A) lnn'

1—a nl-o 1—a n

(3.36)

Pour la derniere majoration on a utilisé :

H
7
L

n—

ot
(n —m)m

2 Inn
< —(1+1 —1)) <4—.
<20+ —1) <4

3

w

L’estimation (3.36) implique le résultat annoncé (3.34) pour o > 0, avec M; =
4L, <M1(A) + M) +4L2M11}£)£41(A) et My = 2LsL, +2L3L12]¥1GH . De la

1—a
méme maniere pour o = 0 on trouve :

l— @

A ] 7 t L{M(A L 1
||F(T)R_U(7’)n||§L3(1+ln(n—1))Llﬁ+ 1M, (A) 1CH

n—1 l—an—-1
n—2
=t M, (A) Ly, M,(H)
Li3—(1+1 —m—1 .
+mz_:1< 3n( +1n(n —m ))+n—m—1 l—a m
Cette estimation donne (3.35) avec My = 2LsL; + 2%.
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Corollaire 3.10 Soit e~ un semi-groupe holomorphe et contractant. Si —B est le
générateur semi-groupe contractant, et qu’il existe o € [0, 1] tel que dom((A%*)*) C
dom(B*) et dom(A) C dom(B) (et dom(A*) C dom(B*) dans le cas ot X n’est pas
réflexif ), alors il existe des constantes Mz, My, Mo, n > 0, telles que pour toust > 0
etn>2:

n |
H (eftA/’n,eftB/Tl) . e*t(A‘FB) H S (M3 + M4t1*a)€nt$ , > 0, (337)
n —Q

n ~ 2(1 2
H(eftA/neftB/n) B e—t(A+B)H < (My+ metﬂ Ca=0. (339
n

Démonstration i
Soit T'(1) = e "e~"P. Alors par les mémes arguments que dans la preuve du
théoreme 3.9, on obtient :

U(r)* =T(r)" = » U(r) =" U(r) = T(r)) T ()"

+(U(1) — T(T))AflAT(T)”f
+ Ur)" ™ YHHAA N (U(7) — T(7)) A AT (r)™.

On rappelle que les lemmes 3.4 et 3.5 sont encore valables pour T(T). Par un modi-
fication simple, le lemme 3.8 peut étre adapté au cas de 7'(7). On utilise le fait que
[A™*B| = [|B*(A™)*|| < oo d’otr:

< i k L M (A
HA (e_TAe_TB> H < =24 1(4) , a>0,
T kT
~ i k - M (A
‘A(eTAeTB> H < L4(1+lnk)+% , a=0.
T
Ces inégalités conduisent a (3.37) et (3.38). O

Corollaire 3.11 Sous les mémes hypothéses que pour le théoréme 3.9, on a la
convergence en norme d’opérateur de la formule de Trotter symétrisée, i.e. il existe
Ms, Mg, Mg, n > 0, telles que pour toust >0 et n > 2 :

|
H (eftA/QneftB/neftA/Zn)n . eft(A+B)H S (M5 + MGt].*OL)eT]tI:__T: e >0 (339)
n

_ 2
H (eitA/QneftB/ne*tA/Qn)n B eft(A+B)H S (M5 + Mﬁt)@ntM 7 a = 0 (340)
n

Démonstration
Les lemmes 3.4, 3.5, et 3.8 s’étendent facilement au cas de la formule symétrisée

e~ TA/2e=TBe=TA/2 q’ou1 la démonstration est semblable & celle du théoreme 3.9 et on
obtient (3.39) et (3.40). O
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3.4 Exemple : opérateur de Schrodinger

Il s’agit de montrer avec un exemple simple comment on peut vérifier la condition
dom(A®) C dom(B), et qu’une telle condition n’est pas trop exigeante pour des
applications aux opérateurs différentiels. Considérons A = —A, le laplacien défini
sur C5°(R?) (Pexemple est aussi valable en dimension 1). On a P'inégalité suivante
pour toute fonction f € C°(R3) (voir par exemple [49, Ch. X.2])

1 1
1 (£ ) <G (3.41)

d’ott on déduit la méme inégalité pour toute fonction f € W22(R3) (en effet A est
essentiellement auto-adjoint sur C5°(R?), sa fermeture Ay est le laplacien libre [49,
théoreme IX.27]). Comme —Ap est auto-adjoint positif, on sait définir les puissances
fractionnaires (—Ap)®, et on a d’apres la proposition 1.24

1

A
2|x|f|| < (=2p) 21 (3.42)

Grace a I'inégalité de Heinz-Kato (proposition 1.27), on trouve
1
I/l < 202 1]l (3.43)

pour tout a €]0,1]. Ainsi en choisissant pour B le potentiel V(z) = A/|z|°, ou
0 <0 <1 et Aest une constante de couplage telle que Re A > 0, V' est un opérateur
accrétif. Si o > §/2, alors dom((—Ax)®) C dom((—Ax)%?) C dom(V), donc le
théoreme 3.9 s’applique pour —Ap et V' pour tout 0 €]0,1[ et quelle que soit la
constante A telle que Re A > 0.

Remarque 3.12 Si A = —A est le laplacien défini dans un espace de Hilbert
L*(Q C RY), et que V' est un potentiel accrétif relativement borné par rapport
—A, alors B =V" avec 0 < 3 < 1 vérifie les conditions (H1) et (H2) et le théoréme
3.9 s’applique. En effet, il suffit d’utiliser l'inégalité de Heinz-Kato, proposition 1.28.
Ainsi, en utilisant les résultats classiques (voir par exemple [49, Ch. X.2]), on peut
prendre V € L2(R%) + L®(R3) ou V € LY%(R?).

3.5 Conclusion

On a obtenu une condition suffisante pour la convergence en norme d’opérateur
de la formule de Trotter dans un espace de Banach quelconque. A notre connais-
sance, c’est le seul cas connu pour l'instant, bien que de nombreux travaux aient été
faits dans les espaces de Hilbert. Si on compare ces différentes conditions, celle du
théoreme 3.9 est nettement plus exigeante que celles qui ont été trouvées dans un
espace de Hilbert. Néanmoins les perturbations accrétives avec borne relative zéro
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sont déja intéressantes pour les applications aux équations aux dérivées partielles
(cf exemple de la section précédente).

On peut remarquer que les conditions suffisantes du théoreme 3.9 et des corol-
laires 3.10 et 3.11 montrent le lien entre ’ordre choisi dans la formule de Trotter et
les roles respectifs de B et B*. Cependant, méme avec une formule symétrisée les
conditions restent non symétriques entre B et B*.



50

CHAPITRE 3. DANS UN ESPACE DE BANACH




51

Chapitre 4

Estimations d’erreur dans un
espace de Hilbert, cas non
auto-adjoint

4.1 Perturbation accrétive

Si on se place dans un espace de Hilbert, on peut obtenir des résultats beaucoup
plus fins sur la convergence de la formule de Trotter en norme d’opérateur. On
considere dans ce chapitre un opérateur auto-adjoint positif (strictement) A dans un
espace de Hilbert §. En particulier e~ est un semi-groupe holomorphe dans le demi-
plan ouvert défini par Ret > 0. Sans perdre en généralité, on supposera que A > I.
L’opérateur de perturbation B est supposé m-accrétif, c’est-a-dire que e~*# est un
semi-groupe contractant, et relativement borné par rapport a A : dom(A) C dom(B),
d’ou il existe un réel a > 0 tel que :

(CO0) ||Bu|| < al|Aul|| pour tout u € dom(A) (4.1.1)

(cf paragraphe 3.1.2). Ainsi l'opérateur A+ B est défini sur dom(A+ B) = dom(A).
De plus, on a le résultat suivant [6] :

Théoreme 4.1 Soient deur opérateurs comme ci-dessus A = A* > [ et B m-
accrétif et supposons que la condition (4.1.1) soit vérifiée avec a < 1. Alors l'opé-
rateur —H = —(A + B) est le générateur (inversible) d’un semi-groupe holomorphe
avec un demi-angle w = arccosa, et contractant dans le sens que ||e 2| < 1 pour
t>0.

Démonstration

Comme B est accrétif et que A est auto-adjoint et positif, opérateur H = A+ B
est accrétif. De plus H a un inverse borné car H = (I + BA™')A avec ||BA™!|| <
a < 1. Donc H est m-accrétif, i.e., —H engendre un semi-groupe contractant, ou
encore H est de type (7/2,1).
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Il s’agit de montrer que H = A + B est un opérateur de type (0g, My = 1), cf
(1.11), ou 7/2 — 0y = w = arccosa > 0. C'est-a-dire : quel que soit 0 €]0,7/2 +
wl, on a [[(H + 2)7'| < My/|z| pour z € Sy. En fait 6 € [r/2,7/2 + w[ suffit.
Considérons donc # = 7/2 + ¢ avec un ¢ arbitraire dans 'intervalle |0, w|[. On utilise
la représentation

(H+2)f ={I+BA7A(A+2) "} A+ 2)f, f € dom(H) = dom(A). (4.1.2)

Comme \
A(A+2)7Y <s <s 4.1.3
| A(A + z) ||—§11)A+z—§§A+z (4.1.3)
un calcul direct montre que
1siRez>0
71 -
14(A+2) | < { |z|/|Imz| si Rez <0, Imz #0 (4.1.4)
Soit 2z € Sr/24. et Rez <0, alors
2] 1
< . 4.1.5
Imz| ~ cose ( )
D’ou (4.1.4) conduit & la majoration
JA(A + 2)7Y)| < — (4.1.6)
T coseg
pour z € Sr/a4. et Rez < 0. Si Rez > 0, alors (4.1.4) donne I'estimation
JA(A+2) Y <1< — (4.1.7)
- T coseg
Donc (4.1.6) est vraie pour tout z € Sy /o ..
En utilisant la condition (i) on trouve l'estimation
IBATA(A + 2)7) < | BATYJAA + )7} € —— <1 (4.1.8)
cos e

pour 2 € Sp/o4. (en effet 0 < ¢ < w entraine que a < cose). Donc, I'opérateur
I+ B(A+ z)~" est inversible pour tout z € S;/o1. et on a estimation

I+ BA+2) Y| <——. (4.1.9)

D’apres (4.1.2) et(4.1.9) on obtient que z € Sy/24. € p(—H) (I'ensemble résolvant
de lopérateur —H), et la représentation

(H+2)'=(A+2)" "I +B(A+2)"H (4.1.10)
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d’ou la majoration de la norme de la résolvante de H :

COS €

H+2) Y < ——(A+2)7Y. 4.1.11
I +2) 7 < (a4 2) 7 (11.11)
Puisque A est auto-adjoint, on a
I+ 47 < —— (1112)
z — 1.
~ cose |z7|

pour tout z € Sr/a4.. Donc par (4.1.11), (4.1.12) on trouve

M,
I+ < (1.1.13)

pour tout z € Sy a4c avec
1

COSE —a

Mo=r/24e = (4.1.14)
Ceci montre que H est un opérateur de type (65 = arcsina, My = 1), donc —H est
le générateur d’un semi-groupe holomorphe de demi-angle w = arccosa.

U

Remarque 4.2 Comme H est un opérateur de type (0y,1), —H* est aussi de type
0y, 1), donc générateur d’un semi-groupe holomorphe contractant.

Remarque 4.3 St A n’'est pas auto-adjoint mais seulement générateur d’un semi-
groupe holomorphe contractant, alors on peut montrer que A+ B engendre encore un
semi-groupe holomorphe contractant, mais il faut que B vérifie la condition (4.1.1)
avec a < 1/(1+ M;') pour un 0 € [0, —04]. En effet, puisque A est de type (04, 1),
on a ||A(A+ 2)7 | < 1+ Mg pour tout z € Sy, 0 < 8 <7 — 4.

Dans les conditions énoncées au début de ce chapitre, c’est-a-dire ou B est
une perturbation m-accrétive d’un opérateur auto-adjoint positif A, relativement
bornée par rapport a A, seule la convergence forte est établie pour la formule de
Trotter [58], cf proposition 2.2. On montrera qu’avec ou sans différentes conditions
supplémentaires on a la convergence en norme d’opérateur, et des vitesses de conver-
gence dépendant de ces conditions. Les conditions proposées sont les suivantes [6, 9] :

(C1) dom(A) C dom(B*) et il existe a, €]0,1[ tel que ||B*u|| < a.||Aul|| pour tout
u € dom(A).

(C2) il existe « €]0, 1] tel que dom((H*)*) C dom(A*) N dom((B*)*) # {0}.

(C3) B est m-sectoriel et dom(a) C dom(b) ol a et b sont les formes quadratiques
associées aux opérateurs A et B.
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4.2 Résultats préliminaires

Onnote D = {z € C: [z| < 1} et Dyyp = {z € C: |z —1/2] < 1/2}, deux
disques dans le plan complexe C.

Lemme 4.4 Soit A= A* > 1. Alors pour tout 7 > 0

~1
L I L R Lt (M (E3)
Démonstration
On utilise le calcul fonctionnel pour I'opérateur auto-adjoint A. D’out on obtient
0 =)= e < sup | 2| <sup [F (1:2:2)
A>1 |2 —€ A>0 |2 —€

Soit z = x + 1y et

() = 2 L-c? > 0. (4.2.3)

= - S Az
2= (w—e N2+ y?

Si z € D\ Dy/y, alors m/(A) > 0 pour A > 0. Donc m(A) est une fonction croissante

telle que
1

supm(A) = lim m(\) = —, 4.2.4
upm(h) = lim m() = - (1.2.4)
ce qui prouve la premiere majoration (4.2.1). Si z € Dy/2 \ [0,1], alors m(\) atteint
son maximum en g tel que

iy

4.2.5
¢ 1—x ( )
En utilisant (4.2.5) dans (4.2.3) on obtient
12|
o) = 4.2.6
ce qui donne
12|
0<m(A) < 4.2.7
<my < (12.7)
L’inégalité (4.2.7) conduit a la deuxieme majoration dans (4.2.1). O
Puisque pour A > I et un opérateur m-accrétif B l'opérateur
F(r)=ePe™  7>0, (4.2.8)

est une contraction, son spectre vérifie o(F (7)) C D, 7 > 0. Cependant, si B est
relativement borné par rapport a A on peut en dire plus. Pour cela on introduit la
famille de convexes fermés dans C, définie pour tout 6 € [0, 7/2] par

Dy={z€C:|z] <sinf}U{z€C: |arg(l —z)] < fet |z —1] <cosb}, (4.2.9)
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voir Figure 4.1. On remarque que la famille Dy croit avec 0 : si 0 < 6', alors Dy C Dy .
D’autre part, on note Ry la famille décroissante des ensembles D\ Dy. On vérifie que
si z € Dy N Dy, alors [Im z| < sinf|1 — z|. Enfin, pour # = 0 on trouve Dy = [0, 1]
et pour 6 =7/2, Dyjp =D

Lemme 4.5 Soit A > I et soit B un opérateur m-accrétif satisfaisant la condition
(CO) avec a < 1. Alors o(F (7)) C Dy, ou 6 = arcsina, pour tout 7 > 0. De plus,
pour tout 0" €6, 7/2], on a l’estimation

_ 1 N
||(Z—F(T)) 1|| Sm“(ij—e A) 1||, ZER@/:D\DQ/. (4210)

Démonstration

Soit 6 = arcsin a. Il s’agit de montrer que tout point z € D\ Dy = Ry appartient
a I'ensemble résolvant p(F'(7)) de F(7) pour 7 > 0 quelconque. Pour cela on utilise
la représentation

z—F(r)=z—e ™+ (I —eB)e ™, (4.2.11)
Si 7 > 0, alors I'opérateur (I — e~"4) est inversible. Soient
X(r,2) =1 —e ™) (z—e™)7! (4.2.12)
et
V()= —e ™)e ™I —e ™)L (4.2.13)

Alors d’apres (4.2.11)-(4.2.13) on obtient la représentation

= F(r)={I+Y(r,2)X(1)}z —e™). (4.2.14)
Afin de majorer (4.2.13) en norme, on écrit la représentation

Y(r)= (I —e™)A e ™A —e ™), (4.2.15)

or d’apres la condition (4.1.1) on a
(I = =)A< / le*BBA|dr < 7a. (4.2.16)
0

Donc
1Y (7)|| < rallAe ™I —e ™) 7. (4.2.17)

Par le calcul fonctionnel pour 'opérateur auto-adjoint A on vérifie que
(I —e ™) T Ae T <1 (4.2.18)
pour tout 7 > 0, et par conséquent les inégalités (4.2.17), (4.2.18) donnent

Y(r)ll <a. (4.2.19)
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Soit ' > 6. Afin de majorer la norme de X (7, 2) (4.2.12) on considere les deux cas
suivants :

(1) z € DypNRy. Alors |Im z| > sin@'|1 — z|. Comme z € Dy 5, d’apres le lemme
4.4 on trouve que

1 - 2|
| X (1, 2)]| < T 2] . (4.2.20)
D’ou on obtient
| X (1, 2)]| < T (4.2.21)

pour z € Ry N Dyjp et 7 > 0.
(2) Soit z € Ry \ Dy/o. Comme |z| > sin ¢, d’apres le lemme 4.4 on trouve

1 1
X (7, 2)]| < EREYa (4.2.22)
Donc la majoration
1
X (7, 2)|| < Sng’ (4.2.23)

est vraie pour tout z € Ry et 7 > 0 cf (4.2.21), (4.2.22). De plus, par (4.2.19) et
(4.2.23) on a

1X (7, 2)Y ()| < IX (7 Y (D] < <1 (4.2.24)

sin@" —
pour z € Ry, 7 > 0. Ceci montre que l'opérateur {I + Y (7)X (7, 2)} est inversible
pour tout z € Ry = (Jy.oRe et 7 > 0, avec 'estimation suivante pour z € Ry,
o >0:

1

I+ X Y < —
0+ X Y )N S e 7

> 0. (4.2.25)

Comme l'opérateur (z — e~"4) est inversible pour z € Ry et 7 > 0, on obtient
par la représentation (4.2.14) que l'opérateur z — F'(7) est inversible pour z € Ry,

7 > 0, avec l'estimation annoncée (4.2.10) pour z € Ry, §' €]0,7/2]. O

Considérons le chemin fermé I'y = 0Dy, ¢’est-a-dire la frontiere de ’ensemble
Dy. En dehors du disque Dy 3, il coincide avec I’arc de cercle de rayon a = sin 6 et de
centre 0, tandis qu’a I'intérieur de D15, ce chemin est constitué de deux segments
de droite tangents a l'arc précédent et passant par le point 1 (voir Figure 4.1).
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F1G. 4.1 — Représentation de ’ensemble Dy (domaine grisé) avec sa frontiere I'y =
0Dy, ou 6 = arcsina, ainsi qu’un choix de chemin 'y dans ’ensemble résolvant
p(F(7)), avec ¢’ = sin#' > a. Le chemin I'y est constitué de deux segment [1, A] et
[1, B] tangents a I'arc (A, B) de rayon a'. Le cercle en pointillé 9D, 5 correspond a
’ensemble des points de tangence pour les différentes valeurs de 6 € [0, 7/2].

Théoreme 4.6 Soient deuxr opérateurs A > I et B m-accrétif dans un espace de
Hilbert 9, vérifiant la condition (C0) avec a < 1. Alors il existe une constante c telle
que ['on ait

c

IE@H = FON <

k=0,1,2,..., (4.2.26)

pour tout 7 > 0. On rappelle que F(1) = e ™Be=4,
Démonstration

D’apres le lemme 4.5, on sait que pour tout 6’ > # = arcsina et tout 7 > 0, le
contour 'y est inclus dans p(F(7)), ensemble résolvant de F'(7). En utilisant la
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méthode de Dunford-Taylor on obtient la représentation intégrale suivante

F(r*I—F(r)) = L/F K1 —2)(z - F(r))d=. (4.2.27)

27

On majore la norme de cette intégrale (4.2.27) a l'aide de 'inégalité (4.2.10) :

L/F H1 = ) (2 — F(r))ldz

21

1 k a’ —TA\—1
<o | [ =2) [(z = e ) ]|dz].
Loyr a

— 27 a —
(4.2.28)
Comme l'intégrale du membre de droite de (4.2.28) est invariante pour la conju-
gaison z — z, il suffit de majorer l'intégrale le long de I}, la branche du chemin Iy
de partie imaginaire positive. Cette branche est constituée du segment [1, A] et de
larc (r/2 — 6',7) de rayon o, cf Figure 4.1.
Considérons la paramétrisation suivante : pour [1, A]

z=1—se?, 0<s<cost, avec a' =sinf. (4.2.29)

Puisque e~7* est auto-adjoint, on a d’apres (4.2.29) ||(z — e7™) 7| < (Im2)~! <
(ssinf’)~1, et on trouve

cos ¢’
I 1
k —T7A\—1 —i0" |k
1-— — dz| < ds|l — _— 4.2.30
[ PO e e < [ s s 2a0)
On remarque que pour 0 < s < cos ', par convexité,
- 1 —sind
1 - se®| <1 3% (4.2.31)
D’out on obtient pour (4.2.30) la majoration
f A1 cos ' 1 — (sin@')*
1-— — dz| < 4.2.32
O LR e e s T EED
Pour les points z de l'arc (/2 — ', 7) de rayon a/, en utilisant encore que e~ "4 est

auto-adjoint, on a l'estimation ||(z — e~7*)7!|| < (a’ cos@')~L. On trouve donc :

2a'* 2 11
a cosf ~ cos@eln(l/a)k+1
(4.2.33)
Dans la derniére inégalité on utilise le fait que : supyso(k + 1)e™*"* < z/(eln )

pour tout x > 1.
Finalement, en rassemblant (4.2.28), (4.2.32) et (4.2.33) on obtient :

/mu \ [ (1=2)l[[(z—e™) 7 Hlldz| < (7/2+0" )’

L/F H(1— 2)(z — F(r)) 'z < (4.2.34)

2711

5 cos 6’ N 1/d 1 1
2rsin (1 —sin®’)  ecos@In(l/a’)) 1 —aja' k+1
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ce qui donne 'estimation annoncée (4.2.26) avec

a’ cos 6! 1 2
_ . 4.2.35
¢ <27rsin9’(1 —sin ) N e cos 0’ ln(l/a’)> a—a ( )

O

Remarque 4.7 Sion remplace ['expression F(1) = e ™ Be™™ par T(1) = e ™e™ 75,
alors les résultats (4.2.10) et (4.2.26) sont vrais & condition que B satisfasse, a la
place de la condition (4.1.1), la condition (C1). Pour le raisonnement, il suffit de
considérer la famille adjointe T(7)* = e 7B e, et de remplacer a par a,.

4.3 Condition (C1)

On va montrer dans cette partie que la condition (C1) : dom(A) C dom(B*) et
(C1) ||B*u|| < a.||Au||, v € dom(A) avec a, <1, (4.3.1)

assure la convergence de la formule de Trotter en norme d’opérateur, dans le cas de
deux opérateurs A et B comme annoncé au début de ce chapitre, avec une estimation

en O(lnn/n) [6].

4.3.1 Exemple

Commencons par une observation qui permet de vérifier simplement la condition
(C1). Evidemment si B est auto-adjoint, la condition (C1) s’identifie & (C0) avec
a < 1, et on retrouve le cas traité dans [43]. Considérons donc B # B* et soit J une
conjugaison sur l’espace de Hilbert ), c’est-a-dire un opérateur antilinéaire tel que

(Jf,Jg)=(9.f), [f.9€H. (4.3.2)

Si de plus J est tel que
JAJ = Aet JBJ = B*, (4.3.3)

alors la condition (CO0) implique (4.3.1) avec a, = a. Donc la condition (C1) est
vérifiée dans ce cas. Comme exemple considérons un opérateur de Schrodinger. Si A
est 'opérateur de Laplace sur $) = L?*(R") et B est un opérateur de multiplication
défini par un potentiel complexe V'(-) tel que Re V' > 0 et que la condition (C0) soit
satisfaite avec a < 1, alors en choisissant pour J la conjugaison complexe on vérifie
simplement (4.3.2) et (4.3.3), d’ou (C1) est aussi satisfaite.

4.3.2 Résultat principal avec (C1)

On consideére a présent 1’expression

T(r)=e ™e ™8 (4.3.4)
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Lemme 4.8 Soit A un opérateur auto-adjoint positif, A > I, dans un espace de
Hilbert $3. Soit B un opérateur m-accrétif, satisfaisant la condition (C1) avec a, < 1.
Alors Uopérateur I — T(1) a un inverse borné quel que soit T > 0 et

1
Ja-re) < 2o (= Hatal). wes. sy
Démonstration
Considérons la représentation
I-T(r)=1—-e™+e ™1 —e ™). (4.3.6)

Comme |le ™| < e ™ < 1, l'opérateur I — e ™ est inversible pourvu que 7 > 0.
D’oti on obtient B
I—Tﬁ%:U—e”ﬂ([+Yﬁ», (4.3.7)

ou V(1) = (I —e ™) Le ™A — e 7P). D’apres (4.2.18) et ||A NI — e 7B)|| <
|A~! [ Be=*8dr|| < ||B*A~||T < a,7 avec a, < 1 on obtient que I —T'(7) est aussi
inversible. De plus, on a ’estimation :

1

|0 =Tl < 7= [T =)

, UESDH (4.3.8)

*

D’apres le lemme 2.3 de [43], on a pour tout u € $) et pour tout 7 > 0
_ 1
H (I—e ™) uH < Jluf) + =l Al (4.3.9)

Par (4.3.8) et (4.3.9) on arrive a 'estimation (4.3.5). O

Remarque 4.9 Dans ce lemme, on peut remplacer T(T) par e TARe=TBe—TA2 By
effet, il suffit de considérer la représentation suivante a la place de (4.3.6)

I — B_TA/2€_TB€_TA/2 =] — e—TA + e_TA/Z(I _ e_TB)e_TA/2 (4310)

Théoreme 4.10 Soit A un opérateur auto-adjoint, A > I, dans un espace de Hil-
bert . Soit B un opérateur m-accrétif satisfaisant les conditions (C0) et (C1), avec
a,a, < 1. Alors il existe un constante L > 0 telle que l'on ait ['estimation

In(n)

H(e_tA/”e_tB/n)n —e_tHH <L —~+, n=3,4,..., (4.3.11)
n

uniformément en t > 0, avec H = A+ B et dom(H) = dom(A).

Démonstration
Soit 7 = t/n et U(r) = ¢ 7H, qui est un semi-groupe holomorphe contractant
d’apres le théoreme 4.1. Le point de départ est a nouveau la représentation

T(r)" — U(r)" (4.3.12)
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Puisque d’apres le lemme 4.8 Popérateur (I — T'(7))~" est borné pour tout 7 > 0,
on trouve

T(r)" —U(T)" =T ()" YT(r) - U(7)) (4.3.13)

ce qui conduit a

1T (r)" = U ()" < IT(r)" H(T(r) = U (7))l (4.3.14)

n—1

+ YT N = TN = T ()T (r) = U()U ()™

m=1

Ensuite par (4.3.5) on obtient

(1 = 7)) () U ()"| (4319
< = {lee - veueri+ L e - veooe) ).

Or comme
(T(1) = U()HU(r)™ = (T(7) = U(1))A *AH *HU(1)™, (4.3.16)

on trouve
I(T(r) = UNU )™ < [[(T(r) = UE) AT [J[AHHIIHU ()™ (4.3.17)

En appliquant la proposition 1.18 au dernier facteur de (4.3.17) on obtient

1) - U@ E ) < ||@E) - vena | jar L g5
D’aprés AH' = (I + BA ") et ||BA™'|| < a < 1 on trouve
JAH || < ﬁ (4.3.19)
Donc
() = UV < 060 - UA™ | g s
De la méme manidre, on obtient
47T () ~ U < A7 (T () - (13.21)
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En insérant (4.3.20) et (4.3.21) dans l'expression (4.3.15) on trouve

U~ T () - UV (1.3.22)
< {HIe - venat+ 5 4@ - vt} o

En utilisant Pestimation (4.3.22), les lemmes 3.4 et 3.5 on obtient

(7 = T() () = U < M) 2 2L B 4

ou on pose L3 := M;(H)(Ly + Ls2)/(1 — a.)(1 —a). De plus, par le théoreme 4.6 on a

C
)

1T HI = T(n)] <

n=23,..., m=012...,n—1.
n—m

En combinant (4.3.23) et (4.3.24) dans (4.3.14) on trouve

7 = U < TGP 00 = U el Y o (4320)

Or on vérifie que

n—1 1
4.3.2

(n—m)m (43.26)

m=1

n—1
_ 2 igz(l—i—ln(n—l))gélln(n) n=23,...,
né=m=n n
d’ou on tire de (4.3.25) I'inégalité
n n n—1 ln(n)
I1T(r)" = U)* | < [T(r)" (£ (r) = Un))]] + deLs— . (4.3.27)

11 reste & majorer ||7(7)” *(T(r) — U(7))||- A nouveau comme I —T(7) a un inverse
borné (lemme 4.8) on trouve

1T (T() ~ U@ < [T =TI - T@) (T - V)]
D’apres (4.3.5) on obtient
U~ 7)™ @) - U ) (4.3.20)
1 1,
< = T -ven+ Hatae - v

1— a,
1

< {2 aae - U(T))H} |

1—a, T
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En appliquant au membre de droite de (4.3.29) lestimation du lemme 3.4 on trouve

2+ L

17 =T () (T(r) =V < T—— (4.3.30)
En insérant (4.3.30) dans (4.3.28) on trouve
n— 2+ L e
7)™ T () = U] < 1= a1||T(T) I =F(7)]. (4.3.31)
Enfin grace au théoreme 4.6 on obtient
2+ L
1T T () = U@ < 2L 8 n=1,2,... (4.3.32)

|T(r)" —=U(r)"|| <L , n=3,4,...

On pose L := ¢(2 + L)(1 — a,)™! + 4cLs, et on utilise le fait que 1/n < In(n)/n
pour n = 3,4, ... U
4.3.3 Conséquences

Corollaire 4.11 Si A et B deux opérateurs satisfaisant les conditions du Théoréme
4.10. Alors il existe des constantes L', L" telles que l'on ait les estimations

_ _ _ n _
H(e tA/2n ,~tB/n tA/Zn) L tH

(eftB/neftA/n)n . eftH

‘ < I . n=3,4,..., (4.3.34)

< LII

‘ In(n)

uniformément en t > 0.

Démonstration
Puisque B* satisfait les conditions du théoreme 4.10, on a

< ) (4.3.36)

—tA/n —tB*/n\" _ _—tH*
H(e eTBT M _ e n

Notons que H* = A + B* est bien défini et m-accrétif avec dom(H) = dom(A). En
prenant la suite d’opérateurs adjointe, on trouve (4.3.34). Pour obtenir (4.3.35), il
suffit de remarquer que la méthode de la preuve du théoreme 4.10 peut étre refaite
essentiellement sans changement pour la formule symétrique. U

Les résultats de cette section généralisent ceux de article [43], puisque au lieu
d’un opérateur de perturbation B auto-adjoint positif on peut avoir un opérateur m-
accrétif. Les conditions de petitesse de B par rapport a A (4.1.1) et (C1) se réduisent
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a la premiere dans le cas ou B est auto-adjoint ¢’est-a-dire a la condition de [43].
De plus Pestimation de la vitesse de convergence est du méme ordre, soit O(Inn/n)
pour les différentes formules de Trotter considérées avec la fonction exponentielle.

Comme exemple, considérons le cas particulier suivant : B(z) = 2V, ou V est
un opérateur auto-adjoint positif relativement borné par rapport a A > I, soit
dom(A) C dom(V) et

IV fll <al|lAf]], f € dom(A), pour un a €]0,1]. (4.3.37)

Alors les opérateurs B(z) = zV et B(z)* = zV sont clairement m-accrétifs, et
satisfont les conditions (4.1.1) et (C1) pour Rez > 0. Si, de plus, |z| < 1, alors les
constantes a,a, pour B(z) restent inférieures a 1. En appliquant le théoreme 4.10
on trouve que

In(n)

|(e A/ netVimn _ ontHE)| < L2 =23, (4.3.38)
n

)

uniformément en ¢t > 0 et en z tel que Re z > 0, |z] < 1, oulopérateur H(z) = A+2V
est défini sur dom(H (z)) = dom(A). Dans le cas particulier z = 4, il s’agit de la
perturbation d’'un semi-groupe auto-adjoint par un groupe unitaire.

4.4 Contre-exemple

L’objet de cette section est de construire deux opérateurs A et B, tels que A soit
auto-adjoint positif, A > I et B m-accrétif, et que 'on ait la condition (4.1.1) mais
en méme temps dom(A) Ndom(B*) = {0} [9].

Soit K un opérateur m-accrétif dans un espace de Hilbert $). On pose

T:=(-K)(I+K)" (4.4.1)

Alors 'opérateur 1" est une contraction. En effet, comme K est m-accrétif, on trouve

I = K)fI2 < (T + K)fI% f € dom(K), (44.2)

ce qui donne
I = K)(T+K) gl < llgll, avee g = (I+K)f. (4.4.3)
Or ran(/ + K) = $ , donc T est une contraction. Cet opérateur est appelée

généralement la transformation de Cayley de 'opérateur m-accrétif K.

Lemme 4.12 Une contraction T est la transformation de Cayley d’un opérateur
m-accrétif K si et seulement si

ker(I + T) = {0}. (4.4.4)
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De plus, Uopérateur K est défini de maniére unique par
dom(K) =ran(I + T (4.4.5)
et
Kf=I-T)I+T)"f, feran(I+1T). (4.4.6)

Démonstration
Soit K un opérateur m-accrétif et soit 7" défini par (4.4.1). Pour montrer (4.4.4)
considérons f € § tel que

(I+T7)f =0. (4.4.7)
Comme
I+T=2(I+K)™" (4.4.8)
on trouve
(I+K)"f=0 (4.4.9)

ce qui montre que f = 0. Donc ker(/ +7') = {0}.
Réciproquement, soit 7" une contraction qui vérifie (4.4.4). Alors ker(I +T%) =
{0}. En effet, soit
(I+T")f=0. (4.4.10)

Alors on a

0= +T)fI* = IfI*+2Re(T"f, f) + T fI (4.4.11)
= 2|fII* +2Re (T, f)
= |T+D)fIP+ VI = T*Tf|".
Puisque T est une contraction satisfaisant (4.4.4), le membre de droite de (4.4.11)
montre que nécessairement f = 0, soit ker(I+71*) = {0}. D’apres ker(T*) = ran(T)*
on en déduit ensuite que
ran(I +7) = 9. (4.4.12)

Par conséquent, 'opérateur I + 1" est inversible. D’ou on peut définir I'opérateur K
par (4.4.5) et(4.4.6), ce qui implique que l'opérateur K est fermé a domaine dense
dom(K) =ran(l +1T).

Montrons que K est accrétif. En posant f = (I + T')g pour g € §, on trouve

Re(Kf,f) = Re((I—T)g,(I+T)g) (4.4.13)
= Re (|lgl|* = 2idm (T, f) = [|TfI]°)
= ||VI-T*Tg|?* > 0.
Donc 'opérateur K est accrétif. Il reste a montrer que K est m-accrétif, c’est-a-dire

a vérifier, par exemple, que ran(/ + K) = 9, ou que (I + K) est inversible. D’apres
(4.4.13) on a ker(I + K) = {0}. Or par (4.4.6) on a

[+ K=2+1T)", (4.4.14)

d’ou ran(l + K) = dom(! +T') = §. De plus, on trouve (I + K)' = (1 +T).
U



66 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERT

Soient R et S deux opérateurs auto-adjoints positifs tels que
dom(R) Ndom(S) = {0}. (4.4.15)

On pose
T:={I+R)™I+9)" (4.4.16)

L’opérateur T est clairement une contraction. Vérifions la condition (4.4.4). Si on
pose f = (I +S)g, g € dom(S), alors la condition (4.4.4) devient

I+S)g+{I+R)"g=0. (4.4.17)

Comme S > 0 et (I+R)~" > 0 on obtient g = 0 ce qui donne f = 0. Par conséquent,
par le lemme 4.12 la contraction 7' définie par (4.4.16) est la transformation de

Cayley d’un opérateur m-accrétif K qui est donné par (4.4.5) et (4.4.6). On a alors,
cf (4.4.8),

dom(K) =ran(I +71) = (4.4.18)
ran((I + R) "I+ R+ (I+9) ") =ran(({ + K) ') = dom(R).

Le fait que R et S soient positifs garantit que ran(I + R+ (I + S)~!) = £.
La transformation de Cayley de 'opérateur m-accrétif K* est, bien str, 7. En
appliquant a nouveau le lemme 4.12 on trouve

dom(K™) =ran(l +717) = (4.4.19)
ran((I +S)" "I+ S+ (I +R)™")) =ran((I + S)™) = dom(S).

Ainsi on a construit un opérateur m-accrétif K tel que dom(K) = dom(R) et
dom(K™*) = dom(S). D’apres la condition (4.4.15) on trouve

dom(K) N dom(K*) = {0}. (4.4.20)

A présent nous allons construire A et B. On pose

B:=aK, pourun a€]0,1], (4.4.21)
et
A=VITKK. (4.4.22)

L’opérateur B est clairement m-accrétif avec
dom(B) = dom(K) (4.4.23)
et A est un opérateur auto-adjoint satisfaisant A > I et

dom(A) = dom(VE*K) = dom(|K]) = dom(K). (4.4.24)
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D’ott dom(A) C dom(B). De plus on a
IBfll = al Kfl| < alVI+ K*Kf|| = allAf|l, [ € dom(A). (4.4.25)
Comme B* = aK* on obtient finalement
dom(B*) Ndom(A) = dom(K™) Ndom(K) = {0}. (4.4.26)

Afin de terminer la construction de I’exemple il reste a montrer comment on peut
définir deux opérateurs auto-adjoints positifs R et S vérifiant la propriété (4.4.15).
Soit $ = L*([0,1]) et soit R le Laplacien uni-dimensionnel sur 'intervalle [0, 1] :

dom(R) = {feW?*([0,1]): f(0) = f(1) = 0}, (4.4.27)
(Rf)x) = _dd? (z), fe dom(R). (4.4.28)

L’opérateur R ainsi défini est auto-adjoint et positif. Pour définir S considérons
{rn}22 | une énumération des rationnels de 0, 1, et posons

00 cn
g(z) =) o @ €j/2,1], ¢, >0, (4.4.29)
n=1 n
de telle sorte que
D e < o0 (4.4.30)
n=1

1 00 1 1
/ g@)de <D ey | m——dx < (4.4.31)
0 n

n=1
i /2 io: 2 1 22—« o0
Cn dx 2¢, dr = cp < 00
- o | — o |zl l—as=~
On définit
dom(S) := {fe L*[0,1]): q(x)f(x) € L*([0,1])}, (4.4.32)
(Sf)(x):= q(x)f(z), f € dom(S). (4.4.33)
L’opérateur S est auto-adjoint, positif et non borné.
Pour vérifier (4.4.15) supposons que
f € dom(R) Nndom(S) € W*2(]0,1]) N dom(S). (4.4.34)

Comme f € W?2%(]0,1]), la fonction f(-) est continue. D’autre part f € dom(S)
donc

(@) () = X e @) € 120, 1)) (4.4.35)
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On a .
1 2
/ |q | dx > Ch, / m|f(x)| dx (4436)
pour n =1,2,... Si f(-) est continue alors |f(-)| est aussi continue. Supposons que

f(r) # 0. Alors, il existe un voisinage |r, — €, 7, +¢€[C|0,1[, € > 0, de 7, et un § > 0
tels que |f(z)| > 0 pour x €]r,, —€,7, + €[. D’ou

Tn+e€ 1
|q 7)|*dr > 26* ——dx = +00. (4.4.37)
Tn—€ |.CL' - rn|2a

Mais cela est impossible d’apres (4.4.35). On obtient donc f(r,) =0, n = 1,2,...
Comme f(-) est continue cela conduit & f = 0. Donc dom(R) N dom(S) = {0}.

Ainsi, on a construit dans lespace de Hilbert $ = L?([0,1]) un opérateur auto-
adjoint A (cf (4.4.18), (4.4.25), (4.4.26)) et un opérateur m-accrétif B (cf (4.4.18),
(4.4.21), (4.4.26)) tels que

dom(A) C W*2([0,1]), (4.4.38)

et
dom(B*) N W22([0,1]) = {0}. (4.4.39)

4.5 Condition intermédiaire (C2)

L’exemple de la section précédente montre que la condition (4.1.1) n’entraine
pas de relation analogue pour B*, quelle que soit la constante a. Ainsi rien n’assure
que le domaine de H* coincide avec l'intersection :

dom(H*) C dom(A) Ndom(B*), (4.5.1)

puisque celle-ci peut étre réduite & {0}. On rappelle que H est toujours défini comme
la somme algébrique :

Hf := Af + Bf, f € dom(H) = dom(A), (4.5.2)

donc H* = (A + B)*. Si la condition (C1) est satisfaite, comme dans la section 4.3
et [6], alors
dom(H") = dom(A) C dom(A) Ndom(B*) # {0}. (4.5.3)

En fait, 'exemple de la section 4.4 montre que cette condition (C1) est probablement
trop exigeante. Aussi on essaie ici de trouver une condition moins forte avec laquelle
on puisse encore établir la convergence en norme d’opérateur de la formule de Trotter
[9]. Cette condition intermédiaire est la condition (C2), qui peut étre vérifiée méme
dans des cas ot dom(A) Ndom(B*) = {0} : il existe a €]0, 1] tel que

dom((H*)?) C dom(A*) N dom((B*)?) # {0}.
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Les opérateurs B, B*, H, et H* sont m-accrétifs, donc les puissances fraction-
naires de ces opérateurs sont bien définies, et (B*)* = (B*)*, (H*)* = (H*)* pour
a €]0,1]. Il faut a présent généraliser les lemmes 3.4 et 3.5 pour des puissances
fractionnaires.

Lemme 4.13 Soient deux opérateurs A > I et B m-accrétif vérifiant les conditions
(4.1.1) avec a < 1 et (C2) pour un a €10,1]. Alors il existe Ni(a)) > 0 tel que

|H = (e7™Pe ™ —e ™| < Ni(a)r® (4.5.4)

pour 7 > 0.

Démonstration
Comme (H~%)* = (H*)™%, on peut considérer la norme de l'opérateur adjoint :

(Hfa (efTBefTA . e*TH))* _ (efTAefTB* . e*TH*) (H*)fa‘

En effet, c’est ainsi que l'on peut utiliser la condition (C2), qui entraine que les
opérateurs A*(H*)~* et (§ + B*)*(H*)~® sont bornés. On a donc

(e7™ e B —emTH (HT) e (4.5.5)
— (e—TA . I)(H*)—a o e—TA(I o e—TB*)(H*)—Oé 4 (I o e—TH)(H*)—CM
— (efTA . ])AfaAa(H*)fa +67TA(67TB* . I)((S_’_B*)fa((s_'_B*)a(H*)fa
_(e—TH* o I)(H*)_a.

D’apres le lemme 1.19, on trouve donc 'estimation

[(e™e ™ —e T (H) | (4.5.6)
< e = DA A H) N + |[(e™P = D6+ BF) || (6 + BY)*(H*) ||
+ || —I)(H*) |

ST 6+ B )

pour tous 6 > 0 et £ > 0. On peut donc choisir la constante :

2 sin o

Ni(a) = ([AH?) [+ 1B (H) [ +1), a€]o,1].

mo(l — )
L’estimation (4.5.4) s’étend au cas o = 1 par passage a la limite Ny(a = 1) :=
limayy Ni(@) = 2([|ACH") M + || B*(H") M+ 1).

U

Remarque 4.14 La limite Ni(1) ne correspond pas exactement & ce que donne le
lemme 3.4, valable aussi lorsque o = 1 (la constante est double). Cependant, en
utilisant le fait que les générateurs sont accrétifs, on peut calculer une constante

Ni() dont la limite en o = 1 soit égale a celle du lemme 3.4 : Ni(a) = %
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Lemme 4.15 Soient A > I et B comme dans le lemme 4.13 pour un o« €0, 1].
Alors il existe une constante No(a) > 0 telle que

[H= (7™ —e7™) A7H| < No(a)7i*e (4.5.7)
pour tout T > 0.

Démonstration
Considérons la représentation suivante

H™ (e84 _ =) A7 =
H (I —-e ™) (I —-e ™A+
H (e ™ 4 e~ — =1 _ [)A~",
Grace au lemme 1.19 on majore (4.5.8) (pour tout § > 0) par :
|H™ (I — e ™) (I — e ™A™ (4.5.10)
(7 = e ™) (H) I — e ™A™
I(Z = e (@ + B) (6 + B)* (H")~*||7
Ni ()7 (8 + B™)* (H") .
Pour majorer (4.5.9) on utilise la représentation
Brem™ ™ = (4.5.11)
(e —IT+71B)+ (™ —IT+7A) — (™ — I+ 7H).

IA AN

Comme

_[+7C = / ds (I — e=*€)C. (4.5.12)

on obtient pour tout opérateur m-accrétif C' (cf lemme 3.4)

[ astr= ey fiean

< / Ll — e )@+ O 6+ €Y (H) 0 [eA

||H*O‘(e”C — I+7‘C)A71H < ‘

D’apres (1.27), (4.5.11), et (4.5.12) on trouve pour (4.5.9) 'estimation

|H (e ™ +e ™ —e™ —NAY < (4.5.13)
Ni(a) (1B (H*) I BATH + [|A“H) (| + [HAT]) -

D’ou on trouve I'assertion (4.5.7) avec la constante

No(a) = (4.5.14)
Ni(e) {II(B*)”‘(H*) 1 i a (all(B)*(H") = + |A*(H") (| + 1+ a) } :

On pose de plus Ny(1) := lim,,; Ny(a) ce qui conduit au résultat annoncé (4.5.7)
pour chaque « €]0, 1].

U
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Théoreme 4.16 Soient A > I un opérateur auto-adjoint positif et B un opérateur
m-accrétif, satisfaisant la condition (4.1.1) avec a < 1. Si Uopérateur H, somme
algébrique A + B, satisfait la condition (C2) pour un « €10,1], alors il existe une
constante Lo > 0 telle que ['on ait

n |
H (e_tB/”e_tA/”) - e_tHH < Laﬁ, (4.5.15)
na
* n * l
H (e_tA/”e_tB /n) —e T < LQM, (4.5.16)
na
pour n = 3,4, ... uniformément en t > 0.

Démonstration

Remarquons que les inégalités (4.5.15) et (4.5.16) sont équivalentes. Par consé-
quent, on montrera simplement (4.5.16). Soit 7 = t/n et F*(1) = e7™4e~"8". On
utilise encore l'identité

Fr(r)" — e ZF* (o= (F(r) — e THT ) e (4.5.17)

D’apres le lemme 4.8 appliqué a F*(7) avec B* au lieu de B, on a (en effet B vérifie
la condition (4.1.1) avec a < 1) :

I(1 = F* (1))l < (4.5.18)
1

CrAy— 1 1
e ) < (||u||+ |47 1u\l)-

Comme (H*)* est inversible on ré-écrit (4.5.17) de la fagon suivante :

||F*( )t — e <P () I = FE)II — F* (7)) (F*(r) —e ™) +
ZHF* )N = FE (7))
(I = F* (7)) (F*(r) — e ™) (H") || | (H*) e ™.

D’apres le théoreme 4.6, on a (en prenant les adjoints)

|E*(T)*(I — F*(1))|| < , ¢>0ets=0,1,2,... (4.5.19)

s+1

Par (4.5.18) on obtient

(I — F*(1)) Y(F*(r) — e*TH*) (4.5.20)

< {||F*(T) e AT (R () e ) \|}
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et

I(Z = F*(7)) 7 (F*(7) — 7™ ) (i) 7| (4.5.21)

< T {IE - ey A e - e )

D’ou en utilisant les lemmes 3.4, 4.13 et 4.15 on trouve les estimations

(I = F*(r))""(F*(r) —e ™) < 1%66(2 +2(1+a)), (4.5.22)
(T = F* ()" (F(r) — e ) (H) ™| < f_“a(Nl(a) + Ny(a)) (4.5.23)

pour 7 > 0. D’apres la proposition 1.18 on a

. M, (H*
[(H*)%e ™™ < Mo (H") (4.5.24)
(mr)e
Puis en utilisant (4.5.19) et les inégalités (4.5.19) - (4.5.24) on trouve
| E* (7)™ — e || (4.5.25)
n—1
c 1 M, (H")
< —(242(1 — (N N. R
S a2t +a)>+mZ_1n_m1_a( 1(0) + Na(a)) ==,
pour n = 3,4,... Comme pour 0 < @ < 1letn>3ona
n—1 n—1
1 1 21
mi- < > <220 (4.5.26)
— (n—m)m® n — n—m ne
U'estimation (4.5.25) conduit a (4.5.16) avec
2c
Ly = T a {(2+a) + (V1(a) + No()) Mo (H™)}
pour le nombre « €10, 1] de la condition (C2) et 7 > 0.
UJ

Corollaire 4.17 Soient A = A* > I et B un opérateur m-accrétif, satisfaisant la
condition (4.1.1) avec a < 1. Si Uopérateur H, somme algébrique A+ B, satisfait la
condition intermédiaire (C2) pour un « € 10, 1], alors on a les estimations suivantes

(eftA/neftB/n)n —_ e tH ‘ < ;ln—n, (4.5.27)
noé

‘ (e—tA/Zne—tB/ne—tA/2n)n — e—tH‘ < L:;ln_n (4.5.28)
noé

pour n > 3 uniformément en t > 0.
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Démonstration
Soit T'(7) = e e ™8 (7 = t/n). On utilise 'identité

T(r)" —e ™ =

e—TA(F(T)TL—l _ e—tH)e—rB + (e—TA _ I)e—tHe—TB 4 (e—tHHa)(H—a(e—TB _ I))

Comme F(7)" ! —e " = F(7)""Y(I — F(7)) + (F(7)" — e™""), d’apres le théoréme
4.6 et (4.5.15) on a Pestimation

1
le ™ (FE) = Me P < F(r)" T —e M < S 4 Let n2 3 (45.20)

Pour les deux autres termes, on trouve avec les mémes méthodes que pour les lemmes
4.13 et 4.15 :

1 M(H
(e = et || < (e — a7 am et < LA sy
n —a
(4.5.30)
et pour un 0 > 0 quelconque,
|H* " H (™ — )| < (4.5.31)

1= lI(e™™5" = 1) (6 + B) (I (6 + B7)* (H*) ™|
M, (H)

<

Ni(@)[[(B)*(H")™].

Donc, les estimations (4.5.29)-(4.5.31) donnent le premier résultat annoncé (4.5.27)
avec

, M (H
L,=L,+c+ 11_( a) + My (H)Ny1 () |[(B*)*(H™)™¢]
pour le nombre « €0, 1] de la condition (C2) et 7 > 0. La preuve du second résultat
est completement analogue.

O

4.6 Condition suffisante pour (C2)

La condition (C2) n’est probablement pas toujours bien adaptée pour les ap-
plications, elle parait difficile a vérifier sous sa forme d’inclusion de domaines de
puissances fractionnaires. Cependant, on va montrer dans cette section que pour
a €]0,1/2], (C2) n’ajoute rien aux conditions initiales énoncées au début de ce cha-
pitre. Pour @ = 1/2, on donnera une condition suffisante pour que (C2) soit vérifiée,
en utilisant la condition de Miyazaki.
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4.6.1 CaslO<a<1l1/2

On rappelle les hypotheses de départ de ce chapitre : A est un opérateur auto-
adjoint positif dans un espace de Hilbert ) (A > I) et B est un opérateur m-accrétif.
De plus, B est relativement borné par rapport a A : dom(A) C dom(B) et on a
(4.1.1) avec a < 1. Ainsi la somme algébrique H = A + B est bien définie sur
dom(H) = dom(A).

(i) D’apres la proposition 1.28, dom(A) C dom(B) implique que dom(A%) C
dom(B®) pour tout @ € ]0, 1], en effet A et B sont m-accrétifs. Or H est aussi
m-accrétif (cf théoreme 4.1) et dom(H) = dom(A), donc on en déduit que
dom(H?*) C dom(A%) pour « €]0,1].

(ii) D’autre part, d’apres la proposition 1.26 pour les opérateurs m-accrétifs B
et H, on a dom(B®) = dom((B*)%) et dom(H?*) = dom((H*)*) pour tout
a€]0,1/2].

(iii) En rassemblant les arguments (i) et (ii) on trouve : dom((H*)*) = dom(H*) C
dom(A%) C dom(A*)Ndom(B*) = dom(A*) N dom((B*)*) pour 0 < v < 1/2.
Donc la condition intermédiaire (C2) est vérifiée des que 0 < o < 1/2.

Finalement, d’apres le théoreme 4.16, on a montré le résultat suivant :

Théoréme 4.18 Soient deuzr opérateurs A > I et B m-accrétif. Si la condition
(4.1.1) est satisfaite avec a < 1, alors il existe des constantes Lo , Lo pour tout
a €10,1/2] telles que

n |
H(e’tB/"e’tA/”) — e’tH‘ < Laﬁ, (4.6.1)
na
H (eftA/neftB/n)n . e—tH ‘ < L’aln—n, (462)
na

pour n = 3,4,..., uniformément en t > 0.

Donc la condition (4.1.1) avec a < 1 est suffisante pour avoir la convergence de
la formule de Trotter en norme d’opérateur, méme s’il peut arriver que dom(A) N
dom(B*) = {0}.

4.6.2 Condition de Miyazaki

A présent on va donner une condition suffisante pour (C2) lorsque o = 1/2.
Pour cela, on utilise des résultats sur les domaines des racines carrées d’opérateurs
m-sectoriels dus a Miyazaki [41]. En plus des hypotheses de départ de ce chapitre, on
supposera que B est m-sectoriel de demi-angle 0 € ]0, 7/2[, i.e. son image numérique
est incluse dans le secteur Sy, = {t € C: |argt| < #p}. La forme quadratique fermée
associée a B est notée b, et sa partie réelle br. Ainsi on a

dom(B) C dom(b) = dom(by). (4.6.3)
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On suppose de plus que la forme symétrique fermée br est bornée inférieurement
par 1. Par le théoreme de représentation, il existe un opérateur auto-adjoint positif
Bg > I, appelé partie réelle de B, tel que

brlf, 9] = (Bllz/Zf, B}Z/Zg), f,g€ dom(B,lz/Z) = dom(bg). (4.6.4)

De la méme maniere, on note la partie imaginaire b;. Comme B est m-sectoriel,
la forme associée b est aussi sectorielle. On a alors I'inégalité (1.38) avec C' = tanfp :

|b1[f7 g]| S CbR[f: f]l/QbR[ga g]1/27 f: g € dom(b) = dom(bR)7 (465)
ou encore
b1, 9l < CIBFINNBY |, f,g € dom(b;) = dom(bg) = dom(By/*). (4.6.6)

Suivant Miyazaki [41], on suppose qu’il existe une constante Mz telle que I'on
ait

br[f, 9]l < Mg || By FIN1BY gll,  f,9 € dom(By?). (4.6.7)
pour un 5 €0, 1[. Comme Bg > I, on a
1Bl <IIBH2Fl,  f € dom(By?) C dom(By?), (4.6.8)

ce qui montre que la condition de Miyazaki (4.6.7) est plus forte que (4.6.6).
Soit a la forme quadratique associée a I'opérateur auto-adjoint positif A, qui est
donc symétrique, positive et fermée :

alf,g) = (AY?f, A'?g), dom(a) = dom(A'/?). (4.6.9)
D’apres la condition (4.1.1) Uintersection
D = dom(a) N dom(b) (4.6.10)

est dense dans §. Alors la somme des formes sectorielles fermées

hlf,g] = alf,g] +0bf,g], f,g € dom(h)="D (4.6.11)

est bien définie sur D, et est encore sectorielle et fermée d’apres [32, théoréme VI-
1.31]. D’ou d’apres le théoreme de représentation, il existe un opérateur m-sectoriel
A + B (la somme au sens des formes de A et B). D’apreés le théoréme 4.1 cet
opérateur coincide avec H défini comme la somme algébrique A + B sur dom(A).

Théoréme 4.19 Soient deuz opérateurs A > I et B m-sectoriel (avec ReB > 1)
satisfaisant la condition (4.1.1) avec a < 1. Si de plus lopérateur B vérifie la
condition de Miyazaki (4.6.7), alors il existe des constantes Lo—y1/s et L:x:l/Q telles
que

tB/n —tA/n\T , Inn

‘ (6 tB/ e tA/ ) —e tH‘ < Ll/gm, (4612)
—tA/n —tB/n\™ _ , Inn

‘ (e~tAme=tB/mY" _ ¢ tH‘ < L (4.6.13)

pour n = 3,4, ..., uniformément en t > 0.
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Démonstration
Comme Re B > I,

(Reb)[f, f1 = IBY2FI> = I f e dom(By?), (4.6.14)

la forme b fortement coercive au sens de [41]. D’ou la condition (4.6.7) et le théoreme
2 de [41] donnent :

dom(B"?) = dom((B*)"/?) = dom(B}/*) = dom(b). (4.6.15)
D’autre part, la partie réelle hy de h (4.6.11) est donnée par

hr(f, 9] = alf,g] + br[f,g], f,g € dom(hg) = dom(h). (4.6.16)

L’opérateur auto-adjoint correspondant est noté Hy. De la méme maniere que pour
la forme b, la forme h est fortement coercive. De plus (4.6.16) on a Br < Hg. D’ou
d’apres I'inégalité de Heinz (proposition 1.27) on trouve

B < HP [elo1]. (4.6.17)

Grace a (4.6.11), (4.6.7), et (4.6.17) on a pour la partie imaginaire de h la condition
de Miyazaki :

(half,gll < Mgl [HR P FIIIH gl f.9 € dom(by), B €]0,1], (4.6.18)
D’otu & nouveau par le théoréeme 2 de [41] on obtient
dom(H'?) = dom((H*)"/?) = dom(H}{*) = dom(h). (4.6.19)
D’apres (4.6.10), (4.6.11) et [32, théoreme VI-1.31] on a
dom(h) = dom(a) N dom(b), (4.6.20)
ce qui conduit, avec (4.6.15), a
dom((H*)Y/?) = dom(AY?) N dom((B*)Y/?). (4.6.21)

Donc, la condition (C2) est satisfaite pour @ = 1/2. Grace au théoreme 4.16 et au
Corollaire 4.17 on trouve les estimations annoncées avec v = 1/2.
O

4.7 Cas a=1/2

Dans cette section, on va montrer comment obtenir la convergence en O(Inn//n)
pour la formule de Trotter sans passer par la condition (C2), mais en ajoutant une
autre condition (C3) aux hypotheéses de départ. Il s’agit d’une autre méthode qui
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utilise notamment 'inégalité de Heinz-Kato [37], rappelée dans la proposition 1.28,
et les propriétés des opérateurs m-sectoriels.

Plus précisément, on considere deux opérateurs A > I et B m-accrétif, et on
demande en plus que B soit sectoriel et que les formes sectorielles fermées associées

soient telles que :
(C3) dom(a) C dom(b). (4.7.1)

Ainsi les conditions ne font plus appel a 'opérateur adjoint de B, mais seulement a
sa forme quadratique associée.
On consideére tout d’abord F(7) = e 74/2e=™Be=74/2 et F(7) = e""Pe~"4, pour
7> 0. On a alors
F(T)n — 77‘A/2F( ) -1 77‘3677'14/2 (4‘7‘2)

Plusieurs lemmes préliminaires sont nécessaires.

Lemme 4.20 Soient deuz opérateurs A > I et B m-accrétif. Si la condition (4.1.1)
est satisfaite avec a < 1, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que pour n > 1,

~

By (1 P )) H < % 7> 0. (4.7.3)

Démonstration
Par la définition (4.7.2) on a

By (1= F(r) = e PRl (1= F(r))  (4T4)
_ efrA/ZF(T)nfl ([ . F(T)) efrBefrA/Q,
ce qui donne ’estimation

HF( (I P(r )H<HF (1) (I = F(r))|- (4.7.5)

donc par le théoreme 4.6, on trouve (4.7.3). O

Lemme 4.21 Soient deux opérateurs A > I et B m-accrétif. Si la condition (4.1.1)
est satisfaite avec a < 1, alors (I — F(1)) est inversible pour tout T > 0. De plus, il
existe une constante cij5 > 0 telle que pour tout T > 0 on ait

|7 = F(ry) 72

1
( < i {||h|| + F||Al/2h||} . hes. (4.7.6)

Démonstration
On utilise la représentation

[—F(r)=1—e ™ e ™2 —e™8)e /2, (4.7.7)

En posant
Y(r) = e TV — e B)e AL — )T (4.7.8)
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on obtient )
I-F(r)=I+Y () —eT™). (4.7.9)
Comme
|TAe™ A2 — ™) 7Y <1, 72>0, (4.7.10)
et
I —e)(FA) | <a (4.7.11)

on a [|[Y(7)|| < a < 1. Donc, 'opérateur I + Y'(7) est inversible. Or pour 7 > 0
opérateur (I —e~"4) est aussi inversible, donc (I — F(7)) l'est également, cf (4.7.9).
Par (4.7.9) on a la représentation

(1-Fm) T+¥E) =™ (4.7.12)

Comme ||F(7)|| < 1, les opérateurs bornés I — F(T)A et (I — F(7)) ! sont accrétifs.
On peut donc appliquer la proposition 1.28 & ||(I — F(7))Y/2(I —e ™)~ Y2|| et T = I
pour obtenir I’estimation

|1 = P@E)y Y@ < P YOIIE - 2L T es.
(4.7.13)
Comme ||Y(7)]| <a <1, on a

H(f . F(T))—l/%H < eI v al|(l—e ™) Iy (D)), he$. (4.7.14)
De plus,
(IT+Y(r)(I —e ™YV = (I —e ™Y1 + Z(1)), (4.7.15)
ol Z(r) est I'opérateur borné

e*TA/Q e*TA/Q

Z(1) = m([ — e*TB)m.

(4.7.16)

Les conditions sur B impliquent que lopérateur Z(7) est m-accrétif, d’on ||(I +
Z(7))7Y| < 1. Alors par (4.7.14), (4.7.15), et la représentation spectrale pour
Popérateur (I — e "4/2)=1/2 on trouve I'inégalité

|1 = Fmyen

| < VI ey (4.7.17)

2
e /81 T a (||h,|| + \/;||A‘1/2h||> .

En posant ¢/, = v/2¢™ /*y/T + a, on obtient estimation cherchée (4.7.6).

IN
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Lemme 4.22 Pour tout opérateur m-sectoriel C' dans un espace de Hilbert §, de
partie réelle C'r, on a [’estimation suivante :

HC;/ze*tC t>0. (4.7.18)

‘— t

Démonstration
Remarquons d’abord que

d
%He_tcuﬂ2 = —2Re (e 7"“u, Ce™"u) = —2||C'11?_/2e_tcu||2 <0, he$H (4.7.19)

Ensuite, comme 0 < [le~*“u|| — [|[e" M| < |le™*Cu — e~ EFMCy]| for ¢,h > 0, on
obtient (cf.(1.24) :

d
__He—tC

_ 1 1|, —tC (t+h)C <
e Cull = T B~ (e~ Cul] — ]~ < (47.20)

d M, (C
lim bt [e "“u — e~ My < H%etc < ||Ce Cul| < ¥||u||

h—0

Par (4.7.19) et (4.7.20) on trouve

d
2 CYe Cul? = ~2fleull & e tCul) < 21D (4.7.21)
ce qui conduit a l'estimation (4.7.18). O

Lemme 4.23 Soient deuz opérateurs A > I auto-adjoint et B m-sectoriel de demi-
angle O € [0,7/2[. Si dom(A'Y?) C dom(b), alors on a

|42 (1 — e TP)|| < (14 tan 0p) | B A l2r P (B, 2 0. (4.7.22)

Démonstration
Pour tous f,g € $ on a

(A 1/2( )f; ) A ( st, -1/2 )

D’ou on trouve
(A2 =), )—/ ds b e P f, A7\ %g], (4.7.23)
0

ol b[-, -] est la forme sectorielle fermée correspondant a B. Par I'inégalité (1.38) on
a:

Ib[u, ]| < (1 + tan 0)bg[u]2be[v]/? = (1 + tan )| B ul|| B} *v||.  (4.7.24)
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Donc, pour l'intégrand dans (4.7.23) on obtient
ol £, AT 2] < (14 tan ) | B¢ P F|| B * A7 2.

Ce qui, avec l'inégalité (4.7.18) donne :

(A= )9 < O+ tanta)|BYA V) [ ds D)

< (1+ tandp)||By*A™V2||2My(B)"” 1/2||f||||g||

on a donc l'estimation recherchée (4.7.22). On a utilisé le fait que dom(AY/2) C
dom(b) = dom(B}?), cf.(4.7.1), et donc ||B*A~112|| < . 0

Lemme 4.24 Soient deux opérateurs A > I et B m-sectoriel satisfaisant la condi-
tion (4.1.1) avec a < 1. Si de plus on a dom(AY?) C dom(b), alors il eriste des
constantes My s, Mi/2 > 0 telles que

HA—1/2 (F(T) - e_TH> H < My 72 (4.7.25)
et

HA‘I/2 <F(T) - e_TH> H™1

P (4.7.26)
pour tout T > 0.

Démonstration
Pour montrer (4.7.25) on utilise la représentation

—e
—e TARATYA( T — e B)e A ATV — o) 4 ATV — eTH),

A71/2(677'A/2€773677'A/2 77'H) _

Par la représentation spectrale on estime directement [|A=Y2(I—e™™4)| < (27/e)/2.
Grace au lemme 4.23 pour A~V2(I —e™™8) et A7V/2(I — ™), on obtient (4.7.25)
avec

My = (2/e)'/% +2(1+ tan ) (| B A2 | My(B)V2 o+ | Hy” AT M (H)12).
Pour montrer (4.7.26) on utilise la représentation

ATV (F(r) —e ™H™Y = ATYHI — e )1 — e B)e T2 HT(4.7.27)
+A71/2(I . efTB)(I . efTA/Z)Hfl (4728)
+A Y2 (e e B e _YH L (4.7.29)

Puisque par la représentation spectrale : ||[A="2(I — e="4/2)|| < (1/e)'/? et ||(I —
e ™P)AY| < 7||BA7Y|, on trouve pour le terme (4.7.27) I'estimation :

1
JATY2(T — e A — e TB)e TAZH Y| < 7||BA*1||||AH*1||T3/2. (4.7.30)
€
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Pour le second terme (4.7.28) on a par le lemme 4.23

||A_1/2(I . e—TB)(I . e—TA/Z)A—lAH—IH <
1/2| pL/2 4—1/2..3/2 -1
B . .
(1+tanbp)d,(B)"||By A =||m°/%||AH || (4.7.31)

Grace a (4.5.11) et (4.5.12), on obtient pour le troisieme terme (4.7.29) la représen-
tation :

A 1/2 —TA + e—TB e—TH . I)H—l —
/ ATV — e AH V ds +/ ATV —eBPYBAT'AH V ds +
0

/ S — 1) ds.
0

Comme ||A~Y2(I—e=*4)|| < (2s/e)/?, et en appliquant le lemme 4.23 & A~Y/2(1—
e *B) et & A7V2(e*H — I), on trouve pour le dernier terme (4.7.29) :

||A71/2(€77'A + efTB . efTH . I)Hfln (4.7.32)
2 2
< 2o har 200+ tano) (VBB AR A

My (H) P H{P AT )

Ce qui conduit avec (4.1.1) a 'estimation de (4.7.32) :

23/27_3/2
m
#2(1+ a0 (3B BY A M)A ) 7

||A—1/2(€_TA 4B _mH I)H_1|| < (4.7.33)

En appliquant la condition (4.1.1) & (4.7.30), (4.7.31) on obtient des estimations
semblables, qui, avec (4.7.33), terminent la preuve de (4.7.26), si on pose

, a 1 —I—tan93 23/2
M, ., = 5 1
V2T el —a) 1 3Ve(l —a)
42(1 + tanfy) <M1(B)1/2||B,1{/2A1/2||1L + Ml(H)WIIH,E/?AWII) :
—a

1B/ A2 || My (B)V? + (4.7.34)

U

Théoreme 4.25 Soit A > I un opérateur auto-adjoint. Soient B un opérateur m-
sectoriel satisfaisant la condition (4.1.1) avec a < 1, et b la forme sectorielle fermée
associée. Si de plus on a
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dom(AY?) C dom(b), (4.7.35)

alors il eziste une constante L > 0 telle que

n -1
‘ (eftA/ZneftB/neftA/Zn) _ ot ‘ < L% (4.7.36)
uniformément en t € [0, 0ol.
Démonstration
On part toujours de 'identité
n—1
F(r)" —e ™ =N "F(r)" ™ Y (F(r) —e M)e M, (4.7.37)
m=0
Comme Popérateur (I — F'(7))~"/? est borné (lemme 4.21), on obtient :
n—1
(e =™ = 3 (U1 = B() (L = F(r) ™ VA(B(r) = e,
m=0
(4.7.38)
ce qui conduit a ’estimation
|F(r)" — e ™| < (4.7.39)

1E(r)™ ™M = E() I = £(r) 2 (E(r) — e e ™.

m=0

Comme ||F(7)|| < 1, l'opérateur I — F(T) est m-accrétif, et donc on peut utiliser la
proposition 1.28 pour A = I, T = F(r)" ™! et B = (I — F(7)). Avec le lemme
4.20 on arrive a :

IE ()™M = F(r) 2| < B E ()2 F ) (T = F(n))|

< CIEE (- ) e [t ()

Afin d’estimer le terme correspondant a m = 0 dans (4.7.37) et (4.7.39), on utilise
encore la proposition 1.28 ainsi que les lemmes 4.21 et 4.24. Ce qui donne :

|E() (F(r) = )| A A (47.41)
< NF@)" N = F@)PI - F) A EE) - e )

2 C ~ 1 ~
< w/8 _ —TH - —1/2 _ —TH
< e (1P - e T+ oA - 7))
C
671’2/8’/”_101/2(2-{-]\41/2).

VAN
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Pour les termes avec m > 0 on utilise les lemmes 4.21 et 4.24 et on obtient ’estima-
tion

I~ F(r) V2 (F(r) — | (L7.42)
< cun (P - T H |+ A () - )
< crpp(M'T + My 7).
Or ||He ™™ || < M;(H)/mT, d’ou on trouve avec (4.7.42), 'estimation suivante :
(I = E(r)Y2(E(r) — e ™)e™™ ™ || < ¢yjg My (H)(M' + M) /m.  (4.7.43)
Par (4.7.39)-(4.7.43) on obtient
I (r)" = e7 ™| < (4.7.44)

n—1
2 C 2 C 1
e /8 n_101/2(2+M1/2)+Z€ /Swlni—m—ICI/ZMI(H)(M,_FM{/Q)E

m=1

> 2lnn
01/2(2 + MI/Z) +e” /8\/501/2M1(H)(M’ + M{/z)w,

< 671'2/8

T

n—1
ol on a utilisé (4.5.26). Finalement, en posant
L= ™8 feers{2(2 + Myyz) + AMy (H)(M' + M)}

on obtient (4.7.36).
UJ

Corollaire 4.26 Soient A > I un opérateur auto-adjoint et B un opérateur m-
sectoriel dans un espace de Hilbert $). Si A et B wvérifient les memes hypotheses que
dans le théoréme 4.25, alors il existe L > 0 et L' > 0 telles que

n Inn
‘ (e_tB/”e_tA/”) - e_tH‘ < L— (4.7.45)
— \/ﬁ7
n |
H(e—tA/ne—tB/n) _ e—tHH S L,%, (4746)
uniformément en t € [0, 0o].
Démonstration
On utilise I'identité (cf.(4.7.2)) :
F(r)" —e™ = e_TBe_TA/Z(ﬁ’(T)n_1 — e tHeTTAZ 4 4.7.47

_I_(efTB . ])efTA/QeftHefTA/Z +
_I_(efTA/Z . I)eftHefTA/Z +
_|_6—tH(€—TA/2 . I)

4.7.48
4.7.49
4.7.50

A~~~ /N A/~
— ' N N
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Comme F/(7)" ' —e= = F (7)Y (I—F(7))+(F (1)"—e "), d’apres les estimations
(4.7.3) et (4.7.36) on obtient un majorant du premier terme (4.7.47). Pour le second
terme (4.7.48) on a

|(e7™B — INe ™A2¢ tH e TA2|| < (4.7.51)
M(H M(H
I(e= — DB BA~[lle= 2| AH- ||| e~ | < —_ M) Mh{H)a
l—a t n(l—a)
Pour le troisieme terme (4.7.49) on trouve
(742 — [)emtH =42 < (4.7.52)

N4/ — A= | AE | et < M) M(H)
2(1 —a)t = 2n(1 — a)

Pour majorer le dernier terme (4.7.50) on insére AY/2A71/2 = . Alors

le HAYV2A Y2 (e A2 || < e HHP|||| H P AY2|||A Y2 (e A2 - 1)
< |[Hge || AV HE /T e
1 _
< My (HY)PAVH 02, (4.7.53)

/e

ot on a utilisé 'estimation (4.7.18) et || A=Y/2(e="4/2—1)]|| < (7/e)*/? pour 'opérateur
auto-adjoint A > I. Remarquons que |[AY2Hy""?|| < 0o car dom(AY2) = dom(a) =
dom(h) = dom(H}{/Q). En rassemblant les inégalités (4.7.47), (4.7.51), (4.7.52), et
(4.7.53), on obtient

|F ()™ — ]| < (4.7.54)

| M, (H M, (H 1 12 My (H*)Y/?
C +7 Ilﬁ + 1( )a 1( ) + _||A1/2HR1/2|| 1( ) .
n—1 vno o n(l—a) 2n(l—a) /e Vn

ce qui donne (4.7.45).
Afin d’obtenir (4.7.46) pour T(1) = e "¢ "8, on utilise I'identité :

T(ry = e = VB - e (4755)
+€7TA/2€715H67TA/2(€7TB _ I) + (4.7.56)
+(eTTA2 — et emTA2 4 (4.7.57)
e tH (e A2 _ ), (4.7.58)

Les deux derniers termes (4.7.57), (4.7.58) sont identiques a (4.7.49), (4.7.50). Pour
le premier terme on procede exactement comme pour (4.7.47). Pour le second terme
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(4.7.56) on trouve l'estimation :

||€77A/267tH€77A/2(67TB . I)H S ||€7tHA1/2 |||A71/2(€77-B . I)“
S ||A1/267tH* |A71/2(677B . ])“

x\1/2

< e U

Vn
(1 + tan )| By A~Y2| 20, (B) /2,

ol on a utilisé le lemme 4.23, 'estimation de ||e ™ A/2|| comme en (4.7.53), et le
fait que dom(AY2) = dom(H}/*) C dom(B}/?).
U

4.8 Conclusion

Les résultats de ce chapitre peuvent se résumer de la maniere suivante : Soit
A = A* > I un opérateur auto-adjoint positif dans un espace de Hilbert $. Soit B
un opérateur m-accrétif dans $). On suppose que dom(B) O dom(A) et qu’il existe
a €10,1] tel que

(C0) |Bu|| < al||Aul|, v € dom(A);

et on pose H = A+ B avec dom(H) = dom(A). Alors la formule de Trotter converge
en norme d’opérateur (avec les différentes variantes), et on peut donner des estima-
tions de la vitesse de convergence qui dépendent des relations entre les différents do-
maines. Les différents cas sont énumérés ci-dessous, avec des vitesses en O(Inn/n®),
a €]0,1].

1. Avec ces hypotheses, il existe des constantes L, telles que

H (e—tA/ne—tB/n)n _ e—tHH <L, (ln(n)) 7 n=34, . ...

na

pour tout o €]0,1/2].

2. Si B est m-sectoriel, de forme sectorielle fermée associée b vérifiant (C3) :
dom(A'/?) C dom(b) , alors

H (e—tA/ne—tB/n)" _ e_tHH <0 <11\1;ﬁ)> 7 n=34, ..
n

3. Si la condition (C2) est satisfaite : dom((H*)*) C dom(A%) N dom((B*)*) #
{0}, pour un « € [1/2,1], alors il existe une constante L, telle que

‘gLa (hl(”)), n=34...

H (eftA/neftB/n)n ot

nOé
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4. Si enfin on a la condition (C1) : dom(B*) O dom(A) et il existe a, €]0, 1] tel

que
|B*ul| < a.[|Aul], u € dom(A);
alors
H(efm/ne,m/n)n _ e,tHH <0 <1n(n)> C w=34...
n

ce cas est en fait déja contenu dans le précédent.

Enfin, voici un probleme qui pourrait donner une suite a ce chapitre. A partir
de la proposition 2.10, du théoreme 4.6 ainsi que des articles récents [30] et [31],
on peut formuler la conjecture suivante : soit A un opérateur auto-adjoint tel que
A > I, soit B un opérateur m-accrétif et soit —H le générateur d’un semi-groupe
holomorphe satisfaisant la condition

dom(H®') C dom(A*) N dom(B*)

pour un o €]0,1] et la condition (C2) pour un « €]0,1]. Si on a o' + o > 1,
alors 'estimation d’erreur en norme d’opérateur pour la formule de Trotter est en
O(l/no/-i-a—l).

Remarquons que si B est auto-adjoint, alors on a o/ = a. D'ou o + a > 1
devient o/ = v > 1/2. Cette hypotheése apparait dans [44]. Sio' = o =1et B = B*,
alors l'estimation d’erreur pour la formule de Trotter devrait étre O(1/n) au lieu
de O(In(n)/n) comme il est montré dans [43]. En effet, cette estimation optimale
est annoncée dans [30] et [31]. Rappelons que dans [44] lestimation optimale en
O(1/n?*~1) est établie pour o/ = a €]1/2,1[ et B = B*.
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Chapitre 5

Convergence sans estimation, cas
non auto-adjoint

Dans les chapitres 3 et 4, on a présenté différents résultats sur la convergence en
norme d’opérateur de la formule de Trotter, qui ont en commun d’utiliser toujours
la méthode de Lie au départ (2.2), et de donner des estimations d’erreur. D’autres
méthodes ont aussi été développées, notamment dans [42, 45] pour des semi-groupes
auto-adjoints. Dans le cas de [45] on n’obtient pas d’estimation d’erreur.

Dans ce chapitre, qui reprend les résultats de larticle [5], on montre comment
passer de semi-groupes auto-adjoints a des semi-groupes holomorphes engendrés
par des opérateurs sectoriels, et d’obtenir ainsi la convergence en norme d’opérateur
dans des conditions plus générales, mais sans estimation d’erreur. Ici le semi-groupe
obtenu en limite n’est pas nécessairement engendré par la somme algébrique des
générateurs de départ, mais par la somme au sens des formes quadratiques. La
méthode s’apparente a un prolongement analytique, aussi on commence par rappeler
quelques résultats de la théorie des familles holomorphes d’opérateurs non bornés.

5.1 Familles holomorphes d’opérateurs fermés

Suivant [32, Ch. VII], on définit plusieurs types de familles holomorphes d’opé-
rateurs fermés (non bornés). La difficulté vient du fait que ’ensemble des opérateurs
fermés n’est pas un espace vectoriel. La définition la plus générale est la suivante
(pour des opérateurs bornés, elle coincide avec les énoncés de la proposition 1.10).

Définition 5.1 Une famille d’opérateurs fermés T(z) d’un espace de Banach X
vers un espace de Banach ), définie au voisinage de z = 0 est dite holomorphe
en z = 0 s’il existe un troisieme espace de Banach 3 et deux familles d’opérateurs
bornés U(z) € B(3,%) et V(z) € B(3,92), qui sont holomorphes en z =0 (au sens
de la proposition 1.10) et telles que U(z) est une bijection de 3 sur dom(T'(z)) et
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Par ailleurs, on a la caractérisation suivante [32, Ch.VII, théoreme 1.3]

Proposition 5.2 Soit T'(z) une famille d’opérateurs fermés dans un espace de Ba-
nach X, définie dans un voisinage de z = 0, et soit ¢ € p(T'(0)) un point de 'en-
semble résolvant de T(0). Alors T'(z) est holomorphe en z = 0 si et seulement si
C € p(T(2)) et la résolvante (T(2) —C)~" est une fonction holomorphe de z, pour |z|
assez petit. En fait la résolvante est une fonction holomorphe dans les deux variables
sur l’ensemble des (C, z) tels que ¢ € p(T(0)) et |z| est assez petit (dépendant de C).

Selon les cas, d’autres définitions sont plus utiles : citons d’abord les familles
holomorphes de type (A) [32, Ch.VIIL.2|, dont la définition est assez naturelle.

Définition 5.3 Une famille d’opérateurs fermés T'(z) dans un espace de Banach X,
définie dans un ouvert Q € C est dite holomorphe de type (A) si dom(T(z)) =D ne
dépend pas de z et pour tout © € D, T(z)x est une fonction holomorphe dans Q0 (a
valeurs dans X).

On peut vérifier que tout famille holomorphe de type (A) est bien holomorphe
au sens de la définition 5.1.

On utilisera dans ce chapitre une autre notion d’holomorphie dite de type (B)
[32, Ch.VIL4]. Cette notion est liée aux formes sectorielles et a leur représentation
en opérateurs dans un espace de Hilbert (cf proposition 1.23). On définit d’abord les
familles de formes sesquilinéaires holomorphes de type (a), qui sont analogues aux
familles d’opérateurs holomorphes de type (A).

Définition 5.4 Une famille t(z) de formes sesquilinéaires dans un espace de Hilbert
$) définie sur un ouvert 2 € C est dite holomorphe de type (a) si : t(z) est sectorielle
fermée pour tout z € €, dom(t(z)) = D est indépendant de z et pour tout u € D,
t(z)[u] est une fonction holomorphe de z € Q.

On a alors la propriété suivante [32, Ch.VII, théoreme 4.2] :

Proposition 5.5 Soit t(z) une famille holomorphe de type (a). Pour tout z € (2,
notons T'(z) lopérateur m-sectoriel associé a la forme t(z). Alors T(z) forme une fa-
mille holomorphe d’opérateurs fermés (au sens de la définition 5.1) et ces opérateurs
sont localement uniformément sectoriels.

Une famille d’opérateurs m-sectoriels 7'(z) associés a une famille de formes ¢(z)
holomorphe de type (a) est appelée une famille holomorphe de type (B). On a encore
la propriété suivante [32, Ch.VII, théoreme 4.3] :

Proposition 5.6 Soit T'(z) une famille holomorphe de type (B) pour z € Q. Alors
T(z) a une résolvante compacte soit pour aucun z € € soit pour tout z € Q.

5.2 Deux conditions suffisantes de convergence

Les deux théoremes qui suivent généralisent les propositions 2.11 et 2.10 a deux
opérateurs m-sectoriels A et B. Le premier utilise une hypothese de compacité des
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résolvantes tandis que le second utilise une hypothese de petitesse relative des puis-
sances fractionnaires.

Etant donnés A et B deux opérateurs m-sectoriels dans un espace de Hilbert $),
on note a et b les formes sectorielles fermées associées, de demi-angles 4 et 0p.

Théoréme 5.7 Si A et B sont m-sectoriels et que (I +A)™ ou (I+A)~'(I+ B)™*
est compact, alors la suite {(e_tA/”e_tB/”)n}n>1 converge en norme d’opérateur
vers e”"1 Py pour tout t € Sy. L'opérateur H = A+B est la somme au sens des
formes de A et B, Py est le projecteur orthogonal sur dom(a)Ndom(b), et 6 =
/2 — max{f4,0p}. La convergence est uniforme dans toute partie compacte du
secteur ouvert Sy.

Pour généraliser la proposition 2.10 a des opérateurs m-sectoriels, la condition
dom(A%) C dom(B®) doit étre adaptée de maniere assez particuliere. Considérons la
représentation X = G(I+iC)G d’un opérateur m-sectoriel X, cf (1.40). De maniere
analogue a la partie réelle Re X = G2, on appelle partie imaginaire de X 1'opérateur
Im X = GCG. 1l n’est pas certain que Im X ait un domaine dense, mais si c’est le
cas, Im X est symétrique. Ainsi on définit les conditions suivantes :

(1) ReA,ReB >~y >0;

(i1) dom(Re A) C dom(Im A);

(¢3i) dom(Re B) C dom(Im B);

(iv) dom(Re A)*) C dom((Re B)®) pour un o €]1/2,1];

(v)  |I[(Re B)%u|| < ¢||(Re A)%u|, v € dom((ReA)%), 0 < e <1,

et pour les mémes nombres .

Théoreme 5.8 Soient A et B deux opérateurs m-sectoriels dans un espace de Hil-
bert 9, satisfaisant les conditions (i)-(v). Alors pour tout complexe t dans le secteur

. _ _ n ’ —
ouvert Sy, la suite {(e tA/ne tB/n) }n>1 converge en norme d’opérateur vers e~

uniformément sur les parties compactes du secteur. L’opérateur H = A+B est la
somme au sens des formes de A et B, et = w/2 — max{04,0p}.

Avant de présenter les démonstrations, voici quelques remarques sur les condi-
tions (7)-(v). De la premiere (i) il découle que les opérateurs auto-adjoints Re A et
Re B ont des inverses bornés. De la condition (iv) il découle que dom(a) C dom(b),
d’ott dom(a) N dom(b) est dense dans $) et la somme au sens des formes A+ B définie
sur un domaine dense.

Afin de clarifier la condition (i7) voici une condition suffisante qui implique (i7).
Considérons la représentation A = G(I + iC)G de Popérateur sectoriel A, cf (1.40),
ot G = (Re A)Y/? et C est un opérateur auto-adjoint de norme inférieure & tan 6,
(voir [32, Ch.VI, théoreme 3.2]). Si C'(dom(G) Nran(G)) C dom(G), alors (i7) est

vérifiée. Une condition analogue assure (iii).
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5.3 Méthode de prolongement analytique

Considérons pour I'instant deux opérateurs m-sectoriels A et B quelconques dans
un espace de Hilbert £. Soient a et b les formes sectorielles fermées associées. Suivant
I'idée de Simon formulée dans 'addendum de [34], on définit deux familles de formes
fermées :

a(z) = Rea+ zlma, dom(a(z)) = dom(a); (5.1)
b(z) = Reb+ zImb, dom(b(z)) = dom(b); (5.2)

pour tout z € C. On a alors le résultat suivant.

Lemme 5.9 Il existe € > 0 tel que les formes a(z) et b(z) soient sectorielles pour
tout z dans la bande D = {z € C: |Rez| < €}. Ces familles de formes sont de plus
holomorphes de type (a) pour z € C.

Démonstration
Soit z = x + iy avec z,y € R, et u € dom(a). Comme a est sectorielle, on a :

|zIm alu]| < |z|tan 04Re alul; (5.3)

d’ou la forme symétrique Rea(z) = Rea + xlma est positive pour |z|tanf, < 1.
De plus, pour de tels nombres x :

Rea(z)[u] > Realu] — |rImalu]| > (1 — |z| tan 64)Re afu]. (5.4)
D’apres (5.3) et (5.4) on obtient :

Im a(z)[u]| = [yImalu]] < |y|tan@sRealu]

ly| tan 64

< Re a(z)[u], (5.5)

1 — |z|tanf,
ce qui prouve que a(z) est sectorielle pour tout z dans la bande |Rez| < cot 4.
De la méme maniere, b(z) est sectorielle pour |Rez| < cotfg, et on peut poser
¢ = min{cot 04, cot g }.

Par ailleurs, par (5.1) et (5.2) on a :

d

aa(z)[u] = Imalu], u € dom(a), (5.6)
b)) = mblul, u e domd), (5.7)

les formes a(z), b(z) sont donc des familles holomorphes de type (a) pour z € C. O

Corollaire 5.10 Par le premier théoréme de représentation 1.23, il existe des opé-
rateurs m-sectoriels A(z) et B(z) associés auz formes sectorielles fermées a(z) et
b(z) (|Rez| < €), et ces opérateurs constituent des familles holomorphes de type
(B). En particulier ils sont localement uniformément sectoriels (proposition 5.5).
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Or si A est un opérateur m-sectoriel de demi-angle 6,4, alors —A engendre un
semi-groupe holomorphe de contractions e™*4, oli ¢ est un nombre complexe avec
|argt| < m/2 — 64, de plus on a le résultat suivant [32, Ch.IX, théoreme 2.6 et la
note] :

Proposition 5.11 Soit T'(z) une famille holomorphe d’opérateurs fermés dans un
domaine ouvert 2 C C. Supposons que pour chaque z € Q Uopérateur —T(2) soit le
générateur d’un semi-groupe holomorphe de demi-angle 0(z). Alors le semi-groupe
e~T) est un fonction holomorphe de z € Q pourt dans un secteur ouvert contenant
t>0.

Démonstration
Le semi-groupe holomorphe e~
Taylor

I(z) peut étre défini par l'intégrale de Dunford-

o

e 10— o [ )+ 0 55)
r

oit I' est un contour allant de ooe ()+7/2-9) yers ooe!?(2)+7/2-9) ot entourant le
spectre de —T'(z). Comme T'(z) est une famille holomorphe, (T'(z) 4+ ¢)~! est holo-
morphe en z pour ¢ dans I’ensemble résolvant de —7'(2). De plus, grace a 'estimation
de la dérivée :

_ ‘ <M
— ¢l

pour |arg (| < 7/2+60(z) — 0, la représentation (5.8) peut étre dérivée sous le signe
d’intégration. Ici C' est un petit cercle autour de z de rayon r, et

| S +o

o [T 0 = 2y

21

(5.9)

Ms=  sup  I((T() + )"
| arg ¢|<n/2+0(2)=3
leC
Finalement, (5.8) et (5.9) impliquent le résultat cherché.
U

En appliquant ce résultat au cas présent, on trouve que les semi-groupes e~ #4(%)

e tP() sont holomorphes en z pour |Re z| < € = min{cot 84, cot 3}, et pour z fixé,
en ¢ dans un secteur (dépendant de z) contenant ¢t > 0. Pour ¢t > 0, ces semi-groupes
sont contractants.

Or pour les fonctions holomorphes a valeurs dans ’ensemble des opérateurs
bornés il n’y a pas de différence entre ’analyticité dans la topologie faible, forte
ou de la norme d’opérateur (voir proposition 1.10). Ainsi le théoreme de Vitali [25,
théoreme 3.14.1] permettra de terminer la méthode d’extension proposée dans ce
chapitre :

Proposition 5.12 Soit f,, une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert ) C
C, a valeurs dans un espace de Banach X. Supposons que || fn(2)|| < M pour tout
n € N et pour tout z € §, et que la suite {fn(2)}nen converge pour z dans une
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partie de 0 ayant un point d’accumulation. Alors f,(z) converge pour tout z € €,

uniformément sur les compacts de €0, et la limite est une fonction holomorphe dans
Q.

La méthode de généralisation des propositions 2.9, 2.10, et 2.11, consiste a ap-
pliquer la théoreme de Vitali pour un ¢ > 0 fixé a la famille de fonctions

fu(2) = (e’tA(z)/"e’tB(z)/")n, n=12...,

a valeurs dans I’espace de Banach des opérateurs bornés sur §). D’apres de lemme
5.9, le corollaire 5.10, et la proposition 5.11, ces fonctions sont holomorphes dans
Q={z€C:|Rez| <€}, et |fu(2)|| <1 pourtout z € Q. Il reste & montrer que,
sous les conditions formulées dans le théoreme 5.7 (ou respectivement 5.8), on peut
appliquer la proposition 2.11 (ou respectivement 2.10) pour les opérateurs auto-
adjoints A(x) et B(z) avec x réel assez petit en valeur absolue. D’ou la convergence
en norme d’opérateur pourra étre étendue a ). En particulier, pour z = ¢ €
on trouve la formule de Trotter pour les opérateurs initiaux A = A(z = i) et
B = B(z =1).

5.4 Application de la méthode

Pour démontrer le théoreme 5.7, on commence par établir le lemme suivant,.

Lemme 5.13 Les trois énoncés suivants sont équivalents pour deux opérateurs m-
sectoriels A et B.

a) (I +A)"YI+ B)™" est compact;
b) (I +A)"“(I+ B)~* est compact pour tout o €10, 1[;
¢) (I +ReA)™H(I+ReB)™" est compact.

Démonstration
On va montrer les trois étapes suivantes : a) = b), b) = ¢), et ¢) = a).
a) = b)
D’apres a), (I + A+ X\)7'(I + B + u)~" est encore compact pour tout A, > 0 par
la représentation

I+A+N) I +B+p) '=I+A+ NI+ A4
(I+A)'I+B)'I+B){I+B+p!

et Uobservation que les opérateurs (I + A+ \)7'(I + A) et (I + B)(I + B + pu)~*
sont bornés par 2 pour A, u > 0. Grace a la représentation :

sin ar

(I+ A)(I + B) ™ = ( )2/Ooo/oooww(1 AN+ B+ ) A,

™
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ou l'intégrale du membre de droite converge en norme d’opérateur, le produit (I +
A)~%(I + B)~* est donc compact pour tout a € )0, 1.

b) = ¢)
Grace a la représentation (1.40), [32, Ch.VI théoréme 3.2] des opérateurs m-sectoriels
on obtient :

T+A = (I+ReA)Y*(I+iC4)(I+ReA)? (5.11)
I+B = (I+ReB)Y*(I+iCp)(I+ReB)? (5.12)

ot Cs et C'y sont des opérateurs auto-adjoints bornés respectivement par tanf, et
tanf@g. D’ou on a

(I+A) " (I+B)™" = (I +Red) (I +iCy)™" (5.13)
(I +ReA)™*(I +ReB)™"*(I +iCp)~"(I +Re B)™'/?,

donc

(I +ReA) V2(I +ReB) /2
= (I 4+iCA) (I +Re A)V2(I+ A1+ B)"' (I + Re B)?*(I +iCp)
= (I +iCy) (I +Re A)V2(1 4 A) 1)
(I+A) I+ B) “I+B) Y9I +ReB)Y*(I +iCp).

Pour 0 < a < 1/2, (I+Re A)Y2(I + A)~ (=% est un opérateur borné (voir la preuve
de [32, Ch. VI, théoréme 3.3]), et de la méme maniere (I + B)~(1=%(I + Re B)'/2.
D’apres b) (I + A)~%(I + B)~® est compact, donc (I + Re A)~'/2(I + Re B)~/2 est
compact, d’ott on obtient ¢) puisque

(I+R6A)71(I+RGB)71 = (I-l-ReA)*l/?
(I +Re A)"V2(I + Re B)™V/2) (I + Re B)™2.  (5.14)

c) = a)
En appliquant a) = b) aux opérateurs Re A et Re B, ¢) implique que (I +Re A)
(I + Re B)~'/2 est compact. D’ou par la représentation (5.13), ¢) entraine a). [

-1/2

Remarque 5.14 Dans b), on peut remplacer de maniére équivalente : pour tout
a €10, 1] par : pour un a €10, 1].

Preuve du théoréeme 5.7

Supposons que (I + A)~! est compact. Comme par le lemme 5.9 et le corollaire
5.10, I + A(z) est une famille holomorphe de type (B) pour z € D, les opérateurs
bornés (I + A(z))~! sont aussi compacts pour tout z € D par la proposition 5.6 [32,
Ch.VII, théoreme 4.3]. En particulier pour z = x sur 'intervalle | — €, ¢[. Alors en
utilisant la proposition 2.11 pour les familles auto-adjointes A(z) et B(z), v €] —¢, €]
et la proposition 5.12, on obtient la premiere partie du théoreme 5.7.
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Maintenant supposons que le produit (I + A)~'(I + B)™! est compact. Alors
d’apres le lemme 5.13, le produit (7 +Re A)~'/2(I4+Re B)~"/2 est compact. Considé-
rons les familles holomorphes d’opérateurs m-sectoriels inversibles I + A(z) et I +
B(z), ou z € D, cf corollaire 5.10. Par les représentations (5.11) et (5.12) on obtient
pour tout réel x € D :

(T+A@) (T +B(@)* = (T +Re A) V(I +2Cy)
(I +ReA)™2(I + Re B)™*(I + 2C) ™" (I + Re B) ™2,

donc la famille (I+A(z)) ' (I+B(x)) ! est compacte. En utilisant comme précédem-
ment la proposition 2.11 pour A(x) et B(x), x €] — €, €[ et la proposition 5.12, on
termine la démonstration du théoreme 5.7.
O
Afin de démontrer le théoreme 5.8, on a besoin du lemme suivant fondé sur
I’inégalité de Heinz, rappelée dans la proposition 1.27. Comme Re A et Re B ont des
inverses bornés (hypothese (7)), (i7) et (i7é) impliquent par le théoreme du graphe
fermé qu’il existe des constantes positives A, p telles que :

Ilm Aul|| < A||Re Aul|, u € dom(Re A); (5.15)
||IIm Bu|| < p||Re Bul|, u € dom(Re B). (5.16)

Ainsi la condition (ii) (respectivement (iii)) assure que A(z) = (ReA)Y?(I +
204)(Re B)'/? = Re A + zIm A (respectivement B(z)) est une fonction holomorphe
de type (A) au voisinage de z = 0. Ce fait est aussi indispensable dans le lemme
suivant.

Lemme 5.15 Si A et B satisfont les conditions (i)-(v), alors pour tout réel x tel
que |z| < min{e, 1/A} on a :

1+ pfz]
1 — Az

| B(x)%u|| < ( )0‘ c||A(x)%ul|, u € dom(A(x)%). (5.17)

Ici € est le méme que dans le lemme 5.9, X et p sont définis par (5.15) et (5.16).
Les constantes ¢ et 1/2 < o < 1 sont les mémes que dans la condition (v).

Démonstration
D’apres (5.16), qui découle de (7i7), on a

|B(z)ull < [[Re Bul| + [a[[[Im Bul| < (1 + pl[)[[Re Bull, (5.18)

pour tout u € dom(ReB) C dom(B(z)). Comme B(x) est auto-adjoint, cette
inégalité implique par l'inégalité de Heinz :

[1B(z)*ull < (1 + plz))*[|(Re B)*ul|, u € dom((Re B)®). (5.19)

Grace a (5.15) et la théorie des perturbations des opérateurs auto-adjoints, la
somme Re A + zIm A est auto-adjointe sur le domaine dom(Re A) pour |z| < 1/A.
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Comme par construction (corollaire 5.10) 'opérateur A(z) est une extension auto-
adjointe de cette somme, on doit avoir dom(A(z)) = dom(Re A). Par (5.15) pour
tout u dans ce domaine on obtient :

IRe Aul| < [JA(z)ull + [a|[lim Aul] < [[A(z)ul] + Alz|[[Re Aul] (5.20)

Comme |z| < 1/, on trouve :

IRe Aul] < Tl Al (5.21)
et : 1
|(Re A)%u|| < WHA(:J:)"‘UH, u € dom(A(z)?) (5.22)

par l'inégalité de Heinz.
Finalement les inégalités (5.19), (5.22), ainsi que la condition (v) donnent ’esti-
mation annoncée (5.17). O

Preuve du théoréeme 5.8
Comme ¢ < 1, il existe 7, 0 < n < min{e, 1/}, tel que pour |z| < n,

1+ plz|\®
_ 1. 2
(1—)\|x|> c< (5.23)

D’ou les conditions de la proposition 2.10 sont satisfaites, avec les fonctions f(x) =
g(x) = e™® et pour les familles d’opérateurs auto-adjoints A(z) et B(x) pour tout
z €] —n,n[. Comme lintervalle | — 7, 7] a au moins un point d’accumulation dans
le domaine D = {z € C: |[Rez| < €}, le théoreme de Vitali permet de terminer la
preuve du théoreme 5.8 pour tout réel £ > 0 et en considérant z = 1.

Afin d’étendre le résultat a tout ¢t € Sy on utilise encore le théoreme de Vitali.
Comme A = A(z = i) et B = B(z = i) sont m-sectoriels de demi-angles 64, fp, on
pose § = m/2 — max{04,0p}. Alors les semi-groupes e =4 et e~*P sont holomorphes
et bornés par 1 dans le secteur ouvert Sy = {z € C,z # 0,|argz| < #}. D’ou par
le théoreme de Vitali la convergence en norme d’opérateur de la formule de Trotter
pour ¢t > 0 implique la convergence dans la méme topologie pour tout z € Sy,
uniformément sur tout compact. Comme la fonction limite est holomorphe, c’est le
prolongement holomorphe du semi-groupe e~ de la demi-droite réelle au secteur
S.

O
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Chapitre 6

Semi-groupes de Gibbs non
auto-adjoints et convergence en
trace

L’une des premieres motivations pour établir la convergence de la formule de
Trotter dans une topologie plus fine que la topologie forte des opérateurs était la
méthode dite d’estimation infrarouge en mécanique statistique quantique. En ef-
fet Dyson, Lieb et Simon [17] ont inventé une méthode fondée sur la formule de
Lie-Trotter pour montrer I'existence d’une transition de phase dans le modele de
Heisenberg quantique anisotrope. Or dans ce modele, le hamiltonien associé a un
systeme fini H, agit dans un espace de Hilbert de dimension finie. Donc on peut
utiliser le théoreme de Lie, ainsi que la continuité de la trace pour inverser trace et
limite cf (6.43). Par la suite, d’autres auteurs ont voulu appliquer la méme méthode
a des modeles différents, en particulier pour les cristaux anharmoniques. Cependant
le hamiltoniens de tels systemes est un opérateur non borné dans un espace de Hil-
bert de dimension infinie. D’ou le probleme, formulé d’abord par Minlos, de savoir
si la formule de Trotter converge dans la topologie de la trace dans ce cas la. Ce
probleme a été résolu pour des semi-groupes de Schrédinger dans [61], et pour des
semi-groupes de Gibbs auto-adjoints abstraits dans [42]. On étudie dans ce chapitre
les semi-groupes de Gibbs non auto-adjoints, c’est-a-dire appartenant a la classe de
la trace, qui fait partie des idéaux de von Neumann-Schatten. On va montrer que
plusieurs résultats des chapitres précédents peuvent etre adaptés pour obtenir la
convergence de la formule de Trotter dans la topologie de la trace, en supposant que
I'un au moins des semi-groupes admet une trace (ce chapitre s’appuie sur Iarticle

[8])-
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6.1 Opérateurs compacts et semi-groupes de Gibbs

6.1.1 Opérateurs compacts

Soit $ un espace de Hilbert séparable et B($)) 'algebre des opérateurs bornés
dans 9. On note Co (9) l'idéal des opérateurs compacts dans B($)), qui est un sous-
espace fermé de B($)). Rappelons les propriétés spectrales des opérateurs compacts
sur un espace de Hilbert séparable (voir par exemple [19] pour toutes ces propriétés
générales).

Proposition 6.1 Soit C € C (). Alors le spectre de C' est dénombrable, et chaque
point non nul du spectre est une valeur propre de multiplicité finie et isolée. On les
notera A\,(C), k =1,2,... ordonnées suivant les modules décroissants. 0 € o(C') est
le seul point d’accumulation du spectre (on suppose que ) est de dimension infinie).
Ainsi il existe une base orthonormée de $ telle que la matrice de C' soit triangulaire
dans cette base. St de plus C' est normal, alors C' est diagonalisable dans une base
orthonormée.

Pour étudier plus en détail les opérateurs compacts non normaux, on définit
Popérateur module : |C] = V/C*C' (puisque C*C est un opérateur auto-adjoint
positif, sa racine carrée est bien définie). |C'| est donc un opérateur compact auto-
adjoint positif, donc en notant {s;(C)},>1 ses valeurs propres en ordre décroissant,
on a la représentation |C| = Y77 sx(C)Py, ol les Py sont des projecteurs deux a
deux orthogonaux.

Les nombres positifs {s;(C)} 32 ; sont appelés les valeurs singulieres de 'opérateur
C'. Si C est normal, alors on a |A,(C)| = s¢(C). Pour tout opérateur compact C, les
valeurs singulieres vérifient les propriétés suivantes :

%(C) < 51(C) = |iC] (6.1)
sp(C) = s,(CY) (6.2)
sp(TC) < ||T|sk(C) pour tout T € B($)) (6.3)
|sk(C) — sg(D)| < ||C = DJ| pour tout D € Coo(H) (6.4)
On a enfin le développement de Schmidt de tout opérateur compact C :
C=) su(O)( o) (6.5)
k=1

ou {¢r} et {1} sont des bases orthonormées de vecteurs propres de C*C et CC* res-
pectivement. On aura besoin plus loin des propriétés suivantes [19, Ch. II, corollaires
4.1 et 4.2] :

Proposition 6.2 St C' est un opérateur compact sur §, alors pour tout p > 0 et
quels que soient les entiers k et n :

k

(s, < Y (s () (6.6)

i=1
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De meéme si Cy,...,C,, sont des opérateurs compacts sur $, alors pour tout entier

k :
Z Sj(Cl e Cm) S Z Sj(Cl) e Sj(Cm) (67)

j=1

6.1.2 Idéaux de von Neumann-Schatten

On note C,(9) (1 < p < 00) les idéaux dans B($)) constitués par les opérateurs

compacts C' tels que
D sk(C)F < o0, (6.8)
k=1

Ces idéaux sont appelés les idéaux de von Neumann-Schatten (cf [19, 54]). C,(9) est
un espace de Banach muni de la norme :

I, = (Z (C )/

En particulier C; (%) est 'ensemble des opérateurs a trace et ||C||, = Y72 | sx(C)
= tr|C/| est la norme de la trace. On définit pour tout C' € C,($) la trace matricielle

par la somme
o0

ka,cyk Z k(C) Uk, b1, (6.9)

k=1

ol {vg}r>1 est une base orthonormée de $) quelconque, et I’égalité montre que cette
somme ne dépend pas de la base choisie (on utilise la représentation de Schmidt
(6.5)). Alors le théoreme de Lidskii [19, Ch.3, théoreme 8.4] établit que la trace
matricielle ainsi définie coincide avec la trace spectrale, que 1'on notera désormais
trC .

o0

Vg, CUk )‘k =trC (610)
2 Z

k=1

Définition 6.3 On appelle semi-groupe de Gibbs un semi-groupe {U,}1>o tel que
U, € C1(9) pour tout t >0 (cf [1, 60, 62]).

Cette classe de semi-groupes apparait naturellement en mécanique statistique
quantique, ou les moyennes thermodynamiques sont définies par la trace de la
matrice densité pg = e PH [tre PH pour un systéme fini de hamiltonien H et de
température 371

6.2 Reésultats de convergence

Plusieurs articles ont déja été publiés sur la convergence en trace de la formule de
Trotter pour des semi-groupes auto-adjoints : [61, 42, 24, 27, 46]. Nous considérons
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ici le cas non auto-adjoint [8]. Le premier résultat concerne deux générateurs m-
sectoriels A et B et ne contient pas d’estimation d’erreur. On rappelle (proposi-
tion 1.14)que les opérateurs m-sectoriels de demi-angle 6 €]0, /2] correspondent
aux générateurs des semi-groupes holomorphes dans le secteur S;/o_y satisfaisant
le=*4|] <1 pour tout z € Sy/z_g.

Théoréme 6.4 Soient A, B deux opérateurs m-sectoriels tels que e"™Re4 ¢ Ci(9)
pour tout t > 0. Alors la formule de Trotter converge en norme || - ||, vers e {A+B) p,
ou Py est le projecteur orthogonal sur [’adhérence de [intersection des domaines des
formes quadratiques associées dom(a) Ndom(b), et A+B est la somme au sens des
formes quadratiques.

Si on ajoute une condition de petitesse relative entre A et B, on obtient des
estimations d’erreur en norme de trace.

Théoreme 6.5 Soit A un opérateur m-sectoriel dans un espace de Hilbert §) tel que
ReA >0 et e=™®e4 € C1(9) pour tout t > 0. Si B est un opérateur m-accrétif dans
9 tel que dom(A%*) C dom(B) pour un réel a € [0,1] et que dom(A*) C dom(B*),
alors la formule de Trotter converge en norme || - ||,, uniformément pour t >ty > 0

avec estimation :
| | 2
<0 (ﬂ) , ou O <( nn) ) siao=0. (6.11)
1

H (eftB/neftA/n)" _ o HA+B)

nl-o n

Théoréme 6.6 Soit A un opérateur auto-adjoint positif dans 9, tel que (A\+A)~! €
Cp(9) pour un X € C et un entier p > 1 fini. Soit B un opérateur m-accrétif tel que
dom(A) C dom(B) et dom(A) C dom(B*) avec :

|Bu|| < a||Au||, v € dom(A4), 0<a<1 (6.12)
|B*ul| < a.]|Au||, v € dom(A), 0 < a, < 1. (6.13)
Alors la formule de Trotter converge en norme || - ||, uniformément pour t >ty >0

avec :
Inn

<0 (T) . (6.14)

La partie suivante contient quelques préliminaires indispensables. La preuve du
théoreme 6.4 est donnée dans la section 6.4, tandis que les deux autres résultats sont
démontrés dans la partie 6.5.

H (e_tA/ne—tB/n) " _ pmtA+B)

6.3 Généralisation d’inégalités au cas m-sectoriel

Proposition 6.7 (Grimm [21]) L’application (A, B) — AB est continue de B X
Cp(9) vers Cp($), B étant une partie bornée de B($)) munie de la topologie forte et
Cp(9) muni de la topologie de la norme || -|,, 1 <p < oco.
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On remarque comme conséquence que les semi-groupes de Gibbs sont continus
en norme || - ||, pour ¢ > 0.

Corollaire 6.8 Si z — A(z) € B($) est une fonction holomorphe pour z € D C
C, et 2 — B(z) € Cp(9) est || - ||,-holomorphe dans D, alors A(z)B(z) est || - ||,-
holomorphe dans D. En particulier, si U, est un semi-groupe holomorphe dans un
secteur ouvert S, = {z € C: z # 0, |argz| < w}, tel que U,, € C1(H), 20 € Sy,
alors U, est || - ||,-holomorphe pour z — zy € S,,.

Le lemme suivant est une extension de [3, théoréme 2] & un générateur m-sectoriel
quelconque.

Lemme 6.9 Soit A un opérateur m-sectoriel, Re A sa partie réelle, qui est un
opérateur auto-adjoint positif. Si e=™¢4A € C1(9), alors e=** € C1(9) et

2p+1
ey < e < fle 2 < flem 2 Y < - < lim [l 4G, = fle e

20
(6.15)

St de plus le générateur A est normal, alors toutes ces inégalités deviennent des
égalités.
Démonstration

Comme e~™4 € C(9), Re A et donc A ont une résolvante compacte d’apres
(I +ReA)™t = [[F e U+ReA gy et la proposition 1.25. D’olt grace au théoréme 5.7,
la formule de Trotter

_tA* _ n _
H(e tA*/2n,, tA/2n) _ o tReA

— 0 (6.16)

n—0o0

converge en norme d’opérateur, ol la somme (A+A*)/2, au sens des formes quadra-
tiques, est par définition la partie réelle Re A. D’apres (6.4), cette convergence en-
traine la convergence de chaque valeur singuliere des opérateurs compacts concernés,
soit : pour tout £ > 1

Sk ((e—tA*/Zne—tA/2n)n) — 5 (‘e—tA/2n‘2n) _ Sk(e—tA/Qn)Zn — Sk(e—tReA). (617)

n— 00

Par ailleurs, d’apres (6.6), on a pour tous entiers k # 0 et p :

k
Z S] —tA/2p Z S] —tA/2p+1 2p+17 (618)

N

ce que nous notons Si(p) < Sk(p+ 1). D’apres (6.17), la somme finie Sk(p) a pour
limite

k
Sp=> sp(e M) (6.19)
7=1

quand p tend vers Uinfini. On a donc Si(p) < Sk(p +1) < .-+ < Sg pour tout
entier k. Comme e ¢4 € C;(9), on en conclut que Si(p) est majorée par sup, Sp =
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_tReAHl quels que soient k et p. En particulier si p = 0, on obtient limy_, Sk(0) =

—tA/2P

e
le7t |, < [le7™e4||,. Comme par définition limy_, Sk(p) = ||e ||;Za on obtient
les inégalités (6.15) en prenant la limite & — oo des inégalités Si(0) < --- < Sk(p) <
e < lem e

De plus, on a lim, , ||e

Sk(p) et donc limpﬁooHe_tA/ZpH;Z > lim,_, Sk(p) = Sk pour tout k& > 1. D’ou
—tA/2P||2p _
2p

_tA/2p||;Z < [le7™e4||,. Mais on a aussi ||e_tA/2p||;Z >

lim, o0 ||e_tA/2p||§z > supys; Sk = [le™™e 4|}, ce qui conduit & lim,,_, ||
e~ R

t

Si A est normal, alors e~ est aussi normal. On a donc s(e ) = |\g(e )] et

les représentations spectrales

A=) M(AP, =™ P ReAd =) ReM(A)P,  (6.20)

k=1 k=1 k=1
ou Py est le projecteur spectral (orthogonal) associé a la valeur propre \z(A4). D’ou
Sk(e—tA) — |)\k(€_tA)| — |€—t)\k(A)| — e—tRe)\k(A) — e—t)\k(ReA) — Sk(e_tReA), (6.21)
et on obtient |[e=||, = ||e~Re4],. O

Remarque 6.10 Rappelons que si K, = K et K, 2 K* dans la topologie forte des
opérateurs, quand n — oo et || K[|, = || K|, pour unp € [1, 00, alors || K, — K|, —
0 (théoréme de Grimm [21]). Grace a (6.15)

e _ op—1 _ 2p _
| (emear/remtarny et — e (6.22)
1 pP—00

la convergence (6.16) entraine la convergence en norme || - ||, de la formule de Trot-
ter pour (A+A*)/2 :

— 0. (6.23)

. * P ¥4 2p 1 _
H(e tA* /2 e tA/2 ) e tRe A
1 p—0o0

Le théoreme ci-dessous est une généralisation de l'inégalité de Ginibre-Gruber
[18].

Théoréme 6.11 Soit A un opérateur m-sectoriel tel que e~™R¢4 € C1(9) pour tout

t > 0. Soient V1, ...,V, des opérateurs bornés sur $). Alors pour tous ti,...,t, >0
on a : . .
[Te V|| <trem@tttoRe ATy, (6.24)
=1 1 i=1
Démonstration
Supposons d’abord que les opérateurs Vi,...,V,, sont compacts. Posons t,,

min{t,,...,t,} et T =t +---+t,. Pour i = 1,...,n on définit ¢; € N par 2%¢,, <
t; < 24T, Dotvon a y i 2%, > T/2 et

H et — H6_(ti—2zitm)A(6_th)2li‘/;;_ (6.25)
=1 =1
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Alors, d’apres (6.7) on obtient :

_ Zsk (He (t;—2titm)A fth)2 Vz)

ST sele 28y et 251

k=1 i=1
o0 n

< Zsk(efth)2[1+m+2[" H ||Vz||;
k=1 =1

ol on utilise le fait que pour tout k& > 1, sp(e ti29tm)A) < ||g(Li2tm)A|| < 1 et
sp(Vi) < ||Vil|. En posant N = 24 + ... + 2% et T,, = Nt,, > T/2, on obtient

7tiAV
(3

IN

AL < e T AN ST IV (6.26)

1=1

Afin d’appliquer le Lemme 6.9, considérons p € N tel que 22 < N < 2P*L Alors on
a 2T, /N >1T,,/2 >T/4. D’ou

o0 o0 o0

||€—TmA/N||x — Z Sk( —TmA/N N ~ Z Sk _2PTmA/2PN Zsk —TA/2p+z 7

k=1 k=1 k=1
(6.27)
en remarquant que : T,,/N = 2PT,, /2PN > T/20F2 5, (e ImA/N)N < gy (e~ TmA/N)2
et sp(e” ) < Jle7t||sp(e™™) < sp(e”™*) pour tout t,7 > 0. Finalement grace a
(6.26), (6.27) et au lemme 6.9 on obtient l'estimation (6.24).
Cas général : Soit 0 < € < t,,, posons V; = e “4V;. Alors V; € C; ($) et sk(f/)
Vil < ||Vi]|. Soit encore #; = t; — €, on obtient alors

< tr e,(gl+...+£n)ReA/4 H ||Vz|| (6.28)

1=1

7tiAV
(2

Grace a la continuité en norme |- ||, du semi-groupe e=®¢4 on peut a présent

prendre la limite ¢ — 0, ce qui donne l'inégalité désirée (6.24) dans le cas général.
l

6.4 Convergence en norme de trace

L’idée de la démonstration du théoreme 6.4 est de reprendre la méthode du
chapitre 5.3 dans la topologie de la norme || - ||,. Soient A, B des opérateurs m-
sectoriels dans un espace de Hilbert ), de demi-angles 64, 5. On note a et b les
formes quadratiques associées. On considere (cf chapitre 5.3) les formes a(z) =
Rea+zIlma, b(z) = Reb+ zIm b, et les opérateurs m-sectoriels correspondants A(z),
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B(z). D’apres le corollaire 5.10, ces opérateurs forment des familles holomorphes de
type (B) (cf chapitre 5.1 et [32, Ch. VII §4]) dans les domaines respectifs Dy = {z €
C:|Rez| <cotba} et Dy ={z€ C:|Rez| <cotby}.

Lemme 6.12 Si A est un opérateur m-sectoriel tel que e '®4 € C1(9) pour tout
t >0, alors e7*4) € C () pour z € Da. De plus e "4 est une fonction || - ||, -
holomorphe de z € D4 (et aussi de t dans un certain secteur dépendant de z).

Démonstration
tA est compact, par conséquent l'opérateur A est &

D’apres le lemme 6.9, e~
résolvante compacte, et Re A aussi (par (I + A)~' = [ e~"UT4dt et la proposition
1.25). De plus, comme A(z) est une famille holomorphe de type (B), A(z) est a
résolvante compacte pour tout z € D4 ou aucun (cf proposition 5.6 ou [32, Ch. VII,
théoreme 4.3]). D’oli la méme propriété est vraie pour Re A(z).

Puisque d’apres (5.4)

Rea(z)[u] > (1 — |Rez|tanf4)Realu], u € dom(a), (6.29)

par le principe de mini-max pour l'opérateur auto-adjoint Re A(z) on obtient que
ethed@) ¢ C)(9) pour tout z € D. Finalement, d’aprés le lemme 6.9 on a :
le™ 4@, < [lemReAB|, < oo,

Par ailleurs, pour la famille holomorphe e~*4(*) (cf proposition 5.11) on peut
écrire l'intégrale de Cauchy, qui converge en norme d’opérateur, pour la famille

holomorphe e *4() .
—tA(w)
e~ tA(2) — L / € dw (6.30)
2m ), z—w
ol 7 est un petit cercle de centre z et de rayon 7 a 'intérieur de D 4. De plus, on a
un majorant de la dérivée en norme || - ||; pour w € v :
d e—tAw) He—tReA(w)”l < 7ctReA” 1 (6.31)
— e = :
dz z—w ||, ~ 72 - Ly2

ol ¢ = inf,e,(1—|Rew|tanfy4). D’ou I'intégrale de Cauchy (6.30) est dérivable pour
la norme || - ||, et e7*4(*) est holomorphe en norme || - ||, pour z € D 4. D’autre part,
e~'4() est une fonction holomorphe de ¢ en || - ||, du fait que A(2) est m-sectoriel
donc générateur de semi-groupe holomorphe, et que e ) € C,(§) (cf corollaire

6.8). O
Démonstration du Théoréeme 6.4
Considérons pour z € D = D4 N Dpg la suite de fonctions

fn(z) _ (eftA(z)/neftB(z)/n)n, n Z 1

D’apres le lemme 6.12 e~*4G)/" ¢ C1(§), donc f,(2) € C1(H). De plus, f,.(z) est
holomorphe en norme || - ||, car : e *4)/" est holomorphe en norme || - ||, et e~*B&)/n
est holomorphe en norme d’opérateur (en effet B(z) est une famille holomorphe de
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type (B)). Par ailleurs, les opérateurs f,(z) sont uniformément bornés par rapport

a n en norme || - ||, d’apres le théoreme 6.11 :
(), < lle”PEm| tremReABR < [lemt 4@ (6.32)
Pour z réel, d’aprés la proposition 2.15, f,,(z) converge en norme || - ||, vers e '“ P,

ot C = A(2)+B(z) est la somme au sens des formes quadratiques. Donc le théoréme
de Vitali assure que la convergence a lieu pour tout z € D. Pour 2 = 7 on obtient le
résultat annoncé.

U

6.5 Convergence en norme de trace avec estima-
tion

Dans cette partie on montre comment les estimations d’erreur en norme d’opéra-
teur pour la formule de Trotter peuvent étre généralisées a la topologie de la norme
|| - ||, dans des conditions ou on peut utiliser les résultats de [62] sur les perturbations
des semi-groupes de Gibbs. Deux classes de perturbations ont été étudiées dans cet
article, Py et P;.

Définition 6.13 Un opérateur fermé B est dit de classe Py(A) de perturbations
pour le générateur A d’un semi-groupe U, si le domaine dom(B) 2 | J,., U;$ et

1
/ dt||BU|| < oc. (6.33)
0

Ces perturbations B € Py sont aussi appelées “perturbations de classe P” dans [12].

Définition 6.14 Un opérateur fermé B est dit de classe Py(A) de perturbations
pour le générateur A d’un semi-groupe s’il existe 0 < b <1 et a > 0 tels que :

dom(A) C dom(B) et ||Bul| < al|u|| + b[|Aul|, u € domA. (6.34)

On remarquera que Py(A) C Py(A), voir par exemple [12, lemme 3.4]. Suivant
[62, corollaire 2.1], on a pour les perturbations Py :

Proposition 6.15 Soit A un opérateur m-sectoriel dans un espace de Hilbert §) tel
que e A € C(9). Si B € Py(A), alors A+ \B est le générateur d’un semi-groupe
de Gibbs qui est une fonction || - ||,-holomorphe de A € C.

Pour les perturbations Py, on a [40, 62] :

Proposition 6.16 Soit A un opérateur auto-adjoint positif tel que (¢ + A)™! €
Co(9) pour un ¢ € C et un entier p > 1 fini. Si B € Pi(A), alors pour \ €
C, = {N € CJ|A < b'}, A+ AB est le générateur d’un semi-groupe de Gibbs,
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G(t) = e MAFAB) " qui est une fonction holomorphe en || - ||y, Ga(t) : Sxp — Ci(9),
ot Sy est le secteur

I 1 — |A|%b?
Sy = ZE(C, e < | | ,
’ Re z |A|b

Par ailleurs, on connait des estimations de la convergence de la formule de Trotter
en norme d’opérateur. La proposition suivante est une adaptation du théoreme 3.9
(en supposant que A~! est borné, on peut avoir 7 = 0).

Proposition 6.17 Soit e '4 un semi-groupe holomorphe sur un espace de Hilbert

9 tel que ||le=*| < 1 pour tout t > 0 et que A~1 soit borné. Si B est un opérateur m-
accrétif dans $) tel que dom(A%) C dom(B) pour un réel o € [0, 1] et que dom(A*) C
dom(B*), alors la formule de Trotter converge en norme d’opérateur uniformément
pour t > 0 avec [’estimation :

On a également le résultat suivant (théoreme 4.10) :

nl-o n

n 1 In n)?
(e—tB/ne—tA/n) _ e—t(A+B)H <0 ( nn ) ,ou O <M> sia=0. (6.35)

Proposition 6.18 Soit A un opérateur auto-adjoint positif dans $. Soit B un
opérateur m-accrétif tel que dom(A) C dom(B) et dom(A) C dom(B*) avec :

| Bull
1B ull

al|Aul|, v € dom(A), 0 <a <1 (6.36)

<
< a.l|Au]|, v € dom(A), 0 < a, < 1. (6.37)

Alors la formule de Trotter converge en norme d’opérateur uniformément pour t >
0:

H (eftA/ne—tB/n)n B eft(AJrB)H <O (ln_n) (6.38)
n

Lemme 6.19 Soit A un opérateur m-sectoriel tel que e=™4 € C1(§), t > 0. On
suppose que B est générateur d’un semi-groupe de contractions, et que e=* € C,($)
est un semi-groupe de Gibbs. Soit €(n,t) > 0 défini pour tout t > 0 et tout n > 1 par

e(n,t) = sup

2n 2n
PTES A Ay

(e—sA/ne—SB/n)n o e—sHH ) (639)

Alors pour tout ty > 0 il existe des constantes L(ty) et L'(ty) telles que
| (etamertsimy™ — e=tt|| < Lito)e(([n/2],8/2) + L'(to)e[(n + 1)/2) /2).(6.40)
1

pour t > ty, et n > 1.
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Démonstration

L’argument est semblable a [46, théoreme 5.1|. Pour tout entier n > 1, on pose
k, = [n/2] et m,, = [(n + 1)/2], de telle sorte que n = k, + m,, (on note [z] =
sup{k € Z,k <z}, x € R). D’ou on obtient :

(e—tA/ne—tB/n)” _tH ((e—tA/ne—tB/n)k" _ e—kntH/n> (e—tA/ne—tB/n)m"
_i_efk;ntH/n ((eftA/neftB/n)m" . efmntH/n) )

Or grace au théoréme 6.11 et a m, > n/2 :

(e—tA/ne—tB/n)mn < He—tB/nHmn tre—mntReA/éln < ||e—tReA/8||17 (641)

ce qui montre que ce terme est uniformément borné en norme || - ||;. D’autre part,
puisque e~ € C,($), nous avons [[e~k=tH/n|| < ||e=t/3|| | pour tout n > 1 (en effet
pour n > 1, k,/n >1/3). D'ou :

(e—tA/ne—tB/n) —tH

H ( tA/ne—tB/n)k" . e—kntH/n>

‘ He—tReA/BHI

Soient t, = tk,/n et s, = tm,/n de sorte que t,, s, — t/2 quand n — oco. Alors

HeftH/sHl H ((eftA/neftB/n)m" _ efmntH/n>

(eftA/neftB/n)n L tH 1 < H( eftnA/kneftnB/kn)kn _ e’t"H)‘ HeftReA/SHl
+ He thH H( —snA/mn —snB/mn Mn— —sp )H

1
< ek, t/2) [|e *tOReA/BHpL||€*t°H/3||1€(mmt/2)

d’apres la définition de €(n,t), (6.39). Ainsi on trouve l'inégalité annoncée avec
L(to) — He—toReA/sul et L'(tg) — ||€_t°H/3||1-
U

Démonstration du théoreme 6.5
La condition dom(A%*) C dom(B) implique que B € Py(A) car (cf proposition
1.18) :

1 1 1
M,
/dt||Be—tA||g/ dt||BA‘a||||Aae‘tA||§||BA‘a||/ 2 < oo, (642)
0 0 0

D’apres la proposition 6.15, on en déduit que A + B est générateur de semi-groupe
de Gibbs. On peut donc appliquer le lemme 6.19 (encore valable avec la formule
e_tB/”e_tA/”) avec l’estimation de la proposition 6.17, ce qui conduit au résultat. [J

Démonstration du théoréeme 6.6

D’aprés les hypothéses du théoreme, B € P;(A). On peut donc appliquer la
proposition 6.16 qui montre que A + B est alors le générateur d’un semi-groupe
de Gibbs. D’ou on peut appliquer le lemme 6.19 avec ’estimation donnée dans la
proposition 6.18. Il
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6.6 Exemple : formule de Feynman-Kac

Pour terminer ce chapitre, je propose un exemple possible d’application, qui sera
seulement esquissé et ne prétend pas résoudre de probleme précis. Considérons un
systeme quantique de Hamiltonien Hy = —Ax + Vi, ou A C R? est un ouvert borné
de R? et les opérateurs Ay et V sont respectivement le laplacien (avec une condition
aux limites et un domaine tel que ce soit un opérateur auto-adjoint positif) et un
potentiel (opérateur de multiplication par une fonction V : R¢ — C) dans ’espace
de Hilbert L?(A). Il s’agit de calculer la fonction de partition Z(3) = tre?#2 pour
B > 0. Si la formule de Trotter pour les semi-groupes e/®s et e~'A converge en
norme de trace, alors on peut calculer la fonction de partition par la limite :

Zp(B) = tre PHa = lim tr (ePPa/me=FVa/myn (6.43)

n— 00
Or les théoremes 6.4, 6.5 et 6.6 donnent des conditions suffisantes pour cela :
par exemple puisque e¢’2 € C(9), il suffit que V soit un opérateur m-sectoriel
(en utilisant le théoreme 6.4). D’autre part, il existe une méthode bien connue pour
calculer tr (e!2r/me=tVa/m)n 3 Taide de la mesure de Wiener [49, Ch. X.11]. Si on
note p;(r,y) le noyau de 'opérateur e'*4, on a alors :

(etAA/”e_tVA/n)n f= / Pt/n (z, ff1)€_tVA(x1)/n - Pt/n (Tn-1, y)e_tVA(y)f(y)dffl - dy

(6.44)
A partir de cette expression, on peut définir une mesure ufw, appelée mesure de
Wiener, sur ensemble Q! ~des chemins continus w : [0,¢] — A avec w(0) = z et
w(t) = y. Alors le noyau de €' est pi(z,y) = [ dpb,. On trouve alors pour la
T,y ’
trace :

n—1
tr (eTAAe—TVA)n _ / de]/ dﬁbz,xl(w)e_TV(xl)/ dll'xl,x2(w)€_TV(x2)
i Q'r7

An ] 0 z,r] Q;l oy
/ dptg, 4o )efTV(fc)
Q
Tp—1,T
n—1
= / Hdl‘] pT X xl)pT(l'l,ng) -Dr (xn_hx)e_TZ?:l V(z;)
A
Jj=0

= /dx/ duix(w)efzﬂlv(‘”(”/"))
A Jar,

On a noté p.(z;,x;) fQT dpig; 0, (W), 1o = 7 et w(0) = w(t) = .

D’apres le théoreme 6 4 pour tout potentiel m-sectoriel V,, c’est-a-dire pour
toute fonction V' & valeurs dans un secteur Sy (0 < 6 < 7/2), on a la convergence :
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lim dx/ dugw(w)e’gzkl ViwBt/n) — 7, (B) (6.45)
n—o00 J Qg,w ’

D’apres le théoréme 6.6, si V), est un potentiel a partie réelle positive (m-accrétif)
tel que dom(Ay) C dom(Vy) et [|[Vul| < al|Axul| avec a < 1 et pour tout u €
dom(Ay), on a encore

o [ dud et Sy - z,(s)
A af, ’

<0 <l“—”> (6.46)

n

uniformément pour 5 > [y > 0. Ainsi, méme si on ne peut pas établir I'expression
du noyau de e 2 par la formule classique de Feynman-Kac (par exemple si le
potentiel V' n’est pas régulier), on a une approximation (voire méme une estimation
d’erreur) de la fonction de partition.

Remarque : Le probleme de la formule de Feynman-Kac lorsque le potentiel n’est
pas régulier a déja été étudié notamment par Davies (remarque lors de la soute-
nance).
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Chapitre 7

Approximation des semi-groupes
holomorphes en norme d’opérateur

On a déja mentionné au chapitre 2.2 le role de la convergence forte des résolvantes
dans la théorie des semi-groupes : la convergence forte d’une suite de semi-groupes
est équivalente a la convergence forte des résolvantes des générateurs de ces semi-
groupes, résultat connu sous le nom de théoreme de Trotter-Neveu-Kato (voir la
proposition 2.3). Dans ce chapitre, on va développer une théorie analogue pour la
convergence en norme d’opérateurs d’une suite de semi-groupes et la convergence
en norme d’opérateur des résolvantes. Plus généralement, et selon I'idée de Chernoff
(voir proposition 2.4), on va montrer comment construire des approximations de la
forme F(t/n)", en norme d’opérateur pour les semi-groupes holomorphes contrac-
tants sur un espace de Hilbert. La plupart des résultats de ce chapitre figurent dans
larticle [7]. Pour commencer, rappelons quelques résultats sur la topologie de la
convergence en norme des résolvantes dans ’ensemble des opérateurs fermés.

7.1 Convergence dans I’ensemble des opérateurs
fermés

Bien que I'ensemble des opérateurs fermés dans un espace de Banach X ne soit
pas un espace vectoriel, et donc ne soit pas facile a traiter en tant que tel, il est
possible d’y définir des topologies assez intéressantes. Notamment les topologies de
la convergence faible, forte et en norme d’opérateur des résolvantes [48]. Ces notions
de convergences sont d’autant plus intéressantes que l'on sait que la convergence
des résolvantes (z — A,)~! en un point commun z & tous les ensembles résolvants
p(A,) entraine la méme convergence en tout autre point commun a ces ensembles
résolvants : la proposition 2.3 en fournit I’exemple pour la convergence forte. La
topologie de la convergence en norme des résolvantes est aussi appelée topologie de
la convergence généralisée pour les opérateurs fermés [32, Ch.IV.2], et on notera

T,, 2 T. En effet cette topologie généralise la topologie de la norme d’opérateur sur
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I’ensemble des opérateurs bornés. Par ailleurs, elle peut étre définie par une distance,
celle entre les graphes des opérateurs (32, Ch.IV.2]|.

Définition 7.1 Soient deux sous-espaces fermés M et N dans un espace de Banach
X, et Sy, Sy leurs sphéres unité respectives. On définit la distance d(M,N) (ou
distance de Hausdorff entre les sphéres Sy et Sy ) pour M, N # 0 par

d(M, N) = max ( sup dist(z, Sy), sup dist(z, SM)> . (7.1)

zESN TESN
Si M =0, alors on pose d(M,N) = 2 pour tout N # 0.

On vérifie que 0 < d(M, N) < 2 pour tous M et N, et ainsi on peut montrer que
I’ensemble des sous-espaces fermés dans ’espace de Banach X est un espace métrique
complet. Cet espace est constitué de la réunion de parties ouvertes disjointes, cha-
cune étant I’ensemble des sous-espaces d’une dimension donnée. Par définition le
graphe d’un opérateur fermé de X vers ) est un sous-espace fermé du produit
X x ), qui est encore un espace de Banach. On définit donc la distance entre deux
opérateurs fermés comme la distance de leurs graphes au sens de la définition 7.1
ci-dessus, on la notera encore d [32, Ch.IV.2.3] (cette distance est liée a la notion
de "gap”). Cette distance ne rend pas complet 1’ensemble des opérateurs fermés,
car tout sous-espace fermé de X x Q) n’est pas le graphe d’un opérateur fermé. On
peut montrer que ’ensemble des opérateurs bornés B(X,2)) est une partie ouverte
de I'ensemble des opérateurs fermés avec cette topologie, et que la topologie induite
sur B(X,9) est celle de la norme d’opérateur. On a donc T, > T si et seulement si
d(T,,T) — 0. Voici quelques propriétés essentielles de cette notion de convergence
[32, Ch. IV, théoremes 2.23 et 2.25] :

Proposition 7.2 Soient T, T,, (n =1,2,...) des opérateurs fermés de X vers ).

a) Supposons que T € B(X,9)), alors T,, converge vers T au sens généralisé si et
seulement si T,, € B(X,9) a partir d’un certain rang et |1, —T|| — 0.

b) Supposons que T~' € B(Q),X), alors T, % T si et seulement si T, € B(), X)
a partir d’un certain rang et ||, —T7| — 0.

¢) SiT, 5T etsiAcB(X,9), alors T, + A% T + A au sens généralisé.
d) SiT, etT ont un domaine dense, alors T, 2 T si et seulement si T % T*.

e) Si X =9, supposons que p(T) # 0. Pour que T, 2 T, il est nécessaire que
pour tout z € p(T), z € p(T,,) a partir d’un certain rang et

(T —2) " = (T—2) [ =0

et il est suffisant que cette convergence ait lieu pour un z € p(T).
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7.2 Théorie de Chernoff et généralisations

Dans larticle [10], Chernoff montra une généralisation du théoreme de Trotter,
c’est-a-dire avec la possibilité de remplacer la formule e e 8 par d’autres expres-
sions, cf proposition 2.4. De plus, cette méthode fournit une démonstration plus
simple du résultat de Trotter [12, §3.4]. La méthode de Chernoff consiste en deux
étapes : afin de montrer la convergence F(t/n)" — e " 2 0, il s’agit de montrer
d’abord que F(t/n)" — e "F/m-1" 2 ( puis que e ™FE/M-D _ o=t % () La
premiere étape est connue sous le nom de lemme de Chernoff, et la seconde utilise
le théoreme de convergence de Trotter-Neveu-Kato (proposition 2.3).

Lemme 7.3 (de Chernoff) Soit C' une contraction linéaire sur un espace de Ba-
nach X. Alors t — e C=1 est un semi-groupe de contractions et on a

1" = C™)ul| < n'2[(C — I)ul (7.2)
pour tout u € X.

Cette majoration (7.2) est surprenante au premier abord, puisque, écrit ainsi,
le membre de droite ne tend pas vers 0. Cependant dans la suite Chernoff choisit
C = F(t/n) de sorte qu’il arrive & compenser le facteur n'/? et & trouver un ma-
jorant qui tend fortement vers 0. Par ailleurs, si C' est un opérateur auto-adjoint
positif de norme inférieure & 1, soit 0 < C < [ alors on a [[e™“~1) — C"|| <
Supg<i<; (€""D —¢") < 1/n pour tout n > 1 [45]. Cette observation suggere de
chercher une condition sur C, plus faible que 0 < C = C* < 1, qui entrainerait
encore ||e™¢=1) — C"|| — 0.

En effet on cherche un résultat analogue a la proposition 2.4 de Chernoff dans la
topologie de la norme d’opérateur et dans un espace de Hilbert. En fait, un premier
résultat dans cette direction a été obtenu pour des opérateurs auto-adjoints [45],
voir les propositions 2.12 et 2.13.

On va montrer comment remplacer I’hypotheése que les opérateurs sont auto-
adjoints par une condition beaucoup plus faible sur I'image numérique. Notamment
il faudra se passer de I'hypothese de normalité, qui joue un role essentiel dans les
arguments de l'article [45] en fournissant la représentation spectrale. L’idée est plutot
de revenir a la méthode de Chernoff, et d’en reprendre les étapes essentielles en
ajoutant une hypothese nouvelle, fondée sur la notion de contraction quasi-sectorielle
construite expres dans ce but.

Si 0 < 0 <, on note Sy le secteur ouvert

Sp={z € C\{0}:|argz| < 0}.

Si 0 <60 < 7/2 on définit comme en (4.2.9) 'ensemble convexe fermé Dy dans le
plan complexe C (voir Figure 7.1) par

Dy={z€C:|z] <sinf}U{zeC:|arg(l —z)| <Oet|z—1 <cosh}. (7.3)

Pour chaque 6 € [0,7/2], on définit une classe d’opérateurs contractants appelés
quasi-sectoriels de demi-angle 6.
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Définition 7.4 Soit C' un opérateur contractant sur un espace de Hilbert $. On dit
que C' est quasi-sectoriel de demi-angle 6 € [0,7/2] si son image numérique Nr(C')
est inclus dans [’ensemble Dy.

On vérifie aisément par (7.3) que I —C' est un opérateur m-sectoriel de demi-angle
6, d’ou 'appellation de contraction quasi-sectorielle. La classe § = 0 (la plus petite)
correspond aux opérateurs auto-adjoints positifs de norme inférieure a 1, tandis que
pour # = 7/2 (la plus grande) la classe contient tous les opérateurs contractants sur
9. Les autres classes sont comprises entre ces deux extrémes (en effet, la famille Dy
est croissante). La pertinence de cette définition 7.4 sera justifiée par des exemples
dans la partie 7.3.

On montrera dans la partie 7.4 que si C est une contraction quasi-sectorielle,
alors [|e™©=1) — C"|| < O(1/n'/?), ce qui remplacera le lemme de Chernoff, avec
cette fois un majorant en norme d’opérateur qui tend vers 0 (théoreme 7.10). Pour
la deuxieme étape, on établira un théoreme analogue a la proposition 2.3 pour la
convergence en norme d’opérateur (théoreme 7.13). Pour cela, il faut considérer
une suite d’opérateurs uniformément m-sectoriels, auxquels correspondent donc des
semi-groupes holomorphes uniformément bornés. Pour cette classe d’opérateurs, on
montre que A, 2 A si et seulement si [le 4" — e~*4|| — 0. Ainsi la convergence
généralisée des générateurs correspond a la convergence en norme d’opérateur pour
les semi-groupes. Par ailleurs, cette topologie est bien la topologie naturelle des
semi-groupes holomorphes, qui sont des fonctions holomorphes en norme d’opérateur
dans un certain secteur S, , w < 7/2, et les générateurs de ces semi-groupes sont
exactement les opérateurs m-sectoriels de demi-angle § = 7/2 — w.

Soit {®(s)}s>o une famille de contractions quasi-sectorielles sur un espace de
Hilbert $), telles que Nr(®(s)) C Dy avec 0 < 6 < 7/2 indépendant de s > 0. Soit
Xy = —(s))/s (s > 0), et soit X, un opérateur fermé dans un sous-espace fermé
$Ho € $H a ensemble résolvant non vide. Alors le résultat principal de ce chapitre
s’exprime comme 1’équivalence entre les deux convergences suivantes :

(¢ + )7 = (C+X0) ' Bll — 0 quand s — +0, .
|®(t/n)" —e Py — 0 quand n — oo, t >0, (7.5)

pour un (ou de maniére équivalente pour tout) ¢ € S;_y.

Comme premiere conséquence du théoreme 7.18 on trouve que la formule d’ap-
proximation d’Euler pour la fonction exponentielle (voir (1.9)) converge en norme
d’opérateur pour tout opérateur m-sectoriel (théoreme 7.19). D’autres conséquences
sont présentées dans la partie 7.6 : conditions nécessaires et suffisantes pour la
convergence de formule analogues a la formule de Trotter. Par exemple pour la
moyenne arithmétique de résolvantes ou de semi-groupes (voir théoreme 7.20) et
pour la formule produit symétrisée f(tA)/2g(tB)f(tA)Y? ou f(t),g(t) = (1 + 1)~
or e, voir théoréme 7.21.
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7.3 Contractions quasi-sectorielles

La notion de contraction quasi-sectorielle a un lien particulierement étroit avec
celle d’opérateur m-sectoriel. Les deux exemples présentés ci-dessous justifient bien,
me semble-t-il, cette nouvelle définition. Soit A un opérateur m-sectoriel de demi-
angle f dans un espace de Hilbert §). Alors A fournit naturellement deux familles
de contractions quasi-sectorielles : par sa résolvante, et par le semi-groupe engendré
par —A.

7.3.1 Résolvante d’un opérateur sectoriel

La famille des résolvantes F'(t) = (I +tA)~!, ¢t > 0, a les propriétés suivantes
(i) Comme F(t =0) = I et que pour ¢t >0

1

F()| < =1 .
IFO < sy = (7.6)
F(t) est une famille de contractions;
(¢7) Nr(F'(t)) C Sy, car pour tout u € § :
(u, F(t)u) = (v,v) + t(Av,v) € Sy, (7.7)
ot v = (I +tA)  u.
(¢4i) Nr(I — F(t)) C Sy, puisque pour tout u € $
(u, (I — F(t))u) = ((I +tA)v,tAv) = t(v, Av) + t*(Av, Av) € S, (7.8)

o v = (I+tA)  u.
Donc, on a Nr(F(t)) € Spn (1 —Sp) C Dy, c’est-a-dire F'(t) est un contraction
quasi-sectorielle pour tout ¢ > 0.

7.3.2 Semi-groupe associé a un opérateur sectoriel

Le semi-groupe e~ associé a 'opérateur m-sectoriel A est holomorphe et contrac-

tant dans le secteur Sy /o4 (cf proposition 1.14). En fait, ce semi-groupe hérite des
propriétés de A dans le sens suivant : Nr(e‘”‘) C Dy pour tout ¢t > 0. Ce n’est
pas aussi simple que pour la résolvante. L’argument principal consiste a utiliser le
théoréme suivant sur I'image numérique dua a Kato [33] :

Proposition 7.5 Soit f(z) une fraction rationnelle telle que f(oco) = oo. Soit E' un
compact conveze dans le plan compleze, et soient E = f~'(E') et K le noyau conveze
de E. Si A est un opérateur dans un espace de Hilbert tel que Nr(A) C K, alors
Nr(f(A)) C E'. En particulier si D est un compact conveze de C avec f(D) C D et
Nr(A) € D, alors Nr(f(A)) € D.

Lemme 7.6 Soit f(z) = 2" ot n €N, alors f(Dy) C D,.
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Démonstration

Si |z| < sinf, alors [2"| < sinf et 2" € Dy. D’ou il reste a examiner z € Dy,
|z| > sinf. Considérons la famille de segments de droite z(t) = 1 — te? dans Dy,
paramétrée par 0 < ¢t < cosf et —0 < [ < 6. Montrons que les images de ces
segments par 'application f, c’est-a-dire les points ((t) = z(t)", sont encore dans
Dy. {¢(t),0 < t < cosf} forme une courbe plane réguliere, i.e. '(t) = —ne’(1 —
te?#)"=1 £ 0. Donc pour chaque courbe ((¢) on peut définir un vecteur unitaire

tangent 7(t) :
_ G s Lte” et
10 = 1) (i) (79)

La courbure ¢(t) d’une courbe plane réguliere est définie par T"(t) = ic(t)T'(t),
on trouve donc d’apres (7.9) :

*

ot z = z(t) = 1—te”. D’olt 'expression de la courbure est ¢(t) = —(n—1) sin 3/]2(t)
Elle ne s’annule pas sur l'intervalle 0 < ¢ < cos f et elle a le signe opposé de . Donc,
la courbe ((t) est incluse dans tout demi-plan défini par une tangente et contenant
le centre de courbure correspondant. Soit ¢ = 0, alors la tangente z(¢), et le centre
de courbure est le point 1 + ie?’(n — 1) sin 4. Ainsi toutes les images ((t) = z(¢)",
pour 0 <t < cosf et —0 < [ < 6, sont comprises entre les deux tangentes extrémes
correspondant a 8 = £6. Ce qui termine la, démonstration.

O

Théoréme 7.7 Si A est un opérateur m-sectoriel de demi-angle 6, alors l'image
numérique Nr(e ') est incluse dans Dy pour tout t > 0.

Démonstration

D’apres Iexemple de la partie 7.3.1 on a linclusion Nr((I + tA/n)™') C Dy
pour tout réel positif ¢ tout entier non nul n. Donc, en appliquant la proposition
7.5 et le lemme 7.6 & la fraction rationnelle f(z) = 2™ (f(c0) = c0), a l'opérateur
(I +tA/n)~!, et a 'ensemble compact convexe Dy, on obtient l'inclusion Nr((7 +
tA/n) ™) C Dy pour tout t > 0 et n € N\ {0}.

D’autre part, on sait (voir proposition 1.5 ou [32, Ch.IX]) que la suite (I +
tA/n)~™ converge fortement vers le semi-groupe e~ quand n — co. On en déduit :
limy, o0 (I +tA/n) "u,u) = (e “u,u) € Dy pour tout vecteur unitaire u € §, ce
qui prouve le résultat.

U

7.4 Généralisation du lemme de Chernoff

En supposant que la contraction C du lemme de Chernoff 7.3 est quasi-sectorielle,
on va montrer que l'estimation (7.2) en n'/? peut étre remplacée par une estimation
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en norme d’opérateur convergeant vers 0.

8D6w

Dy

Dy

—1|—sin®

—sin

F1G. 7.1 — L'ensemble Dy (en grisé) de frontiere 0Dy, a = sin#, ainsi qu’un choix
de chemin d’intégration 0Dy dans I’ensemble résolvant p(C'), avec a' = sinf’ > a.
Ce chemin consiste en un arc AB de rayon a' et deux segments [1, A] et [1, B]
tangents. Le cercle en pointillé correspond a I’ensemble des points de tangence pour
les différentes valeurs de 6 € [0, 7/2].

Lemme 7.8 Si C est une contraction quasi-sectorielle sur un espace de Hilbert $),
c¢’est-a-dire il existe 0 < 0 < /2 tel que "image numérique Nx(C') C Dy, alors il
existe une constante K > 0 (dépendant seulement de 6) telle que

K

Démonstration
Puisque l'opérateur C' est borné, son spectre est inclus dans 'adhérence de
I'image numérique Nr(C'). Alors en choisissant § < ¢ < 7/2 on obtient un che-
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min 0Dy en dehors de Dy, mais a l'intérieur du cercle unité (voir Figure 7.1). Ainsi
par la formule de Dunford-Taylor on a :

(I —C) = —— / S, (7.12)
2mi Jop, z—C

D’apres U'inégalité (1.31) de la proposition 1.20 on obtient : ||(z — C)7Y| <
dist(z, Dy) . D'ou ||[(z — C)7Y| < (cos® sin(0 — #))~* pour |argz| > 7/2 — ¢,
et ||(z = C)7Y < (|1 — z|sin(# — 6)) ! pour |argz|] < 7/2 — #'. Considérons le
paramétrage suivant de Dy : pour 'arc AB, on prend z(t) = e sin @’ avec 7/2 —
0 <t < 3n/2+ ¢, et pour les segments [1, A]|, [1, B], on pose respectivement
z+(5) =1 — e avec 0 < s < cos@'. Alors

et =) <

1 /3‘7“’0'| sin@'[" |1 — e sin ¢'|
dt +

21 = g cos @' sin(¢' — 0)
1[0 (1 — e 5)ei? 5|
Z d d
+7T/0 s(sin(6" — 6)) i (7.13)
2(sin @)™ +1 N /Cosal ((1 = scosf)? + s*(sin 9’)2)71/2
cosO'sin(60' —0)  J, msin(0' — 0)

ds.
Par convexité (pour 0 < s < cosf') on obtient que
(1 —scost)? +s*(sinf)? <1 —scosf,
ce qui conduit a I'inégalité :
cos b’ /2 cos 6’
/ ((1 —scos@)? + s*(sin@)?)""ds < / (1 — scos®)"%ds
0 0

/1 n/2 du < 1 — (sin 9")"*2
u .
(sin 0)2 cosf — (n/2+1)cost

Donc, par (7.13) on trouve lestimation (7.11)
2(sin @)1 1 — (sin @) *2 K

il O < < 7.14
le™( = cos 0’ sin(6' — 0) N m(n+2)cos® sin(¢ —6) — n+1’ (7-14)
ou 2 1 1
K — o) 1
cos ' sin(6' — 6) <7r eln(sin9')> (7.15)
U

Lemme 7.9 Si C est une contraction sur un espace de Hilbert § telle que ['inégalité
(7.11) soit vérifiée pour un certain K > 0, alors :

2K +2

o — en(C’—I)“ < —

. neN\ {0} (7.16)
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Démonstration
Comme lopérateur C' est borné, on a la représentation :

m

T P (el e} (7.17)

m=0

Soit €, = n?3 n > 1. Divisons cette somme (7.17) en deux parties : la partie

centrale, pour |m — n| < €, et les parties latérales |m — n| > ¢,. On majore les
parties latérales grace a 'inégalité de Tchebychev (voir par exemple [53]). Soit X
une variable aléatoire de Poisson de parametre n, soit P(X = m) = n™e™"/ml.
Alors la moyenne est E(X) = n et la variance Var(X) = n. Donc, par I'inégalité de

Tchebychev :
n

Ve >0, P(|X —n| >¢) < = (7.18)
et ainsi 5 5
—n nm n m L _

|m—n|>en

Pour majorer la partie centrale de la somme (7.17), ou |m — n| < ¢,, on utilise le
lemme 7.8 :

||Cm . Cm” _ chf[en] (C[en] . Cmfn+[en]) H
< |m = nflc™ (1 - O))
K 2K
< 6

<
n—le)+1 = nt/3’
([-] représente la partie entiere). On obtient donc :

-n n™ n m 2K
€ Z W“C - SW (7.20)

[m—n|<en

pour n € N\ {0}. Cette majoration avec (7.19) donne (7.16).
U

Les lemmes 7.8 et 7.9 entrainent immédiatement la généralisation du lemme de
Chernoft 7.3.

Théoreme 7.10 Soit C' une contraction quasi-sectorielle sur un espace de Hilbert
9, soit Nr(C') C Dy avec 0 < 0 < m/2. Alors

ch _ en(C—I)H < %, n=123,... (7.21)

ou M =2K + 2 et K est défini par (7.15).
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Remarque 7.11 Si on ne cherche pas d’estimation de la vitesse de convergence,
alors la seule convergence en norme d’opérateur de (7.21) peut étre établie par le

théoreme de convergence dominée de Lebesque appliqué a ['intégrale de Dunford-
Taylor pour C™ — ™= e long du chemin Dy, cf (7.12).

Remarque 7.12 Si C est auto-adjoint et positif (i.e. @ = 0), alors directement par
le théoréme spectral on obtient (cf [43],[45]) :

(I = Ol < et [|C" — "D < (7.22)

S|

n+1

7.5 Théoremes d’approximation

La deuxieme étape de la preuve du théoreme de Chernoff utilise le théoreme de
convergence de Trotter-Neveu-Kato [12, Ch. 3.3], [20, Ch. 1.7]. Il faut donc a présent
montrer un résultat analogue pour la convergence en norme d’opérateur. Pour cela,
on va exploiter le fait que les opérateurs dont il s’agit sont m-sectoriels et les semi-
groupes associés sont holomorphes. Dans le cas d’opérateurs auto-adjoints positifs,
cette généralisation a été faite dans [45, lemme 2.1].

Lemme 7.13 Soit { X;}s~0 une famille d’opérateurs m-sectoriels dans un espace de
Hilbert $) avec Nr(Xy) C Sy pour un 0 < 0 < 7/2 et pour tout s > 0. Soit Xy un
opérateur m-sectoriel défini dans un sous-espace fermé $y C 9, avec Nr(Xy) C Sp.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) l—iglo [(¢+ X)) = (¢ + Xo) " Ry|| =0, pour tout ¢ € Sz _p; (7.23)

(b) l—iglo e — e Ry|| =0, pour tout t > 0. (7.24)

Py est le projecteur orthogonal de $ sur $g.
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F1G. 7.2 — Le chemin d’intégration I'.

Démonstration

(@) = (b)
Comme les opérateurs { X;}s~o sont m-sectoriels avec Nr(X;) C Sy, la formule de
Dunford-Taylor

—tXs _ ]. /‘dé_ @tC (7 25)
© Ton L%y x, '

définit une famille de semi-groupes holomorphes {e ***},5 avec t € S;/_9. Le
chemin I' C S,_y entourant le secteur —Sy est orienté positivement et fermé a
infini, donc entoure le spectre o(—X;) C Nr(—Xj) (voir Figure 7.2). Les mémes
observations valent pour 'opérateur X :

tXs

1 elS

M

—tXOP
¢ 0~ 27TZ C‘l‘ Xo

(7.26)

On choisit I' = ', UT; UT,, o larc s ={2€C:[z] =6 >0argz| <
m—0—¢€} (avec 0 < € < /2 —0) et [, ¢ sont deux demi-droites conjuguées,
I.={2€C, argz=m—0—¢, |z] > d}. Alors pour ¢ > 0 on obtient

e — eXopy|| < i/ ¢ |[(¢ + Xo) ™ = (C+ Xo) MRy - (7.27)
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Comme les opérateurs X, et X, sont m-sectoriels, d’apres la proposition 1.20 on
a l'estimation suivante pour les résolvantes

2
X,) - X)) Pl < —————— 2
ce qui implique
2
Xt - Xo) 'Rl < : 2
S&ngH(H )= (CH Xo) R < (7.29)

Comme lintégrale I, = [, |d(|[e*], sur le chemin I' = I, UT; UT, converge pour
tout ¢ > 0, la condition (a), les inégalités (7.27), (7.29) et le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue conduisent a la convergence (b).

(b) = (a)

D’apres la transformation de Laplace pour les semi-groupes e **s et e 7**° on trouve
pour Re( > 0:

C+X) "=+ X)) P = / " et (e —e o). (7.30)
0

Puisque les opérateurs X, sont m-sectoriels, les semi-groupes correspondant sont
contractants : |le”*¢|| <1, [[e7*° Fy|| <1 pour t € S;ja_p, s > 0. Alors le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue implique (a) pour Re > 0, en utilisant le fait
que

[(¢+X0) ™ = (C+ Xo) 'R <

/ " dte G [l _ o top| (7.31)
0

et la convergence ponctuelle (b). L’extension a tout le secteur S;_, est due a la
proposition 7.2 [32, Ch.IV, théoreme 2.25]. O

Par une autre méthode, on peut donner une majoration directe de la différence
entre les semi-groupes. Le lemme suivant est inspiré du lemme 2.1 de [30].

Lemme 7.14 Si {X},>0 sont des opérateurs uniformément m-sectoriels, alors il
ezxiste une constante M telle que pour tous s,t > 0

t
e e <Xy o)

Démonstration
On utilise la formule suivante, tirée de [32, Ch.IX, (2.27)],

I+ X,) ! (e’t(”Xs) — e’t(”XO)) (I + Xo)

t
= / e (TIUHTX) (T 4+ X)) H— (I + Xo) b)) e THX0)gr (7.33)
0

t/2 t
[
0 t/2
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Posons Dy = (I + X)™" — (I + X,)~'. Alors par intégration par parties on a

t/2

I, = [_ef(t*T)(IJrXs)Dseff(IJrXo)(]+XO)*l]O

t/2
+ / (I + X,)e~EU+X) p p=rUFX0) (1 4 X ()" dr
0

D’ou
T+ X)0(I+Xy) = —(I+X,)e 2UHX)p = sU+X0) 4 (1 4 X ) IH+X) D

t/2
+ / (I + X,)2e UK D eI X0) g
0

et on trouve ’estimation

oM’ M t/2 M"
1T+ X)L+ Xl = =Dl + =~ ||Ds||+/0 TISE 511 Dsl|ds

S (3MI+MII)|| t5||
ou M' et M" proviennent de majorations d’intégrales analogues a (7.25) :

MI = |Cetc| |dC| MII - |C2 t<|

- 2w J 0sine 2w J 0sine

S lddl, (7.34)

en utilisant que la famille { X} 50 est uniformément sectorielle. De la méme maniére,
on a

(I + X5) (L + Xo)|| < (3BM'+ M")

Dy
12 35

D’ot on obtient (7.32) avec M = 6M' + 2M". O

Remarque 7.15 Le théoreme de Vitali 5.12 sur la convergence des fonctions ho-
lomorphes permet d’étendre les convergences (a) et (b) car les fonctions considérées
sont holomorphes et uniformément bornées. En particulier, on peut remplacer de
maniére équivalente les conditions (a) et (b) respectivement par

(@) lim [[(C+X,) 7" = (C+ Xo) ™ B[ =0,

uniformément sur les compacts de Sy_g;

(b) sl_l)r_ir_loHe Yo — e R =0,

uniformément sur les compacts de Sy a_.

En fait, on peut montrer 1’équivalence dans le lemme 7.13 avec des conditions
plus faibles :
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Corollaire 7.16 Soit {X,}s~0 une famille d’opérateurs uniformément m-sectoriels,
c’est-a-dire Nr(X;) C Sy pour un 0 < 6 < 7/2 et pour tout s > 0. Soit Xy un
opérateur fermé dans $Ho = $H a ensemble résolvant non vide. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes a (a) et (b) :

(a') ETO H(C + X))t —(C+ Xg)’lH =0, pour un ¢ € S;_y;
()  lim |le e —e || =0,
s—+0
pour t dans une partie de |0, +oo[ ayant un point d’accumulation,

si —Xo est générateur d’un semi-groupe, soit : e X0 est bien défini au moins pour
t>0.

Démonstration

Il suffit de vérifier que la condition (a') implique que (a) est vraie et que 'opéra-
teur Xy est m-sectoriel de demi-angle 6 ; et d’autre part que la condition (b') implique
(b) pour le méme opérateur X.

D’apres la proposition 7.2 [32, Ch.IV, théoreme 2.25], la condition (a’) implique
X, & X,. De plus, ceci entraine que la convergence (a') a lieu pour tout ¢ dans
I’ensemble résolvant de X,. Puisque cet ensemble est ouvert et non vide, il a au moins
un point d’accumulation. Alors, comme les normes ||(¢ + X;) || sont uniformément
bornées en s pour ( — € € S; ¢ (pour un € > 0 fixé), on peut appliquer le théoreme
de Vitali a la limite (a’). D’ou on obtient la convergence pour tout ( € S; 4, et en
particulier, (a) est vérifiée.

Pour montrer que X, est m-sectoriel de demi-angle #, on observe que la conver-
gence (7.23) implique :

1

(€)™ = g6+ X607 < G5

(7.36)

Lorsque Re¢ > 0, on obtient ||(¢+ Xo) '] < 1/Re(. Cette majoration de la
résolvante implique que X est de type (7/2,1) donc m-accrétif. De la méme maniere
on vérifie que €'Y X est m-accrétif pour tout 6 — 7/2 < ¢ < /2 — 6, ce qui montre
que X, est m-sectoriel de demi-angle 6.

L’implication (') = (b) est une conséquence directe du théoreme de Vitali .
Comme ||e*X¢|| < 1 pour tout ¢ € Sr/2-9 €t s > 0, et avec (V') on trouve que les
fonctions {e™**+},.¢ convergent en norme d’opérateur lorsque s — +0, pour tout
t € Sy/2—¢. Donc, on en déduit que la limite e~ est un semi-groupe holomorphe et
que [le”“*]] <1 pour ¢t € Sy/2_, ainsi I'opérateur Xy est m-sectoriel de demi-angle
0 dans Hy = 9. O

De la méme maniere que la convergence forte des résolvantes de générateurs
de semi-groupes correspond a la convergence forte des semi-groupes associés (voir
[12, Ch. 3.3] ou [20, Ch. 1.7]), on a montré que la convergence généralisée d’une
suite d’opérateurs m-sectoriels de demi-angle # équivaut a la convergence en norme
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d’opérateur des semi-groupes holomorphes associés sur tout leur domaine d’analyti-
cité. De plus I’ensemble des opérateurs m-sectoriels de demi-angle # est fermé dans
I’ensemble des opérateurs fermés pour la topologie de la convergence généralisée.

Ce résultat est assez naturel puisque les semi-groupes e ** correspondant aux
opérateurs m-sectoriels X de demi-angle # sont les semi-groupes holomorphes dans
le secteur Sy et tels que |le™**|| < 1 pour tout ¢ € Sy. On a identifié les topologies
correspondantes pour ces deux ensembles d’opérateurs, et qui rendent ces ensembles
fermés. La topologie de la convergence en norme d’opérateur uniformément sur les
compacts du secteur d’analyticité est bien adaptée a ces semi-groupes puisque ce
sont des fonctions holomorphes au sens de la norme d’opérateur dans le secteur
ouvert Sy.

Une autre maniere de présenter ce résultat est la suivante :

Corollaire 7.17 L’application X — (e "X )ics, est une bijection bicontinue de l’en-
semble des opérateurs m-sectoriels de demi-angle @ muni de la topologie de la conver-
gence généralisée sur [’ensemble des semi-groupes holomorphes et contractants dans
le secteur Sy muni de la topologie de la convergence en norme d’opérateur uniforme
sur les compacts de Sy.

A présent la généralisation du théoreme de Chernoff est presque achevée. On
aboutit au résultat suivant :

Théoréme 7.18 Soit {®(s)}s>0 une famille de contractions quasi-sectorielles sur
un espace de Hilbert $). Supposons qu’il existe 0 €]0,7/2[ tel que Nr(®(s)) C Dy,
pour tout s > 0. Soit Xy = (I — ®(s))/s, et soit Xy un opérateur fermé a en-
semble résolvant non vide, défini dans un sous-espace fermé $Ho C 9. Alors la famille
{X}s=0 converge vers Xy au sens généralisé quand s — +0 si et seulement si

lim [|®(t/n)" —e R =0, t > 0. (7.37)

n— 00

Py représente le projecteur orthogonal sur $g.

Démonstration

La condition est nécessaire : observons que Nr(®(s)) C Dy entraine Nr(X;) C Sy
pour tout s > 0. D’ou, la convergence de X, au sens généralisé correspond a la
condition (a) du lemme 7.13. Comme

lo(t/n)" — e R <
@ (t/n)" — e I FWI| - flemE 2] — =0y (7.38)

la conclusion découle du théoreme 7.10 avec C' = ®(t/n) et 'implication (a) = (b)
du lemme 7.13.
La condition est suffisante : il faut étudier la différence

||eftX(t/n) . eftXOPOH <

Jem W — (e /n)| 4+ [(t/n)" — OB, £ > 0. (7.39)
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Le premier terme du membre de droite de (7.39) est majoré par le théoreme 7.10
pour C' = ®(t/n). Le second terme est supposé tendre vers zéro par (7.37). Donc la

convergence généralisée découle de I'implication (b) = (a) du lemme 7.13.
U

7.6 Applications

7.6.1 Formule d’Euler pour les semi-groupes

Soit A un opérateur m-sectoriel de demi-angle 0 < § < /2. Alors les opérateurs
F(t) = (I +tA)™" t > 0 sont des contractions quasi-sectorielles de demi-angle 0,
c’est-a~dire Nr(F'(t)) € Dy (cf Section 7.3.1). Soit Xy = (I — F(s))/s, s > 0, et
Xy = A. Alors X, converge vers X, au sens généralisé quand s — +0, d’apres :

A A

-1 -1 _— .

H = 0(s), (7.40)

pour tout ( € S;_4, car on a aussi

LA 4 Y (e )
C+A+(sA (+HA|— dist (¢(1 4 s¢)~t, —Sp) dist(¢, —Sp) )

Donc la famille {F'(t) },>0 satisfait les conditions du théoréme 7.18. On retrouve
alors ’approximation de la fonction exponentielle en norme d’opérateur, en fait des
semi-groupes engendrés par des opérateurs m-sectoriels (formule d’Euler).

Théoreme 7.19 Si A est un opérateur m-sectoriel dans un espace de Hilbert §, de
demi-angle 8 € (0,7/2), alors

lim (I +tA/n) ™ —e || =0, t € Sp/ap. (7.41)

De plus, si 0 est dans ’ensemble résolvant p(A), alors on a ’estimation uniforme
ent>0:

(I +tA/n)™" —e || <O <ln—n> . (7.42)

n

Démonstration
La convergence (7.41) découle directement du théoreme 7.18. Pour trouver (7.42),
on utilise la représentation :

(I+tA/n) ™ —e ' =
HZ(I +tA/n) D (14 tA n) ™t — e MMy emAn . (7.43)

m=0

D’apres les lemmes 3.1, 3.2 et 3.3, on a les estimations

JA™ (I +tA/n) =" — et/ || < 2t/n,
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JA (T + eA/n) t = e ) A < 3/2(t/n)”.

Comme e~ est un semi-groupe holomorphe, on a par la proposition 1.18 : ||Ae~™4|| <
M, /7 pour tout 7 > 0. D’autre part, pour tout entier £ > 1 on a l'identité :

tA

(I +tA/n)*A = % (I = (I+tA/m)™Y) (I +tA/n)*, (7.44)

ce qui conduit & la majoration ||(/ +tA/n) " *A|| < nK/kt par le lemme 7.8 pour la
contraction quasi-sectorielle C' = (I +tA/n)~!
Avec ces estimations et (7.43) on obtient pour n > 3 :

nk Min
< e + @

(T +tA/n)™" — ™|

X nK 3t2 Myn
— . 7.45
+m:1 (n—m—1)t2n% mt (7.45)
On arrive donc a 'estimation uniforme en ¢ > 0 :
4(K + M, 1
I+ tAfn) " — et < HEEM) gy Inn (7.46)
n n
ce qui prouve (7.42).
O
7.6.2 Moyennes arithmétiques
Soient Ay, ..., A, des opérateurs m-sectoriels dans un espace de Hilbert $, de

demi-angle § : Nr(A;) C Sy pour un # € (0,7/2) pour 1 < j < k. On note ay,...,ay
les formes sectorielles fermées correspondantes. De maniere analogue a la formule de
Trotter, d’autres expressions de la forme F(t/n)" permettent d’approcher le semi-
groupe engendré par la somme au sens des formes —(A;+ ... +A;). Fi(t) peut étre
un produit fi(tA1) ... fe(tA) ou une moyenne arithmétique k=1 (f(ktAy) + -+ +
fr(ktAyg)), o {fi}1<i<k sont appelées fonctions de Kato (voir (2.9) et [34, 43]). Les
résultats de la partie 7.3 montrent que l'on peut facilement vérifier la condition de
contraction quasi-sectorielle (cf définition 7.4) si Fj(t) est la moyenne arithmétique
des résolvantes ou des semi-groupes engendrés par les {A4;}1<;j<;. Considérons les
familles de contractions suivantes [39] :

k
1
Fre(t) = = Z (I 4 ktA)™'t>0, (7.47)

=N

k
Fm(t) = —Z —ktAr ¢ > . (7.48)

Remarquons que f(z) = (1 +x)~! et f(x) = e * vérifient les conditions de Kato.
Comme les opérateurs {A;}i<j<) sont m-sectoriels de demi-angle ¢, les résolvantes
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{(I + ktA;)) ™' }1<j<k et les semi-groupes {e ¥4}, ;. sont des contractions quasi-
sectorielles de demi-angle @ (voir partie 7.3), et comme Dy est convexe, Fy“>*"(t)
sont familles de contractions quasi-sectorielles de demi-angle 8. De plus, il est montré
dans [39] que les familles F}“**"(t/n)" convergent fortement vers e **¢ Py pour tous
t>0etk>1,quand n — oo, ol Xj est la somme au sens des formes A+ ... +A; et
Py est le projecteur orthogonal sur I’adhérence de ﬂle D(a;). Donc, par le théoréeme
7.18 on obtient une condition nécessaire et suffisante pour la convergence en norme
d’opérateur de formules de type Trotter avec des moyennes arithmétiques de résol-
vantes (7.47) ou de semi-groupes (7.48) :

Théoreme 7.20 Si Ay, ..., Ar sont des opérateurs m-sectoriels dans un espace de
Hilbert $), de demi-angle 0 (1 < j < k, Nr(A;) € Sy pour un § € (0,7/2)), alors
Xi(t) = (I = F*™™(t))/t converge au sens de la norme de la résolvante quand
t — +0 vers Xog = A1+ ... +A, défini dans le sous-espace fermé o = ﬂle D(w),
st et seulement si

lim || (t/n)" — e”Y 0By = 0. (7.49)

n— 00

Py est le projecteur orthogonal sur .

Si k =1, le théoreme 7.20 se réduit au théoreme 7.19, auquel cas la condition de
convergence généralisée est assurée par (7.40).

7.6.3 Formule de Trotter-Kato avec produit

Soit A un opérateur auto-adjoint positif et soit B un opérateur m-sectoriel
de demi-angle # < 7/2. Alors le théoreme 7.18 permet de donner une condition
nécessaire et suffisante pour la convergence en norme d’opérateur de la formule de
Trotter-Kato généralisée.

Considérons la famille d’opérateurs

®(s) = f(sA)Y2g(sB)f(sA)Y? s > 0, (7.50)

ou f(t) et g(t) sont les fonctions de Kato (1 +¢)~* ou e~*. Comme f(sA)"? est
auto-adjoint et que ||f(sA)Y?|| < 1, d’apres la partie 7.3 on a :

(u, ®(s)u) = (f(sA)Y2u, g(sB) f(sA)Y?u) € Dy, (7.51)

pour tout u € H, ||u|| = 1, ce qui prouve Nr(®(s)) C Dy. Donc par le théoréme 7.18
on a une condition nécessaire et suffisante de convergence en norme d’opérateur de
®(t/n)™ lorsque n — oco. Pour 'instant on n’a pas encore identifié la limite X, par
rapport aux opérateurs A et B.

La situation similaire a celle de [34, Addendum|. Dans l'article [34], Kato a
montré que quand n — oo la formule de Trotter généralisée (f(tA/n)g(tB/n))"
converge fortement vers e '“Fy, ott C' = A+B est la somme au sens des formes
définie dans I'adhérence $)y du sous-espace D = dom(AY?) N dom(BY?) et Py est
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le projecteur orthogonal sur §,, pour deux opérateurs auto-adjoints A et B quel-
conques (cf proposition 2.5). On peut vérifier facilement que ce résultat est encore
valable dans le cas de la formule symétrisée f(tA)'/2g(tB)f(tA)Y?. De plus dans
'addendum de Darticle [34], il est mentionné que pour la fonction exponentielle
f(t) = g(t) = e ! la convergence forte est vraie pour deux opérateurs m-sectoriels
A et B (cf proposition 2.6). Soient a et b les formes associées. Alors A+ B est défini
dans 'adhérence $); de dom(a) N dom(b). Par les mémes arguments on vérifie que
le résultat est vrai pour f(tA)"%g(tB)f(tA)"/?, avec pour f(t) et g(t) les fonctions
(1 +1)7! ou e”*. Donc ®(t/n)" (7.50) converge fortement vers e ‘A+B) Py ol Py
est le projecteur orthogonal sur $, quand n — co. Grace a ces observations et au
théoreme 7.18, on obtient :

Théoreme 7.21 Soit A un opérateur auto-adjoint positif, et soit B un opérateur
m-sectoriel dans un espace de Hilbert §). On considére deux fonctions f(t) et g(t),
chacune pouvant étre (1 + t)~' ou e™t. Pour tout s > 0 on pose X, = s~ (I —
f(sA)2g(sB) f(sA)Y?). Soit C = A+B la somme au sens des formes de A et B
définie dans $, l'adhérence du sous-espace dom(a)Ndom(b), et soit Py le projecteur
orthogonal sur 9. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Xs converge au sens de la norme de la résolvante vers C' quand s — +0,

(i) lim | (7(4/) (B /m)f(tA/)'?)" Ry | =0,
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Conclusion

Les opérateurs auto-adjoints (et plus généralement normaux) sont relativement
plus faciles a étudier que les autres, du fait de la représentation spectrale. C’est
sans doute pourquoi les premiers résultats de convergence de la formule de Trotter
ont été obtenus pour ces opérateurs. Pourtant, cette these illustre bien que des
résultats analogues sont vrais pour des opérateurs non auto-adjoint, et méme dans
un espace de Banach sans produit hermitien. La propriété essentielle a retenir, en
plus du fait que les semi-groupes doivent étre contractants, est que I’'un au moins
des semi-groupes intervenant dans la formule soit un semi-groupe holomorphe.

Pour cela, il a fallu développer de nouvelles méthodes. Il est apparu nécessaire de
faire intervenir les adjoints des opérateurs considérés ou bien les formes quadratiques
associées (notamment au chapitre 4). Souvent il faut exploiter les propriétés des
opérateurs m-sectoriels : cette classe d’opérateurs correspond aux générateurs des
semi-groupes holomorphes contractants, et on a montré que I'application X - e~
réalise une bijection bicontinue entre ces deux ensembles d’opérateurs (voir corollaire
7.17). Enfin pour la généralisation de la théorie de Chernoff, une nouvelle définition
est a la base des résultats du chapitre 7 : celle de contraction quasi-sectorielle.

Finalement, I’ensemble des résultats confirme I’'idée qu’il existe un lien entre la
topologie de continuité des semi-groupes et topologie de convergence de la formule de
Trotter. Pour obtenir la convergence de la formule de Trotter en norme d’opérateur,
il faut considérer des semi-groupes holomorphes, donc continus en norme d’opérateur
sauf en £ = 0. De méme pour obtenir la convergence de la formule de Trotter en
norme de trace, il faut considérer des semi-groupes de Gibbs, c¢’est-a-dire continus
dans la topologie de la trace.

Parmi les recherches en perspective dans le domaine de la formule de Trotter,
il y a les améliorations des conditions sur les domaines et de la vitesse de conver-
gence, comme je ’ai mentionné a la fin du chapitre 4. Cette idée est motivée par
les nouveaux résultats pour le cas auto-adjoint [30, 31]. Par ailleurs, il serait par-
ticulierement intéressant d’étudier la convergence de la formule de Trotter dans les
espaces LP(u) pour les différentes valeurs de p > 0, et peut-étre par 1a relier le cas de
I’espace de Hilbert p = 2 au cas des espaces de Banach. D’autre part, cela pourrait
conduire a des applications pour les semi-groupes de Markov.
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Résumé :

La convergence de la formule de Trotter en norme d’opérateur a été établie depuis
1990 avec différentes conditions pour des générateurs auto-adjoints dans un espace
de Hilbert. Cette these étudie au contraire des semi-groupes holomorphes dont les
générateurs ne sont pas auto-adjoints. Dans le premier ensemble de résultats, il s’agit
d’estimations d’erreur en norme d’opérateur pour la formule de Trotter : je considere
des perturbations accrétives dans un espace de Banach général, puis dans un espace
de Hilbert. Dans la deuxieme partie, j’étends certains résultats de convergence de la
formule de Trotter au cas de générateurs m-sectoriels et pour la norme d’opérateur
ou la norme de la trace. Enfin la derniere partie consiste en une généralisation de
la théorie de Chernoff au cas de 'approximation des semi-groupes holomorphes en
norme d’opérateur. Cette partie est fondée en particulier sur la notion nouvelle de
contraction quasi-sectorielle, le résultat principal montre le lien entre la convergence
généralisée (ou convergence au sens de la norme de la résolvante) des générateurs
m-sectoriels et ’approximation en norme d’opérateur des semi-groupes holomorphes
contractants par des puissances de contractions quasi-sectorielles.

Abstract :

The operator-norm convergence of the Trotter product formula has been proved
since 1990 with different conditions for self-adjoint generators in a Hilbert space.
This thesis however concerns holomorphic semigroups whose generators are not self-
adjoint. In the first part, error estimates in operator-norm for the Trotter product
formula are stated : I consider accretive perturbations of generators in a general
Banach space, then in a Hilbert space. In the second part, I extend some prece-
ding or earlier results of convergence of the Trotter product formula to the case of
m-sectorial generators and for the operator- or trace-norm. Finally the third part
consists in a generalization of the Chernoff theory to the operator-norm approxi-
mation of holomorphic semigroups. This part is based on the new notion of quasi-
sectorial contraction, and the main result is the theorem relating the approximation
of m-sectorial generators (in the uniform resolvent sense) with the operator-norm
approximation of holomorphic semigroups by powers of quasi-sectorial contractions.

Discipline : mathématiques.

Mots-clés : théorie des opérateurs, semi-groupes holomorphes, opérateurs secto-
riels, formule de Trotter, convergence en norme d’opérateur, convergence en norme
de trace.
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