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Introdu
tionLa th�eorie des semi-groupes d'op�erateurs est �a la base de nombreux domaines dere
her
he en analyse, notamment tous 
eux qui 
on
ernent les �equations d'�evolution.Elle est �egalement tr�es importante en physique math�ematique, que 
e soit pourl'�etude de l'�equation de S
hr�odinger, la th�eorie quantique des 
hamps, la m�e
aniquestatistique quantique . . .En 1959, Trotter d�emontra pour les semi-groupes d'op�erateurs une formule (dontl'origine remonte �a Sophus Lie en 1875) permettant de 
al
uler le semi-groupe en-gendr�e par une somme 
omme limite de produits des semi-groupes engendr�es par
haque terme de la somme. C'est-�a-dire formellement (on pr�e
isera plus loin le sensexa
t des notations) limn!1 �e�A=ne�B=n�n = e�(A+B):Cette formule dite de Lie-Trotter ou simplement Trotter eut un su

�es rapidenotamment dans le domaine de la physique math�ematique. Par exemple elle estli�ee �a la formule de Feynman-Ka
 et aux autres te
hniques apparent�ees. Une desprin
ipales diÆ
ult�es du probl�eme vient du fait que la somme "A + B" n'est apriori pas bien d�e�nie pour deux g�en�erateurs de semi-groupes A et B quel
onques.D'ailleurs un des d�eveloppement les plus int�eressants 
onsiste �a 
onstruire la sommeA"+"B justement par l'interm�ediaire du nouveau semi-groupe, limite de la formule.Tous 
es travaux jusqu'aux ann�ees 1990 
on
ernaient uniquement la 
onvergen
eforte des op�erateurs, qui est la topologie la plus naturelle puisqu'il s'agit de semi-groupes fortement 
ontinus.Cependant en 1988 (pour des semi-groupes de S
hr�odinger) puis en 1990 et 1993(dans un 
adre abstrait), de nouvelles perspe
tives inattendues furent d�e
ouvertes[61, 42, 50℄ : en e�et la 
onvergen
e de la formule de Trotter fut �etablie dans des topo-logies plus fortes, en norme d'op�erateur et en norme de tra
e, et dans des 
onditionsrelativement 
ourantes pour les appli
ations, en parti
ulier il s'agit d'op�erateursauto-adjoints dans un espa
e de Hilbert. Ces r�esultats sus
it�erent de nouveauxd�eveloppements, aussi bien dans le 
adre des op�erateurs de S
hr�odinger que dans le
adre abstrait, mais toujours ave
 des op�erateurs auto-adjoints positifs dans un es-pa
e de Hilbert ave
 diverses 
onditions suppl�ementaires 
omme la petitesse relativede B par rapport �a A ou la 
ompa
it�e d'une r�esolvante.Cette th�ese s'ins
rit parmi 
es d�eveloppements dans le 
adre abstrait, mais ave




8 INTRODUCTIONun aspe
t nouveau : l'un au moins des semi-groupes n'est pas auto-adjoint, ni normal,ou même l'espa
e est un espa
e de Bana
h plus g�en�eral (
hapitre 3). Cependant, lanotion fondamentale qui sera utilis�ee dans tout 
e travail est 
elle de semi-groupeholomorphe. Le 
as des g�en�erateurs auto-adjoints positifs dans un espa
e de Hilberten est un 
as parti
ulier.Dans le premier 
hapitre, je rappelle des d�e�nitions et des propri�et�es fonda-mentales de la th�eorie des semi-groupes sur un espa
e de Bana
h, ainsi que despropri�et�es propres aux op�erateurs dans un espa
e de Hilbert. Le deuxi�eme 
ha-pitre est 
onsa
r�e �a un bilan des travaux ant�erieurs �a 
ette th�ese sur la formule deTrotter, depuis le th�eor�eme de Lie jusqu'aux arti
les r�e
ents.Les r�esultats de mon travail de th�ese sont expos�es dans les autres 
hapitres, et
lass�es en fon
tion des liens qu'ils ont entre eux. Un premier groupe 
on
erne desestimations d'erreur en norme d'op�erateur pour la formule de Trotter dans di��erents
as : je 
onsid�ere des perturbations a

r�etives dans un espa
e de Bana
h au 
ha-pitre 3, et dans un espa
e de Hilbert au 
hapitre 4. Dans 
es deux 
as le semi-groupe obtenu en limite est bien engendr�e par la somme alg�ebrique �(A +B).Ensuite, viennent des extensions des r�esultats pr�e
�edents ou de travaux ant�e-rieurs : au 
hapitre 5, il s'agit de 
onditions suÆsantes de 
onvergen
e en normed'op�erateur pour la formule de Trotter pour des g�en�erateurs m-se
toriels (
e 
hapitreest ind�ependant des deux pr�e
�edents et la limite n'est pas n�e
essairement e�(A+B)).Au 
hapitre 6, on �etablira des 
onditions suÆsantes de 
onvergen
e en norme detra
e pour la formule de Trotter ave
 des semi-groupes de Gibbs et des g�en�erateursm-se
toriels, en utilisant entre autres les r�esultats des 
hapitres 3, 4 et 5.En�n, le troisi�eme groupe de r�esultats fait l'objet du 
hapitre 7 (ind�ependantdes pr�e
�edents). On y montre 
omment 
onstruire des formules d'approximationsplus g�en�erales que la formule de Trotter (selon la m�ethode de Cherno�), et 
onver-geant en norme d'op�erateur. En parti
ulier, le lien entre l'approximation des semi-groupes holomorphes 
ontra
tants en norme d'op�erateur et la 
onvergen
e g�en�eralis�eedes g�en�erateurs m-se
toriels (ou 
onvergen
e uniforme des r�esolvantes) est mis en�eviden
e. Les r�esultats prin
ipaux sont fond�es sur la d�e�nition nouvelle des 
ontra
-tions quasi-se
torielles. En�n, quelques exemples de formules d'approximation sontdonn�es.



Notations
B(X), B(H) alg�ebre des op�erateurs lin�eaires 
ontinus (born�es) sur un es-pa
e de Bana
h (ou de Hilbert).C 
orps des nombres 
omplexes.Cp(H) id�eal (de Von Neumann-S
hatten) de l'alg�ebre B(H) asso
i�e �ap � 1 par la 
ondition (6.8).C1(H) id�eal des op�erateurs 
ompa
ts sur un espa
e de Hilbert H.C10 (�) alg�ebre des fon
tions in�niment d�erivables �a support 
ompa
tdans l'ensemble � � Rd .dist(x; E) distan
e d'un point x du plan 
omplexe �a l'ensemble E, d�e�niepar dist(x;A) = infy2A jx� yj.dom(A) domaine de l'op�erateur A, 
'est-�a-dire sous-espa
e ve
toriel del'espa
e 
onsid�er�e sur lequel A est d�e�ni.H espa
e de Hilbert, si n�e
essaire s�eparable.Im z partie imaginaire du nombre 
omplexe z.ker(A) noyau de l'op�erateur A, sous-espa
e ve
toriel d�e�ni parker(A) = fx 2 dom(A) : Ax = 0g.Lp(�) espa
e de Bana
h des 
lasses de fon
tions f (d�e�nies �a unensemble de mesure nulle pr�es), mesurables de � � Rd �a va-leurs dans C telles que jf jp soit int�egrable pour la mesure deLebesgue, ave
 1 � p � 1.jzj module du nombre 
omplexe z.N ensemble des entiers naturels.kxk, kAk norme d'un ve
teur x dans un espa
e ve
toriel norm�e, etnorme d'op�erateur pour un op�erateur born�e A, voir (1.1).



10 INTRODUCTIONNr(A) image num�erique de l'op�erateur A d�e�ni dans un espa
e deHilbert, voir la d�e�nition (1.30), et la d�e�nition analogue pourles formes quadratiques (1.35).R 
orps des nombres r�eels.hx�; xi produit de dualit�e, ou image par la forme lin�eaire x� 2 X� duve
teur x 2 X.(�; �) produit s
alaire (hermitien) sur un espa
e de Hilbert.r(A) rayon spe
tral de l'op�erateur A, r(A) = supfjzj; z 2 �(A)g.rn(A) rayon num�erique de l'op�erateur A, rn(A) = supfjzj; z 2Nr(A)g.ran(A) espa
e image de l'op�erateur A : X! Y, sous-espa
e ve
torielde l'espa
e Y d�e�ni par ran(A) = fy 2 Y : 9x 2 X; y = Axg.Re z partie r�eelle du nombre 
omplexe z.�(A) ensemble r�esolvant de l'op�erateur A, 
'est-�a-dire ensemble desnombres 
omplexes z tels que l'op�erateur (A� z) admette uninverse born�e.�(A) spe
tre de l'op�erateur A, 
'est-�a-dire 
ompl�ementaire dans Cde �(A).type (�;M) 
lasse d'op�erateurs asso
i�ee �a un angle � 2 ℄0; �[ et une
onstante M > 0, voir la d�e�nition 1.11.trA tra
e d'un op�erateur A appartenant �a l'id�eal C1(H), voir(6.10).T (�) approximation de Trotter : e��Ae��B.X;Y;Z espa
es de Bana
h, on note X� le dual de X.W n;p(�) espa
e de Sobolev des fon
tions dont la d�eriv�ee n-i�eme au sensdes distributions appartient �a Lp(�).
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Chapitre 1Semi-groupes d'op�erateurs
1.1 Th�eorie g�en�erale dans un espa
e de Bana
h1.1.1 D�e�nitions et premi�eres propri�et�esSoit X un espa
e de Bana
h sur C de norme k � k. On note B(X) l'alg�ebre desop�erateurs lin�eaires born�es sur X, et I l'identit�e sur X. Plusieurs topologies sont uti-lis�ees sur B(X) : de la plus �ne �a la moins �ne, la topologie de la norme d'op�erateur, latopologie forte (des op�erateurs), et la topologie faible (des op�erateurs). On rappelleque la norme d'op�erateur est d�e�nie parkAk = supx2X;x6=0 kAxkkxk :Une suite (An)n2N d'op�erateurs born�es sur X 
onverge fortement si pour tout x 2 X,Anx 
onverge dans la topologie de la norme de X. Une suite (An)n2N 
onvergefaiblement si pour tout x 2 X et tout y 2 X�, hy; Anxi 
onverge dans C .D�e�nition 1.1 On appelle semi-groupe fortement 
ontinu �a un param�etre une fa-mille fU(t)gt�0 d'op�erateurs born�es sur X v�eri�ant les propri�et�es suivantes :(i) U(0) = I,(ii) U(t)U(s) = U(t + s) 8t � 0; s � 0,(iii) limt!0 kU(t)x� xk = 0 8x 2 X.Remarque 1.2 Cette d�e�nition est la plus utilis�ee (
f [51, Ch.13℄), on en trouveraune dis
ussion d�etaill�ee dans [25℄.Comme toute fon
tion 
omplexe 
ontinue satisfaisant f(t + s) = f(t)f(s) estd�etermin�ee par a = f 0(0) et repr�esent�ee par eat, on asso
ie de mani�ere analogue �atout semi-groupe un g�en�erateur �A d�e�ni par :�Ax = limt!0 U(t)x � xt (1.2)



12 CHAPITRE 1. SEMI-GROUPES D'OP�ERATEURSpour tout x tel que la limite (1.2) existe dans la topologie de la norme de X, 
e quid�e�nit le sous-espa
e dom(A), domaine de l'op�erateur A. Les premi�eres propri�et�esdes semi-groupes sont rassembl�ees dans la proposition suivante [51, th�eor�eme 13.35℄.Proposition 1.3 Soit fU(t)gt�0 un semi-groupe d'op�erateurs sur X, et �A song�en�erateur. Alors :(a) t 7! U(t) est une fon
tion fortement 
ontinue de [0;1[ dans B(X)(b) Il existe des 
onstantes MA � 1 et 
A 2 R telles quekU(t)k �MAe
At (1.3)(
) A est un op�erateur ferm�e et son domaine dom(A) est dense dans X(d) Pour tout x 2 dom(A), U(t)x est d�erivable au sens de la norme de X etddtU(t)x = �AU(t)x = �U(t)Ax (1.4)(e) Si � 2 C et Re� > 
A, alors �� est dans l'ensemble r�esolvant �(A), et lar�esolvante RA(z) = (A� z)�1 de A a l'expression suivanteRA(��) = (�+ A)�1 = Z 10 e��tU(t)dt: (1.5)L'int�egrale (1.5) est d�e�nie au sens fort sur tout intervalle born�e [0; T ℄, et
onverge en norme d'op�erateur lorsque T ! 1. De plus par l'in�egalit�e (1.3)on a k(�+ A)�1k �MA=(Re�� 
A): (1.6)En fon
tion des valeurs des 
onstantes MA et 
A, on distingue plusieurs 
lassesde semi-groupes :{ Si 
A � 0, on dit que U(t) est un semi-groupe born�e (sinon, le semi-groupe estdit parfois quasi-born�e). On peut toujours se ramener �a un semi-groupe born�een ajoutant une 
onstante au g�en�erateur, en e�et le semi-groupe engendr�e par�A� 
A est born�e par MA.{ Si 
A � 0 et MA = 1, on dit que U(t) est un semi-groupe 
ontra
tant. En fait,d'apr�es 
e qu'on vient de voir, la 
ondition essentielle est MA = 1 (voir parexemple [58℄).Le point (d) de la proposition pr�e
�edente montre le lien naturel qui existe entre lanotion de semi-groupe d'op�erateurs �a un param�etre et 
elle d'�equation di��erentiellelin�eaire dans un espa
e de Bana
h. En parti
ulier, la notion de semi-groupe per-met de traiter eÆ
a
ement les �equations aux d�eriv�ees partielles lin�eaires 
omme les�equations de S
hr�odinger par exemple : le semi-groupe 
orrespondant est l'op�erateurqui asso
ie �a toute 
ondition initiale la solution �a l'instant t. Une question apparâ�talors naturellement : dans quel sens peut-on �e
rire la repr�esentation exponentielle



1.1. TH�EORIE G�EN�ERALE DANS UN ESPACE DE BANACH 13e�tA pour le semi-groupe U(t) ? Si A est un op�erateur born�e, la r�eponse est 
laire,puisque la s�erie enti�ere e�tA = 1Xk=0 (�tA)kk! (1.7)
onverge en norme d'op�erateur pour tout t 2 C . En fait, on a le r�esultat suivant [51,th�eor�eme 13.36℄ :Proposition 1.4 Si U(t) est un semi-groupe fortement 
ontinu, alors 
ha
une des
onditions suivantes implique les deux autres :(a) dom(A) = X(b) lim�!0 kU(�)� Ik = 0(
) A 2 B(X) et U(t) = e�tAEn g�en�eral, le g�en�erateur d'un semi-groupe est un op�erateur non born�e, et l'ap-pli
ation t 7! U(t) est 
ontinue en t = 0 seulement pour la topologie forte desop�erateurs. Cependant, on adoptera dans la suite la notation U(t) = e�tA 
omme une
onvention d'�e
riture, suivant le livre de Kato [32, Ch.IX℄. Cette notation 
o��n
ideave
 la d�e�nition habituelle de l'exponentielle seulement dans le 
as parti
ulier o�u Aest born�e, mais elle 
o��n
ide aussi ave
 d'autres d�e�nitions plus g�en�erales de l'expo-nentielle d'un op�erateur : 
elle qui utilise la formule de Cau
hy lorsque la r�esolvantede A v�eri�e 
ertaines propri�et�es (voir plus loin les semi-groupes holomorphes), et
elle que l'on peut d�eduire de la repr�esentation spe
trale pour un op�erateur normaldans un espa
e de Hilbert.1.1.2 Cara
t�erisation des g�en�erateursLe r�esultat prin
ipal est le th�eor�eme de Hille-Yosida [12, 59, 32, 49, 20, 56℄.Proposition 1.5 Un op�erateur �A ferm�e �a domaine dense dans un espa
e de Ba-na
h X est le g�en�erateur d'un semi-groupe si et seulement si il existe des 
onstantesMA et 
A telles que tout r�eel � > 
A soit dans l'ensemble r�esolvant �(�A) et quek(�+ A)�mk � MA(�� 
A)m (1.8)pour tout � > 
A et tout entier m � 1. On a alors l'estimation ke�tAk �MAe
At etla formule d'approximation d'Euler (dans la topologie forte des op�erateurs)e�tAx = limn!1(I + tA=n)�nx; x 2 X: (1.9)Corollaire 1.6 Un op�erateur �A ferm�e �a domaine dense dans un espa
e de Bana
hX est la g�en�erateur d'un semi-groupe 
ontra
tant si et seulement si ℄0;+1[� �(�A)et pour tout � > 0 on a l'in�egalit�ek(�+ A)�1k � 1� (1.10)



14 CHAPITRE 1. SEMI-GROUPES D'OP�ERATEURSOn peut donner une autre 
ara
t�erisation des g�en�erateurs grâ
e �a la notiond'op�erateur a

r�etif [12, 56℄.D�e�nition 1.7 Soit A un op�erateur dans un espa
e de Bana
h X. Consid�eronsE = f(x; y) 2 X� X� : x 2 dom(A); kxk = 1; kyk = 1; et hy; xi = 1g (1.11)A est dit a

r�etif si pour tout (x; y) 2 E , on a Re hy; Axi � 0.Proposition 1.8 Un op�erateur �A �a domaine dense dans un espa
e de Bana
h Xest le g�en�erateur d'un semi-groupe 
ontra
tant si et seulement si A est a

r�etif etl'image ran(� + A) = X pour tout � > 0. Ou en
ore, de mani�ere �equivalente, A estferm�e �a domaine dense et A et A� sont a

r�etifs.D�emonstration [12, th�eor�eme 2.24℄Soit A un op�erateur v�eri�ant les hypoth�eses 
i-dessus, et (x; y) 2 E alorsk(�+ A)xk � jhy; (�+ A)xij = j�+ hy; Axij > � = �kxk: (1.12)D'o�u l'op�erateur (�+A) est inje
tif, et 
omme son espa
e image est X, il est bije
tifet k(�+ A)�1k � ��1; (1.13)on peut don
 appliquer le 
orollaire 1.6. R�e
iproquement, supposons que �A est leg�en�erateur d'un semi-groupe 
ontra
tant, alors tout r�eel � > 0 est dans l'ensembler�esolvant de �A don
 ran(�+ A) = X. Soit (x; y) 2 E :Re hy; Axi = Re limh!0h�1hy; x� e�hAxi= Re limh!0h�1 �1� hy; e�hxi�� limh!0h�1 �1� ke�hAkkxkkyk� � 0 �1.1.3 Semi-groupes holomorphesIl s'agit d'une 
lasse de semi-groupes tr�es importante dans 
e travail, et qui deplus est tr�es fr�equente dans les appli
ations. Notons S! pour ! 2℄0; �=2℄ le se
teurangulaire de sommet 0 :S! = fz 2 C : z 6= 0 et j arg zj < !gD�e�nition 1.9 Soit fU(z)gz2S! une famille d'op�erateurs born�es dans un espa
ede Bana
h X. On dit que fU(z)gz2S! est un semi-groupe holomorphe dans S! si :(i) U(z1)U(z2) = U(z1 + z2) pour tous z1; z2 2 S!(ii) pour tout � 2℄0; ![ il existe M� > 0 tel que kU(z)k �M�, z 2 S!��.(iii) U(z) est une fon
tion holomorphe dans S!.(iv) pour tout x 2 X, limz!0;z2S!�� U(z)x = x, � 2℄0; ![.



1.1. TH�EORIE G�EN�ERALE DANS UN ESPACE DE BANACH 15En parti
ulier, un semi-groupe holomorphe dans S! est une fon
tion 
ontinuepour la norme d'op�erateur dans le se
teur ouvert S!. Cependant, dans le 
as g�en�eral,un semi-groupe holomorphe U(z) n'est pas 
ontinu pour la norme d'op�erateur enz = 0 (
ela entrâ�nerait que le g�en�erateur soit born�e, et l'analyti
it�e dans tout leplan 
omplexe, 
f proposition 1.4). Par ailleurs, un semi-groupe holomorphe n'estpas n�e
essairement born�e sur son se
teur de d�e�nition, si lesM� ne sont pas born�ees.Con
ernant les fon
tions holomorphes �a valeurs dans l'espa
e de Bana
h B(X),on rappelle le r�esultat suivant [32, Ch.III, th�eor�eme 3.12℄ (voir aussi [51, th�eor�eme3.31℄ pour un r�esultat plus g�en�eral) :Proposition 1.10 Soit z 7! T (z) une fon
tion d�e�nie sur un ouvert D 2 C duplan 
omplexe �a valeurs dans B(X). Alors les �enon
�es suivants sont �equivalents :(a) pour tous x 2 X et y 2 X�, z 7! hy; T (z)xi 2 C est une fon
tionholomorphe dans D.(b) pour tout x 2 X, z 7! T (z)x 2 X est une fon
tion holomorphedans D, au sens de la norme de X.(
) z 7! T (z) est une fon
tion holomorphe dans D,au sens de la norme d'op�erateur sur B(X).A�n de 
ara
t�eriser les g�en�erateurs de 
ette 
lasse de semi-groupes, on introduitla d�e�nition suivante [56℄ :D�e�nition 1.11 Soit A un op�erateur ferm�e �a domaine dense dans X, et soient� 2℄0; �[, M � 1. L'op�erateur A est dit de type (�;M) si l'ensemble r�esolvant de A
ontient fz 2 C : j arg zj > �g et que l'on a les in�egalit�es :k(�+ A)�1k � M� ; pour � > 0; (1.14)et pour tout �0 2℄0; � � �[, il existe M�0 � 1 tel quek(z + A)�1k � M�0jzj ; pour z 2 S�0: (1.15)Ainsi par exemple un op�erateur A ferm�e �a domaine dense dans X est de type(�=2; 1) si et seulement si A et A� sont a

r�etifs. On peut alors 
ara
t�eriser lesg�en�erateurs de semi-groupes holomorphes par le r�esultat suivant [12, 20, 56℄ :Proposition 1.12 Un op�erateur �A ferm�e �a domaine dense dans X est le g�en�era-teur d'un semi-groupe holomorphe born�e de demi-angle ! 2℄0; �=2℄ si et seulementsi A est de type (�A = �=2� !;M) pour un M � 1. De plus, on a la repr�esentationint�egrale suivante : U(t) = e�tA = 12�i Z� et�� + Ad� (1.16)o�u � est une 
ourbe dans l'ensemble r�esolvant �(�A) allant de1e�i(�=2+") �a1ei(�=2+")pour un " 2 ℄0; ![ (voir Figure 1.1).
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Fig. 1.1 { Exemple de 
hemin d'int�egration �. Le domaine ha
hur�e, 
'est-�a-dire�S�A 
ontient le spe
tre de l'op�erateur �A, g�en�erateur du semi-groupe.Les semi-groupes holomorphes sont en
ore 
ara
t�eris�es par la propri�et�e suivante[12, th�eor�eme 2.39℄ :Proposition 1.13 Soit U(z) un semi-groupe holomorphe dans S!, soit �A song�en�erateur. Alors pour tout z 2 S!, ran(U(z)) � dom(A) et pour tout � 2℄0; ![,



 ddzU(z)



 = kAU(z)k � 
�jzj ; z 2 S!��: (1.17)De plus, on en d�eduit :



 dndtnU(z)



 = k(AU(z=n))nk � nn
n�jzjn ; z 2 S!��: (1.18)R�e
iproquement, si U(t) est un semi-groupe de g�en�erateur �A tel que ran(U(t)) �dom(A) et que kU(t)k �M; kAU(t)k � 
t (1.19)pour tout t > 0, alors il existe ! � ar
sin((
e)�1) > 0 tel que U(t) soit prolongeableen un semi-groupe holomorphe dans le se
teur S!.De mani�ere analogue, on d�e�nit les semi-groupes holomorphes 
ontra
tants : unsemi-groupe holomorphe fU(z)gz2S! est dit 
ontra
tant si kU(z)k � 1 pour toutz 2 S!. Les g�en�erateurs de 
es semi-groupes v�eri�ent l'estimation (1.15) ave
 M�0 =1 quel que soit �0 2℄0; �=2 + ![ (d'apr�es le 
orollaire 1.6). D'o�u la 
ara
t�erisationsuivante [20, th�eor�eme 5.9℄ :Proposition 1.14 Un op�erateur �A ferm�e �a domaine dense dans X est le g�en�era-teur d'un semi-groupe holomorphe 
ontra
tant si et seulement si A est "se
toriel"



1.1. TH�EORIE G�EN�ERALE DANS UN ESPACE DE BANACH 17de demi-angle �=2�!, dans le sens suivant : pour tout (x; y) 2 E (voir la d�e�nition1.7), hy; Axi 2 S�=2�!, l'adh�eren
e du se
teur S�=2�!, et �1 2 �(A), l'ensembler�esolvant de A.En�n, si A est un op�erateur de type (�A; 1), alors e�tA est un semi-groupe holo-morphe dans S�=2��A, et ke�tAk � 1 pour tout t � 0.Une autre propri�et�e remarquable des semi-groupes holomorphes est relative auxespa
es image et noyau de 
es op�erateurs (pour l'image, 
e r�esultat se trouve dans[25, p.307℄, mais les propri�et�es des noyaux sont originales) :Proposition 1.15 Soit (U(z))z2S! un semi-groupe holomorphe sur un espa
e deBana
h X. Alors pour tout z 2 S!, ranU(z) est dense dans X. En fait, tout sous-espa
e de X d�e�ni par Xt(U) = fy 2 X; y = R10 F (�)U(�)xd� ave
 x 2 X et F 2C10 (℄t;1[)g est dense dans X. D'autre part kerU(z) = f0g et pour tout entier n � 1,on a : x 2 ker dnU(z)=dzn si et seulement si U(z)x = x pour tout z 2 S!. Enparti
ulier U(z) est inje
tif.D�emonstrationRemarquons que Xt(U) � ranU(t), 
ar si F 2 C10 (℄t;1[), alors t0 = inff� >0; F (�) 6= 0g > t et don
 y = R10 F (�)U(�)xd� = U(t) R1t F (�)U(� � t)xd� 2ranU(t).Supposons qu'il existe une forme lin�eaire x�0 2 X� non nulle qui s'annule sur lesous-espa
e Xt(U) entier : x�0 2 Xt(U)?. Cela signi�e que pour tout x 2 X et pourtout F 2 C10 (℄t;1[), R10 F (�)hx�0; U(�)xid� = 0. Cela entrâ�ne que hx�0; U(�)xi = 0pour tout � > t 
ar l'appli
ation � 7! hx�0; U(�)xi est 
ontinue. De plus, 
ommeU(z) est un semi-groupe holomorphe, 
ette appli
ation se prolonge en une fon
tionholomorphe dans S!. Or par prolongement analytique, on obtient hx�0; U(z)xi = 0pour tout z 2 S!.Par ailleurs, on doit avoir limz!0hx�0; U(z)xi = hx�0; xi, don
 hx�0; xi = 0 pour toutx 2 X, mais alors n�e
essairement x�0 = 0 
e qui est 
ontradi
toire. Don
 Xt(U)? =f0g et on en d�eduit que Xt(U) est dense dans X, et a fortiori ranU(t) qui le 
ontient.Montrons que kerU(z0) = f0g. Soit x 2 kerU(z0). Comme U(z0)x = 0, on aU(�+ z0)x = 0 pour tout � 2 S!. Or z 7! U(z)x est une fon
tion holomorphe, don
par prolongement analytique U(z)x = 0 pour tout z 2 S!. Or limz!0 U(z)x = xdon
 x = 0, 
e qui montre que kerU(z) = f0g.Soit x 2 ker dnU(z0)=dzn. Comme dnU(z0)=dzn = (�1)nAnU(z0), en notant �Ale g�en�erateur du semi-groupe U(z), on en d�eduit que AnU(z0 + �)x = 0 pour tout� 2 S!, et par prolongement analytique dnU(z)=dznx = (�1)nAnU(z)x = 0 pourtout z 2 S!. Ainsi pour tout z 2 S! et tout x� 2 X�, la fon
tion s 7! hx�; U(sz)xipour s > 0 est un polynôme de degr�e inf�erieur �a n. Mais 
omme sz 2 S!�� pourun 
ertain � > 0 ind�ependant de s > 0, 
ette fon
tion est born�ee par M�, ainsi 
edoit être un polynôme 
onstant. En�n, on a lims!0hx�; U(sz)xi = hx�; xi pour toutx� 2 X� d'o�u U(z)x = x pour tout z 2 S!. �



18 CHAPITRE 1. SEMI-GROUPES D'OP�ERATEURS1.1.4 Puissan
es fra
tionnaires de g�en�erateursSoit A un op�erateur ferm�e �a domaine dense de type (�A;MA), 
f d�e�nition 1.11.On peut alors d�e�nir les puissan
es fra
tionnaires A� pour tout � 2 R. Plusieursm�ethodes existent [38, 56℄, selon la valeur de �A. Quel que soit �A 2℄0; �[, on peutd�e�nir : A�x = sin��� Z 10 ���1A(�+ A)�1xd�; x 2 dom(A): (1.20)La puissan
e fra
tionnaire a la propri�et�e suivante : si A est de type (�A;MA) et 0 <� < 1, alors A� est de type (��A;MA) [56℄. I
i A n'est pas n�e
essairement g�en�erateurd'un semi-groupe (en e�et on peut avoir �A > �=2), mais pour � assez petit, A�devient g�en�erateur d'un semi-groupe holomorphe born�e (lorsque ��A < �=2).Si �A 2℄0; �=2[, �A est le g�en�erateur d'un semi-groupe holomorphe born�e et onpeut aussi d�e�nir la puissan
e fra
tionnaire pour 0 < � < 1 de A par l'int�egrale [38,proposition 11.4℄ :A�x = 1�(��) Z 10 ����1(e��A � I)xd�; x 2 dom(A): (1.21)On remarque que pour x 2 dom(A), l'int�egrale (1.21) est 
onvergente, d'o�u dom(A) �dom(A�). On pose aussi A0 = I et pour tout � > 0, si [�℄ d�esigne la partie enti�erede �, on pose A� = A��[�℄A[�℄.Proposition 1.16 Soit A un op�erateur de type (�A;MA). Pour tout � 2 [0; 1℄, ilexiste une 
onstante C�, d�ependant seulement deMA et �, telle que, pour tout � > 0,

A�(A+ �)�1

 � C��1�� : (1.22)D�emonstrationPour � = 0 ou � = 1, la proposition r�esulte de l'estimation de la r�esolvante.Soient 0 < � < 1 (remarquons que ran(A+ �)�1 = dom(A) � dom(A�)), alorsA�(A+ �)�1 = sin��� Z 10 ���1A(�+ A)�1(A + �)�1d� (1.23)On �e
rit l'int�egrale (1.23) en deux parties : 0 < � � � et � > � :kA�(A+ �)�1k � sin��� �Z �0 ���1kA(�+ A)�1kk(A+ �)�1kd�++ Z 1� ���1kA(�+ A)�1kk(A+ �)�1kd�� :Ensuite grâ
e �a l'estimation de la r�esolvante k(A + �)�1k � MA=� , kA(A + �)k �1 +MA, et pour tout � > 0 on obtient :kA�(A+ �)�1k � sin��� MA(1 +MA)���1 Z �0 ���1d�+ Z 1� ���2d��� sin��� MA(1 +MA)����1� � ���1�� 1� :



1.1. TH�EORIE G�EN�ERALE DANS UN ESPACE DE BANACH 19En posant C� = sin��� MA(1 +MA)�(1� �) on trouve l'estimation (1.22). �Proposition 1.17 (Lemme 2.3.5 de [56℄) dom((A + Æ)�) = dom(A�) pour toutÆ > 0 et pour 0 < � < 1.Proposition 1.18 Soit A un op�erateur de type (�A;MA), �A < �=2, alors U(t) =e�tA est un semi-groupe holomorphe born�e, et pour tout r�eel � > 0, on asupt>0 

t�A�e�tA

 =M� <1: (1.24)D�emonstrationSoit 0 < � < 1 : grâ
e �a dom(A) � dom(A�) on a dom(A�U(t)) = X. D'o�u par(1.21) on a A�U(t) = 1�(��) Z 10 ����1(U(t + �)� U(t))d�: (1.25)On s�epare l'int�egrale (1.25) en deux parties : 0 < � < t et � > t, puis on utilisel'estimation de la d�eriv�ee du semi-groupe holomorphe (voir proposition 1.13) pourobtenir kU(t + �)� U(t)k � � supt���t+� kU 0(�)k � �
At : (1.26)Ce qui 
onduit �a l'estimationkA�U(t)k � 1�(��) �Z t0 ��� 
At d�+ Z 1t 2MA����1d��� t���(��) � 
A1� � + 2MA� � :Finalement on trouve (1.24) pour 0 < � < 1 en posant M� = �(��)�1(
A=(1� �)+ 2MA=�).Pour les puissan
es � enti�eres, (1.24) r�esulte dire
tement de la proposition 1.13.D'apr�es 
ette même proposition 1.13, ran(U(t)) � dom(An) pour t > 0. D'o�u(1.24) d�e
oule, pour � > 1 non entier, de dom(A� = A��[�℄A[�℄) � dom(A[�℄+1),la repr�esentation (1.25), et l'estimation (1.18) des d�eriv�ees d'ordre [�℄ + 1. �Lemme 1.19 Si �A est le g�en�erateur d'un semi-groupe born�e par MA, alors pourtout Æ > 0 et pour tout � 2 ℄0; 1[ :k(Æ + A)��(e�tA � I)k � sin��� MA(1 +MA)�(1� �) t� (1.27)D�emonstrationÆ + A est en
ore de type (�A;MA), don
(Æ + A)��(e�tA � I) = sin��� Z 10 ���(A+ Æ + �)�1d� Z t0 Ae�sAds; (1.28)



20 CHAPITRE 1. SEMI-GROUPES D'OP�ERATEURSen divisant l'int�egrale en deux parties, on trouve :(Æ + A)��(e�tA � I) = sin��� Z 1=t0 ���(I � (Æ + �)(A+ Æ + �)�1)d� Z t0 e�sAds+ sin��� Z 11=t ���(A+ Æ + �)�1(e�tA � I)d�:Grâ
e aux estimations ke�tAk �MA et k(A+ �)�1k �MA=� on obtient :k(e�tA � I)(Æ + A)��k � sin��� MA(1 +MA)� 11� � + 1�� t�: (1.29)�1.2 Semi-groupes dans un espa
e de Hilbert1.2.1 Op�erateurs ferm�es dans un espa
e de HilbertSoit A un op�erateur ferm�e dans un espa
e de Hilbert H. On d�e�nit l'imagenum�erique Nr(A) � C par :Nr(A) = f(u;Au) : u 2 dom(A) et kuk = 1g: (1.30)Quel que soit A, Nr(A) est une partie 
onvexe du plan 
omplexe (th�eor�eme deHausdor�). Il en r�esulte que le 
ompl�ementaire de l'adh�eren
e de l'image num�erique
 = C n Nr(A) est 
onnexe sauf dans le 
as o�u Nr(A) est une bande limit�ee pardeux droites parall�eles, auquel 
as le 
ompl�ementaire a deux 
omposantes 
onnexes
1;
2. De plus, on a la proposition suivante [32, Ch.V, th�eor�eme 3.2℄ :Proposition 1.20 Soit A un op�erateur ferm�e dans un espa
e de Hilbert H, et soit
 = C n Nr(A). Pour tout z 2 
, (A � z) est inje
tif, son image ran(A � z) estferm�ee et de 
odimension 
onstante dans H (dans 
haque 
omposante 
onnexe de
). Si ran(A � z) = H pour un z 2 
 (ou, respe
tivement 
1;2), alors 
 � �(A)(respe
tivement, 
1;2 � �(A)) et la r�esolvante de A v�eri�e :k(A� z)�1k � 1dist(z;Nr(A)) (1.31)On remarque que si A est un op�erateur born�e sur H, alors le spe
tre de A estin
lus dans l'adh�eren
e de l'image num�erique. On a d'ailleurs les in�egalit�es suivantes[22℄ entre le rayon spe
tral r(A), le rayon num�erique rn(A) = supz2Nr(A) jzj et lanorme kAk : r(A) � rn(A) � kAk; et rn(A) � kAk=2 (1.32)Dans un espa
e de Hilbert, les notions d'op�erateur a

r�etif et se
toriel ont don
une formulation plus dire
te que dans le 
as d'un espa
e de Bana
h, en utilisantl'image num�erique :



1.2. SEMI-GROUPES DANS UN ESPACE DE HILBERT 21D�e�nition 1.21 Un op�erateur A dans un espa
e de Hilbert H est dit a

r�etif si sonimage num�erique Nr(A) est in
luse dans le demi-plan droit fz 2 C : Re z � 0g. Side plus ran(A + �) = H pour un � > 0, alors on dit que A est m-a

r�etif.Un op�erateur m-a

r�etif A est n�e
essairement ferm�e �a domaine dense dans H, etmaximal au sens o�u il n'a pas d'extension a

r�etive [56, 32℄.D�e�nition 1.22 Un op�erateur A dans un espa
e de Hilbert H est dit se
toriel dedemi-angle �A 2 ℄0; �=2[ si son image num�erique Nr(A) est in
luse dans le se
teurferm�e S�A. Si de plus ran(A+ z) = H pour un z 62 S�A, A est dit m-se
toriel.En parti
ulier, un op�erateur A m-se
toriel est m-a

r�etif, don
 ferm�e �a domainedense dans H. La limite �A = 0, 
'est-�a-dire si A est m-se
toriel de demi-angle �pour tout � > 0 (don
 Nr(A) � R+) �equivaut �a : A est auto-adjoint positif. Cesnotions sont li�ees �a la d�e�nition 1.11 dans le sens suivant :{ A est m-a

r�etif si et seulement si A est de type (�=2; 1).{ si A est m-a

r�etif, alors A� est de type (��=2; 1), de plus A� est m-se
torielde demi-angle ��=2 pour tout � 2 [0; 1[ (voir [35℄)En parti
ulier, un op�erateur �A dans un espa
e de Hilbert est le g�en�erateur d'unsemi-groupe holomorphe 
ontra
tant de demi-angle ! si et seulement si A est m-se
toriel de demi-angle �=2�!. Les op�erateurs auto-adjoints positifs engendrent lessemi-groupes holomorphes et 
ontra
tants dans le demi-plan ouvert fz 2 C : Re z >0g.1.2.2 Formes quadratiques et repr�esentationsDans un espa
e de Hilbert de dimension �nie, les notions d'op�erateur lin�eaire etde forme quadratique sont �equivalentes. C'est en
ore vrai en dimension in�nie si on
onsid�ere des op�erateurs born�es et des formes born�ees. Si on passe �a des op�erateurs oudes formes non born�ees, il n'y a plus de relation imm�ediate, mais il existe une th�eoriede la repr�esentation pour 
ertaines 
lasses de formes et d'op�erateurs, notamment lesop�erateurs m-se
toriels.Soit a une forme sesquilin�eaire d�e�nie sur le domaine dom(a) � H, on notea[u℄ = a[u; u℄ lorsqu'on la 
onsid�ere 
omme une forme quadratique, et on d�e�nitles parties r�eelle et imaginaire 
omme les formes sym�etriques d�e�nies sur le mêmedomaine : Re a = 12(a+ a�) et Im a = 12i(a� a�) (1.33)ave
 a�[u; v℄ = a[v; u℄, d'o�u on a aussi(Re a)[u℄ = Re (a[u℄) et (Im a)[u℄ = Im (a[u℄); u 2 dom(a); (1.34)de sorte que a[u; v℄ = (Re a)[u; v℄ + i(Im a)[u; v℄ pour tous u; v 2 dom(a) (mais(Re a)[u; v℄ 6= Re (a[u; v℄) !). Comme pour les op�erateurs, l'image num�erique estd�e�nie par Nr(a) = fa[u℄; u 2 dom(a) et kuk = 1g: (1.35)



22 CHAPITRE 1. SEMI-GROUPES D'OP�ERATEURSOn dit qu'une forme a est se
torielle de demi-angle � 2 ℄0; �=2[ si Nr(a) � S�. Ondit qu'une forme a est ferm�ee si pour toute suite fungn2N � dom(a), telle quea[un � um℄ ! 0 quand n;m ! 0 et un 
onverge vers u, on a u 2 dom(a) etlimn!1 a[un � u℄ = 0. La proposition suivante est appel�ee le premier th�eor�eme derepr�esentation [32, Ch.VI, th�eor�eme 2.1℄.Proposition 1.23 Soit a une forme se
torielle ferm�ee �a domaine dense dans un es-pa
e de Hilbert H. Alors il existe un op�erateur m-se
toriel A unique tel que dom(A) �dom(a) et a[u; v℄ = (u;Av) pour tout u 2 dom(a) et v 2 dom(A). Il existe une 
or-respondan
e bije
tive entre l'ensemble des formes se
torielles ferm�ees �a domainedense et l'ensemble des op�erateurs m-se
toriels. La forme a est born�ee si et seule-ment si A est born�e, a et A ont le même angle et a est sym�etrique si et seulementsi A est auto-adjoint.Comme la somme de deux formes se
torielles ferm�ees a et b est une forme se
-torielle ferm�ee de domaine dom(a) \ dom(b) [32, Ch.VI, th�eor�eme 1.31℄, le premierth�eor�eme de repr�esentation permet de d�e�nir la somme des deux op�erateurs m-se
toriels asso
i�es au sens des formes [32, Ch.VI.5℄. On note A _+B 
ette somme, 
'estpar d�e�nition l'op�erateur m-se
toriel asso
i�e �a la forme se
torielle ferm�ee a+b, dans lesous-espa
e H0 = dom(a) \ dom(b). Il s'agit d'une extension de la somme alg�ebrique,elle peut être d�e�nie de mani�ere non triviale même si dom(A) \ dom(B) = f0g.Le se
ond th�eor�eme de repr�esentation 
on
erne les formes sym�etriques positives[32, Ch.VI, th�eor�eme 2.23℄ :Proposition 1.24 Soit a une forme sym�etrique, positive et ferm�ee �a domaine densedans un espa
e de Hilbert H, et soit A l'op�erateur auto-adjoint asso
i�e. Alors on al'�egalit�e dom(A1=2) = dom(a), eta[u; v℄ = (A1=2u;A1=2v); pour tous u; v 2 dom(a): (1.36)Si a est une forme se
torielle ferm�ee, alors Re a est sym�etrique, positive et ferm�ee(
omme somme de formes se
torielles ferm�ees). On peut don
 d�e�nir l'op�erateurauto-adjoint ReA 
omme l'op�erateur asso
i�e �a Re a, ou en
ore ReA = (A _+A�)=2.A priori, le domaine dom(ReA) est di��erent de dom(A), mais par le th�eor�eme 1.24,dom((ReA)1=2) = dom(Re a) = dom(a). Ces formes et 
es op�erateurs sont li�es parles in�egalit�es suivantes [32, Ch. VI, (1.15)℄ (a est se
torielle de demi-angle �) :(Re a)[u; v℄ � (Re a)[u℄1=2(Re a)[v℄1=2 = k(ReA)1=2ukk(ReA)1=2vk (1.37)j(Ima)[u; v℄j � tan �(Re a)[u℄1=2(Re a)[v℄1=2 (1.38)ja[u; v℄j � (1 + tan �)(Re a)[u℄1=2(Re a)[v℄1=2 (1.39)Suivant [32, Ch.VI, th�eor�eme 3.2℄, on peut donner une expression g�en�erale pourles op�erateurs m-se
toriels : soit A un op�erateur m-se
toriel dans H, alors il existeun op�erateur auto-adjoint born�e C tel queA = (ReA)1=2(I + iC)(ReA)1=2; (1.40)et kCk � tan �A. On a en�n la propri�et�e suivante [32, Ch.VI, th�eor�eme 3.3℄ :



1.2. SEMI-GROUPES DANS UN ESPACE DE HILBERT 23Proposition 1.25 Soit A un op�erateur m-se
toriel dans un espa
e de Hilbert H. Aa une r�esolvante 
ompa
te si et seulement si ReA a la même propri�et�e.1.2.3 Puissan
es fra
tionnaires et in�egalit�es de Heinz-KatoLe probl�eme de la 
omparaison des puissan
es fra
tionnaires et de la formeasso
i�ee est tr�es d�eli
at. Pour un op�erateur auto-adjoint, le se
ond th�eor�eme derepr�esentation donne une r�eponse 
ompl�ete : dom(A1=2) = dom(a). La question dela d�etermination du domaine de la ra
ine 
arr�ee dans le 
as g�en�eral a �et�e soulev�eepar Kato, et porte le nom de 
onje
ture de Kato. Cependant l'�egalit�e dom(A1=2) =dom(a) n'est pas vraie pour un op�erateur m-se
toriel quel
onque. Le 
as des op�era-teurs elliptiques du se
ond ordre, qui est essentiel pour les appli
ations, a �et�e �-nalement r�esolu derni�erement [2℄. Pour un op�erateur m-a

r�etif et des puissan
esstri
tement inf�erieures �a 1=2, Kato a montr�e le r�esultat suivant [35℄ :Proposition 1.26 Soit A un op�erateur m-a

r�etif dans un espa
e de Hilbert H.Alors pour tout � 2 [0; 1=2[, on a :dom(A�) = dom(A��) (1.41)Si A est m-se
toriel, alors dom(A�) = dom(A��) = dom((ReA)�) � dom(a), tou-jours pour � 2 [0; 1=2[.Pour des op�erateurs auto-adjoints, on a l'in�egalit�e de Heinz [56℄ :Proposition 1.27 Soient H1 et H2 deux espa
es de Hilbert et soient A et B desop�erateurs auto-adjoints positifs dans H1 et H2 respe
tivement. Soit T est un op�era-teur born�e de H1 dans H2 tel que T (dom(A)) � dom(B). Supposons qu'il existe une
onstante M telle que pour tout u 2 dom(A), kBTuk � MkAuk, alors pour tout� 2℄0; 1[, T (dom(A�)) � dom(B�) et pour tout u 2 dom(A�)kB�Tuk � M�kTk1��kA�uk (1.42)Ce r�esultat a �et�e g�en�eralis�e par Kato �a deux op�erateurs m-a

r�etifs [36, 37℄ :Proposition 1.28 Soient H1 et H2 deux espa
es de Hilbert et soient A et B desop�erateurs m-a

r�etifs dans H1 et H2 respe
tivement. Soit T est un op�erateur born�ede H1 dans H2 tel que T (dom(A)) � dom(B). Supposons qu'il existe une 
onstanteM telle que pour tout u 2 dom(A), kBTuk � MkAuk, alors pour tout � 2℄0; 1[,T (dom(A�)) � dom(B�) et pour tout u 2 dom(A�)kB�Tuk � e�2�(1��)=2M�kTk1��kA�uk (1.43)
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25
Chapitre 2La formule de Lie-Trotter-Kato
2.1 Un th�eor�eme de Sophus LieL'origine de 
ette formule est la proposition suivante due �a Sophus Lie (1875),qui �etait �enon
�ee en dimension �nie (voir par exemple [48, Ch. VIII.8℄).Proposition 2.1 Soient A et B des matri
es 
arr�ees de dimension d, alors


�eA=neB=n�n � eA+B


 � O(1=n): (2.1)D�emonstrationSoient Sn = e(A+B)=n et Tn = eA=neB=n. AlorsSnn � T nn = n�1Xm=0Smn (Sn � Tn)T n�1�mn ; (2.2)d'o�u kSnn � T nn k � n(maxfkSnk; kTnkg)n�1kSn � Tnk: (2.3)Or keSnk � ekA+Bk=n et kTnk � e(kAk+kBk)=n. On en d�eduit quekSnn � T nn k � n ekAk+kBkkSn � Tnk: (2.4)D'autre part, on peut �e
rire un d�eveloppement limit�e de la di��eren
e Sn � Tn :Sn � Tn = I + A+Bn +O� 1n2���I + An +O� 1n2���I + Bn +O� 1n2��= O� 1n2� ;
e qui 
onduit au r�esultat annon
�e (2.1). �



26 CHAPITRE 2. LA FORMULE DE LIE-TROTTER-KATOOn remarque que 
e raisonnement reste enti�erement valable si l'espa
e est dedimension in�nie, ave
 deux op�erateurs born�es A et B (
f (1.7)) et la topologie de lanorme d'op�erateur (en dimension �nie il n'�etait pas n�e
essaire de pr�e
iser la norme
hoisie puisqu'elles sont �equivalentes).Connaissant la notion de semi-groupe d'op�erateurs dans un espa
e de Bana
h,on peut alors poser la question : existe-t-il une formule d'approximation analogue�a 
elle de Lie pour les semi-groupes ? En fait, 
ette question en 
ontient plusieurs :dans quelle topologie la 
onvergen
e a-t-elle lieu ? Comment la somme A+B est-elled�e�nie (puisque A et B ne sont plus born�es) ? Quelle est la vitesse de la 
onvergen
e ?2.2 Les r�esultats de TrotterEn 1959, Trotter [58℄ d�emontra une telle formule analogue pour des semi-groupes
ontra
tants, dans la topologie forte. �Etant donn�e qu'il s'agit de semi-groupes for-tement 
ontinus, il est naturel d'obtenir une 
onvergen
e dans la même topologieforte, 
ontrairement �a la formule de Lie, o�u il s'agit de groupes 
ontinus en normed'op�erateur. Cependant, il faut aussi une 
ondition qui garantisse que la somme desg�en�erateurs A+B est bien d�e�nie et engendre un semi-groupe.Proposition 2.2 Soient �A et �B, des g�en�erateurs de semi-groupes 
ontra
tantssur un espa
e de Bana
h X. Supposons queCu = Au+Bu; u 2 D (2.5)o�u D � dom(A) \ dom(B) est un sous-espa
e dense tel que �C (d�e�ni sur D)admette une extension � ~C qui soit le g�en�erateur d'un semi-groupe. Alorslimn!1 �e�tA=ne�tB=n�n u = e�t ~Cu (2.6)pour tout u 2 X et tout t � 0.Une autre fa�
on de pr�esenter 
e r�esultat est la suivante : � ~C est un g�en�erateurde semi-groupe tel qu'il admet un domaine essentiel D ave
 ~Cu = Au + Bu pouru 2 D.En fait, il n'est pas n�e
essaire que les semi-groupes soient 
ontra
tants, maisseulement qu'ils satisfassent les 
onditions MA = MB = 1 [58℄. Cette formule deTrotter permet don
 d'appro
her les solutions d'�equations aux d�eriv�ees partielleslin�eaires dans un espa
e de Bana
h, 
onnaissant les solutions des deux �equations
orrespondant aux deux parties A et B s�epar�ees. Par exemple, si H = A + B estle hamiltonien d'un syst�eme quantique d�e
rit dans un espa
e de Hilbert, de sorteque A et B soient auto-adjoints, alors les solutions de l'�equation de S
hr�odingeri ddt = H peuvent être appro
h�ees par (eitA=neitB=n)n (0) [48℄.Ce r�esultat repose sur un autre th�eor�eme d'approximation tr�es important dû�a Trotter [57℄ et appel�e parfois aussi th�eor�eme de Trotter-Neveu-Kato (voir parexemple [12, th�eor�eme 3.17℄, [20, Ch. 1.7℄)



2.3. PREMI�ERES G�EN�ERALISATIONS 27Proposition 2.3 Soit e�tAh une famille de semi-groupes d�ependant d'un param�etreh > 0 sur un espa
e de Bana
h X, telle que ke�tAhk �Me
t ind�ependamment de h.Soit e�tA un semi-groupe d�e�ni sur un sous-espa
e ferm�e X0 � X, ave
 ke�tAk �Me�
t. Les 
onditions suivantes sont �equivalentes(i) il existe t0 > 0 tel que pour tout u 2 X0limh!0 sup0�t�t0 ke�tAhu� e�tAuk = 0: (2.7)(ii) la limite (2.7) est v�eri��ee pour tout t0 > 0.(iii) il existe z > 
 tel que pour tout u 2 X0limh!0(z + Ah)�1u = (z + A)�1u: (2.8)(iv) la limite (2.8) est v�eri��ee pour tout z > 
.(v) pour tout u 2 D, un domaine essentiel de A, il existe des ve
teurs uh 2dom(Ah) tels que limh!0uh = u; limh!0Ahuh = Au:Ce r�esultat montre que la topologie de la 
onvergen
e forte de la r�esolvante
orrespond bien, pour les g�en�erateurs de semi-groupes, �a la topologie forte pourles semi-groupes. On 
onstruira une th�eorie analogue ave
 la topologie de la normed'op�erateur au 
hapitre 7.2.3 Premi�eres g�en�eralisations2.3.1 Cherno�Dans les ann�ees 1960, Cherno� d�emontra la formule de Trotter sous une formeplus g�en�erale, o�u le produit �e�tA=ne�tB=n�n est rempla
�e par une fon
tion �a valeursdans les 
ontra
tions sur l'espa
e de Bana
h X [10℄.Proposition 2.4 Soit F (t) une fon
tion fortement 
ontinue de t 2 [0;1[ �a valeursdans les 
ontra
tions sur X ave
 F (0) = I. Supposons que la d�eriv�ee forte F 0(0)admette pour fermeture un op�erateur �C g�en�erateur d'un semi-groupe 
ontra
tant.Alors F (t=n)n 
onverge vers e�tC dans la topologie forte.Dans le 
as parti
ulier F (t) = e�tAe�tB on retrouve le r�esultat de Trotter. Commeautres exemples, on trouve souvent la moyenne arithm�etique (e�2tA + e�2tB)=2 oules mêmes expressions ave
 des r�esolvantes au lieu des semi-groupes : (I+ tA)�1(I+tB)�1, ((I +2tA)�1+(I +2tB)�1)=2 (voir par exemple [39℄). Dans le 
hapitre 7, onpr�esentera une extension de 
ette th�eorie de Cherno� pour la norme d'op�erateur.



28 CHAPITRE 2. LA FORMULE DE LIE-TROTTER-KATO2.3.2 KatoEn 1978, Kato d�emontra [34℄ une formulation parti
uli�erement a
hev�ee du r�esul-tat de Trotter, dans un espa
e de Hilbert. En e�et, dans 
e 
as, il n'y a pas de
ondition suppl�ementaire sur les g�en�erateurs A et B. Pour d�e�nir la somme, on utilisela th�eorie des formes quadratiques (
f Ch.1.2.2). Par ailleurs, Kato a introduit deuxfon
tions qui ne sont pas n�e
essairement sous forme exponentielle, les op�erateursf(tA) et g(tB) sont alors d�e�nis grâ
e �a la repr�esentation spe
trale des op�erateursauto-adjoints.Proposition 2.5 Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifs dans un es-pa
e de Hilbert H. Soit C = A _+B la somme au sens des formes quadratiques d�e�niesur le sous-espa
e ferm�e H0 = dom(A1=2) \ dom(B1=2). Soient f et g deux fon
tionsr�eelles d�e�nies sur [0;1[, mesurables, telles que0 � f(t) � 1; f(0) = 1; f 0(+0) = �1; (2.9)et de même pour g. Alorslimn!1 (f(tA=n)g(tB=n))n u = e�tCP0u (2.10)pour tout u 2 H, o�u P0 est le proje
teur orthogonal sur H0.Cette 
onvergen
e forte est en
ore vraie pour des g�en�erateurs m-se
toriels �a
ondition de prendre pour f et g la fon
tion t 7! e�t [34, addendum℄.Proposition 2.6 Soient A et B deux op�erateurs m-se
toriels dans un espa
e deHilbert H. Soit C = A _+B la somme au sens des formes quadratiques d�e�nie sur lesous-espa
e ferm�e H0 = dom(A1=2) \ dom(B1=2). Alors on a la 
onvergen
e fortes� limn!1 �e�tA=ne�tB=n�n = e�tCP0; (2.11)o�u P0 est le proje
teur orthogonal sur H0.Pour un expos�e 
lair et 
on
is des di��erents r�esultats sur la 
onvergen
e forte de laformule de Trotter, voir [12, Ch. 3.4 et Ch. 4.5℄.2.4 Au-del�a de la topologie forte2.4.1 Convergen
e dans la topologie de la tra
eJusqu'en 1988, la 
onvergen
e de la formule de Trotter (ave
 des g�en�erateursnon born�es) �etait 
onnue seulement dans la topologie forte. �A 
ette date, Zagrebnov�etablit la 
onvergen
e pour la topologie de la tra
e de la formule de Trotter pour desop�erateurs de S
hr�odinger [61℄. En 1990, Neidhardt et Zagrebnov [42℄ ont �etendu
e r�esultat au 
as abstrait en montrant que la 
onvergen
e a lieu pour la norme de



2.4. AU-DEL�A DE LA TOPOLOGIE FORTE 29la tra
e pour des semi-groupes auto-adjoints si e�tA est un semi-groupe de Gibbs(
'est-�a-dire admettant une tra
e) pour t > 0. Ce type de semi-groupe est 
ontinupour la norme de la tra
e en tout t > 0, mais non en t = 0 o�u seule la 
ontinuit�eforte est vraie (voir 
hapitre 6). Si f est une fon
tion satisfaisant les 
onditions (2.9),on pose 0 � '0(t) = inf0<s�t s�1 �f(s)�1 � 1� � 1;f0(t) = � 1; t = 0(1 + t'0(t))�1; t > 0:Par exemple pour f(s) = e�s, '0(t) = 1.Proposition 2.7 Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifs dans un es-pa
e de Hilbert H, et soient f et g deux fon
tions mesurables satisfaisant les 
ondi-tions (2.9). Si de plus f0(tA) 2 Cp(H), t > 0, 1 � p < 1, alors e�t(A _+B) 2 C1(H0)o�u H0 = dom(A1=2) \ dom(B1=2), et on ak � k1 � limn!1n�p (f(tA=n)g(tB=n))n = e�t(A _+B)P0 (2.12)o�u P0 est le proje
teur orthogonal sur H0.2.4.2 Convergen
e en norme d'op�erateurEn 1993, un nouveau r�esultat surprenant fut 
elui de Rogava [50℄, o�u pour lapremi�ere fois la 
onvergen
e en norme d'op�erateur est �enon
�ee pour des semi-groupesfortement 
ontinus.Proposition 2.8 Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifs dans un es-pa
e de Hilbert H. Supposons que dom(A) � dom(B), et que A+B est auto-adjointsur dom(A). Alors on a


�e�tA=2ne�tB=ne�tA=2n�n � e�t(A+B)


 � O� lnnpn� (2.13)


�e�tB=ne�tA=n�n � e�t(A+B)


 � O� lnnpn� (2.14)Depuis, de nombreux arti
les sont parus sur la 
onvergen
e de la formule deTrotter en norme d'op�erateur, abordant le probl�eme dans diverses dire
tions : ave
des op�erateurs di��erentiels pr�e
is [23, 26, 14, 27℄ ou dans un 
adre abstrait [28, 29,43, 44, 45, 46℄. Avant [4℄, tous 
on
ernaient des g�en�erateurs auto-adjoints positifsdans un espa
e de Hilbert, et les m�ethodes reposaient de mani�ere essentielle sur larepr�esentation spe
trale de 
es op�erateurs. Ainsi, les semi-groupes 
orrespondantssont holomorphes dans le demi-plan ouvert fz 2 C : Re z > 0g. Cette analyti-
it�e parâ�t essentielle pour avoir la 
onvergen
e de la formule de Trotter en norme



30 CHAPITRE 2. LA FORMULE DE LIE-TROTTER-KATOd'op�erateur. En e�et il semble qu'il y ait un lien entre la topologie dans laquelle(au moins) un des semi-groupes intervenant dans la formule est 
ontinu pour t > 0et la topologie dans laquelle la formule 
onverge : si e�tA est un semi-groupe deGibbs (auto-adjoint), don
 
ontinu pour la topologie de la tra
e pour tout t > 0,alors la formule de Trotter 
onverge dans la topologie de la tra
e ; si e�tA est unsemi-groupe holomorphe (auto-adjoint), don
 
ontinu en norme d'op�erateur pourtout t > 0, alors la formule de Trotter 
onverge en norme d'op�erateur. On verra que
ette th�ese 
on�rme 
es id�ees même lorsque les semi-groupes 
onsid�er�es ne sont pasauto-adjoints.2.5 Conditions suÆsantes : 
as auto-adjointParmi tous les r�esultats parus, 
ertains sont dire
tement li�es ave
 
ette th�ese : ilssont don
 rappel�es i
i. Consid�erons deux fon
tions f et g satisfaisant les 
onditions(2.9). On ajoute les 
onditions suivantes [43℄ :supx>0 1� f(x)x < +1 (2.15)supx>0 1� g(x)x = S1 < +1 (2.16)supx>0 �����f(x)� 11 + x� 1x2 ���� < +1 (2.17)supx>0 �����g(x)� 11 + x� 1x2 ���� < +1 (2.18)supx>0 xf(x)1=21� f(x) = S2 < +1 (2.19)Proposition 2.9 (
f [43℄) Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifsdans un espa
e de Hilbert H, ave
 A � I, B � I. Soient f et g deux fon
tionssatisfaisant (2.9) et les 
onditions 
i-dessus. Supposons que dom(A) � dom(B)et kBuk � akAuk, pour tout u 2 dom(A) ave
 0 < aS1S2 < 1. Alors on a lesestimations de 
onvergen
e suivantes en norme d'op�erateur, uniform�ement pour t 2[0;+1[ : 


�f(tA=n)1=2g(tB=n)f(tA=n)1=2�n � e�t(A+B)


 � O� lnnn � (2.20)

(f(tA=n)g(tB=n))n � e�t(A+B)

 � O� lnnn � (2.21)Proposition 2.10 (
f [44℄) Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifsdans un espa
e de Hilbert H, ave
 A � I, B � 0. Soient f et g deux fon
tionssatisfaisant (2.9) et les 
onditions 
i-dessus. On note H = A _+B la somme au



2.6. CONDITION N�ECESSAIRE ET SUFFISANTE 31sens des formes quadratiques et on suppose que dom(A1=2) \ dom(B1=2) est densedans H. Supposons de plus que dom(A�) � dom(B�) et kB�uk � akA�uk, pourun � 2 ℄1=2; 1[ et pour tout u 2 dom(A�) ave
 0 < a1=�S1S2 < 1. Alors on ales estimations de 
onvergen
e suivantes en norme d'op�erateur, uniform�ement pourt 2 [t0;+1[ (t0 > 0) :


�f(tA=n)1=2g(tB=n)f(tA=n)1=2�n � e�tH


 � O� lnnn2��1� (2.22)

(f(tA=n)g(tB=n))n � e�tH

 � O� lnnn2��1� : (2.23)Si de plus dom(H�) � dom(A�), alors on a les estimations de 
onvergen
e O(n1�2�),uniformes en t sur [0;+1[.Ces r�esultats seront g�en�eralis�es �a des semi-groupes non auto-adjoints dans plu-sieurs 
as. Dans le 
hapitre 4, on montrera une extension de la proposition 2.9 pourB m-a

r�etif ave
 la même vitesse de 
onvergen
e ; au 
hapitre 5, on montrera uneextension de la proposition 2.10 pour des g�en�erateurs m-se
toriels et sans estimation.Par ailleurs, Neidhardt et Zagrebnov ont montr�e [45℄ que la 
ompa
it�e de lar�esolvante d'un des g�en�erateurs est suÆsante pour avoir la 
onvergen
e en normed'op�erateur de la formule de Trotter, mais il n'y a pas d'estimation d'erreur dans 
e
as. Ce r�esultat �etend en parti
ulier 
elui de la proposition 2.7 au 
as p = 1. Pluspr�e
is�ement, on a :Proposition 2.11 Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifs dans unespa
e de Hilbert H. Si (I +A)�1(I +B)�1 est 
ompa
t, alors la formule de Trotter-Kato (f(tA=n)g(tB=n))n 
onverge en norme d'op�erateur vers e�tHP0 lo
alement uni-form�ement sur ℄0;+1[. H = A _+B est la somme au sens des formes d�e�nie dans lesous-espa
e H0 = dom(A1=2) \ dom(B1=2), P0 est le proje
teur orthogonal sur H0 et(I0 +H)�1P0 est 
ompa
t.On verra au 
hapitre 5 
omment 
ette proposition peut être �etendue au 
asd'op�erateurs m-se
toriels.2.6 Condition n�e
essaire et suÆsante : 
as auto-adjointDans le 
as de semi-groupes auto-adjoints sur un espa
e de Hilbert, des 
onditionsn�e
essaires et suÆsantes ont �et�e �enon
�ees [45℄. La proposition suivante g�en�eralise laproposition 2.4 de Cherno� puisque les limites sont prises dans la topologie de lanorme d'op�erateur.Proposition 2.12 Soit f�(s)gs�0 une famille de 
ontra
tions auto-adjointes posi-tives sur un espa
e de Hilbert H. Soit X(s) = (I � �(s))=s pour s > 0, et soit



32 CHAPITRE 2. LA FORMULE DE LIE-TROTTER-KATOX0 un op�erateur auto-adjoint d�e�ni dans un sous-espa
e ferm�e H0 � H. Alors lespropositions suivantes sont �equivalentes :(a) lims!+0

(� +X(s))�1 � (� +X0)�1P0

 = 0; pour un � > 0;(b) limn!1

�(t=n)n � e�tX0P0

 = 0; pour t > 0:Proposition 2.13 Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifs sur unespa
e de Hilbert H, et soient f et g deux fon
tions satisfaisant (2.9). On noteH = A _+B d�e�ni sur le sous-espa
e ferm�e H0 = dom(A1=2) \ dom(B1=2) et P0 est leproje
teur orthogonal sur H0. Alors les 
onditions suivantes sont �equivalentes :(i) limr!+1 supt2[a;b℄ k �f(tA=n)1=2g(tB=n)f(tA=n)1=2�n � e�tHP0k = 0; [a; b℄ �℄0;+1[(ii) limt!0 k(�+R(t))�1 � (�+H)�1P0k = 0; � > 0(iii) limr!+1 supt2[a;b℄ k (f(tA=n)g(tB=n))n � e�tHP0k = 0; [a; b℄ �℄0;+1[(iv) limt!0 k(�+X(t))�1 � (�+H)�1P0k = 0; � > 0;o�u R(t) = t�1(I�f(tA=n)1=2g(tB=n)f(tA=n)1=2) et X(t) = t�1(I�f(tA=n)g(tB=n)).Ces r�esultats seront �etendus au 
as non auto-adjoint au 
hapitre 7.2.7 Convergen
e dans les id�eaux sym�etriquementnorm�esPlusieurs des r�esultats de 
onvergen
e pr�e
�edents (notamment les propositions2.7, 2.9, 2.10) ont �et�e g�en�eralis�es �a la 
onvergen
e dans les id�eaux sym�etriquementnorm�es de l'alg�ebre B(H) [24, 46℄. Soit � une fon
tion normante sym�etrique, alors� d�e�nit un id�eal not�e L�(H) 
onstitu�e par les op�erateurs 
ompa
ts T sur H telsque �(fsk(T )gk2N) < 1 [46, x2℄. On note fsk(T )gk2N les valeurs singuli�eres del'op�erateur 
ompa
t T , 
'est-�a-dire les valeurs propres de l'op�erateur auto-adjoint
ompa
t pT �T . Cet id�eal L�(H) devient un espa
e de Bana
h muni de la normekTk� = �(fsk(T )gk2N). La proposition suivante reprend le th�eor�eme 3.5 de [46℄.Proposition 2.14 Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifs dans unespa
e de Hilbert s�eparable H. Soient fD et gD deux fon
tions mesurables telles que(gD(t0B)1=2fD(t0A)gD(t0B)1=2)p = FD(t0)p 2 L�(H) pour un t0 > 0 et un entierp � 1. Si les fon
tions f et g v�eri�ent les 
onditions (2.9) et sont domin�ees respe
-tivement par fD et gD (
'est-�a-dire h(qx)1=q � hD(x), 0 < q � 1 et x � 0), et que laformule de Trotter 
onverge lo
alement uniform�ement sur ℄0;+1[ pour la fon
tionF (t) = g(tB)1=2f(tA)g(tB)1=2 en norme d'op�erateur, alors la formule de Trotter
onverge dans L�(H) lo
alement uniform�ement sur ℄pt0;+1[ pour les di��erentesfon
tion engendr�ees par f et g : f(tA)g(tB), g(tB)f(tA), f(tA)1=2g(tB)f(tA)1=2,g(tB)1=2f(tA)g(tB)1=2.



2.8. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES 33On a aussi le r�esultat suivant (th�eor�eme 4.5 de [46℄).Proposition 2.15 Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifs dans unespa
e de Hilbert s�eparable H. Soit fD une fon
tion mesurable telle que fD(qx)1=q �fD(x), x; q > 0, et fD(t0A) 2 L�(H) pour un t0 > 0. Si les fon
tions f et g v�eri�entles 
onditions (2.9) et que f(x) � fD(x), alors la formule de Trotter 
onvergedans L�(H) lo
alement uniform�ement sur ℄t0;+1[ pour les di��erentes fon
tions en-gendr�ees par f et g, 
omme dans la proposition 2.14.Un int�erêt majeur de 
onnâ�tre la 
onvergen
e de la formule de Trotter dans 
esid�eaux est l'appli
ation �a la m�e
anique statistique quantique. En e�et en m�e
aniquestatistique quantique, la fon
tion fondamentale r�egissant le 
omportement d'unsyst�eme est la fon
tion de partition tr e��H et les moyennes thermodynamiquessont obtenues par des tra
es de la matri
e densit�e �(�) = e��H=tr e��H , o�u H estla hamiltonien du syst�eme et � l'inverse de la temp�erature. Si la hamiltonien s'�e
ritH = A + B, alors on peut appro
her la fon
tion de partition par la formule deTrotter, �a 
ondition que 
elle-
i 
onverge dans la topologie o�u la tra
e est 
ontinue,
'est-�a-dire la topologie de la norme de l'id�eal asso
i�e �a 
ette tra
e. On pr�esenteraau 
hapitre 6 des r�esultats de 
onvergen
e en norme de tra
e pour des semi-groupesnon auto-adjoints.2.8 Exemples et 
ontre-exemplesComme tous 
es r�esultats le montrent, la formule de Trotter 
onverge sousdes 
onditions assez larges sur les deux semi-groupes 
onsid�er�es. Cependant il estint�eressant de savoir que des 
ontre-exemples ont �et�e trouv�es. Le premier, dû �a Trot-ter [58℄, montre l'importan
e de l'hypoth�ese que les semi-groupes soient 
ontra
tants(ou du moins v�eri�ent la 
ondition M = 1, appel�ee par Trotter "the norm 
ondi-tion").2.8.1 Semi-groupes non 
ontra
tantsSoitX = L1(R), 
onsid�erons les semi-groupes suivants [58℄ : Tt d�e�ni par Ttf(x) =f(x + t) et Ut par Utf(x) = f( ( �1(x) � t)), o�u  (x) = x si x � 0 et  (x) = 2xsi x > 0. Alors le g�en�erateur de Tt est l'op�erateur di��erentiel d=dx et 
elui deUt est �(x)d=dx, o�u �(x) = �1 si x � 0 et �(x) = �2 si x > 0. Le domainedom(d=dx) est l'ensemble des fon
tions absolument 
ontinues de L1(R) dont lad�eriv�ee est en
ore dans L1(R). On a alors dom(d=dx) = dom(�(x)d=dx). Consid�eronsfh = �[�h;0℄ la fon
tion 
ara
t�eristique de l'intervalle [�h; 0℄, alors on peut 
al
uler(ThUh)nfh = �[�h;nh℄. D'o�u on en d�eduit que k(ThUh)nk � n + 1 quel que soit h,puisque kfhk = h. Si la formule de Trotter (Tt=nUt=n)n 
onvergeait fortement, alorspar le th�eor�eme de Bana
h-Steinhaus, la suite (Tt=nUt=n)n serait �equi
ontinue, don
born�ee en norme d'op�erateur. Comme 
e n'est pas le 
as, on en d�eduit que la formulede Trotter ne 
onverge pas dans la topologie forte.



34 CHAPITRE 2. LA FORMULE DE LIE-TROTTER-KATOEn fait, on peut montrer que la somme des g�en�erateurs n'a pas d'extension quisoit g�en�eratri
e de semi-groupe. Soit f(x) = 0 si x � 0 et f(x) = e��x si x > 0.Alors f 2 dom(d=dx) = dom(�(x)d=dx) et (�+d=dx+�(x)d=dx)f(x) = 0 pour toutx 2 R, 
e qui entrâ�ne que la somme d=dx+ �(x)d=dx n'a pas d'extension telle que(�+ d=dx+�(x)d=dx) soit inversible, 
ondition n�e
essaire pour que 
ette extensionsoit g�en�eratri
e d'un semi-groupe.Cherno� a montr�e [11℄ que de tels exemples peuvent être 
onstruits aussi dansun espa
e de Hilbert.2.8.2 In
uen
e des domaines des g�en�erateursUne famille d'exemples tr�es int�eressants a �et�e 
onstruite par Hiroshi Tamura [55℄.Ces exemples ont prin
ipalement deux 
ons�equen
es :{ on peut avoir la 
onvergen
e forte de la formule de Trotter sans la 
onvergen
een norme d'op�erateur ;{ l'estimation en n1�2� donn�ee dans [44℄ est la meilleure possible 
ompte tenudes 
onditions.Proposition 2.16 (
f [55℄) Pour 
haque � 2℄0; 1[ il existe deux op�erateurs (expli-
ites) A et B auto-adjoints sur un espa
e de Hilbert H, tels que(i) A � I; B � 0(ii) dom(A�) � dom(B�); kB�uk � akA�uk; u 2 dom(A�) et 0 < a < 1(iii) dom((A _+B)�) � dom(A�);et que les in�egalit�es suivantes soient v�eri��ees :


e�t(A _+B) � �e�tA=ne�tB=n�n


 � Ctn2��1 pour � 2℄1=2; 1[ (2.24)lim infn!1 


e�t(A _+B) � �e�tA=ne�tB=n�n


 � Dt pour � 2℄0; 1=2[; (2.25)o�u Ct et Dt sont des fon
tions positives et 
ontinues de t > 0.Ainsi, il apparâ�t que les 
onditions dans lesquelles a lieu la 
onvergen
e en normed'op�erateur sont li�ees �a la "proximit�e" des domaines de A et de B de mani�ere assezsubtile. Pour l'instant, la limite exa
te entre la 
onvergen
e forte et la 
onvergen
een norme n'est pas 
laire. Cependant on verra que le fait que A et B soient auto-adjoint n'est pas essentiel dans 
e probl�eme. Si 
e n'est pas le 
as, il faut 
onsid�erer�egalement les domaines des op�erateurs adjoints.2.8.3 Solution du probl�eme de RogavaDans les arti
les tout r�e
ents [30, 31℄, la solution 
ompl�ete du probl�eme soulev�epar Rogava en 1993 a �et�e obtenue. Il s'agit du 
as o�u A et B sont deux op�erateursauto-adjoints positifs tels que leur somme alg�ebrique d�e�nie sur dom(A) \ dom(B)



2.8. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES 35soit en
ore un op�erateur auto-adjoint (
f proposition 2.8). Le r�esultat est alors ana-logue �a 
elui de Lie pour la formule non sym�etrique (2.26).Proposition 2.17 Soient A et B deux op�erateurs auto-adjoints positifs dans unespa
e de Hilbert H, tels que leur somme alg�ebrique C = A + B soit un op�erateurauto-adjoint sur dom(C) = dom(A)\dom(B). Alors on a les 
onvergen
es suivantesen norme d'op�erateur : 


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tC


 � O(1=n) (2.26)


�e�tA=2ne�tB=ne�tA=2n�n � e�tC


 � O(1=n) (2.27)uniform�ement pour t dans un intervalle 
ompa
t de [0;1[, ou sur [0;1[ si C eststri
tement positif. De plus, 
es vitesses de 
onvergen
e sont optimales.Un r�esultat analogue est formul�e ave
 deux fon
tions f et g v�eri�ant 
ertainespropri�et�es, et il est remarquable que la formule sym�etris�ee n'am�eliore pas la vitessei
i, 
ontrairement au 
as des g�en�erateurs born�es. Un exemple expli
ite est donn�edans [31℄ o�u l'on a


e�t(A+B) � �e�tA=2ne�tB=ne�tA=2n�n


 � L(t)=n (2.28)
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Chapitre 3Convergen
e et estimationsd'erreur dans un espa
e de Bana
hComme on l'a vu dans le 
hapitre 2, tous les r�esultats sur la 
onvergen
e de laformule de Trotter en norme d'op�erateur 
on
ernaient jusqu'�a pr�esent des op�erateursauto-adjoints dans un espa
e de Hilbert. Ce 
hapitre propose don
, �a notre 
onnais-san
e, le premier r�esultat similaire dans un espa
e de Bana
h quel
onque. Il estessentiellement extrait de l'arti
le [4℄. On 
onsid�ere un semi-groupe holomorphe de
ontra
tions e�tA, et un op�erateur de perturbation B, m-a

r�etif ave
 une 
onditionde petitesse relative. Le semi-groupe obtenu en limite est engendr�e par la sommealg�ebrique A + B. En fait, le point de d�epart pour obtenir une estimation d'er-reur est le même que pour la formule de Lie (2.2). Ensuite, une s�erie d'estimationsinterm�ediaires est n�e
essaire. Certaines peuvent être formul�ees dans un 
adre as-sez g�en�eral, 
e qui 
onstitue la partie suivante. Puis on examinera la question desperturbations des semi-groupes holomorphes, et on pr�esentera la d�emonstration dur�esultat prin
ipal de 
e 
hapitre.3.1 R�esultats pr�eliminaires3.1.1 Propri�et�es g�en�eralesLes quelques lemmes qui suivent sont pr�esent�es de fa�
on �a pouvoir être utilis�esdans la suite. Les trois premiers lemmes expriment des propri�et�es g�en�erales des semi-groupes born�es sur un espa
e de Bana
h, ils montrent 
omment on peut obtenir desestimations analogues aux d�eveloppements limit�es ordinaires, en norme d'op�erateur,bien que les semi-groupes ne soient 
ontinus que dans la topologie forte. Pour 
ela,il suÆt d'introduire des puissan
es n�egatives du g�en�erateur.Lemme 3.1 Soit Q(t) un semi-groupe born�e de g�en�erateur inversible �A dans un



38 CHAPITRE 3. DANS UN ESPACE DE BANACHespa
e de Bana
h X, alors pour tout t � 0 et tout n 2 N , on a Q(t)� nXk=0 (�tA)kk! !A�n�1 = � Z t0  Q(�)� n�1Xk=0 (��A)kk! !A�nd�; (3.1)




 Q(t)� nXk=0 (�tA)kk! !A�n�1




 � MA tn+1(n + 1)! : (3.2)D�emonstrationPro
�edons par r�e
urren
e. Montrons d'abord que (
f [51℄) :(Q(t)� I)x = � Z t0 Q(�)Axd�; 8x 2 dom(A): (3.3)Grâ
e �a la d�e�nition du semi-groupe on a pour � > 0Z t0 Q(s)Q(�)� I� ds = Z t0 Q(s+ �)�Q(s)� ds= Z t+�t Q(s)� ds� Z �0 Q(s)� ds= (Q(t)� I)1� Z �0 Q(s)ds:De plus : lim�!0 1� Z �0 Q(s)xds = x; 8x 2 X;lim�!0 Q(�)� I� x = �Ax; 8x 2 dom(A):Ce qui prouve (3.3), et 
omme A a un inverse born�e, on obtient (3.1) pour n = 0.De plus, 
omme Q(t) est born�e par MA, on obtient l'estimation (3.2) pour n = 0.Supposons que (3.1) et (3.2) sont vraies pour un entier n, alors un 
al
ul simple
onduit �a (3.1) pour n+1. D'o�u, en utilisant la repr�esentation (3.1) et (3.2) pour na�n de majorer l'int�egrand, on obtient (3.2) pour n+1. Ce qui termine le raisonne-ment par r�e
urren
e. �De la même mani�ere, on peut obtenir une sorte de d�eveloppement limit�e pour(I + A)�1, �a 
ondition de "renormaliser" par des puissan
es de A�1.Lemme 3.2 Soit A un op�erateur 
omme dans le lemme 3.1. Alors pour tout n � 0 :(I + A)�1A�n�1 =  nXk=0(�A)k!A�n�1 + (�1)n+1(I + A)�1: (3.4)



3.1. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 39D�emonstrationPour n = 0, la repr�esentation (3.4) provient de la formule de la r�esolvante :(I + A)�1 � A�1 = �(I + A)�1A�1: (3.5)Supposons que (3.4) est vraie pour un entier n, alors :(I + A)�1A�n�2 =  nXk=0(�A)k!A�n�2 + (�1)n+1(I + A)�1A�1: (3.6)En appliquant (3.5) au dernier terme de (3.6) on obtient la repr�esentation (3.4) pourn + 1, et don
 pour tout n par r�e
urren
e. �Lemme 3.3 Si Q(t) est un semi-groupe born�e de g�en�erateur inversible �A alors :



 1t2 �(I + tA)�1 �Q(t)�A�2



 � 3MA=2; 8t > 0: (3.7)D�emonstrationD'apr�es le lemme 3.1 on obtientk(Q(t)� I + tA) 1t2A�2k � MA2 : (3.8)Par ailleurs le lemme 3.2, donne



�(I + tA)�1 � I + tA� 1t2A�2



 = k(I + tA)�1k � MA: (3.9)La derni�ere majoration provient de (I + tA)�1 = (1=t)RA(�1=t) et kRA(��)k �MA=(� + Æ), Æ � 0, pour un semi-groupe born�e de g�en�erateur inversible (
f propo-sition 1.3). D'o�u (3.7) d�e
oule de (3.8) et (3.9). �3.1.2 Estimations du fa
teur 
entralDans les deux lemmes suivants, on 
onsid�ere deux semi-groupes e�tA et e�tB, ave
une 
ondition de petitesse de B par rapport �a A. On va �etablir des estimations quipermettront de modi�er le raisonnement de Lie a�n de traiter le 
as de g�en�erateursnon born�es. Consid�erons le fa
teur 
entral Sn� Tn dans l'identit�e (2.2). Dans le 
aspr�esent, on n'a pas dire
tement k(e�tB=ne�tA=n) � e�t(A+B)=nk � O(1=n2) 
ommedans le 
as de Lie, mais on va introduire des fa
teurs AA�1 dans l'identit�e de d�epart(2.2). On pose F (�) = e��Be��A et U(�) = e��(A+B), d'o�uF (�)n � U(�)n = n�1Xm=0F (�)n�m�1AA�1(T (�)� U(�))A�1AU(�)m; (3.10)



40 CHAPITRE 3. DANS UN ESPACE DE BANACHde sorte qu'on pourra retrouver des estimations analogues grâ
e aux inverses deA. Le produit F (�) = e��Be��A est analogue �a op�erateur de Ka
 ou de transfert[23℄, qui est asso
i�e �a l'op�erateur de S
hr�odinger : e��V=2e��e��V=2, o�u V est unpotentiel et � est le lapla
ien. Des r�esultats remarquables ont �et�e obtenus pour 
etype d'op�erateurs [23, 14, 15, 16, 26, 27, 13℄. En e�et ave
 
ertaines 
onditions surle potentiel V , on a les estimations suivantes en norme d'op�erateur [14℄ :

e��V=2e��e��V=2 � e��(��+V )

 � O(� 2) (3.11)

e��V e�� � e��(��+V )

 � O(�); (3.12)alors qu'en dimension �nie, on a respe
tivement O(� 3) et O(� 2). Pour �etudier la
as abstrait, on demande que dom(A) � dom(B) et dom(A�) � dom(B�), 
e quiimplique par le th�eor�eme du graphe ferm�e (les op�erateurs A et B sont ferm�es) qu'ilexiste des 
onstantes positives a, a� et b, b� telles que :8x 2 dom(A) � dom(B); kBxk � akAxk+ bkxk; (3.13)8� 2 dom(A�) � dom(B�); kB��k � a�kA��k+ b�k�k: (3.14)(voir par exemple [32, Ch. III.4℄). Si A�1 est born�e, alors on peut poser b = 0 quitte�a rempla
er a par a+ bkA�1k. Ces deux lemmes sont des g�en�eralisations �a des semi-groupes quel
onques des lemmes 2.5 et 2.6 de [43℄, qui 
on
ernent des op�erateursauto-adjoints dans un espa
e de Hilbert et utilisent la repr�esentation spe
trale.Lemme 3.4 Soient �A, ave
 un inverse born�e, et �B des g�en�erateurs de semi-groupes born�es. Supposons que B v�eri�e les 
onditions (3.13), (3.14) et que l'op�era-teur �H = �(A + B) ave
 dom(H) = dom(A) est le g�en�erateur inversible d'unsemi-groupe. Alors il existe une 
onstante L1 telle que pour tout � � 0 :

A�1 �F (�)� e��(A+B)�

 � L1�; (3.15)

�F (�)� e��(A+B)�A�1

 � L1�; (3.16)o�u F (�) peut être e��Ae��B, ou e��Be��A, ou e��A=2e��Be��A=2.D�emonstrationGrâ
e aux identit�esA�1 �e��Ae��B � e��(A+B)� = A�1e��A �e��B � I�+A�1 �e��A � I�+ A�1HH�1 �I � e��H� ;A�1 �e��Be��A � e��(A+B)� = A�1 �e��B � I� e��A+A�1 �e��A � I�+ A�1HH�1 �I � e��H� ;A�1 �e��A=2e��Be��A=2 � e��(A+B)� = A�1e��A=2 �e��B � I� e��A=2+A�1 �e��A � I�+ A�1HH�1 �I � e��H� ;



3.1. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 41et au lemme 3.1 on obtient :

A�1 �F (�)� e��H�

 � 



Z �0 dsA�1Be�sB



+ 

A�1 �e��A � I�

 + kA�1Hk 

H�1 �I � e��H�

� kA�1BkMB� +MA� + kA�1HkMH�:La 
ondition (3.14) implique que kB�A��1k � a�+b�kA�1k et don
 k(A�1B)�k �a�+ b�kA�1k. On en d�eduit que l'op�erateur A�1B est aussi born�e par a�+ b�kA�1k.D'o�u on a en
ore kA�1Hk � kI+A�1Bk � 1+a�+b�kA�1k. Pour obtenir (3.16) onutilise (3.13), et de la même mani�ere on trouve kBA�1k � a+ bkA�1k et kHA�1k �1 + a+ bkA�1k. On pose don
 L1 =MBa0 +MA +MH(1 + a0) o�u a0 = max(a; a�) +max(b; b�)kA�1k. �Lemme 3.5 Soient A, B et H = A+B v�eri�ant les mêmes 
onditions que dans lelemme 3.4. Alors il existe une 
onstante L2 telle que pour tout � � 0 :

A�1 �F (�)� e��(A+B)�A�1

 � L2� 2; (3.17)o�u F (�) peut être e��Ae��B, ou e��Be��A, ou e��A=2e��Be��A=2.D�emonstrationD'apr�es les identit�esA�1(e��Ae��B � e��H)A�1 = A�1(I � e��A)(I � e��B)A�1 + (3.18)A�1(e��A + e��B � e��H � I)A�1; (3.19)A�1(e��Be��A � e��H)A�1 = A�1(I � e��B)(I � e��A)A�1 + (3.20)A�1(e��A + e��B � e��H � I)A�1; (3.21)et A�1(e��A=2e��Be��A=2 � e��H)A�1= A�1=2(I � e��A=2)(I � e��B)e��A=2H�1 + (3.22)A�1(I � e��B)(I � e��A=2)A�1 + (3.23)A�1(e��A + e��B � e��H � I)A�1; (3.24)on majore s�epar�ement 
haque terme. D'apr�es le lemme 3.1 on a

A�1(I � e��A)(I � e��B)A�1

� 

A�1(I � e��A)

 



Z �0 dse�sB



 kBA�1k�MAMB(a+ bkA�1k)� 2



42 CHAPITRE 3. DANS UN ESPACE DE BANACHet de même pour (3.20), (3.22) et (3.23). Pour les termes (3.19), (3.21) et (3.24), ona e��B + e��A � e��H � I = (3.25)(e��B � I + �B) + (e��A � I + �A)� (e��H � I + �H);et e��C � I + �C = Z �0 ds(I � e�sC)C = Z �0 ds Z s0 d�Ce��CC: (3.26)D'o�u on obtient la majoration :

A�1 �e��B + e��A � e��H � I�A�1

� Z �0 ds Z s0 d� 

A�1Be��BBA�1

+ Z �0 ds 

A�1(I � e�sA)

+ Z �0 ds 

A�1HH�1(I � e�sH)HA�1

� kA�1BkkBA�1kMB� 2=2 +MA� 2=2 + kA�1HkkHA�1kMH� 2=2;d'apr�es le lemme 3.1. Finalement en utilisant les 
onditions (3.13) et (3.14) ontrouve (3.17) ave
 L2 = 3a0MAMB=2 + MBa02=2 + MA=2 + MH(1 + a0)2=2 ave
a0 = max(a; a�) + max(b; b�)kA�1k. �3.2 Perturbation des semi-groupes holomorphesSoit fe�tAgt�0 un semi-groupe holomorphe 
ontra
tant sur un espa
e de Bana
hX, on va montrer que pour une 
ertaine 
lasse de perturbations B, �(A + B) esten
ore g�en�erateur d'un semi-groupe holomorphe. Ce point est n�e
essaire pour avoirune estimation du fa
teur kAe�s(A+B)k dans l'identit�e (3.10), grâ
e �a la proposi-tion 1.13. Plus pr�e
is�ement, les perturbations �a 
onsid�erer doivent d'abord être desg�en�erateurs de semi-groupes 
ontra
tant (
ondition pour la formule de Trotter), etensuite être suÆsamment petites par rapport �a A :(H1) �B est le g�en�erateur d'un semi-groupe 
ontra
tant,(H2) il existe un r�eel � 2 [ 0; 1[ tel que dom(A�) � dom(B) et dom(A�) �dom(B�).Remarquons que l'on peut supposer que A a un inverse born�e ; si 
e n'est pas le
as, on 
onsid�ere A+� pour un � > 0, et on a dom((A+�)�) = dom(A�) � dom(B)par la proposition 1.17.Remarque 3.6 La 
ondition dom(A�) � dom(B) (introduite par I
hinose et Ta-mura [28℄) implique que B est relativement born�e par rapport �a A ave
 une borne



3.2. PERTURBATION DES SEMI-GROUPES HOLOMORPHES 43relative �egale �a z�ero. En e�et, pour � > 0, on a dom(A+ �) � dom(A�) � dom(B)et par la proposition 1.16 on obtient (A�1 est suppos�e born�e) :kB(A+ �)�1k � kBA��kkA�(A + �)�1k � C��1��kBA��k: (3.27)Comme les op�erateurs A� et B sont ferm�es, les in
lusions (H2) entrâ�nent quekBA��k � d < 1 et kB�A��1k � d0 < 1. D'o�u si x 2 dom(A) � dom(B), on al'in�egalit�e kBxk � C�kBA��k�1�� kAxk + ��C�kBA��kkxk (3.28)et la borne relative dans (3.28) peut être 
hoisie arbitrairement petite grâ
e aud�e
alage � > 0.Pour de telles perturbations on peut montrer le r�esultat suivant (
f [32, Ch. IX,
orollaire 2.5℄) :Lemme 3.7 Soit e�tA un semi-groupe holomorphe 
ontra
tant pour t � 0, de demi-angle ! sur un espa
e de Bana
h X, et soit B un op�erateur a

r�etif satisfaisant la
ondition (H2). Alors la somme alg�ebrique �(A + B) ave
 dom(A + B) = dom(A)est le g�en�erateur d'un semi-groupe holomorphe et 
ontra
tant pour t � 0.D�emonstrationOn montre que A + B est bien un op�erateur de type (�;M) pour un angle � 2℄0; �=2[ (
f d�e�nition 1.11). Soit � > 0, d'apr�es (3.28) on a pour j arg(z)j < !+�=2��(ainsi z 2 �(�A), 
ar A est de type (�=2� !;M))kB(A+ z)�1k � C�kBA��k�1�� kA(A+ z)�1k+ ��C�kBA��kk(A+ z)�1k; (3.29)
e qui 
onduit �akB(A+ z)�1k � C�kBA��k�1�� (1 +N�) + ��C�kBA��kN�jzj ; (3.30)o�u N� =M!+�=2��, 
f (1.15). Don
 la s�erie de Neumann pour (A+B+z)�1 
onvergesi le membre de droite de (3.30) est, en norme, inf�erieur �a 1. D'o�u on peut 
hoisir �tel que le premier terme dans l'in�egalit�e (3.30) soit inf�erieur �a 1, et le se
ond termepeut être rendu aussi petit que l'on veut en prenant jzj > 
 assez grand. Alors onobtient : k(A+B + z)�1k � Mjz � 
j (3.31)pour j arg(z � 
)j < ! + �=2� � = �, o�u M et 
 sont des 
onstantes positives. Parla proposition 1.12 on en 
on
lut que �(A + B) est g�en�erateur d'un semi-groupeholomorphe quasi-born�e de demi-angle ! � �.D'autre part, A et B (par (H1)) sont a

r�etifs, d'o�u A + B est a

r�etif. Or siz 2 ℄ � 1; 0[ a un module suÆsamment grand (jzj > 
), z est dans l'ensemble



44 CHAPITRE 3. DANS UN ESPACE DE BANACHr�esolvant de A+B, d'o�u on 
on
lut que �(A+B) est g�en�erateur d'un semi-groupe
ontra
tant, par la proposition 1.8. Ce
i montre don
 que l'on peut prendre M = 1et 
 = 0 dans l'�equation (3.31) lorsque z > 0. �3.3 Estimations d'erreurAvant d'�etablir le r�esultat prin
ipal de 
e 
hapitre, il reste un fa
teur �a estimerdans l'identit�e (3.10), 
'est-�a-dire k(e�tB=ne�tA=n)n�m�1Ak. C'est le rôle du lemmesuivant, o�u intervient la 
ondition (H2) de I
hinose et Tamura [28℄, ainsi que l'hy-poth�ese que les semi-groupes e�tA et e�tB sont 
ontra
tants.Lemme 3.8 Soit �A le g�en�erateur inversible d'un semi-groupe holomorphe de 
on-tra
tions. Si �B est le g�en�erateur d'un semi-groupe 
ontra
tant et qu'il existe unr�eel � 2 [0; 1[ tel que dom(A�) � dom(B), alors pour tous k � 1 et � > 0 :


�e��Be��A�k A


 � L3�� + M1(A)k� ; � > 0; (3.32)


�e��Be��A�k A


 � ~L3(1 + ln k) + M1(A)k� ; � = 0: (3.33)D�emonstration


�e��Be��A�k A


 � 


��e��Be��A�k � e�k�A�A


 + 

e�k�AA

� 




k�1Xj=0 �e��Be��A�k�1�j �e��B � I� e��Ae�j�AA




+ 

e�k�AA

� k�1Xj=0 



Z �0 dse�sBBA��



 

A�e�(j+1)�AA

 + 

e�k�AA

 :La se
onde in�egalit�e est due au fait que ke�tAk � 1 et ke�tBk � 1, et �a l'�equation(3.3) du lemme 3.1. De l'hypoth�ese dom(A�) � dom(B) on d�eduit que kBA��k � d.En utilisant les propositions 1.13 et 1.18 pour le semi-groupe holomorphe e�tA, onobtient : 

e�k�AA

 � M1(A)k� et 

A1+�e�(j+1)�A

 � M1+�(A)((j + 1)�)1+� :D'o�u on 
on
lut que :


�e��Be��A�k A


 � M1+�(A)d�� k�1Xj=0 1(j + 1)1+� + M1(A)k� :



3.3. ESTIMATIONS D'ERREUR 45Puisque � > 0, 
ela 
onduit au r�esultat annon
�e (3.32) ave
L3 = dM1+�(A) 1Xj=1(1=j)1+�;et (3.33) pour � = 0 ave
 ~L3 = kBkM1(A). �Comme dom(A�) � dom(B) implique que dom(A�0) � dom(B) pour �0 � �,l'estimation (3.32) est valide en fait pour tout �0 � �.Th�eor�eme 3.9 Soit fe�tAgt�0 un semi-groupe holomorphe de 
ontra
tions sur unespa
e de Bana
h X. Si �B est le g�en�erateur d'un semi-groupe 
ontra
tant, et qu'ilexiste � 2 [0; 1[ tel que dom(A�) � dom(B) et dom(A�) � dom(B�), alors il existedes 
onstantes M1;M2; ~M2; � > 0, telles que pour tout t � 0 et tout n > 2 :


�e�tB=ne�tA=n�n � e�t(A+B)


 � (M1 +M2t1��)e�t lnnn1�� ; � > 0; (3.34)


�e�tB=ne�tA=n�n � e�t(A+B)


 � (M1 + ~M2t)e�t 2(lnn)2n ; � = 0: (3.35)D�emonstrationComme B satisfait les 
onditions (H1) et (H2), d'apr�es le lemme 3.7 l'op�erateur�H = �(A + B) est g�en�erateur d'un semi-groupe holomorphe 
ontra
tant. Sil'op�erateur A n'est pas inversible, posons ~A = A + � et ~H = ~A + B pour un r�eel� > 0 arbitraire. Alors ~A et ~H ont des inverses born�es. Par ailleurs, 
es d�e
alages ne
hangent pas les in
lusions entre les domaines d'apr�es la proposition 1.17. Si on veutobtenir kB ~A�1k < 1 alors suivant l'in�egalit�e (3.27) il suÆt de 
hoisir un d�e
alage� suÆsamment grand. Ce
i 
onduit �a l'estimation k ~A ~H�1k = k(I + B ~A�1)�1k �1=(1� a) o�u on a pos�e a = kB ~A�1k.�A pr�esent notons � = t=n, ~U(t) = e�t ~H , et ~F (�) = e��Be�� ~A. A�n de majorer lemembre de gau
he de (3.34) on utilise�e�tB=ne�tA=n�n � e�t(A+B) = ( ~F n(�)� ~Un(�))et�et l'identit�e :~F (�)n � ~U(�)n = n�1Xm=0 ~F (�)n�m�1( ~F (�)� ~U(�)) ~U(�)m= ~F (�)n�1 ~A ~A�1( ~F (�)� ~U(�))+( ~F (�)� ~U(�)) ~A�1 ~A ~H�1 ~H ~U(�)n�1+ n�2Xm=1 ~F (�)n�m�1 ~A ~A�1( ~F (�)� ~U(�)) ~A�1 ~A ~H�1 ~H ~U(�)m;Ce qui implique :



46 CHAPITRE 3. DANS UN ESPACE DE BANACH


 ~F (�)n � ~U(�)n


 � k ~F (�)n�1 ~Akk ~A�1( ~F (�)� ~U(�))k+k( ~F (�)� ~U(�)) ~A�1kk ~A ~H�1kk ~H ~U(�)n�1k+ n�2Xm=1 k ~F (�)n�m�1 ~Akk ~A�1( ~F (�)� ~U(�)) ~A�1kk ~A ~H�1kk ~H ~U(�)mk:Don
 d'apr�es les lemmes 3.4, 3.5 (o�u l'on utilise la deuxi�eme partie de (H2)), et 3.8,et la proposition 1.13 on obtient les estimations :k ~F (�)n � ~U(�)nk � �L3�� + M1(A)(n� 1)��L1� + L11� aM1(H)n� 1+ n�2Xm=1�L3� 1�� + M1(A)n�m� 1� L21� aM1(H)m� L3L1 t1��n1�� + L1n� 1 �M1(A) + M1(H)1� a �+ L3L2M1(H)1� a t1��n1�� n�2Xm=1 1m+L2M1(H)M1(A)1� a n�2Xm=1 1n�m� 1 � 1m� L3L1 t1��n1�� + L1n� 1 �M1(A) + M1(H)1� a �+2L3L2M1(H)1� a t1�� lnnn1�� + 4L2M1(H)M1(A)1� a lnnn : (3.36)Pour la derni�ere majoration on a utilis�e :n�1Xm=1 1(n�m)m = 2n n�1Xm=1 1m � 2n(1 + ln(n� 1)) � 4lnnn :L'estimation (3.36) implique le r�esultat annon
�e (3.34) pour � > 0, ave
 M1 =4L1�M1(A) + M1(H)1� a �+4L2M1(H)M1(A)1� a et M2 = 2L3L1+2L3L2M1(H)1� a . De lamême mani�ere pour � = 0 on trouve :k ~F (�)n � ~U(�)nk � ~L3(1 + ln(n� 1))L1 tn + L1M1(A)n� 1 + L1
H1� a 1n� 1+ n�2Xm=1�~L3 tn(1 + ln(n�m� 1)) + M1(A)n�m� 1� L21� aM1(H)m :Cette estimation donne (3.35) ave
 ~M2 = 2~L3L1 + 2 ~L3L2M1(H)1� a . �



3.3. ESTIMATIONS D'ERREUR 47Corollaire 3.10 Soit e�tA un semi-groupe holomorphe et 
ontra
tant. Si �B est leg�en�erateur semi-groupe 
ontra
tant, et qu'il existe � 2 [0; 1[ tel que dom((A�)�) �dom(B�) et dom(A) � dom(B) (et dom(A�) � dom(B�) dans le 
as o�u X n'est pasr�e
exif), alors il existe des 
onstantes M3, M4, ~M4, � > 0, telles que pour tous t � 0et n > 2 :


�e�tA=ne�tB=n�n � e�t(A+B)


 � (M3 +M4t1��)e�t lnnn1�� ; � > 0; (3.37)


�e�tA=ne�tB=n�n � e�t(A+B)


 � (M3 + ~M4t)e�t 2(lnn)2n ; � = 0: (3.38)D�emonstrationSoit ~T (�) = e�� ~Ae��B. Alors par les mêmes arguments que dans la preuve duth�eor�eme 3.9, on obtient :~U(�)n � ~T (�)n = n�1Xm=0 ~U(�)n�m�1( ~U(�)� ~T (�)) ~T (�)m= ~U(�)n�1 ~H ~H�1 ~A ~A�1( ~U(�)� ~T (�))+( ~U(�)� ~T (�)) ~A�1 ~A ~T (�)n�1+ n�2Xm=1 ~U(�)n�m�1 ~H ~H�1 ~A ~A�1( ~U(�)� ~T (�)) ~A�1 ~A ~T (�)m:On rappelle que les lemmes 3.4 et 3.5 sont en
ore valables pour ~T (�). Par un modi-�
ation simple, le lemme 3.8 peut être adapt�e au 
as de ~T (�). On utilise le fait quek ~A��Bk = kB�( ~A��)�k <1 d'o�u :



 ~A�e�� ~Ae��B�k



 � L4�� + M1(A)k� ; � > 0;



 ~A�e�� ~Ae��B�k



 � ~L4(1 + ln k) + M1(A)k� ; � = 0:Ces in�egalit�es 
onduisent �a (3.37) et (3.38). �Corollaire 3.11 Sous les mêmes hypoth�eses que pour le th�eor�eme 3.9, on a la
onvergen
e en norme d'op�erateur de la formule de Trotter sym�etris�ee, i.e. il existeM5, M6, ~M6, � > 0, telles que pour tous t � 0 et n > 2 :


�e�tA=2ne�tB=ne�tA=2n�n � e�t(A+B)


 � (M5 +M6t1��)e�t lnnn1�� ; � > 0 (3.39)


�e�tA=2ne�tB=ne�tA=2n�n � e�t(A+B)


 � (M5 + ~M6t)e�t 2(lnn)2n ; � = 0 (3.40)D�emonstrationLes lemmes 3.4, 3.5, et 3.8 s'�etendent fa
ilement au 
as de la formule sym�etris�eee��A=2e��Be��A=2, d'o�u la d�emonstration est semblable �a 
elle du th�eor�eme 3.9 et onobtient (3.39) et (3.40). �



48 CHAPITRE 3. DANS UN ESPACE DE BANACH3.4 Exemple : op�erateur de S
hr�odingerIl s'agit de montrer ave
 un exemple simple 
omment on peut v�eri�er la 
onditiondom(A�) � dom(B), et qu'une telle 
ondition n'est pas trop exigeante pour desappli
ations aux op�erateurs di��erentiels. Consid�erons A = ��, le lapla
ien d�e�nisur C10 (R3) (l'exemple est aussi valable en dimension 1). On a l'in�egalit�e suivantepour toute fon
tion f 2 C10 (R3) (voir par exemple [49, Ch. X.2℄)14 �f; 1jxj2f� � (f; (��)f) (3.41)d'o�u on d�eduit la même in�egalit�e pour toute fon
tion f 2 W 2;2(R3) (en e�et � estessentiellement auto-adjoint sur C10 (R3), sa fermeture �F est le lapla
ien libre [49,th�eor�eme IX.27℄). Comme ��F est auto-adjoint positif, on sait d�e�nir les puissan
esfra
tionnaires (��F )�, et on a d'apr�es la proposition 1.24k 12jxjfk � k(��F )1=2fk: (3.42)Grâ
e �a l'in�egalit�e de Heinz-Kato (proposition 1.27), on trouvek 1jxj�fk � 2�k(��F )�=2fk: (3.43)pour tout � 2℄0; 1℄. Ainsi en 
hoisissant pour B le potentiel V (x) = �=jxjÆ, o�u0 < Æ < 1 et � est une 
onstante de 
ouplage telle que Re� > 0, V est un op�erateura

r�etif. Si � > Æ=2, alors dom((��F )�) � dom((��F )Æ=2) � dom(V ), don
 leth�eor�eme 3.9 s'applique pour ��F et V pour tout Æ 2℄0; 1[ et quelle que soit la
onstante � telle que Re� � 0.Remarque 3.12 Si A = �� est le lapla
ien d�e�ni dans un espa
e de HilbertL2(
 � Rd), et que V est un potentiel a

r�etif relativement born�e par rapport �a��, alors B = V � ave
 0 < � < 1 v�eri�e les 
onditions (H1) et (H2) et le th�eor�eme3.9 s'applique. En e�et, il suÆt d'utiliser l'in�egalit�e de Heinz-Kato, proposition 1.28.Ainsi, en utilisant les r�esultats 
lassiques (voir par exemple [49, Ch. X.2℄), on peutprendre V 2 L2(R3) + L1(R3) ou V 2 Ld=2(Rd).3.5 Con
lusionOn a obtenu une 
ondition suÆsante pour la 
onvergen
e en norme d'op�erateurde la formule de Trotter dans un espa
e de Bana
h quel
onque. �A notre 
onnais-san
e, 
'est le seul 
as 
onnu pour l'instant, bien que de nombreux travaux aient �et�efaits dans les espa
es de Hilbert. Si on 
ompare 
es di��erentes 
onditions, 
elle duth�eor�eme 3.9 est nettement plus exigeante que 
elles qui ont �et�e trouv�ees dans unespa
e de Hilbert. N�eanmoins les perturbations a

r�etives ave
 borne relative z�ero



3.5. CONCLUSION 49sont d�ej�a int�eressantes pour les appli
ations aux �equations aux d�eriv�ees partielles(
f exemple de la se
tion pr�e
�edente).On peut remarquer que les 
onditions suÆsantes du th�eor�eme 3.9 et des 
orol-laires 3.10 et 3.11 montrent le lien entre l'ordre 
hoisi dans la formule de Trotter etles rôles respe
tifs de B et B�. Cependant, même ave
 une formule sym�etris�ee les
onditions restent non sym�etriques entre B et B�.
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Chapitre 4Estimations d'erreur dans unespa
e de Hilbert, 
as nonauto-adjoint
4.1 Perturbation a

r�etiveSi on se pla
e dans un espa
e de Hilbert, on peut obtenir des r�esultats beau
oupplus �ns sur la 
onvergen
e de la formule de Trotter en norme d'op�erateur. On
onsid�ere dans 
e 
hapitre un op�erateur auto-adjoint positif (stri
tement) A dans unespa
e de HilbertH. En parti
ulier e�tA est un semi-groupe holomorphe dans le demi-plan ouvert d�e�ni par Re t > 0. Sans perdre en g�en�eralit�e, on supposera que A � I.L'op�erateur de perturbation B est suppos�e m-a

r�etif, 
'est-�a-dire que e�tB est unsemi-groupe 
ontra
tant, et relativement born�e par rapport �a A : dom(A) � dom(B),d'o�u il existe un r�eel a > 0 tel que :(C0) kBuk � akAuk pour tout u 2 dom(A) (4.1.1)(
f paragraphe 3.1.2). Ainsi l'op�erateur A+B est d�e�ni sur dom(A+B) = dom(A).De plus, on a le r�esultat suivant [6℄ :Th�eor�eme 4.1 Soient deux op�erateurs 
omme 
i-dessus A = A� � I et B m-a

r�etif et supposons que la 
ondition (4.1.1) soit v�eri��ee ave
 a < 1. Alors l'op�e-rateur �H = �(A+B) est le g�en�erateur (inversible) d'un semi-groupe holomorpheave
 un demi-angle ! = ar

os a, et 
ontra
tant dans le sens que ke�tHk � 1 pourt � 0.D�emonstrationComme B est a

r�etif et que A est auto-adjoint et positif, l'op�erateur H = A+Best a

r�etif. De plus H a un inverse born�e 
ar H = (I + BA�1)A ave
 kBA�1k �a < 1. Don
 H est m-a

r�etif, i.e., �H engendre un semi-groupe 
ontra
tant, ouen
ore H est de type (�=2; 1).



52 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTIl s'agit de montrer que H = A + B est un op�erateur de type (�H ;MH = 1), 
f(1.11), o�u �=2 � �H = ! = ar

os a > 0. C'est-�a-dire : quel que soit � 2℄0; �=2 +![, on a k(H + z)�1k � M�=jzj pour z 2 S�. En fait � 2 [�=2; �=2 + ![ suÆt.Consid�erons don
 � = �=2+ " ave
 un " arbitraire dans l'intervalle ℄0; ![. On utilisela repr�esentation(H + z)f = fI +BA�1A(A + z)�1g(A+ z)f; f 2 dom(H) = dom(A): (4.1.2)Comme kA(A+ z)�1k � sup��1 ���� ��+ z ���� � sup��0 ���� ��+ z ���� (4.1.3)un 
al
ul dire
t montre quekA(A+ z)�1k � � 1 si Re z � 0jzj=jIm zj si Re z < 0; Im z 6= 0 (4.1.4)Soit z 2 S�=2+" et Re z < 0, alors jzjjIm zj � 1
os ": (4.1.5)D'o�u (4.1.4) 
onduit �a la majorationkA(A+ z)�1k � 1
os " (4.1.6)pour z 2 S�=2+" et Re z < 0. Si Re z � 0, alors (4.1.4) donne l'estimationkA(A + z)�1k � 1 � 1
os ": (4.1.7)Don
 (4.1.6) est vraie pour tout z 2 S�=2+".En utilisant la 
ondition (i) on trouve l'estimationkBA�1A(A + z)�1k � kBA�1kkA(A+ z)�1k � a
os " < 1 (4.1.8)pour z 2 S�=2+" (en e�et 0 < " < ! entrâ�ne que a < 
os "). Don
, l'op�erateurI +B(A+ z)�1 est inversible pour tout z 2 S�=2+" et on a l'estimationk(I +B(A+ z)�1)�1k � 
os "
os "� a: (4.1.9)D'apr�es (4.1.2) et(4.1.9) on obtient que z 2 S�=2+" � �(�H) (l'ensemble r�esolvantde l'op�erateur �H), et la repr�esentation(H + z)�1 = (A+ z)�1(I +B(A+ z)�1)�1; (4.1.10)



4.1. PERTURBATION ACCR�ETIVE 53d'o�u la majoration de la norme de la r�esolvante de H :k(H + z)�1k � 
os "
os "� ak(A+ z)�1k: (4.1.11)Puisque A est auto-adjoint, on ak(z + A)�1k � 1
os " 1jzj (4.1.12)pour tout z 2 S�=2+". Don
 par (4.1.11), (4.1.12) on trouvek(H + z)�1k � M�jzj (4.1.13)pour tout z 2 S�=2+" ave
 M�=�=2+" := 1
os "� a: (4.1.14)Ce
i montre que H est un op�erateur de type (�H = ar
sin a;MH = 1), don
 �H estle g�en�erateur d'un semi-groupe holomorphe de demi-angle ! = ar

os a. �Remarque 4.2 Comme H est un op�erateur de type (�H ; 1), �H� est aussi de type(�H ; 1), don
 g�en�erateur d'un semi-groupe holomorphe 
ontra
tant.Remarque 4.3 Si A n'est pas auto-adjoint mais seulement g�en�erateur d'un semi-groupe holomorphe 
ontra
tant, alors on peut montrer que A+B engendre en
ore unsemi-groupe holomorphe 
ontra
tant, mais il faut que B v�eri�e la 
ondition (4.1.1)ave
 a < 1=(1+MA� ) pour un � 2 [0; �� �A[. En e�et, puisque A est de type (�A; 1),on a kA(A + z)�1k � 1 +MA� pour tout z 2 S�, 0 < � < � � �A.Dans les 
onditions �enon
�ees au d�ebut de 
e 
hapitre, 
'est-�a-dire o�u B estune perturbation m-a

r�etive d'un op�erateur auto-adjoint positif A, relativementborn�ee par rapport �a A, seule la 
onvergen
e forte est �etablie pour la formule deTrotter [58℄, 
f proposition 2.2. On montrera qu'ave
 ou sans di��erentes 
onditionssuppl�ementaires on a la 
onvergen
e en norme d'op�erateur, et des vitesses de 
onver-gen
e d�ependant de 
es 
onditions. Les 
onditions propos�ees sont les suivantes [6, 9℄ :(C1) dom(A) � dom(B�) et il existe a� 2℄0; 1[ tel que kB�uk � a�kAuk pour toutu 2 dom(A).(C2) il existe � 2℄0; 1℄ tel que dom((H�)�) � dom(A�) \ dom((B�)�) 6= f0g.(C3) B est m-se
toriel et dom(a) � dom(b) o�u a et b sont les formes quadratiquesasso
i�ees aux op�erateurs A et B.



54 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERT4.2 R�esultats pr�eliminairesOn note D = fz 2 C : jzj � 1g et D1=2 = fz 2 C : jz � 1=2j � 1=2g, deuxdisques dans le plan 
omplexe C .Lemme 4.4 Soit A = A� � I. Alors pour tout � > 0k(I � e��A)(z � e��A)�1k � � jzj�1 z 2 D nD1=2j1� zj=jIm zj z 2 D1=2 n [0; 1℄ (4.2.1)D�emonstrationOn utilise le 
al
ul fon
tionnel pour l'op�erateur auto-adjoint A. D'o�u on obtientk(I � e��A)(z � e��A)�1k � sup��1 ����1� e���z � e��� ���� � sup��0 ����1� e��z � e�� ���� : (4.2.2)Soit z = x + iy etm(�) := 1� e��jz � e��j = 1� e��p(x� e��)2 + y2 ; � � 0: (4.2.3)Si z 2 D nD1=2, alors m0(�) � 0 pour � � 0. Don
 m(�) est une fon
tion 
roissantetelle que sup��0 m(�) = lim�!+1m(�) = 1jzj ; (4.2.4)
e qui prouve la premi�ere majoration (4.2.1). Si z 2 D1=2 n [0; 1℄, alors m(�) atteintson maximum en �0 tel que e��0 = 14 � (x� 12)2 � y21� x : (4.2.5)En utilisant (4.2.5) dans (4.2.3) on obtientm(�0) = j1� zjjIm zj ; (4.2.6)
e qui donne 0 � m(�) � j1� zjjIm zj ; (4.2.7)L'in�egalit�e (4.2.7) 
onduit �a la deuxi�eme majoration dans (4.2.1). �Puisque pour A � I et un op�erateur m-a

r�etif B l'op�erateurF (�) = e��Be��A; � > 0; (4.2.8)est une 
ontra
tion, son spe
tre v�eri�e �(F (�)) � D , � > 0. Cependant, si B estrelativement born�e par rapport �a A on peut en dire plus. Pour 
ela on introduit lafamille de 
onvexes ferm�es dans C , d�e�nie pour tout � 2 [0; �=2℄ parD� = fz 2 C : jzj � sin �g [ fz 2 C : j arg(1� z)j � � et jz � 1j � 
os �g; (4.2.9)



4.2. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 55voir Figure 4.1. On remarque que la familleD� 
rô�t ave
 � : si � < �0, alorsD� � D�0 .D'autre part, on note R� la famille d�e
roissante des ensembles D nD� . On v�eri�e quesi z 2 D� \ D1=2, alors jIm zj � sin �j1� zj. En�n, pour � = 0 on trouve D0 = [0; 1℄et pour � = �=2, D�=2 = DLemme 4.5 Soit A � I et soit B un op�erateur m-a

r�etif satisfaisant la 
ondition(C0) ave
 a < 1. Alors �(F (�)) � D�, o�u � = ar
sin a, pour tout � > 0. De plus,pour tout �0 2℄�; �=2[, on a l'estimationk(z � F (�))�1k � 11� a= sin �0k(z � e��A)�1k; z 2 R�0 = D nD�0 : (4.2.10)D�emonstrationSoit � = ar
sin a. Il s'agit de montrer que tout point z 2 D nD� = R� appartient�a l'ensemble r�esolvant �(F (�)) de F (�) pour � > 0 quel
onque. Pour 
ela on utilisela repr�esentation z � F (�) = z � e��A + (I � e��B)e��A: (4.2.11)Si � > 0, alors l'op�erateur (I � e��A) est inversible. SoientX(�; z) := (I � e��A)(z � e��A)�1 (4.2.12)et Y (�) := (I � e��B)e��A(I � e��A)�1: (4.2.13)Alors d'apr�es (4.2.11)-(4.2.13) on obtient la repr�esentationz � F (�) = fI + Y (�; z)X(�)g(z � e��A): (4.2.14)A�n de majorer (4.2.13) en norme, on �e
rit la repr�esentationY (�) = (I � e��B)A�1e��AA(I � e��A)�1; (4.2.15)or d'apr�es la 
ondition (4:1:1) on ak(I � e��B)A�1k � Z �0 ke�sBBA�1kd� � �a: (4.2.16)Don
 kY (�)k � �akAe��A(I � e��A)�1k: (4.2.17)Par le 
al
ul fon
tionnel pour l'op�erateur auto-adjoint A on v�eri�e que�k(I � e��A)�1Ae��Ak � 1 (4.2.18)pour tout � > 0, et par 
ons�equent les in�egalit�es (4.2.17), (4.2.18) donnentkY (�)k � a : (4.2.19)



56 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTSoit �0 > �. A�n de majorer la norme de X(�; z) (4.2.12) on 
onsid�ere les deux 
assuivants :(1) z 2 D1=2\R�0 . Alors jIm zj > sin �0j1�zj. Comme z 2 D1=2, d'apr�es le lemme4.4 on trouve que kX(�; z)k � j1� zjjIm zj : (4.2.20)D'o�u on obtient kX(�; z)k < 1sin �0 (4.2.21)pour z 2 R�0 \D1=2 et � > 0.(2) Soit z 2 R�0 nD1=2. Comme jzj > sin �0, d'apr�es le lemme 4.4 on trouvekX(�; z)k � 1jzj < 1sin �0 : (4.2.22)Don
 la majoration kX(�; z)k < 1sin �0 ; (4.2.23)est vraie pour tout z 2 R�0 et � > 0 
f (4.2.21), (4.2.22). De plus, par (4.2.19) et(4.2.23) on a kX(�; z)Y (�)k � kX(�; z)kkY (�)k < asin �0 � 1 (4.2.24)pour z 2 R�0 , � > 0. Ce
i montre que l'op�erateur fI + Y (�)X(�; z)g est inversiblepour tout z 2 R� = S�0>�R�0 et � > 0, ave
 l'estimation suivante pour z 2 R�0 ,�0 > � : k(I +X(�; z)Y (�; z))�1k � 11� a= sin �0 ; � > 0: (4.2.25)Comme l'op�erateur (z � e��A) est inversible pour z 2 R� et � > 0, on obtientpar la repr�esentation (4.2.14) que l'op�erateur z � F (�) est inversible pour z 2 R�,� > 0, ave
 l'estimation annon
�ee (4.2.10) pour z 2 R�0 , �0 2℄�; �=2[. �Consid�erons le 
hemin ferm�e �� = �D�, 
'est-�a-dire la fronti�ere de l'ensembleD�. En dehors du disque D1=2, il 
o��n
ide ave
 l'ar
 de 
er
le de rayon a = sin � et de
entre 0, tandis qu'�a l'int�erieur de D1=2, 
e 
hemin est 
onstitu�e de deux segmentsde droite tangents �a l'ar
 pr�e
�edent et passant par le point 1 (voir Figure 4.1).
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��0��

0� sin �
A

a0a � 1
�i

i

�1 �0D�� sin �0
B

Fig. 4.1 { Repr�esentation de l'ensemble D� (domaine gris�e) ave
 sa fronti�ere �� =�D�, o�u � = ar
sin a, ainsi qu'un 
hoix de 
hemin ��0 dans l'ensemble r�esolvant�(F (�)), ave
 a0 = sin �0 > a. Le 
hemin ��0 est 
onstitu�e de deux segment [1; A℄ et[1; B℄ tangents �a l'ar
 (A;B) de rayon a0. Le 
er
le en pointill�e �D1=2 
orrespond �al'ensemble des points de tangen
e pour les di��erentes valeurs de � 2 [0; �=2℄.Th�eor�eme 4.6 Soient deux op�erateurs A � I et B m-a

r�etif dans un espa
e deHilbert H, v�eri�ant la 
ondition (C0) ave
 a < 1. Alors il existe une 
onstante 
 telleque l'on ait kF (�)k(I � F (�))k � 
k + 1 ; k = 0; 1; 2; : : : ; (4.2.26)pour tout � > 0. On rappelle que F (�) = e��Be��A.D�emonstrationD'apr�es le lemme 4.5, on sait que pour tout �0 > � = ar
sin a et tout � > 0, le
ontour ��0 est in
lus dans �(F (�)), l'ensemble r�esolvant de F (�). En utilisant la



58 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTm�ethode de Dunford-Taylor on obtient la repr�esentation int�egrale suivanteF (�)k(I � F (�)) = 12�i Z��0 zk(1� z)(z � F (�))�1dz: (4.2.27)On majore la norme de 
ette int�egrale (4.2.27) �a l'aide de l'in�egalit�e (4.2.10) :




 12�i Z��0 zk(1� z)(z � F (�))�1dz




 � 12� Z��0 jzk(1� z)j a0a0 � ak(z � e��A)�1kjdzj:(4.2.28)Comme l'int�egrale du membre de droite de (4.2.28) est invariante pour la 
onju-gaison z ! z, il suÆt de majorer l'int�egrale le long de �+�0, la bran
he du 
hemin ��0de partie imaginaire positive. Cette bran
he est 
onstitu�ee du segment [1; A℄ et del'ar
 (�=2� �0; �) de rayon a0, 
f Figure 4.1.Consid�erons la param�etrisation suivante : pour [1; A℄z = 1� se�i�0 ; 0 � s � 
os �0; ave
 a0 = sin �0: (4.2.29)Puisque e��A est auto-adjoint, on a d'apr�es (4.2.29) k(z � e��A)�1k � (Im z)�1 �(s sin �0)�1, et on trouveZ[1;A℄ jzk(1� z)jk(z � e��A)�1kjdzj � Z 
os �00 dsj1� se�i�0 jk 1sin �0 (4.2.30)On remarque que pour 0 � s � 
os �0, par 
onvexit�e,j1� se�i�0j � 1� s1� sin �0
os �0 : (4.2.31)D'o�u on obtient pour (4.2.30) la majorationZ[1;A℄ jzk(1� z)jk(z � e��A)�1kjdzj � 
os �0sin �0(1� sin �0) 1� (sin �0)kk + 1 (4.2.32)Pour les points z de l'ar
 (�=2� �0; �) de rayon a0, en utilisant en
ore que e��A estauto-adjoint, on a l'estimation k(z � e��A)�1k � (a0 
os �0)�1. On trouve don
 :Z�+�0n[1;A℄ jzk(1�z)jk(z�e��A)�1kjdzj � (�=2+�0)a0 2a0ka0 
os �0 � 2�
os �0 1=a0e ln(1=a0) 1k + 1 :(4.2.33)Dans la derni�ere in�egalit�e on utilise le fait que : supk�0(k + 1)e�k ln x � x=(e lnx)pour tout x > 1.Finalement, en rassemblant (4.2.28), (4.2.32) et (4.2.33) on obtient :




 12�i Z��0 zk(1� z)(z � F (�))�1dz




 � (4.2.34)2� 
os �02� sin �0(1� sin �0) + 1=a0e 
os �0 ln(1=a0)� 11� a=a0 1k + 1
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e qui donne l'estimation annon
�ee (4.2.26) ave

 = � a0 
os �02� sin �0(1� sin �0) + 1e 
os �0 ln(1=a0)� 2a0 � a: (4.2.35)�Remarque 4.7 Si on rempla
e l'expression F (�) = e��Be��A par T (�) = e��Ae��B,alors les r�esultats (4.2.10) et (4.2.26) sont vrais �a 
ondition que B satisfasse, �a lapla
e de la 
ondition (4.1.1), la 
ondition (C1). Pour le raisonnement, il suÆt de
onsid�erer la famille adjointe T (�)� = e��B�e��A, et de rempla
er a par a�.4.3 Condition (C1)On va montrer dans 
ette partie que la 
ondition (C1) : dom(A) � dom(B�) et(C1) kB�uk � a�kAuk; u 2 dom(A) ave
 a� < 1; (4.3.1)assure la 
onvergen
e de la formule de Trotter en norme d'op�erateur, dans le 
as dedeux op�erateurs A et B 
omme annon
�e au d�ebut de 
e 
hapitre, ave
 une estimationen O(lnn=n) [6℄.4.3.1 ExempleCommen�
ons par une observation qui permet de v�eri�er simplement la 
ondition(C1). �Evidemment si B est auto-adjoint, la 
ondition (C1) s'identi�e �a (C0) ave
a < 1, et on retrouve le 
as trait�e dans [43℄. Consid�erons don
 B 6= B� et soit J une
onjugaison sur l'espa
e de Hilbert H, 
'est-�a-dire un op�erateur antilin�eaire tel que(Jf; Jg) = (g; f); f; g 2 H: (4.3.2)Si de plus J est tel que JAJ = A et JBJ = B�; (4.3.3)alors la 
ondition (C0) implique (4.3.1) ave
 a� = a. Don
 la 
ondition (C1) estv�eri��ee dans 
e 
as. Comme exemple 
onsid�erons un op�erateur de S
hr�odinger. Si Aest l'op�erateur de Lapla
e sur H = L2(Rn) et B est un op�erateur de multipli
ationd�e�ni par un potentiel 
omplexe V (�) tel que ReV � 0 et que la 
ondition (C0) soitsatisfaite ave
 a < 1, alors en 
hoisissant pour J la 
onjugaison 
omplexe on v�eri�esimplement (4.3.2) et (4.3.3), d'o�u (C1) est aussi satisfaite.4.3.2 R�esultat prin
ipal ave
 (C1)On 
onsid�ere �a pr�esent l'expressionT (�) = e��Ae��B (4.3.4)



60 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTLemme 4.8 Soit A un op�erateur auto-adjoint positif, A � I, dans un espa
e deHilbert H. Soit B un op�erateur m-a

r�etif, satisfaisant la 
ondition (C1) ave
 a� < 1.Alors l'op�erateur I � T (�) a un inverse born�e quel que soit � > 0 et

(I � T (�))�1u

 � 11� a� �kuk+ 1� kA�1uk� ; u 2 H; (4.3.5)D�emonstrationConsid�erons la repr�esentationI � T (�) = I � e��A + e��A(I � e��B): (4.3.6)Comme ke��Ak � e�� < 1, l'op�erateur I � e��A est inversible pourvu que � > 0.D'o�u on obtient I � T (�) = (I � e��A)�I + ~Y (�)� ; (4.3.7)o�u ~Y (�) = (I � e��A)�1e��A(I � e��B). D'apr�es (4.2.18) et kA�1(I � e��B)k �kA�1 R �0 Be�sBd�k � kB�A�1k� � a�� ave
 a� < 1 on obtient que I�T (�) est aussiinversible. De plus, on a l'estimation :k(I � T (�))�1uk � 11� a� 


�I � e��A��1 u


 ; u 2 H (4.3.8)D'apr�es le lemme 2.3 de [43℄, on a pour tout u 2 H et pour tout � > 0


�I � e��A��1 u


 � kuk+ 1� kA�1uk: (4.3.9)Par (4.3.8) et (4.3.9) on arrive �a l'estimation (4.3.5). �Remarque 4.9 Dans 
e lemme, on peut rempla
er T (�) par e��A=2e��Be��A=2. Ene�et, il suÆt de 
onsid�erer la repr�esentation suivante �a la pla
e de (4.3.6)I � e��A=2e��Be��A=2 = I � e��A + e��A=2(I � e��B)e��A=2 (4.3.10)Th�eor�eme 4.10 Soit A un op�erateur auto-adjoint, A � I, dans un espa
e de Hil-bert H. Soit B un op�erateur m-a

r�etif satisfaisant les 
onditions (C0) et (C1), ave
a; a� < 1. Alors il existe un 
onstante L > 0 telle que l'on ait l'estimation


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


 � L ln(n)n ; n = 3; 4; : : : ; (4.3.11)uniform�ement en t � 0, ave
 H = A+B et dom(H) = dom(A).D�emonstrationSoit � = t=n et U(�) = e��H , qui est un semi-groupe holomorphe 
ontra
tantd'apr�es le th�eor�eme 4.1. Le point de d�epart est �a nouveau la repr�esentationT (�)n � U(�)n (4.3.12)= T (�)n�1(T (�)� U(�)) + n�1Xm=1 T (�)n�m�1(T (�)� U(�))U(�)m:



4.3. CONDITION (C1) 61Puisque d'apr�es le lemme 4.8 l'op�erateur (I � T (�))�1 est born�e pour tout � > 0,on trouveT (�)n � U(�)n = T (�)n�1(T (�)� U(�)) (4.3.13)+ n�1Xm=1T (�)n�m�1(I � T (�))(I � T (�))�1(T (�)� U(�))U(�)m:
e qui 
onduit �akT (�)n � U(�)nk � kT (�)n�1(T (�)� U(�))k (4.3.14)+ n�1Xm=1 kT (�)n�m�1(I � T (�))kk(I � T (�))�1(T (�)� U(�))U(�)mk:Ensuite par (4.3.5) on obtientk(I � T (�))�1(T (�)� U(�))U(�)mk (4.3.15)� 11� a� �k(T (�)� U(�))U(�)mk+ 1� 

A�1(T (�)� U(�))U(�)m

� :Or 
omme(T (�)� U(�))U(�)m = (T (�)� U(�))A�1AH�1HU(�)m; (4.3.16)on trouvek(T (�)� U(�))U(�)mk � 

(T (�)� U(�))A�1

 kAH�1kkHU(�)mk: (4.3.17)En appliquant la proposition 1.18 au dernier fa
teur de (4.3.17) on obtientk(T (�)� U(�))U(�)mk � 

(T (�)� U(�))A�1

 kAH�1kM1(H)� 1m: (4.3.18)D'apr�es AH�1 = (I +BA�1)�1 et kBA�1k � a < 1 on trouvekAH�1k � 11� a: (4.3.19)Don
 k(T (�)� U(�))U(�)mk � 

(T (�)� U(�))A�1

 M1(H)(1� a)� 1m: (4.3.20)De la même mani�ere, on obtientkA�1(T (�)� U(�))U(�)mk � 

A�1(T (�)� U(�))A�1

 M1(H)(1� a)� 1m: (4.3.21)



62 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTEn ins�erant (4.3.20) et (4.3.21) dans l'expression (4.3.15) on trouvek(I � T (�))�1(T (�)� U(�))U(�)mk (4.3.22)� �1� k(T (�)� U(�))A�1k+ 1� 2 

A�1(T (�)� U(�))A�1

� M1(H)(1� a�)(1� a) 1m:En utilisant l'estimation (4.3.22), les lemmes 3.4 et 3.5 on obtientk(I � T (�))�1(T (�)� U(�))U(�)mk �M1(H) L1 + L2(1� a�)(1� a) 1m = L3m ; (4.3.23)o�u on pose L3 :=M1(H)(L1+L2)=(1�a�)(1�a). De plus, par le th�eor�eme 4.6 on akT (�)n�m�1(I � T (�))k � 
n�m; n = 2; 3; : : : ; m = 0; 1; 2; : : : ; n� 1:(4.3.24)En 
ombinant (4.3.23) et (4.3.24) dans (4.3.14) on trouvekT (�)n � U(�)nk � kT (�)n�1(T (�)� U(�))k + 
L3 n�1Xm=1 1(n�m)m: (4.3.25)Or on v�eri�e quen�1Xm=1 1(n�m)m (4.3.26)= 2n n�1Xm=1 1m � 2n (1 + ln(n� 1)) � 4ln(n)n ; n = 2; 3; : : : ;d'o�u on tire de (4.3.25) l'in�egalit�ekT (�)n � U(�)nk � kT (�)n�1(F (�)� U(�))k + 4
L3 ln(n)n : (4.3.27)Il reste �a majorer kT (�)n�1(T (�)�U(�))k. �A nouveau 
omme I�T (�) a un inverseborn�e (lemme 4.8) on trouvekT (�)n�1(T (�)� U(�))k � kT (�)n�1(I � T (�))kk(I � T (�))�1(T (�)� U(�))k:(4.3.28)D'apr�es (4.3.5) on obtientk(I � T (�))�1(T (�)� U(�))k (4.3.29)� 11� a� �kT (�)� U(�)k + 1� 

A�1(T (�)� U(�))

�� 11� a� �2 + 1� 

A�1(T (�)� U(�))

� :



4.3. CONDITION (C1) 63En appliquant au membre de droite de (4.3.29) l'estimation du lemme 3.4 on trouvek(I � T (�))�1(T (�)� U(�))k � 2 + L11� a� : (4.3.30)En ins�erant (4.3.30) dans (4.3.28) on trouvekT (�)n�1(T (�)� U(�))k � 2 + L11� a� kT (�)n�1(I � F (�)k: (4.3.31)En�n grâ
e au th�eor�eme 4.6 on obtientkT (�)n�1(T (�)� U(�))k � 2 + L11� a� 
n; n = 1; 2; : : : (4.3.32)En ins�erant (4.3.32) dans (4.3.27) on trouve l'estimation (4.3.11) :kT (�)n � U(�)nk � L ln(n)n ; n = 3; 4; : : :On pose L := 
(2 + L1)(1 � a�)�1 + 4
L3, et on utilise le fait que 1=n < ln(n)=npour n = 3; 4; : : : �4.3.3 Cons�equen
esCorollaire 4.11 Si A et B deux op�erateurs satisfaisant les 
onditions du Th�eor�eme4.10. Alors il existe des 
onstantes L0; L00 telles que l'on ait les estimations


�e�tB=ne�tA=n�n � e�tH


 � L0 ln(n)n ; n = 3; 4; : : : ; (4.3.34)


�e�tA=2ne�tB=ne�tA=2n�n � e�tH


 � L00 ln(n)n ; n = 3; 4; : : : (4.3.35)uniform�ement en t � 0.D�emonstrationPuisque B� satisfait les 
onditions du th�eor�eme 4.10, on a


�e�tA=ne�tB�=n�n � e�tH�


 � L0 ln(n)n : (4.3.36)Notons que H� = A +B� est bien d�e�ni et m-a

r�etif ave
 dom(H) = dom(A). Enprenant la suite d'op�erateurs adjointe, on trouve (4.3.34). Pour obtenir (4.3.35), ilsuÆt de remarquer que la m�ethode de la preuve du th�eor�eme 4.10 peut être refaiteessentiellement sans 
hangement pour la formule sym�etrique. �Les r�esultats de 
ette se
tion g�en�eralisent 
eux de l'arti
le [43℄, puisque au lieud'un op�erateur de perturbation B auto-adjoint positif on peut avoir un op�erateur m-a

r�etif. Les 
onditions de petitesse de B par rapport �a A (4.1.1) et (C1) se r�eduisent



64 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERT�a la premi�ere dans le 
as o�u B est auto-adjoint 
'est-�a-dire �a la 
ondition de [43℄.De plus l'estimation de la vitesse de 
onvergen
e est du même ordre, soit O(lnn=n)pour les di��erentes formules de Trotter 
onsid�er�ees ave
 la fon
tion exponentielle.Comme exemple, 
onsid�erons le 
as parti
ulier suivant : B(z) = zV , o�u V estun op�erateur auto-adjoint positif relativement born�e par rapport �a A � I, soitdom(A) � dom(V ) etkV fk � akAfk; f 2 dom(A); pour un a 2℄0; 1[: (4.3.37)Alors les op�erateurs B(z) = zV et B(z)� = zV sont 
lairement m-a

r�etifs, etsatisfont les 
onditions (4.1.1) et (C1) pour Re z � 0. Si, de plus, jzj � 1, alors les
onstantes a; a� pour B(z) restent inf�erieures �a 1. En appliquant le th�eor�eme 4.10on trouve quek(e�tA=ne�tzV=n)n � e�tH(z)k � L ln(n)n ; n = 2; 3 : : : ; (4.3.38)uniform�ement en t � 0 et en z tel que Re z � 0, jzj � 1, o�u l'op�erateurH(z) = A+zVest d�e�ni sur dom(H(z)) = dom(A). Dans le 
as parti
ulier z = i, il s'agit de laperturbation d'un semi-groupe auto-adjoint par un groupe unitaire.4.4 Contre-exempleL'objet de 
ette se
tion est de 
onstruire deux op�erateurs A et B, tels que A soitauto-adjoint positif, A � I et B m-a

r�etif, et que l'on ait la 
ondition (4.1.1) maisen même temps dom(A) \ dom(B�) = f0g [9℄.Soit K un op�erateur m-a

r�etif dans un espa
e de Hilbert H. On poseT := (I �K)(I +K)�1: (4.4.1)Alors l'op�erateur T est une 
ontra
tion. En e�et, 
omme K est m-a

r�etif, on trouvek(I �K)fk2 � k(I +K)fk2; f 2 dom(K); (4.4.2)
e qui donne k(I �K)(I +K)�1gk � kgk; ave
 g = (I +K)f: (4.4.3)Or ran(I + K) = H , don
 T est une 
ontra
tion. Cet op�erateur est appel�eeg�en�eralement la transformation de Cayley de l'op�erateur m-a

r�etif K.Lemme 4.12 Une 
ontra
tion T est la transformation de Cayley d'un op�erateurm-a

r�etif K si et seulement si ker(I + T ) = f0g: (4.4.4)



4.4. CONTRE-EXEMPLE 65De plus, l'op�erateur K est d�e�ni de mani�ere unique pardom(K) = ran(I + T ) (4.4.5)et Kf = (I � T )(I + T )�1f; f 2 ran(I + T ): (4.4.6)D�emonstrationSoit K un op�erateur m-a

r�etif et soit T d�e�ni par (4.4.1). Pour montrer (4.4.4)
onsid�erons f 2 H tel que (I + T )f = 0: (4.4.7)Comme I + T = 2(I +K)�1 (4.4.8)on trouve (I +K)�1f = 0 (4.4.9)
e qui montre que f = 0. Don
 ker(I + T ) = f0g.R�e
iproquement, soit T une 
ontra
tion qui v�eri�e (4.4.4). Alors ker(I + T �) =f0g. En e�et, soit (I + T �)f = 0: (4.4.10)Alors on a 0 = k(I + T �)fk2 = kfk2 + 2Re (T �f; f) + kT �fk2 (4.4.11)= 2kfk2 + 2Re (Tf; f)= k(I + T )fk2 + kpI � T �Tfk2:Puisque T est une 
ontra
tion satisfaisant (4.4.4), le membre de droite de (4.4.11)montre que n�e
essairement f = 0, soit ker(I+T �) = f0g. D'apr�es ker(T �) = ran(T )?on en d�eduit ensuite que ran(I + T ) = H: (4.4.12)Par 
ons�equent, l'op�erateur I + T est inversible. D'o�u on peut d�e�nir l'op�erateur Kpar (4.4.5) et(4.4.6), 
e qui implique que l'op�erateur K est ferm�e �a domaine densedom(K) = ran(I + T ).Montrons que K est a

r�etif. En posant f = (I + T )g pour g 2 H, on trouveRe (Kf; f) = Re ((I � T )g; (I + T )g) (4.4.13)= Re �kgk2 � 2iIm (Tf; f)� kTfk2�= kpI � T �Tgk2 � 0:Don
 l'op�erateur K est a

r�etif. Il reste �a montrer que K est m-a

r�etif, 
'est-�a-dire�a v�eri�er, par exemple, que ran(I +K) = H, ou que (I +K) est inversible. D'apr�es(4.4.13) on a ker(I +K) = f0g. Or par (4.4.6) on aI +K = 2(I + T )�1; (4.4.14)d'o�u ran(I +K) = dom(I + T ) = H. De plus, on trouve (I +K)�1 = 12(I + T ). �



66 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTSoient R et S deux op�erateurs auto-adjoints positifs tels quedom(R) \ dom(S) = f0g: (4.4.15)On pose T := (I +R)�1(I + S)�1: (4.4.16)L'op�erateur T est 
lairement une 
ontra
tion. V�eri�ons la 
ondition (4.4.4). Si onpose f = (I + S)g, g 2 dom(S), alors la 
ondition (4.4.4) devient(I + S)g + (I +R)�1g = 0: (4.4.17)Comme S � 0 et (I+R)�1 � 0 on obtient g = 0 
e qui donne f = 0. Par 
ons�equent,par le lemme 4.12 la 
ontra
tion T d�e�nie par (4.4.16) est la transformation deCayley d'un op�erateur m-a

r�etif K qui est donn�e par (4.4.5) et (4.4.6). On a alors,
f (4.4.8),dom(K) = ran(I + T ) = (4.4.18)ran((I +R)�1(I +R + (I + S)�1)) = ran((I +K)�1) = dom(R):Le fait que R et S soient positifs garantit que ran(I +R + (I + S)�1) = H.La transformation de Cayley de l'op�erateur m-a

r�etif K� est, bien sûr, T �. Enappliquant �a nouveau le lemme 4.12 on trouvedom(K�) = ran(I + T �) = (4.4.19)ran((I + S)�1(I + S + (I +R)�1)) = ran((I + S)�1) = dom(S):Ainsi on a 
onstruit un op�erateur m-a

r�etif K tel que dom(K) = dom(R) etdom(K�) = dom(S). D'apr�es la 
ondition (4.4.15) on trouvedom(K) \ dom(K�) = f0g: (4.4.20)�A pr�esent nous allons 
onstruire A et B. On poseB := aK; pour un a 2℄0; 1[; (4.4.21)et A := pI +K�K: (4.4.22)L'op�erateur B est 
lairement m-a

r�etif ave
dom(B) = dom(K) (4.4.23)et A est un op�erateur auto-adjoint satisfaisant A � I etdom(A) = dom(pK�K) = dom(jKj) = dom(K): (4.4.24)



4.4. CONTRE-EXEMPLE 67D'o�u dom(A) � dom(B). De plus on akBfk = akKfk � akpI +K�Kfk = akAfk; f 2 dom(A): (4.4.25)Comme B� = aK� on obtient �nalementdom(B�) \ dom(A) = dom(K�) \ dom(K) = f0g: (4.4.26)A�n de terminer la 
onstru
tion de l'exemple il reste �a montrer 
omment on peutd�e�nir deux op�erateurs auto-adjoints positifs R et S v�eri�ant la propri�et�e (4.4.15).Soit H = L2([0; 1℄) et soit R le Lapla
ien uni-dimensionnel sur l'intervalle [0; 1℄ :dom(R) := ff 2 W 2;2([0; 1℄) : f(0) = f(1) = 0g; (4.4.27)(Rf)(x) := � d2dx2 f(x); f 2 dom(R): (4.4.28)L'op�erateur R ainsi d�e�ni est auto-adjoint et positif. Pour d�e�nir S 
onsid�eronsfrng1n=1 une �enum�eration des rationnels de ℄0; 1[, et posonsq(x) = 1Xn=1 
njx� rnj� ; � 2℄1=2; 1[; 
n > 0; (4.4.29)de telle sorte que 1Xn=1 
n <1: (4.4.30)Alors q 2 L1([0; 1℄). En e�et,Z 10 q(x)dx � 1Xn=1 
n Z 10 1jx� rnj�dx � (4.4.31)1Xn=1 
n Z 2�2 1jxj�dx = 1Xn=1 2
n Z 20 1jxj�dx = 22��1� � 1Xn=1 
n < +1:On d�e�nit dom(S) := ff 2 L2([0; 1℄) : q(x)f(x) 2 L2([0; 1℄)g; (4.4.32)(Sf)(x) := q(x)f(x); f 2 dom(S): (4.4.33)L'op�erateur S est auto-adjoint, positif et non born�e.Pour v�eri�er (4.4.15) supposons quef 2 dom(R) \ dom(S) � W 2;2([0; 1℄) \ dom(S): (4.4.34)Comme f 2 W 2;2([0; 1℄), la fon
tion f(�) est 
ontinue. D'autre part f 2 dom(S)don
 q(x)f(x) = 1Xn=1 
njx� rnj�f(x) 2 L2([0; 1℄): (4.4.35)



68 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTOn a Z 10 jq(x)f(x)j2dx � 
2n Z 10 1jx� rnj2� jf(x)j2dx (4.4.36)pour n = 1; 2; : : : Si f(�) est 
ontinue alors jf(�)j est aussi 
ontinue. Supposons quef(rn) 6= 0. Alors, il existe un voisinage ℄rn� �; rn+ �[�℄0; 1[, � > 0, de rn et un Æ > 0tels que jf(x)j � Æ pour x 2℄rn � �; rn + �[. D'o�uZ 10 jq(x)f(x)j2dx � 
2nÆ2 Z rn+�rn�� 1jx� rnj2�dx = +1: (4.4.37)Mais 
ela est impossible d'apr�es (4.4.35). On obtient don
 f(rn) = 0, n = 1; 2; : : :Comme f(�) est 
ontinue 
ela 
onduit �a f � 0. Don
 dom(R) \ dom(S) = f0g.Ainsi, on a 
onstruit dans l'espa
e de Hilbert H = L2([0; 1℄) un op�erateur auto-adjoint A (
f (4.4.18), (4.4.25), (4.4.26)) et un op�erateur m-a

r�etif B (
f (4.4.18),(4.4.21), (4.4.26)) tels que dom(A) � W 2;2([0; 1℄); (4.4.38)et dom(B�) \W 2;2([0; 1℄) = f0g: (4.4.39)4.5 Condition interm�ediaire (C2)L'exemple de la se
tion pr�e
�edente montre que la 
ondition (4.1.1) n'entrâ�nepas de relation analogue pour B�, quelle que soit la 
onstante a. Ainsi rien n'assureque le domaine de H� 
o��n
ide ave
 l'interse
tion :dom(H�) � dom(A) \ dom(B�); (4.5.1)puisque 
elle-
i peut être r�eduite �a f0g. On rappelle que H est toujours d�e�ni 
ommela somme alg�ebrique :Hf := Af +Bf; f 2 dom(H) = dom(A); (4.5.2)don
 H� = (A + B)�. Si la 
ondition (C1) est satisfaite, 
omme dans la se
tion 4.3et [6℄, alors dom(H�) = dom(A) � dom(A) \ dom(B�) 6= f0g: (4.5.3)En fait, l'exemple de la se
tion 4.4 montre que 
ette 
ondition (C1) est probablementtrop exigeante. Aussi on essaie i
i de trouver une 
ondition moins forte ave
 laquelleon puisse en
ore �etablir la 
onvergen
e en norme d'op�erateur de la formule de Trotter[9℄. Cette 
ondition interm�ediaire est la 
ondition (C2), qui peut être v�eri��ee mêmedans des 
as o�u dom(A) \ dom(B�) = f0g : il existe � 2 ℄0; 1℄ tel quedom((H�)�) � dom(A�) \ dom((B�)�) 6= f0g:



4.5. CONDITION INTERM�EDIAIRE (C2) 69Les op�erateurs B, B�, H, et H� sont m-a

r�etifs, don
 les puissan
es fra
tion-naires de 
es op�erateurs sont bien d�e�nies, et (B�)� = (B�)�, (H�)� = (H�)� pour� 2 ℄0; 1℄. Il faut �a pr�esent g�en�eraliser les lemmes 3.4 et 3.5 pour des puissan
esfra
tionnaires.Lemme 4.13 Soient deux op�erateurs A � I et B m-a

r�etif v�eri�ant les 
onditions(4.1.1) ave
 a < 1 et (C2) pour un � 2 ℄0; 1℄. Alors il existe N1(�) > 0 tel que

H�� �e��Be��A � e��H�

 � N1(�)�� (4.5.4)pour � � 0.D�emonstrationComme (H��)� = (H�)��, on peut 
onsid�erer la norme de l'op�erateur adjoint :�H�� �e��Be��A � e��H��� = �e��Ae��B� � e��H�� (H�)��:En e�et, 
'est ainsi que l'on peut utiliser la 
ondition (C2), qui entrâ�ne que lesop�erateurs A�(H�)�� et (Æ +B�)�(H�)�� sont born�es. On a don
(e��Ae��B� � e��H�)(H�)�� (4.5.5)= (e��A � I)(H�)�� � e��A(I � e��B�)(H�)�� + (I � e��H)(H�)��= (e��A � I)A��A�(H�)�� + e��A(e��B� � I)(Æ +B�)��(Æ +B�)�(H�)���(e��H� � I)(H�)��:D'apr�es le lemme 1.19, on trouve don
 l'estimation

(e��Ae��B� � e��H�)(H�)��

 (4.5.6)� 

(e��A � I)A��

 kA�(H�)��k+ 

(e��B� � I)(Æ +B�)��

 k(Æ +B�)�(H�)��k+ 

(e��H� � I)(H�)��

� sin����(1� �)2(kA�(H�)��k+ k(Æ +B�)�(H�)��k+ 1):pour tous Æ > 0 et t � 0. On peut don
 
hoisir la 
onstante :N1(�) = 2 sin����(1� �) �kA�(H�)��k+ k(B�)�(H�)��k+ 1� ; � 2 ℄0; 1[:L'estimation (4.5.4) s'�etend au 
as � = 1 par passage �a la limite N1(� = 1) :=lim�!1N1(�) = 2(kA(H�)�1k+ kB�(H�)�1k+ 1). �Remarque 4.14 La limite N1(1) ne 
orrespond pas exa
tement �a 
e que donne lelemme 3.4, valable aussi lorsque � = 1 (la 
onstante est double). Cependant, enutilisant le fait que les g�en�erateurs sont a

r�etifs, on peut 
al
uler une 
onstante~N1(�) dont la limite en � = 1 soit �egale �a 
elle du lemme 3.4 : ~N1(�) = 21�� sin����(1��) .



70 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTLemme 4.15 Soient A � I et B 
omme dans le lemme 4.13 pour un � 2 ℄0; 1℄.Alors il existe une 
onstante N2(�) > 0 telle que

H�� �e��Be��A � e��H�A�1

 � N2(�)� 1+� (4.5.7)pour tout � � 0.D�emonstrationConsid�erons la repr�esentation suivanteH�� �e��Be��A � e��H�A�1 =H��(I � e��B)(I � e��A)A�1 + (4.5.8)H��(e��B + e��A � e��H � I)A�1: (4.5.9)Grâ
e au lemme 1.19 on majore (4.5.8) (pour tout Æ > 0) par :kH��(I � e��B)(I � e��A)A�1k (4.5.10)� k(I � e��B�)(H�)��kk(I � e��A)A�1k� k(I � e��B�)(Æ +B�)��kk(Æ +B�)�(H�)��k�� N1(�)� 1+�k(Æ +B�)�(H�)��k:Pour majorer (4.5.9) on utilise la repr�esentatione��B + e��A � e��H � I = (4.5.11)(e��B � I + �B) + (e��A � I + �A)� (e��H � I + �H):Comme e��C � I + �C = Z �0 ds (I � e�sC)C: (4.5.12)on obtient pour tout op�erateur m-a

r�etif C (
f lemme 3.4)kH��(e��C � I + �C)A�1k � 



Z �0 ds (I � e�sC�)(H�)��



 kCA�1k� Z �0 dsk(I � e�sC�)(Æ + C�)��k k(Æ + C�)�(H�)��k kCA�1k:D'apr�es (1.27), (4.5.11), et (4.5.12) on trouve pour (4.5.9) l'estimationkH��(e��B + e��A � e��H � I)A�1k � (4.5.13)N1(�) �k(B�)�(H�)��kkBA�1k+ kA�(H�)��k+ kHA�1k� :D'o�u on trouve l'assertion (4.5.7) ave
 la 
onstanteN2(�) = (4.5.14)N1(�)�k(B�)�(H�)��k+ 11 + � �ak(B�)�(H�)��k+ kA�(H�)��k+ 1 + a�� :On pose de plus N2(1) := lim�!1N2(�) 
e qui 
onduit au r�esultat annon
�e (4.5.7)pour 
haque � 2 ℄0; 1℄. �



4.5. CONDITION INTERM�EDIAIRE (C2) 71Th�eor�eme 4.16 Soient A � I un op�erateur auto-adjoint positif et B un op�erateurm-a

r�etif, satisfaisant la 
ondition (4.1.1) ave
 a < 1. Si l'op�erateur H, sommealg�ebrique A + B, satisfait la 
ondition (C2) pour un � 2 ℄0; 1℄, alors il existe une
onstante L� > 0 telle que l'on ait


�e�tB=ne�tA=n�n � e�tH


 � L� lnnn� ; (4.5.15)


�e�tA=ne�tB�=n�n � e�tH�


 � L� lnnn� ; (4.5.16)pour n = 3; 4; : : : uniform�ement en t � 0.D�emonstrationRemarquons que les in�egalit�es (4.5.15) et (4.5.16) sont �equivalentes. Par 
ons�e-quent, on montrera simplement (4.5.16). Soit � = t=n et F �(�) = e��Ae��B� . Onutilise en
ore l'identit�eF �(�)n � e�n�H� = n�1Xm=0F �(�)(n�m�1) �F �(�)� e��H�� e�m�H� : (4.5.17)D'apr�es le lemme 4.8 appliqu�e �a F �(�) ave
 B� au lieu de B, on a (en e�et B v�eri�ela 
ondition (4.1.1) ave
 a < 1) :k(I � F �(�))�1uk � (4.5.18)11� ak(I � e��A)�1uk � 11� a �kuk+ 1� 

A�1u

� :Comme (H�)� est inversible on r�e-�e
rit (4.5.17) de la fa�
on suivante :kF �(�)n � e�n�H�k � kF �(�)n�1(I � F �(�))kk(I � F �(�))�1(F �(�)� e��H�)k+n�1Xm=1 kF �(�)n�m�1(I � F �(�))kk(I � F �(�))�1(F �(�)� e��H�)(H�)��k k(H�)�e�m�H�k:D'apr�es le th�eor�eme 4.6, on a (en prenant les adjoints)kF �(�)s(I � F �(�))k � 
s+ 1 ; 
 > 0 et s = 0; 1; 2; : : : (4.5.19)Par (4.5.18) on obtientk(I � F �(�))�1(F �(�)� e��H�)k (4.5.20)� 11� a �kF �(�)� e��H�k+ 1� 

A�1 �F �(�)� e��H��

�



72 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTet k(I � F �(�))�1(F �(�)� e��H�)(H�)��k (4.5.21)� 11� a �k(F �(�)� e��H�)(H�)��k+ 1� kA�1 �F �(�)� e��H�� (H�)��k� :D'o�u en utilisant les lemmes 3.4, 4.13 et 4.15 on trouve les estimationsk(I � F �(�))�1(F �(�)� e��H�)k � 11� a(2 + 2(1 + a)); (4.5.22)k(I � F �(�))�1(F �(�)� e��H�)(H�)��k � ��1� a(N1(�) +N2(�))(4.5.23)pour � > 0. D'apr�es la proposition 1.18 on ak(H�)�e�m�H�k � M�(H�)(m�)� : (4.5.24)Puis en utilisant (4.5.19) et les in�egalit�es (4.5.19) - (4.5.24) on trouvekF �(�)n � e�n�H�k (4.5.25)� 
n(1� a)(2 + 2(1 + a)) + n�1Xm=1 
n�m 11� a(N1(�) +N2(�))M�(H�)m� ;pour n = 3; 4; : : : Comme pour 0 < � < 1 et n � 3 on an�1Xm=1 1(n�m)m� = 1n n�1Xm=1m1�� � 1m + 1n�m� � 2 lnnn� ; (4.5.26)l'estimation (4.5.25) 
onduit �a (4.5.16) ave
L� := 2
1� a f(2 + a) + (N1(�) +N2(�))M�(H�)gpour le nombre � 2 ℄0; 1℄ de la 
ondition (C2) et � � 0. �Corollaire 4.17 Soient A = A� � I et B un op�erateur m-a

r�etif, satisfaisant la
ondition (4.1.1) ave
 a < 1. Si l'op�erateur H, somme alg�ebrique A+B, satisfait la
ondition interm�ediaire (C2) pour un � 2 ℄0; 1℄, alors on a les estimations suivantes


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


 � L0� lnnn� ; (4.5.27)


�e�tA=2ne�tB=ne�tA=2n�n � e�tH


 � L00� lnnn� (4.5.28)pour n � 3 uniform�ement en t � 0.



4.6. CONDITION SUFFISANTE POUR (C2) 73D�emonstrationSoit T (�) = e��Ae��B (� = t=n). On utilise l'identit�eT (�)n � e�tH =e��A(F (�)n�1 � e�tH)e��B + (e��A � I)e�tHe��B + (e�tHH�)(H��(e��B � I)):Comme F (�)n�1� e�tH = F (�)n�1(I �F (�))+ (F (�)n� e�tH), d'apr�es le th�eor�eme4.6 et (4.5.15) on a l'estimationke��A(F (�)n�1� e�tH)e��Bk � kF (�)n�1� e�tHk � 
n +L� lnnn� ; n � 3: (4.5.29)Pour les deux autres termes, on trouve ave
 les mêmes m�ethodes que pour les lemmes4.13 et 4.15 :

(e��A � I)e�tHe��B

 � k(e��A � I)A�1kkAH�1kkHe�tHk � 1nM1(H)1� a ; n � 1;(4.5.30)et pour un Æ > 0 quel
onque,kH�e�tHH��(e��B � I)k � (4.5.31)kH�e�tHkk(e��B� � I)(Æ +B�)��kk(Æ +B�)�(H�)��k� M�(H)n� N1(�)k(B�)�(H�)��k:Don
, les estimations (4.5.29)-(4.5.31) donnent le premier r�esultat annon
�e (4.5.27)ave
 L0� = L� + 
+ M1(H)1� a +M�(H)N1(�)k(B�)�(H�)��kpour le nombre � 2 ℄0; 1℄ de la 
ondition (C2) et � � 0. La preuve du se
ond r�esultatest 
ompl�etement analogue. �4.6 Condition suÆsante pour (C2)La 
ondition (C2) n'est probablement pas toujours bien adapt�ee pour les ap-pli
ations, elle parâ�t diÆ
ile �a v�eri�er sous sa forme d'in
lusion de domaines depuissan
es fra
tionnaires. Cependant, on va montrer dans 
ette se
tion que pour� 2 ℄0; 1=2[, (C2) n'ajoute rien aux 
onditions initiales �enon
�ees au d�ebut de 
e 
ha-pitre. Pour � = 1=2, on donnera une 
ondition suÆsante pour que (C2) soit v�eri��ee,en utilisant la 
ondition de Miyazaki.



74 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERT4.6.1 Cas 0 < � < 1=2On rappelle les hypoth�eses de d�epart de 
e 
hapitre : A est un op�erateur auto-adjoint positif dans un espa
e de Hilbert H (A � I) et B est un op�erateur m-a

r�etif.De plus, B est relativement born�e par rapport �a A : dom(A) � dom(B) et on a(4.1.1) ave
 a < 1. Ainsi la somme alg�ebrique H = A + B est bien d�e�nie surdom(H) = dom(A).(i) D'apr�es la proposition 1.28, dom(A) � dom(B) implique que dom(A�) �dom(B�) pour tout � 2 ℄0; 1℄, en e�et A et B sont m-a

r�etifs. Or H est aussim-a

r�etif (
f th�eor�eme 4.1) et dom(H) = dom(A), don
 on en d�eduit quedom(H�) � dom(A�) pour � 2 ℄0; 1℄.(ii) D'autre part, d'apr�es la proposition 1.26 pour les op�erateurs m-a

r�etifs Bet H, on a dom(B�) = dom((B�)�) et dom(H�) = dom((H�)�) pour tout� 2 ℄0; 1=2[.(iii) En rassemblant les arguments (i) et (ii) on trouve : dom((H�)�) = dom(H�) �dom(A�) � dom(A�)\dom(B�) = dom(A�) \ dom((B�)�) pour 0 � � < 1=2.Don
 la 
ondition interm�ediaire (C2) est v�eri��ee d�es que 0 � � < 1=2.Finalement, d'apr�es le th�eor�eme 4.16, on a montr�e le r�esultat suivant :Th�eor�eme 4.18 Soient deux op�erateurs A � I et B m-a

r�etif. Si la 
ondition(4.1.1) est satisfaite ave
 a < 1, alors il existe des 
onstantes L� , L�0 pour tout� 2 ℄0; 1=2[ telles que 


�e�tB=ne�tA=n�n � e�tH


 � L� lnnn� ; (4.6.1)


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


 � L0� lnnn� ; (4.6.2)pour n = 3; 4; : : : , uniform�ement en t � 0.Don
 la 
ondition (4.1.1) ave
 a < 1 est suÆsante pour avoir la 
onvergen
e dela formule de Trotter en norme d'op�erateur, même s'il peut arriver que dom(A) \dom(B�) = f0g.4.6.2 Condition de Miyazaki�A pr�esent on va donner une 
ondition suÆsante pour (C2) lorsque � = 1=2.Pour 
ela, on utilise des r�esultats sur les domaines des ra
ines 
arr�ees d'op�erateursm-se
toriels dus �a Miyazaki [41℄. En plus des hypoth�eses de d�epart de 
e 
hapitre, onsupposera que B est m-se
toriel de demi-angle �B 2 ℄0; �=2[, i.e. son image num�eriqueest in
luse dans le se
teur S�B = ft 2 C : j arg tj < �Bg. La forme quadratique ferm�eeasso
i�ee �a B est not�ee b, et sa partie r�eelle bR. Ainsi on adom(B) � dom(b) = dom(bR): (4.6.3)



4.6. CONDITION SUFFISANTE POUR (C2) 75On suppose de plus que la forme sym�etrique ferm�ee bR est born�ee inf�erieurementpar 1. Par le th�eor�eme de repr�esentation, il existe un op�erateur auto-adjoint positifBR � I, appel�e partie r�eelle de B, tel quebR[f; g℄ = (B1=2R f; B1=2R g); f; g 2 dom(B1=2R ) = dom(bR): (4.6.4)De la même mani�ere, on note la partie imaginaire bI . Comme B est m-se
toriel,la forme asso
i�ee b est aussi se
torielle. On a alors l'in�egalit�e (1.38) ave
 C = tan �B :jbI [f; g℄j � CbR[f; f ℄1=2bR[g; g℄1=2; f; g 2 dom(b) = dom(bR); (4.6.5)ou en
orejbI [f; g℄j � CkB1=2R fkkB1=2R gk; f; g 2 dom(bI) = dom(bR) = dom(B1=2R ): (4.6.6)Suivant Miyazaki [41℄, on suppose qu'il existe une 
onstante M� telle que l'onait jbI [f; g℄j �M�kB�=2R fkkB�=2R gk; f; g 2 dom(B1=2R ): (4.6.7)pour un � 2 ℄0; 1[. Comme BR � I, on akB�=2R fk � kB1=2R fk; f 2 dom(B1=2R ) � dom(B�=2R ); (4.6.8)
e qui montre que la 
ondition de Miyazaki (4.6.7) est plus forte que (4.6.6).Soit a la forme quadratique asso
i�ee �a l'op�erateur auto-adjoint positif A, qui estdon
 sym�etrique, positive et ferm�ee :a[f; g℄ = (A1=2f; A1=2g); dom(a) = dom(A1=2): (4.6.9)D'apr�es la 
ondition (4.1.1) l'interse
tionD = dom(a) \ dom(b) (4.6.10)est dense dans H. Alors la somme des formes se
torielles ferm�eesh[f; g℄ = a[f; g℄ + b[f; g℄; f; g 2 dom(h) = D (4.6.11)est bien d�e�nie sur D, et est en
ore se
torielle et ferm�ee d'apr�es [32, th�eor�eme VI-1.31℄. D'o�u d'apr�es le th�eor�eme de repr�esentation, il existe un op�erateur m-se
torielA :+ B (la somme au sens des formes de A et B). D'apr�es le th�eor�eme 4.1 
etop�erateur 
o��n
ide ave
 H d�e�ni 
omme la somme alg�ebrique A +B sur dom(A).Th�eor�eme 4.19 Soient deux op�erateurs A � I et B m-se
toriel (ave
 ReB � I)satisfaisant la 
ondition (4.1.1) ave
 a < 1. Si de plus l'op�erateur B v�eri�e la
ondition de Miyazaki (4.6.7), alors il existe des 
onstantes L�=1=2 et L0�=1=2 tellesque 


�e�tB=ne�tA=n�n � e�tH


 � L1=2 lnnn1=2 ; (4.6.12)


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


 � L01=2 lnnn1=2 ; (4.6.13)pour n = 3; 4; : : : , uniform�ement en t � 0.



76 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTD�emonstrationComme ReB � I,(Re b)[f; f ℄ = kB1=2R fk2 � kfk2 f 2 dom(B1=2R ); (4.6.14)la forme b fortement 
oer
ive au sens de [41℄. D'o�u la 
ondition (4.6.7) et le th�eor�eme2 de [41℄ donnent :dom(B1=2) = dom((B�)1=2) = dom(B1=2R ) = dom(b): (4.6.15)D'autre part, la partie r�eelle hR de h (4.6.11) est donn�ee parhR[f; g℄ = a[f; g℄ + bR[f; g℄; f; g 2 dom(hR) = dom(h): (4.6.16)L'op�erateur auto-adjoint 
orrespondant est not�e HR. De la même mani�ere que pourla forme b, la forme h est fortement 
oer
ive. De plus (4.6.16) on a BR � HR. D'o�ud'apr�es l'in�egalit�e de Heinz (proposition 1.27) on trouveB�R � H�R; � 2 ℄0; 1[: (4.6.17)Grâ
e �a (4.6.11), (4.6.7), et (4.6.17) on a pour la partie imaginaire de h la 
onditionde Miyazaki :jhI [f; g℄j �M�kH�=2R fkkH�=2R gk; f; g 2 dom(bI); � 2 ℄0; 1[; (4.6.18)D'o�u �a nouveau par le th�eor�eme 2 de [41℄ on obtientdom(H1=2) = dom((H�)1=2) = dom(H1=2R ) = dom(h): (4.6.19)D'apr�es (4.6.10), (4.6.11) et [32, th�eor�eme VI-1.31℄ on adom(h) = dom(a) \ dom(b); (4.6.20)
e qui 
onduit, ave
 (4.6.15), �adom((H�)1=2) = dom(A1=2) \ dom((B�)1=2): (4.6.21)Don
, la 
ondition (C2) est satisfaite pour � = 1=2. Grâ
e au th�eor�eme 4.16 et auCorollaire 4.17 on trouve les estimations annon
�ees ave
 � = 1=2. �4.7 Cas � = 1=2Dans 
ette se
tion, on va montrer 
omment obtenir la 
onvergen
e en O(lnn=pn)pour la formule de Trotter sans passer par la 
ondition (C2), mais en ajoutant uneautre 
ondition (C3) aux hypoth�eses de d�epart. Il s'agit d'une autre m�ethode qui



4.7. CAS � = 1=2 77utilise notamment l'in�egalit�e de Heinz-Kato [37℄, rappel�ee dans la proposition 1.28,et les propri�et�es des op�erateurs m-se
toriels.Plus pr�e
is�ement, on 
onsid�ere deux op�erateurs A � I et B m-a

r�etif, et ondemande en plus que B soit se
toriel et que les formes se
torielles ferm�ees asso
i�eessoient telles que :(C3) dom(a) � dom(b): (4.7.1)Ainsi les 
onditions ne font plus appel �a l'op�erateur adjoint de B, mais seulement �asa forme quadratique asso
i�ee.On 
onsid�ere tout d'abord F̂ (�) = e��A=2e��Be��A=2 et F (�) = e��Be��A, pour� � 0. On a alors F̂ (�)n = e��A=2F (�)n�1e��Be��A=2: (4.7.2)Plusieurs lemmes pr�eliminaires sont n�e
essaires.Lemme 4.20 Soient deux op�erateurs A � I et B m-a

r�etif. Si la 
ondition (4.1.1)est satisfaite ave
 a < 1, alors il existe une 
onstante 
 > 0 telle que pour n � 1,


F̂ (�)n �I � F̂ (�)�


 � 
n; � > 0: (4.7.3)D�emonstrationPar la d�e�nition (4.7.2) on aF̂ (�)n �I � F̂ (�)� = e��A=2F (�)n�1e��Be��A=2 �I � F̂ (�)� (4.7.4)= e��A=2F (�)n�1 (I � F (�)) e��Be��A=2;
e qui donne l'estimation


F̂ (�)n �I � F̂ (�)�


 � 

F (�)n�1 (I � F (�))

 : (4.7.5)don
 par le th�eor�eme 4.6, on trouve (4.7.3). �Lemme 4.21 Soient deux op�erateurs A � I et B m-a

r�etif. Si la 
ondition (4.1.1)est satisfaite ave
 a < 1, alors (I � F̂ (�)) est inversible pour tout � > 0. De plus, ilexiste une 
onstante 
1=2 > 0 telle que pour tout � > 0 on ait


(I � F̂ (�))�1=2h


 � 
1=2�khk+ 1p� kA�1=2hk� ; h 2 H: (4.7.6)D�emonstrationOn utilise la repr�esentationI � F̂ (�) = I � e��A + e��A=2(I � e��B)e��A=2: (4.7.7)En posant Y (�) = e��A=2(I � e��B)e��A=2(I � e��A)�1; (4.7.8)



78 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTon obtient I � F̂ (�) = (I + Y (�))(I � e��A): (4.7.9)Comme k�Ae��A=2(I � e��A)�1k � 1; � � 0; (4.7.10)et k(I � e��B)(�A)�1k � a (4.7.11)on a kY (�)k � a < 1. Don
, l'op�erateur I + Y (�) est inversible. Or pour � > 0l'op�erateur (I�e��A) est aussi inversible, don
 (I� F̂ (�)) l'est �egalement, 
f (4.7.9).Par (4.7.9) on a la repr�esentation�I � F̂ (�)��1 (I + Y (�)) = (I � e��A)�1: (4.7.12)Comme kF̂ (�)k � 1, les op�erateurs born�es I � F̂ (�) et (I � F̂ (�))�1 sont a

r�etifs.On peut don
 appliquer la proposition 1.28 �a k(I� F̂ (�))1=2(I�e��A)�1=2k et T = Ipour obtenir l'estimation


(I � F̂ (�))�1=2(I + Y (�))f


 � e�2=8kI + Y (�)k1=2k(I � e��A)�1=2fk; f 2 H:(4.7.13)Comme kY (�)k � a < 1, on a


(I � F̂ (�))�1=2h


 � e�2=8p1 + a k(I�e��A)�1=2(I+Y (�))�1hk; h 2 H: (4.7.14)De plus, (I + Y (�))(I � e��A)1=2 = (I � e��A)1=2(I + Z(�)); (4.7.15)o�u Z(�) est l'op�erateur born�eZ(�) = e��A=2(I � e��A)1=2 (I � e��B) e��A=2(I � e��A)1=2 : (4.7.16)Les 
onditions sur B impliquent que l'op�erateur Z(�) est m-a

r�etif, d'o�u k(I +Z(�))�1k � 1. Alors par (4.7.14), (4.7.15), et la repr�esentation spe
trale pourl'op�erateur (I � e��A=2)�1=2 on trouve l'in�egalit�e


(I � F̂ (�))�1=2h


 � e�2=8p1 + a 

(I � e��A=2)�1=2h

 (4.7.17)� e�2=8p1 + a khk+r2� kA�1=2hk! :En posant 
1=2 = p2e�2=8p1 + a, on obtient l'estimation 
her
h�ee (4.7.6). �



4.7. CAS � = 1=2 79Lemme 4.22 Pour tout op�erateur m-se
toriel C dans un espa
e de Hilbert H, departie r�eelle CR, on a l'estimation suivante :


C1=2R e�tC


 �rM1(C)t ; t > 0: (4.7.18)D�emonstrationRemarquons d'abord queddtke�tCuk2 = �2Re (e�tCu; Ce�tCu) = �2kC1=2R e�tCuk2 � 0; h 2 H: (4.7.19)Ensuite, 
omme 0 � ke�tCuk � ke�(t+h)Cuk � ke�tCu � e�(t+h)Cuk for t; h > 0, onobtient (
f.(1.24) :� ddtke�tCuk = limh!0h�1(ke�tCuk � ke�(t+h)Cuk) � (4.7.20)limh!0h�1ke�tCu� e�(t+h)Cuk � 



 ddte�tCu



 � kCe�tCuk � M1(C)t kuk:Par (4.7.19) et (4.7.20) on trouve2kC1=2R e�tCuk2 = �2ke�tCuk ddtke�tCuk � 2M1(C)t kuk2; (4.7.21)
e qui 
onduit �a l'estimation (4.7.18). �Lemme 4.23 Soient deux op�erateurs A � I auto-adjoint et B m-se
toriel de demi-angle �B 2 [0; �=2[. Si dom(A1=2) � dom(b), alors on a

A�1=2(I � e��B)

 � (1 + tan �B)kB1=2R A�1=2k2� 1=2M1(B)1=2; � � 0: (4.7.22)D�emonstrationPour tous f; g 2 H on a�A�1=2(I � e��B)f; g� = Z �0 ds �Be�sBf; A�1=2g� :D'o�u on trouve �A�1=2(I � e��B)f; g� = Z �0 ds b �e�sBf; A�1=2g� ; (4.7.23)o�u b[�; �℄ est la forme se
torielle ferm�ee 
orrespondant �a B. Par l'in�egalit�e (1.38) ona : jb[u; v℄j � (1 + tan �B)bR[u℄1=2bR[v℄1=2 = (1 + tan �B)kB1=2R ukkB1=2R vk: (4.7.24)



80 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTDon
, pour l'int�egrand dans (4.7.23) on obtientjb[e�sBf; A�1=2g℄j � (1 + tan �B)kB1=2R e�sBfkkB1=2R A�1=2gk:Ce qui, ave
 l'in�egalit�e (4.7.18) donne :j �A�1=2(I � e��B)f; g� j � (1 + tan �B)kB1=2R A�1=2gkZ �0 dsrM1(B)s kfk� (1 + tan �B)kB1=2R A�1=2k2M1(B)1=2� 1=2kfkkgk;on a don
 l'estimation re
her
h�ee (4.7.22). On a utilis�e le fait que dom(A1=2) �dom(b) = dom(B1=2R ), 
f.(4.7.1), et don
 kB1=2R A�1=2k <1. �Lemme 4.24 Soient deux op�erateurs A � I et B m-se
toriel satisfaisant la 
ondi-tion (4.1.1) ave
 a < 1. Si de plus on a dom(A1=2) � dom(b), alors il existe des
onstantes M1=2;M 01=2 > 0 telles que


A�1=2 �F̂ (�)� e��H�


 �M1=2� 1=2 (4.7.25)et 


A�1=2 �F̂ (�)� e��H�H�1


 �M 01=2� 3=2 (4.7.26)pour tout � � 0.D�emonstrationPour montrer (4.7.25) on utilise la repr�esentationA�1=2(e��A=2e��Be��A=2 � e��H) =�e��A=2A�1=2(I � e��B)e��A � A�1=2(I � e��A) + A�1=2(I � e��H):Par la repr�esentation spe
trale on estime dire
tement kA�1=2(I�e��A)k � (2�=e)1=2.Grâ
e au lemme 4.23 pour A�1=2(I � e��B) et A�1=2(I � e��H), on obtient (4.7.25)ave
M1=2 = (2=e)1=2 + 2(1 + tan �B)(kB1=2R A�1=2kM1(B)1=2 + kH1=2R A�1=2kM1(H)1=2):Pour montrer (4.7.26) on utilise la repr�esentationA�1=2(F̂ (�)� e��H)H�1 = A�1=2(I � e��A=2)(I � e��B)e��A=2H�1(4.7.27)+A�1=2(I � e��B)(I � e��A=2)H�1 (4.7.28)+A�1=2(e��A + e��B � e��H � I)H�1: (4.7.29)Puisque par la repr�esentation spe
trale : kA�1=2(I � e��A=2)k � (�=e)1=2 et k(I �e��B)A�1k � �kBA�1k, on trouve pour le terme (4.7.27) l'estimation :kA�1=2(I � e��A=2)(I � e��B)e��A=2H�1k � 1pekBA�1kkAH�1k� 3=2: (4.7.30)



4.7. CAS � = 1=2 81Pour le se
ond terme (4.7.28) on a par le lemme 4.23kA�1=2(I � e��B)(I � e��A=2)A�1AH�1k �(1 + tan �B)d1(B)1=2kB1=2R A�1=2k� 3=2kAH�1k: (4.7.31)Grâ
e �a (4.5.11) et (4.5.12), on obtient pour le troisi�eme terme (4.7.29) la repr�esen-tation :A�1=2(e��A + e��B � e��H � I)H�1 =Z �0 A�1=2(I � e�sA)AH�1 ds+ Z �0 A�1=2(I � e�sB)BA�1AH�1 ds+Z �0 A�1=2(e�sH � I) ds:Comme kA�1=2(I�e�sA)k � (2s=e)1=2, et en appliquant le lemme 4.23 �a A�1=2(I�e�sB) et �a A�1=2(e�sH � I), on trouve pour le dernier terme (4.7.29) :kA�1=2(e��A + e��B � e��H � I)H�1k (4.7.32)� 23� 3=2r2ekAH�1k+ 2(1 + tan �B)�M1(B)1=2kB1=2R A�1=2kkBA�1kkAH�1k+M1(H)1=2kH1=2R A�1=2k� � 3=2:Ce qui 
onduit ave
 (4.1.1) �a l'estimation de (4.7.32) :kA�1=2(e��A + e��B � e��H � I)H�1k � 23=2� 3=23pe(1� a) (4.7.33)+2(1 + tan �B)�M1(B)1=2kB1=2R A�1=2k a1� a +M1(H)1=2kH1=2R A�1=2k� � 3=2:En appliquant la 
ondition (4.1.1) �a (4.7.30), (4.7.31) on obtient des estimationssemblables, qui, ave
 (4.7.33), terminent la preuve de (4.7.26), si on poseM 01=2 := ape(1� a) + 1 + tan �B1� a kB1=2R A�1=2kM1(B)1=2 + 23=23pe(1� a) (4.7.34)+2(1 + tan �B)�M1(B)1=2kB1=2R A�1=2k a1� a +M1(H)1=2kH1=2R A�1=2k� : �Th�eor�eme 4.25 Soit A � I un op�erateur auto-adjoint. Soient B un op�erateur m-se
toriel satisfaisant la 
ondition (4.1.1) ave
 a < 1, et b la forme se
torielle ferm�eeasso
i�ee. Si de plus on a



82 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTdom(A1=2) � dom(b); (4.7.35)alors il existe une 
onstante L̂ > 0 telle que


�e�tA=2ne�tB=ne�tA=2n�n � e�tH


 � L̂ lnnpn (4.7.36)uniform�ement en t 2 [0;1[.D�emonstrationOn part toujours de l'identit�eF̂ (�)n � e��nH = n�1Xm=0 F̂ (�)n�m�1(F̂ (�)� e��H)e�m�H : (4.7.37)Comme l'op�erateur (I � F̂ (�))�1=2 est born�e (lemme 4.21), on obtient :F̂ (�)n � e��nH = n�1Xm=0 F̂ (�)n�m�1(I � F̂ (�))1=2(I � F̂ (�))�1=2(F̂ (�)� e��H)e�m�H ;(4.7.38)
e qui 
onduit �a l'estimationkF̂ (�)n � e��nHk � (4.7.39)n�1Xm=0 kF̂ (�)n�m�1(I � F̂ (�))1=2kk(I � F̂ (�))�1=2(F̂ (�)� e��H)e�m�Hk:Comme kF̂ (�)k � 1, l'op�erateur I � F̂ (�) est m-a

r�etif, et don
 on peut utiliser laproposition 1.28 pour A = I, T = F̂ (�)n�m�1 et B = (I � F̂ (�)). Ave
 le lemme4.20 on arrive �a :kF̂ (�)n�m�1(I � F̂ (�))1=2k � e�2=8kF̂ (�)n�m�1k1=2kF̂ (�)n�m�1(I � F̂ (�))k1=2� e�2=8kF̂ (�)n�m�1(I � F̂ (�))k1=2 � e�2=8r 
n�m� 1 : (4.7.40)A�n d'estimer le terme 
orrespondant �a m = 0 dans (4.7.37) et (4.7.39), on utiliseen
ore la proposition 1.28 ainsi que les lemmes 4.21 et 4.24. Ce qui donne :kF̂ (�)n�1(F̂ (�)� e��H)k (4.7.41)� kF̂ (�)n�1(I � F̂ (�))1=2kk(I � F̂ (�))�1=2(F̂ (�)� e��H)k� e�2=8r 
n� 1
1=2 �kF̂ (�)� e��Hk+ 1p� kA�1=2(F̂ (�)� e��H)k�� e�2=8r 
n� 1
1=2(2 +M1=2):



4.7. CAS � = 1=2 83Pour les termes ave
 m > 0 on utilise les lemmes 4.21 et 4.24 et on obtient l'estima-tion k(I � F̂ (�))�1=2(F̂ (�)� e��H)H�1k (4.7.42)� 
1=2 �k(F̂ (�)� e��H)H�1k+ 1p� kA�1=2(F̂ (�)� e��H)H�1k�� 
1=2(M 0� +M 01=2�):Or kHe�m�Hk �M1(H)=m� , d'o�u on trouve ave
 (4.7.42), l'estimation suivante :k(I � F̂ (�))�1=2(F̂ (�)� e��H)e�m�Hk � 
1=2M1(H)(M 0 +M 01=2)=m: (4.7.43)Par (4.7.39)-(4.7.43) on obtientkF̂ (�)n � e��nHk � (4.7.44)e�2=8r 
n� 1
1=2(2 +M1=2) + n�1Xm=1 e�2=8r 
n�m� 1
1=2M1(H)(M 0 +M 01=2) 1m� e�2=8r 
n� 1
1=2(2 +M1=2) + e�2=8p

1=2M1(H)(M 0 +M 01=2)2 lnnpn ;o�u on a utilis�e (4.5.26). Finalement, en posantL̂ := e�2=8p

1=2f2(2 +M1=2) + 4M1(H)(M 0 +M 01=2)gon obtient (4.7.36). �Corollaire 4.26 Soient A � I un op�erateur auto-adjoint et B un op�erateur m-se
toriel dans un espa
e de Hilbert H. Si A et B v�eri�ent les mêmes hypoth�eses quedans le th�eor�eme 4.25, alors il existe L > 0 et L̂0 > 0 telles que


�e�tB=ne�tA=n�n � e�tH


 � L lnnpn ; (4.7.45)


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


 � L0 lnnpn ; (4.7.46)uniform�ement en t 2 [0;1[.D�emonstrationOn utilise l'identit�e (
f.(4.7.2)) :F (�)n � e�tH = e��Be��A=2(F̂ (�)n�1 � e�tH)e��A=2 + (4.7.47)+(e��B � I)e��A=2e�tHe��A=2 + (4.7.48)+(e��A=2 � I)e�tHe��A=2 + (4.7.49)+e�tH(e��A=2 � I): (4.7.50)



84 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERTComme F̂ (�)n�1�e�tH = F̂ (�)n�1(I�F̂ (�))+(F̂ (�)n�e�tH), d'apr�es les estimations(4.7.3) et (4.7.36) on obtient un majorant du premier terme (4.7.47). Pour le se
ondterme (4.7.48) on ak(e��B � I)e��A=2e�tHe��A=2k � (4.7.51)k(e��B � I)B�1kkBA�1kke��A=2kkAH�1kkHe�tHk � �a1� aM1(H)t � M1(H)an(1� a) :Pour le troisi�eme terme (4.7.49) on trouvek(e��A=2 � I)e�tHe��A=2k � (4.7.52)k(e��A=2 � I)A�1kkAH�1kkHe�tHk � �M1(H)2(1� a)t � M1(H)2n(1� a) :Pour majorer le dernier terme (4.7.50) on ins�ere A1=2A�1=2 = I. Alorske�tHA1=2A�1=2(e��A=2 � I)k � ke�tHH1=2R kkH�1=2R A1=2kkA�1=2(e��A=2 � I)k� kHRe�tH�kkA1=2H�1=2R kp�=e� 1peM1(H�)1=2kA1=2H�1=2R kn�1=2; (4.7.53)o�u on a utilis�e l'estimation (4.7.18) et kA�1=2(e��A=2�I)k � (�=e)1=2 pour l'op�erateurauto-adjoint A � I. Remarquons que kA1=2H�1=2R k <1 
ar dom(A1=2) = dom(a) =dom(h) = dom(H1=2R ). En rassemblant les in�egalit�es (4.7.47), (4.7.51), (4.7.52), et(4.7.53), on obtient

F (�)n � e�tH

 � (4.7.54)
n� 1 + L̂ lnnpn + M1(H)an(1� a) + M1(H)2n(1� a) + 1pekA1=2H�1=2R kM1(H�)1=2pn :
e qui donne (4.7.45).A�n d'obtenir (4.7.46) pour T (�) = e��Ae��B, on utilise l'identit�e :T (�)n � e�tH = e��A=2(F̂ (�)n�1 � e�tH)e��A=2e��B + (4.7.55)+e��A=2e�tHe��A=2(e��B � I) + (4.7.56)+(e��A=2 � I)e�tHe��A=2 + (4.7.57)+e�tH(e��A=2 � I): (4.7.58)Les deux derniers termes (4.7.57), (4.7.58) sont identiques �a (4.7.49), (4.7.50). Pourle premier terme on pro
�ede exa
tement 
omme pour (4.7.47). Pour le se
ond terme



4.8. CONCLUSION 85(4.7.56) on trouve l'estimation :ke��A=2e�tHe��A=2(e��B � I)k � ke�tHA1=2kkA�1=2(e��B � I)k� kA1=2e�tH�kkA�1=2(e��B � I)k� kA1=2H�1=2R kM1(H�)1=2pn(1 + tan �B)kB1=2R A�1=2k2M1(B)1=2;o�u on a utilis�e le lemme 4.23, l'estimation de ke�tHA1=2k 
omme en (4.7.53), et lefait que dom(A1=2) = dom(H1=2R ) � dom(B1=2R ). �4.8 Con
lusionLes r�esultats de 
e 
hapitre peuvent se r�esumer de la mani�ere suivante : SoitA = A� � I un op�erateur auto-adjoint positif dans un espa
e de Hilbert H. Soit Bun op�erateur m-a

r�etif dans H. On suppose que dom(B) � dom(A) et qu'il existea 2 ℄0; 1[ tel que(C0) kBuk � akAuk; u 2 dom(A);et on pose H = A+B ave
 dom(H) = dom(A). Alors la formule de Trotter 
onvergeen norme d'op�erateur (ave
 les di��erentes variantes), et on peut donner des estima-tions de la vitesse de 
onvergen
e qui d�ependent des relations entre les di��erents do-maines. Les di��erents 
as sont �enum�er�es 
i-dessous, ave
 des vitesses en O(lnn=n�),� 2 ℄0; 1℄.1. Ave
 
es hypoth�eses, il existe des 
onstantes L� telles que


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


 � L� � ln(n)n� � ; n = 3; 4; : : : ;pour tout � 2 ℄0; 1=2[.2. Si B est m-se
toriel, de forme se
torielle ferm�ee asso
i�ee b v�eri�ant (C3) :dom(A1=2) � dom(b) , alors


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


 � O� ln(n)pn � ; n = 3; 4; : : : ;3. Si la 
ondition (C2) est satisfaite : dom((H�)�) � dom(A�) \ dom((B�)�) 6=f0g, pour un � 2 [1=2; 1℄, alors il existe une 
onstante L� telle que


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


 � L� � ln(n)n� � ; n = 3; 4; : : : ;



86 CHAPITRE 4. DANS UN ESPACE DE HILBERT4. Si en�n on a la 
ondition (C1) : dom(B�) � dom(A) et il existe a� 2 ℄0; 1[ telque kB�uk � a�kAuk; u 2 dom(A);alors 


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


 � O� ln(n)n � ; n = 3; 4; : : : ;
e 
as est en fait d�ej�a 
ontenu dans le pr�e
�edent.En�n, voi
i un probl�eme qui pourrait donner une suite �a 
e 
hapitre. �A partirde la proposition 2.10, du th�eor�eme 4.6 ainsi que des arti
les r�e
ents [30℄ et [31℄,on peut formuler la 
onje
ture suivante : soit A un op�erateur auto-adjoint tel queA � I, soit B un op�erateur m-a

r�etif et soit �H le g�en�erateur d'un semi-groupeholomorphe satisfaisant la 
onditiondom(H�0) � dom(A�0) \ dom(B�0)pour un �0 2 ℄0; 1℄ et la 
ondition (C2) pour un � 2 ℄0; 1℄. Si on a �0 + � > 1,alors l'estimation d'erreur en norme d'op�erateur pour la formule de Trotter est enO(1=n�0+��1).Remarquons que si B est auto-adjoint, alors on a �0 = �. D'o�u �0 + � > 1devient �0 = � > 1=2. Cette hypoth�ese apparâ�t dans [44℄. Si �0 = � = 1 et B = B�,alors l'estimation d'erreur pour la formule de Trotter devrait être O(1=n) au lieude O(ln(n)=n) 
omme il est montr�e dans [43℄. En e�et, 
ette estimation optimaleest annon
�ee dans [30℄ et [31℄. Rappelons que dans [44℄ l'estimation optimale enO(1=n2��1) est �etablie pour �0 = � 2 ℄1=2; 1[ et B = B�.
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Chapitre 5Convergen
e sans estimation, 
asnon auto-adjointDans les 
hapitres 3 et 4, on a pr�esent�e di��erents r�esultats sur la 
onvergen
e ennorme d'op�erateur de la formule de Trotter, qui ont en 
ommun d'utiliser toujoursla m�ethode de Lie au d�epart (2.2), et de donner des estimations d'erreur. D'autresm�ethodes ont aussi �et�e d�evelopp�ees, notamment dans [42, 45℄ pour des semi-groupesauto-adjoints. Dans le 
as de [45℄ on n'obtient pas d'estimation d'erreur.Dans 
e 
hapitre, qui reprend les r�esultats de l'arti
le [5℄, on montre 
ommentpasser de semi-groupes auto-adjoints �a des semi-groupes holomorphes engendr�espar des op�erateurs se
toriels, et d'obtenir ainsi la 
onvergen
e en norme d'op�erateurdans des 
onditions plus g�en�erales, mais sans estimation d'erreur. I
i le semi-groupeobtenu en limite n'est pas n�e
essairement engendr�e par la somme alg�ebrique desg�en�erateurs de d�epart, mais par la somme au sens des formes quadratiques. Lam�ethode s'apparente �a un prolongement analytique, aussi on 
ommen
e par rappelerquelques r�esultats de la th�eorie des familles holomorphes d'op�erateurs non born�es.5.1 Familles holomorphes d'op�erateurs ferm�esSuivant [32, Ch. VII℄, on d�e�nit plusieurs types de familles holomorphes d'op�e-rateurs ferm�es (non born�es). La diÆ
ult�e vient du fait que l'ensemble des op�erateursferm�es n'est pas un espa
e ve
toriel. La d�e�nition la plus g�en�erale est la suivante(pour des op�erateurs born�es, elle 
o��n
ide ave
 les �enon
�es de la proposition 1.10).D�e�nition 5.1 Une famille d'op�erateurs ferm�es T (z) d'un espa
e de Bana
h Xvers un espa
e de Bana
h Y, d�e�nie au voisinage de z = 0 est dite holomorpheen z = 0 s'il existe un troisi�eme espa
e de Bana
h Z et deux familles d'op�erateursborn�es U(z) 2 B(Z;X) et V (z) 2 B(Z;Y), qui sont holomorphes en z = 0 (au sensde la proposition 1.10) et telles que U(z) est une bije
tion de Z sur dom(T (z)) etT (z)U(z) = V (z)



88 CHAPITRE 5. CONVERGENCE SANS ESTIMATIONPar ailleurs, on a la 
ara
t�erisation suivante [32, Ch.VII, th�eor�eme 1.3℄Proposition 5.2 Soit T (z) une famille d'op�erateurs ferm�es dans un espa
e de Ba-na
h X, d�e�nie dans un voisinage de z = 0, et soit � 2 �(T (0)) un point de l'en-semble r�esolvant de T (0). Alors T (z) est holomorphe en z = 0 si et seulement si� 2 �(T (z)) et la r�esolvante (T (z)� �)�1 est une fon
tion holomorphe de z, pour jzjassez petit. En fait la r�esolvante est une fon
tion holomorphe dans les deux variablessur l'ensemble des (�; z) tels que � 2 �(T (0)) et jzj est assez petit (d�ependant de �).Selon les 
as, d'autres d�e�nitions sont plus utiles : 
itons d'abord les famillesholomorphes de type (A) [32, Ch.VII.2℄, dont la d�e�nition est assez naturelle.D�e�nition 5.3 Une famille d'op�erateurs ferm�es T (z) dans un espa
e de Bana
h X,d�e�nie dans un ouvert 
 2 C est dite holomorphe de type (A) si dom(T (z)) = D ned�epend pas de z et pour tout x 2 D, T (z)x est une fon
tion holomorphe dans 
 (�avaleurs dans X).On peut v�eri�er que tout famille holomorphe de type (A) est bien holomorpheau sens de la d�e�nition 5.1.On utilisera dans 
e 
hapitre une autre notion d'holomorphie dite de type (B)[32, Ch.VII.4℄. Cette notion est li�ee aux formes se
torielles et �a leur repr�esentationen op�erateurs dans un espa
e de Hilbert (
f proposition 1.23). On d�e�nit d'abord lesfamilles de formes sesquilin�eaires holomorphes de type (a), qui sont analogues auxfamilles d'op�erateurs holomorphes de type (A).D�e�nition 5.4 Une famille t(z) de formes sesquilin�eaires dans un espa
e de HilbertH d�e�nie sur un ouvert 
 2 C est dite holomorphe de type (a) si : t(z) est se
torielleferm�ee pour tout z 2 
, dom(t(z)) = D est ind�ependant de z et pour tout u 2 D,t(z)[u℄ est une fon
tion holomorphe de z 2 
.On a alors la propri�et�e suivante [32, Ch.VII, th�eor�eme 4.2℄ :Proposition 5.5 Soit t(z) une famille holomorphe de type (a). Pour tout z 2 
,notons T (z) l'op�erateur m-se
toriel asso
i�e �a la forme t(z). Alors T (z) forme une fa-mille holomorphe d'op�erateurs ferm�es (au sens de la d�e�nition 5.1) et 
es op�erateurssont lo
alement uniform�ement se
toriels.Une famille d'op�erateurs m-se
toriels T (z) asso
i�es �a une famille de formes t(z)holomorphe de type (a) est appel�ee une famille holomorphe de type (B). On a en
orela propri�et�e suivante [32, Ch.VII, th�eor�eme 4.3℄ :Proposition 5.6 Soit T (z) une famille holomorphe de type (B) pour z 2 
. AlorsT (z) a une r�esolvante 
ompa
te soit pour au
un z 2 
 soit pour tout z 2 
.5.2 Deux 
onditions suÆsantes de 
onvergen
eLes deux th�eor�emes qui suivent g�en�eralisent les propositions 2.11 et 2.10 �a deuxop�erateurs m-se
toriels A et B. Le premier utilise une hypoth�ese de 
ompa
it�e des



5.2. DEUX CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE 89r�esolvantes tandis que le se
ond utilise une hypoth�ese de petitesse relative des puis-san
es fra
tionnaires.�Etant donn�es A et B deux op�erateurs m-se
toriels dans un espa
e de Hilbert H,on note a et b les formes se
torielles ferm�ees asso
i�ees, de demi-angles �A et �B.Th�eor�eme 5.7 Si A et B sont m-se
toriels et que (I+A)�1 ou (I+A)�1(I+B)�1est 
ompa
t, alors la suite ��e�tA=ne�tB=n�n	n�1 
onverge en norme d'op�erateurvers e�tHP0 pour tout t 2 S�. L'op�erateur H = A _+B est la somme au sens desformes de A et B, P0 est le proje
teur orthogonal sur dom(a) \ dom(b), et � =�=2 � maxf�A; �Bg. La 
onvergen
e est uniforme dans toute partie 
ompa
te duse
teur ouvert S�.Pour g�en�eraliser la proposition 2.10 �a des op�erateurs m-se
toriels, la 
onditiondom(A�) � dom(B�) doit être adapt�ee de mani�ere assez parti
uli�ere. Consid�erons larepr�esentation X = G(I+ iC)G d'un op�erateur m-se
toriel X, 
f (1.40). De mani�ereanalogue �a la partie r�eelle ReX = G2, on appelle partie imaginaire de X l'op�erateurImX = GCG. Il n'est pas 
ertain que ImX ait un domaine dense, mais si 
'est le
as, ImX est sym�etrique. Ainsi on d�e�nit les 
onditions suivantes :(i) ReA;ReB � 
 > 0;(ii) dom(ReA) � dom(ImA);(iii) dom(ReB) � dom(ImB);(iv) dom(ReA)�) � dom((ReB)�) pour un � 2 ℄1=2; 1℄;(v) k(ReB)�uk � 
k(ReA)�uk; u 2 dom((ReA)�); 0 < 
 < 1;et pour les mêmes nombres �:Th�eor�eme 5.8 Soient A et B deux op�erateurs m-se
toriels dans un espa
e de Hil-bert H, satisfaisant les 
onditions (i)-(v). Alors pour tout 
omplexe t dans le se
teurouvert S�, la suite ��e�tA=ne�tB=n�n	n�1 
onverge en norme d'op�erateur vers e�tH ,uniform�ement sur les parties 
ompa
tes du se
teur. L'op�erateur H = A _+B est lasomme au sens des formes de A et B, et � = �=2�maxf�A; �Bg.Avant de pr�esenter les d�emonstrations, voi
i quelques remarques sur les 
ondi-tions (i)-(v). De la premi�ere (i) il d�e
oule que les op�erateurs auto-adjoints ReA etReB ont des inverses born�es. De la 
ondition (iv) il d�e
oule que dom(a) � dom(b),d'o�u dom(a) \ dom(b) est dense dans H et la somme au sens des formes A _+B d�e�niesur un domaine dense.A�n de 
lari�er la 
ondition (ii) voi
i une 
ondition suÆsante qui implique (ii).Consid�erons la repr�esentation A = G(I + iC)G de l'op�erateur se
toriel A, 
f (1.40),o�u G = (ReA)1=2 et C est un op�erateur auto-adjoint de norme inf�erieure �a tan �A(voir [32, Ch.VI, th�eor�eme 3.2℄). Si C(dom(G) \ ran(G)) � dom(G), alors (ii) estv�eri��ee. Une 
ondition analogue assure (iii).



90 CHAPITRE 5. CONVERGENCE SANS ESTIMATION5.3 M�ethode de prolongement analytiqueConsid�erons pour l'instant deux op�erateurs m-se
toriels A et B quel
onques dansun espa
e de Hilbert H. Soient a et b les formes se
torielles ferm�ees asso
i�ees. Suivantl'id�ee de Simon formul�ee dans l'addendum de [34℄, on d�e�nit deux familles de formesferm�ees : a(z) = Re a+ z Im a; dom(a(z)) = dom(a); (5.1)b(z) = Re b + z Im b; dom(b(z)) = dom(b); (5.2)pour tout z 2 C . On a alors le r�esultat suivant.Lemme 5.9 Il existe � > 0 tel que les formes a(z) et b(z) soient se
torielles pourtout z dans la bande D = fz 2 C : jRe zj < �g. Ces familles de formes sont de plusholomorphes de type (a) pour z 2 C .D�emonstrationSoit z = x+ iy ave
 x; y 2 R, et u 2 dom(a). Comme a est se
torielle, on a :jxIm a[u℄j � jxj tan �ARe a[u℄; (5.3)d'o�u la forme sym�etrique Re a(z) = Re a + xIm a est positive pour jxj tan �A < 1.De plus, pour de tels nombres x :Re a(z)[u℄ � Re a[u℄� jxIm a[u℄j � (1� jxj tan �A)Re a[u℄: (5.4)D'apr�es (5.3) et (5.4) on obtient :jIm a(z)[u℄j = jyIma[u℄j � jyj tan �ARe a[u℄� jyj tan �A1� jxj tan �ARe a(z)[u℄; (5.5)
e qui prouve que a(z) est se
torielle pour tout z dans la bande jRe zj < 
ot �A.De la même mani�ere, b(z) est se
torielle pour jRe zj < 
ot �B, et on peut poser� = minf
ot �A; 
ot �Bg.Par ailleurs, par (5.1) et (5.2) on a :ddza(z)[u℄ = Im a[u℄; u 2 dom(a); (5.6)ddz b(z)[u℄ = Im b[u℄; u 2 dom(b); (5.7)les formes a(z), b(z) sont don
 des familles holomorphes de type (a) pour z 2 C . �Corollaire 5.10 Par le premier th�eor�eme de repr�esentation 1.23, il existe des op�e-rateurs m-se
toriels A(z) et B(z) asso
i�es aux formes se
torielles ferm�ees a(z) etb(z) ( jRe zj < �), et 
es op�erateurs 
onstituent des familles holomorphes de type(B). En parti
ulier ils sont lo
alement uniform�ement se
toriels (proposition 5.5).



5.3. M�ETHODE DE PROLONGEMENT ANALYTIQUE 91Or si A est un op�erateur m-se
toriel de demi-angle �A, alors �A engendre unsemi-groupe holomorphe de 
ontra
tions e�tA, o�u t est un nombre 
omplexe ave
j arg tj < �=2 � �A, de plus on a le r�esultat suivant [32, Ch.IX, th�eor�eme 2.6 et lanote℄ :Proposition 5.11 Soit T (z) une famille holomorphe d'op�erateurs ferm�es dans undomaine ouvert 
 � C . Supposons que pour 
haque z 2 
 l'op�erateur �T (z) soit leg�en�erateur d'un semi-groupe holomorphe de demi-angle �(z). Alors le semi-groupee�tT (z) est un fon
tion holomorphe de z 2 
 pour t dans un se
teur ouvert 
ontenantt > 0.D�emonstrationLe semi-groupe holomorphe e�tT (z) peut être d�e�ni par l'int�egrale de Dunford-Taylor e�tT (z) = 12�i Z� e�t(T (z) + �)�1d�; (5.8)o�u � est un 
ontour allant de 1e�i(�(z)+�=2�Æ) vers 1ei(�(z)+�=2�Æ) et entourant lespe
tre de �T (z). Comme T (z) est une famille holomorphe, (T (z) + �)�1 est holo-morphe en z pour � dans l'ensemble r�esolvant de �T (z). De plus, grâ
e �a l'estimationde la d�eriv�ee :



 ddz (T (z) + �)�1



 = 



 12�i ZC(T (z0) + �)�1(z0 � z)�2dz0



 � MÆj�jr (5.9)pour j arg �j � �=2+ �(z)� Æ, la repr�esentation (5.8) peut être d�eriv�ee sous le signed'int�egration. I
i C est un petit 
er
le autour de z de rayon r, etMÆ = supj arg �j��=2+�(z)�Æz02C k�(T (z0) + �)�1k:Finalement, (5.8) et (5.9) impliquent le r�esultat 
her
h�e. �En appliquant 
e r�esultat au 
as pr�esent, on trouve que les semi-groupes e�tA(z),e�tB(z) sont holomorphes en z pour jRe zj < � = minf
ot �A; 
ot �Bg, et pour z �x�e,en t dans un se
teur (d�ependant de z) 
ontenant t > 0. Pour t � 0, 
es semi-groupessont 
ontra
tants.Or pour les fon
tions holomorphes �a valeurs dans l'ensemble des op�erateursborn�es il n'y a pas de di��eren
e entre l'analyti
it�e dans la topologie faible, forteou de la norme d'op�erateur (voir proposition 1.10). Ainsi le th�eor�eme de Vitali [25,th�eor�eme 3.14.1℄ permettra de terminer la m�ethode d'extension propos�ee dans 
e
hapitre :Proposition 5.12 Soit fn une suite de fon
tions holomorphes dans un ouvert 
 �C , �a valeurs dans un espa
e de Bana
h X. Supposons que kfn(z)k � M pour toutn 2 N et pour tout z 2 
, et que la suite ffn(z)gn2N 
onverge pour z dans une



92 CHAPITRE 5. CONVERGENCE SANS ESTIMATIONpartie de 
 ayant un point d'a

umulation. Alors fn(z) 
onverge pour tout z 2 
,uniform�ement sur les 
ompa
ts de 
, et la limite est une fon
tion holomorphe dans
. La m�ethode de g�en�eralisation des propositions 2.9, 2.10, et 2.11, 
onsiste �a ap-pliquer la th�eor�eme de Vitali pour un t > 0 �x�e �a la famille de fon
tionsfn(z) = �e�tA(z)=ne�tB(z)=n�n ; n = 1; 2; : : : ;�a valeurs dans l'espa
e de Bana
h des op�erateurs born�es sur H. D'apr�es de lemme5.9, le 
orollaire 5.10, et la proposition 5.11, 
es fon
tions sont holomorphes dans
 = fz 2 C : jRe zj < �g, et kfn(z)k � 1 pour tout z 2 
. Il reste �a montrer que,sous les 
onditions formul�ees dans le th�eor�eme 5.7 (ou respe
tivement 5.8), on peutappliquer la proposition 2.11 (ou respe
tivement 2.10) pour les op�erateurs auto-adjoints A(x) et B(x) ave
 x r�eel assez petit en valeur absolue. D'o�u la 
onvergen
een norme d'op�erateur pourra être �etendue �a 
. En parti
ulier, pour z = i 2 
on trouve la formule de Trotter pour les op�erateurs initiaux A � A(z = i) etB � B(z = i).5.4 Appli
ation de la m�ethodePour d�emontrer le th�eor�eme 5.7, on 
ommen
e par �etablir le lemme suivant.Lemme 5.13 Les trois �enon
�es suivants sont �equivalents pour deux op�erateurs m-se
toriels A et B.a) (I + A)�1(I +B)�1 est 
ompa
t ;b) (I + A)��(I +B)�� est 
ompa
t pour tout � 2 ℄0; 1[ ;
) (I +ReA)�1(I +ReB)�1 est 
ompa
t.D�emonstrationOn va montrer les trois �etapes suivantes : a) ) b), b) ) 
), et 
) ) a).a) ) b)D'apr�es a), (I + A + �)�1(I + B + �)�1 est en
ore 
ompa
t pour tout �; � � 0 parla repr�esentation (I + A+ �)�1(I +B + �)�1 = (I + A+ �)�1(I + A)(I + A)�1(I +B)�1(I +B)(I +B + �)�1et l'observation que les op�erateurs (I + A + �)�1(I + A) et (I + B)(I + B + �)�1sont born�es par 2 pour �; � � 0. Grâ
e �a la repr�esentation :(I + A)��(I +B)�� = �sin��� �2Z 10 Z 10 ������(I + A+ �)�1(I +B + �)�1d�d�;



5.4. APPLICATION DE LA M�ETHODE 93o�u l'int�egrale du membre de droite 
onverge en norme d'op�erateur, le produit (I +A)��(I +B)�� est don
 
ompa
t pour tout � 2 ℄0; 1[.b) ) 
)Grâ
e �a la repr�esentation (1.40), [32, Ch.VI th�eor�eme 3.2℄ des op�erateurs m-se
torielson obtient : I + A = (I +ReA)1=2(I + i ~CA)(I +ReA)1=2; (5.11)I +B = (I +ReB)1=2(I + i ~CB)(I +ReB)1=2; (5.12)o�u ~CA et ~CB sont des op�erateurs auto-adjoints born�es respe
tivement par tan �A ettan �B. D'o�u on a(I + A)�1(I +B)�1 = (I +ReA)�1=2(I + i ~CA)�1 (5.13)(I +ReA)�1=2(I +ReB)�1=2(I + i ~CB)�1(I +ReB)�1=2;don
 (I +ReA)�1=2(I +ReB)�1=2= (I + i ~CA)(I +ReA)1=2(I + A)�1(I +B)�1(I +ReB)1=2(I + i ~CB)= (I + i ~CA)(I +ReA)1=2(I + A)�(1��)(I + A)��(I +B)��(I +B)�(1��)(I +ReB)1=2(I + i ~CB):Pour 0 < � < 1=2, (I+ReA)1=2(I +A)�(1��) est un op�erateur born�e (voir la preuvede [32, Ch. VI, th�eor�eme 3.3℄), et de la même mani�ere (I + B)�(1��)(I + ReB)1=2.D'apr�es b) (I +A)��(I +B)�� est 
ompa
t, don
 (I +ReA)�1=2(I +ReB)�1=2 est
ompa
t, d'o�u on obtient 
) puisque(I +ReA)�1(I +ReB)�1 = (I +ReA)�1=2�(I +ReA)�1=2(I +ReB)�1=2� (I +ReB)�1=2: (5.14)
) ) a)En appliquant a)) b) aux op�erateurs ReA et ReB, 
) implique que (I+ReA)�1=2(I +ReB)�1=2 est 
ompa
t. D'o�u par la repr�esentation (5.13), 
) entrâ�ne a). �Remarque 5.14 Dans b), on peut rempla
er de mani�ere �equivalente : pour tout� 2 ℄0; 1[ par : pour un � 2 ℄0; 1[.Preuve du th�eor�eme 5.7Supposons que (I + A)�1 est 
ompa
t. Comme par le lemme 5.9 et le 
orollaire5.10, I + A(z) est une famille holomorphe de type (B) pour z 2 D, les op�erateursborn�es (I +A(z))�1 sont aussi 
ompa
ts pour tout z 2 D par la proposition 5.6 [32,Ch.VII, th�eor�eme 4.3℄. En parti
ulier pour z = x sur l'intervalle ℄ � �; �[. Alors enutilisant la proposition 2.11 pour les familles auto-adjointes A(x) et B(x), x 2℄��; �[et la proposition 5.12, on obtient la premi�ere partie du th�eor�eme 5.7.



94 CHAPITRE 5. CONVERGENCE SANS ESTIMATIONMaintenant supposons que le produit (I + A)�1(I + B)�1 est 
ompa
t. Alorsd'apr�es le lemme 5.13, le produit (I+ReA)�1=2(I+ReB)�1=2 est 
ompa
t. Consid�e-rons les familles holomorphes d'op�erateurs m-se
toriels inversibles I + A(z) et I +B(z), o�u z 2 D, 
f 
orollaire 5.10. Par les repr�esentations (5.11) et (5.12) on obtientpour tout r�eel x 2 D :(I + A(x))�1(I +B(x))�1 = (I +ReA)�1=2(I + x ~CA)�1(I +ReA)�1=2(I +ReB)�1=2(I + x ~CB)�1(I +ReB)�1=2;don
 la famille (I+A(x))�1(I+B(x))�1 est 
ompa
te. En utilisant 
omme pr�e
�edem-ment la proposition 2.11 pour A(x) et B(x), x 2℄ � �; �[ et la proposition 5.12, ontermine la d�emonstration du th�eor�eme 5.7. �A�n de d�emontrer le th�eor�eme 5.8, on a besoin du lemme suivant fond�e surl'in�egalit�e de Heinz, rappel�ee dans la proposition 1.27. Comme ReA et ReB ont desinverses born�es (hypoth�ese (i)), (ii) et (iii) impliquent par le th�eor�eme du grapheferm�e qu'il existe des 
onstantes positives �, � telles que :kImAuk � �kReAuk; u 2 dom(ReA); (5.15)kImBuk � �kReBuk; u 2 dom(ReB): (5.16)Ainsi la 
ondition (ii) (respe
tivement (iii)) assure que A(z) = (ReA)1=2(I +zCA)(ReB)1=2 = ReA+ zImA (respe
tivement B(z)) est une fon
tion holomorphede type (A) au voisinage de z = 0. Ce fait est aussi indispensable dans le lemmesuivant.Lemme 5.15 Si A et B satisfont les 
onditions (i)-(v), alors pour tout r�eel x telque jxj < minf�; 1=�g on a :kB(x)�uk � �1 + �jxj1� �jxj�� 
kA(x)�uk; u 2 dom(A(x)�): (5.17)I
i � est le même que dans le lemme 5.9, � et � sont d�e�nis par (5.15) et (5.16).Les 
onstantes 
 et 1=2 < � � 1 sont les mêmes que dans la 
ondition (v).D�emonstrationD'apr�es (5.16), qui d�e
oule de (iii), on akB(x)uk � kReBuk+ jxjkImBuk � (1 + �jxj)kReBuk; (5.18)pour tout u 2 dom(ReB) � dom(B(x)). Comme B(x) est auto-adjoint, 
ettein�egalit�e implique par l'in�egalit�e de Heinz :kB(x)�uk � (1 + �jxj)�k(ReB)�uk; u 2 dom((ReB)�): (5.19)Grâ
e �a (5.15) et la th�eorie des perturbations des op�erateurs auto-adjoints, lasomme ReA + xImA est auto-adjointe sur le domaine dom(ReA) pour jxj < 1=�.



5.4. APPLICATION DE LA M�ETHODE 95Comme par 
onstru
tion (
orollaire 5.10) l'op�erateur A(x) est une extension auto-adjointe de 
ette somme, on doit avoir dom(A(x)) = dom(ReA). Par (5.15) pourtout u dans 
e domaine on obtient :kReAuk � kA(x)uk+ jxjkImAuk � kA(x)uk+ �jxjkReAuk: (5.20)Comme jxj < 1=�, on trouve :kReAuk � 11� �jxjkA(x)uk; (5.21)et : k(ReA)�uk � 1(1� �jxj)�kA(x)�uk; u 2 dom(A(x)�) (5.22)par l'in�egalit�e de Heinz.Finalement les in�egalit�es (5.19), (5.22), ainsi que la 
ondition (v) donnent l'esti-mation annon
�ee (5.17). �Preuve du th�eor�eme 5.8Comme 
 < 1, il existe �, 0 < � < minf�; 1=�g, tel que pour jxj < �,�1 + �jxj1� �jxj�� 
 < 1: (5.23)D'o�u les 
onditions de la proposition 2.10 sont satisfaites, ave
 les fon
tions f(x) =g(x) = e�x et pour les familles d'op�erateurs auto-adjoints A(x) et B(x) pour toutx 2℄ � �; �[. Comme l'intervalle ℄ � �; �[ a au moins un point d'a

umulation dansle domaine D = fz 2 C : jRe zj < �g, le th�eor�eme de Vitali permet de terminer lapreuve du th�eor�eme 5.8 pour tout r�eel t > 0 et en 
onsid�erant z = i.A�n d'�etendre le r�esultat �a tout t 2 S� on utilise en
ore le th�eor�eme de Vitali.Comme A = A(z = i) et B = B(z = i) sont m-se
toriels de demi-angles �A, �B, onpose � = �=2�maxf�A; �Bg. Alors les semi-groupes e�tA et e�tB sont holomorpheset born�es par 1 dans le se
teur ouvert S� = fz 2 C ; z 6= 0; j arg zj < �g. D'o�u parle th�eor�eme de Vitali la 
onvergen
e en norme d'op�erateur de la formule de Trotterpour t > 0 implique la 
onvergen
e dans la même topologie pour tout z 2 S�,uniform�ement sur tout 
ompa
t. Comme la fon
tion limite est holomorphe, 
'est leprolongement holomorphe du semi-groupe e�tH de la demi-droite r�eelle au se
teurS�. �
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Chapitre 6
Semi-groupes de Gibbs nonauto-adjoints et 
onvergen
e entra
e

L'une des premi�eres motivations pour �etablir la 
onvergen
e de la formule deTrotter dans une topologie plus �ne que la topologie forte des op�erateurs �etait lam�ethode dite d'estimation infrarouge en m�e
anique statistique quantique. En ef-fet Dyson, Lieb et Simon [17℄ ont invent�e une m�ethode fond�ee sur la formule deLie-Trotter pour montrer l'existen
e d'une transition de phase dans le mod�ele deHeisenberg quantique anisotrope. Or dans 
e mod�ele, le hamiltonien asso
i�e �a unsyst�eme �ni H� agit dans un espa
e de Hilbert de dimension �nie. Don
 on peututiliser le th�eor�eme de Lie, ainsi que la 
ontinuit�e de la tra
e pour inverser tra
e etlimite 
f (6.43). Par la suite, d'autres auteurs ont voulu appliquer la même m�ethode�a des mod�eles di��erents, en parti
ulier pour les 
ristaux anharmoniques. Cependantle hamiltoniens de tels syst�emes est un op�erateur non born�e dans un espa
e de Hil-bert de dimension in�nie. D'o�u le probl�eme, formul�e d'abord par Minlos, de savoirsi la formule de Trotter 
onverge dans la topologie de la tra
e dans 
e 
as l�a. Ceprobl�eme a �et�e r�esolu pour des semi-groupes de S
hr�odinger dans [61℄, et pour dessemi-groupes de Gibbs auto-adjoints abstraits dans [42℄. On �etudie dans 
e 
hapitreles semi-groupes de Gibbs non auto-adjoints, 
'est-�a-dire appartenant �a la 
lasse dela tra
e, qui fait partie des id�eaux de von Neumann-S
hatten. On va montrer queplusieurs r�esultats des 
hapitres pr�e
�edents peuvent être adapt�es pour obtenir la
onvergen
e de la formule de Trotter dans la topologie de la tra
e, en supposant quel'un au moins des semi-groupes admet une tra
e (
e 
hapitre s'appuie sur l'arti
le[8℄).



98 CHAPITRE 6. SEMI-GROUPES DE GIBBS6.1 Op�erateurs 
ompa
ts et semi-groupes de Gibbs6.1.1 Op�erateurs 
ompa
tsSoit H un espa
e de Hilbert s�eparable et B(H) l'alg�ebre des op�erateurs born�esdans H. On note C1(H) l'id�eal des op�erateurs 
ompa
ts dans B(H), qui est un sous-espa
e ferm�e de B(H). Rappelons les propri�et�es spe
trales des op�erateurs 
ompa
tssur un espa
e de Hilbert s�eparable (voir par exemple [19℄ pour toutes 
es propri�et�esg�en�erales).Proposition 6.1 Soit C 2 C1(H). Alors le spe
tre de C est d�enombrable, et 
haquepoint non nul du spe
tre est une valeur propre de multipli
it�e �nie et isol�ee. On lesnotera �k(C), k = 1; 2; : : : ordonn�ees suivant les modules d�e
roissants. 0 2 �(C) estle seul point d'a

umulation du spe
tre (on suppose que H est de dimension in�nie).Ainsi il existe une base orthonorm�ee de H telle que la matri
e de C soit triangulairedans 
ette base. Si de plus C est normal, alors C est diagonalisable dans une baseorthonorm�ee.Pour �etudier plus en d�etail les op�erateurs 
ompa
ts non normaux, on d�e�nitl'op�erateur module : jCj = pC�C (puisque C�C est un op�erateur auto-adjointpositif, sa ra
ine 
arr�ee est bien d�e�nie). jCj est don
 un op�erateur 
ompa
t auto-adjoint positif, don
 en notant fsk(C)gk�1 ses valeurs propres en ordre d�e
roissant,on a la repr�esentation jCj = P1k=1 sk(C)Pk, o�u les Pk sont des proje
teurs deux �adeux orthogonaux.Les nombres positifs fsk(C)g1k=1 sont appel�es les valeurs singuli�eres de l'op�erateurC. Si C est normal, alors on a j�k(C)j = sk(C). Pour tout op�erateur 
ompa
t C, lesvaleurs singuli�eres v�eri�ent les propri�et�es suivantes :sk(C) � s1(C) = kCk (6.1)sk(C) = sk(C�) (6.2)sk(TC) � kTksk(C) pour tout T 2 B(H) (6.3)jsk(C)� sk(D)j � kC �Dk pour tout D 2 C1(H) (6.4)On a en�n le d�eveloppement de S
hmidt de tout op�erateur 
ompa
t C :C = 1Xk=1 sk(C)(�; �k) k (6.5)o�u f�kg et f kg sont des bases orthonorm�ees de ve
teurs propres de C�C et CC� res-pe
tivement. On aura besoin plus loin des propri�et�es suivantes [19, Ch. II, 
orollaires4.1 et 4.2℄ :Proposition 6.2 Si C est un op�erateur 
ompa
t sur H, alors pour tout p > 0 etquels que soient les entiers k et n :kXj=1(sj(Cn))p=n � kXj=1(sj(C))p: (6.6)



6.2. R�ESULTATS DE CONVERGENCE 99De même si C1; : : : ; Cm sont des op�erateurs 
ompa
ts sur H, alors pour tout entierk : kXj=1 sj(C1 : : : Cm) � kXj=1 sj(C1) : : : sj(Cm) (6.7)6.1.2 Id�eaux de von Neumann-S
hattenOn note Cp(H) (1 � p <1) les id�eaux dans B(H) 
onstitu�es par les op�erateurs
ompa
ts C tels que 1Xk=1 sk(C)p <1: (6.8)Ces id�eaux sont appel�es les id�eaux de von Neumann-S
hatten (
f [19, 54℄). Cp(H) estun espa
e de Bana
h muni de la norme :kCkp =  1Xk=1 sk(C)p!1=p :En parti
ulier C1(H) est l'ensemble des op�erateurs �a tra
e et kCk1 =P1k=1 sk(C)= tr jCj est la norme de la tra
e. On d�e�nit pour tout C 2 C1(H) la tra
e matri
iellepar la somme 1Xk=1(vk; Cvk) = 1Xk=1 sk(C)( k; �k); (6.9)o�u fvkgk�1 est une base orthonorm�ee de H quel
onque, et l'�egalit�e montre que 
ettesomme ne d�epend pas de la base 
hoisie (on utilise la repr�esentation de S
hmidt(6.5)). Alors le th�eor�eme de Lidskii [19, Ch.3, th�eor�eme 8.4℄ �etablit que la tra
ematri
ielle ainsi d�e�nie 
o��n
ide ave
 la tra
e spe
trale, que l'on notera d�esormaistrC : 1Xk=1(vk; Cvk) = 1Xk=1 �k(C) = trC (6.10)D�e�nition 6.3 On appelle semi-groupe de Gibbs un semi-groupe fUtgt�0 tel queUt 2 C1(H) pour tout t > 0 (
f [1, 60, 62℄).Cette 
lasse de semi-groupes apparâ�t naturellement en m�e
anique statistiquequantique, o�u les moyennes thermodynamiques sont d�e�nies par la tra
e de lamatri
e densit�e �� = e��H=tr e��H pour un syst�eme �ni de hamiltonien H et detemp�erature ��1.6.2 R�esultats de 
onvergen
ePlusieurs arti
les ont d�ej�a �et�e publi�es sur la 
onvergen
e en tra
e de la formule deTrotter pour des semi-groupes auto-adjoints : [61, 42, 24, 27, 46℄. Nous 
onsid�erons
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i le 
as non auto-adjoint [8℄. Le premier r�esultat 
on
erne deux g�en�erateurs m-se
toriels A et B et ne 
ontient pas d'estimation d'erreur. On rappelle (proposi-tion 1.14)que les op�erateurs m-se
toriels de demi-angle � 2℄0; �=2[ 
orrespondentaux g�en�erateurs des semi-groupes holomorphes dans le se
teur S�=2�� satisfaisantke�zAk � 1 pour tout z 2 S�=2��.Th�eor�eme 6.4 Soient A, B deux op�erateurs m-se
toriels tels que e�tReA 2 C1(H)pour tout t > 0. Alors la formule de Trotter 
onverge en norme k � k1 vers e�t(A _+B)P0o�u P0 est le proje
teur orthogonal sur l'adh�eren
e de l'interse
tion des domaines desformes quadratiques asso
i�ees dom(a) \ dom(b), et A _+B est la somme au sens desformes quadratiques.Si on ajoute une 
ondition de petitesse relative entre A et B, on obtient desestimations d'erreur en norme de tra
e.Th�eor�eme 6.5 Soit A un op�erateur m-se
toriel dans un espa
e de Hilbert H tel queReA > 0 et e�tReA 2 C1(H) pour tout t > 0. Si B est un op�erateur m-a

r�etif dansH tel que dom(A�) � dom(B) pour un r�eel � 2 [0; 1[ et que dom(A�) � dom(B�),alors la formule de Trotter 
onverge en norme k � k1, uniform�ement pour t � t0 > 0ave
 l'estimation :


�e�tB=ne�tA=n�n � e�t(A+B)


1 � O� lnnn1��� , ou O�(lnn)2n � si � = 0: (6.11)Th�eor�eme 6.6 Soit A un op�erateur auto-adjoint positif dans H, tel que (�+A)�1 2Cp(H) pour un � 2 C et un entier p � 1 �ni. Soit B un op�erateur m-a

r�etif tel quedom(A) � dom(B) et dom(A) � dom(B�) ave
 :kBuk � akAuk; u 2 dom(A); 0 < a < 1 (6.12)kB�uk � a�kAuk; u 2 dom(A); 0 < a� < 1: (6.13)Alors la formule de Trotter 
onverge en norme k � k1 uniform�ement pour t � t0 > 0ave
 : 


�e�tA=ne�tB=n�n � e�t(A+B)


1 � O� lnnn � : (6.14)La partie suivante 
ontient quelques pr�eliminaires indispensables. La preuve duth�eor�eme 6.4 est donn�ee dans la se
tion 6.4, tandis que les deux autres r�esultats sontd�emontr�es dans la partie 6.5.6.3 G�en�eralisation d'in�egalit�es au 
as m-se
torielProposition 6.7 (Gr�umm [21℄) L'appli
ation (A;B) 7! AB est 
ontinue de B�Cp(H) vers Cp(H), B �etant une partie born�ee de B(H) munie de la topologie forte etCp(H) muni de la topologie de la norme k � kp, 1 � p � 1.



6.3. G�EN�ERALISATION D'IN�EGALIT�ES AU CAS M-SECTORIEL 101On remarque 
omme 
ons�equen
e que les semi-groupes de Gibbs sont 
ontinusen norme k � k1 pour t > 0.Corollaire 6.8 Si z 7! A(z) 2 B(H) est une fon
tion holomorphe pour z 2 D �C , et z 7! B(z) 2 Cp(H) est k � kp-holomorphe dans D, alors A(z)B(z) est k � kp-holomorphe dans D. En parti
ulier, si Uz est un semi-groupe holomorphe dans unse
teur ouvert S! = fz 2 C : z 6= 0; j arg zj < !g, tel que Uz0 2 C1(H), z0 2 S!,alors Uz est k � k1-holomorphe pour z � z0 2 S!.Le lemme suivant est une extension de [3, th�eor�eme 2℄ �a un g�en�erateur m-se
torielquel
onque.Lemme 6.9 Soit A un op�erateur m-se
toriel, ReA sa partie r�eelle, qui est unop�erateur auto-adjoint positif. Si e�tReA 2 C1(H), alors e�tA 2 C1(H) etke�tAk1 � � � � � ke�tA=2pk2p2p � ke�tA=2p+1k2p+12p+1 � � � � � limp!1 ke�tA=2pk2p2p = ke�tReAk1:(6.15)Si de plus le g�en�erateur A est normal, alors toutes 
es in�egalit�es deviennent des�egalit�es.D�emonstrationComme e�tReA 2 C1(H), ReA et don
 A ont une r�esolvante 
ompa
te d'apr�es(I +ReA)�1 = R10 e�t(I+ReA)dt et la proposition 1.25. D'o�u grâ
e au th�eor�eme 5.7,la formule de Trotter 


�e�tA�=2ne�tA=2n�n � e�tReA


 �!n!1 0 (6.16)
onverge en norme d'op�erateur, o�u la somme (A _+A�)=2, au sens des formes quadra-tiques, est par d�e�nition la partie r�eelle ReA. D'apr�es (6.4), 
ette 
onvergen
e en-trâ�ne la 
onvergen
e de 
haque valeur singuli�ere des op�erateurs 
ompa
ts 
on
ern�es,soit : pour tout k � 1sk ��e�tA�=2ne�tA=2n�n� = sk ���e�tA=2n��2n� = sk(e�tA=2n)2n �!n!1 sk(e�tReA): (6.17)Par ailleurs, d'apr�es (6.6), on a pour tous entiers k 6= 0 et p :kXj=1 sj(e�tA=2p)2p � kXj=1 sj(e�tA=2p+1)2p+1 ; (6.18)
e que nous notons Sk(p) � Sk(p + 1). D'apr�es (6.17), la somme �nie Sk(p) a pourlimite Sk = kXj=1 sk(e�tReA) (6.19)quand p tend vers l'in�ni. On a don
 Sk(p) � Sk(p + 1) � � � � � Sk pour toutentier k. Comme e�tReA 2 C1(H), on en 
on
lut que Sk(p) est major�ee par supk Sk =



102 CHAPITRE 6. SEMI-GROUPES DE GIBBSke�tReAk1 quels que soient k et p. En parti
ulier si p = 0, on obtient limk!1 Sk(0) =ke�tAk1 � ke�tReAk1. Comme par d�e�nition limk!1 Sk(p) = ke�tA=2pk2p2p , on obtientles in�egalit�es (6.15) en prenant la limite k !1 des in�egalit�es Sk(0) � � � � � Sk(p) �� � � � ke�tReAk1.De plus, on a limp!1 ke�tA=2pk2p2p � ke�tReAk1. Mais on a aussi ke�tA=2pk2p2p �Sk(p) et don
 limp!1 ke�tA=2pk2p2p � limp!1 Sk(p) = Sk pour tout k � 1. D'o�ulimp!1 ke�tA=2pk2p2p � supk�1 Sk = ke�tReAk1, 
e qui 
onduit �a limp!1 ke�tA=2pk2p2p =ke�tReAk1.Si A est normal, alors e�tA est aussi normal. On a don
 sk(e�tA) = j�k(e�tA)j etles repr�esentations spe
tralesA = 1Xk=1 �k(A)Pk; e�tA = 1Xk=1 e�t�k(A)Pk; ReA = 1Xk=1 Re�k(A)Pk; (6.20)o�u Pk est le proje
teur spe
tral (orthogonal) asso
i�e �a la valeur propre �k(A). D'o�usk(e�tA) = j�k(e�tA)j = je�t�k(A)j = e�tRe �k(A) = e�t�k(ReA) = sk(e�tReA); (6.21)et on obtient ke�tAk1 = ke�tReAk1. �Remarque 6.10 Rappelons que si Kn s! K et K�n s! K� dans la topologie forte desop�erateurs, quand n!1 et kKnkp ! kKkp pour un p 2 [1;1[, alors kKn �Kkp !0 (th�eor�eme de Gr�umm [21℄). Grâ
e �a (6.15)


�e�tA�=2pe�tA=2p�2p�1


1 = ke�tA=2pk2p2p �!p!1ke�tReAk1 (6.22)la 
onvergen
e (6.16) entrâ�ne la 
onvergen
e en norme k � k1 de la formule de Trot-ter pour (A _+A�)=2 : 


�e�tA�=2pe�tA=2p�2p�1 � e�tReA


1 �!p!1 0: (6.23)Le th�eor�eme 
i-dessous est une g�en�eralisation de l'in�egalit�e de Ginibre-Gruber[18℄.Th�eor�eme 6.11 Soit A un op�erateur m-se
toriel tel que e�tReA 2 C1(H) pour toutt > 0. Soient V1; : : : ; Vn des op�erateurs born�es sur H. Alors pour tous t1; : : : ; tn � 0on a : 




 nYi=1 e�tiAVi




1 � tr e�(t1+���+tn)ReA=4 nYi=1 kVik: (6.24)D�emonstrationSupposons d'abord que les op�erateurs V1; : : : ; Vn sont 
ompa
ts. Posons tm =minft1; : : : ; tng et T = t1 + � � �+ tn. Pour i = 1; : : : ; n on d�e�nit `i 2 N par 2`itm �ti < 2`i+1tm. D'o�u on a Pni=1 2`itm > T=2 etnYi=1 e�tiAVi = nYi=1 e�(ti�2`i tm)A(e�tmA)2`iVi: (6.25)



6.4. CONVERGENCE EN NORME DE TRACE 103Alors, d'apr�es (6.7) on obtient :




 nYi=1 e�tiAVi




1 = 1Xk=1 sk nYi=1 e�(ti�2`i tm)A(e�tmA)2`iVi!� 1Xk=1 nYi=1 sk(e�(ti�2`i tm)A)sk(e�tmA)2`isk(Vi)� 1Xk=1 sk(e�tmA)2`1+���+2`n nYi=1 kVik;o�u on utilise le fait que pour tout k � 1, sk(e�(ti�2`i tm)A) � ke�(ti�2`i tm)Ak � 1 etsk(Vi) � kVik. En posant N = 2`1 + � � �+ 2`n et Tm = Ntm > T=2, on obtient




 nYi=1 e�tiAVi




1 � ke�TmA=NkNN nYi=1 kVik: (6.26)A�n d'appliquer le Lemme 6.9, 
onsid�erons p 2 N tel que 2p � N < 2p+1. Alors ona 2pTm=N > Tm=2 > T=4. D'o�uke�TmA=NkNN = 1Xk=1 sk(e�TmA=N)N � 1Xk=1 sk(e�2pTmA=2pN )2p � 1Xk=1 sk(e�TA=2p+2)2p;(6.27)en remarquant que : Tm=N = 2pTm=2pN � T=2p+2, sk(e�TmA=N)N � sk(e�TmA=N)2pet sk(e�(t+�)A) � ke�tAksk(e��A) � sk(e��A) pour tout t; � > 0. Finalement grâ
e �a(6.26), (6.27) et au lemme 6.9 on obtient l'estimation (6.24).Cas g�en�eral : Soit 0 < � < tm, posons ~Vi = e��AVi. Alors ~Vi 2 C1(H) et sk( ~Vi) �k ~Vik � kVik. Soit en
ore ~ti = ti � �, on obtient alors




 nYi=1 e�tiAVi




1 � tr e�(~t1+���+~tn)ReA=4 nYi=1 kVik: (6.28)Grâ
e �a la 
ontinuit�e en norme k � k1 du semi-groupe e�tReA, on peut �a pr�esentprendre la limite � ! 0, 
e qui donne l'in�egalit�e d�esir�ee (6.24) dans le 
as g�en�eral.�6.4 Convergen
e en norme de tra
eL'id�ee de la d�emonstration du th�eor�eme 6.4 est de reprendre la m�ethode du
hapitre 5.3 dans la topologie de la norme k � k1. Soient A, B des op�erateurs m-se
toriels dans un espa
e de Hilbert H, de demi-angles �A, �B. On note a et b lesformes quadratiques asso
i�ees. On 
onsid�ere (
f 
hapitre 5.3) les formes a(z) =Re a+zIm a, b(z) = Re b+zIm b, et les op�erateurs m-se
toriels 
orrespondants A(z),
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orollaire 5.10, 
es op�erateurs forment des familles holomorphes detype (B) (
f 
hapitre 5.1 et [32, Ch. VII x4℄) dans les domaines respe
tifs DA = fz 2C : jRe zj < 
ot �Ag et DB = fz 2 C : jRe zj < 
ot �Bg.Lemme 6.12 Si A est un op�erateur m-se
toriel tel que e�tReA 2 C1(H) pour toutt > 0, alors e�tA(z) 2 C1(H) pour z 2 DA. De plus e�tA(z) est une fon
tion k � k1-holomorphe de z 2 DA (et aussi de t dans un 
ertain se
teur d�ependant de z).D�emonstrationD'apr�es le lemme 6.9, e�tA est 
ompa
t, par 
ons�equent l'op�erateur A est �ar�esolvante 
ompa
te, et ReA aussi (par (I +A)�1 = R10 e�t(I+A)dt et la proposition1.25). De plus, 
omme A(z) est une famille holomorphe de type (B), A(z) est �ar�esolvante 
ompa
te pour tout z 2 DA ou au
un (
f proposition 5.6 ou [32, Ch. VII,th�eor�eme 4.3℄). D'o�u la même propri�et�e est vraie pour ReA(z).Puisque d'apr�es (5.4)Re a(z)[u℄ � (1� jRe zj tan �A)Re a[u℄; u 2 dom(a); (6.29)par le prin
ipe de mini-max pour l'op�erateur auto-adjoint ReA(z) on obtient quee�tReA(z) 2 C1(H) pour tout z 2 D. Finalement, d'apr�es le lemme 6.9 on a :ke�tA(z)k1 � ke�tReA(z)k1 <1.Par ailleurs, pour la famille holomorphe e�tA(z) (
f proposition 5.11) on peut�e
rire l'int�egrale de Cau
hy, qui 
onverge en norme d'op�erateur, pour la familleholomorphe e�tA(z) : e�tA(z) = 12�i Z
 e�tA(w)z � w dw (6.30)o�u 
 est un petit 
er
le de 
entre z et de rayon r �a l'int�erieur de DA. De plus, on aun majorant de la d�eriv�ee en norme k � k1 pour w 2 
 :



 ddz e�tA(w)z � w 



1 � ke�tReA(w)k1r2 � ke�
tReAk1 1r2 (6.31)o�u 
 = infw2
(1�jRewj tan �A). D'o�u l'int�egrale de Cau
hy (6.30) est d�erivable pourla norme k � k1, et e�tA(z) est holomorphe en norme k � k1 pour z 2 DA. D'autre part,e�tA(z) est une fon
tion holomorphe de t en k � k1 du fait que A(z) est m-se
torieldon
 g�en�erateur de semi-groupe holomorphe, et que e�tA(z) 2 C1(H) (
f 
orollaire6.8). �D�emonstration du Th�eor�eme 6.4Consid�erons pour z 2 D = DA \DB la suite de fon
tionsfn(z) = �e�tA(z)=ne�tB(z)=n�n ; n � 1:D'apr�es le lemme 6.12 e�tA(z)=n 2 C1(H), don
 fn(z) 2 C1(H). De plus, fn(z) estholomorphe en norme k � k1 
ar : e�tA(z)=n est holomorphe en norme k � k1 et e�tB(z)=nest holomorphe en norme d'op�erateur (en e�et B(z) est une famille holomorphe de



6.5. CONVERGENCE EN NORME DE TRACE AVEC ESTIMATION 105type (B)). Par ailleurs, les op�erateurs fn(z) sont uniform�ement born�es par rapport�a n en norme k � k1 d'apr�es le th�eor�eme 6.11 :kfn(z)k1 � ke�tB(z)=nkn tr e�tReA(z)=4 � ke�tA(z)=4k1 (6.32)Pour z r�eel, d'apr�es la proposition 2.15, fn(z) 
onverge en norme k � k1, vers e�tCP0o�u C = A(z) _+B(z) est la somme au sens des formes quadratiques. Don
 le th�eor�emede Vitali assure que la 
onvergen
e a lieu pour tout z 2 D. Pour z = i on obtient ler�esultat annon
�e. �6.5 Convergen
e en norme de tra
e ave
 estima-tionDans 
ette partie on montre 
omment les estimations d'erreur en norme d'op�era-teur pour la formule de Trotter peuvent être g�en�eralis�ees �a la topologie de la normek � k1, dans des 
onditions o�u on peut utiliser les r�esultats de [62℄ sur les perturbationsdes semi-groupes de Gibbs. Deux 
lasses de perturbations ont �et�e �etudi�ees dans 
etarti
le, P0 et P1.D�e�nition 6.13 Un op�erateur ferm�e B est dit de 
lasse P0(A) de perturbationspour le g�en�erateur A d'un semi-groupe Ut si le domaine dom(B) � St>0 UtH etZ 10 dtkBUtk <1: (6.33)Ces perturbations B 2 P0 sont aussi appel�ees \perturbations de 
lasse P" dans [12℄.D�e�nition 6.14 Un op�erateur ferm�e B est dit de 
lasse P1(A) de perturbationspour le g�en�erateur A d'un semi-groupe s'il existe 0 < b < 1 et a > 0 tels que :dom(A) � dom(B) et kBuk � akuk+ bkAuk; u 2 domA: (6.34)On remarquera que P0(A) � P1(A), voir par exemple [12, lemme 3.4℄. Suivant[62, 
orollaire 2.1℄, on a pour les perturbations P0 :Proposition 6.15 Soit A un op�erateur m-se
toriel dans un espa
e de Hilbert H telque e�tReA 2 C1(H). Si B 2 P0(A), alors A+�B est le g�en�erateur d'un semi-groupede Gibbs qui est une fon
tion k � k1-holomorphe de � 2 C .Pour les perturbations P1, on a [40, 62℄ :Proposition 6.16 Soit A un op�erateur auto-adjoint positif tel que (� + A)�1 2Cp(H) pour un � 2 C et un entier p � 1 �ni. Si B 2 P1(A), alors pour � 2Cb = f� 2 C ; j�j < b�1g, A + �B est le g�en�erateur d'un semi-groupe de Gibbs,



106 CHAPITRE 6. SEMI-GROUPES DE GIBBSG�(t) = e�t(A+�B), qui est une fon
tion holomorphe en k � k1, G�(t) : S�;b ! C1(H),o�u S�;b est le se
teur S�;b = (z 2 C ; ���� Im zRe z ���� < p1� j�j2b2j�jb ) ;Par ailleurs, on 
onnâ�t des estimations de la 
onvergen
e de la formule de Trotteren norme d'op�erateur. La proposition suivante est une adaptation du th�eor�eme 3.9(en supposant que A�1 est born�e, on peut avoir � = 0).Proposition 6.17 Soit e�tA un semi-groupe holomorphe sur un espa
e de HilbertH tel que ke�tAk � 1 pour tout t > 0 et que A�1 soit born�e. Si B est un op�erateur m-a

r�etif dans H tel que dom(A�) � dom(B) pour un r�eel � 2 [0; 1[ et que dom(A�) �dom(B�), alors la formule de Trotter 
onverge en norme d'op�erateur uniform�ementpour t � 0 ave
 l'estimation :


�e�tB=ne�tA=n�n � e�t(A+B)


 � O� lnnn1��� , ou O�(lnn)2n � si � = 0: (6.35)On a �egalement le r�esultat suivant (th�eor�eme 4.10) :Proposition 6.18 Soit A un op�erateur auto-adjoint positif dans H. Soit B unop�erateur m-a

r�etif tel que dom(A) � dom(B) et dom(A) � dom(B�) ave
 :kBuk � akAuk; u 2 dom(A); 0 < a < 1 (6.36)kB�uk � a�kAuk; u 2 dom(A); 0 < a� < 1: (6.37)Alors la formule de Trotter 
onverge en norme d'op�erateur uniform�ement pour t �0 : 


�e�tA=ne�tB=n�n � e�t(A+B)


 � O� lnnn � (6.38)Lemme 6.19 Soit A un op�erateur m-se
toriel tel que e�tReA 2 C1(H), t > 0. Onsuppose que B est g�en�erateur d'un semi-groupe de 
ontra
tions, et que e�tH 2 C1(H)est un semi-groupe de Gibbs. Soit �(n; t) > 0 d�e�ni pour tout t > 0 et tout n > 1 par�(n; t) = sup2n2n+1 t�s� 2n2n�1 t 


�e�sA=ne�sB=n�n � e�sH


 : (6.39)Alors pour tout t0 > 0 il existe des 
onstantes L(t0) et L0(t0) telles que


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


1 � L(t0)�([n=2℄; t=2) + L0(t0)�([(n + 1)=2℄; t=2): (6.40)pour t � t0, et n > 1.



6.5. CONVERGENCE EN NORME DE TRACE AVEC ESTIMATION 107D�emonstrationL'argument est semblable �a [46, th�eor�eme 5.1℄. Pour tout entier n > 1, on posekn = [n=2℄ et mn = [(n + 1)=2℄, de telle sorte que n = kn + mn (on note [x℄ =supfk 2 Z; k � xg, x 2 R). D'o�u on obtient :�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH = ��e�tA=ne�tB=n�kn � e�kntH=n� �e�tA=ne�tB=n�mn+e�kntH=n ��e�tA=ne�tB=n�mn � e�mntH=n� :Or grâ
e au th�eor�eme 6.11 et �a mn � n=2 :


�e�tA=ne�tB=n�mn


1 � 

e�tB=n

mn tr e�mntReA=4n � ke�tReA=8k1; (6.41)
e qui montre que 
e terme est uniform�ement born�e en norme k � k1. D'autre part,puisque e�tH 2 C1(H), nous avons ke�kntH=nk1 � ke�tH=3k1 pour tout n > 1 (en e�etpour n > 1, kn=n � 1=3). D'o�u :


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


1 � 


��e�tA=ne�tB=n�kn � e�kntH=n�


 

e�tReA=8

1+ 

e�tH=3

1 


��e�tA=ne�tB=n�mn � e�mntH=n�


Soient tn = tkn=n et sn = tmn=n de sorte que tn; sn ! t=2 quand n!1. Alors


�e�tA=ne�tB=n�n � e�tH


1 � 


��e�tnA=kne�tnB=kn�kn � e�tnH�


 

e�tReA=8

1+ 

e�tnH

1 


��e�snA=mne�snB=mn�mn � e�snH�


� �(kn; t=2) 

e�t0ReA=8

1 + ke�t0H=3k1�(mn; t=2)d'apr�es la d�e�nition de �(n; t), (6.39). Ainsi on trouve l'in�egalit�e annon
�ee ave
L(t0) = 

e�t0ReA=8

1 et L0(t0) = ke�t0H=3k1. �D�emonstration du th�eor�eme 6.5La 
ondition dom(A�) � dom(B) implique que B 2 P0(A) 
ar (
f proposition1.18) :Z 10 dtkBe�tAk � Z 10 dtkBA��kkA�e�tAk � kBA��k Z 10 dtM�t� <1: (6.42)D'apr�es la proposition 6.15, on en d�eduit que A+B est g�en�erateur de semi-groupede Gibbs. On peut don
 appliquer le lemme 6.19 (en
ore valable ave
 la formulee�tB=ne�tA=n) ave
 l'estimation de la proposition 6.17, 
e qui 
onduit au r�esultat. �D�emonstration du th�eor�eme 6.6D'apr�es les hypoth�eses du th�eor�eme, B 2 P1(A). On peut don
 appliquer laproposition 6.16 qui montre que A + B est alors le g�en�erateur d'un semi-groupede Gibbs. D'o�u on peut appliquer le lemme 6.19 ave
 l'estimation donn�ee dans laproposition 6.18. �



108 CHAPITRE 6. SEMI-GROUPES DE GIBBS6.6 Exemple : formule de Feynman-Ka
Pour terminer 
e 
hapitre, je propose un exemple possible d'appli
ation, qui seraseulement esquiss�e et ne pr�etend pas r�esoudre de probl�eme pr�e
is. Consid�erons unsyst�eme quantique de Hamiltonien H� = ���+V�, o�u � � Rd est un ouvert born�ede Rd et les op�erateurs �� et V� sont respe
tivement le lapla
ien (ave
 une 
onditionaux limites et un domaine tel que 
e soit un op�erateur auto-adjoint positif) et unpotentiel (op�erateur de multipli
ation par une fon
tion V : Rd ! C ) dans l'espa
ede Hilbert L2(�). Il s'agit de 
al
uler la fon
tion de partition Z�(�) = tr e��H� pour� > 0. Si la formule de Trotter pour les semi-groupes et�� et e�tV� 
onverge ennorme de tra
e, alors on peut 
al
uler la fon
tion de partition par la limite :Z�(�) = tr e��H� = limn!1 tr (e���=ne��V�=n)n (6.43)Or les th�eor�emes 6.4, 6.5 et 6.6 donnent des 
onditions suÆsantes pour 
ela :par exemple puisque e��� 2 C1(H), il suÆt que V� soit un op�erateur m-se
toriel(en utilisant le th�eor�eme 6.4). D'autre part, il existe une m�ethode bien 
onnue pour
al
uler tr (et��=ne�tV�=n)n, �a l'aide de la mesure de Wiener [49, Ch. X.11℄. Si onnote pt(x; y) le noyau de l'op�erateur et�� , on a alors :�et��=ne�tV�=n�n f = Z�n pt=n(x; x1)e�tV�(x1)=n : : : pt=n(xn�1; y)e�tV�(y)f(y)dx1 : : : dy(6.44)�A partir de 
ette expression, on peut d�e�nir une mesure �tx;y, appel�ee mesure deWiener, sur l'ensemble 
tx;y des 
hemins 
ontinus ! : [0; t℄ ! � ave
 !(0) = x et!(t) = y. Alors le noyau de et�� est pt(x; y) = R
tx;y d�tx;y. On trouve alors pour latra
e :tr �e���e��V��n = Z�n n�1Yj=0 dxj Z
�x;x1 d�x;x1(!)e��V (x1) Z
�x1;x2 d�x1;x2(!)e��V (x2): : :Z
�xn�1;x d�xn�1;x(!)e��V (x)= Z�n n�1Yj=0 dxj p� (x; x1)p� (x1; x2) : : : p� (xn�1; x)e��Pni=1 V (xi)= Z� dx Z
tx;x d�tx;x(!)e� tnPǹ=1 V (!(t`=n))On a not�e p� (xi; xj) = R
�xi;xj d�xi;xj(!), x0 = x et !(0) = !(t) = x.D'apr�es le th�eor�eme 6.4, pour tout potentiel m-se
toriel V�, 
'est-�a-dire pourtoute fon
tion V �a valeurs dans un se
teur S� (0 < � < �=2), on a la 
onvergen
e :
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limn!1Z� dx Z
�x;x d��x;x(!)e��nPǹ=1 V (!(�`=n)) = Z�(�) (6.45)D'apr�es le th�eor�eme 6.6, si V� est un potentiel �a partie r�eelle positive (m-a

r�etif)tel que dom(��) � dom(V�) et kV uk � ak��uk ave
 a < 1 et pour tout u 2dom(��), on a en
ore�����Z� dx Z
�x;x d��x;x(!)e��nPǹ=1 V (!(�`=n)) � Z�(�)����� � O� lnnn � (6.46)uniform�ement pour � � �0 > 0. Ainsi, même si on ne peut pas �etablir l'expressiondu noyau de e�tH� par la formule 
lassique de Feynman-Ka
 (par exemple si lepotentiel V n'est pas r�egulier), on a une approximation (voire même une estimationd'erreur) de la fon
tion de partition.Remarque : Le probl�eme de la formule de Feynman-Ka
 lorsque le potentiel n'estpas r�egulier a d�ej�a �et�e �etudi�e notamment par Davies (remarque lors de la soute-nan
e).
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111
Chapitre 7Approximation des semi-groupesholomorphes en norme d'op�erateurOn a d�ej�a mentionn�e au 
hapitre 2.2 le rôle de la 
onvergen
e forte des r�esolvantesdans la th�eorie des semi-groupes : la 
onvergen
e forte d'une suite de semi-groupesest �equivalente �a la 
onvergen
e forte des r�esolvantes des g�en�erateurs de 
es semi-groupes, r�esultat 
onnu sous le nom de th�eor�eme de Trotter-Neveu-Kato (voir laproposition 2.3). Dans 
e 
hapitre, on va d�evelopper une th�eorie analogue pour la
onvergen
e en norme d'op�erateurs d'une suite de semi-groupes et la 
onvergen
een norme d'op�erateur des r�esolvantes. Plus g�en�eralement, et selon l'id�ee de Cherno�(voir proposition 2.4), on va montrer 
omment 
onstruire des approximations de laforme F (t=n)n, en norme d'op�erateur pour les semi-groupes holomorphes 
ontra
-tants sur un espa
e de Hilbert. La plupart des r�esultats de 
e 
hapitre �gurent dansl'arti
le [7℄. Pour 
ommen
er, rappelons quelques r�esultats sur la topologie de la
onvergen
e en norme des r�esolvantes dans l'ensemble des op�erateurs ferm�es.7.1 Convergen
e dans l'ensemble des op�erateursferm�esBien que l'ensemble des op�erateurs ferm�es dans un espa
e de Bana
h X ne soitpas un espa
e ve
toriel, et don
 ne soit pas fa
ile �a traiter en tant que tel, il estpossible d'y d�e�nir des topologies assez int�eressantes. Notamment les topologies dela 
onvergen
e faible, forte et en norme d'op�erateur des r�esolvantes [48℄. Ces notionsde 
onvergen
es sont d'autant plus int�eressantes que l'on sait que la 
onvergen
edes r�esolvantes (z � An)�1 en un point 
ommun z �a tous les ensembles r�esolvants�(An) entrâ�ne la même 
onvergen
e en tout autre point 
ommun �a 
es ensemblesr�esolvants : la proposition 2.3 en fournit l'exemple pour la 
onvergen
e forte. Latopologie de la 
onvergen
e en norme des r�esolvantes est aussi appel�ee topologie dela 
onvergen
e g�en�eralis�ee pour les op�erateurs ferm�es [32, Ch.IV.2℄, et on noteraTn g! T . En e�et 
ette topologie g�en�eralise la topologie de la norme d'op�erateur sur



112 CHAPITRE 7. APPROXIMATION EN NORME D'OP�ERATEURl'ensemble des op�erateurs born�es. Par ailleurs, elle peut être d�e�nie par une distan
e,
elle entre les graphes des op�erateurs [32, Ch.IV.2℄.D�e�nition 7.1 Soient deux sous-espa
es ferm�esM et N dans un espa
e de Bana
hX, et SM , SN leurs sph�eres unit�e respe
tives. On d�e�nit la distan
e d(M;N) (oudistan
e de Hausdor� entre les sph�eres SM et SN ) pour M;N 6= 0 pard(M;N) = max� supx2SM dist(x; SN ); supx2SN dist(x; SM)� : (7.1)Si M = 0, alors on pose d(M;N) = 2 pour tout N 6= 0.On v�eri�e que 0 � d(M;N) � 2 pour tous M et N , et ainsi on peut montrer quel'ensemble des sous-espa
es ferm�es dans l'espa
e de Bana
h X est un espa
e m�etrique
omplet. Cet espa
e est 
onstitu�e de la r�eunion de parties ouvertes disjointes, 
ha-
une �etant l'ensemble des sous-espa
es d'une dimension donn�ee. Par d�e�nition legraphe d'un op�erateur ferm�e de X vers Y est un sous-espa
e ferm�e du produitX�Y, qui est en
ore un espa
e de Bana
h. On d�e�nit don
 la distan
e entre deuxop�erateurs ferm�es 
omme la distan
e de leurs graphes au sens de la d�e�nition 7.1
i-dessus, on la notera en
ore d [32, Ch.IV.2.3℄ (
ette distan
e est li�ee �a la notionde "gap"). Cette distan
e ne rend pas 
omplet l'ensemble des op�erateurs ferm�es,
ar tout sous-espa
e ferm�e de X�Y n'est pas le graphe d'un op�erateur ferm�e. Onpeut montrer que l'ensemble des op�erateurs born�es B(X;Y) est une partie ouvertede l'ensemble des op�erateurs ferm�es ave
 
ette topologie, et que la topologie induitesur B(X;Y) est 
elle de la norme d'op�erateur. On a don
 Tn g! T si et seulement sid(Tn; T ) ! 0. Voi
i quelques propri�et�es essentielles de 
ette notion de 
onvergen
e[32, Ch. IV, th�eor�emes 2.23 et 2.25℄ :Proposition 7.2 Soient T , Tn (n = 1; 2; : : : ) des op�erateurs ferm�es de X vers Y.a) Supposons que T 2 B(X;Y), alors Tn 
onverge vers T au sens g�en�eralis�e si etseulement si Tn 2 B(X;Y) �a partir d'un 
ertain rang et kTn � Tk ! 0.b) Supposons que T�1 2 B(Y;X), alors Tn g! T si et seulement si T�1n 2 B(Y;X)�a partir d'un 
ertain rang et kT�1n � T�1k ! 0.
) Si Tn g! T et si A 2 B(X;Y), alors Tn + A g! T + A au sens g�en�eralis�e.d) Si Tn et T ont un domaine dense, alors Tn g! T si et seulement si T �n g! T �.e) Si X = Y, supposons que �(T ) 6= ;. Pour que Tn g! T , il est n�e
essaire quepour tout z 2 �(T ), z 2 �(Tn) �a partir d'un 
ertain rang etk(Tn � z)�1 � (T � z)�1k ! 0et il est suÆsant que 
ette 
onvergen
e ait lieu pour un z 2 �(T ).



7.2. TH�EORIE DE CHERNOFF ET G�EN�ERALISATIONS 1137.2 Th�eorie de Cherno� et g�en�eralisationsDans l'arti
le [10℄, Cherno� montra une g�en�eralisation du th�eor�eme de Trotter,
'est-�a-dire ave
 la possibilit�e de rempla
er la formule e�tAe�tB par d'autres expres-sions, 
f proposition 2.4. De plus, 
ette m�ethode fournit une d�emonstration plussimple du r�esultat de Trotter [12, x3.4℄. La m�ethode de Cherno� 
onsiste en deux�etapes : a�n de montrer la 
onvergen
e F (t=n)n � e�tH s! 0, il s'agit de montrerd'abord que F (t=n)n � e�n(F (t=n)�I) s! 0 puis que e�n(F (t=n)�I) � e�tH s! 0. Lapremi�ere �etape est 
onnue sous le nom de lemme de Cherno�, et la se
onde utilisele th�eor�eme de 
onvergen
e de Trotter-Neveu-Kato (proposition 2.3).Lemme 7.3 (de Cherno�) Soit C une 
ontra
tion lin�eaire sur un espa
e de Ba-na
h X. Alors t 7! et(C�I) est un semi-groupe de 
ontra
tions et on ak(en(C�I) � Cn)uk � n1=2k(C � I)uk (7.2)pour tout u 2 X.Cette majoration (7.2) est surprenante au premier abord, puisque, �e
rit ainsi,le membre de droite ne tend pas vers 0. Cependant dans la suite Cherno� 
hoisitC = F (t=n) de sorte qu'il arrive �a 
ompenser le fa
teur n1=2 et �a trouver un ma-jorant qui tend fortement vers 0. Par ailleurs, si C est un op�erateur auto-adjointpositif de norme inf�erieure �a 1, soit 0 � C � I alors on a ken(C�I) � Cnk �sup0�t�1 �en(t�1) � tn� � 1=n pour tout n � 1 [45℄. Cette observation sugg�ere de
her
her une 
ondition sur C, plus faible que 0 � C = C� � 1, qui entrâ�neraiten
ore ken(C�I) � Cnk ! 0.En e�et on 
her
he un r�esultat analogue �a la proposition 2.4 de Cherno� dans latopologie de la norme d'op�erateur et dans un espa
e de Hilbert. En fait, un premierr�esultat dans 
ette dire
tion a �et�e obtenu pour des op�erateurs auto-adjoints [45℄,voir les propositions 2.12 et 2.13.On va montrer 
omment rempla
er l'hypoth�ese que les op�erateurs sont auto-adjoints par une 
ondition beau
oup plus faible sur l'image num�erique. Notammentil faudra se passer de l'hypoth�ese de normalit�e, qui joue un rôle essentiel dans lesarguments de l'arti
le [45℄ en fournissant la repr�esentation spe
trale. L'id�ee est plutôtde revenir �a la m�ethode de Cherno�, et d'en reprendre les �etapes essentielles enajoutant une hypoth�ese nouvelle, fond�ee sur la notion de 
ontra
tion quasi-se
torielle
onstruite expr�es dans 
e but.Si 0 < � � �, on note S� le se
teur ouvertS� = fz 2 C n f0g : j arg zj < �g:Si 0 � � � �=2 on d�e�nit 
omme en (4.2.9) l'ensemble 
onvexe ferm�e D� dans leplan 
omplexe C (voir Figure 7.1) parD� = fz 2 C : jzj � sin �g [ fz 2 C : j arg(1� z)j � � et jz � 1j � 
os �g: (7.3)Pour 
haque � 2 [0; �=2℄, on d�e�nit une 
lasse d'op�erateurs 
ontra
tants appel�esquasi-se
toriels de demi-angle �.



114 CHAPITRE 7. APPROXIMATION EN NORME D'OP�ERATEURD�e�nition 7.4 Soit C un op�erateur 
ontra
tant sur un espa
e de Hilbert H. On ditque C est quasi-se
toriel de demi-angle � 2 [0; �=2℄ si son image num�erique Nr(C)est in
lus dans l'ensemble D�.On v�eri�e ais�ement par (7.3) que I�C est un op�erateur m-se
toriel de demi-angle�, d'o�u l'appellation de 
ontra
tion quasi-se
torielle. La 
lasse � = 0 (la plus petite)
orrespond aux op�erateurs auto-adjoints positifs de norme inf�erieure �a 1, tandis quepour � = �=2 (la plus grande) la 
lasse 
ontient tous les op�erateurs 
ontra
tants surH. Les autres 
lasses sont 
omprises entre 
es deux extrêmes (en e�et, la famille D�est 
roissante). La pertinen
e de 
ette d�e�nition 7.4 sera justi��ee par des exemplesdans la partie 7.3.On montrera dans la partie 7.4 que si C est une 
ontra
tion quasi-se
torielle,alors ken(C�I) � Cnk � O(1=n1=3), 
e qui rempla
era le lemme de Cherno�, ave

ette fois un majorant en norme d'op�erateur qui tend vers 0 (th�eor�eme 7.10). Pourla deuxi�eme �etape, on �etablira un th�eor�eme analogue �a la proposition 2.3 pour la
onvergen
e en norme d'op�erateur (th�eor�eme 7.13). Pour 
ela, il faut 
onsid�ererune suite d'op�erateurs uniform�ement m-se
toriels, auxquels 
orrespondent don
 dessemi-groupes holomorphes uniform�ement born�es. Pour 
ette 
lasse d'op�erateurs, onmontre que An g! A si et seulement si ke�tAn � e�tAk ! 0. Ainsi la 
onvergen
eg�en�eralis�ee des g�en�erateurs 
orrespond �a la 
onvergen
e en norme d'op�erateur pourles semi-groupes. Par ailleurs, 
ette topologie est bien la topologie naturelle dessemi-groupes holomorphes, qui sont des fon
tions holomorphes en norme d'op�erateurdans un 
ertain se
teur S! , ! < �=2, et les g�en�erateurs de 
es semi-groupes sontexa
tement les op�erateurs m-se
toriels de demi-angle � = �=2� !.Soit f�(s)gs�0 une famille de 
ontra
tions quasi-se
torielles sur un espa
e deHilbert H, telles que Nr(�(s)) � D� ave
 0 � � < �=2 ind�ependant de s � 0. SoitXs = (I��(s))=s (s > 0), et soit X0 un op�erateur ferm�e dans un sous-espa
e ferm�eH0 � H �a ensemble r�esolvant non vide. Alors le r�esultat prin
ipal de 
e 
hapitres'exprime 
omme l'�equivalen
e entre les deux 
onvergen
es suivantes :k(� +Xs)�1 � (� +X0)�1P0k �! 0 quand s! +0; (7.4)k�(t=n)n � e�tX0P0k �! 0 quand n!1; t > 0; (7.5)pour un (ou de mani�ere �equivalente pour tout) � 2 S���.Comme premi�ere 
ons�equen
e du th�eor�eme 7.18 on trouve que la formule d'ap-proximation d'Euler pour la fon
tion exponentielle (voir (1.9)) 
onverge en normed'op�erateur pour tout op�erateur m-se
toriel (th�eor�eme 7.19). D'autres 
ons�equen
essont pr�esent�ees dans la partie 7.6 : 
onditions n�e
essaires et suÆsantes pour la
onvergen
e de formule analogues �a la formule de Trotter. Par exemple pour lamoyenne arithm�etique de r�esolvantes ou de semi-groupes (voir th�eor�eme 7.20) etpour la formule produit sym�etris�ee f(tA)1=2g(tB)f(tA)1=2 o�u f(t); g(t) = (1 + t)�1or e�t, voir th�eor�eme 7.21.
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tions quasi-se
toriellesLa notion de 
ontra
tion quasi-se
torielle a un lien parti
uli�erement �etroit ave

elle d'op�erateur m-se
toriel. Les deux exemples pr�esent�es 
i-dessous justi�ent bien,me semble-t-il, 
ette nouvelle d�e�nition. Soit A un op�erateur m-se
toriel de demi-angle � dans un espa
e de Hilbert H. Alors A fournit naturellement deux famillesde 
ontra
tions quasi-se
torielles : par sa r�esolvante, et par le semi-groupe engendr�epar �A.7.3.1 R�esolvante d'un op�erateur se
torielLa famille des r�esolvantes F (t) = (I + tA)�1, t � 0, a les propri�et�es suivantes(i) Comme F (t = 0) = I et que pour t > 0kF (t)k � 1t dist(1=t;�S�) = 1; (7.6)F (t) est une famille de 
ontra
tions ;(ii) Nr(F (t)) � S�, 
ar pour tout u 2 H :(u; F (t)u) = (v; v) + t(Av; v) 2 S�; (7.7)o�u v = (I + tA)�1u.(iii) Nr(I � F (t)) � S�, puisque pour tout u 2 H(u; (I � F (t))u) = ((I + tA)v; tAv) = t(v; Av) + t2(Av;Av) 2 S�; (7.8)o�u v = (I + tA)�1u.Don
, on a Nr(F (t)) � S� \ (1 � S�) � D�, 
'est-�a-dire F (t) est un 
ontra
tionquasi-se
torielle pour tout t � 0.7.3.2 Semi-groupe asso
i�e �a un op�erateur se
torielLe semi-groupe e�tA asso
i�e �a l'op�erateur m-se
torielA est holomorphe et 
ontra
-tant dans le se
teur S�=2�� (
f proposition 1.14). En fait, 
e semi-groupe h�erite despropri�et�es de A dans le sens suivant : Nr(e�tA) � D� pour tout t � 0. Ce n'estpas aussi simple que pour la r�esolvante. L'argument prin
ipal 
onsiste �a utiliser leth�eor�eme suivant sur l'image num�erique dû �a Kato [33℄ :Proposition 7.5 Soit f(z) une fra
tion rationnelle telle que f(1) =1. Soit E 0 un
ompa
t 
onvexe dans le plan 
omplexe, et soient E = f�1(E 0) et K le noyau 
onvexede E. Si A est un op�erateur dans un espa
e de Hilbert tel que Nr(A) � K, alorsNr(f(A)) � E 0. En parti
ulier si D est un 
ompa
t 
onvexe de C ave
 f(D) � D etNr(A) � D, alors Nr(f(A)) � D.Lemme 7.6 Soit f(z) = zn o�u n 2 N , alors f(D�) � D�.



116 CHAPITRE 7. APPROXIMATION EN NORME D'OP�ERATEURD�emonstrationSi jzj � sin �, alors jznj � sin � et zn 2 D�. D'o�u il reste �a examiner z 2 D�,jzj > sin �. Consid�erons la famille de segments de droite z(t) = 1 � tei� dans D�,param�etr�ee par 0 � t � 
os � et �� � � � �. Montrons que les images de 
essegments par l'appli
ation f , 
'est-�a-dire les points �(t) = z(t)n, sont en
ore dansD�. f�(t); 0 � t � 
os �g forme une 
ourbe plane r�eguli�ere, i.e. � 0(t) = �nei�(1 �tei�)n�1 6= 0. Don
 pour 
haque 
ourbe �(t) on peut d�e�nir un ve
teur unitairetangent T (t) : T (t) = � 0(t)j� 0(t)j = �ei� � 1� tei�j1� tei�j�n�1 : (7.9)La 
ourbure 
(t) d'une 
ourbe plane r�eguli�ere est d�e�nie par T 0(t) = i
(t)T (t),on trouve don
 d'apr�es (7.9) :T 0(t) = �ei�(n� 1)� zjzj�n�2 ddt � zjzj� = i(n� 1)sin�jzj2 ei� � zjzj�n�1; (7.10)o�u z = z(t) = 1�tei�. D'o�u l'expression de la 
ourbure est 
(t) = �(n�1) sin �=jz(t)j2.Elle ne s'annule pas sur l'intervalle 0 � t � 
os � et elle a le signe oppos�e de �. Don
,la 
ourbe �(t) est in
luse dans tout demi-plan d�e�ni par une tangente et 
ontenantle 
entre de 
ourbure 
orrespondant. Soit t = 0, alors la tangente z(t), et le 
entrede 
ourbure est le point 1 + iei�(n � 1) sin�. Ainsi toutes les images �(t) = z(t)n,pour 0 � t � 
os � et �� � � � �, sont 
omprises entre les deux tangentes extrêmes
orrespondant �a � = ��. Ce qui termine la d�emonstration. �Th�eor�eme 7.7 Si A est un op�erateur m-se
toriel de demi-angle �, alors l'imagenum�erique Nr(e�tA) est in
luse dans D� pour tout t � 0.D�emonstrationD'apr�es l'exemple de la partie 7.3.1 on a l'in
lusion Nr((I + tA=n)�1) � D�pour tout r�eel positif t tout entier non nul n. Don
, en appliquant la proposition7.5 et le lemme 7.6 �a la fra
tion rationnelle f(z) = zn (f(1) = 1), �a l'op�erateur(I + tA=n)�1, et �a l'ensemble 
ompa
t 
onvexe D�, on obtient l'in
lusion Nr((I +tA=n)�n) � D� pour tout t � 0 et n 2 N n f0g.D'autre part, on sait (voir proposition 1.5 ou [32, Ch.IX℄) que la suite (I +tA=n)�n 
onverge fortement vers le semi-groupe e�tA quand n!1. On en d�eduit :limn!1((I + tA=n)�nu; u) = (e�tAu; u) 2 D� pour tout ve
teur unitaire u 2 H, 
equi prouve le r�esultat. �7.4 G�en�eralisation du lemme de Cherno�En supposant que la 
ontra
tion C du lemme de Cherno� 7.3 est quasi-se
torielle,on va montrer que l'estimation (7.2) en n1=2 peut être rempla
�ee par une estimation
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onvergeant vers 0.
�D�0�D�

0� sin �
A

a0a � 1
�i

i

�1 �0D�� sin �0
B

Fig. 7.1 { L'ensemble D� (en gris�e) de fronti�ere �D�, a = sin �, ainsi qu'un 
hoixde 
hemin d'int�egration �D�0 dans l'ensemble r�esolvant �(C), ave
 a0 = sin �0 > a.Ce 
hemin 
onsiste en un ar
 AB de rayon a0 et deux segments [1; A℄ et [1; B℄tangents. Le 
er
le en pointill�e 
orrespond �a l'ensemble des points de tangen
e pourles di��erentes valeurs de � 2 [0; �=2℄.Lemme 7.8 Si C est une 
ontra
tion quasi-se
torielle sur un espa
e de Hilbert H,
'est-�a-dire il existe 0 � � < �=2 tel que l'image num�erique Nr(C) � D�, alors ilexiste une 
onstante K > 0 (d�ependant seulement de �) telle quekCn(I � C)k � Kn+ 1 ; n 2 N : (7.11)D�emonstrationPuisque l'op�erateur C est born�e, son spe
tre est in
lus dans l'adh�eren
e del'image num�erique Nr(C). Alors en 
hoisissant � < �0 < �=2 on obtient un 
he-



118 CHAPITRE 7. APPROXIMATION EN NORME D'OP�ERATEURmin �D�0 en dehors de D�, mais �a l'int�erieur du 
er
le unit�e (voir Figure 7.1). Ainsipar la formule de Dunford-Taylor on a :Cn(I � C) = 12�i Z�D�0 zn(1� z)z � C dz: (7.12)D'apr�es l'in�egalit�e (1.31) de la proposition 1.20 on obtient : k(z � C)�1k �dist(z;D�)�1. D'o�u k(z � C)�1k � (
os �0 sin(�0 � �))�1 pour j arg zj � �=2 � �0,et k(z � C)�1k � (j1 � zj sin(�0 � �))�1 pour j arg zj � �=2 � �0. Consid�erons leparam�etrage suivant de �D�0 : pour l'ar
 AB, on prend z(t) = eit sin �0 ave
 �=2��0 � t � 3�=2 + �0, et pour les segments [1; A℄, [1; B℄, on pose respe
tivementz�(s) = 1� se�i�0 ave
 0 � s � 
os �0. AlorskCn(I � C)k � 12� Z 3�2 +�0�2��0 j sin �0jn+1j1� eit sin �0j
os �0 sin(�0 � �) dt++1� Z 
os �00 j(1� ei�0s)nei�0sjs(sin(�0 � �)) ds (7.13)� 2(sin �0)n+1
os �0 sin(�0 � �) + Z 
os �00 ((1� s 
os �0)2 + s2(sin �0)2)n=2� sin(�0 � �) ds:Par 
onvexit�e (pour 0 � s � 
os �0) on obtient que(1� s 
os �0)2 + s2(sin �0)2 � 1� s 
os �0;
e qui 
onduit �a l'in�egalit�e :Z 
os �00 �(1� s 
os �0)2 + s2(sin �0)2�n=2 ds � Z 
os �00 (1� s 
os �0)n=2dsZ 1(sin �0)2 un=2 du
os �0 � 1� (sin �0)n+2(n=2 + 1) 
os �0 :Don
, par (7.13) on trouve l'estimation (7.11)kCn(I � C)k � 2(sin �0)n+1
os �0 sin(�0 � �) + 2 1� (sin �0)n+2�(n+ 2) 
os �0 sin(�0 � �) � Kn+ 1 ; (7.14)o�u K = 2
os �0 sin(�0 � �) � 1� � 1e ln(sin �0)� : (7.15)�Lemme 7.9 Si C est une 
ontra
tion sur un espa
e de Hilbert H telle que l'in�egalit�e(7.11) soit v�eri��ee pour un 
ertain K > 0, alors :kCn � en(C�I)k � 2K + 2n1=3 ; n 2 N n f0g: (7.16)



7.4. G�EN�ERALISATION DU LEMME DE CHERNOFF 119D�emonstrationComme l'op�erateur C est born�e, on a la repr�esentation :Cn � en(C�I) = e�n 1Xm=0 nmm! (Cn � Cm): (7.17)Soit �n = n2=3, n � 1. Divisons 
ette somme (7.17) en deux parties : la partie
entrale, pour jm � nj � �n et les parties lat�erales jm � nj > �n. On majore lesparties lat�erales grâ
e �a l'in�egalit�e de T
heby
hev (voir par exemple [53℄). Soit Xune variable al�eatoire de Poisson de param�etre n, soit P(X = m) = nme�n=m!.Alors la moyenne est E(X) = n et la varian
e Var(X) = n. Don
, par l'in�egalit�e deT
heby
hev : 8� > 0; P(jX � nj > �) � n�2 ; (7.18)et ainsi e�n Xjm�nj>�n nmm! kCn � Cmk � 2n�2n = 2n1=3 : (7.19)Pour majorer la partie 
entrale de la somme (7.17), o�u jm � nj � �n, on utilise lelemme 7.8 : kCn � Cmk = 

Cn�[�n℄ �C [�n℄ � Cm�n+[�n℄�

� jm� njkCn�[�n℄(I � C)k� �n Kn� [�n℄ + 1 � 2Kn1=3 ;([�℄ repr�esente la partie enti�ere). On obtient don
 :e�n Xjm�nj��n nmm! kCn � Cmk � 2Kn1=3 (7.20)pour n 2 N n f0g. Cette majoration ave
 (7.19) donne (7.16). �Les lemmes 7.8 et 7.9 entrâ�nent imm�ediatement la g�en�eralisation du lemme deCherno� 7.3.Th�eor�eme 7.10 Soit C une 
ontra
tion quasi-se
torielle sur un espa
e de HilbertH, soit Nr(C) � D� ave
 0 � � < �=2. Alors

Cn � en(C�I)

 � Mn1=3 ; n = 1; 2; 3; : : : (7.21)o�u M = 2K + 2 et K est d�e�ni par (7.15).



120 CHAPITRE 7. APPROXIMATION EN NORME D'OP�ERATEURRemarque 7.11 Si on ne 
her
he pas d'estimation de la vitesse de 
onvergen
e,alors la seule 
onvergen
e en norme d'op�erateur de (7.21) peut être �etablie par leth�eor�eme de 
onvergen
e domin�ee de Lebesgue appliqu�e �a l'int�egrale de Dunford-Taylor pour Cn � en(C�I) le long du 
hemin �D�0, 
f (7.12).Remarque 7.12 Si C est auto-adjoint et positif (i.e. � = 0), alors dire
tement parle th�eor�eme spe
tral on obtient (
f [43℄,[45℄) :kCn(I � C)k � 1n + 1 et kCn � en(C�I)k � 1n: (7.22)
7.5 Th�eor�emes d'approximationLa deuxi�eme �etape de la preuve du th�eor�eme de Cherno� utilise le th�eor�eme de
onvergen
e de Trotter-Neveu-Kato [12, Ch. 3.3℄, [20, Ch. 1.7℄. Il faut don
 �a pr�esentmontrer un r�esultat analogue pour la 
onvergen
e en norme d'op�erateur. Pour 
ela,on va exploiter le fait que les op�erateurs dont il s'agit sont m-se
toriels et les semi-groupes asso
i�es sont holomorphes. Dans le 
as d'op�erateurs auto-adjoints positifs,
ette g�en�eralisation a �et�e faite dans [45, lemme 2.1℄.
Lemme 7.13 Soit fXsgs>0 une famille d'op�erateurs m-se
toriels dans un espa
e deHilbert H ave
 Nr(Xs) � S� pour un 0 < � < �=2 et pour tout s > 0. Soit X0 unop�erateur m-se
toriel d�e�ni dans un sous-espa
e ferm�e H0 � H, ave
 Nr(X0) � S�.Alors les 
onditions suivantes sont �equivalentes :(a) lims!+0

(� +Xs)�1 � (� +X0)�1P0

 = 0; pour tout � 2 S���; (7.23)(b) lims!+0

e�tXs � e�tX0P0

 = 0; pour tout t > 0: (7.24)P0 est le proje
teur orthogonal de H sur H0.
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Fig. 7.2 { Le 
hemin d'int�egration �.D�emonstration(a)) (b)Comme les op�erateurs fXsgs>0 sont m-se
toriels ave
 Nr(Xs) � S�, la formule deDunford-Taylor e�tXs = 12�i Z� d� et�� +Xs (7.25)d�e�nit une famille de semi-groupes holomorphes fe�tXsgs>0 ave
 t 2 S�=2��. Le
hemin � � S��� entourant le se
teur �S� est orient�e positivement et ferm�e �al'in�ni, don
 entoure le spe
tre �(�Xs) � Nr(�Xs) (voir Figure 7.2). Les mêmesobservations valent pour l'op�erateur X0 :e�tX0P0 = 12�i Z� d� et�� +X0P0: (7.26)On 
hoisit � = �� [ �Æ [ ��, o�u l'ar
 �Æ = fz 2 C : jzj = Æ > 0; j arg zj �� � � � �g (ave
 0 < � < �=2 � �) et ��;�� sont deux demi-droites 
onjugu�ees,�� = fz 2 C ; arg z = � � � � �; jzj � Æg. Alors pour t > 0 on obtient

e�tXs � e�tX0P0

 � 12� Z� jd�jjet�j 

(� +Xs)�1 � (� +X0)�1P0

 : (7.27)



122 CHAPITRE 7. APPROXIMATION EN NORME D'OP�ERATEURComme les op�erateurs Xs et X0 sont m-se
toriels, d'apr�es la proposition 1.20 ona l'estimation suivante pour les r�esolvantes

(� +Xs)�1 � (� +X0)�1P0

 � 2dist(�;�S�) ; (7.28)
e qui implique sup�2� 

(� +Xs)�1 � (� +X0)�1P0

 � 2Æ sin � : (7.29)Comme l'int�egrale It = R� jd�jjet�j, sur le 
hemin � = ��[�Æ [��, 
onverge pourtout t > 0, la 
ondition (a), les in�egalit�es (7.27), (7.29) et le th�eor�eme de 
onvergen
edomin�ee de Lebesgue 
onduisent �a la 
onvergen
e (b).(b)) (a)D'apr�es la transformation de Lapla
e pour les semi-groupes e�tXs et e�tX0 , on trouvepour Re � > 0 :(� +Xs)�1 � (� +X0)�1P0 = Z 10 dte�t� �e�tXs � e�tX0P0� : (7.30)Puisque les op�erateurs Xs sont m-se
toriels, les semi-groupes 
orrespondant sont
ontra
tants : ke�tXsk � 1, ke�tX0P0k � 1 pour t 2 S�=2��, s > 0. Alors le th�eor�emede 
onvergen
e domin�ee de Lebesgue implique (a) pour Re � > 0, en utilisant le faitque 

(� +Xs)�1 � (� +X0)�1P0

 �Z 10 dte�tRe � 

e�tXs � e�tX0P0

 (7.31)et la 
onvergen
e pon
tuelle (b). L'extension �a tout le se
teur S��� est due �a laproposition 7.2 [32, Ch.IV, th�eor�eme 2.25℄. �Par une autre m�ethode, on peut donner une majoration dire
te de la di��eren
eentre les semi-groupes. Le lemme suivant est inspir�e du lemme 2.1 de [30℄.Lemme 7.14 Si fXsgs�0 sont des op�erateurs uniform�ement m-se
toriels, alors ilexiste une 
onstante M telle que pour tous s; t > 0

e�tXs � e�tX0

 � Mett 

(I +Xs)�1 � (I +X0)�1

 (7.32)D�emonstrationOn utilise la formule suivante, tir�ee de [32, Ch.IX, (2.27)℄,(I +Xs)�1 �e�t(I+Xs) � e�t(I+X0)� (I +X0)�1= Z t0 e�(t��)(I+Xs) �(I +Xs)�1 � (I +X0)�1� e��(1+X0)d� (7.33)= Z t=20 + Z tt=2 = I1 + I2



7.5. TH�EOR�EMES D'APPROXIMATION 123Posons Ds = (I +Xs)�1 � (I +X0)�1. Alors par int�egration par parties on aI1 = ��e�(t��)(I+Xs)Dse��(I+X0)(I +X0)�1�t=20+ Z t=20 (I +Xs)e�(t��)(I+Xs)Dse��(I+X0)(I +X0)�1d�D'o�u(I +Xs)I1(I +X0) = �(I +Xs)e� t2 (I+Xs)Dse� t2 (I+X0) + (I +Xs)e�t(I+Xs)Ds+ Z t=20 (I +Xs)2e�(t��)(I+Xs)Dse��(I+X0)d�;et on trouve l'estimationk(I +Xs)I1(I +X0)k � 2M 0t kDsk+ M 0t kDsk+ Z t=20 M 00(t� �)2kDskds� (3M 0 +M 00)kDskto�u M 0 et M 00 proviennent de majorations d'int�egrales analogues �a (7.25) :M 0 = 12� Z� j�et�jÆ sin � jd�j et M 00 = 12� Z� j�2et� jÆ sin � jd�j; (7.34)en utilisant que la famille fXsgs�0 est uniform�ement se
torielle. De la même mani�ere,on a k(I +Xs)I2(I +X0)k � (3M 0 +M 00)kDskt : (7.35)D'o�u on obtient (7.32) ave
 M = 6M 0 + 2M 00. �Remarque 7.15 Le th�eor�eme de Vitali 5.12 sur la 
onvergen
e des fon
tions ho-lomorphes permet d'�etendre les 
onvergen
es (a) et (b) 
ar les fon
tions 
onsid�er�eessont holomorphes et uniform�ement born�ees. En parti
ulier, on peut rempla
er demani�ere �equivalente les 
onditions (a) et (b) respe
tivement par(~a) lims!+0

(� +Xs)�1 � (� +X0)�1P0

 = 0;uniform�ement sur les 
ompa
ts de S���;(~b) lims!+0

e�tXs � e�tX0P0

 = 0;uniform�ement sur les 
ompa
ts de S�=2��:En fait, on peut montrer l'�equivalen
e dans le lemme 7.13 ave
 des 
onditionsplus faibles :



124 CHAPITRE 7. APPROXIMATION EN NORME D'OP�ERATEURCorollaire 7.16 Soit fXsgs>0 une famille d'op�erateurs uniform�ement m-se
toriels,
'est-�a-dire Nr(Xs) � S� pour un 0 < � < �=2 et pour tout s > 0. Soit X0 unop�erateur ferm�e dans H0 = H �a ensemble r�esolvant non vide. Alors les 
onditionssuivantes sont �equivalentes �a (a) et (b) :(a0) lims!+0

(� +Xs)�1 � (� +X0)�1

 = 0; pour un � 2 S���;(b0) lims!+0

e�tXs � e�tX0

 = 0;pour t dans une partie de ℄0;+1[ ayant un point d'a

umulation,si �X0 est g�en�erateur d'un semi-groupe, soit : e�tX0 est bien d�e�ni au moins pourt � 0.D�emonstrationIl suÆt de v�eri�er que la 
ondition (a0) implique que (a) est vraie et que l'op�era-teurX0 est m-se
toriel de demi-angle � ; et d'autre part que la 
ondition (b0) implique(b) pour le même op�erateur X0.D'apr�es la proposition 7.2 [32, Ch.IV, th�eor�eme 2.25℄, la 
ondition (a0) impliqueXs g! X0. De plus, 
e
i entrâ�ne que la 
onvergen
e (a0) a lieu pour tout � dansl'ensemble r�esolvant deX0. Puisque 
et ensemble est ouvert et non vide, il a au moinsun point d'a

umulation. Alors, 
omme les normes k(�+Xs)�1k sont uniform�ementborn�ees en s pour � � � 2 S��� (pour un � > 0 �x�e), on peut appliquer le th�eor�emede Vitali �a la limite (a0). D'o�u on obtient la 
onvergen
e pour tout � 2 S���, et enparti
ulier, (a) est v�eri��ee.Pour montrer que X0 est m-se
toriel de demi-angle �, on observe que la 
onver-gen
e (7.23) implique :k(� +X0)�1k = lims!0 k(� +Xs)�1k � 1dist(�;�S�) : (7.36)Lorsque Re � > 0, on obtient k(� +X0)�1k � 1=Re �. Cette majoration de lar�esolvante implique que X0 est de type (�=2; 1) don
 m-a

r�etif. De la même mani�ereon v�eri�e que ei'X0 est m-a

r�etif pour tout �� �=2 � ' � �=2� �, 
e qui montreque X0 est m-se
toriel de demi-angle �.L'impli
ation (b0) ) (b) est une 
ons�equen
e dire
te du th�eor�eme de Vitali .Comme ke�tXsk � 1 pour tout t 2 S�=2�� et s > 0, et ave
 (b0) on trouve que lesfon
tions fe�tXsgs>0 
onvergent en norme d'op�erateur lorsque s ! +0, pour toutt 2 S�=2��. Don
, on en d�eduit que la limite e�tX0 est un semi-groupe holomorphe etque ke�tX0k � 1 pour t 2 S�=2��, ainsi l'op�erateur X0 est m-se
toriel de demi-angle� dans H0 = H. �De la même mani�ere que la 
onvergen
e forte des r�esolvantes de g�en�erateursde semi-groupes 
orrespond �a la 
onvergen
e forte des semi-groupes asso
i�es (voir[12, Ch. 3.3℄ ou [20, Ch. 1.7℄), on a montr�e que la 
onvergen
e g�en�eralis�ee d'unesuite d'op�erateurs m-se
toriels de demi-angle � �equivaut �a la 
onvergen
e en norme



7.5. TH�EOR�EMES D'APPROXIMATION 125d'op�erateur des semi-groupes holomorphes asso
i�es sur tout leur domaine d'analyti-
it�e. De plus l'ensemble des op�erateurs m-se
toriels de demi-angle � est ferm�e dansl'ensemble des op�erateurs ferm�es pour la topologie de la 
onvergen
e g�en�eralis�ee.Ce r�esultat est assez naturel puisque les semi-groupes e�tX 
orrespondant auxop�erateurs m-se
toriels X de demi-angle � sont les semi-groupes holomorphes dansle se
teur S� et tels que ke�tXk � 1 pour tout t 2 S�. On a identi��e les topologies
orrespondantes pour 
es deux ensembles d'op�erateurs, et qui rendent 
es ensemblesferm�es. La topologie de la 
onvergen
e en norme d'op�erateur uniform�ement sur les
ompa
ts du se
teur d'analyti
it�e est bien adapt�ee �a 
es semi-groupes puisque 
esont des fon
tions holomorphes au sens de la norme d'op�erateur dans le se
teurouvert S�.Une autre mani�ere de pr�esenter 
e r�esultat est la suivante :Corollaire 7.17 L'appli
ation X 7! (e�tX)t2S� est une bije
tion bi
ontinue de l'en-semble des op�erateurs m-se
toriels de demi-angle � muni de la topologie de la 
onver-gen
e g�en�eralis�ee sur l'ensemble des semi-groupes holomorphes et 
ontra
tants dansle se
teur S� muni de la topologie de la 
onvergen
e en norme d'op�erateur uniformesur les 
ompa
ts de S�.�A pr�esent la g�en�eralisation du th�eor�eme de Cherno� est presque a
hev�ee. Onaboutit au r�esultat suivant :Th�eor�eme 7.18 Soit f�(s)gs�0 une famille de 
ontra
tions quasi-se
torielles surun espa
e de Hilbert H. Supposons qu'il existe � 2℄0; �=2[ tel que Nr(�(s)) � D�,pour tout s � 0. Soit Xs = (I � �(s))=s, et soit X0 un op�erateur ferm�e �a en-semble r�esolvant non vide, d�e�ni dans un sous-espa
e ferm�e H0 � H. Alors la famillefXsgs>0 
onverge vers X0 au sens g�en�eralis�e quand s! +0 si et seulement silimn!1

�(t=n)n � e�tX0P0

 = 0; t > 0: (7.37)P0 repr�esente le proje
teur orthogonal sur H0.D�emonstrationLa 
ondition est n�e
essaire : observons que Nr(�(s)) � D� entrâ�ne Nr(Xs) � S�pour tout s > 0. D'o�u, la 
onvergen
e de Xs au sens g�en�eralis�e 
orrespond �a la
ondition (a) du lemme 7.13. Commek�(t=n)n � e�tX0P0k �k�(t=n)n � e�n(I��(t=n))k+ ke�n(I��(t=n)) � e�tX0P0k; (7.38)la 
on
lusion d�e
oule du th�eor�eme 7.10 ave
 C = �(t=n) et l'impli
ation (a) ) (b)du lemme 7.13.La 
ondition est suÆsante : il faut �etudier la di��eren
eke�tX(t=n) � e�tX0P0k �ke�tX(t=n) � �(t=n)nk+ k�(t=n)n � e�tX0P0k; t > 0: (7.39)



126 CHAPITRE 7. APPROXIMATION EN NORME D'OP�ERATEURLe premier terme du membre de droite de (7.39) est major�e par le th�eor�eme 7.10pour C = �(t=n). Le se
ond terme est suppos�e tendre vers z�ero par (7.37). Don
 la
onvergen
e g�en�eralis�ee d�e
oule de l'impli
ation (b)) (a) du lemme 7.13. �7.6 Appli
ations7.6.1 Formule d'Euler pour les semi-groupesSoit A un op�erateur m-se
toriel de demi-angle 0 < � < �=2. Alors les op�erateursF (t) = (I + tA)�1, t � 0 sont des 
ontra
tions quasi-se
torielles de demi-angle �,
'est-�a-dire Nr(F (t)) � D� (
f Se
tion 7.3.1). Soit Xs = (I � F (s))=s, s > 0, etX0 = A. Alors Xs 
onverge vers X0 au sens g�en�eralis�e quand s! +0, d'apr�es :k(� +Xs)�1 � (� +X0)�1k = s 



 A� + A+ �sA � A� + A



 = O(s); (7.40)pour tout � 2 S���, 
ar on a aussi



 A� + A+ �sA � A� + A



 � �1 + j�jdist (�(1 + s�)�1;�S�)��1 + j�jdist(�;�S�)� :Don
 la famille fF (t)gt�0 satisfait les 
onditions du th�eor�eme 7.18. On retrouvealors l'approximation de la fon
tion exponentielle en norme d'op�erateur, en fait dessemi-groupes engendr�es par des op�erateurs m-se
toriels (formule d'Euler).Th�eor�eme 7.19 Si A est un op�erateur m-se
toriel dans un espa
e de Hilbert H, dedemi-angle � 2 (0; �=2), alorslimn!1

(I + tA=n)�n � e�tA

 = 0; t 2 S�=2��: (7.41)De plus, si 0 est dans l'ensemble r�esolvant �(A), alors on a l'estimation uniformeen t � 0 : 

(I + tA=n)�n � e�tA

 � O� lnnn � : (7.42)D�emonstrationLa 
onvergen
e (7.41) d�e
oule dire
tement du th�eor�eme 7.18. Pour trouver (7.42),on utilise la repr�esentation :(I + tA=n)�n � e�tA =n�1Xm=0(I + tA=n)�(n�m�1) �(I + tA=n)�1 � e�tA=n� e�mtA=n: (7.43)D'apr�es les lemmes 3.1, 3.2 et 3.3, on a les estimationskA�1 �(I + tA=n)�1 � e�tA=n� k � 2t=n;



7.6. APPLICATIONS 127kA�1 �(I + tA=n)�1 � e�tA=n�A�1k � 3=2(t=n)2:Comme e�tA est un semi-groupe holomorphe, on a par la proposition 1.18 : kAe��Ak �M1=� pour tout � > 0. D'autre part, pour tout entier k � 1 on a l'identit�e :(I + tA=n)�kA = nt �I � (I + tA=n)�1� (I + tA=n)�k+1; (7.44)
e qui 
onduit �a la majoration k(I + tA=n)�kAk � nK=kt par le lemme 7.8 pour la
ontra
tion quasi-se
torielle C = (I + tA=n)�1.Ave
 
es estimations et (7.43) on obtient pour n � 3 :k(I + tA=n)�n � e�tAk � nK(n� 1)t(2t=n) + (2t=n) M1n(n� 1)t+ n�2Xm=1 nK(n�m� 1)t 3t22n2M1nmt : (7.45)On arrive don
 �a l'estimation uniforme en t � 0 :k(I + tA=n)�n � e�tAk � 4(K +M1)n + 6KM1 lnnn ; (7.46)
e qui prouve (7.42). �7.6.2 Moyennes arithm�etiquesSoient A1; : : : ; Ak des op�erateurs m-se
toriels dans un espa
e de Hilbert H, dedemi-angle � : Nr(Aj) � S� pour un � 2 (0; �=2) pour 1 � j � k. On note a1; : : : ; akles formes se
torielles ferm�ees 
orrespondantes. De mani�ere analogue �a la formule deTrotter, d'autres expressions de la forme Fk(t=n)n permettent d'appro
her le semi-groupe engendr�e par la somme au sens des formes �(A1 _+ : : : _+Ak). Fk(t) peut êtreun produit f1(tA1) : : : fk(tAk) ou une moyenne arithm�etique k�1(f1(ktA1) + � � � +fk(ktAk)), o�u fflg1�l�k sont appel�ees fon
tions de Kato (voir (2.9) et [34, 43℄). Lesr�esultats de la partie 7.3 montrent que l'on peut fa
ilement v�eri�er la 
ondition de
ontra
tion quasi-se
torielle (
f d�e�nition 7.4) si Fk(t) est la moyenne arithm�etiquedes r�esolvantes ou des semi-groupes engendr�es par les fAjg1�j�k. Consid�erons lesfamilles de 
ontra
tions suivantes [39℄ :F resk (t) = 1k kXl=1 (I + ktAl)�1; t � 0; (7.47)F semk (t) = 1k kXl=1 e�ktAl; t � 0: (7.48)Remarquons que f(x) = (1 + x)�1 et f(x) = e�x v�eri�ent les 
onditions de Kato.Comme les op�erateurs fAjg1�j�k sont m-se
toriels de demi-angle �, les r�esolvantes



128 CHAPITRE 7. APPROXIMATION EN NORME D'OP�ERATEURf(I + ktAl)�1g1�j�k et les semi-groupes fe�ktAlg1�j�k sont des 
ontra
tions quasi-se
torielles de demi-angle � (voir partie 7.3), et 
omme D� est 
onvexe, F res;semk (t)sont familles de 
ontra
tions quasi-se
torielles de demi-angle �. De plus, il est montr�edans [39℄ que les familles F res;semk (t=n)n 
onvergent fortement vers e�tX0P0 pour toust � 0 et k � 1, quand n!1, o�uX0 est la somme au sens des formes A1 _+ : : : _+Ak etP0 est le proje
teur orthogonal sur l'adh�eren
e de Tkl=1D(al). Don
, par le th�eor�eme7.18 on obtient une 
ondition n�e
essaire et suÆsante pour la 
onvergen
e en normed'op�erateur de formules de type Trotter ave
 des moyennes arithm�etiques de r�esol-vantes (7.47) ou de semi-groupes (7.48) :Th�eor�eme 7.20 Si A1; : : : ; Ak sont des op�erateurs m-se
toriels dans un espa
e deHilbert H, de demi-angle � (1 � j � k, Nr(Aj) � S� pour un � 2 (0; �=2)), alorsXk(t) = (I � F res;semk (t))=t 
onverge au sens de la norme de la r�esolvante quandt ! +0 vers X0 = A1 _+ : : : _+Ak d�e�ni dans le sous-espa
e ferm�e H0 = Tkl=1D(al),si et seulement si limn!1

F res;semk (t=n)n � e�tX0P0

 = 0: (7.49)P0 est le proje
teur orthogonal sur H0.Si k = 1, le th�eor�eme 7.20 se r�eduit au th�eor�eme 7.19, auquel 
as la 
ondition de
onvergen
e g�en�eralis�ee est assur�ee par (7.40).7.6.3 Formule de Trotter-Kato ave
 produitSoit A un op�erateur auto-adjoint positif et soit B un op�erateur m-se
torielde demi-angle � < �=2. Alors le th�eor�eme 7.18 permet de donner une 
onditionn�e
essaire et suÆsante pour la 
onvergen
e en norme d'op�erateur de la formule deTrotter-Kato g�en�eralis�ee.Consid�erons la famille d'op�erateurs�(s) = f(sA)1=2g(sB)f(sA)1=2; s � 0; (7.50)o�u f(t) et g(t) sont les fon
tions de Kato (1 + t)�1 ou e�t. Comme f(sA)1=2 estauto-adjoint et que kf(sA)1=2k � 1, d'apr�es la partie 7.3 on a :(u;�(s)u) = (f(sA)1=2u; g(sB)f(sA)1=2u) 2 D�; (7.51)pour tout u 2 H, kuk = 1, 
e qui prouve Nr(�(s)) � D�. Don
 par le th�eor�eme 7.18on a une 
ondition n�e
essaire et suÆsante de 
onvergen
e en norme d'op�erateur de�(t=n)n lorsque n! 1. Pour l'instant on n'a pas en
ore identi��e la limite X0 parrapport aux op�erateurs A et B.La situation similaire �a 
elle de [34, Addendum℄. Dans l'arti
le [34℄, Kato amontr�e que quand n ! 1 la formule de Trotter g�en�eralis�ee (f(tA=n)g(tB=n))n
onverge fortement vers e�tCP0, o�u C = A _+B est la somme au sens des formesd�e�nie dans l'adh�eren
e H0 du sous-espa
e D = dom(A1=2) \ dom(B1=2) et P0 est
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teur orthogonal sur H0, pour deux op�erateurs auto-adjoints A et B quel-
onques (
f proposition 2.5). On peut v�eri�er fa
ilement que 
e r�esultat est en
orevalable dans le 
as de la formule sym�etris�ee f(tA)1=2g(tB)f(tA)1=2. De plus dansl'addendum de l'arti
le [34℄, il est mentionn�e que pour la fon
tion exponentiellef(t) = g(t) = e�t la 
onvergen
e forte est vraie pour deux op�erateurs m-se
torielsA et B (
f proposition 2.6). Soient a et b les formes asso
i�ees. Alors A _+B est d�e�nidans l'adh�eren
e H0 de dom(a) \ dom(b). Par les mêmes arguments on v�eri�e quele r�esultat est vrai pour f(tA)1=2g(tB)f(tA)1=2, ave
 pour f(t) et g(t) les fon
tions(1 + t)�1 ou e�t. Don
 �(t=n)n (7.50) 
onverge fortement vers e�t(A _+B)P0, o�u P0est le proje
teur orthogonal sur H0 quand n ! 1. Grâ
e �a 
es observations et auth�eor�eme 7.18, on obtient :Th�eor�eme 7.21 Soit A un op�erateur auto-adjoint positif, et soit B un op�erateurm-se
toriel dans un espa
e de Hilbert H. On 
onsid�ere deux fon
tions f(t) et g(t),
ha
une pouvant être (1 + t)�1 ou e�t. Pour tout s > 0 on pose Xs = s�1(I �f(sA)1=2g(sB)f(sA)1=2). Soit C = A _+B la somme au sens des formes de A et Bd�e�nie dans H0, l'adh�eren
e du sous-espa
e dom(a)\dom(b), et soit P0 le proje
teurorthogonal sur H0. Alors les 
onditions suivantes sont �equivalentes :(i) Xs 
onverge au sens de la norme de la r�esolvante vers C quand s! +0,(ii) limn!1


�f(tA=n)1=2g(tB=n)f(tA=n)1=2�n � e�tCP0


 = 0:
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Con
lusionLes op�erateurs auto-adjoints (et plus g�en�eralement normaux) sont relativementplus fa
iles �a �etudier que les autres, du fait de la repr�esentation spe
trale. C'estsans doute pourquoi les premiers r�esultats de 
onvergen
e de la formule de Trotteront �et�e obtenus pour 
es op�erateurs. Pourtant, 
ette th�ese illustre bien que desr�esultats analogues sont vrais pour des op�erateurs non auto-adjoint, et même dansun espa
e de Bana
h sans produit hermitien. La propri�et�e essentielle �a retenir, enplus du fait que les semi-groupes doivent être 
ontra
tants, est que l'un au moinsdes semi-groupes intervenant dans la formule soit un semi-groupe holomorphe.Pour 
ela, il a fallu d�evelopper de nouvelles m�ethodes. Il est apparu n�e
essaire defaire intervenir les adjoints des op�erateurs 
onsid�er�es ou bien les formes quadratiquesasso
i�ees (notamment au 
hapitre 4). Souvent il faut exploiter les propri�et�es desop�erateurs m-se
toriels : 
ette 
lasse d'op�erateurs 
orrespond aux g�en�erateurs dessemi-groupes holomorphes 
ontra
tants, et on a montr�e que l'appli
ation X 7! e�tXr�ealise une bije
tion bi
ontinue entre 
es deux ensembles d'op�erateurs (voir 
orollaire7.17). En�n pour la g�en�eralisation de la th�eorie de Cherno�, une nouvelle d�e�nitionest �a la base des r�esultats du 
hapitre 7 : 
elle de 
ontra
tion quasi-se
torielle.Finalement, l'ensemble des r�esultats 
on�rme l'id�ee qu'il existe un lien entre latopologie de 
ontinuit�e des semi-groupes et topologie de 
onvergen
e de la formule deTrotter. Pour obtenir la 
onvergen
e de la formule de Trotter en norme d'op�erateur,il faut 
onsid�erer des semi-groupes holomorphes, don
 
ontinus en norme d'op�erateursauf en t = 0. De même pour obtenir la 
onvergen
e de la formule de Trotter ennorme de tra
e, il faut 
onsid�erer des semi-groupes de Gibbs, 
'est-�a-dire 
ontinusdans la topologie de la tra
e.Parmi les re
her
hes en perspe
tive dans le domaine de la formule de Trotter,il y a les am�eliorations des 
onditions sur les domaines et de la vitesse de 
onver-gen
e, 
omme je l'ai mentionn�e �a la �n du 
hapitre 4. Cette id�ee est motiv�ee parles nouveaux r�esultats pour le 
as auto-adjoint [30, 31℄. Par ailleurs, il serait par-ti
uli�erement int�eressant d'�etudier la 
onvergen
e de la formule de Trotter dans lesespa
es Lp(�) pour les di��erentes valeurs de p > 0, et peut-être par l�a relier le 
as del'espa
e de Hilbert p = 2 au 
as des espa
es de Bana
h. D'autre part, 
ela pourrait
onduire �a des appli
ations pour les semi-groupes de Markov.
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R�esum�e :La 
onvergen
e de la formule de Trotter en norme d'op�erateur a �et�e �etablie depuis1990 ave
 di��erentes 
onditions pour des g�en�erateurs auto-adjoints dans un espa
ede Hilbert. Cette th�ese �etudie au 
ontraire des semi-groupes holomorphes dont lesg�en�erateurs ne sont pas auto-adjoints. Dans le premier ensemble de r�esultats, il s'agitd'estimations d'erreur en norme d'op�erateur pour la formule de Trotter : je 
onsid�eredes perturbations a

r�etives dans un espa
e de Bana
h g�en�eral, puis dans un espa
ede Hilbert. Dans la deuxi�eme partie, j'�etends 
ertains r�esultats de 
onvergen
e de laformule de Trotter au 
as de g�en�erateurs m-se
toriels et pour la norme d'op�erateurou la norme de la tra
e. En�n la derni�ere partie 
onsiste en une g�en�eralisation dela th�eorie de Cherno� au 
as de l'approximation des semi-groupes holomorphes ennorme d'op�erateur. Cette partie est fond�ee en parti
ulier sur la notion nouvelle de
ontra
tion quasi-se
torielle, le r�esultat prin
ipal montre le lien entre la 
onvergen
eg�en�eralis�ee (ou 
onvergen
e au sens de la norme de la r�esolvante) des g�en�erateursm-se
toriels et l'approximation en norme d'op�erateur des semi-groupes holomorphes
ontra
tants par des puissan
es de 
ontra
tions quasi-se
torielles.Abstra
t :The operator-norm 
onvergen
e of the Trotter produ
t formula has been provedsin
e 1990 with di�erent 
onditions for self-adjoint generators in a Hilbert spa
e.This thesis however 
on
erns holomorphi
 semigroups whose generators are not self-adjoint. In the �rst part, error estimates in operator-norm for the Trotter produ
tformula are stated : I 
onsider a

retive perturbations of generators in a generalBana
h spa
e, then in a Hilbert spa
e. In the se
ond part, I extend some pre
e-ding or earlier results of 
onvergen
e of the Trotter produ
t formula to the 
ase ofm-se
torial generators and for the operator- or tra
e-norm. Finally the third part
onsists in a generalization of the Cherno� theory to the operator-norm approxi-mation of holomorphi
 semigroups. This part is based on the new notion of quasi-se
torial 
ontra
tion, and the main result is the theorem relating the approximationof m-se
torial generators (in the uniform resolvent sense) with the operator-normapproximation of holomorphi
 semigroups by powers of quasi-se
torial 
ontra
tions.Dis
ipline : math�ematiques.Mots-
l�es : th�eorie des op�erateurs, semi-groupes holomorphes, op�erateurs se
to-riels, formule de Trotter, 
onvergen
e en norme d'op�erateur, 
onvergen
e en normede tra
e. Centre de Physique Th�eorique,CNRS Luminy 
ase 907,F-13288 MARSEILLE CEDEX 9


