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1 Introduction

Dans la physique telle que nous la connaissons et que nous 1’étudions & ce jour, les symétries
semblent étre partout. Dans tous les domaines, nous sommes amenés & rencontrer des symétries dis-
crétes, des symétries continues, des symétries de jauge, voire méme des supersymétries. De plus, bon
nombre de théories et de modeéles reposent sur des principes de symétrie. La question naturelle, plu-
tot métaphysique, et a laquelle nous ne prétendons absolument pas connaitre la réponse, est alors de
savoir si toutes ces symétries existent de maniére intrinséque dans la nature, ou si ¢’est notre fagon de
regarder, puis de modéliser le monde qui nous entoure qui nous pousse & les considérer. Est-ce que la
Nature a été faite de maniére symeétrique, indépendamment de notre présence pour 'observer 7 Peut-
on affirmer que les symétries seraient toujours 14, si nous n’étions pas présents pour les regarder, ou
proviennent-elles seulement de la nécessité de formaliser une réalité d’une grande complexité ? Nous ne
pouvons (et ne voulons) pas essayer de répondre a ces questions qui nous méneraient inexorablement
vers des terrains glissants. Tout juste pouvons-nous remarquer que au cours de I’Histoire de la Phy-
sique, la notion de symeétrie a toujours été présente, mais s’est grandement développée ce dernier siécle,
donnant lieu & des constructions d’un haut degré de technicité. Il est loin le temps ot Platon expliquait
tout & partir des 5 polyedres réguliers : les solides platoniciens dont 4 représentaient les 4 éléments
(cube = Terre, tétraédre = Feu, octaédre = Air et icosaédre = Eau) et le cinquiéme (dodécaédre)
représentait 1’Univers. Une fagon d’approcher des réponses aux questions ci-dessus est de poursuivre
I’étude des symétries en physique, ce qui consiste & développer des outils pour formaliser et comprendre
ce que peut étre une symeétrie et ensuite essayer de les utiliser pour étudier des phénomeénes physiques.

La contre-partie théorique des symétries est I’étude de certaines structures algébriques. Cela com-
mence avec les groupes finis, ou discrets, lorsque ’on veut comprendre les propriétés des cristaux et de
la matiére, puis cela continue avec les groupes continus dits groupes de Lie et leurs algébres associées,
les algebres de Lie. Ceux-1a interviennent dans la physique (quantique) des atomes, dans la classifica-
tion des particules (la "voie octuple" de Gell-Mann), dans les interactions fondamentales, dans I’étude
de notre univers et bien d’autres choses encore. Enfin, lorsque ’on continue le voyage, on arrive aux
groupes quantiques.

Une premiére amorce d’étude des groupes quantiques est de remarquer que les symétries décrites
précédemment peuvent se placer dans un cadre conceptuel commun, celui des algébres de Hopf. Ce cadre
conceptuel semble étre trés bien adapté pour représenter les symétries qui apparaissent en physique. Il
est donc intéressant de chercher des algébres de Hopf qui sont différentes de celles provenant des groupes
et algébres de Lie (c’est-a-dire qui ne sont ni commutatives, ni cocommutatives). Une grande classe
intéressante regroupe les déformations des algébres universelles enveloppantes des (super-)algebres de
Lie, et elles sont maintenant utilisées par exemple comme principe de symétrie pour faire de la physique
atomique ([1]), de la gravité quantique ([2]) mais interviennent également en théorie conforme des
champs ([10],[9]). Puis comme tout groupe quantique, elles sont intimement reliées a une équation
fameuse, 1’équation dite de Yang-Baxter.

Historiquement, c’est cette approche qui a été suivie pour aboutir aux groupes quantiques, et elle
provient directement de la physique. Le point de départ était la recherche de solutions d’une équation,
aujourd’hui célébre, ’équation de Yang-Baxter, qui apparait dans trop de domaines différents pour ne
pas avoir un sens profond. Elle est reliée aux modéles statistiques, et plus généralement a la physique



en 2 dimensions (|10]), au groupe des tresses, aux noeuds et leurs invariants ([19],[17]), aux systémes
intégrables ([17]), et elle apparait méme dans les groupes finis tels que les groupes de Coxeter, les
groupes alternés et leurs extensions ([25]). Il s’avére que elle exprime une forme de symétrie de certains
systémes, et cette symétrie se trouve formalisée au moyen des groupes quantiques. Cette équation a
été formulée indépendamment par Yang et par Baxter. Dans les deux cas, elle est une condition que
doivent vérifier les quantités basiques du systéme de telle sorte que le modéle soit résoluble. Dans le
cas de Yang, cette équation apparait comme condition de factorisabilité de la matrice S (la matrice de
diffusion) dans un modéle de particules relativistes a 1 4+ 1 dimensions (voir pour un résumé [10]). La
factorisabilité signifie que tout événement peut se décomposer en séquence d’événements n’impliquant
que deux particules. ’équation de Yang-Baxter peut étre représentée graphiquement :

J2 ‘ : J2 .
7 J3 N J3
p3 pl
Z P1 = Z b3
Pi Pi
» D2 ; . b2 .
i, 3 (41 Z 13
91 9 2

)

ou il faut voir I’axe vertical comme 'axe temporel, et ’axe horizontal comme ’axe spatial. Chaque
ligne représente une particule, et chaque intersection un événement. En terme de la matrice S, qui est

. S(\AZ(Hl),AJ(OQ)M) = ZSlkjl(elgﬂAk(@Q),Al(91)>out, avec (912 = 02 — 91), l’équation de
k.l
Yang-Baxter, qui est la condition de factorisabilité de la matrice S, est :

D SHE02)SR (01)Shi (0s) = D ST (023)Sh, (013)S5355 (012),

P1,P2,P3 P1,P2,P3

défini par

ce qui peut aussi s’écrire comme une équation ayant lieu dans le produit tensoriel de 3 espaces, chacun
pour une particule, S est une matrice qui agit sur 2 espaces et I’équation devient alors :

S12(012)513(013)S23(023) = S23(023)513(013)S12(012),

ou la notation Sts signifie que S agit sur les espaces 1 et 2 et ne touche pas 'espace 3, et ainsi de suite
pour Si3 et Sos. Notons que I’équation de Yang-Baxter est une équation matricielle.

Pour Baxter, 'équation apparut dans les systémes statistiques a 2 dimensions (spatiales), dits
vertex models. Dans ces modeéles, il y a un réseau (par exemple rectangulaire), et en chaque sommet,
I’énergie dépend de I'état des 4 arétes qui s’y joignent, les états étant labellés par un indice discret
(par exemple deux états : spin up ou spin down). La matrice R aura comme entrées les différents poids
de Boltzmann associés a chaque possibilité pour un sommet, et ce de la maniére décrite dans la figure
ci-dessous. On voit que naturellement, R agit sur le produit tensoriel de 2 espaces. Ici, ’équation de
Yang-Baxter pour la matrice R est une condition qui permettra de diagonaliser la matrice de transfert



, et ainsi de calculer la fonction de partition du systéme (voir [17] pour plus de détails).

k

J
Nous avons dit que la symétrie cachée derriére ’équation de Yang-Baxter était encapsulée dans les
groupes quantiques, qui sont en fait des "machines" & produire des solutions de I’équation de Yang-

Baxter. Cette équation relie donc la théorie des groupes quantiques a la physique statistique, aux
systémes intégrables, mais également & la théorie des noeuds et leurs invariants.

Dés lors, il est intéressant de connaitre la structure de ’espace des solutions de cette équation. En
dimension 2, les matrices R satisfaisant ’équation de Yang-Baxter sont classifices ([6], [28], [24], [12]).
Elles sont dites de type GL(2) lorsque leur spectre est {q,q,q, —q~ '}, et de type GL(1]1) lorsque leur
spectre est {q,q, —q¢~', —q~ '} ot g est un nombre complexe tel que ¢? # —1. On demande de plus que
elles soient semi-simples, inversibles et possédant un inverse gaucher (pour la deéfinition de I'inverse
gaucher voir [23]).

Les matrices de type GL(2) sont la matrice standard de type GL(2) qui contient 2 paramétres et
la matrice appelée Jordanienne qui contient 1 parameétre. Or, il existe une transformation qui permet
d’obtenir une matrice R & partir d’'une autre, cette transformation s’appelle un twist, et c’est une
relation d’équivalence dans ’espace des matrices R. Il est connu que & un twist prés toutes les matrices
de type GL(2) sont équivalentes a la matrice standard avec un seul paramétre qui est le paramétre
essentiel ¢ intervenant dans le spectre ([22]) (un twist ne change pas le spectre). En ce qui concerne
les matrices de type GL(1|1), il y a aussi la matrice standard de type GL(1|1) qui a 2 paramétres et 2
matrices non-standards & 1 seul paramétre. La question naturelle est donc de savoir si la classification
a un twist prés simplifie la liste de la méme maniére que dans le cas de GL(2). C’est 'objet de ce
travail de déterminer si & un twist prés, les matrices R de type GL(1|1) sont équivalentes a la matrice
standard (de type GL(1]1)) & un parameétre, et ainsi de terminer la classification des matrices R en
dimension 2, en tenant compte des twists.

Dans les 2 premiéres sections, nous présentons les deux outils qui nous seront utiles, qui sont les
groupes quantiques et les superalgébres de Lie (lorsque on les mélange, cela donne des supergroupes
quantiques). Nous nous attarderons un peu plus sur les groupes quantiques, pour présenter les mo-
tivations qui ménent aux définitions. En fait les groupes quantiques sont des objets mathématiques
construits dans le but d’étudier les symétries physiques.

Ensuite, nous expliquerons précisément ce que sont les twists, et ce au niveau numérique des
matrices R, et au niveau universel des algébres de Hopf. Cette section sert de base & notre travail car
elle contient les résultats généraux que nous utilisons par la suite. Ce sont des résultats connus, admis
dans la plupart des papiers concernant les twists, mais au vu du réle fondamental que ils jouent dans ce



travail, nous traiterons leurs preuves en détail. Nous donnons la preuve du théoréme fondamental des
twists au niveau universel, et présenterons les équations que I’on devra résoudre aux niveaux numeérique
et universel. Dans les deux cas (numérique et universel), nous vérifierons que les twists induisent bien
une relation d’équivalence dans ’espace des matrices R, et dans celui des algébres de Hopf.

Enfin, la derniére section regroupe le coeur de ce travail, ainsi que les résultats nouveaux obtenus.
Nous y présentons en détail la déformation standard de U(gl(1]1)) qui sera le point de départ des twists.
Nous calculons son centre, et montrons que elle est finie sur son centre. Puis, nous étudions sa théorie
des représentations dans deux cas légérement différents, et comparons avec les résultats bien connus
de Uy(gl(2)). Ensuite nous rappelons les 2 matrices R non-standards de type GL(1]|1) (on se base sur
[24]) que nous voulons obtenir par des twists. Les algébres de Hopf correspondant & ces matrices par
la construction FRT ont été construites dans [8].

Pour la premiére matrice R! , nous proposons un twist universel, ce qui nous donne en particulier
immeédiatement un twist numérique, et construisons ainsi explicitement une déformation non-standard
U!,(gl(1]1)). Nous vérifions que nous retrouvons bien la superalgebre de Hopf obtenue par la méthode
FRT, et en particulier que la structure d’algébre obtenue par la méthode FRT est isomorphe a la
structure d’algebre standard.

Pour la deuxiéme matrice R!7 , la situation est plus compliquée, alors nous présentons tout d’abord
I’étude numérique, avec deux approches différentes. Nous donnons pour chacune un twist numérique, ce
qui finit de répondre & la question initiale sur 'existence des twists, le résultat final étant le théoréme
(5.6). Puis, nous faisons 1’étude universelle dans laquelle nous étudions en détail 1’algébre obtenue
par la méthode FRT. Nous montrons que elle aussi est finie sur son centre, nous étudions sa théorie
des représentations, et montrons que elle n’est pas rigoureusement isomorphe & 1’algébre standard.
Néanmoins, nous exhibons un changement de base, défini seulement lorsque un certain élément de
I’algebre est inversible, qui permet d’obtenir la structure standard. Nous pouvons ainsi calculer le
coproduit dans cette nouvelle base, et en déduire des informations sur le twist universel, qui reste &
découvrir.

2 Groupes quantiques : Motivation, définitions et exemples

L’objet ici n’est bien entendu pas de donner une présentation détaillée du vaste sujet que sont les
groupes quantiques (des expositions trés complétes sont dans [3], [20], [19], voir aussi [23] et [7] et pour
les liens avec la physique [10]). Nous souhaitons seulement donner la définition d’une algébre de Hopf.
C’est la structure de ce que nous avons coutume d’appeler un groupe quantique, et que nous utiliserons
par la suite. Par contre, nous allons nous attarder quelque peu sur les motivations que I’on trouve en
physique théorique pour définir et ensuite étudier de tels objets, ce que 'on ne trouve pas vraiment
dans les ouvrages consacrés aux groupes quantiques.

Notre approche sera la suivante : nous savons bien maintenant que ’étude des symétries en physique
a mené aux notions algébriques de groupes finis ou discrets (pour les symeétries discrétes), puis aux
groupes continus, dits groupes de Lie, ainsi que aux algébres de Lie (symétries continues, symétrie de
jauge), et a I’étude de leurs représentations. Une question naturelle est alors de se demander quelle est
la structure algébrique générale pouvant implémenter la notion de symétrie en physique, question qui
va nous mener tout naturellement dans 'univers des groupes quantiques.



2.1 DMotivation et définitions

Prenons comme objet de base une algébre associative A (par exemple : algébre de groupe fini ou
discret, algébre universelle enveloppante d’une algébre de Lie etc...). La question est alors de savoir
quelles sont les propriétés que l'on va demander pour que cette algébre puisse servir de symétrie dans
des théories physiques. Lorsque 'on regarde les propriétés que Pon utilise (plus ou moins implicite-
ment) dans les théories physiques modernes, on aboutit aux trois notions suivantes qui sont ensuite
axiomatiser dans les algébres de Hopf :

— la possibilité de prendre les produits tensoriels de représentations.

— l'existence d’une représentation triviale.

— pour chaque représentation, I'existence d’une représentation duale (ou contragrédiente).

Les exemples "classiques" d’algébres ot 'on peut faire tout cela sont les suivants. Premiérement,
soit G un groupe fini. L’algébre de groupe C[G] est l’ensemble des combinaisons linéaires formelles
d’éléments de G & coefficients dans C. Ensuite, soit g une algebre de Lie. L’algebre universelle enve-
loppante de g, notée U(g), est I'ensemble des polynomes en les générateurs de g. Ce sont les deux
exemples "classiques" d’algébres de Hopf.

Avant toute chose, rappelons que une algébre associative unitale A sur C est un C-espace vectoriel,
muni en plus d’une loi de composition interne, la multiplication, tel que cette loi soit associative,
distributive sur 'addition, et admette un élément neutre. Pour mieux visualiser, et aussi pour mieux
retenir, les définitions inhérentes aux axiomes des algébres de Hopf, il est d'usage de les représenter par
des diagrammes. Ces diagrammes représenteront par des fleches les applications, et la définition sera
vérifiée si ces diagrammes commutent, c’est-a-dire que 'existence de deux trajets dans le diagramme
ayant le méme point de départ, et le méme point d’arrivée, donnera une égalité entre les applications
correspondant & ces trajets. Comme illustration, la définition d’algébre se reformule ainsi en terme de
diagrammes :

Définition 2.1. Une algébre A sur C est un C-espace vectoriel, avec deux applications linéaires : la
multiplication m : A® A — A, et l'unité o : C — A telles que les diagrammes suivants commutent :

AQARA M®id Ao 4

CoA L ®id Ao A AaC 1d® ¢ Ao A

id®m m

L’unité signifie que il y a un élément neutre pour la multiplication, noté 1, et elle est donnée
explicitement par : ¢(1) = 1 (on a donc ¢(A) = A.1 € A, pour A € C). Le diagramme de droite représente
l'associativité de m, et en termes d’applications s’écrit : m(m ® id) = m(id ® m). Usuellement, on
noterait plutdot m(a; ® az) = aj.ag, et donc ay.(az.a3) = (aj.a2).as.

Un morphisme d’algébres de A vers B est une application linéaire f de A vers B qui respecte la
multiplication et I'unité dans le sens ol :

o f(aj.a2) = f(a1).f(a2) ou la multiplication & gauche est celle de A et la multiplication a droite

est celle de B.



° f(lA) =1g.

Maintenant en formalisant la possibilité de prendre le produit tensoriel de 2 représentations, et
I’existence d’une représentation triviale, on aboutit & la notion de bigébre. Soient Vi et Vs, 2 repré-
sentations de A, il est clair que V; ® V5 est une représentation de A ® A, mais pour que elle devienne
une représentation de A, il faut une application de A dans A ® A, qui soit un morphisme d’algébres.
Elle est appelée la comultiplication et est notée A. L’existence d’une représentation triviale demande
I'existence d’un morphisme de A vers C, appelé la coiinité et noté €. On peut vérifier que imposer que
(V1 ® Va) ® V3 soit isomorphe en tant que espace de représentation de A & V; @ (Vo ® V3), et que pour
toute représentation p, on ait p ® € = € ® p = p, améne a la définition suivante :

Définition 2.2. Une bigebre (associative, unitale, coassociative et cotinitale) A est une algébre (asso-
ciative et unitale) munie de 2 morphismes d’algébres : la comultiplication A : A — A® A et la cotinité
€: A — C, telles que les diagrammes suivants commutent :

Coa. Bl gpc_ Me ARARA, 29 g4
N A N A id® A A
)i )i A® A A

On voit ici I'intérét des diagrammes, car ce sont exactement les trois diagrammes représentant les
axiomes d’'une algébre, mais avec les fleches inversées et la comultiplication (resp. la cotinité) remplacant
la multiplication (resp. 'unité). Si on veut écrire ces axiomes en termes d’égalités d’applications, on a
alors Vo € A : (e®id)(Ax) = (id® €)(Ax) =z, et (A®id)(Az) = (id® A)(Ax), cette derniére étant
appelée la condition de coassociativité.

Remarque : Un C-espace vectoriel muni d'une application A et d’une application e vérifiant les
conditions décrites par les 3 diagrammes ci-dessus est appelé une cogébre. Un morphisme de cogébre
est naturellement défini comme une application linéaire f telle que A(f(x)) = (f ® f)A(zx). Ainsi, une
bigébre est a la fois une algébre et une cogébre de telle sorte que les 2 notions soient compatibles, ce
qui est défini par le fait que la comultiplication et la coiinité soient des morphismes d’algébre. Ceci est
équivalent & dire que la multiplication m et I'unité ¢« sont des morphismes de cogébre. On peut exprimer
le fait que A et € soient des morphismes d’algébre par la commutativité des diagrammes ci-dessous,
et en renversant les fleches, en remplagant la comultiplication (resp. la coiinité) par la multiplication
(resp. I'unité) et inversement on obtient les diagrammes signifiant que m et ¢ sont des morphismes de
cogébre. On note 93 le "flip" qui échange les copies 2 et 3 de A.



A® A A C A
(WL@TYL)O’Qg m meg m
ARAR AR A AR A CeC - AR A

A®A €EQe

Une bigébre est une notion auto-duale, dans le sens ou chaque fois que 'on peut définir un dual
(c’est le cas en dimension finie par exemple), il posséde une structure de bigebre.

En ce qui concerne 'existence d’une représentation duale, soit V' une représentation, et soit V*
I’espace dual, on cherche & définir la représentation “duale” sur V* telle que les propriétés naturelles
suivantes soient vérifiées :

— que ’application naturelle : V* ® V' — C soit un morphisme de représentation de A.

—que (V@ W)*=W*® V* en tant que représentation de A.

Si on note S : A — A lapplication définie par < z.f,v >:=< f,S(z).v > pour v € V et f € V*, alors
on peut vérifier que les conditions ci-dessus ménent & la définition suivante :

Définition 2.3. Une algebre de Hopf est une bigébre (A,m, 1, A €), munie dune application linéaire
inversible S : A — A telle que les diagrammes suivants commutent :

AQA __ S%d 4o 4 A®A M85 A9

VAR 5,

A ~C ~C r

La définition implique que S est un anti-automorphisme d’algeébre et de cogébre. En conclusion,
axiomatiser la notion de symétrie physique revient & introduire la structure algébrique d’algébre de
Hopf qui est la donnée de (A, m,t, A ¢, S) vérifiant les propriétés des définitions ci-dessus. C’est une
notion auto-duale.

Notation : Lorsque 'on travaille dans une algébre de Hopf au niveau universel, il est commode
d’utiliser la notation de Sweedler pour le coproduit de A. Pour x € A, nous écrirons Az = x1 ® T3 ol
nous omettons la sommation. Par exemple, dans cette sommation, la condition de coassociativité du
coproduit s’écrit donc 11 ® 212 @ 2 = 21 @ T21 ® x22 et on note (A ®id)(A(x)) = (id® A)(A(x)) =
1 ®x2®@x3. De méme, les conditions de coiinité s’écrivent e(z1)xr2 = x = z1€(x2), et enfin les conditions
sur Pantipode s’écrivent S(z1)ze = x15(x2) = €(x)1.

Remarque : A partir d’'une algébre de Hopf A, on peut obtenir trois algébres de Hopf reliées & A
qui sont :

— A,p ot la multiplication m est changée en mg, avec mep(z @ y) = m(y ® z)(= y.x).

— A° o1 la comultiplication A est changée en A% avec APz = xo @ 11 8i Az = 21 ® Ta.

— AZb ot m et A sont changées respectivement en my, et A%.
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On peut vérifier que €, = € = ¢, Sy, = SP? = S~! et Sop = S. Une algebre de Hopf est dite
commutative si m,, = m et cocommutative si A? = A.

2.1.1 Algebres de Hopf quasi-triangulaires

Nous donnons la définition d’une classe d’algébres de Hopf particuliérement intéressantes pour la
physique, car elles générent des solutions de la fameuse équation de Yang-Baxter :

Définition 2.4. Une algébre de Hopf (A, m,1,A €, S) est dite quasi-triangulaire lorsque il existe un
élément R € A® A inversible tel que :

- RA(z) = A% (x)R pour tout x € A,

- (A ® Zd)(R) = Ri3Ro3 et (Zd ® A)(R) = Ri3Rq9,
oti l'om a noté Ris . =a®b®1, Riz=a®1®b et Ro3=1®%a®0b avec R = a® b en notation de
Sweedler (ici la notation de Sweedler signifie seulement que l’on omet la sommation).

L’¢élément R est appelé la matrice R universelle.

L’algébre de Hopf est dite presque cocommutative si I’élément R ne vérifie que la premiére condition.

En quelque sorte, R mesure la non-cocommutativité de A.

Remarque : Au niveau conceptuel, cette notion répond a la question suivante. Supposons que
pour toute représentation V; et Vo de A, on ait un isomorphisme Gy, v, entre Vi @ Vo et Vo ® V) (en
tant que représentation de A). Alors quelles sont les conditions sur A telles que les diagrammes suivants
soient commutatifs, pour f1 € Homa(Vy,W1) et fo € Homa(Va, Wa) 7 :

Vel _ MY VeeW (heW)el 48PV vieviev, ween) e ®i veviev

hi®fs 2@ N By, v, ®id id @ By, v,
ﬁV1®V2,V3 ﬁV17V2®V3

WiWe——— > Wo QW
! By wa 28W1 Va0 (Vi @V) (Va@V3)®Vi

La presque-cocommutativité correspond au diagramme carré, et la quasi-triangularité répond aux trois
diagrammes.

Un nombre important d’applications en physique (modéles statistiques, modéle & N corps a une
dimension, diffusion quantique inverse, invariants de noeuds..) provient de la propriété suivante :

Proposition 2.1. Soit une algébre de Hopf quasi-triangulaire. La matrice R universelle vérifie I’équa-
tion suivante, dite équation de Yang-Bazter :

RiaR13R23 = RozR13R2.

Preuve : Soit 012 le flip sur les espaces 1 et 2 : 019(21 @2 Q@ 3...) =2 @ 1 @ x3.... D’apres
la propriété de quasi-triangularité, on a (A ® id)(R) = Ri3Ra3, et en appliquant o012 1a-dessus, on a
aussi (A? ® id)(R) = Ro3R13. En utilisant ces 2 égalités et la presque cocommutativité, il vient que :

Rio2R13R23 = Ri2(A ®id)(R) = (A’ ® id)(R)R12 = RogR13R12,

ce qui prouve la proposition.[]
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2.2 Exemples

Il est temps maintenant de considérer des exemples. Dans un premier temps, regardons comment le
concept "classique" de symétrie de type groupe ou algébre de Lie s’inscrit bien dans le cadre conceptuel
que 'on vient de développer.

Soit donc C[G] I'algébre d’un groupe fini, qui est associative et unitale (I’élément unité de 1’algébre
étant celui du groupe). L’action usuelle d’un groupe sur le produit tensoriel de deux représentations
(‘/i,pl) et (Vz,pg) est :

p(g)(v1 ® v2) = p1(g)v1 ® p2(g)va.

Cette action correspond en fait au coproduit : Agg = g ® g, on peut facilement vérifier que il vérifie les
axiomes d’un coproduit. Or, une fois que ’on connait le coproduit sur les générateurs, on peut calculer la
colinité et ensuite I'antipode sur les générateurs, d’apreés les axiomes des algébres de Hopf. Par linéarité,
on étend ensuite tout cela a algébre toute entiére. Ainsi, en utilisant la notation de Sweedler, on doit
avoir g = €(g1)g2 = €(g)g ce qui donne €(g) = 1. Puis on doit avoir €(g).1 =1 = S(g1)g92 = S(g)g donc
S(g) = g~'. En conclusion, la structure "classique" d’algébre de Hopf sur C[G] est donnée par :

VgeG:  Ao(g)=9g®g, €elg)=1, S(g=g"

Ensuite, soit g une algébre de Lie. L’action usuelle sur le produit tensoriel de représentations est :
p(T)(v1 ® va) = p1(T)v1 @ va + v1 ® pa(T)ve. Ceci correspond a une structure d’algébre de Hopf
"classique" sur l’algébre universelle enveloppante U(g), qui est associative et unitale, donnée par le
coproduit Ag(T) =T ® 1+ 1® T. De la méme maniére que dans ’exemple précédent, on doit avoir
T =¢€(Th)Ty = €(1)T+¢(T). Comme €(1) = 1, on doit avoir €(7") = 0. Ensuite, ¢(T).1 =0 = S(T1)T> =
S(1)T + S(T), et comme S(1) =1, alors S(T') = —T. Ainsi, la structure d’algébre de Hopf "classique"
sur U(g) est :

VIiecg: A(T)=TR1+1T, €T)=0, S(T)=-T.

Par exemple, c’est la structure que 'on utilise en théorie des champs lorsque 'on calcule la variation
d’un champs comme :
(SF(.I‘) = 5indicesF(x) + 5espace—tempsF(fL')-

On peut raisonnablement se demander pourquoi on utilise ceci, et 8’il n’y a pas d’autres possibilités :
c’est un point d’entrée des groupes quantiques en théorie des champs (voir [26], et [27]).

Lorsque l'on cherche des structures d’algebres de Hopf sur C[G] et sur U(g), on peut chercher a
déformer la structure classique. Cela méne a la théorie des déformations (voir [23]). On peut montrer que
il n’y a pas de déformation non-triviale pour C[G], mais également que il n’y pas de déformation non-
triviale de la structure d’algébre de U(g) pour g semi-simple. On cherche alors a déformer la structure de
bigébre, c’est-a-dire le coproduit. En particulier, cela correspond a chercher d’autres fagons de calculer
la variation de champs que celle ci-dessus. Cette approche méne & une classe d’exemples de structures
d’algebres de Hopf, que 'on appelle groupes quantiques, mais qui sont aussi souvent nommées dans la
littérature par "algébre universelle enveloppante quantique" (QUEA). Elles sont aussi obtenues par les
twists associés aux triplets de Belavin-Drinfeld ([13]), mais il existe des groupes quantiques associés a
des matrices R qui n’appartiennent pas a cette classe (voir par exemple dans [5]).

Ainsi, pour tout g algébre de Lie complexe semi-simple de dimension finie, il existe une structure
standard d’algebre de Hopf, appelée I'algebre de Drinfeld-Jimbo notée Uy(g) (4], [16]). Soit (asj) la
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matrice de Cartan de g, soit d; = (%T%), ot les ~; forment le systéme de racines simples associé a (a;;).

Soit a le parameétre de déformation infinitésimale, et posons g = e®. Alors U,(g) est engendrée par
E,F;,H; i=1...1,0ul =rang(g) est la dimension d’une algébre de Cartan, et la structure d’algébre
est donnée par :

[Hi, Hj| =0, [H;,Ej]=ai;E;, [Hi, Fj] = —ai;Fj,  [E;, Fj] = 0y

aingi que par les relations de Serre quantiques :

1—ay;

e el e o e N ]

k=0

1—a;;

N I B N )

k=0

ol [ 1 _kaij } est le g-coefficient binémial défini & I'aide de la g-factorielle [n], par :
q

. " —q "
, ol [n|, = —F—.
[K]g[1 — aij — klq Il qg—q!

La structure d’algébre de Hopf est ensuite donnée par (notons que, de méme que dans les exemples
simples précédents, la coiinité et I’antipode se retrouvent aisément & partir du coproduit et des axiomes
d’une algebre de Hopf) :

[ 1 g ] _ [ —ayly

A(H) = No(Hy) = Hi@1+ 1@ H;, A(E) =E @ +10E, A(F)=Fel+e gk,

e(H;) = e(E;) =e(F;) =0, S(H;)=-H;, S(E)=-Ee i s(F)=—e"F,
Souvent, on pose K; = e®%fi et on réexprime tout en fonction de Kj et K;l = e~ difi  Aingi, on
peut vérifier que le coproduit, la coiinité et 'antipode des H; et les relations de commutation [H;, E;]

et [H;, F;] deviennent en terme des Kj, K L.
KB = ¢* i B K, KF, = g7 Y R, AKH) = K o K e(K) =1, S = KT

Cette algébre de Hopf est "quasi-triangulaire” (on met des guillemets car la matrice R appartient
en fait & une certaine complétion de ’algébre de Hopf), et on connait explicitement expression de la
matrice R universelle.

Dans le cas qui nous tient & coeur ici, gl(1]1), nous utiliserons une déformation standard proche de
celle de Drinfeld-Jimbo. Tout comme la déformation de Drinfeld-Jimbo, elle respecte la Z-graduation.
Ici, la Z-graduation naturelle est donnée par gr(H;) = 0, gr(E;) = +1, gr(F;)) = -l et gr(X @ Y) =
gr(X) +gr(Y).

Dans le cas le plus simple pour les algebres de Lie simples qui est s((2), U, (s[(2)) est engendrée par

H, E, F avec :
6ch_e—ozH
[H7E]:2E7 [HvF]:_2F7 [E7F]:

)

eOé_e «
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AH)=H®1l+10H, AEB)=E@c+10E, A(F)=Fel+eoF
e(E)=¢F)=¢H)=0, SH)=-H, S(E)=-eME S(F)=-FeH.

La matrice R dans la représentation fondamentale ou £ +— ( 8 (1] ), F - ( 00 > et H —

1 . .
( 0 > est la céleébre matrice suivante (o ¢ = e®) :

0 —1
g 0 0 0

101 g—¢gt O

E=1090 1 o0

00 0 ¢

Les algébres universelles enveloppantes quantiques sont une grande classe d’algébres de Hopf in-
téressantes. Elles font partie de ce que 'on appelle groupes quantiques, avec une autre grande classe
d’algebres de Hopf, qui proviennent du point de vue dual & celui-ci. Ce sont les déformations des groupes
matriciels classiques. Plus exactement, ce sont les déformations des algébres de fonctions polynémiales
sur les groupes classiques. Prenons comme exemple 'algébre des fonctions polynémiales sur SLs(C),

notée F'(SLy(C)). Sion écrit T' = ¢ avec ad — bc = 1, alors a, b, ¢, d peuvent étre vues comme

b
d
des fonctions sur SLy(C), et elles générent I’algébre des fonctions polynémiales sur SLa(C). Dans le
cas classique usuel, elles commutent entre elles et on a ainsi :

F(SL2(C)) = Cla,b,c,d]/{ad — bc = 1} .
La structure d’algébre de Hopf "classique' est donnée par :
Al @ b\ [ a®a+b®c a®b+b®d a b\ (10 g @ b\ d -b
c d ) \coa+rdoe cob+dod )>\ec d)"\o 1) c d) \ —c a )’
ou la notation compacte utilisée signifie A(a) =a®@a+b®¢c, A(b) =a®b+b®d etc...
Pour déformer 1’algébre des fonctions polynémiales sur un groupe de Lie, la stratégie est de per-
mettre aux entrées matricielles (ici a,b,c,d) de ne plus commuter entre elles. On déforme ainsi la

structure d’algébre. Par exemple, la déformation standard de F(SLy(C)) est engendrée par a,b,c,d
vérifiant :

ac=q tea, bd=qtdb, ab=q ‘ba, cd=q 'de, bc=cb, ad=da— (¢ — q_l)bc, (1)

ainsi que :
ad — ¢ tbe = 1.

Le coproduit et la coiinité des générateurs sont inchangés et ’antipode devient :

a b\ d —q~ b
S(c d)_<—q_1c a )

Elle est notée Fy(SL2(C)) et il s’avére que pour g générique, c’est I'algebre de Hopf duale a Uy, (s((2)).
Ainsi, pour tout groupe de Lie complexe simple G d’algébre de Lie g, on peut définir F,(G) comme
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l'algebre de Hopf duale & U,(g). Notons également que lorsque 'on connait une déformation ﬁ’q(G),
alors par un calcul direct (mais qui est en général trés laborieux), on peut obtenir I’algébre duale qui
est une déformation U,(g).

Remarque : On peut obtenir et donner une interprétation des déformations F,(G) de la maniére
suivante, qui fait appel aux espaces quantiques : dans le cas classique, un groupe matriciel agit sur
Z1
I’espace des vecteurs : ol les z; commutent entre eux. On peut alors généraliser ceci en posant
In
des relations de commutation non-triviales entre les x;, et en cherchant quelles relations de commutation
doivent vérifier les entrées d’une matrice n X n pour conserver ces relations entre les x;. Par exemple, les
relations (1) sont obtenues lorsque 'on considére le "plan quantique" engendré par deux coordonnées
x,y vérifiant 2y = ¢~ 'yx. Concrétement, on cherche les conditions sur a, b, ¢, d pour que :

2\ [(a b r\ [a®@r+bRy
y )] e d y ) \c@xt+dy )’
vérifient 2’y = ¢ 'y'z’, et de méme pour I'action a gauche sur les covecteurs.

Pour finir, nous avons vu que les groupes quantiques sont en particulier des "machines" a fabriquer
des solutions de ’équation de Yang-Baxter : RjaR13R23 = Ro3R13R12. En effet, en tant que algébres de
Hopf quasi-triangulaires, ils possédent un élément qui vérifient cette équation. On 'appelle la matrice
R universelle. Donc, dans chacune de leurs représentations, cet élément est envoyé & une matrice
numérique vérifiant I’équation de Yang-Baxter quantique. C’est un des roles des groupes quantiques et
de leurs représentations.

Il s’avére qu’il est possible de renverser ’ordre des choses, c’est-a-dire que ’on peut construire une
algébre de Hopf & partir d’une matrice numérique vérifiant ’équation de Yang-Baxter. Et ce par un
procédé di a Faddeev, Reshetikhin et Takhtajan, appelé ainsi construction FRT ([7]). En fait, pour R
une matrice n? x n? solution de I’équation de Yang-Baxter quantique, I'algébre de Hopf associée & R
(la R-version de GL(n)) est engendrée par les t;; vérifiant les relations :

RV, =ToThR, ouTh =T®1, To=1T, avecT = (tij)i,jzl,...,n-

La structure de bigébre est donnée par :
n
Altis) =D tin ®@trj, €(tiy) = 6.
k=1

Par exemple, la déformation F,(SLo(C)) décrite plus haut provient de la construction FRT & partir
de la matrice (en redéfinissant le paramétre de déformation q) :

q 0 0 0
101 g—¢gt O
=19 o 1 0

0 0 0 q
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Une généralisation de ce procédé a un couple de matrices (R, F ) compatibles dans un certain sens a
été développé par Isaev, Ogievetsky et Pyatov ([14],[15]). Nous utiliserons dans le cas des supergroupes
quantiques le terme méthode FRT, alors que en réalité, c’est un cas particulier de paires (R, a ) com-
patibles, ou F' est 1a matrice de super-permutation :

o O O
o= O O
O O = O

o O O

3 Superalgébres de Lie

Nous souhaitons ici présenter la notion de superalgébre de Lie, qui généralise en fait la notion
d’algebre de Lie. Nous nous bornerons a donner les définitions, les propriétés basiques et quelques
exemples (pour plus de détails voir [18]).

Soit V' un espace vectoriel tel que V =V @ V4. Un élément homogéne est un élément qui est dans
Vo ou dans Vi, bien siir tout élément de V' se décompose en somme de deux éléments homogénes. Nous
définissons la "parité" d’un élément z homogéne comme :

lz| =1 & zeV,.

Définition 3.1. Une superalgébre de Lie sur un corps K (prenons K = R ou C) est un K-espace
vectoriel V.= Vo @ Vi muni d’une opération, que nous appellerons crochet (ou supercrochet) de Lie,
notée [.,.]: V. xV =V telle que :

- Vi, Vil € Viitjymody  Vi,J € {0,1}.

- [.,.] est bilinéaire.

~ [.,.] wérific pour tout élément homogéne a,b € V, on a : [a,b] = —(=1)[b a] ("super-

antisymétrie").
— [.,.] vérifie Uidentité de superJacobi :

Va,b,c €V homogenes : on a  (—1)141a, b, ] + (=1)Plel[b, [¢, a]] + (—=1)WPl[¢, [a, b]] = 0.
Il existe également la notion de superalgébre :

Définition 3.2. Une superalgébre sur un corps K (prenons K = R ou C) est un K-espace vectoriel
V = Vo & Vi muni de plus d’une loi interne notée "." (la multiplication) bilinéaire, associative, ayant
un élément neutre telle que :

V;V; C Vv(i—&—j)mod(2) Vi,j € {O’ 1}

Une superalgébre est en fait une algébre Zs-graduée, ce qui signifie que en plus d’étre une algébre,
il y a la décomposition en somme de deux sous-espaces Vg et Vi, et la multiplication respecte cette
décomposition.

Un exemple de superalgébre est 'algébre des formes différentielles sur une variété : Vy est le sous-
espace des formes de degré pair et Vj le sous-espace des formes de degré impair. C’est un exemple de
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ce que 'on appelle une superalgebre "supercommutative" dans le sens ot : ab = (—1)|“|‘b‘ba pour a et
b homogenes.

On peut en fait définir les algébres Z-graduées en prenant comme décomposition dans la définition
ci-dessus V' = @,z Vi. A partir d’une algébre Z-graduée, on peut facilement vérifier que la construction
suivante donne une Zs-graduation : Vo = @y, pair Vi €t Vi = @p, impair V- L’exemple ci-dessus provient
d’une construction de la sorte.

En fait, des exemples de superalgébres de Lie proviennent des superalgébres associatives, de méme
que des algébres de Lie proviennent d’algébres associatives, par la propriété suivante :

Propriété 3.3. Soit A = Ayg® Ay une superalgébre associative. Alors on peut munir A d’une structure
de superalgébre de Lie en définissant le supercrochet ou "supercommutateur” suivant : pour a et b
homogénes (on l’étend ensuite par linéarité) :

[a,b] = ab — (—1)lPlpq,

Preuve : Les trois premiéres propriétés des superalgébres de Lie sont immédiatement vérifiées, et
un petit calcul suffit pour vérifier 'identité de superJacobi. [J

Remarques :

— Nous appellerons Ag la partie paire, ou partie "bosonique", tandis que A; sera la partie impaire,
ou partie "fermionique". En effet, d’aprés la propriété ci-dessus, le supercrochet de deux bosons,
et celui d’'un boson avec un fermion est un commutateur : ab — ba, tandis que le supercrochet de
deux fermions est un anticommutateur : ab + ba ; comme il faut.

— Pour une superalgébre de Lie L = Lo @ L1, Lg est une sous-algébre de Lie, car le supercrochet
restreint & Lo est en fait un crochet de Lie (car |a| = 0 pour a € Lg). Ly est un espace vectoriel
qui est un espace de représentation de Lo, par l'action a.x = [a,x] € Ly pour a € Ly et x € L.

Soit L une superalgébre de Lie. La superalgébre universelle enveloppante est définie de facon ana-
logue au cas des algébres de Lie. On consideére I’algébre tensorielle T'(L) de L dans laquelle on omettra
le symbole ®. Elle est munie d’une Zs-graduation induite par celle de L : la parité d’'un élément de
T(L) est donnée par :

|X1X2 .. Xn‘ = |X1| + |X2| + -+ |Xn‘ mod(2).

Cette Zg-graduation munit 7(L) d’une structure de superalgebre associative. Soit I 'idéal de T'(L)
engendré par les éléments de la forme [a,b] — ab + (—1)1%Plba, ot a et b sont homogenes. Alors, la
superalgebre universelle enveloppante U(L) est le quotient 7'(L)/I. D’un point de vue plus intuitif
U(L) est une superalgébre engendrée par les générateurs de L, avec la Zg-graduation induite et les
relations définissantes entre les générateurs sont celles de L (les supercrochets) sauf que le supercrochet
[a,b] est remplacé par ab — (—1)1%tlba, ot la multiplication est la multiplication (formelle) de T'(L).
U(L) est donc définie par ses générateurs et des relations : ab = (—1)%*lbg + [a, b], ot I'on connait
[a,b] d’aprés la structure de superalgebre de Lie de L.
Elle vérifie de plus le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt :
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Théoréme 3.4. Soit L = Lo® L1 une superalgébre de Lie. Soit X1, ..., X, une base de Ly et &1,...,&m
une base de L. Alors une base (de l'espace vectoriel) U(L) est formée par les éléments :
XE L XEned e ok >0 et N € {0,1}.

De maniére analogue au cas des algébres de Lie, la propriété de Poincaré-Birkhoff-Witt dit que
lorsque l'on choisit un ordre dans les générateurs de Ly et un ordre dans les générateurs de L;, alors
on peut réordonner dans U(L) tout monoéme en combinaisons linéaires de mondmes ordonnés. Ici, on
integre le fait que dans U(L), €2 € Lo pour & € Ly. En effet, par définition, dans le quotient de T'(L)
par I, on a &2 = L[, €] et [€,£] € Lo par définition d’une superalgébre de Lie.

Enfin, listons-les particularités qui interviennent lorsque I'on considére des produits tensoriels de
superalgebres. Pour simplifier, regardons A @ A ou A est une superalgébre. Alors la multiplication ici
est définie par :

(X1 ® Xa)(Y1®Y2) = (-1)Mix1 v, @ XoVs.

Cela se généralise pour des produits tensoriels d’ordre supérieur, par exemple :
(X1 ® X2 ® X3) (V1 ® Y2 ® Y3) = (—1)PslMl(—pyXell )Xl X v @ Xov, @ XsYs.

De maniére générale, la régle mnémotechnique est que un signe apparait chaque fois que un élément
impair "traverse" un autre élément impair.

Dans une représentation V- =V @ V; d’une superalgebre, la permutation (ou le "flip") qui agit sur
V ® V devient une "super-permutation' :

Ple; @ e;) = (—1)lelledle; @ e;.
Il y a des signes aussi dans I'action d’un élément du produit tensoriel A® Asur VoV :

(X ®Y)(ei®ej) = (~)MIX (e)) @ Y(ey).

Un exemple : gl(n|m). Soit V un espace vectoriel Zs-gradué de dimension (n|m), c’est-a-dire V =
Vo @ V1 avec dim(Vy) = n et dim(Vy) = m. Alors, on peut définir une structure de superalgébre sur
End(V) en prenant End(V) = End(V)o & End(V); avec :

End(V)o ={f € End(V)|f(Vo) C Vo et f(V1) C i},
End(V)1 ={f € End(V)[f(Vo) C V1 et f(V1) C Vo).

11 est clair que la composition des endomorphismes respecte cette Zo-graduation.

Le supercrochet [f,g] = fg — (—=1)19lgf munit End(V) d’une structure de superalgebre de Lie,
qui est notée gl(n|m).

Dans une base qui respecte la décomposition de V', c’est-a-dire une base d’éléments homogénes
(une base de Vj accolée a une base de V1), la forme d’'un élément de End(V) est :

A X .
< v B ) , ou A, X,Y, B sont respectivement des blocs n X n, m X n, n X m et m X m.
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Dans cette base, les parties paire et impaire de End(V') sont explicitement :

pndVo=(( 5 5 )b
End(V)1:{<3 )0(>}

L’exemple le plus simple est gl(1|1), dont une base est :

(10 (00 L (01 _ (00
n=(oo) (1) = (00) v =(V0),

On calcule facilement ici le supercrochet qui est donné par :
[hlth]:Ov [h17X+]:X+7 [h27X+]:_X+a {hle_]:_X_a [hZaX_]:X_a
(Xt Xt} =0, {X,X }=0, {XT, X }="hy+ho.

Une représentation d'une superalgebre A = Ag @ A; sera un morphisme p d’algébres de A vers
End(V)ouV ="Vy® V; tel que p(Ag) C End(V)p et p(A1) C End(V);.

Une représentation d’une superalgébre de Lie L = Lo & L sera un morphisme p d’algébres de Lie
de L vers gl(n|m) tel que p(Lo) C gl(n|m)o et p(L1) C gl(n|m);.

4 Geénéralités sur les twists d’algébres de Hopf

Soit (A,m, ¢, A, €, S) une algébre de Hopf et soit F' un élément inversible de A ® A.

Posons A(x) = FA(z)F~!. A est toujours un morphisme (car A I'est) mais en général, il n’est pas
un coproduit, car la condition de coassociativité n’est pas vérifiee pour tout F'. La question est alors
de trouver des conditions sur I’élément F' telles que A soit un nouveau coproduit. On aura ainsi un
moyen de construire de nouvelles algébres de Hopf & partir d’une existante. On appellera ceci un twist
d’algébre de Hopf.

4.1 Au niveau universel
Rappelons que la condition de coassociativité s’écrit (A ®id)(A) = (id® A)(A). On calcule alors :
(A®id)(A(z)) = Fia(A®id)(FA(z)F~ ) F,!
= F2(A®id)(F)(A ®id)(A(z)) (A ® z'd)(F_l)Fle,
de méme, on a :
(id ® A)(A(z)) = Fas(id @ A)(F)(id @ A)(A(x))(id ® A)(F_I)Fzgl.
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour la coassociativité de A est :

(A ®id)(F~ ) Fo! Fas(id ® A)(F).(id @ A)(A(x)).(id @ A)(F~1) Fyg! Fia(A ® id) (F)
= (A®id)(A(z)) = (id ® A)(A(x)),
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ou encore en notant X = (A ®id)(F~)F,' Fas(id®@ A)(F) € A9 A® A :
X(id® A)(A(z)X ! = (id® A)(A(x)).

Ainsi X doit commuter avec (id @ A)(A(x)) pour tout = € A. )
C’est le cas lorsque X est égal 4 1 ® 1 ® 1, donc une condition suffisante & la coassociativité de A

est
X=1 & F(id® A)(F) = Fia(A ®id)(F). (2)

Elle est appelée condition de cocycle. C’est le début du théoréme sur les twists, qui est le théoréme
fondamental pour la suite de notre travail :

Théoréme 4.1. Soit une algébre de Hopf (A,m, 1, A€, S) et un élément F' de A® A inversible tel que
Fo3(id @ A)(F) = Flo(A®id)(F) et (e®id)(F)=(id®e)(F)=1. (3)

(i) Posons v = m(id @ S)(F), alors (A,m,1,A €e,8) ot A coincide avec A en tant que espace
vectoriel, avec A(z) = FA(x)F~! et S(z) = vS(z)v", est une algébre de Hopf. On dit que c’est le
twist de A par F.

(ii) Si de plus A est quasi-triangulaire avec une matrice universelle R, alors A est quasi-triangulaire

avee la matrice universelle R = FyRFL.

Preuve : On a vu que en vertu des hypothéses (3), la nouvelle comultiplication A est coassociative.
1l reste & vérifier les axiomes pour la coiinité et pour I'antipode.

(e ®id)(A(z)) = (e®id)(F)(e ®id)(A(x))(e ® id)(F~1)
= (e®1id)(A(x)) d’apres (3),
x car A est une algébre de Hopf.

Il en est de méme pour (id ® €)(A(x)).

Posons F ' =a®bet F~! = c®d : on utilise la notation de Sweedler qui sous-entend la sommation.
On a alors v = m(id ® S)(F) = aS(b), et on vérifiera plus bas que v~! = S(c)d. On doit prouver que
m(S @ id)(Az) = e(z).1, et on a :

m(S ®id)(Az) = m(S®id)(axic® baad)
= m(vS(azic)v™ @ brad)
=aS(b)S(c)S(x1)S(a)S(c)dbxad car S est un anti-automorphisme,
=aS(b)S(c)S(x1)za2d car ac=db =1,
=aS(b)S(c)e(xr)d  d’apres les axiomes pour S,
= v te(z) = €(z).1.

On prouve m(id ® S)(Az) = e(z).1 de la méme fagon.
En ce qui concerne la quasi-triangularité de fl, notons tout d’abord que Aop = FglAOPFQ_ll, et on
a donc :
RA = Fy RFT'FAF™' = FjyAPRF™! = Fy) APFy ' Fyy RF~! = APR.

Ainsi, A est presque commutative et il reste a montrer que (A ® id)(R) = Ri3Ra3 et (id @ A)(R) =
Ri13R12. Notons, avec la sommation sous-entendue (notation de Sweedler), R = s® ¢, F = a ® b,
F~!=c®det A(x) = x1 ® 22. Nous allons utiliser les propriétés suivantes :
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— (Z) (A & ld)(R) = Ri3Ro3 et (’Ld & A)(R) = Ri3R;9,
— (11) RA = APR & sx; @ txg = mas ® x1t,
— (it7) Fi12(A ®@ id)(F) = Fa3(id @ A)(F) < aad) @ ba, @ b = o/ @ ab] @ bby, < o) @ a, @V =
ca' ® dabl @ bbl,.
Tout d’abord, vérifions comme promis que v~ = S(c)d. On applique S ® id ® S 4 la derniére version
de (i7i), et on multiplie le tout. Le terme de gauche devient :

S(a})ayS(b') = e(a)S(H) =1 care(d) €C, e(d)b =1 (e®id)(F)=1et S(1) =1.
Le terme de droite est, en utilisant les mémes propriétés :
S(a")S(c)dabyS(by)S(b) = S(a’)S(c)dae(t')S(b) = S(c)daS(b).

Donc S(c)d est bien I'inverse a gauche de v. On prouve de méme que il est inverse a droite (cette fois,
on utilise (id ® €)(F') = 1). Pour la quasi-triangularité, on calcule :

(A®id)(R) = (A®id)(Fyn)(A®id)(R)(A®id)(F~)
= Fi2(A @ id)(Fy1)(A @ id)(R)(A ® id)(F~) FR!

Y Fry(A ® id)(Fay) Riz.Ros(A @ id) (F~ V) Fiy!

Or,
Ras(A @ id)(FO)F' 2 Rog(id @ A)(F~) Fygt
D (id @ AP)(F ) Ros Fy
= (c®dy ® dy).RasFy3,
et

Flz(A & ’id)(FQl)ng = (ab’l (%9 bb/2 ® CL/).(S RKI® t)
(Z,Z:,Z) (bay @b’ @ aa}).(s@1®1t)
@ bsa) @ b @ atdl,
:'”F31R13.(a’1 & b/ X CLIQ)
W By Ris.(ca’ © by ® dab,) = F31 RisF5(d © b,  abt).

En réunissant les deux calculs ci-dessus, on obtient :

(A &® ld)(R) = F31R13F151.(CL,C ® bbédg &® ablldl).RggFgg)l
= F31R13F1_31.(1 RO a)R23~F2_3~1
= F31 Ri3Fy5 FsoRos Fyy' = RizRos.

L’egalite (id ® A)(R) = Ry3Ry2 se démontre de facon tout a fait similaire.[]

Nous allons maintenant donner la propriété qui justifie le fait de vouloir classifier les matrices R &
un twist pres :

Proposition 4.2. Dans 'espace des algebres de Hopf, les twists induisent une relation d’équivalence.

Preuve :
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— (réflexivité )11 est évident que toute algébre de Hopf A est équivalente a elle-méme par un twist :
F=1®1.

— (symétrie) Soient A et A le twist de A par F. Montrons que A est le twist de A par F~!. Vérifions
que F~! est un twist dans A

FLH A ®id)(F™Y) = FRl Fio(A @ id) (F Y FL' = (Fio(A @4d)(F)) ™,

de méme

Fy!(id @ A)(F~1) = (Fps(id ® A)(F)) ™,
ce qui montre que F~1 est un twist de A vers f:l De plus,
Alz) = FIA(z)F = FIFA(2)F~'F = A(z),

ce qui finit de montrer que A = A.
— (transitivité) Soient A, A’ le twist de A par F et A” le twist de A’ par F’. Montrons que G = F'F
est un twist de A vers A”. On a

G12(A®id)(G) = F3F12(A ®id)(F')(A ® id)(F)
= Fl,Fo(A @ id)(F')FR' Fia(A ® id) (F)
= Fiy(A" ®id)(F') F12(A ® id)(F)
= Fha(id @ A')(F')Fp3(id ® A)(F)
= FiaFos(id @ A)(F')(id @ A)(F)
= Ga3(id ® A)(G).

De plus, GA(z)G~! = A”(z).0

Remarques :

— Dans la condition (e®id)(F') = (id®e¢)(F) = 1 du théoréme, on peut remplacer 1 par un élément
central de A. Le choix de 1 permet de garder la méme colinité dans I’algébre twistée.

— Lorsque I'on impose de plus que (A ® id)(F) = Fi3Fas et (id @ A)(F) = Fi3F12, on appellera
ce cas particulier une paire (R, F') compatible, c’est un cas particulier trés intéressant, il donne
lieu & toute une construction d’algébre matricielle quantique ([14], [15]). La condition de twist
devient ici :

FioF13F23 = Fo3Fi3Fo,

c’est-a-dire I'équation de Yang-Baxter. Par contre, les twists par une paire (R, F') compatible
n’induisent pas une relation d’équivalence (la transitivité n’est pas assurée). Le cas général sera
appelé un twist généralisé ou seulement twist.

— Dans le cas d’'une algébre de Hopf A quasi-triangulaire, la, matrice R vérifie les conditions de
twist. Ce twist envoie A & A, et R a Ro1, ce qui montre que A% est un twist de A par R.

4.2 Au niveau numérique

Nous voulons analyser la situation au niveau numeérique, c’est-a-dire dans une représentation quel-
conque de A. En fait, connaissant une algébre de Hopf quasi-triangulaire, nous nous plagons dans une
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représentation, nous prenons la matrice R numérique. Nous allons donner des équations que doivent
vérifier un élément F pour étre susceptible d’étre un twist.

Soit (p, V) une représentation de 1’algébre de Hopf quasi-triangulaire (A, u, ¢, A, €, S, R). Par abus
de notation, nous continuerons & noter X = p(X) pour X € A®". Nous noterons de plus X = PX
pour X € A® A ot P(e; ® e;) = e; ® e;. Remarquons que P? = 1.

Rappelons que I'on note, pour X = x1®@xg, X;; 'élément 191®---@11®1Q---Q1@12®1---®1,
ol 21 est en i®™€ position, et x5 est en ™€ position. La généralisation de ces notations aux éléments
de A®" est évidente. On notera aussi Xij = P;; X;;.

Au niveau numérique, on a Xp1 = PXP. Ainsi, au niveau numeérique, I'élément R=Fy RF~! =
PFPRF~' et donc R= FPRF~' = FRF~'.

Soit F' une matrice numérique inversible qui agit sur V ® V. Posons Ajo3 et Biog qui agissent
sur V& Nous voulons que A et B soient susceptibles de représenter respectivement (A @ id)(F) et
(id ® A)(F). De cette maniére la condition de cocycle (2) (qui est suffisante pour la coassociativité)
devient :

Fi2A193 = Fy3Bi93. (4)

A et B sont reliés au coproduit de F' et donc a la matrice R. Cherchons des relations que doivent vérifier
A,B et Rsi A et B veulent étre des candidats (au niveau numeérique) pour représenter (A ® id)(F') et
(id®@ A)(F). On a :
Ri2(A ®id)(F) = (A ® id)(F)R2
& RigAi23 = A2i3Ri2
& PiaRi2A123 = PiaAs13Rq2,

ce qui nous donne finalement

RiaA1p3 = A1asRyo. (5)

De méme, on a

Rgg(id ® A)(F) = (Zd &® AOp(F>R23
Ro3B123 = Bi3aRas

Py3Ro3B123 = Pa3Bisa Ros,

1N

et on obtient donc
Ro3Bi93 = Bi23R23. (6)
Supposons maintenant que l'on a trouvé (numériquement) F'; A et B vérifiant les conditions (4),(5)

et (6), et regardons si R = FRF~! vérifie bien I'équation de Yang-Baxter :

2 2 2 . 1 A 1 ~ 1
Ri9Ro3R12 = F1oRy9 5 Fo3 Rog Fog Fio RioF,
~— ~—
A123Bf213 Bl23A;213
CLO) by Aygs Rig Ras Bk Brog Rug AL 5!
= Tedus Rl By Bus R Ayl
= Fi2A123 . Ri2Ro3Ri2 . A3 Fly s
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RosRi2Ra3 = FazRos Fy'Fio Ris FL s R23F2§1
—— —
3123Af213 A1233f213
(5),(6) A5 B A— A
= F23Bl2§Rz;ngAlglgA123R2BB1213F231
= Fy3Bio3 . RogRioRoz . By Fig'
et en utilisant le fait que R vérifie Yang-Baxter et la relation (4), on trouve que ces 2 expressions sont
égales.

En conclusion, si on a trouvé F, A et B vérifiant les conditions (4),(5) et (6), alors on sait que la
matrice numérique F' RF~1 vérifie I’équation de Yang-Baxter. Donc si les matrices A et B sont bien les
images dans la représentation respectivement de (A ® id)(F) et de (id ® A)(F'), alors on a trouvé un
"twist numérique" de algebre de Hopf (A, i, 1, A, €, S, R) vers une algebre de Hopf (A, j1,1, A€, S, R)
(nous dirons souvent de R vers R).

Remarque : On peut vérifier que en posant F= PF, R= FRF_l, A= Py3PisAet B= PoPi3B,
les équations (4), (5) et (6) deviennent :

F23A123 = F1231237 R23A123 = A123R127 R123123 = 3123]%237 (7)

et R vérifie I’équation de Yang-Baxter. Résoudre les équations "avec chapeau" ou "sans chapeau" est
équivalent (cela correspond & obtenir R ou Roq).

De méme que dans le cas universel, les twists numériques induisent une relation d’équivalence dans
I’espace des solutions de I’équation de Yang-Baxter, ce qui justifie de les classifier & un twist prés.

Proposition 4.3. Dans l’espace des matrices solutions de I’équation de Yang-Baxter, les twists numé-
riques définis par les relations (4),(5) et (6), induisent une relation d’équivalence.

Preuve : Nous utiliserons la version "avec chapeau" de la remarque.
— (réflexivité)F = id, et A = B = id est un twist qui envoie R a R.
— (symétrie) Soien R, R=FRF et (F, A, B) qui envoie R & R. Alors, montrons que (G,C, D) =
Strie) Soient R, R = FRF~'et (F, A, B RaR. Al t G,C,D
= , A23A_ Qi , A12 ATLE-D) est un twis numérique de ? vers R. On a évidemment R =
F=Y PosBis Pyt Fro A Figl) est un twist de R R.O d t R
GRG'. De plus, on vérifie (7) pour (G,C, D) en utilisant (7) pour (F, A, B) :
Ga3Clhoz = F231F23B]__213F1_21 = A1_213F2_31 = Fﬁlﬁlzs = G D193,
Ro3Clog = F23R23Bf2§13’1_21 = F23Bf2131%12151_21 = Cha3Rio,
Ri2D193 = F12R12141_213FQ_31 = F12141_213Pb23ﬁ12—31 = Doz Ros.
— (transitivité) Soient (F, A, B) un twist numérique de R vers R, et (G, C, D) un twist numérique
( 9 9 q b 9 9 q
de R’ vers R”. Alors, on va montrer que :

(H,X,Y) = (GF, Fy5' Cra3Ro3 Riy R Fog A, FroD1as Ry Ry Rio Fio Buas)
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est un twist de R vers R”. Il est clair que R’ = GRG™'. Vérifions (7), traitons la premieére
équation en détail : o o
Rz X123 = R 3F23 C123R23R12R23FQ3A123

= Fig' Ry Chiog Ry Ry Ry Fog Avo

= F231Cl23R12R23R12R23F23A123

= F2310123R23R12R23R23F23A123

- F23 0123R23R12R23F23R23A123

= F23 0123R23312323F23A123312

= X123

Ce sont exactement les mémes étapes qui permettent de vérifier que R12Y123 = }71231%23. Enfin,
on a également : o
Ha3 X123 —G230123R23R12R23F23A123
= G12D123312R23R12F123123
= H19Y123,

ce qui conclut la démonstration.[]

Le probléme qui nous intéresse est le suivant : nous connaissons une algébre de Hopf ("standard")
et sa R-matrice R, et nous connaissons également une R-matrice R numérique qui correspond & une
autre algebre de Hopf ("non-standard"). Nous cherchons un twist de l’algébre "standard" vers la "non-
standard”A, ou encore de R vers R. Pour cela, nous devons chercher s’il existe des éléments F, A, B
vérifiant R = FRF ™1, et les équations (4),(5) et (6). S'il n’existe pas d’éléments vérifiant ces équations,
alors on est certain de plus que le twist universel n’existe pas, car s’il existait, il donnerait au niveau
numérique des éléments vérifiant ces équations. Par contre, si ces éléments existent, alors on a déji un
twist numeérique et, en plus, on peut penser que le twist universel existe, mais il n’y a pas de théoréme
prouvant ceci. En particulier, a partir des matrices numériques F', A et B, on ne peut pas étre siir que
il existe un élément universel F, tel que (A ® id)(F) soit représenté par A et (id ® A)(F) par B.

Remarque : Comme cas particulier, il y a le twist lorsque I’on impose en plus Ajs3 = FisFos et
Biog = F3F5. Ainsi, les équations numériques deviennent :

FioF13Fy3 = FogFi3F 12, RigoFi3Fh3 = Fy3Fi3R12, et RogFi3Fio = Fyzli3Ro3.
"Avec chapeau", cela devient :
FysFioFhs = F1oFo3Fy,  RigFhsFio = FogF1aRoy  RogFiaFhy = FlaFy3Ryo.

Nous appellerons ceci une paire (R, F ) compatible. L’intérét du twist par une paire (}A%, F ) compatible
est que les équations sont beaucoup plus simples. Par exemple, supposons (ce qui sera notre cas) que
nous sommes dans une représentation de dimension 2. Alors R et F' sont des matrices 4 x 4 et il y

a donc 16 inconnues dans le systéme (les éléments de F'). Or les 16 équations linéaires RF = FR
réduisent encore le nombre d’inconnues. Ensuite, on a un systéme fait d’équations quadratiques et
cubiques, mais avec peu d’inconnues.

Tandis que dans le cas d’'un twist généralisé, il y a toujours 16 inconnues dans F', mais il y a
maintenant 64 inconnues dans A et 64 dans B. Heureusement, les équations (5) et (6) sont linéaires et
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réduisent le nombre de ces 128 inconnues. Malgré tout, lorsque l'on arrive a (4), c’est un systéme de
64 équations quadratiques avec en général bien plus de 16 inconnues.

Effectivement, I’expérience montre que il est plus facile de traiter le cas des paires (R, F ) compa-
tibles, seulement en général, si twist il y a, il n’est pas forcément de cette forme, et on doit donc se
tourner vers les twists généralisés. En fait, c’est ce qui va se passer dans notre cas.

5 Les déformations de gl(1|1) et leurs twists

5.1 Déformations standards de U(gl(1|1)) : U,(gl(1]1)) et U,(gl(1]1))

L’algebre enveloppante universelle de gl(1|1) notée U(gl(1|1) est engendrée par X+, X~ H et [
vérifiant :

[H,X*) =+2X*, [I,H]| =0, [I,X¥]=0, {XT, X }=1I, {XT XT}={X",X"}=0.

De méme que pour toutes les algébres et super-algebres de Lie, la structure non-déformée d’algébre de
Hopf de U(gl(1|1)) est la suivante :

VYG{H7I7X+7X_} : A0<Y):Y®1+1®K EO(Y):Ov SO(Y):_Y
Cette algébre admet une Z-graduation qui est définie par :
gr(H) =gr(I)=0, gr(X")=1, gr(X7)=-1,

et la parité d'un élément dans U(gl(1|1)), qui définit ainsi la Zg-graduation, ou "super-graduation",
est :
Y] = (-1,

Ainsi, X et X~ sont les générateurs impairs ou "fermioniques", et H et I sont les générateurs pairs
ou ""bosoniques".

La déformation standard de U(gl(1]1)) qui, en plus de respecter la super-graduation, respecte aussi
la Z-graduation sera notée U, (gl(1]|1)) et est définie par :

A(H):AO(H)a A(I):AO(I)v A(X+):X+®ea1+1®X+, A(X7)2X7®1+€70‘1®X*’
[H, X*] = 22X, [[LH| =0, [I,X*]=0, 8
{X+7X+}:07 {X_,X_}:O’ {X+,X_}: eal _p—al ( )

Ta—g T
e(XE)=0, e(H)=¢I)=0, SH)=-H, SI)=-1I, S(XT)=-XTe ™ S§(X7)=—-e'X".

On a posé ¢ = e® On peut vérifier que U, (gl(1]1)) est “quasi-triangulaire” avec la R-matrice
universelle (qui appartient en fait & une certaine complétion) :

R = 6%(H®I+I®H)(1 ®1— (q _ qfl)XJr ®X*)
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Dans la représentation fondamentale (on vérifie que ces matrices satisfont (8)), les générateurs sont

représentés par :

1 0 10 N 01 _ 0 0
(o 5) (o) = (00) = (V0)

100 0
. L - ) . . 001 O
Et la matrice numérique R dans cette représentation est, sachant que ici P = 010 0
000 —1
g 0 0 0
- 00 1 0
R=PR= 01 g—q 0 (9)
0 0 0 —q7 !

On utilise souvent aussi la version de (8) dans laquelle e*! est remplacé par un nouveau générateur
K , auquel on adjoint formellement un inverse noté K ~!. En posant ¢ = e, toute référence au parameétre
infinitésimale « a disparu. Ainsi, nous noterons Uy (gl(1|1)) l'algébre de Hopf engendrée par K, H, X,
X~ avec la structure qui se déduit aisément de (8) en prenant K = e*! (K est central, A(K) = K@K,
e(K) =1, S(K) = K~!). Montrons seulement le calcul pour le coproduit :

(OJ)")

n!

e
(18

AK) = Ae) =
n=0
i‘é aA(I)

n!

n

n=0

_ i‘é o™ (IR1+101)"
n=0
o

k
n=0 k=0
00
. (al)* (al)m
= 2 w9 Tm
k,m=0

Il existe en fait une déformation standard plus générale de U(gl(1]|1)), avec 2 paramétres. Comme
illustration du sujet qui nous occupe, on peut I'obtenir au moyen d’un twist simple. En effet, il est
facile de vérifier que I’élément F' suivant vérifie bien les conditions de twist qui sont, rappelons-le,

Fio(A ®id)(F) = Fas(id @ A)(F) et (e @ id)(F) = (id @ €)(F) =1 :

F = egl@H.

Ainsi, on obtient une nouvelle algebre de Hopf, notée U, g(gl(1|1)), et on peut calculer la nouvelle
R-matrice universelle R = Fo5; RF~1 :

R= eg(H®I+1®H)€§(H®IJ®H)(1 ®1-(q— q71)67ﬁ1X+ ® eme).
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En posant p = e, la nouvelle matrice numérique R dans la représentation fondamentale devient :

qg 0 0 0

2 00 pt 0

=10 p =g o0 (10)
0 0 0 —q~ !

Le twist ne modifie que le coproduit, qui devient dans cette nouvelle algébre de Hopf :
AH)=H®1+10H, A)=101+1x1,
AXH)=XToel+efToXxt, AX ) =X"0e+eloXx.

5.1.1 Théorie des représentations de U,(gl(1]|1)) et de U,(gl(1|1))

Nous allons étudier la théorie des représentations de 'algebre U, (gl(1]1)) et de Uy(gl(1|1)). Nous
I'utiliserons un peu plus loin, mais c’est un résultat intéressant en soi pour mieux comprendre la
structure de ces algébres. Par représentations nous entendrons représentations d’algébre et non repré-
sentations d’algébre graduée. On sait que dans le cas de gl(2), les deux versions ne sont pas isomorphes
car elles ne donnent pas la méme théorie des représentations (voir [20] ou [23]). Nous étudions la
situation générique, c’est-a-dire ol «v (respectivement ¢) est indéterminé : ce n’est pas un nombre fixé.

Il est tres intéressant de connaitre la structure du centre de Uy (gl(1|1)), ce qui donnera les opérateurs
de Casimir dans les représentations irréductibles. Par souci de simplicité, nous utiliserons la base
suivante :

1
ITou K, H, X", X, ol on a pris H; = §(H+I) par rapport a (8).

Les relations impliquant H; sont [Hy, X*] = £X* et [Hy,I] = 0, et dans la représentation fondamen-

tale, on a simplement Hq — ( (1) 8 >

Nous avons donc :

Proposition 5.1. Le centre de U, (gl(1|1)) est engendré par les 2 éléments suivants :
e — e~

q—q !

al

Z1 =1, ZQIXJrXi— H;.

Le centre de Uy(gl(1|1)) est engendré par les 2 éléments suivants :

K- Kt

Z1=K, Zy=X"X — —
q—q

H.

Preuve : Il est facile de vérifier que ces deux éléments sont centraux. De plus prenons un élément
quelconque de U, (gl(1]1)), qui par la propriété de Poincaré-Birkhoff-Witt peut s’écrire :

ST el H (XX =] + S D xt + Y e x - + Y P riaxtx
i,5.k,l 0] Y] ] 1]
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On voit de suite que pour commuter avec Hi, on doit avoir cl(-jl-) = Cg) = 0. Mais de plus, I = Z; et
X T X~ s’exprime en fonction de Z5 et Hy, donc la question qui reste est de savoir s’il y a une fonction
polynomiale (non-triviale) de Hy qui est centrale. Or, pour toute fonction f(Hp), on a f(H1)Xt =
XTf(Hy + 1) et un polyndéme ne peut jamais vérifier f(Hy) = f(H; + 1). Ainsi, le centre est bien

(Z1, Z3). Le résultat est le méme pour U,y (gl(1[1)).0

Dans une représentation irréductible, les Casimirs Z; et Zs sont représentés par des matrices pro-
portionnelles & 'identité (lemme de Schur) et sont donc chacun déterminé par un nombre complexe.
Notons ¢; (respectivement c3) la valeur de Z; (respectivement Zs). Par abus de notation, nous conti-
nuerons a noter I, (ou K), Hy, X, X~ les matrices représentant ces éléments dans une représentation.

Supposons que ¢; # 0. Notons p cette représentation irréductible et U2 le quotient de U, (gl(1|1))
par les relations Z; = c¢1 et Zo = co. p devient donc une représentation irréductible de U“¢2. Or, tout
élément de U'“? peut s’écrire comme :

a1+ a X +a3 X +as XX, oua €C,

1
car dans U2, [ = ¢y et H| = M(XJFX_ —¢g) car ¢1 # 0.

D’aprés le théoréme de Burnside (par exemple [11]) : Soit V' un espace vectoriel de dimension finie
supérieure 6 1 sur un corps algébriquement clos. St est une algébre de matrices surV irréductible (pas
de sous-espaces invariants non-triviauz), alors A contient Mat(V'), cela signifie que les représentations
irréductibles sont au plus de dimension 2, car sinon cela contredirait que la dimension sur le centre est
4. Il faut donc séparer le cas ol ¢ est nul ou le théoréme de Burnside ne s’applique pas.

cas 1 : c; # 0. On sait que la représentation est de dimension au plus 2, et de plus, (X7)2 =0
mais X1 # 0 car {XT, X"} = % # 0. Donc la représentation doit étre de dimension 2.
Placons-nous dans une base ot X+ est sous la forme normalisée suivante. Les conditions précédentes
impliquent un seul choix possible pour X et ensuite pour X~ :

01 e¥t —e™ /0 0
+ —_
XH<0 0>’ e q—q! <1 0>'

Connaissant X, X~ on connait donc XX~ et on peut vérifier que, prenant :
1

q9—q +yv—
Hl — 760461 R~ (X X — 02),
alors toute les relations sont vérifiées pour tout cs.
cas 2 : ¢ = 0. Ici, on a Zy = XTX~ = ¢y, mais par ailleurs {XT, X~} = % =0 et
donc (XTX7)? = XTX"XTX™ = —XTXTX"X~ = 0. Ainsi, ¢ = 0 et donc co = 0. Ainsi, on a

maintenant (X1)? = (X7)2 = X*X~ = X~ X = 0. En se plagant dans la base ot X+ est sous la
forme canonique de Jordan (c’est-a-dire constitué sur la diagonale soit de blocs ( 8 (1) ), soit de 0,

1
00

étre de dimension 1, X+ +— 0, X~ +— 0, I — 0 et H; arbitraire.
Ainsi, on aboutit au résultat final suivant :

soit de blocs < > et de 0), il est facile de voir que, pour étre irréductible, la représentation doit
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Proposition 5.2. Les représentations irréductibles de U, (gl(1|1)) sont de deux types :
— des représentations de dimension 2 labellées par 2 nombres complexes c1, et co avec ¢c1 # 0 el ¢

- . edCl —e—@c1 s .
arbitraires. En posant p1 = Y=g T les générateurs sont donnés par :

0 1 _ 0 0 cg O —£2 41 0
X+'—><00>7 X»—><'u1 0), I»—><O C1>’ Hl'—>< Nlo o )
M1

— des représentations de dimension 1, labellées par un nombre complexe c, ot les générateurs sont
donnés par :
Xt—0, X —0, I—0, H —ec

Maintenant, tournons-nous vers Uy (gl(1]1)). Notons k; la valeur du Casimir K et conservons ¢z pour
le deuxiéme Casimir. Cette fois-ci, k1 # 0 car par définition K est inversible. On peut faire la méme
ki—ky!

séparation que précédemment, mais cette fois-ci il y a deux valeurs de k1 qui annule { X, X~} = R

qui sont k1 = +1. De la méme maniére que plus haut, on prouve le résultat suivant :

Proposition 5.3. Les représentations irréductibles de Uq(gl(1|1)) sont de deux types :
— des représentations de dimension 2 labellées par 2 nombres complexes k1 et co avec k1 # 0, +1 et

k1—k]
q—q~1 7’

01 _ 0 0 ki 0 —24+1 0
Xt X K H m :
“(5o) (G e) e (B R) me (R
— des représentations de dimension 1, labellées par deux nombres complexes ki et ¢, ou k1 € {—1,1}
et ¢ arbitraires, et ou les générateurs sont donnés par :

co arbitraires. En posant uy = les générateurs sont donnés par :

Xt—0, X —0, K—k, H —c

Remarques

— On voit tout de suite que les théories des représentations de U, (gl(1]1)) et de Uy(gl(1]1)) sont
différentes.

— De maniére quelque peu surprenante, il ne se produit plus ici le méme phénomeéne que pour gl(2)
(voir [23]). En effet, dans ce cas chaque représentation de U,(gl(2)) se dédouble pour Uy(gl(2)) :
un signe +1 entre en jeu. Ici, ce n’est plus le cas, et ce en raison de la relation d’anticommutation.
Pour simplifier, regardons Ugy(s[(2)) qui est engendrée par E, F, K veérifiant [E, F| = K%K:f,
KE = ¢?FEK, KF = ¢ 2FK. Uy(s(2)) est engendré par E, F, H, vérifiant [E, F] = M
[H,E] =2FE, [H,F] = —2F, le lien entre les deux étant K = e
On peut montrer que pour U, (s((2)), les représentations irréductibles sont de la forme V (o, j) =
(e}”, m=7j,j—1,...,—7), avec 0 = =1 et 'action des générateurs est donnée par :

K(o,j)ef" = oqzme’j”, E(o,j)e]" = e?‘“, F(o,j)ej" =a(j+m)q(j —m+ 1)qe;7"‘_1.

Ce que l'on souligne dans ce résultat, c’est la présence de 0 = £1, qui n’est pas 1a si on considére
Ua(s((2)). Prenons une représentation irréductible de dimension 2 de Uy (sl(2)) (resp. Uy (s1(2))).
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On peut montrer que l'on peut choisir une base telle que K (resp. H) soit diagonale et E soit
strictement triangulaire supérieure, et on obtient alors la forme suivante des générateurs :

01 k 0 h 0 0 0
E»—>(O 0), K»—>(0 kq2>,(resp.H»—>(0 h—2>)’ F|—><x 0>,

aH_ ,—aH .
= &——=¢.—). Ici, cela nous donne

et il reste seulement a vérifier [E, F| = IZITK,T (resp. [E, F] —

les équations suivantes :

{ zg—qH)=k—k! rosp. { wlg—q ) =¢"—q"

—w(g—q ) =kq 2 —k7'¢* —2(g—q ") =d"¢* —q"¢
et donc on voit bien que 'on a dans le premier cas k = +q, et x = +£1, et dans le second cas
h =1, et x = 1, ce qui explique le signe o. Pour gl(1]1), on reproduit le méme raisonnement

avec :
0 1 k0 h 0 0 0
+_ _ _ -_
X _(0 0), K_(O k),(resp.z_<0 h)), X _<x 0),

et la relation {X+,X_} = K_K:l (resp, {X"‘,X_} _ el—emet

ce qui nous permet seulement d’exprimer z en fonction de k (resp. h) (lorsque l'on n’est pas
dans un cas pathologique k = £1, resp. h = 0). La présence d'un anti-commutateur, (et aussi
d’un élément central dans la relation d’anti-commutation (I ou K)) fait que 1a ou il y avait
deux équations pour s[(2), il n’y en a plus que une pour gl(1|1), et le signe o disparait. Comme
résultat, il y a absence de doublage des représentations entre U, (gl(1[1)) et Uy(gl(1]1)).

5.2 Twists vers les déformations non-standards de U(gl(1|1))

Nous savons que il existe des R-matrices (numériques) de type GL(1]|1) qui ne peuvent pas étre
obtenues a partir de la standard par les opérations suivantes : pour une matrice R agissant sur V@V,
la transposition, l'inversion, les changements de base de V' ® V' induits par ceux de V' (donc pas les
changements de base arbitraires de V ® V'), 'opération R +— Ry et la multiplication scalaire R — cR.
Les matrices de type GL(1]|1) (rappelons que 'on demande que elles soient semi-simples, que elles
possédent un inverse et un inverse gaucher) sont, aux opérations précédentes pres, la matrice (10) et
les matrices suivantes (voir [24]) :

q O 0 T
. 0 0 e ! 0
I _ q
0 0 0 —q !
qg—q¢'+2 0 0 q—q!
A 1 0 g—q ' g+q! 0
7 _
R =3 0 g+q! qg—q! 0 ; (12)
q—q1 0 0 q—q*1—2



one2=1letr#£0. R (€) est en fait une matrice & un parameétre, le r en haut a droite est complétement
libre : en fait on peut lui donner n’importe quelle valeur par un changement de base diagonal de V. 1l
est commode de garder quand méme le r non-fixé pour le twist et également pour pouvoir prendre la
limite r — 0. De plus, Rl(e) pour € = 1 et € = —1 sont reliées de la maniére suivante :

Ri(qe) = (m@n)(R(—¢ ", —€)n(r T @7r), onm= ( S (1) >

Le changement de base m de V envoie la partie paire a la partie impaire : Vo ® Vi = Vi @ Vj. Ainsi,
RI pour € = 1 et pour ¢ = —1 proviennent de la méme matrice universelle, mais prise dans des
représentations différentes de dimension 2. Ces 2 représentations ne sont pas isomorphes si on ne
considére que des changements de base qui respectent la parité : w envoie V a IIV | ot 1T est le foncteur
de changement de parité.

L’objectif de cette section est dans un premier temps d’affiner la classification ci-dessus en regardant
si ces matrices R "différentes" appartiennent a la méme classe d’équivalence a un twist (numérique)
prés. Si c’est le cas, alors on pourra aller plus loin : ces deux nouvelles matrices sont reliées a des
déformations non-standards de U(gl(1]1)), que ’on notera respectivement Uq{r(g[(1|1)) et UqH(g[(1|1)).
La question qui se posera alors est de savoir si on peut obtenir ces déformations & partir de la standard
par un twist universel.

Avec une étude numérique (voir section précédente), on peut constater que il n’existe pas de paire
(R, a ) compatible permettant d’obtenir ces déformations. Par contre, on peut trouver des twists gé-
néralisés numériques, ce qui laisse donc la possibilité d’en trouver au niveau universel.

5.3 Twist vers U] (gl(1]1))

On décide de poser comme Ansatz pour le twist que dans la limite ot ¢ tend vers 1 et r tend
vers 0, il doit étre égal a l'identité (car R! et R standard tendent toutes 2 vers P), et que il dépend
analytiquement des paramétres. Comme ’identité est un élément pair, le twist doit étre pair aussi.
Dans ce cas, I’étude numérique révéle que il y a un grand nombre de twists pairs possibles. En toute
généralité, nous écrirons un élément de l'algébre universelle qui respecte la parité comme :

fol@1l+ XX 4 HrX X +fXTX @XTX + XX + X X+ XX @1+ 10X X,

ou les f; sont des fonctions des variables qui commutent H ® 1, 1@ H, I ® 1 et 1 ® I & valeurs dans
Ua(gl(1]1)) ® Uqa(gl(1]1)). II faut donc trouver des conditions sur les f; telles que les conditions de twist
soient vérifiées. Rappelons que des conditions suffisantes (voire section sur les twists) sont 1’équation
de cocycle Fia(A ®id)(F) = Fa3(id @ A)(F) qui a lieu dans Uy (gl(1]1)) ® Ua(gl(1]1)) ® Ua(gl(1]1)) et
la condition (e ® id)(F') = (id ® €)(F) = 1 qui est un choix de normalisation permettant de garder la
méme coiinité dans la nouvelle algébre de Hopf.

Ici, 'objet n’est absolument pas d’établir une classification des éléments vérifiant ces conditions,
mais d’en trouver un permettant d’obtenir ’algébre déformée (non-standard) Uq{T (gl(1]1)) correspon-
dant & la matrice (11) RI. 1 est donc naturel et plus économe d’en utiliser un le plus simple possible.
Il s’avére que il en existe un (en fait plusieurs) tel que f; = 0 pour i # 0, 1. Nous proposons donc :
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Proposition 5.4. La déformation de U(gl(1]1)) ayant une structure d’algébre de Hopf quasi-triangulaire
de matrice R-universelle qui est représentée par R! dans la représentation fondamentale peut étre
obtenue par le twist universel suivant :

r

F=e 2101+
q+tq

Xt @edxt).

-1

Preuve : Il est facile de vérifier que cet élément vérifie les conditions de twist, il est représenté
par la matrice numeérique suivante, et donne par la formule R = F»; RF~! une nouvelle R-matrice
numeérique :

_1 1
g2 0 0 =g 7= q 0 0 r
_1 ~ 1
F— 0 q 2 O1 0 . R= 0 0 q 3 0
0 0 g2 0 0 ¢ ¢g—q 01

Cette nouvelle matrice est exactement R! (11).0

Nous avons donc atteint un premier objectif, qui est d’exhiber un twist de la déformation standard
de U(gl(1|1)) vers une autre déformation (non-isomorphe bien entendue), qui correspond & une des
deux solutions non-standards de type GL(1]1) de '’équation de Yang-Baxter.

Remarque : Cette matrice R! (11) n’est pas de type glace, en raison du coefficient en haut a droite.
Rappelons que étre de type glace pour une matrice R signifie que elle envoie e; ® ej & une combinaison
linéaire de e, ®e; out {k,1} est égal & {7, 5} en tant que ensemble. Pour les matrices 22 x 22, cela signifie
que elle doit étre de la forme suivante :

* 0 0 0
0 x x 0
0 = % 0
0 0 0 =

Le nombre d’étoiles explique le nom de siz verter models donné aux modéles statistiques construits a
partir d’une matrice de cette forme. L’Ansatz de la glace au niveau universel s’exprime par le fait que
R universel doit étre un élément de degré 0 par rapport a la Z'-graduation avec [ le rang de 1’algébre de
Lie, ce qui est le cas pour la déformation standard (rappelons que la graduation dans le carré tensoriel
est donnée par gr(Y ® Z) = gr(Y) + gr(Z)). Par contre, si l'on relaxe ’hypothése de la glace en
demandant seulement que la Zs-graduation (super-graduation) soit respectée, alors une matrice peut
étre de la forme suivante :

0

* O O *
O ¥ % O
O * ¥

* O O ¥

ce qui est le cas de R et R Les matrices de cette forme donnent les eight vertex models. Cela nous
informe que au niveau universel, X+ ® X' ou X~ ® X~ doivent apparaitre dans le twist car ce sont
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les seuls éléments dans le carré tensoriel qui sont pairs, mais qui ne sont pas de degré 0 par rapport a
la Z-graduation. Ainsi, notre choix de twist est réellement le plus simple possible; il en existe un autre
dont la simplicité est équivalente en choisissant X~ ® X~ qui donne simplement au niveau numérique

R'.

Nous avons donc tous les ingrédients pour construire explicitement U/, (gl(1]1)). Clest le twist de
Uq(gl(1]1)) par F'. Sa structure d’algebre de Hopf quasi-triangulaire est, en vertu du théoréme sur
les twists (4.1), Al(x) = FA(z)F~!, S(z)! = vS(z)v™! ot v = m(id ® S)(F) et R = ) RF~1.
Rappelons que la structure d’algébre reste inchangée par un twist. Ce qui nous donne explicitement :

Al =Iel+1el, A'H)=He1+10H - Zo=XT o X', AlXN)=XTel+1eXT,
(13)

AMXT)=X"@K+K'®X + 25 (K 'XTo(K-K ')~ (K-K)®KX")).

SHXT)y=-x* SI(X")=-Xx—, SI(H)=-H, S'(I)=-I
Rl =101 - Xt @1+ K )X - (¢g-¢ HX @ K'X7),
oit 'on anoté K = e®!. Cet élément est central car I l'est, et de type groupe : A(K) = Al(K) = K®K.

Maintenant, dans un souci de cohérence, nous allons vérifier que Ualgebre de Hopf U] .(gl(1[1))
obtentue est isomorphe & celle que I’on obtient lorsque ’on applique la méthode de Faddeev-Reshetikhin-
Takhtajan (FRT) & la matrice R! (= PRI). Rappelons que cette méthode permet, & partir d’une matrice
numérique de type GL(1|1) vérifiant I’équation de Yang-Baxter RjoRi3Re3 = RaogRi3R12, d’obtenir
un g-analogue de ’algébre de Hopf Fun(GL(1|1) des fonctions sur GL(1|1). Ensuite, on obtient un
g-analogue de U(gl(1|1)) en prenant 1’algébre de Hopf duale & celle obtenue précédemment. Dans le
cas d’'une superalgebre de Lie, on applique plutét une généralisation de la méthode FRT, qui consiste
a utiliser une paire (R, F) compatible ([14], [15]), et a prendre ici F = P la super-permutation (on
retrouve la méthode FRT "classique" en prenant F' comme la permutation classique).

Par exemple, lorsque I'on applique ce formalisme & la matrice R standard de type GL(1|1) (9), on
retrouve bien la déformation standard de U(gl(1]1)) (donnée en (8)). Une étude compléte des résultats
que l'on obtient pour les 3 matrices de type GL(1|1) (10), (11) et (12) se trouve dans [8]. On constate
d’ailleurs que la méthode F'RT est directe, mais que les calculs peuvent étre techniques et couteux lors
du processus de dualisation.

Dans le cas qui nous intéresse ici, pour la matrice R! (11), le résultat est le suivant (& partir de
I'article [8], nous avons remplacé ¢ par ¢* et r par g afin d’avoir la méme matrice R de départ que (11)) :
La déformation de U(gl(1]|1)) obtenue est notée Uy 2 et est engendrée par D, A, B et C, vérifiant :

2rq

[4,D]=0, [4,B]=~ID.B|=B, [A,C]=-[D,C]=-C-—=

- (K2=¢®)B, ou K = ¢*(PF4),

—2rq¢? _K2—1
(q4_1)(q2_1)(K2_1)(K2_q2)a {B,C}— q

2_1°
Le coproduit des générateurs est donné par :

(B,B}=0, {C,C}=

A(D) =

A =10A+Ael+ 2 BeB,
q

2+1
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A(B)=19B+B®1, A(C):1®C+C®K2—q2T31B®(K2—1).

Proposition 5.5. Uq{T(g[(1|1)) est isomorphe a Uy 2 en tant que superalgébres de Hopf avec l'isomor-
phisme suivant :

[—D+A, H—D-A4, X" =B, X gk "(C+—1 (K>—¢)B).

¢t —1

Preuve : Il faut prouver que les générateurs I, H, X' et X~ vérifient la structure d’algébre de
Hopf de Uir(g[(lll)). C’est-a-dire que ils doivent vérifier la structure d’algebre (8) et leur coproduit
doit étre (13). C’est un calcul direct, qui est un peu lourd seulement pour vérifier le coproduit de X .00

5.4 Twist vers U/ (gl(1]1))

Il s’avére que la recherche d’un twist dans ce cas est plus délicate. Il se produit des choses surpre-
nantes que nous allons analyser en détail. Nous allons ainsi bien séparer I'approche numeérique de la
recherche du twist universel.

5.4.1 Twists numériques

Nous avons essayé de raffiner au mieux la recherche d’un twist numérique. Rappelons que un twist
numérique "généralisé" sera la donnée d’une matrice 4 x 4 F', et de deux matrice 8 x 8 A et B vérifiant
(voir la section sur les twists : on utilise la version "avec chapeau") :

RIT = FRE™',  Fy3Aio3 = FioBiag, RosAiaz = A1gzRia, Ri2Biaz = BiasRas, (14)

oil R est la matrice R standard (9). Comme précédemment, nous cherchons tout d’abord un twist pair,
c’est-a-dire que F' (resp. A et B) doit étre de la forme :

* 00 %« 0 x % 0
0O « = 0 x 0 0 =«
* 0 0 = 0 = x 0 x 0 0 =%
0 = x 0 * 00 = 0 % x O
0« 0" TPl o s w0 %00 %
* 0 0 =% * 0 0 %« 0 x x 0
*x 00 « 0 % x O
0 = = 0 x 0 0 =

Pour affiner un peu, nous introduisons des équations en plus qui viennent de la remarque suivante.
En toute généralité, un élément pair au niveau universel s’écrit comme :

fol@l+AXTRX 4 H£X X +fXTX XX + XX + X X T+ XX Q1+ f10XTX ™,

ot f; sont des fonctions de H® 1, 1@ H, I®1 (ou K ® 1) et 1 ® I (ou 1 ® K). Alors, on peut
calculer (A ® id)(F') et (id ® A)(F') en utilisant cette expression qui est la plus générale possible.
Ensuite, on regarde au niveau numérique les résultats obtenus, et on constate que dans les matrices
8 x 8 obtenues, il y a des égalités entre certains coefficients. Cela signifie que pour que les matrices A
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et B puissent représenter respectivement (A ®id)(F') et (id ® A)(F') avec F pair, il y a des conditions
sur les coefficients, ce qui nous donne quelques équations a ajouter a (14).

Ainsi, une solution générale pour F' & une constante multiplicative prés de (14) est :

—(1+4¢)%z(qz +y) 0 0 ’llJ:;q
P 0 Y r+ ¢’ + qu 0 (15)
0 2qr+y (-1+¢*)r+qy O ’
(=1 +¢®)z(qz +y) 0 0 1

ot z # 0 et y sont des paramétres libres tant que F', A et B restent inversibles (gx+y # 0). Les matrices
A et B correspondant & F' sont données en annexe. Elles sont assez compliquées, mais 'information
que 'on tire de cette étude est principalement la présence des dénominateurs dans A et B de la forme
(14 ¢?). T1s ne sont pas dans F, et ne sont donc pas seulement des constantes dans le twist universel.
Cela semble indiquer la présence de polynomes en K = e* dans des dénominateurs, ce qui sera
corroboré plus bas dans la recherche du twist universel. En tout cas, on peut déja s’attendre & ce que
le twist ne ressemble pas du tout au twist permettant d’obtenir U/, (gl(1]1)).

Avant de passer a I’étude universelle, nous allons présenter une deuxiéme approche numérique, qui
part de la constatation suivante : les trois matrices de type GL(1]1) non-standards qui sont Réme pour
e =1et e = —1, ainsi que Rél , peuvent étre uniformément décrites par une méme formule dans laquelle
seul un parametre varie. Le prix a payer est que elles ne respectent plus la parité, comme dans (11) et
(12). 1l est prouvé dans [24]| que la matrice suivante est une solution semi-simple, ayant un inverse et
un inverse gaucher, de type GL(1]1) de I’équation de Yang-Baxter :

q 0 0 0
—1
A(16) _ Y —q 0 1/y
RQWW ’7/&) 0 _qfl w/7 ) (16)

0 0 0 q

oll 7 est un nombre arbitraire non-nul, et w = ¢~2,1,¢>. Les 3 valeurs de w correspondent aux 3
différentes matrices dans (11) et (12) par les changements de base suivants :

~(16) . ST . 1 1
Rq,w:qQ,vT RT=T® TRq,e:l’ T= ( ,Yq—l _,qul > .
RY) | TeT=TeT(R_) r—( 1 1
=a5Y pest2h va - )
A(16) _ AT I o2 q—1
Ry o1, TOT=TRTR,, T-(7 _77_), ou T T
On a déja vu que (]:261176:1)21 était relié a Ré,ezfl‘
On peut donc chercher un twist numérique de Rélj):q2 , Vers Rélf)zl e cela correspondra a un twist

de Uq{r(g[(lll)) Vers Uél(g[(lll)). De plus, les matrices (16) apparaissent dans |28] lors de la recherche
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de solutions de I’équation de Yang-Baxter, lorsque l'on relache un peu 'hypothese de la glace (voir
remarque plus haut). Ces matrices sont appelées de type "givre", elles obéissent a I’Ansatz du givre,
qui correspond & la forme suivante :

*x 0 00
* % k%
* % k%
0 0 0 =

On voit donc que dans ’Ansatz du givre, la description de toutes les matrices non-standards de type
GL(1]1) est harmonieuse. Il est donc raisonnable de penser que le givre a un sens profond, mais pour

I'instant nous ne connaissons pas sa contre-partie universelle. Néanmoins, la question naturelle est alors
’
~5(16) (16)

de se demander s’il existe un twist & la fois pair et de type givre qui envoie Ré weg?  Vers wa 1y

»(16)

Nous allons répondre a cette question, mais nous avons fait I'étude pour un twist de R, ,_; .

Rfllﬁ) 2 CC qui est équivalent bien entendu (il suffira de prendre I'inverse). Pour répondre & cette
question, il faut tout d’abord comprendre ce que cela signifie d’étre pair dans la base du givre de

vers

Rélg) 1 €t dans celle de R(lﬁ) 2 Pour cela, rappelons que dans le cas d’une base qui respecte la
parité (cela signifie que ’on a V Vo & V1 et la base est constituée d’une base de Vj et d’une base de

V1), la parité d’un élément est mesurée par la matrice :

(1 0
™\lo -1 )

dans le sens ou les vecteurs pairs (resp. impairs) sont les v tels que mv = v (resp. Tv = —v). Pour les

matrices, les matrices paires (resp. impaires) sont celles telles que 7X7 ! = X (resp. X7~ ! = —X).
(16) (16)

= qw=¢%y
a 1 par exemple,

-+ et dans la base "givrée" de R

»>(16)
qw=1y

mais du coup on doit laisser libre le v de R(li) . . Les matrices de parité deviennent respectivement :

_(01 _( 0 g
m_<1 0)’ m_(vql 0 )

(16)

11 faut savoir alors que devient m dans la base "givrée" de R

a l'aide des changements de base ci-dessus. Notons que 1'on peut ﬁxer levde R

La condition que F' soit pair dans la base de R ( wlﬁ'wfl = F) et givré donne pour F la forme

qw=1,y
suivante :
z17 0 0 O
F _ Z92 23 Z4 %5
R5 R4 k3 %2
0 0 0 =z
Il faut donc prendre un F de cette forme, pour chercher une solution de (14). Il se passe ici quelque
chose de remarquable lorsque 1’on résout 1’équation R( )_q2 N Rglg) 177:1}3’ ~1:le v que l'on avait

(16)

laissé libre dans Rq g2 est complétement fixé par cette équation, et doit prendre la valeur v = gq.
Ceci fait que naturellement, au vu de m; et mo, la parité est une notion qui coincide dans les bases
givrées de R( ) 2 et de R((] w) 1y
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Finalement, la réponse est que un twist givré et pair existe, et nous en donnons un le plus simple
possible :

1 0 0 0
_ (=14q)q(1+q)
F= (—1+0) (1+q) - b : (17)
e~ a0 0
0 0 0 1

Nous pouvons donner cette fois-ci A et B sans avoir recours & une annexe et sans décourager le lecteur
de les regarder. En effet, on a vu (sectlon sur les twists numerlques) que un cas particulier de twist
numeérique était lorsque A B et F vérifie : A = F12F23 et B = F23F12 (nous avons appelé cette
situation une paire (R, a ) compatible). Nous allons donc seulement donner la différence avec le cas
d’une paire compatible, ce qui prend ici une forme simple remarquable :

0 00 0 O0O0 0 0
0 00 0 O0O0 0 O
0 00 0 O0O0 0 0
- 0 ¢ 0 ¢ 0 —¢* 0
A= Fialys = O 00 00O 0 0]
0 00 0 O0O0 0 0
—¢> 0 ¢ 0 ¢ 0 —q O
0 00 0 O0O0 0 0
0 000 OO0 0 O
0 000 O0O0 0 O
0 000 OO0 0 O
—¢° 0 ¢t 0 ¢* 0 —¢° 0
B=FaFo=1 4 60000 0 0
—¢* 0 ¢ 0 ¢* 0 —q O
0 000 O0O0 0 O
0 000 OO0 0 O

En conclusion de notre étude numérique, nous avons dans un premier temps trouvé un twist numé-
rique de la matrice R standard vers R , ce qui avec les sections précédentes répond a la question de la
classification des matrices 4 x 4 de type GL(1]|1) & un twist prés (on rappelle que les twists induisent
bien une relation d’équivalence) :

Théoréme 5.6. A un twist prés, les matrices 4 X 4 solutions de [’équation de Yang-Baxter de type
GL(1|1) (c’est-a-dire qui sont semi-simples, ayant un inverse el un inverse gaucher, et de spectre
{q,q,—q~ ', —q1}) sont toutes obtenues avec une solution, qui est la matrice standard & 1 paramétre

essentiel (9) :

q 0 0 0

. 0 0 1 0

R= 01 g—¢! 0
0 0 0 —q!
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De plus, nous avons également montré que dans le cadre de 1’Ansatz du givre, les matrices non-
standards de type GL(1]1) sont reliées par un twist, qui en plus d’étre pair est également de type givre
lui aussi. Sous cette forme-1a, le twist F et les matrices A et B sont donnés assez simplement.

5.4.2 Recherche d’un twist universel

Rappelons :
q—q 142 0 0 qg—q !
prr_ 1 0 a—q¢ " q+qt 0
0 q+q 't q—q! 0
q—q " 0 0 qg—q¢'t-2

On peut commencer la recherche d’un twist universel en posant comme avant :
F=fl@l+fiXT@X T+ L, X X +AXTX X X +AXTX +X X Hf6 XTX @1+ f1XTX ™,

et en essayant de résoudre pour ce F' complétement général la condition de twist (rappelons-la encore

une fois : F12(A®id)(F) = Faz(id® A)(F)). Il faut commencer par faire des Ansétze (annuler certains
fi) au début vraiment forts, puis en les affaiblissant peu a peu. Ici, il faut remarquer que au vu de la
forme de R il doit obligatoirement avoir f; # 0 et fo # 0, en raison des coefficients non-nuls ]%‘11 et
Al

En fait, nous I’avons fait en considérant que les f; étaient des fonctions de K (= e*) "gentilles", en
I'occurrence de la forme f; = K% @ K¥, mais aussi f; = K% @ K% + K% ® KY. Sous cette forme-13,
il y a une infinité de twist permettant d’obtenir la premiére déformation non-standard dont on a parlé
avant. Seulement, nous n’en avons pas trouvé un seul ayant un termeen Xt Q@ X" et X~ @ X~ (f1 #0
et fa #0).

Il est vraisemblable au vu de I’étude numérique précédente que les coefficients f; ne sont peut-étre
pas des fonctions polynomiales en K, mais des fonctions plus compliquées impliquant stirement des
dénominateurs. On va donc essayer d’obtenir des informations sur le twist de la maniére suivante. On a
vu pour la déformation précédente que avec la méthode FRT on pouvait obtenir, & partir de la matrice
R 1a structure d’algebre de Hopf de UqI T(gl(1]1)). On pourra donc connaitre le coproduit que I’on
doit obtenir par le twist, c’est-a-dire par la formule AY = FAF~! ou A est le coproduit standard.
C’est clair que cela nous donnera des restrictions sur F si I’on connait A,

5.4.3 Etude de I’algébre obtenue par la méthode FRT

Le calcul par la méthode FRT a été effectué dans [8], et on donne ici le résultat et on notera
l’algebre de Hopf obtenue de cette maniére Uy ; et elle correspond & la matrice que nous notons RIT.
L’algébre Uy 1 est engendrée par A, D B, et C vérifiant :

1 K?—1 K2-1 1 K?—-1 K™2-1
[AaD]_Oa {BaB}_{CaC}__f( q2_1 - q_2_1)’ {Bao}_i( q2—1 + q_2_1

2 )

1

1
4(q_ZK2 +*K B+ ~(q°K* — K ?)C,

[A,B]:4D,B}:%B+ ;
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1 1 _ _ 1, _ _
[4,C) = ~[D,0] = —5C ~ {(a*K* + PK )0 — (47 K? ~ K ?)B.

ot lon a posé K = eA4+D) qui est central car A + D Dest. Nous allons immédiatement faire un

changement de base pour simplifier ceci :
Proposition 5.7. En posant :
X=¢'KB+C)+(B-C), e Y=(B+C)—qgK ' (B-0C).
Ui,1 est engendré par A, D, X el Y vérifiant :
[A,D] =0, [A,X]=—-[D,X]=2X, [AY]=-[D,Y]=—-zY,
(X, X}={Y,Y} =0, {X,V}=4KEK" (18)

q—q~1 >

otz = 3(¢K '+ ¢ 'K).

Preuve : Calcul direct. 1l faut remarquer que :
1 1
[A,B+C] = —[D,B+C] = 5(1+q2K’2)(B—C), [A,B-C]=—[D,B-C] = 5(1+q’2K2)(B+C),

K2-1 K? -1
{B+CB-0}=0, {B+CB+C}=2 55—, {B-CB-C}=-2,—

Le résultat suit aisément.[]

Le changement de base ci-dessus est parfaitement inversible. A partir de maintenant, nous consi-
dérerons que l'algebre Uj ; est définie par (18).

Mais ce que ’on veut, c’est trouver un changement de base tel que dans la nouvelle base, la structure
d’algébre soit la méme que la structure de la déformation standard. Fn effet, on sait que un twist ne
modifie pas la structure d’algébre, et donc pour que l'on puisse tirer quelque chose de Uy 1, il faut
d’abord changer la base. On a le changement de base suivant évident en posant :

. 1 1 1
K=K, H=-4 X'=-X, X =-Y,
x 2 2

alors la structure de 'algébre standard est vérifiée :

o -1

K,Hy| = [K,X*] =0, [H,XT]=+XF, {XT, X"} ={Xx",X"}=0, {XT. X"} = I;_f_l
En raison de K = K, nous pouvons omettre le tilde. Remarquons que il y a un probléme avec le
changement de base ci-dessus : il fait intervenir un dénominateur x = %(QK 1+ ¢7'K), ce qui signifie
que cet élément doit étre inversible pour que il soit valable. Donc en fait, le résultat est que la sous-
algebre de la localisation de Uy ; par rapport a = engendrée par A/x, K, X et Y est isomorphe en tant
que algébre & I’algébre standard. Cela serait un soulagement de pouvoir se passer d’un tel dénominateur
(), nous allons prouver que ’on ne peut pas..

Tout d’abord étudions le centre de I’algébre Uy 1, cela nous servira plusieurs fois :
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Proposition 5.8. Le centre de Uy 1 est engendré par les 2 éléments suivants :

K- K1
q—4q
Preuve : De méme que dans le cas du centre de [’algébre standard, il faut vérifier, a l'aide de (18),
que ces deux éléments sont centraux, ce qui est presque immédiat, puis que tout le centre est obtenu
avec ces deux la, ce qui revient & constater que il n’y a pas de fonctions polynémiales en A centrales.[]

On va expliquer pourquoi on ne peut pas éviter les dénominateurs. Un élément bosonique (pair)
quelconque de l'algébre s’écrit :
Z aiAi + ﬁa
i

oy, 8 € Z car D et XY qui engendrent avec A la partie bosonique (paire) se réécrivent en fonction
d’éléments centraux et de A. Alors, soit :

Xt =uX +vY,

un éléement fermionique quelconque, avec p et v éléments bosoniques quelconques (polynomes en A a
coefficients dans Z). Soit H; un élément bosonique quelconque a addition par un élément central pres :

H1 = Z OéiAi.
i
Nous cherchons en toute généralité a avoir [Hy, Xt = XT. On a:

AX = A" IXA+ AV e X = AV IX(A+2) = = X(A42)", et deméme A"Y =Y (A—2z)"

donc un terme en A" dans H; implique un terme en X A"~ ! et un terme en vY A"~ ! dans [Hy, X 7).
Or ces termes ne sont pas dans X si n > 1, donc il vient que o, = 0sin > 1 et donc Hy = a4 et
ainsi :
[Hy, XT] = apzX — avzY = puX +vY, <:>{ a:”’l =
=-14 =
Ce qui montre que le dénominateur dans le changement de base ne peut pas étre évité, on en revient
donc au changement de base présenté plus haut.

La question se pose alors si la structure d’algebre obtenue par la méthode FRT est rigoureusement
isomorphe & la structure d’algebre standard. Une possibilité de réponse est d’étudier la théorie des
représentations de Uy 1, car si I'on trouve une représentation dans laquelle z = %(qK_1 + ¢ 'K) est
dégénéré, alors I'isomorphisme sera impossible.

Etudions les représentations de Ui,1. On peut reproduire exactement le méme raisonnement que
dans le cas standard, excepté ici la présence de x dans A. On peut noter que %(qkl_1 +q k1) = 0 quand
k1 = iq ou k1 = —igq, et pour ces valeurs 1a, A est central. On obtient la théorie des représentations
suivante :

Proposition 5.9. Les représentations irréductibles de Uy 1 sont de deux types :
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— des représentations de dimension 2 labellées par 2 nombres complexes ky, et co avec k1 # 0,+1
ki—ki?! y .
R les générateurs sont donnés par :

01 0 0 ki O 242 0
X Y K A m .
L) () e ) an(F
— des représentations de dimension 1, labellées par deux nombres complexes ki et ¢, ou ky € {—1,1}
et ¢ arbitraires, et ou les générateurs sont donnés par :

et co arbitraires. En posant puy =4

X—0, Y—0, Kk, A—ec

Il y a donc des représentations irréductibles dans lesquelles x = %(qkl_ Ly q k1) s’annule et donc
Ui, n'est pas exactement isomorphe a Uy (gl(1]1)) en tant que algebre, et ceci doit sans doute se refléter
dans le twist universel.

Par contre, on a vu que il y a essentiellement un changement de base qui nous permet d’obtenir
la structure d’algébre standard, et c’est cette base qui nous intéresse car un twist ne change pas la
structure d’algebre. Dans cette nouvelle base de Uy, 1, on peut calculer le coproduit des générateurs.

Pour cela, on part du coproduit obtenu par la méthode FRT qui est en terme de K, A, B, C (ici,
nous signalons que nous avons dii corriger une petite faute dans [§]) :

1
AK =K®K, AA= 1®A+A®l+Z(q—q_l)((B—C)®q_1K(B+C)+(B+C)®qK‘1(B—C)),

AB:1®B+%(B+C)®K‘1+%(B—C)®K, AC’:1®C+%(B+C)®K‘1—%(B—C)®K.
ce qui donne :
AB+C)=1®(B+C)+(B+C)® K™, AB-C)=1®(B-C)+(B-C)®K.

En utilisant les formules (B + C) = $(¢K'X +Y) et (B—C) = 3(X — ¢ 'KY), et X+ = 1X

X = %Y, et Hy = on peut calculer :

)
2A
qK*l—i-q*lK’

Proposition 5.10. Le coproduit de l'algébre Uy 1 donné en terme des générateurs K, Hy, X et X~
vérifiant la structure d’algébre standard est :

A(K)=K®K,
ATXH) =(K+1)@XT+XT@(K+1)+(K-1)®¢ 'KX™ +¢ 'KX~ ® (1 -K)),

ATX)=3HA+EKNeX +X 01+ K H+(1-K H@¢K 'XT+¢K Xt ® (K '-1)),

AM(HY) = pergr—trermer (1© @K + ¢ " K)Hy + (K ' + ¢ K)H1 @1
+ig—gN((XT—¢ ' KXT)®@ (XT+¢'KX )+ (@K' XT+ X7 )® (K 'XT - X7)).

11 est clair que les formules ci-dessus sont un peu brutales, mais néanmoins, elles donnent le copro-
duit que I’on devrait obtenir lorsque 1’on fait le twist universel par la formule A/ F = FA.
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5.4.4 Retour vers le twist universel

D’aprés I’étude que 'on a faite dans les sections précédentes, on peut se replonger dans la recherche
du twist universel. Rappelons que nous n’avons pas été capables d’en trouver un en faisant des Ansétze

simplificatrices. Alors, maintenant nous ne voulons plus perdre de généralités.
Commengons par exploiter la connaissance du centre de I’algébre standard U, (gl(1]1)). On sait que

il est engendré par K et Zo = X T X~ — I;:f:llHl. Ainsi, on peut maintenant écrire :

F=flol+f iIXTRX T+ X X +AXTX @XTX +AXTX +£X X +f6XTX @1+710XTX ™,

ou les f; sont des fonctions de K ® 1, 1 ® K, Zo ® 1 (& la place de H; ® 1) et 1 ® Z3 (& la place de
1 ® Hi). La nouveauté est que les f; sont des éléments centraux, ce qui est bien pratique lorsque I'on
résout des équations (on peut toujours les placer & gauche par exemple).

Puis I’étude de l'algebre FRT précédente nous donne le coproduit que 'on devrait obtenir par la
formule Al (2)F = FA(x), c’est-a-dire que :

AY(H).F=F.(H®1+1® H),
ANXHF=F(XTK+12X"),
ANXHVF=F (X ®1+K1'®X),

on va avoir des conditions intéressantes sur F. Par exemple, on peut vérifier que en écrivant :
1
l%X‘@LHT%®X‘)=5«1+K‘U®X‘+X—®u(+K—%+u—K‘U®ﬂr4x++¢r4x+®u(<K4»F7

et en regardant le terme en (1 ® X7) et (X~ ® 1), on obtient :
1 K—-K!
0= 5(—f1(1 +EK @ PEr=N + fogK '@ (K1 - 1)),
1, K-—K!
ﬁ X (1 + K_l) + fO(l - K_l) ®qK_l>.
ce qui donne dans les deux cas :

K-l K1
1Kk 1811 K1

fi=—ala—qa Hfo

Ainsi, on connait f; en fonction de fy et on constate la présence attendue de dénominateurs. Il faut
ensuite regarder les autres équations (un peu plus compliquée), pour en déduire d’autres conditions
sur les f;, et il restera ensuite a résoudre Fio(A ® id)(F) = Fas(id ® A)(F). En conclusion, le champs
d’investigation pour le twist universel se resserre de plus en plus, il reste & trouver son expression
exacte.

6 Bilan et perspectives

La question initiale que I'on s’est posée concernait la classification des solutions 4x 4 de I’équation de
Yang-Baxter. Ces solutions étaient rangées par classe d’équivalence selon les transformations usuelles,
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qui sont la multiplication par un scalaire, la transposition, l'inversion, la permutation, les redéfinitions
des paramétres et les changements de base dans l'espace V' (les matrices R agissent sur V @ V). Dans
ces conditions-1a, il y a 5 (classes de) matrices distinctes, qui sont semi-simples, inversibles et ayant
un inverse gaucher, dont 2 de type GL(2) et 3 de type GL(1]1) ([24]). Dans le but de "ranger" un
peu plus ces matrices, on peut considérer un autre type de transformation, que ’on appelle les twists,
qui proviennent de la théorie des groupes quantiques. Que ce soit au niveau numérique ou universel,
ils induisent une relation d’équivalence, ce qui donne un sens au fait de classifier les matrices R par
clagse d’équivalence & un twist prés. Au début de ce travail, il était déja connu que a un twist prés,
les solutions de type GL(2) étaient toutes équivalentes & une matrice avec un parameétre essentiel (la
matrice standard).

Nous avons montré maintenant que il en est de méme pour les 3 matrices de type GL(1|1). Ainsi,
en prenant en compte la possibilité de faire des twists, la classification des solutions de I’équation de
Yang-Baxter en dimension 2 est donnée par :

g O 0 0
: A 00 1 0
- i . hGL(2) _
La matrice R standard de type GL(2) : R 01 g—q 0
0 0 0 q
q 0 0 0
~ La matrice R standard de type GL(1[1) : RELOIN = 00 1 B 0
01 g—gq 0
0 0 0 —q~ !

On voit donc ici que les twists relient entre elles les matrices d’'un méme type. La question qui
vient alors naturellement est : qu’en est-il en dimension 37 La classification (sans les twists) pour les
matrices de type GL(3) a été obtenue dans [5], elle est assez complexe et cela serait intéressant de la
connaitre & un twist prés, ce qui mettrait sans doute un peu plus d’ordre. Notons que il a déja été
prouvé que 2 de ces matrices de type GL(3) sont reliées par un twist ([21]), la matrice standard de
Drinfeld-Jimbo et la matrice dite de Fronsdal-Galindo.

Par ailleurs, on connait maintenant des twists numériques entre les matrices de type GL(1]1),
c’est donc une forte indication de 'existence de twists universels d’algébres de Hopf qui relieraient
les déformations de U(gl(1]|1)) correspondant & chacune de ces matrices. Nous avons trouvé le twist
universel correspondant au premier twist numérique, et nous avons obtenu des informations sur le
deuxiéme, notamment en étudiant l'algébre obtenue par la méthode FRT & partir de la deuxiéme
matrice non-standard (en particulier son centre, ses représentations et ses changements de base vers
lalgébre standard). Pour le twist universel que nous avons obtenu, on peut noter que il n’est pas
"triangulaire" dans le sens ott Fp; # F~!. De plus ce twist est trés different des twists associés aux
triplets de Belavin-Drinfeld (voir [13]).

La connaissance du twist universel nous permet de connaitre un twist numérique dans toutes les
représentations, et pas seulement la fondamentale. Ce twist est également valable pour toutes les super-
algebres de Lie g qui contiennent gl(1]1), telle que U, (gl(1|1)) soit une sous-algebre de Hopf de Uy (g),
et donnent lieu ainsi & toute une classe de nouveaux twists numériques reliant des matrices R. Il peut
également servir & la construction explicite, & partir de la méthode de la diffusion quantique inverse, de
nouveaux modeles intégrables correspondant aux matrices R twistées dans différentes représentations
irréductibles.
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La continuité immeédiate de ce travail est évidemment, dans un premiers temps, de finir la recherche
du deuxiéme twist universel. Puis, & partir des twists universels que I’on a obtenus pour Uy(gl(1]1)),
essayer de comprendre comment les généraliser pour d’autres superalgebres de Lie, par exemple gl(n|m).
On obtiendrait de nouveaux twists, et notamment des twists numériques dans chaque représentation
irréductible, que 'on pourrait ainsi utiliser pour les applications précitées. Il permettrait également
peut-étre de relier entre elles des matrices R connues, et donnerait alors des informations sur les

classifications & un twist prés de ces matrices.

A Annexes : Matrices de A et B dans la base qui respecte la parité

dl 0 0 0 0 al qaq 0
0 d2 as 0 as 0 0 —qay
0 as ds 0 qas 0 0 a1
A= 0 0 0 d4 0 —qaz a2 0
0 as  qas 0 1 0 0 0 ’
a4 0 0 —qas O 1 0 0
qay 0 0 as 0 0 1 0
0 —qas a4 0 0 0 0 1
ou 'on a posé :
— —1+q
N = T +e)e ,
dy = _ (gz+y)((A+q)*z+y)
_ _ (+9’z+2y o
QT
dy = _(1+q)2(—1+q+£13)ﬂ:"’+(1+q;rq2)(—1+2q+612)a:zﬂrq2y2
_ —(+g—¢*+¢*)z+(=1+9—¢*)y (at+q%)z
a3 = (a+¢%)z
dy = _4(14+9)*(1—g+¢*) 2’ +(1+3q+¢> +¢" ey +y°
- 3
o) = a0t (9 e+y) (rae
+
o dy = y—(1+q)((=1+¢*)z+qy)
as — @raety)? 1
T T (I+gd)e
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Dy 0 0 by 0 0 q_1b1 0

0 Do by 0 b3 0 0 —q_1b1
0 ba D3 0 q by 0 0 0
B— bs 0 0 Dy 0 —q_1b4 be 0
0 b3 qilbg 0 Dy 0 0 by ’
0 0 0 —q_lbg 0 -y ba 0
q*1b5 0 0 be 0 by D 0
0 —q_1b5 0 0 bs 0 0 1
ou l'on a posé :
(1 _ _ (=1+q)q _ _ (gz+y)((1+9)°z+y)
b = Tgu+ee Dy = qz
b, — — (Fa+a®+a")z+(1-g+¢’+¢%)y D, — —40+0)?a?+(1439+¢*+¢°)ey+y?
2= 1+¢2 2 (@+d)z
_ (ztgaty)(g(I+q)aty) _ _ (4q—gHa+(1-q)y
by = (14+4?)z D3 = — qx
_ _ q(2qzty) _ (4+¢—¢?+¢*)z+(1—q)y
bi= TGP Da= @
be — (Z1H0)(1+a)(gz+y)((1+q)*w+y) Ds = _ (46?2 +(1+q+3¢%+¢°)zy+qy
5 (1+4%) 5~ (1+¢%)z
_ (149 (ztgzty) _ g+¢®—¢®)a—(=149q)
\ be = T D, = 1tata ((11+q2)x 9)qy

On voit apparaitre partout le dénominateur (1 + q2). Or ce dénominateur ne peut pas provenir
d’un coefficient constant dans le twist car il n’est pas présent dans F. Par contre dans aq et by, il y a
de plus le dénominateur (1 4 ¢), mais lui est déja dans F', et placé exactement au bon endroit dans le
sens suivant : Il apparait dans F' & ’endroit qui est déterminé par le terme en X~ ® X, et dans A
(resp. B) aux endroits déterminés par (A ® id)(X~ ® X7) (resp. (id ® A)(X~ ® X7)). Lui est donc
probablement simplement un coefficient fixe dans le twist universel.
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