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HAL Id: tel-00869936

https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00869936

Submitted on 4 Oct 2013

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
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-2 .. - Résumé 

Pour connaître l'état magnétique d'un objet complexe, bien souvent la seule so­
lution est de mesurer l'induction créée par la pièce en un nombre discret et fini 
de points. La difficulté est alors de remonter à l'aimantation à partir de ces me­
sures. 

Nous commençons d'abord par présenter le problème de manière intuitive ainsi 
que les hypothèses de départ. Ensuite, en s'inspirant des travaux effectués dans 
plusieurs domaines technologiques où des difficultés similaires surgissent, nous 
élaborons une stratégie de résolution. 

Celle-ci se décompose en deux parties: d'une part, la création d'un modèle des 
sources qui assure la bijectivité entre cette représentation et les champs mesura­
bles, d'autre part, la résolution d'un problème inverse par des méthodes classi­
ques mais performantes. 

La première modélisation utilisée est la décomposition du champ sur une base 
générée par les fonctions harmoniques sphériques. Après en avoir exposé les 
avantages et les inconvénients, nous nous orientons vers une autre représenta­
tion, la distribution de sources magnétiques élémentaires équivalentes réparties 
sur la surface de l'objet étudié. Ce nouveau modèle se révèle beaucoup plus sou­
ple que le premier, mais de dispose pas des mêmes atouts. Nous créons alors 
une synthèse des deux qui combine leurs propriétés respectives. 

Muni de ce nouvel outil mathématique, nous cherchons à projeter les mesures 
sur ce modèle. L'indétermination due à l'imperfection de la mesure et des hypo­
thèses est contournée par l'utilisation d'un algorithme bayésien qui permet d'in­
tégrer l'incertitude et les incohérences du système. En contrepartie, nous n'obte­
nons plus qu'un intervalle de confiance sur les valeurs recherchées. 

Pour utiliser au mieux ces algorithmes, il peut être utile de pouvoir connaître a 
priori la précision qu'il est possible d'atteindre pour une configuration donnée. 
Ce n'est hélas faisable de manière analytique qu'au prix de nombreuses simplifi­
cations. Mais ce calcul permet de tirer quand même des conclusions intéressan­
tes sur le choix des capteurs de mesure et sur leur position. 
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-1- Notations et conventions 

-1 .. - Notations et conventions 

-1.1- Remarques générales sur les notations 

Tout au long de notre exposé, nous avons cherché à justifier nos choix et nos af­
firmations. A cause de cela, nous n'avons pas pu éviter de présenter de nom­
breux développements mathématiques. Dans la mesure du possible, nous avons 
cherché à éviter l'utilisation d'un langage mathématique qui, bien que souvent 
sobre et élégant, exige une trop forte accoutumance des notions utilisées pour 
permettre une compréhension rapide des idées exposées. 

Un certain nombre de conventions usuelles permet toutefois d'alléger les for­
mules et de dégager l'idée qu'elles transmettent, en défrichant les herbes folles 
de symboles qui pourraient la masquer. 

Tout au long de ce rapport, nous faisons appel à plusieurs branches de la physi­
que et des mathématiques qui possèdent leurs propres conventions pour distin­
guer les grandeurs. Par exemple, un magnéticien comprend tout de suite la for­
mule: 

sans explication de chacun des termes utilisés. Mais parfois ces domaines multi­
ples utilisent des conventions qui ne sont pas compatibles entre elles. E(x) est­
elle la partie entière du réel x ou l'espérance de la variable x ? "if est il le potentiel 
scalaire ou la matrice de variance d'un vecteur aléatoire? 

Même dans un même corps de métier, des conventions incompatibles peuvent 
exister. L'équation du potentiel scalaire créé par un dipôle magnétique est-elle: 

Tout dépend des conventions choisies dans les unités. 

Pour notre part, nous utilisons toujours les unités MKSA rationalisées. 
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10 -1- Notations et conventions 

Enfin, les performances typographiques du traitement de texte utilisé nous im­
posent quelques entorses par rapport aux conventions courantes. En calcul ma­
triciel, une notation classique pour une matrice à deux dimensions est hl., nous 
préférons M. 

-1.2- Conventions sur les grandeurs 

Dans les notations, nous faisons la différence entre les formules issues de la 
théorie du magnétisme, que nous appelions formules physiques et celles prove­
nant du calcul matriciel, que nous appellons formules matricielles. 

-1.2.a- Formules physiques 

Une grandeur scalaire est notée x ou X 

Une grandeur vectorielle (axial ou polaire) est notée X. 
Une grandeur tensorielle d'ordre 2 est notée X. 

Nous utilisons aussi les notations classiques pour les opérateurs suivants: 

gradient: Vx 

divergence: V.X 

rotationnel : V/\X 

Laplacien: l'lx 

-1.2.b- Formules matricielles 

Les grandeurs scalaires sont notées x. 
Les vecteurs colonnes sont notés X et les vecteurs lignes xt. 
Les matrices à deux dimensions sont notées X. 

J{t correspond à la matrice transposée de X. 

Nous aurions pu utiliser les mêmes notations dans les formules physiques et les 
formules matricielles, mais nous perdions alors de la souplesse vis à vis des no­
tations usuelles des grandeurs. 
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-1- Notations et conventions 

-1.2.c- Figures géométriques 

Sauf mention explicite, nous nous plaçons en général dans le cas de la géométrie 
suivante: 

Q : volume fermé. 

Qi : intérieur du volume. 

Qe: extérieur du volume. 

L : surface du volume. 

M : point courant de L. 
P : point de calcul du champ ou du potentiel. 

il : normale en M de L (il est dirigé vers l'extérieur Qe). 

figure -1.1 : Géométrie du problème 

Nous définissons aussi : 

r = MF : vecteur distance entre M et P. 

et e = angle de il vers f. 

-1.3= Conventions de mise en page 

Dans ces pages, nous avons recherché une certaine exhaustivité. Le pendant de 
ce souhait est le risque de perdre le lecteur dans un ensemble touffu et peu struc­
turé. Dans la mesure du possible, par des conventions discrètes, nous avons sou­
haité amplifier ou au contraire atténuer la portée de certains paragraphes. 

A ces fins, nous utilisons les symboles suivants: 
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12 -1- Notations et conventions 

&: doit attirer l'attention sur un danger potentiel autour d'une formule ou 
d'une affirmation. Celle-ci peut par exemple n'être valable que dans des condi­
tions restreintes ou risquer d'entraîner une mauvaise interprétation. La nature 
du danger est bien entendu précisée. 

<Hl: est placé en tête de tout paragraphe qui explicite les conditions d'application 
d'une formule ou d'une conclusion. 

l§]: tente de faire pardonner l'auteur de ses apartés au milieu d'un développe­
ment ou d'une explication. 

-1.4- Symboles utilisés 

arm : paramètres magnétiques d'un objet 
A : vecteur des paramètres dans les méthodes inverses 
A : estimée du vecteur des paramètres 

..... 
B ou B : induction magnétique 
B : vecteur des mesures 
d : distance entre la source et le point d'observation 
lEA : matrice diagonale inférieure, décomposition de Cholesky d'une matrice de 
variance / covariance 
IF : matrice de transfert entre les paramètres et la mesure 
G(M,P) : fonction de Green de l'espace vide entre les points Met P. 
G : tenseur du gradient magnétique 
G : matrice de transfert entre les paramètres et l'induction magnétique en plu­
sieurs points de l'espace --H ou H : champ magnétique 
lHI 1 : matrice de l'estimateur linéaire 
H2 : vecteur de l'estimateur linéaire 

, : densité volumique de courants 
m ou m : densité volumique d'aimantation 
m : densité volumique ou surfacique de monopôles 
m : ordre des fonctions de Legendre 
M : point de l'ensemble des sources 

M ou Ni : aimantation dipolaire d'un objet 
Mx : vecteur espérance du vecteur X 

n ou il : normale extérieur à la surface L 
n : degré des fonctions de Legendre 
P : point de mesure ou de calcul 
Pnm : fonction de Legendre de première espèce 

lP : matrice unitaire de m éléments 
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QnID : fonction de Legendre de seconde espèce 

Q : matrice unitaire de n éléments 
r (r) : vecteur distance entre l'origine ou la source et le point d'observation (son 

module). 
r : première coordonnée du repère sphérique 
ra : distance entre l'origine et la source 
ra : rayon de la sphère de modélisation 

V x: matrice de variance/ covariance du vecteur X 
v rm : fonction de base des représentations de dipôles normaux surfaciques 
V : potentiel magnétique scalaire. 
w : bruit capteur 
W : matrice de variance du bruit capteur 
W rm : fonction de base des représentations de monopôles surfaciques 

y nID: harmoniques sphériques de degré n et d'ordre m. 

a : vecteur aléatoire d'espérance nulle, de variance unité et de termes linéaire­
ment indépendants deux à deux 
g: estimée du vecteur a 

Oij : indice de Kronecker 

ë : erreur d'identification 

qJ : troisième coordonnée du repère sphérique ou ellipsoïdal 

À : valeur singulière 

A : matrice rectangulaire dont seuls les éléments Ài i sont non nuls 

fAO: perméabilité du vide 

fAr : perméabilité relative d'un objet 

v: - Q~(P) /4n 

8 : deuxième coordonnée du repère sphérique ou ellipsoïdal 

p : première coordonnée du repère ellipsoïdal 

0x: écart type de la valeur x 

l : surface 
Ln: densité surfacique de dipôles normaux 

Q : volume 

Qi : volume intérieur 

Qc : volume extérieur 

Q~(P) : angle solide de la surface l vue du point P 
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0 .. - Introduction 

0.1- Aperçus de la magnétostatique 

La magnétostatique est une partie de la physique assez méconnue. Quand on dé­
clare que l'on fait de la recherche dans un laboratoire dont le principal sujet est 
l'étude des champs faibles en magnétostatique, les interlocuteurs ont très sou­
vent une idée fausse du type de travail effectué. 

Il Y a en général deux réactions possibles. Soit ils s'imaginent être devant un 
"magnétiseur" et commencent à disserter sur les fluides magnétiques guéris­
seurs, soit, plus rarement, ils ont des réminiscences d'un cours du lycée, appen­
dice d'un exposé plus général sur l'électricité. Ce cours les a marqué non pas 
pour son intérêt intrinsèque, mais pour les difficultés de maniement du petit 
bonhomme d'Ampère ayant entraîné presqu'inévitablement une baisse de la 
moyenne générale. 

Même ceux-ci pensaient en toute bonne foi que la magnétostatique était un do­
maine clos, ne nécessitant plus d'efforts de recherche. Certitude à peine ébranlée 
par les échos dans la presse de bonds faramineux dans la technologie des supra­
conducteurs. 

Et pourtant ... , la magnétostatique a fait l'objet très tôt d'une théorie dans le sens 
moderne du terme. En effet, dès la fin de la Renaissance, William Gilbert, un 
contemporain de Galilée, chercha à percer le secret de la boussole. Depuis, cette 
science a continué à se développer. Après les premières applications dans la na­
vigation, elle a été essentiellement motrice des progrès de l'électrotechnique. 
Plus récemment, elle contribue aux avancées de la prospection géophysique et de 
la médecine (version moderne des sourciers et des magnétiseurs ?). 

De plus, la technologie aidant, elle possède la particularité d'embrasser des or­
dres de grandeur extraordinaires, somme toute assez rares dans les autres sec­
teurs. Le chercheur en médecine analyse des magnétoencéphalogrammes tra­
quant des variations de l'ordre de 10-14 Teslas (10 IT), alors que le physicien des 
plasmas cherche à maîtriser des inductions magnétiques d'une dizaine de Te­
slas! 

Enfin, malgré le travail considérable effectué par plusieurs générations de physi-
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ciens, dont le plus marquant est peut-être le professeur L. Néel, les propriétés 
magnétiques des matériaux sont encore largement incomprises. 

Malgré cette introduction, notre mémoire ne traite que très peu de la physique 
du magnétisme (très certainement pas suffisamment), mais il présente essentiel­
lement des méthodes de calcul numérique associées à l'interprétation de la me­
sure. L'application directe des théories qui y sont développées, concerne la me-
sure des inductions magnétiques assez faibles (entre 1 nT et 100 I-lT). Mais comp­
te tenu de l'universalité des lois de la physique, les algorithmes de ce document 
sont généralisables à d'autres ordres de grandeur des valeurs de champ, ainsi 
qu'après quelques adaptations, à d'autres domaines de la physique. 

0.2- Contexte de l'étude 

L'une des missions de l'organisme dans lequel les travaux de cette thèse ont été 
menés est d~_E!éc:iire, mesurer, puis réduire les inductions magnétiques générées 
par des objets manufàdurés ae toute taIlle, depuis la boite de conserve ... jus­
qu'au porte-avion de plus de 20000 tonnes. Si mesurer l'effet de ces "anomalies 
magnétiques" en quelques points est une tâche assez aisée, les caractériser ou les 
comparer entre elles est beaucoup plus difficile. 

Le plus souvent, ces mesures sont enregistrées par l'intermédiaire de capteurs 
magnétiques de type "flux-gate" qui quantifient soit la valeur d'une ou plusieurs 
composantes du vecteur induction magnétique en un point de l'espace, soit la 
différence entre les mêmes composantes de l'induction magnétique en deux 
points rapprochés (ce qui approxime bien les composantes de la matrice gradient 
de J'induction magnétique). 

Pendant des décennies, nous avons dû nous contenter de ces valeurs et de l'ex­
trapolation au niveau des sources par des modèles simplistes (de type dipolaire 
essentiellement). C'est hélas généralement insuffisant pour pouvoir répondre 
de manière certaine aux interrogations que peuvent avoir les commanditaires 
de ces essais. 

- quelle-est l'aimantation de l'objet mesuré? 
- quelle induction fait l'objet mesuré, en d'autres points de l'espace (bien enten-
du, généralement en des points où il est impossible de placer des capteurs) ? 
- le magnétisme de l'objet mesuré a-t-il varié après un traitement? de combien? 
- voire même, quelle partie de l'objet a le plus varié ou à quel moment du traite-
ment a-t-il évolué? 

La réponse à toutes ces questions passe obligatoirement par une étape intermé­
diaire qui nous amène au sujet de ce rapport: 

"l'identification de l'état magnétique d'un système ferromagnétique 
à partir de mesures du champ proche" 
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0.3- Itinéraire 

Dans le premier chapitre, nous faisons une étude grossière de ce problème, pré­
sentons quelques généralités sur le comportement des pièces étudiées et effec­
tuons un rapide tour d'horizon des méthodes utilisées dans des secteurs d'acti­
vité similaires. Nous en profitons aussi pour présenter le moteur Baudouin 
DNP8 qui sert, tout au long du document, de cobaye et d'illustration à nos algo­
rithmes. Après avoir posé le problème, analysé ses tenants et élaboré une straté­
gie de résolution, nous sommes armés pour franchir les différentes difficultés de 
notre périple, accompagnés de notre moteur. Nous faisons attention dans cette 
partie à insister sur le sens physique des choses et nous limitons intentionnelle­
ment le nombre de formules mathématiques. 

Dans les trois chapitres suivants, nous construisons de manière progressive une 
représentation mathématique des sources magnétiques adaptée à notre problè­
me. Sans trop dévoiler ici le contenu de cette partie, nous pouvons dire que 
nous en trouvons deux, chacune ayant des avantages et des inconvénients com­
plémentaires. Il suffit alors de les hybrider pour en créer une troisième qui se ré­
vèle adéquate. Nous laissons pourtant la porte ouverte à des améliorations futu­
res. C'est la grande étape de notre parcours. 

Ensuite, nous nous éloignons du magnétisme et nous faisons un détour vers les 
terres d'un passionnant domaine de l'analyse numérique, actuellement en dé­
veloppement : la théorie des problèmes inverses. Mais hélas, nous ne faisons 
que les effleurer, et nous n'en rapportons que les moindres carrés, mais munis 
d'un précieux manuel d'utilisation. 

Enrichis de cette expérience, nous avons la connaissance qui nous permet de 
prendre du recul et de faire les meilleurs choix. A cette fin, nous explorons de 
manière analytique un cas simple pour identifier les paramètres clefs de la mé­
thode et pour l'utiliser à moindre risque. 

Dans la conclusion, nous laissons la porte ouverte à des améliorations ultérieu­
res. 
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1 ..... Analyse du problème 

1.1- Méthode de mesure actuelle 

1.1.a- Objectif des mesures et objets mesurés 

Depuis plus de cinquante ans, la mesure des variations de champ magnétique 
est utilisée dans des armes de guerre (principalement les mines sous-marines et 
terrestres) pour détecter la présence d'engins. En effet, les objets manufacturés 
contiennent pour la plupart, soit des matériaux ferromagnétiques, soit des cou­
rants électriques qui génèrent un champ magnétique se superposant au champ 
terrestre créant par là, une "anomalie" mesurable par l'ennemi. 

La compétition technologique entre le glaive et le bouclier a amené les armées à 
contrôler sévèrement le niveau d'aimantation de certains instruments exposés 
aux mines. 

L'établissement militaire pour lequel ce travail a été réalisé, a justement pour 
mission de mesurer puis éventuellement de réduire l'anomalie de champ ma­
gnétique créé par les objets qui lui sont confiés. 

En pratique, on s'aperçoit qu'à peu près tout appareil ou machine est susceptible 
d'être mesuré un jour. Nous pourrions en effet faire une liste à la Jacques Pré­
vert des objets passés entre les mains des expérimentateurs. On y trouverait 
pêle-mêle des navires de guerre, des canettes de bière, des véhicules, des cou­
teaux de plongée, des armoires électriques, des boîtes de haricots, des moteurs 
Diesel. .. 

Profitons de cette liste pour présenter l'objet qui nous va nous servir tout au 
long de cette étude pour tester les algorithmes et illustrer les résultats (figure 
1.1). Il s'agit d'un moteur Diesel de 600 cv de marque Baudouin et de type DNP8. 
C'est un moteur de propulsion utilisé par la Marine Nationale sur ... un voilier! 
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Figure 1.1 : Moteur utilisé pour les mesures 

1.1.b- Moyens de mesure 

Bien entendu, les conditions de mesure d'un petit récipient sont très différentes 
de celles d'un navire entier. Cependant, à la fois le principe et les ordres de gran­
deur des champs mesurés restent les mêmes. 

Le principe général dans le cas de pièces de taille moyenne est schématisé en fi­
gure 1.2 (avec notre moteur). 

Comme l'aimantation d'un objet ferromagnétique dépend très fortement du 
module et de l'orientation du champ inducteur relativement à la pièce mesurée, 
nous appliquons dans la zone de mesure un champ magnétique connu et ho­
mogène à l'aide de boucles de courants réparties dans la salle d'expérimentation 
(celles-ci ne sont pas représentées sur le schéma mais sont partiellement visibles 
sur les reproductions 1.1 et 1.5). 

Idt'iltificatioll dt' l'état I1W/:,'71étulue d'ull système [errollwgnétique à partir de mesures du champ proche 



1- Analyse du problème 21 

I------I~N 

--m--- ------------:'111 

Ô, ;5" 

I! 
~J, 

/ 

------.-.-< 

V 
~~ 

S 
N 

Figure 1.2 : Schéma de la chaîne de mesure 
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Figure 1.3 : Tracé des signatures magnétiques du niveau B (fichier 0017) 
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Signature réelle (composante verticale) max: 333 nT 
min :-237nT 

Figure 1.4 : Composante verticale du champ au niveau B 

Nous disposons l'objet sur un chariot (bien entendu amagnétique) et nous ti­
rons l'ensemble au dessus d'une ou plusieurs lignes de capteurs magnétiques si­
tuées dans une fosse, échelonnées sur plusieurs niveaux. Dans le cas de nos es­
sais, nous avons enregistré les mesures sur quatre des cinq rangées disponibles. 

Chaque capteur (de technologie IIflux-gate") mesure les variations des trois com­
posantes du vecteur champ magnétique au cours du temps, vis à vis de l'état 
initial (correspondant approximativement au champ en l'absence de la pièce 
mesurée). Comme la position du chariot est aussi enregistrée, nous ramenons 
après les mesures dans un repère lié à l'objet. En figure 1.3, nous pouvons voir 
un exemple de résultat correspondant aux sept capteurs du niveau B (deuxième 
niveau). Suivant l'usage, ces résultats peuvent aussi être représentés sous forme 
de courbes isoniveaux (figure 1.4, la composante verticale du niveau B pour la 
même mesure que la figure 1.3). 

Pour les besoins particuliers des tests des algorithmes présentés dans ce docu­
ment nous avons ajouté provisoirement un portique (représenté sur la figure 
1.2). Il comporte 27 minicapteurs "flux-gates" triaxes (de 3 cm de côté et possé­
dant des sondes de 10 mm de long). Ces capteurs mesurent le champ sur les côtés 
et le dessus du moteur. Les figures 1.5 et 1.6 représentent l'ensemble de mesure 
sous forme d'une photographie et d'un schéma (les silhouettes en pointillés sur 
le schéma correspondent aux modèles que nous utiliserons par la suite). 

Enfin, toujours pour le même fichier de mesure, les figures 1.7 et 1.8 représen­
tent la composante transversale du champ respectivement sur le plan supérieur 
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(capteurs H) et sur le plan vertical situé à l'Ouest (capteurs W). 

Pour mesurer des navires, il n'est bien entendu pas question de les déplacer dans 
cette chaîne de mesure. 

Dans ce cas, les capteurs sont immergés au fond de la mer (pas trop loin des 
côtes), et le navire se déplace au dessus, se guidant à l'aide d'amers. Le champ 
magnétique inducteur est partiellement contrôlé en faisant naviguer le navire 
sous plusieurs caps (au moins les quatre directions cardinales) et les effets re­
cherchés extraits de la mesure par demi-sommes et demi-différences. La distance 
verticale entre le navire et l'alignement des capteurs est ajustée en prenant 
rendez-vous avec la marée. 

f~j<;13 il"· f '" '-1 a . :. ~ - --' ~ ~ '-;; 
-~ 

Figure 15: Vue d'ensemble du moteur et de la chaîne de mesure 
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Figure 1.7 : Composante transversale du champ sur le niveau horizontal du portique 
(au dessus du moteur: capteurs H) 

Fichier 0017 
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max : 3140 nT 
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Figure 1.8 : Composante transversale du champ sur le plan vertical ouest du portique (capteur W) 

1.2- Nouveaux besoins exprimés 

1.2.a- Limitations de ce type de mesure 

Ce type de mesure a de nombreux avantages et est pratiqué depuis très long­
temps, mais il souffre aussi des défauts intrinsèques à ce genre de méthode. 

Parmi les qualités, nous pouvons citer par exemple la simplicité de mise en œu-
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vre et l'économie de capteurs magnétiques qu'elle entraîne grâce au déplace­
ment de l'objet. Mais nous allons plutôt dresser la liste des inconvénients qui 
nous ont poussé à entreprendre les travaux exposés dans ce mémoire. 

Le principal problème vient de la difficulté d'interprétation des courbes tracées et 
de l'obtention de conclusions quantitatives sur l'aimantation des pièces. 

Par exemple, une caractéristique importante et recherchée de l'état magnétique 
est l'aimantation équivalente dipolaire. Elle correspond à l'amplitude du dipôle 
qui, remplaçant l'objet, ferait le même champ à très grande distance. 

La méthode directe pour l'obtenir serait de mesurer le champ à grande distance 
et de remonter à l'aimantation en utilisant l'équation du dipôle. Cependant sou­
vent cette méthode est très difficile à mettre en œuvre car les champs lointains 
sont d'amplitude très faible (l'amplitude des champs diminue avec le cube de la 
distance alors que l'aspect dipolaire n'augmente, nous le verrons, que linéaire­
ment avec la distance). La mesure de l'anomalie nécessite un signal d'amplitude 
assez forte qui n'est guère disponible qu'à une distance réduite de l'objet. Mais, 
en général, la complexité du champ à cette distance ne permet pas une analyse 
directe. Pour se persuader de la rapidité de l'amortissement, il suffit de comparer 
sur les figures 1.4 et 1.7, les amplitudes relatives des maxima des valeurs de 
champs (respectivement à lm 30 et 3m 50 du centre du moteur). 

La combinaison entre la translation de l'objet et la saisie temporelle du signal 
entraîne rapidement une autre limitation. En effet, dans le principe de la mesu­
re, une hypothèse implicite importante est faite : l'aimantation de la pièce ne 
doit pas varier pendant le déplacement du chariot, sinon les cartes de champ 
dans le repère de l'objet deviennent fausses. A l'inverse, par cette méthode, il est 
impossible de mesurer l'évolution temporelle du champ magnétique. 

En revanche, il serait possible de faire une mesure temporelle si l'objet était fixe 
par rapport aux capteurs. Mais dans ce cas, pour avoir la même quantité d'infor­
mations, le nombre de capteurs nécessaires serait nettement plus important voi­
re rédhibitoire, car il faut en paver tout le volume de mesure et non plus seule­
ment un plan générateur. 

Nous voyons donc que si nous voulons faire la mesure de l'évolution tempo­
relle des aimantations sans augmenter trop fortement les cotUs, nous devons ti­
rer le plus d'information possible des capteurs. 

Enfin, il est très difficile de faire le parallèle entre deux pièces différentes ou en­
tre deux mesures distinctes d'une même pièce, car nous sommes incapables de 
comparer deux signatures magnétiques faites dans des conditions différentes (en 
particulier à une distance objet/ capteur variable). 

Identification de l'état magnétique d'un système ferromagnétique à partir de mesures du champ proche 
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1.2.b- Objectifs généraux d'une nouvelle méthode 

L'objectif que nous nous sommes assignés est de trouver des méthodes générales 
qui permettent d'améliorer la caractérisation du magnétisme à partir de mesures 
de champs ou de gradients. 

Nous venons de voir que la méthode actuelle est de puissance limitée et ne ré­
pond pas totalement à nos besoins. Par notre travail, nous allons chercher à dé­
passer ces contraintes. 

Le but est d'obtenir à la fin du document une procédure qui nous permette d'ac­
céder à ces nouvelles propriétés: 

-obtenir une caractérisation "intrinsèque" du magnétisme de l'objet mesuré. Par 
ce qualificatif, nous indiquons que nous souhaitons que le résultat de l'analyse 
soit le plus possible indépendant des conditions de la mesure. 

-être capable de comparer les états magnétiques de deux appareils distincts, 
même si leurs sources d'aimantation ou leur géométrie ne sont pas de même 
nature. Vis à vis de l'objectif précédent, nous cherchons en plus à ce que la re­
présentation finale des résultats ne soit pas liée à l'objet mesuré. 

-faire cette identification en "temps réel", c'est à dire dans un délai court et con­
nu. Cette condition va nous permettre en particulier de pouvoir suivre l'évolu­
tion du magnétisme du corps étudié et même, le cas échéant, le contrôler. 

1.2.c- Précisions sur les objectifs 

Avant de poursuivre, nous allons revenir sur quelques notions évoquées ci-des­
sus. Commençons par préciser ce que nous entendons par "caractériser le ma­
gnétisme" . 

Il Y a intrinsèquement deux façons de caractériser un phénomène. La première, 
qui est de loin la plus noble, consiste à connaître et identifier les sources réelles, 
c'est à dire dans notre problème, à retrouver l'aimantation de chaque partie de 
l' obj et étudié. 

Dans le cas d'une voiture par exemple, nous devrions pouvoir dire qu'elle est la 
contribution de la carrosserie par rapport à celle du moteur. Ce problème est très 
difficile et nous ne ferons que de l'effleurer. La seconde méthode est de se con­
tenter d'être capable de définir les effets du phénomène, c'est à dire que nous 
considérons la mission accomplie si nous pouvons prédire le champ magnéti­
que créé à l'extérieur de l'objet en tout point de l'espace (nous excluons cepen­
dant la zone proche de l'objet). C'est sur ce point que nous concentrerons nos ef­
forts. 
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Présentons aussi quelques autres limitations que nous nous sommes imposés 
dans cette étude. 

®Tout d'abord, nous considérons que l'objet à mesurer est immobile ou tout au 
moins, que si il est mobile, sa trajectoire est connue ou mesurable. 

®Dans le même esprit, nous supposons que les sources magnétiques sont loca­
lisées dans les pièces étudiées et donc d'extension géométrique bien connue. 

1.3= Solutions possibles 

1.3.a- Présentation de l'alternative 

Si les mesures de l'induction magnétique en quelques points de l'espace ne nous 
suffisent pas, c'est que ce n'est pas exactement l'information souhaitée, mais ce­
pendant quelque chose qui y est très liée. Nous recherchons en fait J'aimantation 
des pièces, laquelle n'est pas directement mesurable. Il n'existe pas de capteur 
d'aimantation même si celle-ci est une grandeur physique réelle (contrairement, 
par exemple, au potentiel magnétique qui n'est que virtuel). La difficulté d'une 
mesure directe vient de sa qualité de grandeur extensive, répartie dans tout le 
volume d'une manière qui peut être extrêmement complexe, comme c'est le cas 
dans un matériau ferromagnétique. 

Devant cette impossibilité de mesure directe, nous avons deux attitudes possi­
bles: 

-soit identifier les causes de l'aimantation (souvent un champ magnétique exter­
ne dans les cas qui nous concernent) et modéliser leur influence. Dans ce cas, la 
mesure de ces causes, qui est parfois facile, nous permettra d'estimer les aiman­
tations. Nous aurons alors à résoudre un problème direct. 

-soit mesurer les conséquences de l'aimantation (l'induction magnétique) et re­
monter à la source. Nous aurons alors un problème inverse à traiter. 

Chacune des deux démarches a ses contraintes. 

1.3.b- Problème direct 

Le problème direct pêche souvent par la mauvaise connaissance que l'on a des 
caractéristiques physiques qui interviennent dans le modèle ou tout simplement 
par la complexité du modèle. Ce manque d'information est souvent source d'er­
reurs. De plus ce type de méthode ne permet pas, en général, un contrôle du ré­
sultat. En conséquence, le calcul peut parfois diverger par rapport à la réalité. 
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Il peut cependant être avantageux dans certains cas. Nous allons présenter un 
exemple. 

Cas d'un solénoïde parcouru par un courant 

Section S ntours 

Figure 1.9 : Solénoïde 

C'est une situation assez simple. Le solénoïde a une géométrie régulière assez fa­
cile à mesurer. Son aimantation dipolaire est liée au courant électrique qui le 
traverse par la loi bien connue: 

M = nlS (1.1) 

Donc à partir d'une mesure du courant 1 et de la géométrie de l'objet (n et S), 
nous trouvons facilement l'aimantation ainsi que l'induction magnétique en 
tout point de l'espace (à l'exception du voisinage direct des conducteurs qui reste 
un calcul non trivial), et par là, nous sommes capables de répondre à tous les 
points du problème présenté dans le premier paragraphe. 

Notre démarche peut être alors résumée dans le schéma suivant: 

Actif 
Paramètres sources 

Réactif 

Tension électrique 

Géométrie du solénoïde 
Conductivité des matériaux 

Lois physiques Lai d'Ohm 

Système à estimer Densité de courant 

Lois physiques Loi de Biot et Savart 

Paramètres 
conséquences Induction magnétique 

Figure 1.10 : Schéma du problème direct 

MESURE 
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1.3.c- Problème inverse 

Bien entendu, il existe de nombreuses situations où cette démarche n'est pas 
réaliste. Prenons un autre exemple, à partir d'un objet de structure pourtant très 
simple: 

Cas d'un tournevis 

Figure 1.11 : Tournevis 

Le tournevis est un objet simple mais souvent ferromagnétique. n présente 
donc une aimantation qui dépend de ses paramètres physiques (dont sa perméa­
bilité magnétique) et du champ inducteur. Là, les difficultés commencent. 

La perméabilité est une fonction très complexe qui est non seulement non li­
néaire par rapport au champ inducteur mais qui, en plus, présente un fort phé­
nomène d'hystérésis. C'est à dire que si nous souhaitons connaître l'aimantation 
du tournevis, il faudrait connaître tout son passé avec non seulement les 
champs inducteurs dans lesquels il a été plongé mais aussi les contraintes méca­
niques et les températures qu'il a subi. Ce, depuis le dernier événement qui a ef­
facé ses états magnétiques (cela peut remonter à la fusion avant la coulée de 
l'acier composant le tournevis). 

Il est clair que dans le cas du tournevis, le problème direct est très complexe et 
que nous devons nous tourner vers la résolution d'un problème inverse. C'est à 
dire retrouver l'aimantation du tournevis à partir de la mesure des champs qu'il 
génère. 

Le schéma de raisonnement est alors celui de la figure 1.12. 

Le problème inverse présente aussi des difficultés. Nous rappelons que le but est 
d'identifier les causes à partir des effets. 

Physiquement, il existe une fonction qui lie les causes aux effets. Il s'agit donc de 
modéliser cette fonction (ce qui est assez simple dans notre cas puis qu'il s'agit de 
l'équation du champ d'un dipôle magnétique intégré sur le volume de l'objet) et 
d'en trouver la fonction inverse pour estimer l'aimantation à partir du champ 
mesuré. 
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Paramètres sources 

Lois physiques 

Actif 

Réactif 

Ensemble des champs inducteurs au cours 
de l'histoire du tournevis (ainsi que des 
contraintes, de la température) 

Géométrie du tournevis 
Propriété des matériaux (perméabilités) 

Lois d'aimantations 

1- Analyse du problème 

Système à estimer Densité d'aimantation PROBLEME 
INVERSE 

Lois physiques Loi du dipôle 

Paramètres consé­
quences Induction magnétique 

MESURE 

Figure 1.12 : Schéma du problème inverse 

L'obstacle majeur vient du fait qu'en règle générale, la fonction n'est pas injecti­
ve. C'est à dire que si nous supposons connu le champ magnétique en quelques 
points de l'espace, il existe plusieurs distributions d'aimantation qui peuvent 
expliquer ce champ, une seule d'entre elles étant réelle. 

Cette non inversibilité peut prendre des proportions importantes. Dans la géo­
métrie suivante où les numéros 1 et 2 représentent des capteurs de mesure des 
trois composantes vectorielles de l'induction magnétique et le rectangle la pièce 
à mesurer, nous pouvons expliquer les champs mesurés au moins de deux ma­
nières très différentes avec des dipôles ponctuels situés dans la pièce (les aiman­
tations trouvées sont de directions opposées!) alors que nous avons 6 voies de 
mesures (deux capteurs mesurant les trois composantes du vecteur champ ma­
gnétique). 

Figure 1.13 : multiplicité des sources créant un même champ 

Nous verrons par la suite que cette non inversibilité prend plusieurs formes 
plus ou moins gênantes. 
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1.4- Synthèse des méthodes employées 

1.4.a- Problèmes similaires 

Notre première action a été de s'enquérir de la façon de procéder non seulement 
des personnes travaillant dans le même secteur d'activité que nous et confron­
tées à des difficultés similaires mais aussi des autres corps de métier traitant de 
mesures magnétiques. 

Nous avons pu recenser un certain nombre de problèmes connexes dans plu­
sieurs domaines d'activités. Sans avoir la volonté d'être exhaustif, présentons­
en quand même quelques uns. 

Militaire 

Dans l'activité militaire, les mesures de champs magnétiques faibles sont utili­
sées dans deux grands domaines, la guerre des mines et la détection sous-mari­
ne. Dans les deux cas, le principe est le même car on cherche à détecter et parfois 
localiser un navire (ou un sous-marin) par son indiscrétion magnétique. 

Toujours dans le domaine militaire, nous mentionnerons aussi la recherche de 
mines terrestres par des systèmes de "poêle à frire". 

Médecine 

La médecine utilise depuis assez longtemps maintenant les électrocardiogram­
mes pour contrôler l'activité cardiaque. Pour affiner les diagnostics, la recherche 
médicale s'emploie à trouver la localisation et caractériser l'amplitude des cou­
rants électriques sources de la mesure à partir d'un réseau d'électrodes. 

Les progrès spectaculaires obtenus dans la mesure des champs magnétiques ex­
trêmement faibles, permis par la technologie de capteurs SQUID, ont autorisé le 
développement d'une nouvelle activité: la magnéto encéphalographie. A partir 
d'un réseau de micro-capteurs sensibles au gradient du champ magnétique ré­
partis autour de la boîte crânienne du patient, le médecin tente de localiser les 
courants ioniques et leur évolution dans l'espace et dans le temps. 

Géophysique 

Les géophysiciens ont pour métier d'analyser un milieu particulièrement opa­
que et difficile à pénétrer: le sol. Ils n'ont pratiquement à leur disposition que 
des méthodes indirectes (à l'exception des forages de puits qui restent coûteux et 
ponctuels). 
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De par cette spécificité, ils ont su acquérir une grande expérience des problèmes 
inverses et garder dans ce secteur une bonne activité de recherche. 

Dans chaque cas, ils analysent la perturbation créée par le sol et ses hétérogénéi­
tés sur une grandeur physique. Celle-ci peut être provoquée artificiellement 
(systèmes actifs), ou être naturelle (systèmes passifs). Parmi les méthodes utili­
sées résolvant un problème similaire au nôtre, nous pouvons mentionner la 
magnétostatique et la gravimétrie. 

Contrôle non destructif 

L'analyse des matériaux en métallurgie est aussi confrontée à des problèmes si­
milaires quand il est demandé de rechercher des micro-fissures internes dans 
une pièce mécanique sans détruire celle-ci. Comme dans le cas de la géophysi­
que, on recherche les hétérogénéités des matériaux à partir de la réaction de 
celui-ci à une grandeur physique. 

Si le matériau est ferromagnétique (aciers), une méthode utilisée est de forte­
ment l'aimanter, puis de rechercher toutes les inhomogénéïtés du magnétisme 
avec des sondes à effet Hall qui balayent la surface. 

Si le matériau est fortement conducteur (alliages légers), la recherche des défauts 
est effectuée à partir de la mesure des courants de Foucault, provoqués dans la 
matière par un fort champ électromagnétique extérieur. 

Les opérateurs cherchent en premier lieu à détecter la présence ou non des fail­
les ainsi que leur position, mais ils tentent aussi de compléter l'information en 
déterminant la géométrie de celles-ci. 

Fusion nucléaire 

Une des technologies utilisées pour provoquer la fusion contrôlée de la matière 
est le Tokamac. Mais dans ce cadre, les ingénieurs doivent maintenir un confi­
nement élevé d'un plasma, à partir de forces de Laplace contrôlées en régulant 
des courants électriques. 

La température du plasma est telle que sa mesure ne peut se faire qu'à distance. 
C'est donc les données de flux-mètres disposés autour de la cavité qui permet­
tent de remonter par méthode inverse à la position du plasma et de stabiliser 
celui-ci. 

1.4.b- Algorithmes d'inversion 

Le but de l'inversion est de trouver la ou les sources du type choisi, présentes 
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dans le domaine de définition et qui soient compatibles avec la mesure. 

Toutes les méthodes employées dans les domaines cités dans le paragraphe pré­
cédent, utilisent une ou plusieurs projections pour trouver les sources. Par 
contre, elles diffèrent sur la façon de choisir la solution parmi toutes les configu­
rations qui génèrent la même mesure. 

En règle générale, les sources cherchées sont caractérisées par une infinité de va­
leurs alors que la mesure ne se compose que d'un nombre fini de données. Il en 
résulte que la relation liant les deux grandeurs n'est pas inversible. 

Il faut donc d'une manière ou d'une autre choisir une solution parmi l'ensem­
ble possible. 

Nous avons regroupé les critères de choix en trois familles. Cette séparation est 
assez arbitraire car certaines méthodes peuvent être l'aboutissement de plusieurs 
démarches à la fois. Il faut plus considérer ces trois ensembles comme trois dé­
marches différentes, conduisant à des solutions parfois similaires. 

Présentons les, agrémentées à chaque fois d'exemples pris dans la littérature: 

Recherche d'une solution paramétrée 

Nous avons souvent une idée a priori de la solution recherchée. Cette informa­
tion permet de définir un sous-ensemble de l'ensemble des solutions possibles. 
Si ce sous-ensemble est suffisamment restreint et opportun, on passe d'un pro­
blème sous-dimensionné à un problème bien dimensionné voire surdimen­
sionné et donc pouvant être résolu par des moyens classiques. 

Par exemple, les géophysiciens ont souvent une idée préconçue de la forme des 
solutions qu'ils cherchent en procédant à des sondages préliminaires. Plutôt que 
de rechercher une distribution quelconque de densité de sources magnétiques 
pour interpréter la mesure d'un champ magnétique, ils vont chercher des solu­
tions correspondant à des formes simples (souvent polyhédriques) de zones ho­
mogènes qui sont assez représentatives de failles, de pendages ou d'intrusions. 
La recherche de ces corps simples se fait souvent par déconvolution du signal 
[WANG], [KEATING] en utilisant les propriétés eulériennes du champ magnéti­
que. Nous trouvons la même méthode dans un cas de contrôle non destructif 
où la forme d'une faille est recherchée sous forme d'une géométrie simple 
[HOOLE]. 

Recherche d'une classe de solutions 

Au lieu de chercher à réduire l'ensemble des sources à partir d'une forme a prio­
ri, on préfère plutôt étudier quelles sont les propriétés observables des sources et 
restructurer l'espace des solutions pour ne déduire de la mesure que la classe 
d'appartenance de la solution, et non une solution parmi l'ensemble possible. 
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Une méthode de ce type, très souvent utilisée, est l'utilisation des harmoniques 
sphériques. Les classes observables sont alors des multipôles de degrés divers, si­
tués en un point du domaine de définition. La contribution de chaque terme est 
calculée de manière directe par transformée de Fourier de signal (voir [ROY] 
dans le domaine spatial, [SALI OU] dans le secteur militaire ou encore 
[GESELOWITZ] pour l'application médicale). 

Recherche d'une solution extrêmale 

Parmi l'ensemble des solutions possibles, nous pouvons en choisir une 
"extrêmale" au sens d'un critère à définir en fonction du problème à résoudre. 
Cela part du principe que les solutions extrêmales sont souvent des fonctions re­
marquables et caractéristiques. 

Parmi les critères choisis, on peut trouver ceux-ci [PRESS] : 

-recherche de la solution de norme minimale. 
-recherche de la solution la plus régulière. 
-recherche de la solution la plus stable. 
-recherche de la solution la plus vraisemblable. 
-recherche de la solution la plus compacte. 

D'ailleurs, ces critères amènent généralement des solutions identiques. Souvent, 
en effet, la solution la plus stable est à la fois celle de norme minimale et la plus 
régulière. 

Cette approche peut être facilement combinée avec les deux autres, dès que 
celles-ci ne garantissent pas l'inversibilité de la fonction. Elle est aussi très popu­
laire car elle se réduit aux moindres carrés pondérés, dans les problèmes linéai­
res. 

1.5- Propriétés des sources rencontrées 

Avant d'entreprendre, à partir du chapitre suivant, la modélisation mathémati­
que du problème, il est intéressant d'avoir un bref aperçu du type de sources que 
nous sommes susceptibles de rencontrer dans la mesure d'objets "courants". 

Dans les objets industriels, nous nous trouvons en face de deux grandes sources 
de magnétisme statique : les matériaux ferromagnétiques et les courants électri­
ques industriels. 
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1.5.a- Matériaux ferromagnétiques 

Ce sont (et de loin) les perturbations les plus courantes que nous pouvons ren­
contrer. En effet, le fer est à la fois probablement l'un des corps les plus com­
muns sur terre et un matériau aux qualités mécaniques très appréciées. La plu­
part des objets de la vie de tous les jours contient du fer ou de l'acier (un de ses 
alliages), du plus petit (épingle, agrafe, ... ) au plus grand (immeuble en béton 
armé). Il est à noter cependant que le fer n'est pas le seul corps pur ferromagnéti­
que (le nickel et le cobalt le sont aussi) et que ses alliages ne sont pas tous ferro­
magnétiques (en particulier, beaucoup d'inox ne sont pas ferromagnétiques). A 
titre anecdotique, il existe aussi des alliages ferromagnétiques dont aucun des 
corps purs le constituant ne l'est. 

Ces sources ne créent pas des champs de forme quelconque mais ils restent extrê­
mement complexes à modéliser. 

1 1 1 

r 1 ~ 
/ ,/ 

L J/ 

figure 1.14 : cycle d'hystérésis 

Nous allons essayer de résumer très brièvement les caractéristiques du ferroma­
gnétisme. 

Les matériaux possédant cette propriété peuvent acquérir une aimantation in­
tense dès qu'on les plonge dans un champ magnétique. L'aimantation ainsi ac­
quise va générer une induction magnétique qui va s'ajouter au champ 
d'excitation. Si on supprime le champ, il ne va pas perdre la totalité de son ai­
mantation. Il possède en quelque sorte une mémoire des phénomènes qu'il su­
bit, ce qui va rendre son comportement non linéaire. 

Pour caractériser le ferromagnétisme, généralement nous traçons une courbe re­

présentant l'aimantation M ou l'induction B générée par cette aimantation en 

fonction du champ d'excitation H au cours du temps. Si ce champ H est cyclique, 
nous obtenons en général une courbe du type de la figure 1.14. 
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- -L'aimantation M r qui est l'aimantation résiduelle si on annule l'excitation H, 

est appelée "aimantation rémanente", le champ -He qui est le champ à appliquer 
pour avoir une aimantation nulle après une saturation du matériau est le 
1/ champ cœrcitif". 

Autour de ce type de courbe, on définit aussi d'autres grandeurs, en particulier 
les différentes perméabilités que sont les pentes des courbes d'hystérésis (équili­
bre, réversible, initiale, anhystérétique, ... ). 

La représentation ci dessus est un cas typique. Les différents matériaux peuvent 

avoir pour les mêmes cycles H des courbes de formes différentes. De plus, il faut 
être conscient que cette courbe n'est qu'une représentation en deux dimensions 
d'un phénomène qui en comporte six: trois composantes d'aimantation et trois 
composantes de champ (sans compter le temps et l'histoire du matériau qui 
multiplient les dimensions du phénomène à l'infini ... ). 

En schématisant à l'extrême, on peut trouver deux grandes familles de compor­
tement pour les matériaux : le ferromagnétisme dur et le ferromagnétisme 
doux. 

1.5.b- Courants électriques 

Les courants électriques sont aussi sources d'un champ magnétique observable 
pendant la mesure de machines. On distinguera ici deux catégories de courants, 
suivant qu'il sr agit de courants naturels ou non. 

Courants d'origine industrielle 

Les réseaux courants continus créent bien entendu un champ magnétique stati­
que proportionnel à la surface embrassée par les boucles qu'ils forment. Mais les 
réseaux alternatifs peuvent aussi créer des champs statiques ou très basses fré­
quences par l'intermédiaire de comportements non linéaires de certains appa­
reils. Par exemple, les diodes ou les thyristors vont créer des portions de réseau à 
moyenne non nulle et un moteur asynchrone peut créer des fluctuations à la 
fréquence de glissement du moteur. 

De plus, il est assez fréquent d'associer les boucles de courants avec les matériaux 
ferromagnétiques soit pour amplifier leurs effets (moteurs électriques), soit pour 
coupler deux circuits (transformateur). 

Ces champs auront des propriétés différentes des matériaux ferromagnétiques: 

-ils vont être très corrélés aux intensités débitées dans les appareils et donc à leur 
mode de fonctionnement. Le calcul direct est plutôt plus facile. 
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-sauf cas particuliers, ils n'ont pas d'effet d'hystérésis. Les rares fois où les cou­
rants interagissent avec des matériaux magnétiques, ce sont dans des appareilla­
ges électriques (moteurs, transformateurs, ... ). Dans ces cas, les champs intenses 
et les aciers très doux utilisés rendent négligeables les dispersions (les cycles se­
ront toujours parcourus de la même façon). 

Courants d'origine "naturelle" 

Par "naturelle", nous entendons des courants qui sont générés par des sources 
internes au corps étudié et qui ne sont en général pas souhaités. Se trouvent 
dans ce cas, en particulier, les courants de Foucault et les courants de corrosion. 

Les courants de Foucault sont des courants qui sont créés dans les milieux con­
ducteurs quand ceux-ci sont plongés dans un champ inducteur instationnaire. 
Ils sont donc présents soit quand le champ magnétique varie, soit quand l'objet 
est mobile. Par nature, les champs créés par ces courants ne sont pas statiques, 
mais ils peuvent apparaître comme tels quand l'objet est mobile et l'observateur 
fixe par rapport au champ inducteur. De plus ils peuvent être non négligeables 
même à des fréquences très basses. 

Pour pouvoir les modéliser, il faut connaître la conductivité des matériaux et la 
variation de l'induction dans un repère lié à l'objet. Ils devraient être accessibles 
au problème direct, au moins dans des cas simples, car ils ne présentent pas de 
phénomènes non linéaires. 

D'autres courants électriques pouvant perturber le système sont les courants de 
corrosion. Ceux-ci sont créés quand des métaux de natures différentes sont à la 
fois en contact électrique direct et par l'intermédiaire d'un électrolyte. Alors l'un 
des métaux s'oxyde et un courant électrique s'établit. Souvent non désiré, il est là 
aussi difficile de connaître la distribution des courants dans le volume car elle 
dépend des conductivités relatives des corps ainsi que des couples redox. 

1.5.c- Aimantations mesurées dans cette étude 

Bien entendu, le moteur que nous avons testé n'a pas fonctionné pendant nos 
essais, nous n'avons donc enregistré que des sources d'origine ferromagnétique. 
Cependant pour avoir plusieurs cas test et pouvoir apprécier les comportements 
des algorithmes sur une bonne diversité de sources magnétiques, nous avons 
artificiellement aimanté et désaimanté le moteur dans plusieurs directions. 

Tout d'abord, l'aimantation du moteur va réagir au champ externe auquel il est 
soumis (en général le champ magnétique terrestre). Comme le champ magnéti­
que terrestre est faible par rapport aux valeurs de champ caractérisant les courbes 
d'hystérésis, en première approximation, la réaction de l'objet va être linéaire et 
réversible. Le coefficient de proportionnalité (appelé perméabilité réversible) est 
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presque toujours très proche de la perméabilité initiale. L'aimantation acquise 
par ce champ est appelée "aimantation induite" et elle est souvent de même di­
rection que le champ externe appelé "champ inducteur". 

Comme notre système de mesure permettait de simuler un champ magnétique 
de direction quelconque, nous avons fait des essais dans plusieurs situations. 

En appliquant un champ magnétique extérieur fort puis en le ramenant à zéro, 
nous pouvons changer de manière plus durable l'aimantation de l'objet en ame­
nant son point de repos sur la courbe d'hystérésis entre plus et moins l'aimanta­
tion rémanente. 

Il existe plusieurs méthodes pour appliquer ce champ, qui se caractérisent par 
une position et une stabilité du point de repos variables. 

Nous avons en particulier appliqué un champ inducteur très fort dans une di­
rection et ramené celui-ci à zéro (qui est la procédure la plus simple pour aiman­
ter un objet). Cette méthode sera appelée "impulsion". 

Mais nous avons aussi effectué ce que nous appelons des" aimantations d'équili­
bre". Cette méthode qui permet en théorie d'avoir une aimantation très stable, 
consiste en l'application de deux champs externes, l'un constant et dans la direc­
tion dans laquelle on souhaite aimanter l'objet, l'autre, très fort et de la forme 
d'une sinusoïde amortie. 

Comme, il fallait faire une sélection, nous avons choisi de présenter les résultats 
des algorithmes pour 7 mesures, correspondant au tableau suivant: 

Numéro Champ inducteur pendant Type d'aimantation Direction d'aimantation 
de la mesure la mesure du moteur 

0017 -X : 40000 nT (-Longitudinal) Equilibre o (Désaimantation) 

0031 -z : 30000 nT (-Vertical) Equilibre o (Dés aimantation) 

0033 + Y : 40000 nT (+ Transversal) Equilibre o (Désaimantation) 

0079 <800 nT (Transversal) Impulsion +X (+Longitudinal) 
--~-- .. 

0089 <800 nT (Transversal) Equilibre +z (+ Vertical) 

0099 <800 nT (Transversal) Impulsion -y (-Transversal) 

0154 <800 nT (Transversal) Impulsion -z (-Vertical) 
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l.5.d- Hypothèses retenues par la suite 

Le paragraphe précédent nous a donné un très rapide tour d'horizon des sources 
de champ que nous rencontrons dans la mesure d'objets. 

L'intérêt de cette revue est de pouvoir choisir au mieux les modèles que nous 
emploierons pour nos algorithmes. Ce modèle devra être capable de reproduire 
ces différentes sources de manière économique et efficace. 

De plus, nous avons vu que certaines méthodes d'inversion demandent des in­
formations a priori sur les sources. Nous devons maintenant être capable de sa­
voir quel type de calcul direct est faisable. 

Nous ferons par la suite les hypothèses minimales suivantes compatibles avec 
les types de sources recensés. 

Tout d'abord, nous allons faire quelques postulats sur l'information disponible 
sur les sources. Nous souhaitons avoir une méthode qui soit utilisable dans le 
cas de mesures opérationnelles et non uniquement dans des conditions de labo­
ratoire. Ainsi toute l'information utilisée dans la modélisation a priori doit être 
facilement disponible. 

®Nous supposerons que nous connaîtrons les dimensions approximatives des 
objets mesurés ainsi qu'éventuellement les grandes lignes des propriétés physi­
ques des pièces les constituant et de leur disposition. Cela revient essentielle­
ment à être capable de lire un plan et de savoir si les matériaux se classent parmi 
les catégories: isolant, conducteur, ferromagnétique doux, ferromagnétique dur. 

®Le deuxième postulat est que nous sommes capables de définir un ensemble 
discret de volumes finis de sources, autrement dit que les sources sont localisées 
dans une zone connue. 

Nous allons faire aussi des hypothèses sur le comportement mathématique des 
distributions de sources pour garantir la validité des développements faits et la 
convergence des séries que nous aurons à manipuler. 

® Les distributions de sources seront non seulement d'énergie finie mais aussi 
"assez régulières". Nous pourrions introduire les espaces de Sobolev et imposer 
aux fonctions de distribution de sources d'être de carré sommable et que toutes 
leurs dérivées successives existent et soient de carrés sommables. Mais nous 
nous contenterons de dire que les termes de fluctuation croissante des fonctions 
interviennent de manière décroissante dans la solution. 
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2- Harmoniques sphériques 

2 .. - Harmoniques sphériques 

2.1- Propriétés recherchées du modèle mathématique 

2.1.a- Sources élémentaires 

Comme nous l'avons déjà dit, nous ne pouvons pas retrouver les sources ma­
gnétiques à partir de la mesure sans précaution. Nous devons en particulier sé­
parer dans les équations la partie "observable" des sources (au plus un nombre 
fini de paramètres) de la partie non observable (un nombre infini d'ordre 3, c'est 
à dire un espace tridimensionnel). 

La théorie du magnétisme a isolé une origine unique à tous les champs magné­
tiques: le déplacement de charges électriques. Il peut être macroscopique (cou­
rant électrique dans un conducteur par exemple) ou alors microscopique et 
même interne aux atomes (ferromagnétisme en particulier). 

Dans le cas des distributions macroscopiques, nous définissons un vecteur den­

sité de courants volumiques j pour caractériser les sources. Quand ces courants 
s'établissent dans l'atome, ce vecteur va varier avec une échelle des distances 
très petite et il est plus pratique de définir une grandeur appelée densité volumi­
que d'aimantation fi qui est représentative d~,X~Jf~tdes couran_t_s. __ ~!_Q.rrtiquesà __ -- " ~ .~-.'--" "-.'-~'~"-"---

l' échelle ma~<?_s~~plql:l~ 
--~----~ .. 

Pour tous les objets créant un champ magnétique, nous pouvons donc représen­
ter les sources par deux distributions de champs vectoriels, la distribution de 
vecteur aimantation fi (modélisant les courants microscopiques à l'intérieur de 

l'objet) et la distribution de courants volumiques' (modélisant les courants ma­

croscopiques). Ce sont deux distributions volumiques de vecteurs tridimension­
nels, d'où 6 paramètres dont 5 indépendants si nous introduisons la condition 
de continuité pour les courants . 

.. 
V.j(M) = 0 o{t·/ 

(2.1) 
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44 2- Harmoniques sphériques 

L'induction magnétique en tout point P de l'espace (intérieur et extérieur de 
l'objet) vérifie alors l'équation intégrale: 

ainsi que les équations locales: 

.... 
\l.B =0 

~A(!a -m)= J 

-0 

.IL- m 

t­

l~·-·-_<'.O . ...-_. __ ~;;:" f 

(2.3) 

La grandeur ~o est notée H (vecteur champ magnétique) alors que B est ap-

pelé induction magnétique ou densité de flux magnétique. 

g§l les noms "champ magnétique" pour H et JJinduction magnétique" pour B 
sont les noms officiels recommandés par la Commission Electrotechnique Inter­
nationale. Cependant on trouve encore couramment les noms de champ ma-

-<> 

gnétique pour B et d'excitation magnétique pour H. Les deux entités correspon-
dent à des champs de vecteurs, nous utiliserons donc champ magnétique indif­
féremment pour l'un et l'autre, mais en veillant à ne pas introduire 
d'ambiguïtés. 

2.1.b- Indisœmabilité des sources 

La séparation entre les courants microscopiques et macroscopiques que nous 
avons faite dans le paragraphe précédent est arbitraire. Rien que pour cette rai­
son, nous avons une indétermination sur la répartition des sources. 

En effet, pour les courants microscopiques, nous avons la relation: 

(2.4) 

Nous ne pourrons pas séparer les effets. Donc toute distribution de dipôles ma­
gnétiques possède une distribution de courants ayant un effet analogue. De mê­
me, pour une distribution de courants donnée, il y a plusieurs distributions de 
dipôles normaux qui créent le même champ en tout point. Il suffit que la rela­
tion précédente soit vérifiée. 
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... 
Ainsi par exemple, une boucle de courant J fera le même champ en tout point 

de l'espace qu'une densité surfacique constante ~ de dipôles magnétiques nor­
maux à la surface qui épouserait la boucle de courant et qui vérifierait la rela­
tion sur les amplitudes: 

j='t (2.5) 

Nous ne pourrons séparer ces différentes sources que si nous avons suffisam­
ment d'informations sur la structure de la pièce. 

Nous pouvons aller plus loin dans l'étude des sources indiscernables en consi­
dérant les propriétés importantes des solutions de l'équation de Laplace. 

-----~ - - ----- - -

2.1.€:- Propriétés des champs magnétiques 

Potentiel scalaire 

Pour la suite du raisonnement, il est utile d'introduire une nouvelle grandeur, 
le potentiel scalaire. 

Supposons que nous avons une représentation avec une distribution de dipôles 
magnétiques mais sans courant volumique. Dans ce cas, dans tout le domaine, 
nous avons le relation : 

- .... 
VAH=O (2.6) 

Cette condition est nécessaire et suffisante pour que dans tout l'espace, on puisse 
définir une grandeur V (à une constante près) telle que: 

-+ 

H=-VV (2.7) 

De plus, dans tout sous espace où il n'y a pas de densité d'aimantation (par 

exemple Qe), nous avons: 

(A.53) 

.... 
Comme la divergence de B est nulle partout, V doit obéir dans tout espace sans 
source à l'équation de Laplace : 

(2.8) 
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Remarques sur la validité de V 

Nous nous sommes volontairement limités à un espace sans courant électrique, 
mais uniquement avec une densité de dipôles. Dans le cas où nous avons un 
courant électrique, nous pouvons toujours passer par une distribution de dipô­
les magnétiques équivalents. Alors, nous nous heurtons à une difficulté car si .. 
pour une distribution de courants J, nous prenons une répartition de dipôles 

magnétiques équivalents m, nous aurons V qui obéira dans tout l'espace à 
l'équation: 

I1V = V.m (2.9) 

Or même si les courants sont confinés dans Qit les distributions équivalentes ID 
ne le sont pas forcément d'où V n'est plus obligatoirement une fonction harmo­

nique dans Qe. 

§On démontre, [DURAND2], que nous pouvons avoir une densité m équiva-
~ 4 . . 

lente à J qui est définie dans le même espace Qi que J si l'ensemble Qi est une 

réunion d'ensembles simplement connexes (un ensemble est simplement con­

nexe si il n'est pas troué). Dans ce cas, V vérifie à l'extérieur de Qi l'équation de 
Laplace. 

Résolution de l'équation de Laplace 

De nombreux mathématiciens et physiciens ont étudié l'ensemble des solutions 
de cette équation. Nous allons utiliser quelques uns de leurs résultats. 

Dans le cas où Qe est l'espace tout entier, la solution de l'équation de Laplace est 

V(P) = a.OP + b en tout point P, ce qui correspond à un champ magnétique cons­
tant. a et b dépendent alors des conditions à l'infini. Si nous supposons aucune 
source à l'infini, le champ magnétique est nul. 

Si le volume Qi n'est pas vide, la solution V dépend des conditions aux limites à 

l'infini et sur la surface L [EUVRARD]. Ainsi, si nous fixons le potentiel sur L, et 
si nous assurons l'absence de sources à l'infini, nous pouvons déterminer le po-

tentiel en tout point de l'espace Qe où l'équation de Laplace est vérifiée. 

Alors qu'au début de ce chapitre, nous faisions dépendre le champ magnétique 
de deux distributions volumiques de champs vectoriels, nous voyons qu'il est 
réductible au gradient d'un champ scalaire qui est entièrement déterminé par sa 

valeur sur la surface de séparation entre Qe et Qi notée L. Nous sommes donc 
passés d'une densité volumique d'une grandeur à 5 composantes, à la densité 
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surfacique d'une grandeur scalaire. 

Nous allons voir que nous pouvons encore réduire le nombre de paramètres in­
dépendants. 

2.2- Modélisation par harmoniques sphériques 

2.2.a- Définition 

Un des développement de l'équation de Laplace est intéressant [DURAND1]. 
Dans certaines classes de référentiel, l'équation de Laplace est à variables sépara­
bles. C'est à dire que nous avons un repère (tridimensionnel forcément) déter-

miné par les trois paramètres (r,8,q:» où le potentiel s'exprime sous la forme: 

(2.10) 

Le repère sphérique fait partie de cette classe. Contentons nous d'y exprimer la 
forme générale du potentiel scalaire issu de sources magnétiques localisées près 
de l'origine. 

Le principe général est de partir de la formule du potentiel scalaire et de faire un 
développement limité de l'inverse de la distance. Le détail de la démonstration 
se trouve dans l'annexe B.l.a. 

Tous calculs faits, nous obtenons: 

en notant Y rflles harmoniques sphériques définis par: 

f Y2cos(mq:» 
(n-m)' yg- (8,q:» = ~ . Pn (COS8)\ 1 
(n+m)! 

Y2sin(mq:» 

si m>O 

si m=O 

si m<O 

\ 
f 

(B.9) 

(B.6) 

~ Les fonctions Pnm sont des fonctions spéciales connues sous le nom de fonc­
tions de Legendre de première espèce [ROBIN]. La terminologie des termes n et 
m varie selon les auteurs. [ABRAMOWITZ] appelle n, le degré de la fonction et 
m, l'ordre. Nous suivrons ces indications. 
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2.2.b- Précision sur les notations utilisées pour les harmoniques sphériques 

Il existe dans la littérature plusieurs définitions des harmoniques sphériques et 
il nous paraît important de préciser et de justifier le choix que nous avons fait. 

La définition la plus universellement utilisée est: 

2n+ 1 (n-m)! P~ (cos8)eimp 
4:rr (n+m)! (2.11) 

Tout d'abord, l'utilisation des nombres complexes permet de garder l'expression 
très compacte en ne différenciant pas les expressions suivant le signe de m. Mais 
comme la solution finale (le potentiel scalaire) est réelle, cela impose que les 
coefficients des termes conjugués soient eux mêmes conjugués. Pour éviter cette 
contrainte, nous avons exprimé les harmoniques en termes réels, tout en intro­
duisant le coefficient .f2 pour conserver la norme. 

Plus intéressante est l'introduction du coefficient: 

Ce coefficient permet aux harmoniques sphériques de définir une base ortho­
normée des fonctions définies sur la surface d'une sphère de rayon unité. C'est à 
dire que nous avons: 

f { y 'Ir (8 )V 'fi,' (8' ')d'" ô 50-

) 
n ,<)) 1 n ,<)) .... = nn'Umm' 

MEL: (2.12) 

Cependant, dans ce cas, l'expression du développement limité de l'inverse de la 
distance est moins naturelle, puisque (en utilisant les notations du chapitre 
B.1.a) : 

(2.13) 

Nous retrouverions donc ce coefficient dans l'expression du potentiel scalaire en 
fonction de la densité d'aimantation dipolaire, ce qui ne nous paraît pas oppor­
tun. 

La définition que nous utilisons a été introduite par Adolf Schmidt et est sou­
vent utilisée par les géophysiciens [ROBIN]. 
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2.2.c- Zone de validité de la formule 

Avant de manipuler cette formule, précisons sa zone de validité. Tout d'abord 
elle n'est valable que si V est une fonction harmonique, c'est à d~:.~~ ext~Eieur> 

des sources>~~~~~~~i<Lu~~.s:>~an~Qe-
'- -~-- --~-~ ~~-

Mais cela ne suffit pas. Il faut aussi que la série soit convergente. Nous pouvons 
voir (annexe B.l.a) que cette série provient du développement limité de l'ex-

pression de 1/ d et qu'elle n'est convergente qu'à l'expresse condition que r soit 

strictement supérieure à ro. 

Figure 2.1 : Sphère à l'extérieur de laquelle le développement est valide 

Cette expression n'aura donc un sens au point P que si tous les points M sont 
plus proches de l'origine que le point P. C'est à dire que cette expression est con­
vergente pour tout point P à J'extérieur d'une sphère de centre l'origine et englo­
bant toutes les sources. 

2.3- Intérêt de la modélisation 

2.3.a- Découplage de la source et de la mesure 

Par rapport au but fixé, nous voyons tout de suite l'intérêt d'une telle représen­
tation. En effet, à partir de l'expression du potentiel scalaire, par une simple déri-

vation, nous avons l'expression du champ magnétique en tout point de Qe et 
par une dérivation de plus, nous avons l'expression du gradient du champ ma­
gnétique. 

Or les expressions du champ et du gradient prennent bien entendu la même for-
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me c'est à dire une somme sur un double indice n, m. 

De plus, chaque élément de cette somme est le produit de deux termes: 

1 yg-(8,<p) 
4nrn+1 

qui ne dépend que de la géométrie du système et en particulier de la position du 
point où calculer le potentiel scalaire magnétique. 

(2.14) 

qui ne dépend que ~es~~r~<:téristiques magnétiques de la source. 

Ce découplage de la mesure et de la source magnétique est très important. En ef­
fet, supposons que nous ayons des capteurs de champ et de gradient magnéti­
ques. Ces capteurs mesureront soit le champ magnétique, donc une expression 
du type: 

00 _ n_ 

B(P) = - IJ-o l L ann ~d-Lyg-(8,<p)) 
4n n=l m=n l-'\rn+l (2.15) 

ou éventuellement, une combinaison linéaire des composantes de ce vecteur, 
soit le gradient du champ magnétique, c'est à dire une ou plusieurs composantes 
de la matrice : 

(2.16) 

Dans les deux cas, nous avons une combinaison linéaire d'un ensemble de va­
leurs caractéristiques de l'état magnétique de l'objet (les coefficients anm) c'est à 

dire des termes qui sont fonction des inconnues cherchées. Malgré leur forme 
qui peut être assez compliquée, les facteurs multiplicatifs ne dépendent que de la 
géométrie du système et des conditions de mesure, c'est à dire de données sup­
posées connues du problème. 

Quel est le bilan de cette opération? 

Au départ, nous avions des mesures (le champ et le gradient en quelques points) 
dont nous ne savions trop quoi faire, et une infinité d'inconnues (l'état magné­
tique du système) que nous ne savions pas trop calculer. 

Nous avons introduit les coefficients arm qui doivent être considérés comme des 
variables intermédiaires, qui sont toujours inconnues mais qui possèdent vis à 
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vis de notre problème de remarquables propriétés. 

Premièrement, ils sont intrinsèques à l'objet et au repère considéré, c'est à dire 
qu'ils sont indépendants de la mesure. Si par une mesure donnée supposée par­
faite, on obtient un ensemble de valeurs pour les anm, une mesure faite dans 
d'autres conditions doit donner les mêmes valeurs si elles sont exprimées dans 
le même repère et si l'état magnétique de l'objet n'a pas changé. 

Ensuite la dépendance entre d'une part, les champs et les gradients et d'autre 
part, les composantes arm est linéaire. Il est donc très simple de calculer ces coef­
ficients par rapport à la mesure (une fois le problème de la sous-détermination 
résolue ... ). 

Nous avons aussi d'autres propriétés bien sympathiques. 

2.3.b- Amortissement en fonction de la distance 

Exprimons V en fonction des coefficients arm : 

00 00 

V(P) =..L 2: 2: arm ....Ll:y~(e,<p) 
4Jt n=l rn-----n rn+ (2.17) 

Si nous étudions les dépendances des termes en fonction de la distance à l'origi­
ne du point P, nous observons pour chaque indice n, une dépendance des ter-

mes du potentiel en 1/rn+1. Cette propriété a des conséquences très importantes 

pour appréhender l'observabilité des sources magnétiques par la mesure de l'in­
duction. 

Essayons de quantifier un peu cette propriété en supposant un objet localisé dans 
un zone sphérique près de l'origine et dans un état magnétique donné. 

Nous aurons 3 termes du potentiel qui s'amortissent en 1/r2 (les termes dipolai­

res pour n= 1 et m allant de -1 à 1), 5 termes qui s'amortissent en 11 r3 (les termes 

quadrupolaires) et 2n+ 1 termes qui s'amortissent en 1/rn+1. 

Pour r tendant vers l'infini, seuls les termes dipolaires sont non négligeables. Le 
champ très lointain ne dépend donc au plus que de trois paramètres indépen­
dants et nous retrouvons le champ créé par un dipôle centré (Les magnéticiens 
savent qu'à l'infini, toute masse magnétique localisée est équivalente à un dipô-

le). Si nous nous approchons de l'anomalie, les termes en 1/r3 deviennent non 

négligeables et nous devons intégrer 5 termes supplémentaires (les termes qua­
drupolaires) qui viennent s'ajouter aux termes dipolaires. Ainsi de suite, plus 
nous nous approchons de la zone aimantée, plus nous devons prendre en 
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compte des termes supplémentaires du développement pour avoir une bonne 
approximation du champ. 

Nous pouvons tirer là une conclusion essentielle pour notre travail. 

Si nous avons une ou plusieurs anomalies et si nous plaçons des capteurs ma­
gnétiques à une distance donnée de ces sources, les capteurs ayant une précision 
finie, nous ne pourrons observer sur ceux-ci qu'un nombre limité des paramè­
tres arm (disons ceux correspondant à n::;;no). Cependant, ils seront suffisants 
pour caractériser le champ magnétique en tout point situé à une distance égale 
ou supérieure aux capteurs magnétiques avec une précision au moins équiva­
lente à la mesure. Réciproquement, avec des capteurs à cette distance, nous sa­
vons que nous ne pourrons pas remonter aux autres termes correspondant à 
n>no et donc estimer le champ très proche avec une bonne précision. 

La figure suivante montre, à l'échelle, le nombre de paramètres indépendants 
nécessaires pour caractériser le champ d'une distribution de sources a peu près 
homogène dans une sphère (ce qui correspond, nous allons le voir, à un ensem­
ble de coefficient arm de même ordre de grandeur). 

8 paramètres 
(n=2) 

15 paramètre 
(n=3) 

Figure 2.2 : Nombre de paramètres nécessaires pour expliquer 
95% du champ en fonction de la distance 

2.3.c- Otthogonalité des différents termes 

Il existe un avantage supplémentaire à la représentation des anomalies magnéti­
ques par des harmoniques sphériques. C'est l'indépendance des coefficients har­
moniques. 
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Exprimons le potentiel magnétique créé par chaque harmonique sphérique sur 
la surface L de la sphère Qi. 

(2.18) 

Nous montrons dans l'annexe B.1.b que ces termes peuvent définir une base or­
thogonale du potentiel et donc des champs magnétiques de Qe, le produit scalai-

re associé étant l'intégrale sur L des produits des potentiels. 

Dans un chapitre ultérieur, nous trouverons une base encore plus intéressante. 

2.3.d- Représentation des hannoniques sphériques 

Pour fixer les idées, nous avons représenté dans la figure 2.3 les potentiels Vrm 
sur la surface d'une sphère de rayon unité pour quelques uns des harmoniques. 

Comme nous venons de le voir, ils correspondent aux fonctions YnI11(9,q:» à un 
coefficient multiplicatif près. 

& Comme sur toutes les représentations isovaleures sur un objet tridimension­
nel de ce rapport, les valeurs sont normalisées par rapport à leur maximum. Les 
zones en rouge correspondent aux grandeurs positives et les zones en bleu cor­
respondent aux grandeurs négatives. Le maillage, représenté en bas de la figure 
et utilisé uniquement pour le tracé, reste assez grossier d'où le caractère irrégu­
lier de certaines figures. 

I§)Les valeurs rn positives se déduisent des valeurs négatives par une rotation 
d'un quart de tour autour de l'axe z. 

2.4- Ordre de grandeur des coefficients d'aimantation 

Les valeurs respectives des termes arm dépendent fortement de l'hété-rogénéïté 
des sources magnétiques, et par là-même sont difficiles à évaluer. 

Si on se donne une distribution donnée quelconque de coefficients anrn, nous 
pouvons toujours trouver une répartition de sources qui correspond à ces va­
leurs. Cependant ces sources n'auront pas nécessairement une répartition physi­
que, ni même une énergie finie. 

Pour donner une idée des valeurs que peuvent avoir ces coefficients, nous pou­
vons soit nous reporter à l'expérience, soit voir ce qui se passe dans quelques cas 
simples. 
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Harmonique n = 1 
m=-l 

Harmonique n = 2 
m=-2 

Harmonique n = 1 
m=O 

Harmonique n = 2 
m =-1 

2- Harmoniques sphériques 

Harmonique n = 1 
m=1 

Harmonique n = 2 
m=O 

Harmonique n = 5 
m=3 

Figure 2.3 : Représentations des premiers harmoniques sphériques. 
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2.4.a- Induction dans une sphère ferromagnétique homogène 

Dans le cas d'un champ induit dans une sphère magnétique homogène, les ter­
mes dipolaires sont faciles à calculer. Par contre tous les termes de degré supé­
rieur sont nuls si le développement est fait à partir du centre de la sphère. 

l-1r-l 
alm=~rr 

~r+2 
arm = 0 si n>l (2.19) 

H est le champ inducteur dans la direction correspondant au coefficient dipo­m 

laire a1m, c'est à dire avec les conventions prises pour le repère: 

H-I = -Hy 
HO=Hz 
Hl = -Hx 

2.4.b- Dipôle isolé dans une sphère 

(2.20) 

Nous pouvons aussi calculer les coefficients correspondant à une source dipolai-
-0> 

re isolée d'aimantation M située dans une sphère. 

Le calcul, assez long, est reportée dans l'annexe B.l.c. 

Il donne les résultats suivants: 

- dans le cas d'un dipôle isolé de composantes aléatoires situé sur la surface 
d'une sphère de rayon ro, si M est l'espérance du module de l'aimantation du di-
pôle, l'écart-type des composantes arrn est: 

(B.33) 

- en prenant les mêmes notations, si le dipôle est situé à l'intérieur de la sphère 
de rayon rO. 

Ga = rB-1MV n 
rm 2n+l (B.34b) 

& Bien entendu, on suppose les densités des paramètres aléatoires uniformes. 

Nous voyons que le développement en harmoniques sphériques d'un dipôle 
isolé va dépendre de la distance de ce dipôle au point du développement. Plus le 
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dipôle est loin de l'origine, plus les termes de degré élevé sont importants. 

La démonstration de ce résultat permet d'obtenir une relation intermédiaire qui 
est remarquable (voir l'annexe) : 

(B.30) 

C'est à dire que la somme des carrés des contributions correspondant à un degré 
donné ne dépend que de la distance entre le dipôle et l'origine du développe­
ment et de l'orientation relative de l'aimantation par rapport à l'axe origine-di-
pôle. Il ne dépend pas directement des angles e et cp. 

Par ailleurs, en faisant le calcul direct, on peut démontrer que tous les termes 
arun sont des variables aléatoires indépendantes, mais qui ont une même varian-
ce pour un degré n donné. 

2.4.<:- Cas général 

A cause de la méconnaissance des aimantations internes, il est difficile d'estimer 
la décroissance des coefficients dans le cas général. Une masse importante à très 
forte perméabilité va se rapprocher du cas de la sphère fortement aimantée 
(décroissa.nce rapide des arun pour n croissant) car la densité d'aimantation va 
être très homogène. En revanche, un ensemble de pièces d'aimantations oppo­
sées va diminuer l'intensité relative des termes dipolaires vis à vis des coeffi­
cients de degré plus élevé. 

Dans le cas du moteur Baudouin, nous avons représenté figure 2.4 les valeurs 
des coefficients des harmoniques sphériques pour les sept fichiers que nous 
avons sélectionnés. 

Nous avons aussi représenté par les valeurs + ou -0, l'écart-type qui est obtenu 
en appliquant la formule (B.34b) à une sphère approximant au mieux le moteur 
(rayon de Om 90 et aimantation dipolaire de 100 Am2). 

Nous voyons que les ordres de grandeurs des valeurs calculées par la formule 
(B.34b) sont approximativement bons (au moins pour les trois premiers degrés). 
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Harmoniques sphériques 
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Figure 2A : Valeurs des coefficients harmoniques pmU' les 7 mesures sélectionnées 
(unité Am2 pour les termes dipolaires) 

[8] 17 

1±131 

[QI 33 

IQ] 79 

@]89 

[Y] 99 

~ 154 

-±o 

LD.Si, sur le graphique, l'unités utilisée pour les trois termes dipolaires est Am2, 
elle est Am3 pour les termes quadrupolaires, et Am4 pour les termes octupolai­
res. 

2.5- Limites de la représentation en harmoniques sphériques 

2.5.a- Rappel rapide des avantages de la représentation 

Cette modélisation a été recherchée dans le but d'obtenir une description des 
sources magnétiques qui soit parfaitement adaptée à la mesure que nous pou­
vons en faire. 

Or nous avons acquis par cette représentation un certain nombre de propriétés: 

Indépendance à la mesure 

Les paramètres anm sont intrinsèques à l'état magnétique du système et ne dé­
pendent pas des conditions de mesures. Nous pouvons donc comparer deux ré­
sultats entre eux même si les conditions de mesures sont modifiées. 
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Amortissement en fonction de la distance 

L'effet à une distance donnée des différents termes est décroissant avec le degré 
n. Si entre l'objet et les capteurs de mesure il existe une certaine distance mini­
male, nous pouvons nous arrêter dans le développement limité à un indice no 
donné qui dépendra de la précision souhaitée. Nous pourrons alors ne retenir 
que les no(no+2) premiers termes pour décrire l'état magnétique à une distance 
supérieure ou égale à celle des capteurs. Réciproquement, tous les termes de de­
gré supérieur à no sont inaccessibles à la mesure (pour une précision donnée des 
capteurs). 

Linéarité des dépendances 

L'expression du potentiel, mais aussi celles du champ et du gradient du champ 
magnétique sont linéaires en fonction des paramètres magnétiques anm. Cela fa­
cilite grandement leur inversion. 

Orthogonalité des fonctions 

Nous avons pu définir un produit scalaire des potentiels V (à l'extérieur d'une 
sphère englobant les sources) et nous avons vu que les coefficients d'aimanta­
tion étaient les composantes du potentiel dans une base orthogonale pour ce 
produit scalaire. 

Ordre de grandeur des anm 

Dans un cas simple (dipôle unique décentré), nous avons calculé les ordres de 
grandeurs des coefficients d'aimantation anm. Nous avons pu voir qu'ils étaient 
approximativement calculables et significatifs du décentrement des sources par 
rapport à l'origine. 

2.5.b- Découplage du problème physique 

Pour définir cette représentation, nous n'avons utilisé que les propriétés mathé­
matiques des champs magnétiques et en particulier l'harmonicité du potentiel 
scalaire. 

A aucun moment nous n'avons introduit le comportement des anomalies ou 
leur géométrie, à l'exception du fait qu'il existe une sphère de rayon fini conte­
nant toutes les sources. 

Nous avons vu dans le chapitre précédent que l'inclusion d'informations sur les 
sources provenant du problème direct est très utile pour rendre la mesure in-
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versible. Mais dans notre cas, nous ne voyons pas comment procéder car il n'est 
pas apparu de relation simple entre les propriétés physiques de la pièce et les 
coefficients. Nous avons tout au plus été capable d'appréhender quels pouvaient 
être les ordres de grandeurs des coefficients. 

Réciproquement, si la mesure donne un ensemble de coefficients anm, nous ne 
saurons pas les interpréter. Seuls les 3 termes correspondant à n=1 sont identi­
fiés aux termes dipolaires de la source, lesquels ont un sens physique immédiat. 

2.5.c- Dimension des <lnm 

Un point sur lequel nous n'avons pas insisté pour l'instant est le fait que tous les 
anmne s'expriment pas dans les mêmes unités. 

La séparation entre les coefficients arm et y~ était arbitraire et elle a été faite à la 

fois pour garantir des ordres de grandeurs similaires pour les paramètres quand 
m varie et pour identifier les premiers termes aux aimantations dipolaires des 
pièces. Les termes suivants correspondent aux différents moments (au sens ma­
thématique du terme) des aimantations (c'est à dire les quadrupôles, les octupô­
les, etc. .. ). Cependant si les termes alm s'expriment en Am2, les termes a2m s'ex-

priment en Am3, les termes a3m en Am4, etc. .. 

Ceci ne serait pas gênant si ce n'est que les ordres de grandeurs relatifs des coeffi­
cients vont dépendre de l'unité choisie ou de l'échelle du problème. Ainsi si on 
exprime les dimensions du problème dans une unité 1000 fois plus petite (en 
millimètres par exemple), les coefficients a2m vont être 1000 fois plus grand, les 

coefficients a3rn 106 fois plus grands, les coefficients ~rn 109 fois plus grand, alors 
que ni les valeurs de l'induction magnétique, ni les valeurs des sources ne se­
ront changées. Quand on n'y prend garde, ceci peut être à l'origine d'instabilités 
numériques. 

Pour s'affranchir de cette difficulté, nous pourrions faire un changement de va­
riable et chercher non plus les coefficients arm mais, par exemple, les coefficients 

ronanm qui s'expriment dans la même unité. Cependant, dans certains cas, le ter­
me ra n'est pas facile à définir, et l'indépendance entre les sources et la modélisa­
tion disparaît. 

2.5.d- Géométrie des sources 

Nous avons vu que plus nous étions loins de la sphère englobant toutes les 
sources, moins nous avions besoin de termes pour définir le champ magnétique 
en un point donné. 

Pour simplifier, prenons le cas d'un dipôle isolé dans Qi. 
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Nous avons vu que les ordres de grandeur des coefficients anm étaient: 

am "'" rfflMv-n-
2n+1 (B.34b) 

Nous pouvons alors en déduire les ordres de grandeur sur le potentiel des ter­
mes d'ordre n, que nous noterons V n en supposant les différents termes anm in­
dépendants (le calcul rigoureux est présenté dans le chapitre 7) : 

(2.21) 

Ainsi la dépendance entre la contribution des termes de degré 1 et les termes 
suivants est essentiellement fonction du rapport entre r et ro. 

Si par exemple, nous souhaitons caractériser le champ lointain d'une source 
avec nc voies de mesures, nous allons placer les capteurs dans une zone où nous 
saurons que les nc premiers termes sont non négligeables et que tous les autres 
termes le sont. Nous en déduirons une distance d minimale entre la sphère et 
les positions des capteurs. 

Si par contre l'objet est très allongé, nous serons obligé de prendre une sphère 
dont le rayon est lié à la plus grande dimension de la pièce alors que nous sen­
tons confusément que nous pourrions approcher plus près les capteurs. 

Cela est dû au fait que toute une zone à l'intérieur de la sphère mais à l'extérieur 
de l'objet est vide de source, alors que la modélisation ne fait pas cette hypothèse 
et suppose pour le signal des capteurs, un plus grand nombre de degrés de liberté 
que réellement présent. 

La première solution est de découper l'objet et de définir plusieurs sphères pour 
séparer les zones où les sources sont présentes des zones réservées aux capteurs. 
La théorie des harmoniques sphériques est parfaitement linéaire, et il est tout à 
fait valide de découper ainsi l'espace des sources. 

Cela pose quand même quelques problèmes car ce découpage est arbitraire et 
nous perdons le fait que les harmoniques sont intrinsèques aux anomalies. De 
plus nous perdons l'unicité du développement, certaines sources se trouvant 
dans plusieurs petites sphères en même temps. Ce dernier point peut altérer for­
tement l'inversion du système. 

La seconde méthode serait de trouver un développement dont la convergence 
ne sc fait plus en fonction de la distance à l'origine (d'où des zones sphériques 
"d'iso-degré de libertés") mais par rapport à une expression qui tienne plus 
compte de la forme de l'objet. 
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Cas d'une source de di­
mension sphérique 

Problème dans le cas 
d'une source allongée 

bt~[[jill~f[1.1 

Zone interdite aux capteurs 

Source magnétique 

Solution 1 

Solution 2 

Figure 2.5 : Géométries possibles pour une anomalie non sphérique 

2.6- Extension aux ellipsoïdes 

Tout le développement des harmoniques sphériques que nous avons fait dans le 
cas d'une sphère peut être reproduit dans le cas d'un ellipsoïde de révolution al­
longé ou aplati. Nous allons présenter les résultats des deux cas (les bases sont 
présentées dans [DURAND1], [DURAND2] et [ROBIN]). 

2.6.a- Ellipsoïdes de révolution allongés 

Dans un des paragraphes précédents, nous avons fait l'hypothèse que l'équation 
de Laplace était à variables séparables quand elle était exprimée dans un repère 
sphérique. Nous pouvons faire la même hypothèse dans un repère ellipsoïdal: 

soit le repère suivant correspondant à un ellipsoïde allongé. Un point M a dans 
ce repère les coordonnées : ---~-

x = c shp sin8 cos<p 

y = c shp sin8 sin<p 
z = c chp cos8 

avec c la focale de l'ellipsoïde. 
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x 

y 
Hyperbole El = este 

z 

Ellipse p = este 

Figure 2.6 : Repère ellipsoïdal 

Dans ce cas toute solution de !1 V = 0 s'exprime sous la forme [DURAND1] : 

V = VI (p) V2(8) V3(CP) avec 
V 1 Cp) = Am Pg-(chp)+Bm Qg"(chp) 

V 2(8) = Cm Fg-(cos8)+DmQg"(cos8) 

V 3(ep) = E~osmcp+FrrSinmcp 

avec Anm, Bnm, Cnm, Drun, Em et Fm des constantes arbitraires. 

(2.22) 

I!§I Le symbole Qg" définit une autre famille de fonctions de Legendre, celle de se­

conde espèce. 

Comme pour le repère sphérique, si les sources magnétiques sont localisées et si 

l'origine du repère est dans Qi, nous pouvons toujours exploiter la condition UV 

tend à l'infini vers 0 au moins aussi rapidement que 1 Id'. 

Comme r = c chp quand r->= (en notant c la focale de l'ellipsoïde) et comme: 

rtIT ch _ -1 rr(n+m)! 1 _ -1 rr(n+m)! cn +1 
'<Il ( p) - ( ) (2 1)" ( \n+ 1 - ( ) (2 1)' , n+ 1 n+ .. chpl n+ .. r 

(I!§I La notation (2n+ 1)!! symbolise le produit (2n+ 1)(2n-1)(2n-3)(2n-5) ... ) 
quand r->= et : 

(2.23) 
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~chp) = (_1)m(2n-l)!! (chpf= (_1)m(2n-l)!! ~ 
(n-m)! (n-m)! cn 

(2.24) 

nous pouvons affirmer que Anm=O et BOm=O. 

De même, quelque soit S, le potentiel reste fini d'où Dnm=O. 

Sans restreindre la généralité, nous pouvons avoir l'ensemble des solutions 
sous la forme: 

<Xl n 

" " ( J cos(mqJ) si ~O ~) V (p,S,q» = ~ m~ Arm@chp)~cOSS1 sin(mq» si m<O J 
(2.25) 

-+ 

Nous pouvons aussi calculer le champ R, en prenant le gradient de cette expres-
SIOn. 

x 

z 
Figure 2.7: Ellipsoïde allongé (harmonique n = 5, m = 3) 

Pour jouir des mêmes propriétés de normalisation entre les harmoniques sphé­
riques et les harmoniques ellipsoïdales, ainsi que pour assurer la continuité du 
développement quand l'ellipsoïde tend vers une sphère, nous exprimerons le 
développement sous la forme: 

00 

V(P) =-.L 2 i arm (-1)mc2n+l)!!@chp)Y~e,q» 
41tn=1 m=fl cn+1 (n+m)! (2.26) 

Nous avons sensiblement les mêmes propriétés que le développement dans un 
repère sphérique. Par contre, nous perdons quand même la propriété d'orthogo­
nalité sur la surface du modèle. 
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Comme pour la sphère nous pouvons représenter (figure 2.7) le potentiel sur la 

surface de l'ellipsoïde (& nous avons tourné les axes par rapport à la sphère). 

2.6.b- Ellipsoïdes de révolution aplatis 

Le raisonnement peut aussi s'étendre au cas d'un repère ellipsoïdal associé à un 
ellipsoïde de révolution aplati. La démarche est exactement la même: 

Les coordonnées d'un point dans ce repère s'exprime par: 

x = c chp sine cos<p 

y = c chp sine sin<p 

z = c shp cose 

avec c la focale de l'ellipsoïde. 

Toute solution de tJ, V = 0 s'exprime sous la forme [DURANDl] : 

V = Vl(p)V2(e)V3(<p) avec 

V l(p) = Am PiiOshp)+Bm <fn(ishp) 

V2(8) = Cm-~cos8)+DmQ;~cos8) 

V 3(<P) = Errcosm<p+Frrsinm<p 

(A. 11) 

(2.27) 

et Anm, Bnm, Cnm, Dnm, Em et Fm des constantes arbitraires (i dans ishp, est le 

nombre complexe tel que i2=-l). 

Figure 2.8 : Ellipsoïde aplati (harmonique n = 5, m = 3) 

ldflltificatùm de l'état 1/Iagnétique d'lin systè/1U' ferroll/agllétique Il partir dt' mesllres du champ proche 



2- Harmoniques sphériques 

Nous pouvons raisonner au niveau des harmoniques sphériques en termes de 
coefficients réels ou complexes. Jusqu'à présent, comme le potentiel scalaire est 
réel, nous utilisions la notation en réel. Seulement dans ce cas particulier, nous 

noterons ~(ishp) parce que cela évite de traîner des (_1)f(n,m) dont l'expression 

analytique de fO est lourde. 

En fait ~(ishp) est soit imaginaire pur, soit réel pur. Si nous avons un réel pur, 

on garde son expression, sinon nous divisons par i (ce qui évite d'avoir un coef­
ficient multiplicateur imaginaire pour retrouver un potentiel scalaire réel). 

Les mêmes conditions de continuité que précédemment nous amènent à l'ex­
pression normalisée: 

v =; ~ a (-1)E(Ï)+m+\2n+ 1)!! t>lllfish )YIIl[8 ) 
L, L, Ill1 n+l( )! \.Ln~ P n~ ,cp 
n=l m=n C n+m. (2.28) 

où EO correspond à la partie entière de la valeur et ~(ishp) est interprété com­

me mentionné. 

Figure 2.9: Moteur entouré par l'ellipsoïde de modélisation 
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2.6.c- Application au moteur Baudouin 

Cette formulation s'adapte particulièrement bien à la pièce que nous avons sé­
lectionnée, qui de par sa forme oblongue s'insère facilement à l'intérieur d'un 
ellipsoïde allongé. Pour s'en persuader, nous avons représenté le schéma du 
moteur dans l'ellipsoïde choisi (figure 2.9). 

La silhouette de cet ellipsoïde a aussi été dessinée sur la figure 1.6. Les dimen­
sions du demi grand axe et des deux demi petits axes sont respectivement 1,3 m 
et 0,835 m. Ces dimensions sont à comparer avec la longueur hors tout du mo­
teur (1,95 m de long, 1,10 m de large et 1,15 m de haut sans prendre en compte 
l'échangeur eau 1 eau). 

Malgré le fait que nous n'ayons pas englobé l'échangeur (qui n'est pas magnéti­
que) dans l'ellipsoïde, nous pouvons nous apercevoir que son encombrement 
est nettement supérieur à celui du moteur (de 30 à 50% de plus sur chaque di­
mension et un facteur 3 pour le volume). La figure 1.6 montre aussi très bien 
que l'ellipsoïde est plus proche des lignes de capteurs que le moteur augmentant 
par là le nombre de paramètres à identifier par rapport à ce qu'on aurait pu espé­
rer. 

~ Si l'échangeur avait été magnétique, la meilleure solution aurait été de rajou­
ter un autre ellipsoïde allongé qui englobe seulement l'échangeur. 

A titre d'exemple, nous présentons figure 2.10, les valeurs identifiées pour les 
harmoniques ellipsoïdaux dans le cas du fichier 0017 (Induit longitudinal). 
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Figure 2.10: Harmoniques ellipsoïdaux correspondant au fichier 0017 
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2- Harmoniques sphériques 

Si nous comparons avec les harmoniques sur la sphère, nous pouvons nous 
apercevoir que les coefficients sont du même ordre de grandeur. 

Tout aussi intéressant, nous pouvons représenter les valeurs identifiées sous la 
forme d'un potentiel sur la surface de l'ellipsoïde (figure 2.11). Nous pouvons 
du premier coup d'œil reconnaître une aimantation principale selon X. Les irré­
gularités (écart entre un ellipsoïde uniformément aimanté et le moteur) sont ce­
pendant délicates à interpréter, même si une tendance est que le potentiel aug­
mente aux points du modèle proches du moteur. 
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Figure 2.11 : Potentiel identifié sur la surface de l'ellipsoïde 

pour le fichier 0017 et position des sondes ayant servies à l'identification 
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3- Intégrales surfaciques 69 

3.- Intégrales surfaciques 

3.1- Alternative aux fonctions harmoniques 

3.1.a- Passage à une résolution numérique 

Les référentiels dans lesquels l'équation de Laplace est à variables séparables et 
qui conduisent à des solutions analytiques sous forme de fonctions harmoni­
ques sont rares. [DURANDl] en cite Il : 

-coordonnées cartésiennes 
-coordonnées cylindriques 
-coordonnées du cylindre à base elliptique 
-coordonnées du cylindre à base parabolique 
-coordonnées sphériques 
-coordonnées de l'ellipsoïde allongé 
-coordonnées de l'ellipsoïde aplati 
-coordonnées du paraboloïde 
-coordonnées ellipsoïdales 
-coordonnées paraboliques 
-coordonnées coniques 

Cependant, toujours d'après [DURAND1], il existe au moins 40 systèmes de co­
ordonnées où l'équation de Laplace admet des solutions du type: 

Les solutions dans ces systèmes référentiels restent complexes et d'intérêt très 
ponctuel. 

Les sphères étaient une forme pratique quant à la simplicité des calculs et la dé­
pendance explicite entre l'effet des harmoniques et la distance. Seulement, une 
géométrie sphérique n'a qu'un paramètre de forme, son rayon. Nous n'avons 
alors aucune souplesse pour faire épouser au mieux une sphère à nos objets. 
Nous avons étendu nos calculs aux ellipsoïdes de révolution qui sont des volu­
mes plus souples puisque nous avons à notre disposition deux paramètres de 
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70 3- Intégrales surfaciques 

forme pour ajuster ces figures aux anomalies : le rayon et la focale (nous avons 
aussi une liberté pour définir la direction de l'axe de révolution). 

Nous pourrions alors être tenté d'utiliser des harmoniques issus des parallélépi­
pèdes (repère cartésien) qui ajouteraient une dimension supplémentaire en pas­
sant à trois paramètres (longueur, largeur et hauteur), mais ce type de géométrie 
n'est guère attractif. 

D'abord, nous continuerons à être limité au niveau de la souplesse pour adapter 
la forme de la représentation à celle de l'objet étudié. Le progrès n'est que faible. 
De plus les harmoniques "naturels" définis sur un parallélépipède n'ont pas des 
propriétés aussi intéressantes que ceux définis sur les ellipsoïdes de révolution. 
En particulier, nous retrouvons des expressions sous forme d'un produit de co­
ordonnées en l/xn+l, l/yn+l et l/zn+l qui peuvent être réordonnés en termes en 

l/rn+l mais pas de manière simple. Nous introduirions, comme précédemment, 
3 termes dipolaires mais 6 termes quadrupolaires sont candidats "naturels" ainsi 
que 9 termes octupolaires alors que seuls respectivement 5 et 7 termes sont indé­
pendants. 

Ne pouvant trouver une grande amélioration, nous avons préféré changer de 
direction (mais pour un temps seulement, nous retrouverons très rapidement 
les harmoniques). 

Une grande contrainte, qui restait implicite dans les paragraphes précédents, 
était de trouver une décomposition qui soit analytique. Nous allons faire tomber 
cette barrière et entrer dans le domaine du numérique, a priori seul capable de 
pouvoir manipuler une géométrie quelconque. 

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que nous pouvions définir dans 
l'espace vectoriel des champs magnétiques de Qe, créés par des sources de Qi, un 

produit scalaire qui ne tenait compte que du potentiel sur la surface L. 

(3.1) 

Nous pouvons en conclure que V dans Qe est entièrement déterminé par sa va­

leur sur L. C'est à dire, qu'au même titre que les sources de Qi peuvent être iden­
tifiées par un ensemble de coefficients correspondant aux harmoniques sphéri­
ques, elles peuvent aussi être identifiées au potentiel scalaire sur une surface L 

entourant Qi. 

N'est ce pas un retour en arrière puisque nous repassons d'une représentation 
par un nombre fini de valeurs à une représentation par un nombre infini d'or­
dre deux? Nous allons voir que non. 
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3.l.b- Importance des conditions aux limites 

Chercher le potentiel dans Qe connaissant celui-ci sur l: et avec l'hypothèse que 

toutes les sources sont dans Qi, peut se résumer à la résolution de l'équation de 

Laplace dans Qe avec des conditions aux limites particulières. 

Fixer le potentiel sur l: revient à imposer une condition aux limites dite de Diri­
chlet. Cependant le confinement des sources dans Qi implique une condition 

plus complexe à l'infini (l'autre frontière de Qe) : le potentiel doit s'amortir au 

moins comme 1/r2. 

Toujours en laissant les mêmes conditions aux limites à l'infini, nous pouvons 
trouver d'autres conditions sur l: qui permettent de définir une fonction har­
monique dans Qe. Elles peuvent varier à l'infini, mais une notion permet de li­
miter fortement le nombre des types de conditions aux limites utilisables. 

Le mathématicien Hadamard a défini la notion de problème bien posé. 

Un tel problème doit avoir trois propriétés [EUVRARD] : 
-il doit exister au moins une solution. 
-la solution doit être unique. 
-la solution doit dépendre continûment des conditions aux limites. 

Quand ces trois critères sont vérifiés, nous pouvons garantir que pour une con­
dition donnée sur la surface l: (qui correspond généralement à la distribution 
d'une certaine grandeur) est associée une fonction harmonique unique dans Qe 

et réciproquement, pour toutes les solutions régulières de l'équation de Laplace, 
il existe une répartition "quasi-unique" de la grandeur surfacique qui accepte cet­
te solution. 

"Quasi-unique" car elle n'est unique que sous des conditions de continuité des 
valeurs prises sur la frontière l:. Si seule la valeur en un point de l: change, la 
solution V trouvée sera identique. 

Sous certaines ~_Il~_i~_Il_s de régularité, nous avons donc des relations bijectives 
entre les potentiels scalaires magnétiques dans Qe et les valeurs prises par la 

grandeur sur la frontière L. La donnée de l'un implique celle de l'autre. 
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3.2- Les représentations surfaciques 

3.2.<1.- L'équation de Green 

Nous avons vu que la donnée d'une grandeur sur la frontière L peut suffir à ca­
ractériser le champ en tout point de Qe. Nous avons aussi vu que cette grandeur 
peut être le potentiel scalaire sur la frontière (Dirichlet). Ce n'est pas la seule pos­
sibilité. 

Reprenons la description géométrique précédente et reposons l'équation de La­
place : 

fl V(P) = 0 (3.2) 

Nous avons alors V(P) qui vérifie la troisième formule de Green ([EUVRARD], 

[DURAND1] ou annexe A.4) (n est la normale extérieur de L) : 

Si PEL 

V(P) \ = li! (V(M/(t) _ éN(M) 1) dL 
l V (P) f 4:rr an an r 
2 MEL 

(3.3) 

Ces deux équations relient les valeurs du potentiel scalaire surfacique entre elles 

et les relient aussi au potentiel scalaire dans Qe. 

..... 
Comme par définition, nous avons une relation entre l'induction B et le poten-
tiel V : 

(A.53) 

nous en déduisons que: 

(3.4) 

De l'équation de Green, nous remarquons alors que nous avons une équation 
intégrale qui lie V et Bn sur L. Ces deux grandeurs ne sont donc pas indépendan­
tes et nous pouvons calculer l'une des grandeurs à partir de la connaissance de 

l'autre sur L. 

Cette condition montre aussi que le fait de poser comme c~~~~uxJLmi~ 
la valeur de la grandeur et de la dérivée sur une même portion de frontière L 

"-' - - ~- ---- --~_.- -
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(problème de Cauchy) n'est pas un problème bien posé. En effet, l'équation de 
Green correspond à une équation de compatibilité entre le potentiel et sa dérivée 

sur L. Si les deux grandeurs ne sont pas compatibles, il n'y a pas de solution pos­
sible. Si les deux grandeurs sont compatibles, le problème n'est bien posé que si 
elles sont données sur toutes les frontières . 

.&. La relation entre l'induction et le potentiel scalaire, sous la forme présentée 
ici, n'est valide avec les coefficients choisis que dans le système MKSA rationali­
sé. Ce choix correspond à l'usage, et les équations du magnétisme dans ce systè­
me sont rappelées en annexe A. Pour les conventions, la lecture de la référence 
[LOPEZ] peut être utile. 

3.2.b- Grandeurs sudaciques utilisables 

Présentons quelques grandeurs définies sur la frontière L et qui sont substitua­
bles au potentiel scalaire sur la surface tout en garantissant un problème bien 
posé. 

Masses magnétiques (potentiel de simple couche) 

Par analogie avec le champ électrostatique où une densité de charges électriques 

sur une surface L crée un potentiel et un champ électrostatique dans l'espace Qe, 

nous pouvons définir de façon similaire une densité de charges magnétiques 
(appelés "masses magnétiques" ou "monopôles" et notés m). Pour respecter les 
propriétés supplémentaires du champ magnétique par rapport au champ électri­
que, à savoir que le flux à travers une surface fermée est toujours nul (ce qui se 
traduit mathématiquement par la nullité de la divergence de l'induction ma­
gnétique), nous devons respecter une contrainte supplémentaire sur la distribu­
tion de monopôles : 

ffi m(M) dQ = 0 
MEQj 

(3.5) 

Nous pouvons alors supposer de même une distribution surfacique de mono­

pôles sur L, toujours avec la contrainte: 

ff m(M) dL =0 
}M8: 

(3.5b) 

Résoudre l'équation de Laplace compatible avec une distribution de monopôles 

sur la surface L est alors un problème bien posé: il y a bijectivité entre les masses 
magnétiques vérifiant la contrainte et les inductions magnétiques possibles dans 
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La relation entre le potentiel scalaire en un point P de Qe et la distribution de 
monopôles est particulièrement simple : 

V(P) =..LJ [ m~M) dL 
4n )M8: 

(A.57) 

avec r : distance entre les points M et P. 

Mathématiquement, une grandeur telle que m s'appelle un potentiel de simple 
couche. 

g§JLes monopôles magnétiques n'ont aucune signification physique, mais ils 
sont assez souvent utilisés en modélisation magnétique car le champ généré par 
des pièces de forme simple et uniformément aimantées est souvent équivalent à 
une distribution très simple de monopôles sur la surface (nous en verrons un 
exemple). 

Dipôles normaux à la surface (potentiel de double couche) 

De la même façon que l'on peut définir une distribution de monopôles, nous 
pouvons aussi définir une distribution de dipôles. On peut caractériser le poten-

tiel magnétique dans Qe par une distribution surfacique de dipôles normaux à la 

surface L. Nous la noterons Ln' 

Cette grandeur s'appelle un potentiel de double couche. Il n'y a pas de contrainte 
spécifique sur cette distribution. 

Nous avons la relation liant la distribution et le potentiel scalaire: 

V(P) = lJ { Ln(M)cos (8) dL 
4n JM8: r2 

(A.55) 

avec r : distance entre les points M et P et 8 : l'angle entre la normale tournée 

vers l'extérieur il au point M et le vecteur MF. 

Contrairement aux monopôles, cette représentation n'est pas biunivoque: si on 

suppose Ln constant la formule devient: 
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V(P) == 'Ln J. ( cos (0) dL 
4n )M8: r2 

(3.6) 

C'est à dire que le potentiel en P est proportionnel à l'angle solide de la surface L 

vue du point P. Comme la surface L est fermée et le point P est à l'extérieur, cet 
angle solide est toujours nul. D'où la distribution de dipôles normaux n'est défi­
ni qu'à une constante près. 

Un moyen simple de rendre le problème biunivoque est d'astreindre la distribu­
tion à une jauge, c'est à dire à ne retenir que les solutions vérifiant: 

Jl 'Ln(M) dL == 0 

M8: 

Courants surfaciques 

(3.7) 

Pour mémoire, nous pouvons aussi caractériser le potentiel magnétique dans Qe 

par une distribution de courants électriques surfaciques sur L. Nous les noterons .. 

Cette distribution n'apporte probablement aucun avantage numérique, puisque 
c'est une grandeur bidimensionnelle. Pour être physiquement réaliste, elle doit 
obéir à des contraintes dont une divergence nulle (divergence définie dans les 
coordonnées surfaciques). 

divdil == 0 (3.8) 

L'expression entre l'induction magnétique et ces courants est plus directe que 
celle entre le potentiel et les courants. 

(3.9) 

Induction magnétique normale à la surface (condition de Neumann) 

L'induction magnétique normale à la surface peut caractériser le potentiel scalai­
re magnétique. La formule de passage de Bn(M) à V(P) est assez délicate: il faut 
utiliser les fonctions de Green. 
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D'abord le champ magnétique normal sur la surface doit, comme pour les mas­
ses magnétiques, respecter une contrainte de cohérence pour avoir un sens phy­
sique : le flux du champ magnétique sur une surface fermée étant nul, il doit vé­
rifier la condition: 

aV 
Bn = -[.ta::--

(nous rappelons que on ) 

(3.10) 

Pour passer d'une distribution d'induction magnétique normale à une surface 
fermée à l'induction en tout point de la pièce, il faut procéder en deux étapes: 

- d'abord calculer le potentiel scalaire compatible avec la distribution d'induction 
normale en résolvant l'équation de Green sur la surface: 

.1 V(P) = lf! (V(M) a(i-) -aV(M) ;) dL 
2 4n an an 

M8: 
(3.3a) 

- puis calculer le potentiel en tout point P en réutilisant l'équation de Green, cet­
te fois ci sur le domaine extérieur. 

V(P) = lf! (V(M)a(t) - aV(M) .1) dL 
4n an an r 

M8: 
(3.3b) 

Potentiel scalaire (condition de Dirichlet) 

Enfin, bien évidemment, le potentiel sur L permet de caractériser le potentiel en 

tout point de Q. C'est le problème de Dirichlet. L'expression de V(P) en fonction 
de VL(M) se trouve aussi en calculant, à l'aide de l'équation de Green sur la sur­

face, la quantité duale (c'est à dire ici le champ magnétique normal à la surface) 

et en réutilisant après l'équation de Green dans Qe. 

Tout comme les dipôles normaux, le potentiel scalaire est défini à une constante 
près : nous pouvons alors prendre une contrainte de jauge pour rétablir 
l'unicité. 
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3.Z.e- Equivalence masse/induction normale et dipôle normal/potentiel 

Dans les grandeurs exposées ci-dessus, nous avons pu observer une grande simi­
litude entre, d'une part, les masses magnétiques et les inductions normales sur 
la surface et d'autre part, les potentiels sur la surface et les dipôles normaux. 

La première similitude se trouve dans les contraintes de représentation. Nous 
avons la même condition d'existence entre les masses et les inductions, à savoir, 
l'intégrale de la grandeur sur la surface est nulle. 

ff a~~M) dL = fl m(M) dL = 0 

MEr MEr 
(3.11) 

De même, le potentiel et la répartition de dipôles normaux sont définis à une 
constante près. 

Si nous détaillons l'équation de Green donnant le potentiel scalaire dans ne en 

fonction du champ et du potentiel sur L, nous avons la formule suivante: 

V(P) = lf! (V(M) a({:-) _ aV(M) 1) dL 
4n an an r 

MEr 

cc qui donne en reprenant les notations de l'annexe A : 

V(Pl = f LI (-V(M):~ + a~~M) +I 

= f L~ -V(M)~ +f LI ù~)~M) GdI 

= f LE> [-V(M)~ + fLJ~~]GdI 

(3.3b) 

(3.12) 

Parallèlement si on a sur la surface L, une distribution de masse magnétique m 
et une distribution de dipôles normaux '(n, le potentiel dans ne est: 
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V(P) = f LE}; [-,(M)~ + f LE}; [- m(M) 1 G dL 

(3.13) 

Nous avons donc la même formule entre le potentiel surfacique et la densité de 
dipôles d'une part et la densité de monopôles et le champ normal à la surface 
d'autre part. Mais ils ne sont pas identiques. 

A partir d'une induction et d'un potentiel surfacique, nous pouvons immédia­
tement considérer une distribution de dipôles et de monopôles qui font dans Qe 

le même effet, en reprenant pour les monopôles les valeurs de l'induction nor­
male et pour les dipôles la valeur du potentiel. Mais nous ne pouvons pas à 
contrario, à partir d'une distribution de monopôles et de dipôles, les considérer 
comme le potentiel et l'induction sur la surface. Nous avons vu, en effet, qu'il 
existe une relation de compatibilité entre eux qui doit être vérifiée. 

De plus, si les deux distributions font effectivement le même champ dans Qe, ils 

ne le font pas dans Qi. En particulier, à partir des équations de Green, nous voy­
ons qu'une distribution de dipôles et de mono pôles qui vérifient la relation de 
compatibilité sur la surface L, génère un champ nul dans Qi. 

(a) 

(c) (d) 

Figrue 3.1 : Répartition surlacique équivalente à une aimantation homogène dans un cylindre 
(a) : densité d'aimantation constante 

(b) : répartition linéaire de dipôles normaux sur la surface 
(c) : densité de masses magnétiques constante et opposée sur 2 faces 

(d) : solénoïde de courants surfaciques 
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3.3- Application d'une telle représentation 

3.3.a- Choix de la grandeur surtacique 

Nous pouvons maintenant nous demander si parmi les grandeurs surfaciques 
que nous venons de présenter, il y en a une qui est préférable aux autres? 

La réponse n'est pas simple, car elle dépend de plusieurs paramètres. On peut en 
citer quelques uns: 

- interprétation physique de la grandeur sélectionnée. 
- robustesse numérique des résolutions d'équations. 
- charge de calcul. 
- facilité de trouver des fonctions supports de la base. 

Nous pouvons cependant déjà donner quelques éléments de réponse: 

-sont les plus interprétables, les grandeurs directement mesurables en physique. 
Seule 1'induction normale à la surface a une existence réelle et est directement 
mesurable dans toutes les configurations. Les dipôles normaux et les courants 
surfaciques pourraient avoir cette existence, mais dans notre cas, ils restent vir­
tuels: le champ observé serait identique à un champ créé par la présence de ces 
grandeurs. Les potentiels et les monopôles sont aussi virtuels et ne sont pas me­
surables : ils ne peuvent être interprétés que par analogie (avec l'électrostatique 
par exemple). 

-la robustesse des expressions ne peut être estimée que par une analyse détaillée 
des équations et par des simulations. On peut seulement dire, par exemple, que 
le calcul des masses magnétiques ne sera pas très robuste. En effet, si on dévelop­
pe l'expression du potentiel en fonction de la distance à partir d'un point de ré-

férence a à l'intérieur de Qi, nous obtenons une expression du type: 

V(P) = ~ tfl m(M)dL +l f (fl Xi m(M)dL)+l .. ) 
~\ ME:! r 2 j = 1 ME:! r3 

(3.14) 

Le premier terme, correspondant à la somme des masses sur la surface L, doit 
être nul. 

Or, si par impreClslOn numérique, il n'est pas rigoureusement nul, l'erreur va 
s'amortir avec l'inverse de la distance, c'est à dire beaucoup moins vite que le 
vrai potentiel. Il en résulte une difficulté dans le calcul des champs lointains. 

-en ce qui concerne la charge de calcul, c'est l'expression des masses magnétiques 
qui est la plus simple, suivie de près par l'expression des dipôles normaux. Les 
courants surfaciques sont plutôt complexes à manipuler compte tenu de leurs 
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valeurs vectorielles et du nombre trop important de paramètres (mais non indé­
pendants). Les expressions du champ et du potentiel surfacique nécessitent la ré­
solution de l'équation de Green, ce qui ajoute en complexité. 

-la recherche du support de la base, c'est à dire des fonctions approximantes qui 
permettront de définir numériquement la grandeur, est légèrement plus facile 
dans le cas des dipôles normaux que dans le cas des masses magnétiques. Dans 
les cas les plus courants qui nous concernent (un objet ferromagnétique de per­
méabilité forte), la répartition de dipôles normaux équivalente est continue sur 
la surface mais la répartition de masses magnétiques ne l'est pas sur les angles 
vifs de la coque. Le traitement des discontinuités sur les arêtes ajoute une diffi­
culté numérique qui peut devenir gênante. 

A titre d'exemple, nous avons tracé figure 3.2 les répartitions de dipôles nor­
maux et de masses magnétiques correspondant à une densité volumique d'ai­
mantation constante et longitudinale sur un volume correspondant approxima­
tivement au moteur Baudouin. 

Sur cet exemple, justement, nous n'avons pas doublé les noeuds du maillage 
(non représenté) utilisés dans le calcul des monopôles au niveau des arêtes, ce 
qui explique que sur chaque face plane la densité de monopôle n'est pas rigou­
reusement constante. 

Figure 3.2 : Densité surfacique de dipôle nonnaux (a) et de masses magnétiques (b) 
correspondant à une densité d'aimantation homogène du volume (selon X) 

(valeurs nonnalisées) 

De ce rapide tour d'horizon, il apparaît que la grandeur la plus favorable à mani­
puler est le dipôle normal à la surface auquel on ajoute la jauge "somme des di­
pôles sur la surface nulle" pour assurer la bijectivité et pour stabiliser le système. 
Mais cela ne nous dispensera pas de manipuler les fonctions de Green si on sou­
haite récupérer des états magnétiques provenant de codes de calculs. Ceux-ci 
donnent en effet souvent leurs résultats sous forme de champs et de potentiels 
qu'il faudra convertir dans la grandeur que nous avons choisie. 
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3.3.b- Discrétisation de la grandeur surfadque 

Maintenant que nous avons choisi la grandeur surfacique qui va caractériser 
tous les champs dans l'espace, il faut continuer à simplifier notre problème en 
définissant une ou plusieurs coques surfaciques contenant toutes les sources 
magnétiques. De plus, comme il est probable que nous ne pourrons pas donner 
une expression analytique de la fonction de répartition des dipôles magnétiques, 
il faut choisir une discrétisation de cette fonction (c'est à dire une base de fonc­
tions qui servira à une interpolation de la distribution). 

Même si nous ne faisons pas d'équation d'équilibre dans le matériau, cette repré­
sentation est très proche des méthodes d'intégrales de frontière. Nous pouvons 
donc faire le même type de représentation et utiliser les mêmes fonctions que 
celles employées couramment dans les grands codes de calculs. 

Choix de la surface 

Les surfaces choisies pour faire l'identification doivent avoir une propriété es­
sentielle, à savoir B!L~-XQ.~!~~ __ Le~~.<?~E_~~~_,I!l_élgr.!~~~q:t:'~~~<i5l!':'~DL.~tre._e.nglQ!J~es .. , 
dans cet ensemble de surfaces. Une autre propriété, non cruciale mais qui condi­
tionne de beaucoup l'efficacité en permettant de réduire la base des champs ad­
missibles, est d'avoir des surfaces englobant le volume, les plus petites possibles. 
Cependant, contrairement aux méthodes des éléments finis ou des intégrales de 
frontière, la surface n'a pas besoin d'être ajustée avec une frontière physique 
tant que l'on n'établit pas d'équation d'équilibre. 

Figure 33: Coque définie autour du moteur 

Une description de surface simple et universellement utilisée est l'emploi d'un 

ou plusieurs polyèdres irréguliers pour entourer les sources. Chaque surface 2: 
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fermée est un ensemble de facettes triangulaires. Sur chaque facette est défini un 
ensemble de fonctions qui serviront de fonctions d'interpolation. 

Comme pour les ellipsoïdes, nous représentons dans la figure 3.3 la surface choi­
sie pour notre moteur test (la silhouette de cette surface est aussi représentée fi­
gure 1.5). Là aussi, nous n'avons pas intégré l'échangeur eau/ eau dans la coque, 
cependant cette fois ci cela n'aurait posé aucun problème. 

Il faut aussi remarquer la simplicité du modèle ainsi que l'espace gagné par rap­
port à l'ellipsoïde. 

Figure 3.4 : Exemple de maillages utilisés 

Choix des fonctions d'interpolation 

Certaines classes de fonctions sont couramment utilisées comme fonctions 
d'interpolation pour une valeur surfacique : les polynômes bidimensionnels de 
degré donné k. Ce degré est un élément important qui conditionne la précision 
de l'interpolation et le nombre d'inconnues nécessaires pour identifier la fonc­
tion d'interpolation. 

En éléments finis, les bases utilisées sont les bases polynomiales complètes de 
degré k (avec k=l ou 2 en général). 

Si k=O, nous avons l'ensemble des fonctions constantes (base à 1 degré de liber­
té). 
Si k=l, nous avons l'ensemble des fonctions linéaires (3 dimensions puisque de 
la forme u = a+bx+cy) 
Si k=2, nous avons l'ensemble des fonctions quadratiques (6 dimensions de la 
forme u = a +bx +cy +dx2 +exy +fy2). 

Dans le cas général, la base complète des polynômes de degré inférieur ou égal à 
ka (k+l)(k+2)h dimensions. 

La figure 3.5 montre l'allure de ces fonctions dans le cas d'éléments linéiques 
(monodimensionnels). 
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degré 0 degré 1 
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Figure 3.5 : Exemple de base polynomiale sur une maille mono dimensionnelle 

En règle générale, les numériciens prennent un sous-ensemble de ces bases qui 
garantit la continuité des fonctions d'interpolation entre les différentes mailles. 

Pour ce faire, ils définissent ainsi les fonctions de base: 

soit un triangle T ayant les points A,B et C pour sommets auquel on associe un 
système de coordonnées triangulaires. 

l!§Iun point M du triangle a pour coordonnées a, b et c tel que: 

aMA + bMB + cMC=O et 
a+b+c=1 (3.15) 

On définit alors une base des polynômes de degré inférieur ou égal à k par 
l'ensemble des (k+ 1)(k+2)j2 fondions suivantes: 

Soit M un point de coordonnées a, b, c [ZIENKIEWICZ] : 
Plmn (M) = lf(a)l~ (b)l~(c) 

avec l, m, n, 3 entiers positifs tels que l+m+n = k. 
ljk(x) est une fonction d'interpolation de Lagrange, définie par: 

ll«x) J x - f)( x - t)( x - t)··· (x - if-) 
1 - (~ _~)(~ _~)(~ _ ~) ••• (~ -ii}) (3.16) 

lOk(x) = 1 
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c 

B 

Figure 3.6 : Fonction 102( a) 

Ces fonctions ont la propriété de valoir 1 sur un des nœuds régulièrement ré­
partis de la maille et de s'annuler sur les autres. Le coefficient correspondant à 
l'interpolation de la fonction Pmm est alors la valeur de la fonction à interpoler 
sur le seul nœud non nul de Pmm. La condition de continuité mentionnée tout à 
l'heure correspond donc à forcer sur chaque nœud du bord de la maille une va­
leur unique qu'il partagera sur toutes les mailles auxquelles il appartient. 

Par contre cette condition ne serait pas à garder sur les arêtes vives dans le cas 
d'une représentation par masses magnétiques. 

3.4- Précision de l'interpolation de la grandeur 

3.4.a- Intérêt du calcul de précision d'interpolation 

Avec les harmoniques sphériques, nous avions une propriété très intéressante 
de décroissance des paramètres avec des puissances croissantes de la distance, 
quand on augmente la profondeur du développement. 

Il serait peut-être utile d'avoir une telle propriété dans le cas d'une modélisation 
sur cette surface maillée. Cela permettrait d'optimiser les calculs et le nombre de 
paramètres indépendants en fonction non seulement de la distance entre les 
pièces et les points de calculs mais aussi de la précision souhaitée. 

Plus nous serons loin des facettes, moins il sera utile de mailler finement et 
moins il sera nécessaire d'aller profond dans l'interpolation des fonctions. Ainsi 
une pièce dont nous ne cherchons la valeur du champ qu'à l'infini serait modé­
lisable par un maillage polyèdrique extrêmement simple, comme par exemple 
un tétraèdre avec juste un paramètre par face. Nous pouvons d'ailleurs remar­
quer qu'une telle modélisation comporte 4 paramètres, ce qui avec la condition 
de la somme des masses magnétiques ou des dipôles normaux nuls sur la surfa­
ce, donne 3 degrés de liberté correspondant aux trois composantes de 
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l'aimantation du dipôle équivalent à l'infini. 

Si la pièce est de grande taille, nous pouvons de même moduler la précision de 
chaque facette en fonction de la distance facette/ capteur. Il serait inutile de mail­
ler plus finement. Cette souplesse existe dans les maille urs des éléments finis, 
mais est impossible avec une modélisation en harmoniques sphériques. 

I§]Les intégrales de frontière ne bénéficient pas de ces avantages car elles font in­
teragir entre elles les différents points de la pièce et les distances en jeu sont des 
dimensions internes à l'objet modélisé. Pour une précision donnée des équili­
bres, ce sont les formes qui doivent être respectées avec une certaine précision, 
indépendante de la distance à laquelle nous calculerons postérieurement le 
champ. Le maillage doit alors conserver sa finesse et les calculs sont alourdis. En 
effet [EUVRARD] montre que l'ordre d'interpolation des géométries (c'est à dire 
la discrétisation des volumes) doit être supérieur à l'ordre d'interpolation des 
grandeurs surfaciques. Or, il n'est pas trivial d'approximer des surfaces quelcon­
ques par mieux que des facettes planes. Ainsi, dans ce cas, il est illusoire d'utili­
ser des fonctions d'interpolations plus raffinées que des fonctions constantes par 
morceaux. 

3.4.b- Précision de l'interpolation sur la surface 

Essayons de déterminer la précision de l'interpolation en fonction du degré k du 
polynôme et de la dimension des mailles. Cela permettra par la suite de choisir 
les fonctions d'interpolation et la taille des mailles. 

D'après [DAUTRA Y] ou [EUVRARD], nous avons une propriété intéressante de 
ces polynômes: 

Si u est la fonction exacte à interpoler, 
si v est le polynôme interpolant (base complète de degré k), 
si r est une dimension liée à la dimension maximale de l'élément fini, par 
exemple, le diamètre du plus petit cercle entourant l'élément, 

si la fonction u est bornée et à dérivées bornées jusqu'à l'ordre k+ 1, 
alors 

3CE~ / lu - vj sC rk+11u1 

Nous pouvons ainsi borner l'erreur d'interpolation sur la surface. 

(3.17) 

Nous pouvons aussi exprimer l'incertitude sur le champ, à une certaine distan­
ce d de l'élément: 

Soit Vu le potentiel scalaire généré par la distribution de dipôles normaux u 
réels, 
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soit Vv le potentiel scalaire généré par la distribution de dipôles normaux v, in­
terpolée, 

comme l'équation de Laplace est linéaire, V 1.1 V v est un potentiel qui est généré 
par la distribution de dipôles normaux u-v, il obéit donc à l'équation de Laplace, 
et c'est aussi une fonction décroissante avec la distance en au moins 1/ d2. 

Le problème du choix du maillage est d'avoir suffisamment peu de degrés de li­
berté pour ne pas compliquer les calculs (et ne pas rendre le problème trop peu 
inversible), mais suffisamment pour rendre compte de toutes les inductions 
possibles et mesurables. 

Par ailleurs, dans l'annexe B2, nous démontrons la loi d'évolution de l'erreur 
sur le potentiel scalaire, en fonction de l'ordre des fonctions d'interpolation de la 
grandeur surfacique. Nous avons fait le calcul dans le cas où la grandeur modé­
lisée est la répartition de masses magnétiques car les calculs sont plus simples. 

Nous démontrons alors que si nous interpolons la densité de masses magnéti­
ques par une base complète de polynômes de degré k, l'erreur sur le potentiel 
calculé à une distance d décroît comme 1/ dk+ 1. 

3.4.c- Compromis entre la finesse du maillage et la profondeur d'interpolation 

Nous venons de voir que si nous augmentons l'ordre des polynômes 
d'interpolation, nous avons une amélioration de la précision de la modélisation 
pour une distance donnée. Montrons maintenant que nous avons de même une 
amélioration de la précision quand nous diminuons la taille du maillage. 

Nous venons de voir que la précision de la fonction d'interpolation sur la mail­
le était telle que: 

(3.17) 

avec r une valeur caractéristique de la dimension de la maille. Nous pouvons 
prendre, comme dans la démonstration, le rayon du plus petit cercle entourant 
le triangle, par exemple. 

Pour la norme de la fonction u, nous utiliserons la norme des espaces de Sobo­
lev [DAUTRA Y]. 

(3.18) 
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Soit LÎJ un sous-maillage en n éléments de la maille L, telle que: 

soit Ui la restriction de la répartition de masse magnétique sur la sous-maille LÎJ 

soit Vi l'interpolation de la fonction Ui sur la sous-maille Li, 
alors: 

(3.19) 

Or les normes de Sobolev sont additives sur une réunion d'ensembles d'inter­
sections nulles deux à deux. D'où si on note C, le maximum des Ci et r' le maxi-

mum des ri, alors (3.19) devient: 

(3.20) 

que nous devons comparer à : 

(3.21) 

Nous avons donc augmenté la précision minimum, puisque r' sera inférieure à 
f, mais nous avons aussi augmenté le nombre d'inconnues. 

Pour étudier le compromis "degré d'interpolation des fonctions de base / finesse 
du maillage" en conservant le nombre d'inconnues, nous allons quantifier cette 
valeur de r' dans le cas particulier de triangles équilatéraux réguliers (figure 3.7). 

Figure 3.7: Maillage régulier d'une surface plane 

Soit un triangle équilatéral de côté de longueur a. Ce triangle est inscrit dans le 
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cercle de rayon r = a/,f3. Nous pouvons y modéliser une grandeur surfacique de 

deux manières qui possèdent le même nombre d'inconnues: 

- soit nous le subdivisons en k2 sous triangles équilatéraux de côté de longueur 

a/k (et donc de rayon du cercle entourant a/k,(3) et nous interpolons sur ce ré­

seau par des fonctions polynomiales linéaires. En tenant compte des conditions 
de continuité entre les mailles, nous avons un total de k2/2 inconnues et un ré-

sidu de norme inférieure à C(f /k)21 u 1 dont l'effet à la distance d s'ammortit en 

(r /kd)2 (convergent pour d>r /k). 

- soit nous utilisons une fonction d'interpolation de degré k. Celà demande aussi 
k2/2 inconnues (avec les mêmes conditions de continuité), et nous avons un ré-

sidu de norme inférieure à C'rk+1 1 u 1 dont l'effet à la distance d s'ammortit en 

(r / d)k+ 1 (convergent pour d>r). 

Nous pouvons schématiser la précision en fonction du degré d'interpolation des 
fonctions de bases par la figure 3.8. 
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Figure 3.8 : Précision de la modélisation en fonction du degré d'interpolation (en légende) 
et de la distance relative 

Il est plus intéressant d'avoir de grands degrés d'interpolation pour les grandes 
distances et des faibles degrés à courte distance. La plus grande simplicité de cal­
cul des bases de degré faible pèse en fait très lourd dans le choix de cette alternati­
ve. 

Il est aussi utile de comparer une discrétisation comme celle présentée et une 
décomposition en harmoniques sphériques. Cependant le calcul rigoureux est 
très délicat compte tenu du fait que la description géométrique est différente: les 
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harmoniques sphériques s'appliquent surtout sur des ellipsoïdes de révolutions, 
alors que les bases présentées se dessinent autour de polyèdres (éventuellement 
irréguliers). 

Ce que l'on peut en dire est que la décomposition en harmoniques sphériques 
est un peu un passage à la limite sur une facette (devenue courbe) et un degré 
d'interpolation infini. Il se comporte donc beaucoup mieux à grande distance et 
moins bien à courte distance. 

3.5- Avantages et inconvénients d'un maillage surfacique 

Comme nous l'avons fait pour les harmoniques sphériques, nous allons cher­
cher à cerner les avantages et les inconvénients d'une modélisation par une 
grandeur sur une surface entourant les anomalies magnétiques. 

3.5.a - Diversité des géométries 

Tout d'abord, une forte limitation des harmoniques sphériques disparaît parce 
que nous ne sommes plus limités à des espaces ellipsoïdaux de révolution. Tou­
te surface fermée convient (tant qu'elle n'est pas trouée). La souplesse est aussi 
augmentée par la liberté de choix que permet le maillage. Nous pouvons aug­
menter l'ordre des polynômes pour améliorer la précision à grande distance ou 
diminuer la taille des mailles pour augmenter la précision à faible distance. Mais 
mieux encore, nous pouvons adapter la taille de chaque maille à la distance en­
tre la maille et les points de mesure. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que 
nous n'atteindrons ni la précision à grande distance des harmoniques, ni le fai­
ble nombre de degré de liberté pour une modélisation à grande distance. 

Dans le cas du moteur Baudouin, nous avons pu voir le gain que nous avons 
dans la réduction du volume du modèle et de la distance entre le modèle et 
l'anomalie. 

3.5.b- Interprétation des grandeurs 

Un autre avantage se trouve être de pouvoir choisir une grandeur physique qui 
soit plus facilement interprétable que les harmoniques. Avec un peu 
d'expérience, l'analyse des dipôles normaux ou des masses magnétiques identi­
fiées, doit permettre de connaître dans certain cas la position ou la répartition 
des sources réelles plus facilement qu'avec les harmoniques. En revanche, la co­
que devient plus spécifique à la source et on perd la généricité de la représenta­
tion. Bien que ce ne soit pas obligatoire, nous serons tentés de définir une surfa-

ce L différente pour chaque pièce à mesurer, pour optimiser la distance des cap­
teurs. 
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Tout le reste du document est consacré à l'identification des grandeurs surfaci­
ques, en particulier dans le cas du moteur Baudouin. Cependant, il nous semble 
opportun de présenter par anticipation les résultats obtenus, pour illustrer ce 
chapitre et montrer à quoi peuvent ressembler ces répartitions équivalentes 
dans un cas réel. 

Pour les fichiers sélectionnés au chapitre l, nous avons présenté figure 3.9, les 
densités de dipôles normaux identifiées sur le moteur Baudouin, ainsi que les 
positions relatives de quelques uns des points de mesures utilisés (nous revien­
drons sur ce point). 

Sur cette figure, il est très facile de voir les aimantations générales du moteur et 
de reconnaître par exemple, si l'aimantation est verticale, longitudinale ou 
transversale, ainsi que le sens de l'aimantation. 

En comparant par exemple le fichier 0017 avec la figure 3.2, on s'aperçoit à quel 
point l'aimantation induite longitudinale est proche d'une densité d'aimanta­
tion volumique et homogène. 

Parmi les caractéristiques communes, nous pouvons aussi remarquer que les ai­
mantations induites sont plus régulières (peu de termes d'ordre élevé) que les 
aimantions permanentes. 

De même, nous pouvons nous apercevoir (ce qui est quasiment impossible avec 
un développement en harmoniques sphériques ou ellipsoïdaux) que sur toutes 
les mesures, la densité de dipôles est relativement plus importante au niveau de 
\' échangeur eau/ eau que dans le reste du modèle. Une explication possible est 
que malgré les apparences (test au contact avec un aimant), il existe quelques 
sources internes dans l'échangeur que nous avons ignorées. 

Enfin, l'identification de l'aimantation permanente transversale (fichier 0099) 
montre deux curiosités. 

Tout d'abord la répartition d'aimantation est fortement décentrée vers le dessus 
du moteur (nous pouvons par exemple comparer avec l'aimantation induite 
transversale). Une analyse un peu plus poussée, nous a montré que les injec­
teurs qui sont des petits tuyaux placés transversalement sur le dessus du moteur 
(voir figure 1.1), étaient situés très près des boucles de courants qui nous ont per­
mis d'aimanter le moteur. Ils se seraient alors fortement aimantés comparative­
ment au moteur, pour lequel cette direction n'est pas une direction préférentiel­
le d'aimantation. 

Ensuite, nous pouvons voir une inversion des signes des dipôles normaux sur 
le bas du moteur. Il s'agit d'un artefact de l'identification sur lequel nous revien­
drons au chapitre suivant. 
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Fichier 0031 

Induit vertical 

Fichier 0033 

Fichier 0017 

Induit longitudinal 

.' 

Fichier 0089 

Permanent vertical 

f 

Fichier 0099 
Permanent transversal 

Fichier 0079 

Permanent longitudinal 

Fichier 0154 
Permanent vertical 

Figure 3.9: Identification des états magnétiques du moteur Baudouin 
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3.5.c- Lourdeur et imprécision des calculs numériques 

Si les formules permettant le calcul du potentiel et du champ, à partir d'une ré­
partition de dipôles ou de masses, sont plus simples que les formules des har­
moniques sphériques, leur calcul ne peut se faire que de manière numérique, ce 
qui entraîne à la fois des opérations plus longues et un résultat moins préds. Gé­
néralement, nous utilisons une intégration par la méthode de Gauss avec un or­
dre dépendant de la distance entre la maille et le point de calcul, pour calculer 
l'effet de la grandeur surfadque. 

3.5.d- Lourdeur de la description géométrique 

Il faut définir et décrire numériquement la surface L. La liberté plus grande a son 
contrepoint qui est de saisir informatiquement cette géométrie. La description de 
la surface L puis le maillage de celle-ci sont des opérations longues et complexes 
qui nécessitent l'utilisation d'outils lourds tels qu'un mailleur. Cependant, 
comme nous l'avons présenté dans le paragraphe précédent, le mailleur peut 
rester sommaire et ne créer que des mailles de taille inférieure aux limites don­
nées par la fidélité de reconstitution du champ en un point donné. 

Il est à remarquer d'ailleurs qu'il est inutile et même coûteux, de saisir des dé­
tails de la géométrie qui seraient plus petits que la taille optimale des mailles. 

3.6.e- Représentation locale 

La représentation de la grandeur magnétique est une représentation locale. Cette 
propriété est à la fois un avantage et un inconvénient. L'avantage tient du fait 
gue, comme mentionné précédemment, l'interprétation physique des résultats 
d'une identification s'en trouve facilitée. Par contre, le calcul est beaucoup plus 
sensible à la position des points de mesure qui servent à l'identification. Ce pro­
blème va être exposé dans le chapitre suivant. 
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4 .. - Amélioration de la base 

4.1- Recherche d'une représentation globale de l'état magné­
tique 

4.1.a- Représentation globale conrre représentation locale 

Le but de notre problème est, rappelons le, de résoudre un problème inverse. Or 
nous avons déjà mentionné à plusieurs reprises que nous nous heurtons à un 
problème sous-dimensionné et donc que pour chaque ensemble de mesures, 
nous devions nous attendre à trouver plusieurs solutions du problème sans 
obligatoirement trouver un critère pour en préférer l'une à l'autre. 

Une grande partie de l'algorithme va donc être de choisir une solution unique 
parmi l'ensemble admissible. 

C'est dans cette optique que nous avons développé une représentation par har­
moniques sphériques. Celle-ci, ordonnant les différentes aimantations en fonc­
tion de leur effet à distance, sépare de manière naturelle, les effets observables de 
l'aimantation des sources, des effets inobservables. 

Dans l'inversion, nous ne chercherons à préciser à l'aide de la mesure que les 
phénomènes observables, les autres termes seront soit ignorés (ils prendront 
alors la valeur 0 par sécurité), soit déduits d'informations extérieures 
(information a priori). 

La représentation par harmoniques sphériques est une représentation que nous 
appellerons "globale", parce qu'une variation d'un des coefficients du dévelop­
pement en harmoniques sphériques, correspondra à un changement de l'état 
magnétique de l'objet entier. Réciproquement, le changement d'aimantation 
d'une petite partie de l'objet étudié se traduira par la modification de tous les ter­
mes du développement. 

Au premier abord, une telle propriété pourrait être considérée comme un in­
convénient puisqu'il ne permet pas un passage intuitif entre une description 
magnétique de l'objet et sa représentation. C'est en fait un avantage et nous al-
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Ions voir pourquoi. 

Nous avons comme hypothèse de départ que nous ne connaissons que très peu 
la structure interne de l'objet à mesurer. Quand nous exploitons le signal donné 
par les capteurs, il n'y a pas de raison particulière à privilégier un point de l'objet 
plutôt qu'un autre, mais par contre il est plus normal de faire contribuer tout 
l'objet de manière répartie. 

4.1.b- Nécessité d'une représentation globale 

Prenons un exemple simpliste qui permet de fixer les idées. Supposons un objet 
bidimensionnel découpé en 12 mailles entouré par exemple de 4 capteurs. 

Figure 4.1 : Schéma de Fidentification d'une anomalie 

Nous poserons notre système sous la forme 

B=fA (4.1) 

avec B un vecteur de 4 éléments si les capteurs sont monoaxes et A un vecteur 
de 11 éléments correspondant aux 11 degrés de liberté du système (nombre de 
nœuds moins une équation car l'intégrale sur la surface de la grandeur surfaCÏ­
que doit rester nulle). 

Quelle base des grandeurs surfaciques va t'on utiliser? 

Le premier réflexe est d'utiliser directement les fonctions d'interpolation de la 
grandeur surfacique. Seulement ces fonctions n'appartiennent pas à l'ensemble 
des solutions recherchées puisqu'elles ne garantissent pas la nullité de la gran­
deur sur la surface du modèle. 

L'approche naïve dans ce cas, est de choisir un nœud parmi les douze, d'identi­
fier sur les onze nœuds restants et de calculer le douzième pour garantir la nul­
lité. Mais pourquoi en particulariser un plutôt qu'un autre? On s'aperçoit déjà 
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par cette condition que la grandeur surfacique n'est pas elle-même locale. 

Même si cette difficulté peut être contournée par un changement de variables, il 
apparaît tout de suite un autre obstacle. 

Sans trop dévoiler les chapitres suivants, nous pouvons dire que l'équation va 
être résolue par moindres carrés, et que la solution va être du type: 

(4.2) 

Cette équation permet de trouver parmi toutes les solutions possibles pour A, 
celle de norme minimale. Or nous nous apercevons, en regardant la figure 4.1, 
que certains nœuds se trouvent plus près des capteurs que d'autres. Comme l'ef­
fet des sources sur le champ est en inverse cube de la distance (dans le cas d'une 
représentation dipolaire), à effet identique, il est du point de vue de la norme de 
la solution, plus "économique" de favoriser les nœuds proches des capteurs que 
les nœuds lointains. 

Ainsi, dans notre exemple, les nœuds l, 4, 7 et 10 sont fortement favorisés par 
rapport aux autres. C'est à dire que la solution est très liée aux emplacements 
choisis pour les capteurs ainsi qu'à la forme du maillage effectué sur la coque. 

4.1.c- Tentatives de solutions 

Nous venons de voir que l'utilisation brutale de la représentation surfacique ris­
que, si on n'y prête attention de favoriser des solutions aux dépens d'autres sans 
raison physique à cela. 

Pondération des nœuds 

Dans les moindres carrés, pour favoriser certaines solutions par rapport à d'au­
tres (ou le contraire), on peut pondérer les équations et par exemple, diminuer 
artificiellement l'amplitude des nœuds en fonction de leur distance aux cap­
teurs. 

Le réglage des coefficients est bien entendu délicat, sans réelle théorie pour les 
déterminer. Il nous paraît plus sûr de se fonder sur des critères physiques pour 
opérer. 

Corrélation entre les nœuds voisins 

En fait, nous refusons une solution qui augmenterait artificiellement les sources 
près des capteurs pour plusieurs raisons. 

Tout d'abord, comme nous l'avons dit, il n'y a pas de motif pour que les sources 
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soient plus près des capteurs (sauf bien entendu, si on possède des informations 
a priori qui nous feraient placer les capteurs près des sources). 

Mais, aussi une telle solution génère en plus des champs observables, des 
champs inobservables non nuls. C'est à dire que nous n'aurons pas les solutions 
les plus régulières du problème, ni les plus stables. 

Pour forcer la régularité de la solution, nous pouvons introduire une corréla­
tion entre les nœuds voisins qui serait fonction de la distance. 

Cette démarche peut paraître alléchante, mais le réglage des coefficients n'est pas 
simple, si on veut être sûr de conserver toutes les solutions observables et d'éli­
miner la plus grande partie des solutions non observables. 

La recherche de ces vecteurs se complique d'autant plus que les fonctions de cor­
rélation recherchées doivent garantir le maintien de la somme de la distribution 
sur la surface nulle. 

Orthonormalisation de la représentation des dipôles normaux 

Nous pouvons enfin nous inspirer du développement en harmoniques sphéri­
ques et donc effectuer un changement de repère de la base de sources surfaciques 
qui soit globale et qui possède le plus grand nombre possible des propriétés des 
harmoniques. 

Parmi les propriétés que nous souhaitons avoir, nous pouvons mentionner: 

- orthonormalisation des fonctions de base : nous cherchons à avoir un ensem­
ble rassemblant des fonctions qui soient le plus possible indépendantes les unes 
des autres et qui correspondent au même "ordre de grandeur" vis à vis des sour­
ces magnétiques pour ne pas favoriser une des fonctions par rapport aux autres 
dans la représentation. 

- une propriété intéressante des harmoniques sphériques est d'avoir un ensem­
ble de fonctions qui constitue facilement un développement limité pour les 
champs magnétiques. Les différents vecteurs de base rassemblent des sources 
dont les effets à distance s'amortissent de plus en plus vite au fur et à mesure 
que l'on prend des vecteurs plus loin dans la base. Nous chercherons à garder 
cette propriété. 

- enfin, nous allons chercher une base qui soit la plus intrinsèque possible et qui 
ne dépende que de la surface L. Elle ne doit pas dépendre des positions des 
points de mesures, ni du degré de précision souhaité, ni même (si possible) de la 
représentation physique choisie. 

Supposons que nous prenions comme grandeur surfacique, le potentiel à la sur­
face. 
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Si nous définissons comme base, les premières harmoniques sphériques à partir 
d'un point situé à l'intérieur de la surface, où plutôt les interpolations sur le 
maillage de ces fonctions, nous obtenons un ensemble {vrm} de vecteurs: 

(4.3) 

et le potentiel en tout point de Qe correspondant à la répartition vrm, est: 

v rm(P) = l~l Yii (8,<p) 
4n rn+ (4.4) 

(solution triviale du problème de Dirichlet) 

L'ensemble des fonctions surfaciques forme une base de Qe correspondant aux 

amortissements recherchés mais eIIe n'est pas orthonormée (sauf si Qi est une 
sphère). 

Lb, Nous savons que l'ensemble {vrm} est une base dans le cas d'une sphère cen­
trée sur l'origine. Nous pouvons raisonnablement penser que {vrrn} le reste pour 

beaucoup de surfaces L. Mais il existe des cas (qui restent à préciser) où nous 
n'avons pas une base. Nous pouvons en construire des exemples comme celui 
de la figure 4.2. Dans ce cas, les valeurs de Vrm sont toujours liées entre les zones 

1, 2 et 3 (même valeur de 8 et <p) alors que les grandeurs surfaciques peuvent être 
quelconques. 

Figure 4.2: Exemple de surface OÙ"Ci n'est pas une base 

Nous pouvons alors l'orthonormaliser par la méthode de Gram-Schmidt, mais 
dans ce cas, on risque de perdre les propriétés de décroissance. 

Prenons le produit scalaire que nous utilisons dans le cas de la sphère: 

(3.1) 

Nous pouvons cependant conserver les décroissances en partant des termes 
d'ordre élevé. 

Soit l'ensemble de départ tronqué à l'ordre n {VI-l, VIO, ... , vnn}, 
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Si nous orthonormalisons à partir du dernier terme en décrémentant les indi­
ces, chaque terme est une combinaison linéaire de termes de degrés égaux ou su­
périeurs, son amortissement est équivalent ou supérieur. En fait, pour des rai­
sons de degrés de libertés, l'amortissement est conservé. 

Nous nous retrouvons donc avec une base orthonormée qui obéit aux différents 
critères recherchés. Si la répartition en potentiel surfacique ne nous convient 
pas, nous pouvons toujours chercher des solutions exprimées en fonction d'au­
tres grandeurs en utilisant les formules d'équivalence (qui utilisent les équa­
tions de Green). 

Mais, hélas, une telle base ne peut nous convenir, car elle n'est pas suffisam­
ment intrinsèque. Si pour une raison ou une autre, nous devons tronquer le dé­
veloppement limité à une autre valeur de n, la nouvelle base trouvée sera tota­
lement différente. Elle dépend donc beaucoup trop de la procédure de calcul. 

4.2- Utilisation d'un nouveau produit scalaire sur ~ 

4.2.a- Définition d'un nouveau produit scalaire 

Après un certain nombre de tâtonnements, nous avons trouvé une représenta­
tion satisfaisante vis à vis des propriétés recherchées. Pour commencer nous de­
vons utiliser un autre produit scalaire. 

Soit "if = {v}, l'ensemble des distributions scalaires sur L satisfaisant la propriété 
suivante: 

f L~ v(M)d~ = 0 
(4.5) 

Soit v une distribution de "if, nous allons alors définir une nouvelle distribution 
liée à v. 

Considérons le problème de Dirichlet intérieur suivant cherchons la fonction 

q:>(P) définie dans Qi, telle que 

\fMEL q:>(M)=v(M) (4.6) 

et qui soit harmonique dans Qi. Nous avons vu que q:>(P) existe et est unique, 
nous définissons alors w : 
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V'MEL w(M) = o<p(M) 
on (4.7) 

Soit Vi et Vj deux distributions de V, nous posons (en notant le volume de Qi par 
V) : 

(v " V") - vfi v"w-dL l' J - 1 J 
MEI (4.8) 

~L'introduction du coefficient V permet d'avoir une aimantation globale de 
1 Am2 pour un vecteur normé correspondant à une densité d'aimantation cons­
tante. 

4.2.b- Interprétation de la représentation duale w 

Nous démontrons dans l'annexe B.3.a que nous avons bien un produit scalaire. 
Pendant cette démonstration, nous montrons aussi une propriété importante 
qui nous est utile pour l'interprétation. 

(4.9) 

Si v est une distribution de dipôles normaux, nous utilisons le produit scalaire 
présenté. Mais nous avons quelques propriétés intéressantes: 

Dans ce produit scalaire, pour toute distribution surfacique v de dipôles nor­
maux, nous avons défini une autre distribution surfacique w. Cette distribution 
(qui appartient aussi à V) représente la répartition de masse magnétique qui crée 

le même champ dans Qe que v. 

A partir de la troisième formule de Green (annexe A), il est facile de démontrer 

que pour tout point PEQe nous avons la relation: 

V(P) = ff -v:~ dL = f { -wG dL 
MEL JMEL 

(4.10) 

qui démontre la permutabilité entre une distribution v de dipôles normaux et 
une distribution w de monopôles. 
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4.2.(- Extension du produit scalaire dans le cas d'une distribution de monopôles 

La propriété précédente permet de définir un produit scalaire dans le cas d'une 
distribution de monopôles. 

Soit w une distribution de monopôles, nous définissons '\jJ fonction harmonique 

de Qi telle que: 

\l'MEL à1jJ(M) = w(M) 
on 

avec la contrainte de jauge sur '\jJ qui garantit que le problème est bien posé. 
puis la fonction 

vi 'liMEI v(M)='\jJ(M) 

alors le produit scalaire est le suivant: 

soit wi et Wj deux distributions de V, nous posons: 

kv· w·) - vff v'wdL "1' J - 1 J 
Ma 

4.3~ Base orthonormée de la représentation surfadque 

4.3.«- Construction de la base 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

Munis du produit scalaire que nous venons de définir, nous allons considérer 
l'ensemble de fonctions suivantes: 

Soit 0 un point de Qi, considérons la distribution de dipôles normaux 'trnn (avec 
n variant de 0 à 00 et m variant de -n à n) : 

'liMEL 'trnl (M) = rSY~ (80,cpo) (4.14) 

Nous allons orthonormaliser cet ensemble de vecteurs par la méthode de Gram­
Schmidt avec n et m croissant, nous définissons alors un ensemble {vrm} qui 
correspond à notre nouvelle base (après retrait de voo). 
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4.3.b- Décroissance des effets des différents termes en fonction de la distance 

Propriétés préliminaires 

~Pour simplifier les notations, nous allons définir les conventions suivantes. 

Nous utiliserons pour les vecteurs de la base et pour les harmoniques sphéri­
ques indifféremment un indice simple i ou double n,m : 

Si nous posons i=n2+n+m, nous pouvons garantir la bijectivité entre les deux 
représentations. 

Etendons la fonction 'ti sur tout Qi. Comme vi est une combinaison linéaire de 

'ti, nous pouvons aussi l'étendre sur Qi. 

Si nous reprenons le produit scalaire, nous avons vu la propriété: 

(4.9b) 

Par définition, Vi est une combinaison linéaire de'tj avec j::;;i, il existe donc pour 
tout n donné, une matrice M triangulaire inférieure de rang n, telle que: 

(4.15) 

l.y,d est une base orthonormée 

Si hd est une base des fonctions définies sur la surface L de moyenne nulle, 
alors par construction (orthonormalisation de Gram-Schmidt), {vd est une base 

orthonormée des fonctions de L et donc des potentiels de Qe. 

&. Comme pour la base des {VIID} du début du chapitre, il est facile de montrer 

que les hd sont une base dans le cas d'une sphère centrée sur l'origine. Nous 

pouvons tout autant supposer que les fonctions rny nm ne formeront plus un sys­
tème libre dans une situation comme celle de la figure 4.2. 
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Nous avons vu que M est une matrice triangulaire inférieure. Comme M est 

une matrice régulière, alors M[-1 existe et est une matrice triangulaire inférieure. 
Nous en déduisons donc qu'il existe une combinaison linéaire telle que: 

(4.16) 
D'où 

j 

(vi.Tj)= L À-k (vi.Vk) 
k=O 

= 0 si j<i (4.17) 

Le potentiel créé par Vj décroît en fonction de la distance comme 1.Lrn+1 

Calculons le potentiel créé par la distribution de dipôles normaux sur la surface 
Vi· 

v (P) = f ( -vi (M) éiG(M,P) cU: 
)ME2: éin 

(4.18) 

Si nous appliquons la première formule de Green, nous obtenons: 

(4.19) 

La fonction de Green G(M,P) n'est autre que la fonction 1/ cl à un coefficient près. 
Comme nous l'avons déjà fait dans le second chapitre, nous pouvons décompo­
ser G en fonction des harmoniques sphériques. Nous avons alors après permu­
tation de la somme et de l'intégrale: 

00 

(4.20) 
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Or nous venons de voir que si j<i, alors <Vi.'t'j> = 0 

D'où 
00 

V(P) = l L _(1) lY~J](8,qJ) (vi:Tj) 4n .. rnJ + 
1=1 

C'est à dire que le potentiel créé par Vrm s'amortit au moins en l/rn+1. 

4.3.c- Base orthonormée des aimantations de Qi 

(4.21) 

Nous avons montré que les répartitions des Vrm étaient (sous des conditions qui 

restent à préciser pour L) une base orthonormée des répartitions de dipôles nor­

maux sur la surface L. Cependant, nous pouvons penser que le produit scalaire 
que nous avons introduit reste très artificiel et ne s'appuie pas sur la normalisa­
tion des phénomènes physiques. 

Nous pouvons montrer que ce n'est pas le cas et que c'est une orthonormalisa­

tion de l'ensemble des sources possibles de Qi. 

Soit une distribution d'aimantation fi dans Qi. Celle-ci définit un champ de 

vecteurs absolument quelconque dans Qi. Nous pouvons alors définir pour ce 
champ le produit scalaire "naturel" : 

(4.22) 

Nous pouvons faire une analogie immédiate avec l'expression du produit sca­
laire défini sous la forme: 

(4.9) 

L'ensemble ('v (JJi} est générateur d'un sous-espace vectoriel des champs de vec­

teurs de Qi. En fait, il s'agit d'une base orthonormée des aimantations qui créent 

un champ non nul à l'extérieur d'une sphère englobant Qi. 

~Il est notable que les 3 premiers termes de la base correspondent aux distribu­
tions d'aimantations constantes dans le volume selon les trois directions princi-
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pales. 

A un coefficient de normalisation près, nous avons: 

CPi1 = -rsin8sincp =-y 

cp2 = rcos8 = z 

cpl = -rsin8coscp = -x 

Vcpi1 = -ey 
-> 1 

d'ou' n 0 - 1 .: CPI = ez 1 

. vcpl = -ex 

4.3.d- Représentation dans le cas du moteur Baudouin 

4- Amélioration de la base 

(4.23) 

Naturellement, cette base a de nombreuses similitudes avec les harmoniques 
sphériques, avec l'avantage supplémentaire d'être orthonormalisée sur une sur­
face quelconque. Pour s'en convaincre tout à fait, nous pouvons représenter 
sous forme de dipôles normaux quelques uns des vecteurs de base sur la surface 

du modèle du moteur Baudouin (Figure 4.3 &pour des raisons techniques, le 
premier vecteur est inversé). 

(moins) Vecteur d'état n=l 
m=l 

Vecteur d'état n=2 
m=-2 

Vecteur d'état n=5 
m=3 

Figure 43 : Trois termes de la nouvelle base orthonormées 

Nous pouvons faire immédiatement le rapprochement avec les termes équiva­
lents en harmoniques sphériques. Et nous voyons que nous avons une sorte de 
généralisation à une forme quelconque des harmoniques. 

I!§! On pourrait objecter que dans le cas des harmoniques sphériques nous avions 
représenté le potentiel à la surface, alors qu'ici nous avons calculé la densité de 
dipôles normaux. En fait, dans le cas de la sphère, on peut montrer que les deux 
sont homothétiques. 
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4.4- Problèmes pratiques de la construction de la base ortho­
normée 

Notre nouvelle base présente des aspects assez pratiques, mais il reste quand 
même au moins un inconvénient majeur : le calcul des vecteurs de base est as­
sez délicat vis à vis des instabilités numériques. 

4.4.a- Instabilité de calcul dans un cas simple 

Le calcul de l'impact du bruit numérique sur la construction de la base est diffici­
le dans le cas général. Nous allons tenter de l'appréhender dans un cas simple. 

Supposons une modélisation correspondant à une sphère de rayon ra décalée 
d'une distance d de l'origine O. Supposons aussi que ce décalage intervienne se­
lon l'axe des z. 

z z' 

x' 

x 

Figure 4A : Référentiel du problème 

Calculons par la méthode du paragraphe précédent la nouvelle base. 

Tout d'abord, il est facile de démontrer que l'ensemble des fonctions suivantes 
définies sur la surface de la sphère: 

v (M) =_1_~3(2n+l)yrr(e' ') 
n,m 4 2 n n ,q:> 

:n:rO (4.24) 

muni du nouveau produit scalaire est effectivement une base orthonormée de 
la sphère. 

Dans la procédure pour trouver la base orthonormée associée à la sphère, nous 
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devons considérer les fonctions harmoniques suivantes associées au point o. 

(4.25) 

Nous pouvons exprimer ces fonctions dans un repère d'origine A' et de même 
axe. En prenant par exemple [ROBIN], nous avons: 

"tn,m(M) = rnY~(8,cp) 

n;rrJ ( )'( )" 
= L n-m. n+m. ~,n-iyrr_'(8' ') 

i=O (n-i-m)!(n-i+m)! i! nI ,cp 
(4.26) 

D'où en exprimant "tn,m en fonction des vecteurs vn,mr définies par (4.24), nous 
obtenons: 

n;rrJ 

"t (M) - " 4rrr2 V n-i 
n,m - i~ ° 3(2n-2i + 1) 

(n-m)! (n+m)! dirn-i 
( , )' (' )' . ,0 V n-i,m (M) n-I-m . n-I+m. 1. 

(4.27 ) 

L'orthonormalisation de l'ensemble "tn,m par la méthode de Gram-Schmidt per­
met de retrouver directement l'ensemble des {vn,m}. Cependant cet exemple 
montre bien le risque d'instabilité de la méthode. 

En effet, si nous prenons n grand et m petit, par exemple m=û, nous voyons que 
l'expression 

(n-i) (n-m)! (n+m)! 

3(2n-2i+ 1) (n-i-m)! (n-i+m)! 

peut prendre des valeurs très grandes devant l, impliquant des instabilités du 

type 00-00 pour obtenir vn,m à partir du traitement de "tn,m. 

Par exemple, pour n=15 et m=O, nous avons les valeurs suivantes pour l'expres­
sion en fonction de i : 

Donc si le ratio cl /ro n'est pas très petit, les termes V14,0 à VO,O qui devront être re­

tranchés de "t15,0 peuvent être très grand devant le terme V15,0 (i=O) qui va être 
calculé. 

Ces instabilités peuvent intervenir dans deux cas quand nous devons chercher 
des termes pour n important: 
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- si l'origine des harmoniques qui sont utilisés pour trouver les fonctions de ba­
ses est éloignée du centre de la surface sur laquelle est effectuée le développe­
ment. 

- si la surface utilisée possède des dimensions très différentes les unes des autres. 

4.4.b- Précision du maillage 

Nous avons déjà eu un chapitre sur la taille optimale des mailles en fonction de 
la précision désirée du modèle. Celui-ci est grandement fonction de la distance 
entre les anomalies et les zones de validité du modèle construit. Dans notre cas, 
où l'orthonormalisation se fait sur la surface de l'anomalie, nous devons, com­
me pour les méthodes intégrales de frontière, avoir un maillage différent et a 
priori plus fin, puisque maintenant, c'est la précision du calcul du produit scalai­
re qui va dimensionner sa taille. 

La précision du maillage doit tenir compte de deux critères: 

-la fonction trouvée doit être suffisamment précise pour être utilisable dans la 
zone de validité du modèle, d'où un maillage et des fonctions d'interpolation au 
moins équivalents à ceux calculés dans les chapitres précédents. 

-les produits scalaires doivent être précis pour que la fonction finale soit juste 
(même en tenant compte de la non-normalisation des fonctions de départ). 

Nous venons de voir sur un exemple simple, que dès que les surfaces à mailler 
sont complexes ou loin de la forme d'une sphère centrée, la précision demandée 
dans les prad uits scalaires est importante. 

Ce maillage par contre peut être abandonné, une fois l'orthonormalisation effec­
tuée. 

4.5- Vedeurs identifiés dans le cas du moteur Baudouin 

4.5.a·· Conditions de l'identification 

Bien évidemment, nous avons utilisé cette représentation dans le cas du moteur 
mesuré. 

Même si pour identifier les vecteurs, nous avons utilisé des algorithmes qui ne 
sont présentés que dans le chapitre suivant, il n'est pas inutile de montrer dès 
maintenant les vecteurs mesurés. 
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Capteurs utilisés 

Pour des raisons de temps de calcul et de stabilité numérique, nous n'avons pas 
utilisé toutes les mesures pour faire l'identification. C'est d'ailleurs d'autant 
moins nécessaire qu'à cause de la distance entre le "tunnel" de mesures et le 
moteur, le nombre de degrés de liberté du champ magnétique est nettement plus 
faible que le nombre de points disponibles. 

Nous avons en fait utilisé 99 points de mesures, correspondant à des composan­
tes du champ magnétique réparties autour du moteur comme le montre la figu­
re 4.5. 
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Figure 4.5 : Position des capteurs pour l'identification de l'état magnétique du moteur 

Maillage 

Le maillage grossier ((a) de la figure 3.4) aurait suffit pour reproduire le champ à 
la distance des capteurs. Cependant, il ne convient pas à l'orthonormalisation 
des fonctions de base. Nous avons donc utilisé le maillage fin (b) pour trouver 
les vecteurs d'états et pour des raisons pratiques (et esthétiques), nous l'avons 
conservé. 

Degré du développement 

Nous avons développé les fonctions jusqu'au degré 7, ce qui nous fait 63 vec­
teurs de base. Cependant pour les graphiques visualisés au chapitre 3, nous nous 
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sommes restreints au moment de l'identification aux fonctions de base jusqu'au 
degré 5 (figure 3.8). Nous allons voir que dans certains cas, c'est insuffisant. 

4.5.b- Résultats 

Les figures suivantes présentent les états identifiés jusqu'au degré 7 pour les 7 fi­
chiers de mesure sélectionnés. 

Les valeurs représentées sont les coefficients multiplicatifs de chaque vecteur de 
la base orthonormée du moteur. Pour les trois premiers vecteurs, la norme cor­
respond à une aimantation de 1 Am2. Donc les coefficients pour ces trois vec­
teurs correspondent à l'aimantation en Am2 dans la direction concernée. 

Nous montrons dans le chapitre suivant que nous pouvons calculer une va­
riance théorique de l'erreur d'identification. Nous avons défini sur les figures 
notre plage d'acceptation pour les harmoniques comme étant la valeur identi­
fiée plus ou moins l'écart type théorique (zone grisée). Il faut cependant garder à 
l'esprit que cette information n'est qu'indicative, car les hypothèses de calcul ne 
sont pas forcément exactes. 

Pour l'interprétation de ces courbes, il est nécessaire de savoir que, comme pour 
les harmoniques sphériques du chapitre 2, le terme d'ordre (n=l, m=-l) corres­
pond, dans le repère du moteur à une aimantation négative en transversal (-Y), 
le terme d'ordre (n=l, m=O) correspond à une aimantation positive en vertical 
(+Z) et le terme d'ordre (n=l, m=l) correspond à une aimantation négative lon­
gitudinale (-X). 

Degré 4 Degré 6 

Figure 4.6: "spectre" du moteur Baudouin (fichier 0017: induit longitudinal) 
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a 

Degré 6 

Figure 4.7 : "'spectre" du moteur Baudouin (fichier 0031 : induit vertical) 
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Degré 6 

Figure 4.8: "spectre" du moteur Baudouin (fichier 0033: induit transversal) 

Degré 6 

Figure 4.9 : "spectre" du moteur Baudouin (fichier 0079 : permanent longitudinal) 
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Degré 6 

Figure 4.10 : "spectre" du moteur Baudouin (fichier 0089 : permanent vertical) 

o 

Degré 6 

Figure 4.11 : "spectre" du moteur Baudouin (fichier 0099 : permanent transversal) 

150 

100 

o 

-100 

Degré 4 Degré 6 

Figure 4.12 : "spectre" du moteur Baudouin (fichier 0154: permanent vertical) 
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4.5.(- Eléments d'interprétation 

Bien que ce ne soit pas le sujet de ce mémoire, nous pouvons tirer des enseigne­
ments de ces quelques cas. 

D'abord, les hypothèses de décroissance des harmoniques (en supposant un di­
pôle isolé réparti de façon aléatoire dans le moteur) ne sont pas prises en défaut 
puisque tous les termes identifiés sont approximativement du même ordre de 
grandeur. En fait nous pourrions même utiliser des hypothèses plus restrictives 
car les termes de degré élevé sont plutôt plus petits que les termes dipolaires. 

Un autre fait remarquable qui justifie pleinement les efforts jusque là consentis 
est de remarquer à quel point les aimantations induites se projettent particuliè­
rement bien sur les termes dipolaires, montrant qu'à la distance des capteurs, le 
moteur s'identifie à la coque uniformément aimantée. 

Cette propriété était beaucoup moins manifeste quand nous avions projeté l'ai­
mantation induite longitudinale sur la sphère ou l'ellipsoïde (figures 2.4 et 2.10). 
L'intérêt d'utiliser une représentation plus proche de la physique du système se 
justifie pleinement puisqu'elle permet de tronquer plus rapidement le dévelop­
pement harmonique. 

Nous voyons aussi qu'une induction longitudinale crée une légère composante 
verticale et réciproquement pour l'induction verticale. La raison est assez sim­
ple. La relation entre l'aimantation induite et le champ inducteur peut être ap­
proximée par un tenseur d'ordre 2. Celui-ci possède 3 vecteurs propres. Si le vec­
teur Y (transversal) est un vecteur propre grâce à la symétrie du moteur, les vec­
teurs X et Z ne le sont pas. Le réducteur, assez massif et placé plus bas que le mo­
teur, en est probablement la cause. 

Les aimantations permanentes ne sont pas aussi régulières que les aimantations 
induites et ne peuvent se projeter complètement sur une aimantation uniforme 
du modèle. 

Nous ferons aussi deux remarques. 

Tout d'abord à titre anecdotique, les aimantations théoriquement verticales du 
moteur (fichier 0089 et 0154) ne s'avèrent pas si verticales que cela. En particu­
lier, le premier des deux possède une composante longitudinale plus forte que la 
composante verticale! Même si la composante longitudinale est la direction pri­
vilégiée d'aimantation du moteur, seule une maladresse expérimentale peut 
expliquer ce résultat (par exemple, un biais du champ pendant l'équilibre ma­
gnétique mal réglé ou une sinusoïde amortie (qui était appliquée dans la direc­
tion longitudinale) coupée trop tôt). 

Ensuite, l'aimantation transversale (fichier 0099) possède un "spectre" différent 
des autres avec pour chaque degré, quelques composantes d'amplitude très forte. 
Cela confirme ce que nous disions dans l'explication de la figure 3.9 à savoir qu'il 
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existe sur la périphérie du moteur (en fait au dessus) des sources relativement 
très fortes. Nous voyons aussi qu'une partie de l'énergie du signal s'identifie sur 
des termes de degré 6. Or dans le cas de la figure 3.9, nous avons arrêté le déve­
loppement au degré 5. Cette troncature trop précoce a dû entraîner à la fois une 
instabilité de l'algorithme et un phénomène de Gibbs, provoquant une inver­
sion des termes dipolaires normaux identifiés sur le bas du moteur. 

4.6- Prospective pOUl' l'amélioration du modèle 

4.6.a- Base "optimale" sans information sur le modèle 

Jusqu'à présent, nous avons travaillé avec le minimum d'hypothèses sur l'objet 
étudié puisque nous nous sommes restreints à supposer que les sources étaient 
assez régulières et qu'elles étaient confinées dans une zone prédéfinie. 

A partir de ces postulats, nous avons bâti une représentation bien adaptée à la 
résolution du problème inverse. Cependant, si nous possédons sur l'objet mesu­
ré des informations supplémentaires, il est intéressant de les exploiter. 

En particulier, si nous utilisons de manière directe la base orthonormée étudiée 
précédemment, nous ne privilégions pas un type d'aimantation par rapport un 
autre et en particulier nous ne favorisons pas une aimantation régulière par 
rapport à une aimantation irrégulière. 

Les mesures du moteur Baudouin nous montrent pourtant très bien que la ré­
partition de l'aimantation interne n'est pas aussi aléatoire que le supposent les 
hypothèses (en particulier pour les aimantations induites). 

Nous pouvons bien entendu favoriser les termes de la base correspondant à des 
densités d'aimantation constantes (les 3 premiers vecteurs) par rapport aux ter­
mes suivants au niveau du problème inverse. Mais cela passe par la détermina­
tion de coefficients empiriques difficiles à trouver sans tâtonnements. 

Il serait plus intéressant de biaiser la base en fonction des paramètres connus du 
système. 

4.6.1>- Intégration de l'information sur la physique 

Le principe du modèle choisi est de représenter sous la forme d'une base ortho­
normée "pratique" les sources. En particulier, tous les termes de l'aimantation 
sont présents avec des poids égaux. 

Si nous intégrons une partie de la physique du système, la modélisation devra 
alors prendre en compte les corrélations entre les aimantations qu'elle entraîne 
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et reprendre le principe d'une représentation orthonormée plus en amont dans 
le système. 

Par exemple, l'induction magnétique obéit à la loi locale: 

(4.28) 

l'aimantation apparente du matériau dépend à la fois de la densité d'aimanta­

tion permanente m et du champ magnétique local H lequel est la somme du 
champ magnétique extérieur et de l'effet des sources magnétiques voisines, elles 
mêmes influencées par une aimantation permanente et un champ inducteur. 

Nous avons donc une répartition de sources internes (la densité d'aimantation 

permanente) et un champ extérieur He, qui créent d'autres sources !-lrH-He que 

nous pouvons interpréter comme la réaction réversible du matériau (les com­
posantes irréversibles de la réaction du matériau étant incluses dans la réparti­
tion de sources internes). L'amplitude de cette aimantation réversible dépend 

fortement de la valeur de la perméabilité du matériau !-lr et de sa forme. 

Les matériaux ferromagnétiques ont des valeurs de perméabilité très élevées et 
cette caractéristique ainsi que la géométrie peuvent influer très fortement sur la 
répartition des sources. Il pourrait être utile d'en tenir compte. 

Présentons une méthode possible pour intégrer cette information dans notre so­
lution. 

Au lieu de chercher une base orthonormée des aimantations du matériau, nous 
allons chercher une base orthonormée des sources de cette aimantation, c'est à 
dire à la fois des champs inducteurs possibles et des sources irréversibles d'ai­
mantation. A partir de cette base, nous calculerons d'abord la réaction des sour-

ces réversibles d'aimantation avec la valeur supposée de !-lr puis l'induction en 
tout point de l'espace. 

Par rapport aux principes qui nous ont guidé jusqu'à présent, nous faisons une 
entorse assez importante puisque nous introduisons de manière directe dans 
nos calculs la perméabilité qui ne peut être déterminée que de manière impréci­
se. Df abord parce que sa mesure est difficile, mais aussi parce qu'elle n'est pas 
constante et dépend elle même d'un grand nombre de phénomènes dont les 
plus forts sont le champ magnétique lui-même, les contraintes internes du ma­
tériau et la température. 

Parce que la perméabilité introduite n'est qu'une approximation, il est important 
de s'assurer que la représentation finale permet l'inclusion dans le modèle de 
toutes les sources possibles. L'inclusion d'une perméabilité ne devant être consi­
dérée que comme un biais qui favorise une partie des solutions par rapport à 
d'autres. 
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Pour le faire, il existe plusieurs solutions. L'une est de s'assurer que la représen­
tation permet de simuler toutes les distributions magnétiques. Dans ce cas, une 
mésestimation de la perméabilité se traduit par exemple par le fait qu'une partie 
des sources réversibles est identifiée par des sources irréversibles. 

Une autre méthode est de superposer les deux types de représentation (celle avec 
hypothèses sur la perméabilité et celle sans) avec une pondération relative entre 
elles. Cette pondération dépend de la confiance que nous avons dans l'estima­
tion des propriétés physiques. 

4.6.(- Calcul du biais dû à la pennéabilité des matériaux 

Nous avons établi dans l'annexe B.3, les formules qui permettent de calculer la 
déformation des champs entraînée par la présence de matériaux ferromagnéti­
ques. 

Ce calcul est formulé dans le cas où tout le volume Qi est rempli par un maté­

riau linéaire de perméabilité !!r. 

La formule est légèrement différente suivant que les sources d'aimantations 
sont internes ou externes à l'objet. 

Sources externes 

Dans le cas externe, nous avons alors un champ magnétique qui va créer dans 
l'objet une aimantation induite. Nous avons alors directement calculé la répar-

tition équivalente 'tep) de sources surfaciques dipolaires à cet effet en fonction du 
champ inducteur (correspondant à un potentiel Va). 

'tep) est alors solution en tout point P de la surface, de l'équation: 

(B.75) 

Sources internes 

Si les sources sont internes (correspondant soit à une aimantation rigide du ma­
tériau soit à des courants électriques, nous devons trouver la répartition surfaci-
que dipolaire -r(p) de l'ensemble source plus réaction du matériau par rapport à 

la réaction surfacique dipolaire 't(P) de l'aimantation source. 
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(_1 --v) 't'(P) + fl 't'(M) ~= l-lr't(P) 
(l-l-lr) Me: on (l-l-lr ) 

(B.68) 

Nous pouvons remarquer que cette équation ne diffère de la première que par le 
second membre. 

4.6.d- Interprétation physique des formules 

Nous avons obtenu deux systèmes d'équations à résoudre pour C'Onnaître les 
sources magnétiques intégrant la réaction du matériau à une sollicitation inter­
ne ou externe. 

Les équations obtenues correspondent aux équations intégrales de frontière. 
D'un point de vue numérique, elles ne sont pas simples à résoudre car non seu­
lement le premier membre inclut une intégrale singulière (mais convergente), 
mais aussi le système, une fois discrétisé, n'est pas très bien conditionné pour 

des valeurs élevées de l-lr. 

Si l-lr = 1, on retrouve 1:' ='t dans le cas des sources internes et 1:'=0 dans le cas des 
sources externes (il n'y a pas de réaction réversible du matériau). 

Si au contraire l-lr == 00, la réaction du matériau dépend essentiellement de la géo­
métrie et des champs démagnétisants. Il est important de remarquer qu'une for­
te perméabilité va amplifier les effets des sources extérieures et réduire les effets 
des sources internes (blindage). 

Cependant, ce phénomène est très relatif, car les sources internes sont d'autant 
plus fortes que le matériau est ferromagnétique. Cette conclusion n'est réelle­
ment applicable que dans le cas de sources par courants électriques. 

4.6.e- Cas de sources en surface 

Il est légitime de se poser la question de l'effet de sources sur la surface. 

Tout d'abord, un grand nombre d'objets mesurés peut être considéré de manière 
simplifiée comme une masse interne fortement ferromagnétique (par exemple 
le bloc cylindres du moteur Baudouin) auquel on ajoute une quantité de petites 
pièces autour, objets rapportés qui peuvent être très magnétiques (par exemple, 
les injecteurs de ce même moteur). 

Ensuite, les termes harmoniques qui vont nous poser le plus de difficultés sont 
ceux de degré élevé. Or compte tenu de l'expression des coefficients magnéti­
ques, ce sont les sources situées en périphérie qui contribueront le plus à ces ter-

Identification de ['état magnétique d'un système ferromagnétique à partir de mesures du champ proche 



4- Amélioration de la base 

mes. 

Uh matériau de perméabilité infinie se comporte vis à vis des monopôles ma­
gnétiques extérieurs comme un miroir qui change le signe (une charge crée une 
source image de signe opposé), et donc comme un miroir vis à vis des courants 
électriques extérieurs. Nous avons alors plusieurs cas de figures: 

(a) l o 1 

00 

(b) 1 

figure 4.13: Solutions images pour des sources magnétiques situées respectivement à l'extérieur (a) 
et à l'intérieur (b) d'un corps de perméabilité infinie 

Nous nous apercevons que l'effet dipolaire d'une source tangentielle extérieure 
à l'objet est atténué en présence d'une masse fortement ferromagnétique mais 
que le terme dipolaire d'une source normale est au contraire amplifié si elle se 
trouve à l'extérieur et atténué dans le cas contraire. 

Ce n'est pas sans conséquence dans notre représentation multipolaire. En effet 
un objet fortement ferromagnétique va contribuer à amplifier une partie des 
sources périphériques relativement aux sources internes et probablement ampli­
fier les termes d'ordre supérieur du développement. 
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5 .. - Problèmes " Inverses 

5.1- Objectifs de l'inversion 

5.1.a- Chemin accompli 

Nous avons compris dans le premier chapitre que le problème d'identification 
des sources magnétiques à partir de mesures de champs et de gradients pouvait 
être sous-dimensionné. Nous avons aussi vu qu'alors plusieurs approches sont 
possibles pour contourner la difficulté mais qu'une en particulier peut retenir 
notre attention: la théorie des problèmes inverses. 

D'après [TARANTOLA], la résolution d'un problème inverse demande deux 
préalables. Il faut paramétrer le système, puis résoudre le problème direct dans ce 
formalisme. Les chapitres précédents ont été consacrés à ces deux étapes. 

En effet notre étude nous a permis de réduire de façon efficace l'espace des para­
mètres, puisque nous sommes passés de la définition "naturelle" des sources .. 
magnétiques (les vecteurs J et m) qui est une description de deux champs vecto­

riels tridimensionnels de l'espace R 3 à un ensemble discret de grandeurs scalai­
res. 

Nous avons pu le faire tout en restant dans des hypothèses simples: 

JED les sources magnétiques sont d'énergie finie. 

-®les sources magnétiques se répartissent dans un nombre discret de sous-en­
sembles bornés de l'espace. 

-® elles restent confinées en des ensembles simplement connexes. 

-® les capteurs magnétiques sont à l'extérieur des ensembles de sources magné­
tiques et à une distance finie de ceux-ci. 
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Après cette étape fondamentale qui a rendu le problème simplement envisagea­
ble, nous avons cherché à réduire ce nombre d'inconnues qui reste encore élevé 
en tentant d'intégrer dans les équations certains aspects du comportement des 
matériaux. 

Nous pouvons maintenant nous consacrer à la résolution du problème inverse. 
C'est à dire trouver les valeurs des paramètres magnétiques à partir de la mesure 
et de toute l'information dont nous disposons. La procédure de fusion de toutes 
ces données doit pouvoir permettre d'obtenir, sinon une solution unique, au 
moins un ensemble restreint de solutions. 

5.1.b- Performances souhaitées 

Pour être acceptable, l'algorithme d'inversion doit avoir les qualités que nous al­
lons énumérer: 

-il doit être quasi-optimal, c'est-à-dire qu'il doit tirer le maximum de 
l'information disponible par tous les capteurs. 

-il doit être stable, convergent et précis: il doit fournir une valeur proche de la 
réalité en toute circonstance, quels que soient les bruits qui peuvent survenir sur 
les capteurs. 

-il doit être numériquement réalisable et ne pas nécessiter trop de calcul. La 
complexité des algorithmes numériques se mesure en formulant le nombre 
d'opérations en fonction du nombre n des paramètres. Compte tenu de la quan­
tité de grandeurs à manipuler, il est souhaitable d'avoir des calculs de l'ordre de 
kn3 au total. Si nous devons avoir un état magnétique en temps réel ou sur un 
grand nombre de mesures, comme il parait difficile d'avoir des calculs inférieurs 
à n2, il faut se fixer comme objectif un taux de charge de calcul de l'ordre de kn2 

à chaque itération (éventuellement après un calcul préliminaire en k'n3). 

5.1.c- Un cas test: identification du moteur Baudouin 

Compléments sur les conditions de mesure 

Nous allons continuer à illustrer notre propos en appliquant aux mesures du 
moteur Baudouin les équations que nous établissons. Pour valider les propriétés 
des algorithmes, nous avons choisi de tester quatre configurations. Deux situ­
ations "riches" où nous utilisons beaucoup de points de mesures pour identifier 
l'état magnétique et deux situations "pauvres" où nous restreignons au maxi­
mum le nombre de capteurs. 

Dans le premier chapitre, nous avons présenté le principe des mesures tel que 
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l'on procède. 

Tout d'abord, à chaque début de passage, un zéro électronique est fait sur tous les 
capteurs permettant de s'affranchir du champ magnétique terrestre (ou de tout 
autre champ simulé) pendant les mesures. 

Ensuite le chariot avance et l'acquisition démarre. Pendant que le moteur passe 
sous le portique, les valeurs de tous les capteurs sont lues chaque fois que le cha­
riot avance de 2 cm. Comme il y a 27 capteurs triaxes sur le portique (figure 1.6) 
et 28 capteurs triaxes dans la fosse sous le moteur (figure 1.2) et que l'acquisition 
est faite sur une distance de 20 m, nous disposons d'environ 165 000 points pour 
un passage du moteur. 

Mises dans le référentiel du moteur, nous disposons pratiquement des valeurs 
vectorielles de l'induction magnétique en tout point d'une sorte de tunnel au­
tour du moteur ainsi que d'un grand volume au dessous. 

L'intérêt d'avoir une telle quantité de mesures est de pouvoir simuler un en­
semble de capteurs fixes en à peu près n'importe quelle position. Il suffit alors de 
choisir les points de mesure les plus proches des positions souhaitées. 

Cependant, les capteurs du portique et de la fosse n'ont pas les mêmes caractéris­
tiques. 

Pour simplifier, nous pouvons dire que les capteurs du portique sont relative­
ment peu précis (erreur de l'ordre de 10 à 20 nT après traitement passe-bas mais 
avec occasionnellement un offset pouvant monter jusqu'à 100 nT) mais en 
contrepartie, ils possèdent une grande dynamique (±100 /.1T) et leur position est 
connue très précisément (à 2 mm près) ainsi que leur orientation (à 5/1()ième de 
degrés). 

Les capteurs de la fosse sont très précis (de l'ordre de 1 à 2 nT), possèdent une fai­
ble dynamique (±1 /.1T) et l'erreur sur leur position et orientation est mal connue 
(probablement respectivement de l'ordre de quelques centimètres et du degré). 

Pour cette raison, nous utilisons les capteurs du portique pour les points servant 
à estimer l'état magnétique du moteur Baudouin et nous nous servons des me­
sures dans la fosse pour vérifier l'identification trouvée. A cette fin, nous avons 
choisi en particulier le niveau B de la fosse (figure 1.2) parce qu'il présente un 
bon compromis entre le champ lointain (caractérisant le champ dipolaire) et le 
rapport signal sur bruit. 

Configurations testées 

Les deux configurations avec beaucoup de capteurs sont représentées figure 5.1 et 
celles avec peu de capteurs sont représentées figure 5.2. 

Nous pouvons préciser la démarche qui nous a conduit à ces positions de cap-
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5- Problèmes inverses 

teurs. Le nombre de voies utilisées pour le5 deux choix avec beaucoup de cap­
teurs est essentiellement guidé par deux critères: avoir suffisamment de sondes 
pour discriminer tous les états magnétiques observables (nous avons utilisé un 
développement jusqu'au degré 7 d'où 63 paramètres magnétiques), mais pas trop 
pour conserver des temps de calcul raisonnables et garantir sans trop de peine 
une bonne stabilité pendant les calculs matriciels (les matrices manipulées sont 
essentiellement pleines) . 

): 
4' 

Choix 99 voies 

'1'"" 

./"): 
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Choix 136 voies 

figure 5.1 : Deux configurations avec beaucoup de capteurs 
(avec sur le moteur, la répartition de dipôles identifiée dans le cas du fichier 0017) 

La centaine de voies nous paraît un bon compromis. Nous avons alors choisi 
deux distributions, l'une à peu près régulière et l'autre plus irrégulière. Dans 
chaque cas, nous avons retiré les capteurs dont les informations sont manifeste­
ment fausses (entre 5 et 10 voies de mesures sur les 81 sondes du portique). 

Pour appréhender la robustesse des algorithmes avec peu d'informations dues à 
la mesure, nous avons choisi un cas où on utilise 5 capteurs triaxes et un cas 
comportant 8 capteurs triaxes. Pour espérer de bonnes estimations des termes di­
polaires, il est nécessaire d'optimiser numériquement les positions capteurs à 
partir de la modélisation. La procédure est expliquée dans le chapitre suivant. 

Dans les deux configurations obtenues après l'optimisation, les capteurs les plus 
bas du portique sont sélectionnés. Or la sonde verticale du capteur El ne fonc­
tionne pas. Nous avons alors pris la sonde verticale du capteur immédiatement 
voisin (E2). Mais dans le choix avec 8 capteurs, une sonde très proche est aussi 
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utilisée! Ainsi des 24 sondes, il y en a essentiellement que 23 qui sont utiles. 
Dans la figure suivante, nous pouvons remarquer que les positions après opti­
misation sont plus éloignées dans le cas avec 5 capteurs que dans le cas avec 8 
capteurs (nous le justifierons théoriquement au chapitre 7). 

~ 

Choix 23 voies 

Choix 15 voies 

Figure 5.2: Deux configurations avec peu de capteurs 
(avec sur le moteur la répartition de dipôles identifiée pour le fichier 0(17) 

Liste des paramètres 

Notons par B le vecteur incluant l'ensemble des mesures du système et par A 
l'ensemble des paramètres du système, c'est à dire toutes les grandeurs qui 
influent sur la mesure B. 

La résolution du problème direct nous a permis de définir à la fois les paramè­
tres magnétiques du vecteur A et la fonctionnelle correspondant à la fonction de 
la mesure qui associe B à A. 

B = f(A) (5.1) 

D'autres paramètres que le développement magnétique de la source peuvent 
influer sur B. La première étape est donc de définir plus précisément le vecteur 
A. 
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5- Problèmes mverses 

Bien évidemment, nous avons l'état magnétique des sources, c'est à dire tous les 
composants arm correspondant aux modélisations par harmoniques sphériques 
ou par les autres modèles. En fait, nous avons tout au moins les premiers élé­
ments de ceux-ci, c'est à dire ceux qui ont un effet à la distance où se trouvent les 
capteurs. Dans notre cas où nous utilisons la base magnétique décrite au chapitre 
4, nous portons le développement jusqu'au degré 7 (degré 5 dans le cas des figu­
res). Nous avons donc 63 paramètres magnétiques. 

Dans notre cas particulier, nous rappelons que nous n'avons pas à inclure le 
champ inducteur puisque seules les variations du champ magnétique sont me­
surées. 

Mais nous avons aussi d'autres paramètres, non magnétiques ceux là, qui agis­
sent sur la mesure et dont l'origine provient essentiellement des imperfections 
des capteurs (dérive de température, bruit, erreur de gain, mésalignement, etc ... ). 
Dans un premier temps, nous modélisons l'ensemble de ces influences par un 
paramètre par sonde capteur, noté w, qui représente l'erreur du capteur considé­
ré. 

Chaque élément du vecteur mesure B ayant son erreur propre et donc créant un 
paramètre w dans le vecteur A, nous sommes déjà sûr que le système est sous­
déterminé. 

Nous obtenons alors un système matriciel car nous avons vu que la dépendance 
entre les composantes du champ et les harmoniques sphériques sont linéaires. 

L'équation (5.1) devient alors: 

B=lFA (5.2) 

qui, écrit plus explicitement (dans le cas avec 15 voies de mesures), donne: 
al /-1 

al/O 

fl x,1 / -1 flx,lIO hx,7/7 1 0 0 0 0 

fly,l/-l fl y,1/0 fly,7/7 0 1 0 0 0 a7/7 

fIz,I/-1 flz,l/O hz,7/7 0 0 1 0 0 Wlx 

f2x,l/-1 f2x,1/0 f2x,7/7 0 0 0 1 0 W1y 

Wl z 

f5z,1/-1 f5z,1/0 f6z,7/7 0 0 0 0 1 W2x 

W5z 

Nous avons alors 78 inconnues pour 15 équations. 
(5,3) 
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5- Problèmes Inverses 

5.2- Utilisation de l'information a priori 

5.2.a- Recherche de nouvelles sources d'informations 

Nous venons de voir qu'il reste encore plus d'inconnues que d'équations. Le 
système possède alors une infinité de solutions. 

Pour faire un choix parmi les solutions possibles, l'approche naturelle est de re­
chercher de l'information complémentaire dans le système, pour le rendre 
moins sous-déterminé. Pour cela, il faut inventorier les types d'informations 
possibles et voir si elles ont déjà été intégrées dans les équations et sinon savoir 
comment les utiliser. 

Jusqu'à présent, nous avons plutôt cherché à restreindre les hypothèses à leur 
strict minimum pour rester général mais aussi surtout par crainte d'introduire 
des informations fausses. En particulier, nous avons essentiellement employé 
les propriétés "mathématiques" des équations de Laplace (harmonicité du po­
tentiel). 

Bien entendu d'autres renseignements peuvent être utilisés. Ils proviennent es­
sentiellement de deux origines: 

-des informations sur la structure des objets mesurés et les lois de comporte­
ment des matériaux permettent de tirer des caractéristiques physiques du systè­
me (nous avons vu une démarche possible dans le chapitre précédent). 

-des mesures initiales ou complémentaires (que nous pouvons appeler 
"mesures de calibration") peuvent aussi aider la résolution du système. 

Ces deux démarches peuvent encore apporter une réduction du nombre de de­
grés de liberté du système en éliminant de la formulation paramétrique les solu­
tions qui sont physiquement impossibles parce que nécessitant une énergie trop 
grande ou encore parce que les conditions nécessaires à leur présence ne sont pas 
réalisées (par exemple un parcours imposé du cycle d'hystérésis). 

La prerrùère approche serait de dire que chacune de ces catégories d'information 
(appelée information a priori) amène des équations mathématiques supplémen­
taires, qu'il suffit d'intégrer dans un système global d'équations que l'on cherche 
à résoudre. Hélas ce raisonnement est incorrect dans la mesure où il faut tenir 
compte de la nature incomplète et incertaine des différentes informations. 

Les conclusions des lois de comportement sont sujettes à caution car les calculs 
sont souvent infaisables (nous ne savons pas modéliser de façon correcte les cy­
cles d'hystérésis) et les valeurs nécessaires à la résolution sont souvent impréci­
ses (arrive-t-on à connaître avec suffisamment d'exactitude les perméabilités ou 
même simplement les géométries des pièces? Comment déterminer les aiman­
tations initiales d'un ensemble complexe ?). 
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Les mesures de calibration sont aussi entachées des erreurs dues aux capteurs et 
à la méthodologie de la mesure. Enfin, elles peuvent comporter des informa­
tions volatiles qui sont rapidement hors contexte. Par exemple, nous pouvons 
obtenir le reflet de la valeur d'une grandeur physique à un instant donné, mais 
ce paramètre peut ensuite évoluer de façon incontrôlée au cours du temps. 

Il faut donc pouvoir inclure dans le raisonnement et dans les équations tout 
l'aspect incertain et incomplet de l'information. 

Même si on arrive à intégrer l'incertitude des mesures et des hypothèses, celle-ci 
peut elle-même être entachée d'erreur. Nous pouvons par exemple faire trop 
confiance à une partie des données et arriver à des conclusions incohérentes. Il 
est nécessaire de pouvoir évaluer et intégrer l'incohérence d'un ensemble de 
données à tout moment et d'agir en conséquence. La robustesse de la méthode 
ne peut être acquise qu'à ce prix là. 

5.2.b- Modélisation du caractère incertain des informations 

Il nous faut absolument un outil qui nous permette de caractériser pour chaque 
nouvelle information, son caractère plus ou moins sûr. Une démarche courante 
utilisée dans les problèmes inverses est d'introduire pour le paramètre A une loi 
de probabilité qui caractérise la "certitude" que nous avons d'une donnée. 

Lois de probabilité 

Rappelons que pour définir une loi de probabilité, il faut un ensemble Q, une 

classe l} de parties de Q appelé tribu, qui doit posséder les propriétés suivantes 
[SAPORTA] : 

-si AEl} alors A El} (A correspond au complémentaire de A dans Q) 

-pour toute suite finie ou infinie {Ai} d'éléments de l}, alors UAiEl} 

-QEl} 

Nous appelons alors loi de probabilité toute application p de 1} dans [0,1] qui vé­
rifie les deux propriétés suivantes: 

p(Q) = 1 

pour toute suite finie ou infinie {Ai} d'éléments de l} deux à deux 

incompatibles: p(UAi) = Ip(Ai) 

g§] deux éléments sont dits incompatibles si leur intersection est nulle. 
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Interprétation des lois de probabilité 

Quand on apprend les lois de probabilité, on associe généralement celles-ci avec 
le hasard et l'aléatoire. Si par exemple, on dispose des boules noires et blanches 
dans un sac opaque et si nous tirons une boule de ce sac, celle-ci a une certaine 
probabilité d'être noire (0,5 si il y a un nombre identique de boules des deux 
couleurs). 

Sur un grand nombre de tirages, nous pouvons définir le nombre de fois que la 
boule sera noire. Ces valeurs peuvent être associées à une loi de probabilité. 

La probabilité 1 est associée à un événement certain d'arriver. 
La probabilité 0 est associée à un événement certain de ne pas arriver. 

La probabilité de 0,5 est associée à un événement certain d'arriver une fois sur 
deux sur un nombre infini de tirages. 

Cependant, nous pouvons avoir d'autres interprétations possibles des lois de 
probabilités. En particulier, nous pouvons associer une grandeur ayant les mê­
mes propriétés qui correspond à une mesure de "l'information subjective" 
[TARANTOLA] que nous avons d'un état. C'est l'interprétation Bayésienne de 
l'information. 

Nous avons alors: 

la probabilité 1 associée à un événement certain d'être juste. 
la probabilité a associée à un événement certain d'être faux. 

La probabilité de 0,5 est associée à un événement totalement incertain. 

Dans le cas de nos boules, nous ne pouvons faire qu'un seul tirage les yeux fer­
més. 

Ainsi nous pouvons associer à un événement une notion de certitude et d'in­
certitude. Si une loi de probabilité est associée à l'information, c'est uniquement 
parce qu'elle possède les mêmes propriétés mathématiques. 

Introduction de la notion de cohérence des données 

Il manque cependant à cette mesure un autre concept qui nous est utile, la cohé­
rence des informations. 

Nous pouvons, par exemple, faire une hypothèse sur la connaissance d'un para­
mètre, laquelle peut être démentie par une mesure. Il faut donc une mesure de 
la confiance que l'on porte à l'hypothèse. 

Il n'y a pas dans la littérature de manière formelle de l'écrire, cependant la pro­
babilité d'une valeur a posteriori donne une bonne indication. 
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Pour l'illustrer, supposons la mesure bruitée d'un paramètre a. 

Par exemple, on prend pour a une loi de probabilité (d'information) gaussienne 
d'espérance a et de variance 1, et pour l'erreur de mesure b, la même loi gaus­
sienne d'espérance a et de variance 1. 

On fait une mesure qui donne 6 pour la valeur de a+b. 

Nous avons alors le calcul des probabilités de a, b et a+b qui sont des lois gaus­
siennes si la mesure et le bruit sont indépendants: 

1 ..la 2 
p(a)=~2 

V2n 
1 ..lb2 

P(b)=~2 
V2n 

1 1 (a+b)2 
p(a+b) = eT-2-

fiV2rr 

(5.4) 

La loi de probabilité conditionnelle donne une loi a posteriori pour a connais­
sant la mesure : 

p(a 1 a+b=6) = ~ ~ 2(a-3)2 
'Y2n 

c'est à dire une loi gaussienne d'espérance 3 et de variance 1/2. 

(5.5) 

Cependant cette information a posteriori doit être tempérée par la probabilité de 
trouver une mesure supérieure ou égale à 6, qui est de 

(5.6) 

Cf est à dire extrêmement faible. 

La faiblesse de cette valeur doit nous mettre en garde sur la validité des hypothè­
ses. 
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5.2.c- Infonnations a priori sur le moteur Baudouin 

Information sur les termes d'aimantations 

Dans le premier chapitre, nous avons montré les origines possibles des sources 
d'aimantation que l'on peut trouver dans les pièces mesurées sur notre station 
d'essais. Nous avons alors vu que l'origine principale est l'aimantation naturelle 
que prennent les parties ferromagnétiques des objets. Celle-ci a un comporte­
ment complexe puisqu'elle est dotée d'un effet de "mémoire" (effet justement 
très utilisé dans les mémoires informatiques !). 

Sauf à faire une modélisation très fine comme celle évoquée dans la fin du cha­
pitre précédent, nous n'avons pas beaucoup d'informations a priori à injecter 
dans le système, d'autant qu'il est important pour la stabilité de ne faire que des 
hypothèses justes. 

La première hypothèse faite, mais dont nous avons déjà parlé et intégrée dans 
les équations est de dire que les sources magnétiques se trouvent concentrées à 
l'intérieur de la coque géométrique que nous avons tracée autour du moteur. 
C'est probablement l'hypothèse principale. 

Ensuite il serait bon de trouver les lois de probabilités de notre connaissance de 
l'aimantation des objets. Dans le cas général, on ne peut pas favoriser une distri­
bution d'aimantation par rapport à une distribution identique mais de signe op­
posé. Cela entraîne l'utilisation d'une loi de probabilité symétrique et une espé­
rance MA nulle. 

Il faut ensuite estimer l'aimantation dipolaire des anomalies en fonction de cri­
tères plus ou moins empiriques. L'un des plus simples, utilisés pour les objets 
ferromagnétiques, est de considérer que l'aimantation est proportionnelle au 
poids de matériaux magnétiques avec un coefficient de 0,1 Am2 par kilogramme. 
Il existe cependant des formules plus complètes tenant compte des formes de 
l'objet et des coefficients internes de remplissage, pour estimer la valeur du ter­
me dipolaire de l'aimantation. 

Notre moteur faisant 1 tonne, nous prenons un coefficient de 100 Am2 comme 
ordre de grandeur du dipôle équivalent au moteur. 

Nous pouvons ensuite considérer une loi de décroissance entre les termes har­
moniques en fonction du degré. Cette loi de décroissance dépend évidemment 
de la taille de l'objet (n'oublions pas que les différents coefficients n'ont pas la 
même unité dans le cas des harmoniques sphériques). Une bonne hypothèse de 
départ est de considérer le cas d'une distribution homogène de sources à l'inté­
rieur de l'objet. Il n'y aura pas de décroissance dans le cas de notre base orthonor­
mée des dipôles surfaciques et un coefficient de : 

(5.7) 
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dans une modélisation par harmoniques sphériques (de rayon ra). Si la modéli­
sation est faite sur un ellipsoïde de révolution pas trop éloigné d'une sphère, 
nous prendrons un ra "moyen". 

Le moteur est assez massif et est rempli de manière relativement homogène de 
matériaux ferromagnétiques. Nous pouvons alors oser penser que la situation 
où l'aimantation du moteur est équivalente à un dipôle situé en périphérie de la 
coque est peu probable. A cause de cela, nous nous permettons d'ajouter à 

l'amortissement des termes harmoniques un coefficient supplémentaire p 
(revenant à réduire de manière artificielle la taille de la coque). Nous prenons 

p = 0,75 (5.8) 

(coefficient choisi de manière très empirique). 

Enfin, en absence de toute autre information (que pourrait donner une analyse 
plus fine), nous supposons les paramètres indépendants deux à deux. 

!i§ln existe des cas où il est facile d'introduire des corrélations entre les incon­
nues du système. Par exemple, si nous mesurons l'induction terrestre, nous 
pouvons biaiser les termes dipolaires des anomalies magnétiques car ils sont 
vraisemblablement corrélés avec cette induction. De même si nous connaissons 
une mesure ancienne de l'état magnétique, nous pouvons l'introduire comme 
espérance de l'état magnétique et n'introduire dans la variance que l'écart crédi­
ble dû à l'erreur de mesure et à l'évolution de la source magnétique. 

Information sur l'incertitude capteur 

Au même titre que les aimantations, l'erreur faite par chaque capteur est un des 
paramètres du système à résoudre. Il faut donc lui affecter une loi de probabilité. 
Si le constructeur des capteurs est sérieux, il doit être capable de donner les or­
dres de grandeur des sources d'incertitude de son matériel. Dans le cas d'un cap­
teur magnétique vectoriel de type "flux-gate", nous pouvons répartir ces sources 
d'erreur en plusieurs paramètres (figure 5.3) auquel nous pouvons ajouter l'er­
reur de mésalignement de la sonde par rapport à la référence mécanique du cap­
teur. Il est parfois aussi utile de connaître les dérives de ces paramètres en fonc­
tion de la température, de l'amplitude des champs mesurés (effet d'hystérésis) 
ou du vieillissement des sondes. 

L'erreur de mesure est aussi dépendante de causes externes au capteur. Nous 
pouvons mentionner l'incertitude de la connaissance de la position et de 
l'orientation du capteur par rapport au modèle ainsi que l'existence d'un 
"champ magnétique diffus" qui est en fait l'induction magnétique créée par tou­
tes les sources non prises en compte dans le modèle. 

Vis à vis de toutes les précautions que nous avons prises au niveau expérimen­
tal, nous avons estimé l'incertitude de la mesure à environ 50 nT. 
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Grandeur 
électrique 

offset 1 

1 

1 Non linéarité 1 

Fonction de transfert d'un 
capteur idéal 

Grandeur 
magnétique 

Figure 5.3 : Schéma des erreurs capteurs 

Pour les capteurs aussi, en absence de biais clairement identifié, nous prendrons 
l'espérance de l'erreur de mesure égale à zéro. 

Lois de probabilités choisies 

Dans notre expérimentation, nous n'avons défini que les ordres de grandeur des 
différents paramètres, mais nous n'avons pas parlé de la loi de probabilité e11e­
même. 

La raison est très simple. Nous n'en avons pas la moindre idée l En l'absence 
d'une théorie sur la connaissance, nous transformerons dans les deux paragra­
phes précédents le mot "ordre de grandeur" par le mot "écart-type", et nous ne 
ferons pas d'hypothèse sur la forme de la loi de probabilité. 

5.3- Inversion du système 

5.3.61- Loi de Bayes 

Supposons que nous ayons affecté au vecteur A, une loi de probabilité p(A). Cal­
culons maintenant, à partir d'une mesure B, l'estimée de A. La manière la plus 
rigoureuse de donner une solution de A est de donner la loi de probabilité de A 
connaissant la mesure B, c'est à dire de calculer la probabilité conditionnelle de 
A sachant B (qui rappelons le, s'interprète comme la crédibilité de A sachant B). 
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Celle-ci est donnée par la loi de Bayes. 

(A lB) = p(B lA) p(A) 
p p(B) 

(5.9) 

Seulement, cette équation n'est pas facilement calculable dans le cas général. 

5.3.b- Choix de la meilleure estimée 

Ne pouvant calculer p(A 1 B) simplement, plutôt que d'avoir la loi de probabilité 
complète de A, nous allons nous contenter d'obtenir une valeur de A 
"représentative" des valeurs vraisemblables. Nous allons essayer cependant d'y 
ajouter une information sur la précision obtenue (c'est à dire sur la dispersion 
possible des valeurs). 

Les critères généralement pris pour estimer une variable et sa précision sont 
ceux-ci (d'après [SAPORTAD : 

mode xo / p(xo) = mlx pey) 

médiane Xl ~X/ f P(yldy~} écart V, ~ L IY-X,lp(yldy 
y= 

espérance X2 ~ Ly p(yl dy variance V 2 ~ Ir (n(2)' p(yl dy 

milieu de Ymin + Ymax étendue V 3 = Ymax - YmiI1 
j'étendue X3 = 

2 

Une propriété importante est que si la loi de probabilité est symétrique, toutes 

ces valeurs (xo à X3) sont confondues (pas le mode si il est à valeur multiple). Par 
contre dans le cas contraire, les différentes valeurs ne sont pas identiques et le 
choix d'un critère par rapport à un autre dépend du résultat que l'on souhaite. 

Si on souhaite minimiser l'erreur maximum quelque soit la probabilité d'attein­
dre cette valeur maximum, il faut choisir le milieu de l'étendue (qui minimise 
l'étendue). Si, par contre, il est souhaitable d'avoir le plus souvent possible une 
erreur extrêmement faible, il vaut mieux prendre le mode (c'est à dire la valeur 
la plus probable). Enfin, si on choisit de minimiser la variance de l'erreur, il faut 
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choisir l'espérance. 

Il est probable qu'aucun des critères extrêmes n'est bon, et qu'il faut choisir un 
juste milieu. 

5.3.c- Calculabilité de l'estimée 

Le choix de l'estimée est essentiellement dicté par la possibilité de le calculer fa­
cilement. 

En effet, les différentes estimées ne sont facilement calculables que dans des hy­
pothèses précises des lois de probabilités. Le cas le plus simple est l'espérance qui 
est calculable de manière linéaire dans le cas où toutes les probabilités sont gaus­
siennes. 

Cependant la médiane est calculable par la méthode du simplex dans le cas où 
toutes les probabilités sont de forme double-exponentielle ([PRESS] ou 
[T ARANTOLA]). Il est probable que nous devons nous limiter à ces deux cas, si 
nous souhaitons un filtre optimal. 

Nous pouvons aussi nous contenter de filtres non optimaux mais plus simples. 
Dans ce cas, l'estimation de l'espérance sous hypothèse gaussienne est le meil­
leur estimateur linéaire de l'espérance pour toutes les autres lois de probabilité. 
Hélas, c'est quand même un estimateur plutôt mauvais si les lois de probabilité 
sont très étalées (problème de la robustesse). 

5.3.d- Conclusion partielle sur le choix 

Nous venons de voir que plusieurs choix de critères sont possibles ayant chacun 
leurs avantages et leurs inconvénients. La question que l'on peut se poser est la 
suivante: est ce que ce choix est crucial pour les performances des algorithmes? 
En d'autres termes est ce que l'estimateur linéaire qui simplifie extrêmement les 
calculs (mais n'est optimal que sous l'hypothèse des probabilités gaussienne) est 
utilisable? 

Nous pouvons juste apporter un élément de réponse. 

Si le système est plutôt sur-dimensionné, nous avons alors beaucoup d'équa­
tions pour un nombre restreint d'inconnues, lesquelles peuvent être calculées 
très précisément. Mais le grand nombre d'équations supposées liées augmente 
très fortement la chance de tomber sur des équations contradictoires avec les hy­
pothèses (fausses) de comportement des paramètres. Il entraîne donc des instabi­
lités et une faible robustesse. Le calcul est alors effectivement très sensible à la 
forme des queues de probabilités du système. 
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Si par contre, le système est sous-dimensionné, le manque d'équations fait que 
seules les grandes tendances des lois de probabilités (espérance, variance ... ) con­
tribue à la solution et que la forme de ces lois n'est pas prédominante. 

Cependant, le cas réel est un peu plus subtil, car le système d'équations, tout en 
étant sous-déterminé pour la majorité des paramètres, peut être sur-déterminé 
pour un sous ensemble de ceux-ci et donc entraîner une divergence du système. 

Il est important de noter que nous verrons un moyen d'estimer a posteriori si le 
système a plutôt divergé ou convergé. 

5.4- Estimateur linéaire 

5.4.a- Résolution du système 

Nous pouvons associer au vecteur A, une matrice de variance/ covariance notée 
V A qui est définie non négative et un vecteur espérance mathématique de A 
noté MA. De plus, compte tenu des propriétés des matrices définies non négati­
ves, nous avons l'existence d'une matrice triangulaire inférieure notée BA (voir 
[PRESS]) telle que (décomposition de Cholesky de la matrice) : 

(5.10) 

L'annexe A.7 permet d'affirmer alors qu'il existe au moins un vecteur a de va­
riables aléatoires (processus aléatoires si on s'intéresse à l'évolution temporelle 
des phénomènes) centrées et linéairement indépendantes (mais non obligatoire­
ment gaussiennes ni indépendantes) tel que: 

(5.11) 

I!§INous pouvons être étonnés de considérer qu'un phénomène tel que, par 
exemple, l'induction terrestre soit considéré comme un phénomène incertain. 
En fait comme dans toute détermination, la connaissance de cette induction est 
entachée d'erreurs. Nous avons donc une partie connue (que nous identifions à 
l'espérance de la variable, évoluant éventuellement dans le temps) ajoutée à 
une partie indéterminée due à la présence de légères erreurs (qui correspond à la 
partie aléatoire de la variable). Dans le cas limite d'une variable absolument cer­
taine, la variance sera nulle. 

La démonstration de la résolution du système est décrite dans l'annexe B.4. 
Nous allons seulement présenter ici les résultats. 

En reprenant les notations précédentes et en supposant que la matrice lFlEA se 
décompose en valeurs singulières selon: 
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(5.12) 

avec P et Q deux matrices carrées respectivement de dimension m (nombre de 

voies de mesures) et n (nombre de paramètres), unitaires et ~ une matrice dia­
gonale de k valeurs non nulles. 

L'estimation linéaire de A (noté A) s'écrit alors: 

avec: 

Hl = lEAQ~ -1 pt + HJlPt 

H2 = (1I-lrhF)MA 

avec la notation: 

~ ) 

(B.82) 

et avec lHI3 une matrice quelconque de dimension m,n de la forme (0 X) c'est à 

dire avec les k premières colonnes nulles (k étant le rang de la matrice FlEA). 

Dans le cas très général où FV A Ft est inversible et où la solution de norme mi­
nimale est cherchée, le système d'équation se réduit à : 

Hl = V AlFt(FV AFt)-l 

H2 = (JI-HIF)MA 

5.4.b- Remarques générales sur l'estimateur linéaire 

Généralité des deux formules 

(B.82b) 

La seconde formule pour Hl et H2 est un peu moins complète que la première. 

Elle fait l'hypothèse que lF V AFt est inversible, c'est à dire que tous les modes de 
B sont excitables. Mais c'est en général vrai, car le bruit de mesure suffit à exciter 
les modes. 
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Dans le cas contraire, à cause de H3, nous pouvons avoir un ensemble infini 
d'estimateurs qui peuvent expliquer de manière équivalente une mesure B. 

n est intéressant de voir à quelle condition cela correspond. 

Quand nous décomposons lFIA en valeurs singulières, nous observons que cer­

taines combinaisons des coefficients a sont observables (celles correspondant aux 
k premières lignes de la matrice unitaire Qt) alors que d'autres ne le sont pas (les 
n-k dernières lignes de la matrice Qt) 

Réciproquement, tous les modes de mesure B peuvent ne pas être excités. C'est à 
dire, qu'un certain nombre de combinaisons linéaires des coefficients du vecteur 
mesure B peuvent ne jamais apparaître (les m-k dernières lignes de la matrice 
unitaire IP). Cela correspond au fait que tous les états de la mesure B ne sont pas 
commandables. Puisque ces modes (c'est à dire certaines combinaisons linéaires 
des éléments du vecteur mesure) ne peuvent pas apparaître, nous pouvons les 
multiplier par n'importe quelle valeur, le résultat doit toujours rester à zéro. 
C'est en cela qu'apparaît une matrice H3 presque quelconque dans l'estimateur. 

& Cependant, physiquement, ne pas mettre H3 à zéro est très dangereux. En ef­
fet, il s'agit d'une modélisation de la réalité et donc certains termes ont été négli­
gés (par exemple les termes de degré élevé du développement en harmoniques 
sphériques). Ainsi les différents modes non excités de B dans le modèle peuvent 
l'être légèrement dans la réalité, et ne pas mettre H3 à zéro, revient à amplifier 
ces termes d'une manière nuisible puisque non modélisée (et donc non contrô­
lée). 

D f ailleurs, même si certains modes de B ne sont pas physiquement excités, le 
bruit numérique pendant la résolution du système se chargera de le faire. 

~ Il est assez curieux finalement que les problèmes apparaissent à partir du 
moment où les mesures B sont redondantes (autre façon de dire que lF V AlF t 

n'est pas inversible !) 

En fait, il est important de faire attention dès que les valeurs de Â, sont faibles. 

En effet, dans la matrice Hl, apparaissent les coefficients 1-..-1. C'est à dire que 

moins une combinaison linéaire des sources physiques a fait sentir son effet 
dans la mesure, plus son poids est important dans l'estimateur Hl ! 

Cela peut paraître normal dans le sens que des effets de faible amplitude doivent 
être fortement amplifiés pour pouvoir être identifiés, mais c'est dangereux à 
partir du moment où d'autres effets indésirables (en particulier le bruit numéri­
que) sont aussi amplifiés dans le même rapport. 
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Les différents auteurs ([PRESS] ou [LA WSOND considèrent que la solution sage 
est de se fixer un seuil au dessous duquel toute valeur singulière est considérée 
comme nulle. Ce seuil est déterminé empiriquement en fonction de la précision 
des calculs. 

Effet stabilisateur du bruit capteur 

Supposons que chaque capteur est bruité, alors l'introduction de l'incertitude des 
capteurs dans le vecteur A va amener la matrice lFV AlF t à être inversible. 

En effet, chaque sonde aura une partie de son incertitude (que nous assimilerons 
au bruit du capteur) indépendante des autres sondes et des paramètres physiques 
introduits dans le vecteur A. Nous pouvons alors décomposer le vecteur A en 
deux sous vecteurs Al et A2t A2 correspondant aux termes d'incertitudes indé-

pendants et lF en deux sous matrices lF 1 et lF 2 avec lF 2 étant l'identité. 

(5.13) 

A partir de cette définition, nous pouvons mettre V A sous la forme: 

(5.14) 

avec w 2 une matrice diagonale de valeurs propres strictement positives et de di­
mension m (m étant le nombre de sondes). 

Si nous calculons à partir de cette définition, nous avons: 

lFV AIlF t est une matrice positive, w 2 est une matrice strictement positive. 

Donc quel que soit X, vecteur de dimension m, 

lFV AlFtX = 1FIV AIlFltX + w2X 

:2 w2minX 

avec w2min la plus petite valeur propre de w2. 

(5.15) 

(5.16) 

Nous pouvons en déduire que non seulement lF V AlF t est inversible mais en 

plus que ses valeurs propres sont supérieures à celles de w 2. Nous pouvons en 
dire de même des m premières valeurs singulières de lFlEA (elles en sont les raci­
nes carrées). 
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Il est à remarquer que si toutes les sondes ont la même incertitude de variance 

w2, et si Ài sont les valeurs singulières de lF l, alors Ài 2+w 2 sont les valeurs pro­

pres de lF 'V AlF t . 

I§]Le risque de divergence qui apparaît lorsque nous avons des capteurs qui sont 
des combinaisons linéaires les uns des autres, est lié au problème de la cohéren­
ce des données. 

Quand on applique le théorème des probabilités conditionnelles (équation (5.9), 
dont les équations que nous venons de présenter en sont une forme dans le cas 
linéaire, nous avons une division par la probabilité de la mesure. Dans le cas qui 
nous préoccupe, le moindre bruit numérique peut faire que vis à vis de notre 
modèle, cette probabilité devient très proche de zéro et nous avons en fait une 
division par zéro. 

Le fait de rajouter un bruit indépendant pour chaque capteur permet /Id' étaler" 
la probabilité de B et donc de minimiser le risque de cette division par zéro. 

Extension si nous voulons une fonction de A minimale 

Si nous cherchons à estimer non pas les paramètres sources A mais une fonc­
tion linéaire de ces paramètres, par exemple une estimée du champ en un ou 
plusieurs points donnés autour de la zone de mesures, il est équivalent de cher­
cher la meilleure estimée de A. 

Si par exemple on a : 

B=FA 
R=GA 

La meilleure estimée de R en fonction de la mesure B est: 

R = GMA + G 'V AlfH(lF'V AlF t )-l(B-lFMA) 

=GA 

5.5- Estimation de l'état magnétique du moteur Baudouin 

5.5.a- Estimation du champ sous le moteur 

(5.17) 

(5.18) 

A partir des quatre ensembles de capteurs que nous avons choisis pour l'identifi­
cation, à partir des écart-types supposés pour les paramètres de la mesure, et en­
fin en utilisant la formule que nous venons d'établir (5.14), nous sommes capa-
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bles d'identifier les sources magnétiques équivalentes du moteur. 

Seulement, il s'agit aussi de vérifier les états trouvés. Un moyen assez facile de 
vérifier les solutions et de recalculer, à partir de l'état magnétique identifié, l'in­
duction magnétique en des points de mesure autres que ceux déjà utilisés. Pour 
cela, nous utilisons la formule (5.18) et estimons le champ magnétique en des 
points de mesure qui se trouvent sous le moteur. 

Plus particulièrement, nous utilisons les composantes verticales du champ du 
niveau B sous le moteur qui, nous l'avons dit, présente un bon compromis en­
tre le champ lointain (discrimination des termes dipolaires) et le niveau de si­
gnal. 

Nous estimons à chaque fois le signal maximum et l'erreur d'estimation maxi­
male, sur l'ensemble des composantes mesurées dans ce plan, ainsi que l'erreur 
relative (définie comme l'erreur maximale sur le signal maximal dans le plan). 

5.5.b- Résultats bruts 

Présentons sous forme de tableau les résultats obtenus. 

Nombre de sondes d'identification 
Numéro Maximum du 
de fichier signal (nT) 

15 23 99 136 

!-~~~ 

0017 (Induit long}- 333 14,7 (4,4%) 13,6 (4,1%) 12,2(3,7%) 13,0 (3,9%) 

0031 (Induit vert.) 266 10,0 (3,7%) 7,0 (2,6%) 5,2 (1,9%) 4,4 (1,7%) 

0033 (Induit transv.) 134 14,9 (11,2%) 18,9 (14,2%) 14,9 (11,2%) 13,1 (9,8%) 

0079 (Perm. long.) 250 7,7 (3,1%) 5,4 (2,1%) 7,3 (2,9%) 6,5 (2,6%) 
---

0089 (Perm. vert.) 376 8,3 (2,2%) 13,7 (3,6%) 7,9 (2,1%) 9,5 (2,5%) 

0099 (Perm. transv.) 178 29,9 (16,8%) 7,3 (4,1%) 12,1 (6,8%) 18,3 (10,3%) 

0154 (Perm. vert.) 292 10,5 (3,6%) 4,4 (1,5%) 5,4 (1,8%) 4,7 (1,6%) 

Théorique 462 36 (7,8%) 25 (5,5%) 16 (3,4%) 13 (2,8%) 

Dans le tableau ci dessus, les résultats de l'erreur d'estimation des composantes 
verticales du champ sont exprimées en nT et en pourcentage de la valeur maxi­
male de cette même composante verticale. Les résultats théoriques seront .com-
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mentés ultérieurement. 

Brutalement, nous pouvons tirer trois remarques de ce tableau: 

-le bon résultat général des algorithmes d'estimation de l'aimantation. 
-les bonnes performances des résultats avec peu de capteurs vis à vis de ceux 
avec beaucoup de capteurs. 
-des résultats des estimations plutôt moins bons, chaque fois que l'on mesure 
une aimantation principalement transversale. 

A titre d'exemple, nous présentons dans les figures suivantes quelques exemples 
de signaux et d'erreurs d'identification (figure 5.4 à 5.7) 

Les valeurs maximales des erreurs sur les figures diffèrent très légèrement des 
valeurs exprimées dans le tableau car les conditions de l'extrapolation n'étaient 
pas rigoureusement identiques. Il y a notamment des petites différences dans le 
maillage, le degré de développement de la base (degré 5) mais aussi dans l'écart 
type des bruits capteurs (10 nT). 

Les échelles de couleurs utilisées mettent en évidence la forme de l'erreur mais 
pas son amplitude relative au signal. Si nous exprimons sur le même graphique, 
la mesure réelle et le champ estimé, nous avons respectivement pour les mê­
mes cas (figures 5.8 et 5.9 avec les mêmes paramètres que dans le tableau). 
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Figure 5.4; Composante verticale du signal sur le niveau B (fichier 0089) 
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Fichier 0089 
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Signature réelle - signature estimée 

Figure 5.5 : Erreur d'identification de la composante verticale du signal (avec 15 voies) 
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Figure 5.6 : Composante verticale du signal sur le niveau B (fichier 0099) 
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32 nT 
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max: 6,15 nT 
min : -28,4 nT 

Figure 5.7 : Erreur d'identification de la composante verticale du signal (avec 15 voies) 

Fichier 0089 

: : . . . . . :: 
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Il Réel 

mm Estimé 
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-100~-----T------r------r------r-----~----~------+------; 

-8 -6 -4 -2 o 2 4 6 8 

Abscisse du point de mesure par rapport au moteur (01) 

Figure 5.7 : Mesure et signal estimé (avec 15 voies) sur le capteur B4 (composante verticale) 
(Attention: l'abscisse est inversée par rapport aux isoruveaux) 
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La forme de l'erreur d'identification peut être relativement riche d'enseigne­
ment sur l'origine de l'écart entre les signatures réelles et estimées. 

Par exemple, sur les courbes isoniveaux de l'erreur pour le fichier 0099 (figure 
5.7), nous voyons qu'elle a la forme d'une signature d'origine le moteur (plus 
précisément, elle à la forme d'une aimantation verticale du moteur), il est donc 
probable que l'origine vienne d'une erreur d'estimation. 

L'erreur d'identification pour le fichier 0089 (figure 5.5), montre en plus d'une 
signature du moteur, une forte composante continue (de l'ordre de 2 à 4 nT). 
Celle-ci ne peut pas être explicable par une erreur d'identification. En fait, au 
moment du zéro électronique des capteurs, le moteur était à une douzaine de 
mètres de la fosse et créait encore un champ résiduel sur ceux-ci, mais qui a été 
retranché alors même qu'il s'agit de signal utile. Cette erreur existe aussi pour le 
fichier 0099 mais est masquée par les autres sources d'erreur. 
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Figure 5.8: Mesure et signal estimé (avec 15 voies) sur le capteur B3 (composante verticale) 
(Attention: l'abscisse est inversée par rapport aux isoruveaux) 
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6 .. - Validation et optimisation 

6.1- Interprétation de l'estimateur linéaire 

6.1.a - Objectifs de l'étude complémentaire 

Nous aurions pu rester à ce niveau de la recherche des problèmes inverses, mais 
ce serait se priver de tous les outils de contrôle et d'amélioration que peuvent 
fournir cette théorie. En effet, jusqu'à présent, les bénéfices obtenus sont assez 
faibles par rapport à une analyse par les moindres carrés. En fait, nous allons 
voir que Je formalisme du chapitre précédent donne des moyens assez perfor­
mants pour connaître a priori mais aussi a posteriori la qualité d'une estimation. 

On peut en effet considérer de manière simpliste l'algorithme entier comme un 
instrument de mesure de l'aimantation de l'objet. Or, pour être utile, un appa­
reil de mesure doit non seulement être précis et fidèle, mais on doit aussi pou­
voir être capable de quantifier sa précision. 

Tout d'abord, revenons sur l'estimateur linéaire et analysons plus finement 
comment il fonctionne. 

6.1.b- Interprétation des fonnules 

Supposons pour simplifier que k=m c'est à dire que nous n'avons pas de capteur 
redondant, mais aussi que la matrice de variance V A est inversible (cela revient 
à supposer qu'aucun terme de A n'est soit constant, soit combinaison linéaire 
d'autres termes de A). 

Soit la matrice IF et le vecteur A, nous avons 

B=IFA (5.2) 

Décomposons, non pas IFlEA mais IF en valeurs singulières. 
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Nous avons alors: 

(6.1) 

avec F'l inversible et A = QtA 

A n'est que l'expression de A dans une autre base orthonormée. Ce vecteur a 
pour espérance MA = QtMA et pour variance V A = Qtv AQ. 

Calculons la matrice de l'estimateur de A. 

A = MA + V AlFt(lFV Alf'ltt1(B-lFMA) 

= MA + QVAlF't(lF'V A]F't)-l(B-]F'MA) 

nous avons: 

en développant plus, nous obtenons: 

avec: 

Al = MAl + ]F'l-l(B-MB) 

l22 = MA2 + V 12tV 11-1]F'l-1(B-MB) 

= MA2 + V 12tV 11-1(fu-M Al) 

Nous pouvons analyser un peu ces deux formules: 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

Nous avons une partie des paramètres du vecteur A qui est observable: le sous­
vecteur Al et une autre partie non observable: A2. 

Pour la partie observable, nous la déterminons directement par inversion de ]Fil 
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et la reportons pour estimer A par l'intermédiaire de la matrice Q. 

Par contre, nous essayons de déterminer Â2, qui n'est pas directement observa­
ble, par les corrélations supposées avec ÂI. Nous avons (lF'I)-1 qui donne ÂI et 
V I2tV 11-1 qui donne l'estimée de Â 2 en fonction de ses corrélations avec ÂI. 

Nous remarquons effectivement que s'il n'y avait pas de corrélation entre ÂI et 

Â2, alors V I2t serait nul, et que la meilleure supposition que nous pourrions fai­
re sur Â 2 est que les valeurs seraient égales à leur espérance. 

Même si les différents paramètres sont supposés indépendants, cette méthode 
peut améliorer les performances de l'estimation. Il suffit de supposer les diffé­
rents paramètres d'ordre de grandeur différents pour avoir, après orthogonalisa­
tion (recherche de lF/I), une corrélation V I2t :;to O. 

6.2- Performances a priori du système 

6.2.a- Incertitude a priori de l'estimée 

Pour pouvoir faire tous ces calculs, nous avons fait des hypothèses sur le systè­
me et en particulier sur le domaine de variation des différentes grandeurs. 

En effet, l'estimateur linéaire a été choisi pour minimiser la variance de l'erreur 
de ]' estimation (s = A -A). Cela suppose implicitement que nous avons déjà cal­
culé cette variance. En combinant les équations (B.78 et B.82b) nous obtenons ef­
fectivement : 

V E = (1HhlF -li)V A (lHI1lF - li)t 

= VA - V AlFt(lFV AlF t )-llFVA (6.5) 

C'est à dire que pour une configuration donnée, si les hypothèses a priori sont 
justes, nous pouvons dire, paramètre par paramètre, quelle est l'étendue de l'er­
reur avant même de commencer l'expérimentation. C'est ainsi que nous avons 
pu exprimer les incertitudes de mesure dans les figures 4.6 à 4.12. 

Par des variantes de cette formule, en reprenant les notations précédentes, nous 
pouvons tout autant prédire l'incertitude sur les paramètres normalisés a r ou 
encore sur toute combinaison linéaire des paramètres: 

V g-a = OEA tlFt(lF V AlF t )- llFlEA - li) OEA tlFt(lF V AlF t)- llFlEA - li) 

=li -lEAtlFt(lFV AlF tt 1lFlEA (6.6) 
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Bien entendu, il ne s'agit que d'estimations de l'erreur compte tenu des connais­
sances et des suppositions que nous faisons a priori sur le système. Si nos hypo­
thèses sont fausses, cette évaluation n'a aucun sens. 

Appliquons ce développement sur nos essais avec le moteur. 

Nous pouvons tout d'abord présenter les erreurs d'estimation sur les termes 
d'aimantation (exprimé en échelle log pour pouvoir montrer l'ordre de gran­
deur sur les termes dipolaires). 

% Erreur relative (15 voies) 

100~i~I··~~0~i~iinrlrrmfl~rmrm~ 
10 

% 100 

Degré 4 Degré 1 
;::;:;:::::::::;:::::Degré ?'i::'::::::::::::Y::::::::::::::::::::::::: 

Degré 6 

Figure 6.1 : Ecart-type relatif de l'erreur d'estimation prédite (pour 15 voies) 

Erreur relative (23 voies) 

Degré 4 

Figure 6.2 : Ecart-type relatif de l'erreur d'estimation prédite (pour 23 voies) 
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% Erreur relative (99 voies) 
100 

10 
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................... Degré '):.:) ••.•.•.•... ..:0:: ................. :.:;:.:. 

Degré 6 

Figure 6.3: Ecart-type relatif de l'erreur d'estimation prédite (pour 99 voies) 

% Erreur relative (136 voies) 
100~!WWW:~:/ë:%Btt@iitii#@ ::/~:~2~}:S;ii#8Ë8tki82 

10 

Degré 4 

Figure 6.4: Ecart-type relatif de l'erreur d'estimation prédite (pour 136 voies) 

De ces courbes, on peut remarquer que le nombre de termes identifiés est infé­
rieur au nombre de voies de mesure. Non seulement le bruit capteur diminue 
la précision du calcul, mais en plus la disposition des capteurs peut déterminer 
précisément des combinaisons de coefficients sans pour autant pouvoir les dis­
criminer les uns des autres (en fait, nous ne représentons dans ces courbes que la 
diagonale de l'écart-type de l'erreur et non les corrélations entre paramètres). 

Les précisions théoriques avec 99 et 136 voies sont à peu près similaires. Nous 
avons donc retenu la configuration à 99 voies pour identifier les coefficients pré­
sentés dans les figures 4.6 à 4.12. 

Par la formule (6.13), nous pouvons tout aussi bien tracer l'erreur théorique de 
l'estimation du champ sur le niveau B. La figure 6.5 présente par exemple l'er­
reur théorique sur le capteur central du niveau B (B4) pour une identification 
avec 15 voies de mesure. 
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nT Ecart-type de l'erreur d'estimation du champ 
40 
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Abscisse de la mesure (m) 

Figure 6.5: Ecart-type de l'erreur d'identification du champ 
sur le capteur B4 

Nous pouvons bien entendu connaître l'erreur d'identification réelle du champ 
magnétique sur les capteurs fosses en la comparant avec la mesure. Nous ne 
nous en sommes pas privés, en reportant sur la dernière ligne du tableau du pa­
ragraphe S.S.b, le maximum de l'écart-type de l'erreur théorique sur les capteurs 
ayant servi à la mesure. 

La dispersion des résultats des mesures étant assez élevée, nous nous contente­
rons de dire que l'ordre de grandeur est respecté. 

6.2.b- Optimisation des positions des capteurs 

Principe général 

Ne serait-ce que dans le cas précédent, où nous voyons qu'une configuration 
avec 136 voies de mesures n'est pas beaucoup plus précise (théoriquement) 
qu'une autre ne comportant que 99 voies de mesure, nous pouvons deviner que 
pour un nombre de capteurs donné, la position de ceux-ci va réellement déter­
miner l'inversibilité du système et donc la précision de l'identification. 

Or nous avons un outil qui permet de prédire l'erreur du système. Nous devons 
donc pouvoir être capables de comparer l'efficacité relative de plusieurs ensem­
bles de positions capteurs, voire même d'optimiser la position des capteurs pour 
réduire l'erreur au maximum. 

La difficulté principale provient de la dépendance complexe des performances 
des algorithmes en fonction de la géométrie du système de mesure. En effet les 
positions relatives des sources et des capteurs de mesure interviennent de ma­
nière complexe dans la matrice de transfert entre l'état d'aimantation et le 
champ magnétique (matrice lF). 
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Le réflexe est alors d'utiliser une approche ''brutale'', à savoir procéder à une op­
timisation non linéaire des positions des capteurs pour minimiser un critère re­
présentatif de la performance de l'identification. 

L'avantage de cette méthode est son côté automatique, cependant elle est lourde 
et ne permet pas toujours de garantir la pertinence de la solution. De plus il n'est 
pas toujours facile d'intégrer des contraintes extérieures telles que l'encombre­
ment de la zone d'expérimentation. 

Pour procéder à une telle optimisation, il faut définir une fonctionnelle à opti­
miser et une méthode d'optimisation. 

La fonctionnelle doit correspondre à un critère de performance, fonction de la 
position des capteurs. 

Réduction de la variance de l'erreur 

Le critère le plus immédiat est la minimisation de la variance de l'erreur esti­
mée sur les aimantations, puisque nous venons de voir qu'elle est très simple­
ment disponible. 

Nous avons vu que dans le cas des hypothèses d'un estimateur linéaire, nous 
pouvons exprimer la variance de l'erreur d'estimation des aimantations: 

(6.5) 

L'inconvénient de raisonner sur les aimantations est d'avoir un vecteur E dont 
tous les éléments ne s'expriment pas dans la même unité. De plus la précision 
souhaitée sur certains termes de l'aimantation peut être différente de celles d'au­
tres termes. Enfin, même si les problèmes d'unité ne se posent pas, si le critère 
est la minimisation de plusieurs coefficients (par exemple, les trois composantes 
dipolaires), il faut choisir si on préfère minimiser la moyenne de l'erreur (c'est à 
dire la moyenne de la variance des erreurs d'estimation), la variance maximale 
ou d'autres critères telle que l'erreur maximale possible. 

Déjà, pour pouvoir comparer des choses comparables, il faut exprimer les diffé­
rents coefficients à identifier dans une même unité. Il faut donc définir une ma­
trice tG qui projette les coefficients dans un espace où la comparaison est possible. 

Si nous nous intéressons uniquement aux termes dipolaires, la matrice tG sera 
de la forme: 

0000 .. 0] 
1000 .. 0 
0100 .. 0 (6.8) 

Si nous cherchons à minimiser les erreurs relatives des coefficients, nous au-
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rons alors: 

(6.9) 

Nous pouvons tout aussi chercher à minimiser l'effet des erreurs sur le champ 
en un ensemble donné de points. Dans ce cas, G sera la matrice de transfert entre 
les sources et cet ensemble de points. 

La nouvelle erreur s'exprime ainsi: 

8 = G(A-A) 

= (GVAlFt(lFVAlFt)-llFEA -GEA) U (6.10) 

Nous avons alors à chercher les positions des capteurs qui minimisent ce vec­
teur. 

Si nous notons ~ la matrice de passage entre u et 8, d'éléments Xij avec i l'indice 
sur les lignes et j l'indice sur les colonnes. 

Nous avons alors: 

8' - '" X"U' 1 - L 1) ) 

J 

La variance de l'erreur pour chaque terme sera donc: 

v 0' = '" x2 
~1 L 1) 

i 

(6.11) 

(6.12) 

Nous pouvons écrire plusieurs critères suivant que l'on cherche à minimiser la 
variance moyenne sur tous les termes (Cl), la variance maximale (C2) ou l'er­
reur maximale possible (C3). 

Pour le critère Cl, on recherchera les positions qui minimisent: 

(6.13) 

(avec ni le nombre de paramètres estimés). Ce critère est la norme de Frobenius 

de la matrice ~ divisée par le nombre de lignes. 

Pour le critère C2, on recherchera les positions qui minimisent: 

C2 = maxi L x~ 
j (6.14) 
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et pour le critère C3, si on suppose en plus que tous les Uj ont même loi de pro­
babilité symétrique et qu'ils sont bornés. 

C3 = maXi L Ixiil 
i (6.15) 

Ces critères souffrent d'un inconvénient majeur. Le calcul de la matrice ){ est 
lourd, puisque à chaque modification de la position d'un ou plusieurs capteurs, 
il faut recalculer la matrice lF et inverser une des matrices de calcul intermédiai-

re. La lenteur de ce calcul (kn3 par itération) empêche une optimisation par mé­
thode stochastique. Il faut donc se "rabattre" sur des optimisations par la métho­
de de la plus grande pente (type Newton) et là, nous tombons sur une autre dif­
ficulté car les fonctions C2 et C3 ne sont dérivables que par morceaux (la conver­
gence en est fortement ralentie). Il est donc conseillé dans ce cas d'utiliser le cri­
tère Cl dont la fonction est tout le temps dérivable si les capteurs sont bruités. 

Même avec l'utilisation de ce critère, l'optimisation reste très délicate et limitée 
pour plusieurs raisons: 

-elle n'est adaptée que dans le cadre des algorithmes linéaires. A la fin de ce cha­
pitre, nous verrons des extensions non linéaires des algorithmes mais pour les­
quels l'optimisation des positions des capteurs pose encore plus de problèmes. 

-la réalité peut être très différente de nos hypothèses a priori et peut ruiner le ré­
sultat de nos efforts d'optimisation du système. 

-enfin, les différentes expérimentations que nous avons faites, nous ont montré 
la présence d'un grand nombre de minima locaux dans lesquels l'algorithme a 
de grandes propensions à s'arrêter. 

Pour contourner ce second problème, nous utilisons en fait une technique de 
multistart avec démarrage sur des positions proches de celles données par l'étu­
de paramétrique (chapitre suivant). 

Dérivée de la fonction critère Cl 

Nous avons choisi le critère Cl parce qu'il avait la qualité d'être dérivable (une 
discontinuité de la fonction ne peut théoriquement arriver que si deux capteurs 
supposés parfaits se superposent pendant l'optimisation créant une singularité 
de la matrice IF V AIFt). Il est utile de savoir calculer cette dérivée. 

Si n est le nombre de variables utilisées pour le critère d'erreur (dimension du 
vecteur 10) et si m est le nombre d'inconnues normalisées (dimension du vecteur 
u). 
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(6.13) 

Sa dérivée par rapport à la kième position de capteurs servant à l'identification: 

(6.16) 

dXij 

dMk est J'élément d'indice i,j de la dérivée de la matrice X par rapport à la kième 

a]F 

position de capteurs servant à l'identification. C'est à dire (en notant aMk par 

]F') : 

(6.17) 

Résultats 

De nombreux essais expérimentaux nous permettent de penser que cette derniè­
re méthode est la seule réaliste car les temps de calcul sont très longs. Nous 
avons donc utilisé cette méthode pour trouver les deux configurations avec res­
pectivement 15 et 23 sondes. 

Nous avons pris comme critère la somme quadratique des erreurs sur le plan 
formé par les mesures du niveau BOes trois composantes confondues). 

Cependant, nous avons été obligés de restreindre l'ensemble des positions vali­
des à rester dans le "V" inversé représentant l'espace où des mesures du champ 
sont disponibles. Cette contrainte géométrique supplémentaire augmente le ris­
que de s'arrêter sur un minimum local. Les solutions obtenues (après seulement 
un essai et arrêt au premier minimum trouvé) dessinées figure 5.2 ne nous sem­
blent pas réellement optimales (ne serait ce que par leur manque de symétrie 
alors que le problème posé était symétrique). 

Mais, dans les deux cas, nous obtenons une diminution de l'écart-type théorique 
de l'erreur d'un fadeur 2 à 3 par rapport à une position initiale des capteurs qui 
ne nous semblait pourtant pas illogique. 

Vne grande difficulté reste d'ailleurs de pouvoir estimer si les performances 
théoriques obtenues après une optimisation sont loins ou non des meilleurs ré­
sultats possibles, et donc, si il est raisonnable de recommencer l'optimisation. 
Nous verrons dans le chapitre suivant un calcul approché qui devrait permettre 
de donner un ordre de grandeur du meilleur résultat possible. 
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6.3- Performances a posteriori 

6.3.a- Probabilité a posteriori de la mesure 

Nous avons vu que la loi de probabilité que nous donnons sur les différents 
coefficients est en général très arbitraire et est plus construite à partir de convic­
tions que de faits réels. Nous pourrions alors nous poser la question sur la possi­
bilité que nous aurions à utiliser les résultats de la mesure pour tenter de véri­
fier la validité des hypothèses faites a priori (et donc aussi la validité du résultat). 
Il serait d'ailleurs encore plus utile d'être capable de modifier cette information a 
priori en fonction d'enseignements donnés par les mesures. 

Tout d'abord, supposons les hypothèses de départ justes et calculons la statisti­
que attendue pour la mesure B. 

Nous avons: 

B=lFA 

(6.18) 

et 
(6.19) 

Ainsi, nous avons aussi une connaissance a priori des valeurs prises par la me­
sure. Nous pouvons bien entendu la comparer avec la réalité et donc avoir déjà 
une idée de la vraisemblance de nos hypothèses, avant même de procéder aux 
calculs d'extrapolation. Si la mesure B est un vecteur qui avait très peu de rai­
sons d'apparaître d'après l'information a priori, nous pouvons déjà douter de la 
cohérence de notre estimation. 

Seulement, calculer cette vraisemblance demande autant d'opérations que calcu­
ler l'estimée. Nous allons voir maintenant un moyen plus rapide de juger la co­
hérence du système. 

6.3.b- Test du Chi deux surl'esnmée 

Si nous pouvons calculer la cohérence de l'information a priori et de la mesure, 
nous pouvons aussi faire le même traitement sur l'estimée des paramètres A 
(appelée A). Pour des raisons pratiques, nous allons plutôt calculer les espéran-

ces et variances de Q qui est l'estimée de a (l'ensemble des paramètres réduits). 
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= Qk1JPtJPt\,Qta 

= Qt\, -1 t\,Qta 

= JH['l a 

.&k1t\, n'est pas li! 

d'où: 
M!l=O 

et 
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(6.20) 

(6.21) 

(6.22) 

En fait, il est facile de montrer que JH['l est une projection orthogonale, car 

JH['l = JH['lJH['l (6.23) 

Cette fois-ci, si nous supposions que les éléments du vecteur a suivent une loi 
de Laplace-Gauss centrée réduite et indépendante deux à deux, et parce que JH['l 

est une projection orthogonale, alors nous pourrions affirmer que la somme 
quadratique des estimées Q suit une loi du X2 à v degrés de liberté (v étant le rang 
de la matrice de projection) [SAPORTA]. 

Si pendant le calcul nous n'avons pas écrété de valeurs singulières, v sera le 
nombre d'équations du système. 

Nous aurions alors une estimation très simple de la probabilité a posteriori de la 
validité de la solution à partir d'une grandeur qui peut être un sous-produit du 
calcul de l'estimée. 

Toutefois même si les paramètres ne suivent pas une loi de Laplace-Gauss, il est 
toujours utile de construire le coefficient: 

(6.24) 

et de vérifier que sa valeur n'est ni trop grande, ni trop petite. Cependant con­
naître les bornes tolérables reste assez délicat et ne peut être établi que par l'expé­
rience. 

Une valeur de ê 2 grande est en général très improbable. Si cela apparaît quand 
même, c'est que selon toute vraisemblance, les hypothèses de départ sont fausses 
et qu'il faut les reconsidérer. En particulier, il se peut qu'un ou plusieurs para­
mètres ne se trouvent pas dans la plage attendue. 

Ce qui est tout aussi vrai, c'est si la valeur de ê 2 est trop basse (leur probabilité 
d'apparition est tout aussi faible). Cela signifie que nous avons été probablement 
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trop pessimistes et que nous avons considéré une étendue trop forte pour un 
certain nombre de paramètres. 

Il est important de comprendre que les valeurs prises par 1;2 ne sont que des indi­

cations, mais que l'on peut quand même avoir des valeurs crédibles de 1;2 sans 
pour autant avoir un résultat juste. 

Nous avons aussi calculé l'expression de 1;2 pendant nos essais. 

Somme des g2 
Numéro de fichier .-

15 23 99 136 

0017 (Induit long.) 2,6 3,0 9,9 12,0 

0031 (Induit vert.) 0,6 0,7 4,4 4,4 

0033 (Induit transv.) 1,1 1,5 10,3 15,2 

0079 (Perm. long.) 1,5 1,6 5,9 6,9 

0089 (Perm. vert.) 2,6 3,2 26,8 17,0 

0099 (Perm. transv.) 3,7 6,7 76,7 46,7 

0154 (Perm. vert.) 1,2 1,5 23,5 11,5 

Si cette somme suivait une loi de X2v, l'espérance des valeurs serait égale à v 

(c'est à dire le nombre de voies) et la variance serait égale à 2v. Nous en sommes 
très loin (environ un facteur 10 sur l'espérance) ! 

Cette différence est issue directement de l'écart entre les lois réelles et les lois de 
Laplace Gauss mais peut-être aussi de valeurs trop optimistes des variances 
choisies. 

Nous avons mentionné le fait qu'après l'optimisation des positions capteurs 
pour respectivement 5 et 8 capteurs triaxes, nous avions modifié le choix donné 
par l'algorithme car une sonde ne fonctionnait pas. Pour illustrer le comporte­
ment de la somme et de la précision de l'identification quand quelques données 
sont fausses, nous présentons les résultats obtenus sans changement de la voie 
de mesure défectueuse. 

Dans les deux cas, cela revient à deux voies de mesures forcées à zéro. Nous voy­
ons alors une très nette montée de l'erreur et de la somme. Nous pouvons ob­
server cependant quelques cas où la somme des carrés reste faible mais l'erreur 
forte (par exemple fichier 0033 avec 15 sondes). La solution trouvée est alors réa-
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liste mais fausse (ce comportement est naturel dans un système très sous-di­
mensionné). Mais nous pouvons aussi trouver des solutions fortement diver­
gentes qui sont très bien détectées par notre agrégat (par exemple fichier 0033 
avec 24 sondes). 

15 sondes 24 sondes 
Numéro de fichier 

% erreur 82 = L Q2 % erreur 82 = L Q2 

0017 (Induit long.) 21 % 19 24 % 76 

0031 (Induit vert.) 28 % 5,4 46 % 33 

0033 (Induit transv.) 75 % 3,8 344 % 283 

0079 (Perm. long.) 20 % 9,6 21 % 31 

0089 (Perm. vert.) 36 % 28 61 % 84 

0099 (Perm. transv.) 76 % 9,5 260 % 437 

0154 (Perm. vert.) 29 % 12 42 % 30 

6.3.c- Réutilisation de l'information a posteriori 

Nous venons de voir que l'arrivée des mesures apporte une information sup­
plémentaire qui est la loi d'apparition réelle de la mesure B. Il s'agit bien d'une 
information dans le sens où elle peut permettre de valider (ou d'invalider) les 
hypothèses a priori. 

La question qui nous vient naturellement à }' esprit est de savoir si cette infor­
mation est exploitable pour modifier la connaissance a priori ou améliorer la 
qualité de l'identification. 

Pour répondre à cette question, nous allons reprendre le formalisme que nous 
avions en faisant un changement de variables qui sépare la partie du vecteur A 
observable de celle qui ne l'est pas: 

(6.1b) 

avec Â = QtA et f'l inversible. 
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Si nous calculons l'espérance et la variance a posteriori de A, nous avons, com­
me dans le paragraphe précédent: 

MAI lB = MAI + ]F'l-I (B-MB) 

= ]F'l-IB 

MA2IB = MA2 + 11 lzÎV 11-llF'l- I (B-MB) 

= MA2 + 11 12tV 11-1 (MAI lB-MAl) 

et pour les variances a posteriori : 

Interprétons ces formules. 

o 
o 

(6.25) 

(6.26) 

Tout d'abord, la partie observable devient une grandeur certaine correspondant 
à la mesure (sa variance devient nulle) ce qui est normal. Par contre la connais­
sance de la partie non observable est modifiée par l'intermédiaire des corréla­
tions avec la partie observable. 

Ce qui est en fait important de savoir, c'est si l'information que nous obtenons 
est exploitable pour les mesures futures et si cela permet d'affiner le problème 
inverse. 

Par exemple, nous pourrions alors essayer d'utiliser la statistique des mesures 
passées pour affiner les vecteurs espérances et les matrices de variance, c'est à di­
re, nous pourrions remplacer MB par la moyenne des mesures <MB) et VB par 
les corrélations entre les mesures (YB). 

Les probabilités de A seraient remplacées par: 

(6.27) 

et 

( 11 11 V 12 ) = ( lFitV BlFi1 

\1Ih V22 ? 

? 
) 

(6.28) 

mais on se heurte à plusieurs difficultés. 

Tout d'abord seule l'espérance de la partie observable est modifiée or celle-ci 
n'intervient pas dans la formule. Il n'y a donc pas d'apport d'information pour 
une résolution ultérieure. 
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Ensuite, la modification des variances pose un problème, car la modification 
d'une partie de la matrice ne donne aucune indication sur l'influence de ces 
changements sur les autres parties. En particulier, l'intercorrélation entre la par­
tie observable et la partie non observable devient fausse mais sans hypothèse 
supplémentaire, il n'y a pas d'information sur comment la corriger. 

Pour pouvoir aller plus loin, il faudrait probabiliser les hypothèses sur l'infor­
mation a priori et leur donner un taux de confiance, mais c'est aller bien loin. 

Si par exemple, on fait l'hypothèse que l'information sur le bruit est sûr et qu'il 
est sûr aussi que le bruit est décorrélé de la grandeur physique, alors effective­
ment on pourrait améliorer la résolution. 

Nous retrouvons en fait un nouveau problème inverse à un niveau plus haut: 
il faut introduire des lois d'incertitudes sur les lois d'incertitudes! 

6.4 Extension à trois cas non linéaires 

6.4.a- Probabilité en double exponentielle 

Nous avons vu que la loi de probabilité gaussienne est une loi qui entraîne des 
solutions peu robustes compte tenu de l'amortissement très fort (loi en e-x2) des 
valeurs qui dépassent l'ordre de grandeur de l'écart-type. Nous avons aussi vu 
en conséquence que l'estimateur linéaire (qui n'est optimal que dans le cas gaus­
sien) ne se comporte pas toujours de manière stable. 

On trouve dans la littérature de nombreuses études effectuées pour trouver des 
estimateurs qui se comportent mieux vis à vis des valeurs extrêmes que l'esti­
mateur linéaire, tout en restant calculables. Un candidat intéressant est la loi en 
double exponentielle. 

Ix-xol 
p(x) =le--(J-

2a (6.29) 

La loi en double exponentielle a une queue de probabilité qui descend très vite, 
(en exponentielle) mais quand même incomparablement moins vite qu'une loi 
gaussienne (en exponentielle carrée). 

Si tous les paramètres suivent une telle loi, il est possible par des algorithmes as­
sez rapides, de trouver la solution la plus probable. 

Si, pour la loi gaussienne, la solution était celle qui minimisait: 

(6.30) 
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pour la loi en double exponentielle, la solution doit minimiser: 

n 

E= Liai 
i=l (6.31) 

Dans la littérature [IMSLl, existent des algorithmes permettant de résoudre les 
problèmes d'optimisation linéaire avec contraintes linéaires: 

C'est un problème du type: 

soit A un vecteur de ~n, 

soit lE une matrice de m1 lignes et n colonnes et b un vecteur de m1 lignes, 

soit CC une matrice de m2lignes et n colonnes et c un vecteur de m2 lignes, 

soit D une matrice de m3 lignes et n colonnes et d un vecteur de m3 lignes, 

trou ver X un vecteur de ~ n qui maximise A tx et qui vérifie les contraintes 
XLO 
lEX=b 
ccXLC 
DX~d 

(6.32) 

La méthode la plus utilisée pour résoudre ce problème est la méthode du sim­
plex [PRESS] ou [T ARANTOLA]. 

Notre problème peut se résumer à cette optimisation. L'astuce donnée par 
[TARANTOLA] est de remarquer que trouver: 

qui vérifie: 

n 

L Iail minimum 
i=l 

B=lFlSAa + lFMA 

est équivalent à trouver: 

n 

L (~i + 'Yi) minimum 
i=l 

avec ( 'Yi L 0 

lFEA(~i - 'YJ = B-1FMA 

qui correspond à la forme standard du problème d'optimisation du simplex. 
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6.4.b- Algorithme tolérant aux erreurs d'alignement des capteurs 

Besoins 

Parmi les erreurs induites par les sondes, il faut intégrer les incertitudes dues à 
une mauvaise localisation des capteurs autour du système étudié. En règle géné­
rale, les erreurs sur les positions relatives des capteurs sont négligeables, ou plus 
précisément les systèmes de localisation ont une précision suffisante pour nos 
besoins. Par contre, dans le cas de la présence d'un fort champ inducteur, les er­
reurs de mesure de l'alignement des capteurs peuvent être redoutables. Que }' on 
juge: 

- dans le cas du moteur Baudouin, si nous ne nous affranchissions pas du 
champ terrestre, nous aurions une anomalie d'environ 100 Am2 immergée dans 
un champ inducteur de 50000 nT avec un réseau de capteurs à 2 m du centre de 
l'objet. 

En faisant }' approximation dipolaire, on s'aperçoit que le champ de l'anomalie 
sur les capteurs est de l'ordre de 1000 nT à 2000 nT alors que le champ général se­
rait de 50000 nT. Le gradient de champ serait de 3000 nT lm à 6000 nT lm. 

Si nous acceptons une erreur de 3 % sur l'identification de l'anomalie, cela en­
traîne sur la mesure de la position une erreur maximale de 1 cm et d'alignement 
de 3 à 4 centièmes de degrés. La difficulté du respect de ces deux contraintes n'est 
absolument pas la même. 

De plus, compte tenu de la précision exigée en alignement, même si la mesure 
est possible, le support du capteur doit être très rigide et insensible à tout ce qui 
peut créer des déformations telles que la dilatation thermique ou les contraintes 
mécaniques. 

L'erreur d'alignement ne se traite cependant pas de manière identique sur tous 
les axes de mesure et nous pouvons (dans le cas de capteurs vectoriels triaxiaux 
et d'un nombre suffisant de capteurs) améliorer fortement l'algorithme d'esti­
mation de l'aimantation en introduisant une non-linéarité. 

Algorithme 

En fait, si il y a une erreur d'orientation d'un capteur vectoriel, celle-ci va se tra­
duire par un signal parasite sur le signal nominal proportionnel au cosinus de 
l'angle de mésalignement dans la direction du signal et proportionnel au sinus 
dans les axes perpendiculaires. Donc si cet angle est petit, (inférieur à 2° dans 
l'exemple précédent pour identifier le cosinus à 1 en faisant une erreur inférieu­
re à 30 nT), nous pouvons linéariser l'erreur capteur et introduire l'incertitude 
d'alignement dans la matrice W d'erreur capteur. 

Soit un capteur triaxe d'erreur interne d'écart-type w pour chacune des sondes et 
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d'erreur d'alignement d'écart-type a radians. Ce capteur donne un signal de 
composantes Bx, By et Bz. 

Dans la direction du vecteur induction, la variance de l'erreur capteur sera donc 
w2 et dans les deux directions perpendiculaires: w2 + a 2B2 (en supposant l'an­
gle a petit). 

Soit nx, ny et nz les composantes du vecteur ri directeur de B, nous pouvons dé­

finir deux vecteurs li et v perpendiculaires au vecteur il de composantes respec­
tives ux, uy et Uz et vx, Vy et Vz. 

La décomposition canonique de l'erreur capteur peut alors prendre la forme: 

E = lEA 

avec le vecteur A composé de variables aléatoires centrées, de variance unité et 
linéairement indépendantes deux à deux et lE la matrice : 

w 
o 
o 

o 
w 
o 

o 
o 
w (6.33) 

La variance de l'erreur du capteur est donc: 

w 2 +a2B2(u~ + v~) 

a 2B2(u xuy + vxv y) 

a 2B2(uxUz + vxv z) 

w2 +a2B2(1 - n~) 

a 2B2(uxU y + vxvy) 

w2 +a2B2(u~ + v~) 

a 2B2(u xUz + vxvz) ) 

a 2B2(uyu z + vyv z) 

a 2B2(uyu z + vyvz) w 2 +a2B2(u~ + v~) 
-a2B2nxny -a2B2nxnz 

w 2 +a2B2(1- n~) -a2B2nynz 

-a2B2nynz w2 +a2B2(1- n~) 
(6.34) 

(La dernière égalité se trouve tout de suite si on remarque que par définition, la 
matrice : 

est une matrice unitaire). 

L'algorithme vient alors de mamere naturelle : à chaque itération de calcul, 
nous remplaçons pour chaque sous-ensemble correspondant à un vecteur triaxe, 
la sous-matrice 3x3 du bruit capteur par l'expression que nous venons de cal cu-
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1er et nous utilisons ces nouvelles valeurs pour exprimer la matrice Hl et le 
vecteur H2. 

Les différents essais que nous avons faits montrent la relative robustesse de cet 
algorithme. De plus, ce principe général peut être modifié à l'infini pour inté­
grer, par exemple, un sous ensemble de capteurs rigides entre eux, pour pré cal­
culer les matrices pour différentes orientations du champ inducteur dans le but 
d'accélérer les calculs, pour estimer dans le cas d'un système rigide mais inconnu 
le mésalignement des capteurs à partir de plusieurs mesures. 

Si l'approximation linéaire n'est plus envisageable, on peut toujours tenter 
d'utiliser cet algorithme en utilisant les valeurs affinées de B par récurrence ou 
au pire, utiliser l'algorithme suivant qui est adapté aux capteurs scalaires. 

6.4.c- Utilisation de capteurs scalaires 

Jusqu'à présent, nous avons supposé l'utilisation de capteurs magnétiques de 
champ et de gradient qui présentent comme nous allons le voir dans un chapi­
tre futur de nombreux avantages. 

En particulier, avec la représentation par les harmoniques sphériques ou les di­
pôles surfaciques, nous avons une dépendance linéaire entre les paramètres mo­
délisant la pièce étudiée et les signaux sur les capteurs de mesure. 

Cependant, dans la gamme de signaux qui nous préoccupe, ils ont aussi quelques 
inconvénients dont l'incertitude d'alignement que nous venons de décrire n'est 
pas le moindre. Nous pouvons aussi ajouter la sensibilité des technologies utili­
sées vis à vis d'effets tel que la température du capteur. 

Il existe une technologie de capteurs très précis qui ne présente pas ces inconvé­
nients : les capteurs scalaires. Ces capteurs, utilisant soit la résonance des protons 
(RMN) soit celle des électrons (RPE), sont intrinsèquement très précis. De plus, 
ils donnent une information scalaire (le module du champ) et non vectorielle. 
Cette propriété est à la fois un avantage et un inconvénient. 

L'avantage est que la mesure du module du champ ne dépend pas de l'orienta­
tion du capteur, supprimant la contrainte de mesure de l'alignement du capteur 
dans le champ. 

L'inconvénient vient du fait que le module du champ ne dépend plus linéaire­
ment des paramètres magnétiques de l'objet mesuré. Il faut donc adapter les al­
gorithmes. 

Dans l'annexe B.4.b, nous présentons l'algorithme qui, bien que simple dans son 
principe, est d'une présentation lourde. Par ailleurs, nous démontrons la stabili­
té de l'algorithme choisi face aux perturbations. 
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7 .. - Etude paramétrique d'un cas simple 

7.1- Présentation du problème 

7.1.a- But de l'étude 

Dans les chapitres précédents, nous avons construit d'un point de vue purement 
théorique, un algorithme permettant d'identifier un champ magnétique créé par 
des anomalies localisées. 

Nous allons maintenant chercher à connaître dans le cadre le plus général possi­
ble les performances du système. 

L'optique d'une telle étude est double. D'une part, nous pourrons dimensionner 
une installation avec une bonne confiance (combien de capteurs et de quelle 
qualité pour obtenir une précision souhaitée 7), d'autre part, la connaissance des 
paramètres influençant la mesure permettra de faire des choix technologiques 
importants améliorant les algorithmes. 

La diversité des configurations possibles ne permet pas de faire une étude analy­
tique exhaustive de la méthode. Une possibilité serait alors de faire une recher­
che numérique systématique. 

Nous avons délibérément choisi une autre approche. Nous avons simplifié au 
maximum les données du problème et nous nous sommes restreints à une con­
figuration simplifiée que nous avons cherché à résoudre au maximum de ma­
nière théorique. 

L'intérêt est de, non seulement connaître les performances, mais aussi de voir 
comment chaque paramètre contribue à la solution. Nous avons ainsi tiré des 
enseignements qui auraient très difficilement pu être déduits par une expéri­
mentation numérique. 

Nous allons réduire fortement le problème et affirmer un certain nombre 
d'hypothèses simplificatrices. Ces hypothèses formeront les limites du modèle et 
de la validité des conclusions émises. 
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7.1.b- Description du problème simplifié 

Soit un ensemble de sources magnétiques, à quelle précision relative (et abso­
lue), peut-on estimer l'aimantation de ces anomalies à l'aide de capteurs magné­
tiques? 

Déjà, cette tentative d'énoncé est incomplète. Nous pouvons nous attendre en 
effet, à ce que cela dépende d'un grand nombre de paramètres, comme le bruit 
des capteurs choisis, leur nombre, l'amplitude des sources ou leur répartition. Il 
va falloir identifier ces dépendances et éventuellement les réduire pour garder 
des formules suffisamment générales. 

® 1 ère simplification : nous allons supposer qu'il y a une anomalie unique si­
tuée dans une zone sphérique. 

L'ensemble des paramètres est composé de plusieurs types d'aimantation que 
nous ordonnerons selon les degrés croissants du développement en harmoni­
ques sphériques aij, par rapport au centre de la sphère incluant les sources. 

Nous avons déjà calculé l'influence de ces paramètres en un point M : 

avec 

00 n 

V(M) =.L:L L arm~yg-(8,<p) 
4nn=1 rn=n rn+ 

f Y2cos(m<p) 
(n-m)! 

yg- (8,<p) = 1 . pg- (COS8)\ 1 
(n+m)! 

Y2sin(m<p) 

si m>O 

si m=O 

si m<O 

\ 
f 

(2.17) 

(B.6) 

Nous avons donc sur le potentiel, différentes influences s'amortissant en puis­

sances croissantes de r, avec 3 composantes pour l'effet dipolaire, 5 pour l'effet 

quadrupolaire, etc ... 

Essayons d'estimer le potentiel moyen créé par les composantes d'un degré n 

donné, après avoir formulé une autre hypothèse que nous justifierons plus loin. 

® 2ième simplification: nous allons supposer que les coefficients arm sont indé­
pendants et qu'ils sont pour un n donné de même ordre de grandeur. 

Ils ont alors un même écart-type, noté Gan. Cela revient à considérer que la sphè­
re n'a pas de direction ni de zone privilégiée d'aimantation. Nous avons vu 
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dans le chapitre sur les harmoniques sphériques que cette hypothèse est valide si 
on suppose un dipôle isolé situé dans la sphère. 

7.2- Variance dans l'espace du potentiel magnétique et de ses 
dérivées 

7.2.a- Variance de l'induction et de son gradient 

Pour calculer les caractéristiques statistiques de la matrice de transfert entre les 
sources et la mesure, il est nécessaire de calculer, pour une source quelconque, 
les variances du potentiel scalaire en tout point de l'espace hors de la sphère, 
ainsi que ses dérivées premières et secondes, c'est à dire la variance de l'induc­
tion magnétique et de la matrice gradient. 

La démonstration est très calculatoire et est présentée en annexe B.S. Nous nous 
contentons ici de présenter les résultats. 

Variance du potentiel scalaire pour les termes de degré n 

2-d( 1 )2 
uv n - an 4nrn+1 J (B.99) 

Cette équation s'entend comme la contribution de l'ensemble des 2n+ 1 termes 
harmoniques de degré n sur la variance du potentiel scalaire. Par contre, o2an est 
la variance de n'importe lequel de ces termes. 

Variance de l'induction magnétique pour les termes de degré n 

Nous avons rassemblé ces résultats sous la forme d'un tableau. Pour obtenir la 
variance d'une composante de l'induction ou la covariance entre deux compo­
santes, l'élément correspondant du tableau doit être multiplié par le facteur : 

Pour des raisons pratiques, les composantes s'entendent dans le repère sphérique 
et seule la moitié de la matrice symétrique est représentée. 
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Br Be B<p 

Br (n+ 1)2 - -

Be 
n(n+ 1) 

0 -
2 

B<p 0 0 
n(n+ 1) 

2 

Variance du gradient de l'induction magnétique pour les termes de degré n 

Par le même principe, nous pouvons calculer les covariances entre les compo­
santes de la matrice gradient. 

Là aussi, pour obtenir les termes de variances et de covariances, nous devons 
multiplier par le facteur multiplicatif : 

Grr Gre Gr<p Gee Ge<p G<p<p 

Grr (n+ 1)2(n+2)2 - - - - -

Gre 0 n(n+ 1)(n+2l - - - -
2 

Gr<p 0 0 n(n+ 1)(n+2)2 
- - -

2 

Gee -(n+ 1)2(n+2)2 
0 0 (n+ 1) (n+2) c3n4Sn+4) - -

2 
8 

Geçp 0 0 0 0 
(n-l)n(n+l)(n+2) 

-
S 

G<p<p -(n+ 1)2(n+2)2 
0 0 (n+1)(n+2) (n47n+4) 0 

(n+l)(n+2l (3n2+Sn+4) 
8 

2 B 
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Covariance entre l'induction magnétique et les gradients pour les termes de de­
gré n 

Enfin, les termes d'inductions et de gradients ne sont pas indépendants, il est 
important de les calculer aussi. 

Cette fois ci, le terme multiplicatif est: 

Gn Gre Gnv Gee GeqJ GqJqJ 

Br -(n+l)2(n+2 0 0 
(n+ 1)2(n+2) 

0 
(n+ 1 )2(n+ 2) 

2 2 

Be 0 n(n+ 1)(n+2) 
0 0 0 0 

2 

BqJ 0 0 n(n+ 1 )(n+2) 

2 
0 0 0 

7.2.b- Remarques sur les dépendances entre champs et gradients 

Toutes les valeurs de champs et de gradients sont non corrélées à l'exception 

d'une part de Gm Gee et GqJqJ et d'autre part des trois couples (Br,Grr) (Be,Gre) et 
(BqJ,GrqJ). Entre ces différentes valeurs, il existe des relations de dépendance très 
simples qui sont: 

Grr+Gee+GqJqJ = 0 
-(n+2) 

Grr = Br r 
-(n+2) 

Gre = r Be 
-(n+2) 

Gnp = r Bep 
(7.1) 

Autant la première relation est indépendante du degré des sources magnétiques 
(dipôles, quadrupôles, etc ... ) et est vraie quelles ques soient les sources magnéti­
ques, autant les trois suivantes en dépendent ainsi que des positions. Ainsi, un 
capteur gradientmétrique, différence de deux triaxes, disposé de manière radiale 
par rapport à la source (donc qui mesurera Grv Gre et GrqJ) aura des mesures qui 
seront corrélées avec le champ inducteur. 
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Il est à remarquer que ceUe dépendance peut être utilisée pour localiser une 
source magnétique isolée [LATOUR] à partir des informations champ et gra­
dient. 

7.3- Formules d'erreur d'identification 

7.3.a- Hypothèses supplémentaires 

Le calcul de l'erreur d'identification est reporté dans l'annexe B.5.d. Pour y par­
venir, nous avons fait des hypothèses supplémentaires. 

®Tout d'abord, nous avons supposé que nous avions l1c voies de mesures de 
caractéristiques identiques. 

Cela suppose d'avoir des capteurs de même type, situés à même distance de l'ob­
jet et dans la même position relative. Par exemple, nous pouvons avoir ne ma­
gnétomètres situés radialement et à égale distance de la sphère de modélisation. 
Cette propriété nous permet de garantir pour chaque sonde le même rapport si­
gnal sur bruit. 

Alors nous pouvons poser le système: 

B=fA (5.2) 

Dans les expressions, pour simplifier, nous avons pris ne tel que 

ne = mC<me+2) avec me entier positif. 

Nous généraliserons, mais de manière non rigoureuse, à d'autres entiers. 

®I\Tous avons fait une seconde hypothèse en affirmant que les capteurs sont 
placés de manière quasi optimale si les ne premières colonnes de la matrice IF 
sont orthogonales. 

Implicitement, cela veut aussi dire que l'on suppose qu'il existe au moins une 
position de capteurs qui permette cette configuration. 

Confirmation numérique de la première hypothèse 

Nous avons procédé à plusieurs optimisations numériques, selon la méthode 
exposée dans le chapitre 6. Nous l'avons en particulier fait sur des modèles 
sphériques. Dans les cas simples, présence d'une sphère, quelques capteurs assez 
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élémentaires (pas plus de 3 sondes par capteur), l'optimisation converge effecti­
vement vers une distribution de tous les capteurs à une distance identique de la 
sphère. Dans les cas plus complexes, il y a effectivement une tendance de ce type 
(cependant elle n'est pas systématique), mais nous n'avons jamais pu garantir 
une convergence vers le minimum global de l'optimisation. Dans les optimisa­
tions sur le moteur Baudouin, la tendance est déjà respectée (figure 5.2) bien que 
le modèle ne soit pas sphérique et que les capteurs soient contraints à rester près 
des mesures disponibles. 

Confirmation numérique de la seconde hypothèse 

La seconde hypothèse est moins intuitive. Elle est pourtant aussi relativement 
bien respectée, comme l'ont montré les optimisations numériques. Pour s'en 
convaincre, nous avons tracé sur les figures suivantes, non pas la matrice ]Ft]F, 

mais cette matrice après normalisation. Expliqué avec les notations déjà utilisées 

pour la décomposition en valeurs singulières, nous n'avons pas tracé Q2I,4Qt, 

mais Q2I,2I,-lQt. 

Nous obtenons alors pour les optimisations à 15 et 24 sondes les figures 7.1 à 7.4. 
L'abscisse des quatre graphiques correspond aux lignes de la matrice (mais aussi 
aux colonnes puisque la matrice est symétrique) et chaque point représente un 
élément de la matrice de la ligne correspondante dont la valeur est donnée par 
l'ordonnée. Les points des premières lignes proches de 1 sont justement ceux de 
la diagonale. 

Les deux premières figures correspondent à l'optimisation effectuée avec la con­
dition de garder les capteurs près des positions des mesures disponibles (c'est à 
dire les positions réellement utilisées dans les chapitres précédents). Les deux fi­
gures suivantes correspondent à d'autres optimisations avec autant de capteurs 
triaxes mais sans contrainte géométrique. 

15 sondes optimisées près des mesures disponibles 

Bruits 15 sondes 

Figure 7.1 : "Vue de profil" de la matrice IF tIF "normalisée" 
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15 sondes optimisées sans contrainte 

15 premières lignes Bruits 15 sondes 

Figure 7.2: "Vue de profil" de la matrice J1ItJ1l "normalisée" 

24 sondes optimisées près des mesures disponibles 

o 

-1 

24 premières lignes Bruits 24 sondes 

Figure 7.3 : "Vue de profil" de la matrice J1ItJ1l "normalisée" 

24 sondes optimisées sans 
1~~~~~ITnLIT~rrnTIT~~nTnnTITTITrrnTIT~rrnnTITnTITTITrrn~ 

24 premières lignes Bruits 24 sondes 

Figure 7.4: "Vue de profil" de la matrice J1ItJ1l IInormalisée" 
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73.b- Expression générale 

Pour rendre r expression finale plus modulaire et permettre de l'appliquer à plu­
sieurs sources et types de capteurs, nous avons séparé la variance des coefficients 
harmoniques pour le degré n, noté a 2an et la contribution de tous les harmoni­
ques de degré n sur la variance du champ, noté Mn. 

(7.2) 

Dans cette expression, 
- n est le degré maximal de développement des harmoniques dont l'effet est non 
négligeable. 
- me est la valeur telle que ne = me(me+2) 
- m est le degré de la composante dont on calcule la précision d'identification. 
- west l'écart-type du bruit de la sonde 

- Em est l'erreur relative sur les termes d'aimantations de degré m. 

7.3.c- Application à plusieurs types de capteurs 

Dans le cas d'un dipôle réparti aléatoirement dans une sphère, nous avons l'ex­

pression suivante pour a2ak en fonction de l'espérance du module: 

(7.3) 

Nous pouvons rappeler les valeurs de Mk pour les différentes configurations 
"canoniques" que nous avons calculées: 

Magnétomètre placé radialement (noté dans la suite MIR) 

Il mesure Br 

Mk=(~k+I)2 
4n rk+2 

Magnétomètre placé orthoradialement (noté MIO) 

Il mesure Be ou BqJ 

Identification de ['état magnétique d'un système ferromagnétique à partir de mesures du champ proche 

(7.4) 

173 



174 7- Etude paramétrique d'un cas simple 

Mk = k(k+ 1) ( ~O )2 
2 4nrk+2 

zl 

i~v: 
\ 1Î 

-~--r'---4· ........................ ~:-

1 , 
Configuration MIR 

x 

1 ..... 

i 

Configuration MIO 

Figure 7.5 : Configurations magnétomètres envisagées 

Gradientmètre axial placé radialement (noté GAIR) 

Il mesure Grr 

Mk = (!:Q. (k+ 1)(k+2))2 
4n r k+3 

1 
W 

x 

zl 
~"i:.::· ~ 

~ ..... . 

Configuration GAIR Configuration GAIO 

Figure 7.6 : Configurations graruentmètres axiaux envisagées 

Gradientmètre axial placé orthoradialement (noté GAIO) 

Il mesure Gee ou Gcpcp 

Mk = (k+ 1)(k+2) (3k2+5k+4) ( ~o )2 
8 4nrk+3 

x 
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Gradientmètre croisé placé radialement (noté GC1R) 

Mk = k(k+ 1) (k+2)2 (!-lD (k+2))2 
2 4lt rk+3 (7.8) 

Gradientmètre croisé placé orthoradialement (noté GC10) 

Mk = (k-1)k(k+ 1)(k+2) ( !-lO )2 
2 4ltrk+3 (7.9) 

Config'dfation GCIR Configuration GClO 

Figure 7.6 : Configurations graruentmètres croisés envisagées 

7.4- Performance de l'identification 

7.4.<1- Description des paramètres 

Nous allons tout d'abord faire la liste des paramètres qui influent sur le système. 
Nous pouvons les séparer en deux familles: les caractéristiques des sources qui 
correspondent à des conditions données du problème et les caractéristiques des 
capteurs (nombre, placement, performance) sur lesquels l'expérimentateur peut 
jouer pour avoir une performance requise. 
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Paramètres des sources 

Dans les calculs précédents, nous avons fait l'hypothèse que les sources étaient 
localisées dans une sphère de rayon ro et que l'espérance du module de l'ampli­
tude est M. Enfin, nous avons supposé que l'amortissement des termes de degré 
élevé correspondait statistiquement à celui d'un dipôle isolé placé de manière 
aléatoire dans la sphère. 

Nous ne connaissons pas la statistique des termes d'une source réelle. Ainsi 
nous allons introduire deux facteurs correcteurs empiriques qui permettent de 
faire varier cet amortissement. 

Tout d'abord, nous allons tenter de traduire la confiance que nous avons sur la 
"régularité" du magnétisme de l'anomalie. Si l'aimantation de l'objet ainsi que 
sa géométrie sont régulières, le comportement magnétique est proche de celui 
d'un dipôle centré. Dans le cas contraire, l'amortissement est plus lent que celui 

supposé. Nous introduisons alors un coefficient PO, qui permet d'augmenter ou 
de réduire à volonté l'amortissement. 

Ainsi nous prenons : 

(7.10) 

Ensuite si la pièce possède un modèle fin provenant d'un calcul ou d'une mesu­
re de calibration, nous connaissons alors de manière directe une partie de son ai­
mantation. Seul le résiduel d'aimantation est à identifier et cela peut se traduire 
dans les formules, comme si les termes à identifier autres que l'aimantation di-

polaire étaient d'amplitude plus faible. Nous le modélisons par un coefficient P 
constant et inférieur à 1 sur tous les termes résiduels {pour m>mJ. 

Enfin, nous allons opérer deux changements de variables dans la formule. 

Une fois combinée, les expressions de Mk et a2ak se mettent sous la forme: 

- pour les magnétomètres: 

(7.11) 

- pour les gradientmètres : 

(7.12) 

Nous normalisons donc r par ro (en posant r' = r /ro) et plutôt que prendre l'ai­
mantation, nous prenons la densité volumique d'aimantation que nous déter-
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minons par l'espérance de son module Mf (le 1/r2 résiduel dans le cas des gra­
dientmètres est neutralisé en normalisant le bruit capteur). 

La relation entre notre nouvelle variable et a 2Mest : 

(7.13) 

Paramètres des capteurs 

Nous supposons que nous avons ne sondes de type identique. Ce type pourra 
être l'un de ceux présenté au paragraphe 7.3c. Comme nous allons estimer l'er­
reur sur les termes dipolaires, nous n'utilisons pas la sonde GC10 qui ne peut 
pas mesurer les coefficients de degré 1. 

Nous supposons que la position de ces capteurs par rapport au centre de la sphè­
re des anomalies est identique (nous l'avons déjà appelé r) et que ces capteurs 
sont positionnés de telle sorte que la matrice de transfert lF entre les capteurs et 
les ne premiers paramètres aient ses colonnes orthogonales, ce qui est, semble-t­
il, proche de la situation optimale. 

Nous supposons le bruit des capteurs centré et indépendant d'écarts-type hm 
pour les sondes magnétométriques et hg pour les sondes gradientmétriques. 
Pour permettre la normalisation par ra, le bruit capteur des gradientmètres qui 
normalement s'exprime en TI m est normalisé (multiplié par) ra et s'exprime en 
T. 

Critère de performance 

A partir de ces données nous allons chercher à connaître la précision de caracté­

risation de l'aimantation dipolaire de la pièce. Le critère de performance est E, la 
précision relative de l'identification des 3 termes dipolaires. 

Il est important de noter que dans la liste des paramètres de cette étude, plu­
sieurs sont représentatifs du système physique et sont les conditions extérieures 

du problème: ra, M, po. p est par contre un paramètre qui dépend directement de 
la finesse des modèles élaborés. Enfin les bruits capteurs hm et bgr leur nombre 
ainsi que leur type sont directement représentatifs du coût de la solution. 
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7.4.b- Domaine de variation des paramètres 

Il faut attribuer à tous ces paramètres des valeurs réalistes pour tracer des aba­
ques utiles. Nous allons définir les domaines de variations de chacun de ceux-ci, 
en précisant à chaque fois une valeur moyenne qui sera celle prise par défaut 
(quand le paramètre est figé). 

Les paramètres à faire varier, sont: 

M', PO, p, bm ou b' & I1ç et le type de sonde. 

La distance r' n'est pas a priori un de ces paramètres, sauf si il existe de fortes 
contraintes spatiales pour positionner les capteurs. En effet, il existe toujours 
une valeur optimale de la distance r' qui minimise l'erreur. C'est celle que nous 
choisissons par défaut. 

A chaque fois, nous représentons l'écart-type de l'erreur E en fonction de ces pa­
ramètres. 

Type de capteurs 

Nous supposons dans un premier temps que les différents capteurs sont de 
même type et même orientation relative par rapport à la pièce. D'après les cal­
culs que nous avons faits, nous avons pu reconnaître 6 familles qui, rappelons 
le, sont: 

-magnétomètre placé radialement à la pièce (M1R) : il mesure Br. 
-magnétomètre placé ortho radialement à la pièce (Ml0) : il mesure Be ou BIjJ' 

-gradientmètre axial placé radialement à la pièce (GA1R) : il mesure Grr. 
-gradientmètre axial placé orthoradialement à la pièce (GA10) : il mesure Gee ou 

GIjJIjJ' 
-gradientmètre croisé placé radialement à la pièce (GC1R) : il mesure Gre, GfIjJ, 

Ger ou GljJr. 
-gradientmètre croisé placé orthoradialement à la pièce (GC10) : il mesure GeljJ 

ou GljJe, celui-ci ne pouvant seul, identifier les termes dipolaires. 

Nombre de voies de mesures ne 

Nous identifions ici une seule pièce, ou tout au moins un ensemble réduit de 
pièces logeant dans une seule modélisation. Nous cherchons donc à utiliser le 
minimum de capteurs pour arriver à nos fins. Nous considérons un nombre de 
voies de mesures compris entre 3 et 30 voies. La valeur par défaut est prise arbi­
trairement égale à 12. 
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Densité magnétique M' 

Nous considérerons la densité d'une sphère de perméabilité infinie comme un 
maximum (elle est de 96 Am-l pour un champ inducteur de 32 Am-l ). Des me­
sures faites sur des objets manufacturés en acier (moteurs thermiques) ont don­
né des densités d'environ 30 à 50 Am-l rapporté au volume de modélisation. 
Dans le cas du moteur Baudouin, nous avons trouvé des modules d'aimanta­
tions de l'ordre de 100 à 150 Am2 alors que le volume du moteur est de 0,7 m3, 
celui du modèle maillé de 1,3 m3 et celui de l'ellipsoïde de 3,7 m3 (donc des den­
sités comprises entre 27 Am-l et 200 Am-l suivant le modèle et la mesure). 
Nous regardons entre 10 et 100 Am-l, avec une valeur de 50 Am-l pour le cas 
moyen. 

Amortissement des termes PO 

Les mesures sur le moteur montrent un amortissement plutôt fort (excepté pour 
les aimantations transversales), mais d'autres essais non présentés dans ce rap-

port peuvent donner des amortissements faibles. Nous faisons varier Po entre 
0,1 et 1,5, mais nous prenons la valeur 0,75 dans le cas moyen. 

Précision de modélisation p 

La détermination de ce paramètre est purement empirique. 

Cette précision dépend beaucoup de la nature des pièces et de la finesse de la mo­
délisation théorique ou de la calibration. Si on possède des modèles fins, on peut 

peut-être espérer déterminer 80% (p = 0,2) des termes de degré élevé pour les ai­
mantations induites grâce à l'information a priori. Mais il est peu probable d'ar-

river à un tel ratio pour les état permanents (nous prenons p=l). 

Erreur de mesure des capteurs 

Un autre paramètre déterminé empiriquement. 

Dans ce bruit capteur, nous devons inclure le champ diffus (sources externes à la 
modélisation) et les erreurs capteurs dues à la mésestimation de l'induction ter­
restre et à l'erreur d'alignement dans ce même champ. Dans le cas d'un capteur 
scalaire nous devons pouvoir descendre à 10 nT mais rester aux environs de 
100 nT pour les capteurs vectoriels (si on s'affranchit du problème du mésaligne­
ment dans le champ terrestre). Nous faisons varier ces valeurs de 10 nT à 200 nT 
pour les magnétomètres et de 10 nT / m à 200 nT / m pour les gradientmètres (ce 
qui fait une valeur réduite de 6 à 120 nT pour un modèle de 1 m3). Pour le cas 
moyen, nous prenons pour les deux 50 nT. 
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Erreur d'identification 

Nous cherchons à assurer une erreur d'identification inférieure à 10%. Une bon­
ne sécurité serait d'estimer entre 5% et 10%. La valeur prise par défaut est de 
7,5%. 

7.4.c- Expressions utilisées 

Nous allons faire un dernier ajustement dans les formules pour permettre de 
l'interpoler pour des nombres de sondes qui ne correspondent pas à un entier du 
type n(n+2) (qui permet de tomber juste dans les degrés harmoniques identifiés). 

Pour cela, nous allons définir deux nombres: 

(7.14) 

Tous ces paramètres réunis, nous pouvons montrer à titre d'exemple l'expres­
sion que l'on obtient pour un magnétomètre placé radialement (MIR) 

(7.15) 

7.4.d- Résultats 

Le domaine paramétrique est vaste. Nous avons donc cherché à tracer les ten­
dances en faisant varier un paramètre après l'autre, toutes les autres valeurs 
étant celles par défaut. 

Des courbes suivantes, nous pouvons tout de suite tirer des enseignements sur 
les configurations les plus intéressantes des sondes. En particulier, que ce soit 
pour les sondes magnétométriques ou pour les sondes gradientmétriques, les 
configurations où les capteurs se trouvent en position normale par rapport à la 
pièce sont nettement plus favorables que les configurations où les capteurs se 
trouvent parallèles à la pièce. Nous rappelons qu'il est très délicat de comparer 
les magnétomètres et les gradientmètres compte tenu de la normalisation du 
bruit gradientmétrique. 
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Figure 7.8: Influence de la densité d'aimantation sur l'incertitude d'identification 
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Figure 7.9: Influence de la décroissance des hannoniques sur l'incertitude d'identification 
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Figure 7.10 : Influence du modèle sur l'incertitude d'identification 
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Figure 7.11 : Influence du nombre de sondes sur l'incertitude d'identification 
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Figure 7.12: Influence de l'erreur de mesure sur l'incertitude d'identification 
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Toutes ces courbes sont aisément interprétables dès que l'on remarque que plus 
les harmoniques sont faibles par rapport aux termes dipolaires, plus les capteurs 
peuvent être proches et travailler dans de meilleurs conditions de rapport signal 
sur bruit. 

Par ailleurs il est intéressant de regarder l'influence de la distance de placement 
des capteurs vis à vis des performances (figure 7.13). Tout d'abord, nous nous 
apercevons que la distance optimale dépend du type de sondes. Pour les distan­
ces inférieures à l'optimum, le trop grand nombre de degrés de liberté est le fac­
teur limitatif, pour les distances supérieures, la dégradation vient de la faiblesse 
du signal. 

Quand le rapport signal sur bruit est bon, il est remarquable que les courbes des 
magnétomètres se séparent des courbes des gradientmètres et sont nettement 
meilleures. Cela vient du fait que la dérivation opérée par le gradientmètre 
amplifie les variations spatiales et donc les degrés élevés des harmoniques. 

Un dernier point notable est la différence de vitesse de variation des deux bran­
ches des courbes pour certains types de capteurs. Si la distance optimale ne peut 
pas être atteinte, pour ne pas dégrader les performances, il vaut mieux se trou­
ver plus loin de l'objet que plus près. 
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Figure 7.13 : Influence de la distance de placement sur l'incertitude d'identification 

7.5~ Généralisation dans le cas de capteurs réels 

7.5.a- Les capteurs réels 

Les formules développées précédemment ne s'appliquent que lorsque tous les 
capteurs sont de même type et de même orientation relative vis à vis de la sour­
ce. Ces conditions peuvent être respectées si nous disposons de capteurs ne don­
nant qu'un signal, mais cela ne peut pas être le cas quand ils disposent de plu­
sieurs sondes. Par exemple, si nous avons un magnétomètre triaxial, les sondes 
ont des orientations différentes (les 3 sondes sont en général placées orthogona­
lement). Mais quelle que soit la position du capteur, nous pouvons toujours 
trouver trois combinaisons des voies de mesure qui se comportent comme une 
sonde placée radialement (du type MIR) et deux sondes orthogonales placées or­
thoradialement (donc du type MIO). 

Il est cependant tentant d'estimer les performances de ces capteurs, même si le 
résultat doit être approximatif et issu d'un raisonnement faux. Dans les formu­
les précédentes, nous avons fait essentiellement deux approximations. Tout 
d'abord que les paramètres non identifiés sont indépendants sur chaque sonde et 
de la même variance, et puis que les paramètres identifiés se projettent de ma­
nière orthogonale sur les voies de mesures. 

Nous appliquons un facteur d'échelle sur les voies pour ramener le bruit à un 
niveau identique sur chaque capteur, ce qui est essentiel pour mélanger les diffé-
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rents canaux. Par contre, nous sommes obligés de supposer qu'alors il est possi­
ble de trouver des positions capteurs qui permettent l'orthogonalité (c'est proba­
blement optimiste). Ce calcul est d'autant plus erroné que les sondes élémentai­
res se comportent de manière distincte. 

Dans le cas du capteur triaxial, par exemple, la formule est: 

1 

a~= ( ()2 4~M' 
nc l 3r,3 + 2 
3 3 n -1 

'\' 0k(k+ 1)2 k rl-toPP6 M 'f+ li 

(~M,)2 
3r,3 1 + 1 f Okk(k+1) k rl-toPP6-1M 'f+ li 

1... 2k+ï1 3r ,k+2 
k=rrc k=rrc 2 2k+ï1 3r ,k+2 

(7.16) 

Ceci ne reste valable que si les sondes sont non corrélées. 

7.5.b- Types de capteur retenus 

Nous avons choisi de calculer ces performances pour 6 variantes de capteurs 
plus ou moins couramment utilisées (3 magnétomètres et 3 gradientmètres) 
dans différentes configurations d'où un total de 11 cas. 

Capteur rnagnétométrique vectoriel mono axe (M1R) 

C'est le cas très courant d'une sonde magnétornétrique monoaxe. Nous la pla­
çons systématiquement radialement car nous venons de voir que cette situation 
est préférable (sonde du type M1R). 

Capteur 111.é!gnétométrique vectoriel triaxe (M3) 

Ce cas est aussi courant. Nous avons alors 3 sondes orthogonales et comme nous 
venons de le voir, les performances sont obtenues par combinaison d'une sonde 
M1R et de deux sondes M10. C'est ce type de capteur qui a été choisi pour les es­
sais du moteur Baudouin. 

Capteur scalaire (MS) 

En présence du champ terrestre, si la source est d'amplitude faible, nous avons 
vu (paragraphe B.4.b) que ce capteur se comporte comme un capteur vectoriel 
orienté dans la direction du champ. Si nous supposons les capteurs disposés ré­
gulièrement autour de l'anomalie, le cas moyen est comme pour le capteur M3, 
une combinaison d'une sonde M1R et de deux sondes M10. Cependant il n'y a 
qu'une voie par capteur. 
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Capteur gradientmétrique mono axe axial (GAIR et MGAIR) 

Nous appelons capteur axial, un capteur qui donne une information correspon­
dant à un terme de la diagonale de la matrice gradient. Comme pour le capteur 
magnétométrique, nous ne le plaçons que dans une position radiale. 

Compte tenu de la technologie de ce type de capteur conçu quasiment exclusive­
ment comme le signal différence de deux sondes magnétométriques alignées 
(dans le cas axial) ou parallèles (dans le cas que nous notons croisé), le signal ma­
gnétométrique est souvent disponible. 

Nous considérons donc deux situations. La première où seul le gradient est 
exploité (sonde de type GAIR) et la seconde où nous utilisons aussi le signal ma­
gnétométrique (sonde de type MGAIR). 

MS 

Repère sphérique local 
(u Il axe radial) 

MGAIR 

MIR 

GA3 

MGA3 

M3 

GaO 

MGC30 

Figure 7.14 : Exemple de configurations testées 

Capteur gradientmétrique triaxe axial (GA3 et MGA3) 

GA1R 

GC3R 

MGOR 

Cela correspond à la mise en place de trois sondes gradientmétriques axiales pla­
cées orthogonalement. Il est intéressant de savoir que ce type de capteur existe, 
bien que les signaux des trois voies soient liés (leur somme, trace de la matrice 
gradient est nulle). 

Dans le paragraphe suivant, nous présenterons comment nous traitons ce cas. 
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Capteur gradientrnétrique triaxe croisé (GC3R MGC3R GC30, MGC30) 

Ces capteurs sont constitués (sur le principe) de la différence de deux capteurs 
triaxes décalés. Ce capteur mesure en fait trois composantes correspondant à une 
colonne de la matrice gradient. Contrairement au cas du gradientmètre axial, ces 
trois composantes sont toujours indépendantes. 

Nous supposons deux positions, l'une où l'axe du gradient est placé radialement 
à l'anomalie (GC3R), l'autre où l'axe est placé parallèlement (GC30). Dans le pre­
mier cas, les sondes concernées sont GAIR et GCIR (plus éventuellement MIR 
et MI0), dans le second, les sondes sont GAI0, GCIR et GCI0 (plus MIR et 
MIO). 

7.5.c- Cas particulier des capteurs possédant des corrélations 

Gradientmètre triaxe axial 

C'est le cas le plus simple à traiter. 

Nous avons vu que les trois sondes sont liées et que, en particulier, la somme 
des signaux des trois sondes est nulle. 

Pour chaque matrice 3x3 correspondant à un capteur, nous allons chercher une 
orthogonalisation pour trouver deux signaux indépendants. 

Prenons tout d'abord le cas des sondes Gee et GqJqJ' Nous allons chercher une ma­
trice de rotation qui génèrent 2 signaux linéairement indépendants. 

On cherche y telle que: 

E(( cos y Gee - sin yG<p<pX sin y Gee + cos yG<p<p)] = 0 (7.17) 

Nous avons alors y = n /4 et pour chaque degré n, la matrice de 

variance/ covariance suivante: 

~Gee+Gcp<p) 
2 ~Gee-G<p<p) 

2 

~Gee+Gcp<p) {n+lf{n+2}2 0 
2 

~Gee-G<p<p) 0 
(n-l )n(n+l Xn+2) 

2 4 

Comme l'angle y ne dépend pas de l'ordre n, nous pouvons réellement appli-
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quer cette rotation à toutes les voies des gradientmètres, de même, comme 
v'"2h(Gee+Gqxp) est colinéaire à Gm nous pouvons utiliser une combinaison li­
néaire des deux, permettant de réduire le bruit capteur apparent. 

Nous utilisons en final, les combinaisons: 

qui ont respectivement les mêmes variances en fonction du degré que Grr et Ge<p 

et les variances de bruits capteurs apparents 3/4 bg2 et 1 h bg2. 

Capteurs combinés magnétomètres et gradientmètres 

Les capteurs combinés magnétomètres et gradientmètres possèdent aussi des 
corrélations entre leurs voies. Nous allons cependant nous apercevoir que ce cas 
est un peu plus compliqué que le précédent. Pour bien en comprendre le princi­
pe, nous allons prendre le gradientmètre monoaxial combiné (MGA1R). 

Cherchons comme au paragraphe précédent à orthonormaliser les deux compo­
santes d'un même capteur à partir d'une rotation d'angle y. Nous avons, en no­
tant j et k les indices de l'harmonique correspondant à l'inconnue d'indice i, 

(7.18) 

et 

(7.19) 

Si nous calculons la corrélation entre les combinaisons linéaires de Br et Gm 

compte tenu des propriétés statistiques des ai, nous avons: 

E((cos y Br - sin y GrrXsin Y Br + cos y Grr}} 

n ( C+2)~ ('+2») ~ PiJl )2 =2 cosy+siny-J-siny-cosy-J-(j+1f.J f.lO P 2 M ' (yKS,(j))f 
i=l r' r' 2)+13r')+ 

= ~ (Sin 2 1{1-[(j+2)!)-COS2 (j+2)'c+1f j (!J.OpPiJl M,)2 i!ï Y 2\ r' y r' 1 J 2J+1\ 3r,)+2 

(7.20) 

Il n'existe pas de valeur pour le coefficient y qui réduise à 0 tous les termes de la 
corrélation (c'est à dire pour toutes les valeurs de j). L'expression (7.20) ne peut 
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être réduite que de manière globale et il parait donc difficile de calculer l'incerti­
tude de l'identification de manière fiable. 

Nous allons nous en sortir en allant totalement à contre courant de cette pre­
mière démarche. 

Plutôt que chercher des combinaisons qui soient indépendantes les unes des au­
tres, nous allons au contraire remplacer tous les couples de voies (Br,Grr) par 
une seule voie "synthétique", combinaison de ces deux voies mais qui possède 
des propriétés sympathiques. 

Reprenons tout d'abord l'expression des relations entre les composantes de 
champs et celles de gradients: 

-(n+2) 
Grr = r Br 

-(n+2) 
Gre = r Be 

-(n+2) 
Gnp = r Bq> (7.1) 

Cette relation est non seulement vraie globalement pour un degré d'harmoni­
que donné n, mais elle est aussi vraie terme à terme, c'est à dire que nous avons, 
en reprenant nos notations: 

(7.21) 

Si nous calculons l'expression du signal de notre capteur "synthétique" pour 

une valeur donnée de y, nous obtenons: 

[cos y Br{e,cp) - sin y GrJe,cp)] 

n ( C+2») ~ ptl =" cos y + sin y_J -,- (j + 1) _._J - [.top. 3 M 'yK e ,cp )ai 6 r 2J+1 3r')+ 
+ cos Y brrUn+l + sin yb 'gCXn+2 (7.22) 

Si par exemple, nous prenons pour y la valeur -Arctg(r' /(j+2»' tous les termes de 
degré j deviennent nuls. C'est à dire que notre nouveau capteur est totalement 
insensible à tous les termes harmoniques de degré j ! 

Pour donner un ordre d'idée, nous avons représenté, figure 7.15, pour un cas ar­
bitraire, les décroissances relatives des différents termes pour un capteur magné­
tométrique, gradientmétrique et une combinaison des deux, réglée pour annuler 
les termes d'ordre 3. Le rapport signal à bruit est nettement meilleur et compen­
se le fait que nous n'avons créé qu'un signal composite avec 2 voies de mesures. 

Il faut contrebalancer ce point par le fait que cette combinaison à tendance à 
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amplifier le bruit capteur. Elle est donc d'autant plus efficace que le capteur est 
bon. 

100% 

90% 

80% 

70% 

60% 

50% 

40% 

30% 

20% 

10% 

0% 
2 

Décroissance des termes 

3 4 5 
ordre des harmoniques 

6 7 

[il Capteur magn. 

~ Capteur grad. 

[!] Capteur synth. 

Figure 7.15 : Décroissance relative des contributions des harmoniques pour 3 types de capteurs 

7Ad- Résultats 

/", partir de tous les calculs précédents, nous pouvons tracer des courbes de per­
formances pour des capteurs plus réalistes que dans les premiers graphiques. 

Tout d'abord, traçons la courbe de performance en fonction de la distance (figure 
7.16) 

Nous pouvons observer le comportement particulier des quatre capteurs combi­
nés (MGAIK MGA3, MGC3R et MGC30) dont les positions optimales se trou­
vent beaucoup plus près de la pièce que les autres capteurs. Ces quatre types de 
capteurs sont les seuls pour lesquels des voies bénéficient des combinaisons étu­
diées dans le paragraphe précédent. Par contre pour des distances élevées, ces 
capteurs sont relativement moins bons car la combinaison diminue le rapport 
signal sur bruit du capteur. 

La première tendance est de comparer les différentes solutions pour un nombre 
identique de capteurs, nous avons alors les courbes de performances suivantes 
(figure 7.17). 

Nous avons alors 3 grandes familles qui se détachent et qui dépendent essentiel­
lement du nombre de voies disponibles sur les capteurs (6 voies sur un capteur 
triaxe combiné pour 1 voie pour un capteur scalaire). 
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1 Distance 
x:;sw 

r'=r IrO 1 
20% 

[8] Ml R 
l8% !il M3 
l6% [Q] GAl R 
14% @]GA3 

l2% !Yl GC3R 

10% ~GC30 
8% [il MGA 1 R 

6% [iJ MGA3 

4% [iJ MGC3R 

2% 
[1J MGC30 

I±l MS 
0% 

2 3 4 5 6 

Figure 7.16 : Influence de la distance de placement sm l'incertitude d'identification 

En fait pour deux capteurs de performances intrinsèques comparables, le prix du 
capteur est essentiellement proportionnel au nombre de sondes. Nous avons re­
présenté dans la figure 7.18, les courbes en fonction de ce critère qui est plus pro­
che d'une courbe "performance/prix" (en supposant cependant une sonde par 
gradient ce qui est technologiquement faux). 

L'avantage vient alors aux capteurs unitaires qui ont la souplesse de permettre à 
chaque voie d'être placée dans une configuration à bon signal sur bruit. 

La qualité du capteur influe aussi sur le coût. Nous pouvons encore améliorer 
notre étude performance/ coût en traçant pour nos capteurs, les couples (nombre 
de sondes/précision admissible) et (nombre de capteurs/précision admissible) 
pour une performance d'identification donnée (ici 7,5% d'erreur). (Il faut cepen­
dant continuer à garder à l'esprit que le bruit magnétomètre et le bruit gradient­
mètre sont incomparables). 
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Figure 7.17 : Influence du nombre de capteurs sur l'incertitude d'identification 
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Figure 7.18 : Influence du nombre de sondes sur l'incertitude d'identification 
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Figure 7.19: Couple nombre de capteurs/bruit capteur pour une perfomance de 7,5%) 
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Figure 7.20: Couple nombre de sondes/bruit capteur pour une perfomance de 7,5%) 
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7.6- Enseignements tirés 

Dans ce chapitre, nous avons exécuté un calcul long, compliqué et au fur et à 
mesure, nous avons dû procéder à des simplifications ou des hypothèses qui fu­
rent nécessaires pour pouvoir le mener à terme au dépens souvent de la préci­
sion. 

n n'a cependant pas été inutile, loin de là, car les conclusions sont à la hauteur 
de notre investissement. Tout d'abord nous avons vu les relations entre les 
composantes des champs et des gradients qui varient en fonction du degré des 
harmoniques. Cela permet déjà de voir les types de sondes et les orientations qui 
permettront une décroissance rapide des termes. 

Ensuite le calcul des performances permet de tirer des conclusions grossières et 
rapides sur la sensibilité des paramètres vis à vis de la précision d'identification. 
Pour n'en retenir que deux, nous citerons l'influence énorme de la densité d'ai-
mantation et de la complexité de cette aimantation (coefficient po) sur les perfor­
mances et le fait que pour doubler la précision, il faut pratiquement doubler le 
nombre de sondes. 

Un point tout aussi important mais moins évident est l'estimation des valeurs 
propres de la matrice lFtlF qui correspondent à une position optimale des cap­
teurs (annexe B.S.d). 

Dans le chapitre précédent, nous avons été confrontés à l'optimisation des posi­
tions capteurs et à la difficulté de savoir si la solution donnée par une optimisa­
tion non linéaire est loin ou non de l'optimum réel. Dans notre cas simplifié, 
nous avons pu estimer l'ordre de grandeur des valeurs propres de lFtlF (et donc 
par voie de conséquence de lFlFt aussi). Les différentes expériences et simulations 
informatiques effectuées tendraient à confirmer que les valeurs calculées corres­
pondent à la situation optimale. 

Nous avons pu aussi mettre en évidence le comportement particulier des com­
binaisons entre les capteurs magnétiques et les capteurs gradientmétriques. Grâ­
ce aux propriétés eulériennes de la fonction champ, nous pouvons discriminer 
plus fortement les harmoniques entre eux et approcher les capteurs des anoma­
lies (les choses étant égales par ailleurs). Il est à remarquer que ces mêmes pro­
priétés peuvent servir à localiser un dipôle isolé par une mesure statique. 

Enfin, nous avons pu tracer des familles d'abaques qui permettent de choisir la 
solution de capteurs la plus appropriée pour un problème donné. Cependant, 
ceux-ci sont très approchés et ne sont valables que pour une seule source qui est 
assez sphérique. Il faut bien entendu adapter les différentes variables à son pro­
blème particulier. 

Dans le cas général, nous avons plusieurs sources qui ne sont pas d'ordre de 
grandeur similaire et qui n'ont donc pas à être identifiées avec la même préci-
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sion. De même il n'y a ni additivité, ni critère de maximum entre les qualités 
d'identification de deux sources côte à côte à cause du mélange entre leurs signa­
tures. 

Il faut aussi retenir de ce calcul que nous n'avons pas tenu compte du champ 
terrestre. Il sera nécessaire de réserver un minimum de trois sondes pour le ca­
ractériser, mais il peut aussi interdire l'utilisation de toute solution comportant 
des magnétomètres si des problèmes d'alignement des sondes se posent. 

Enfin, et c'est loin d'être négligeable, nous n'avons qu'une idée assez imprécise 
des ordres de grandeur des différents termes (densité d'aimantation et valeur re­
lative des différents arm) or ces deux paramètres ont un très fort impact sur les 
résultats. 
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8,,- Conclusion 

8.1- Obtention des objectifs 

Nous voici à la fin de ce voyage et il est l'heure de tirer un bilan des avancées 
opérées. Nous espérions au début de ce rapport obtenir une méthode de mesure 
permettant sinon une interprétation fine des résultats, au moins une quantifica­
tion des origines de l'effet mesuré. 

Reprenons, point par point, les propriétés souhaitées que nous énoncions dans 
le premier chapitre et estimons là-dessus les nouveaux acquis. 

8.1.a- Comparaison entre plusieurs mesures 

Nous voulions être capables de comparer entre elles plusieurs mesures en s'af­
franchissant des conditions expérimentales. Sur ce point, nous avons fait de 
grands progrès en projetant la mesure dans un système qui est intrinsèque soit à 
l'espace géométrique (les harmoniques sphériques), soit à la pièce mesurée (base 
des distributions surfaciques sur la pièce). 

Etant, dans de très larges proportions, indépendante de la source, la représenta­
tion harmonique est très adaptée à la comparaison de plusieurs sources de types 
distincts. La représentation sur une base de l'anomalie permet d'être plus précis 
mais étant propre à l'objet mesuré, doit essentiellement être utilisée pour l'étude 
de l'évolution magnétique d'une même pièce ou pour la comparaison d'un lot 
de pièces identiques. 

Un point essentiel pour la comparaison de plusieurs systèmes magnétiques, est 
l'unicité du résultat de la mesure de plusieurs états identiques dans des condi­
tions variées. Nous pouvons la garantir, car nous avons construit une représen­
tation des anomalies qui assure la bijectivité vis à vis des champs externes. Ce­
pendant la mesure sous-échantillonnant fortement ce champ, des capteurs pla­
cés en des endroits distincts peuvent entraîner des résultats différents. Ce point 
peut être maîtrisé car nous ne nous contentons pas de donner les valeurs identi­
fiées, mais nous fournissons une estimation de la précision de la détermination. 
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L'identité entre deux états magnétiques peut alors être tranchée par un test sta­
tistique. 

8.1.b- Identification des sources en temps réel 

Une deuxième qualité recherchée était de pouvoir procéder à ces identifications 
en temps réel. Les calculs présentés dans ce rapport entraînent le calcul des va­
leurs singulières d'une matrice. Celui-ci est fait par des méthodes numériques 
dont la charge est de l'ordre de kn3, ce qui reste lourd. Cependant, dans le cas où 
les hypothèses statistiques et géométriques du système sont invariantes dans le 
temps, ces calculs peuvent être faits de façon préliminaire, l'adaptation au cours 
du temps ne se résumant plus qu'à la multiplication du vecteur des mesures par 
une matrice (charge de l'ordre de k'n2) facilement implantable dans une boucle 
"temps réel". Des méthodes plus raffinées peuvent aussi être dérivées, par 
l'adaptation d'un filtrage de Kalman ou par une adaptation des matrices en 
temps masqué, si les hypothèses (par exemple une variation temporelle de l'es­
pérance) ont une évolution lente. 

8.1.c- Extrapolation des champs 

Un des avantages évidents d'avoir une représentation de l'état magnétique de 
l'objet et non pas seulement de la mesure du champ magnétique est de pouvoir 
recalculer en tout point de l'espace le champ rayonné. Bien entendu, la précision 
de l'extrapolation dépend de la qualité de la mesure. Il sera par exemple hasar­
deux d'estimer le champ magnétique en un point plus proche de la pièce que les 
positions des capteurs de mesure car nous avons vu qu'une partie de l'informa­
tion n'est pas observable. Par ailleurs, une fois encore, nous pouvons estimer 
une erreur d'extrapolation qui permet d'appréhender la précision accessible. 

B.l.d -Vérification de la qualité de mesure 

Un des acquis essentiels de cette méthode est de fournir non seulement une 
grandeur significative de l'erreur d'identification et donc de savoir si la précision 
espérée est accessible, mais aussi, d'estimer dans certains cas, la validité des hy­
pothèses. 

Cependant les conditions d'application restent très restrictives et il importe 
d'établir les hypothèses nécessaires avec une très grande prudence. Il est probable 
que sur ce point, les algorithmes peuvent être améliorés. 

Identification de l'état magnétique d'un système ferromagnétique à partir de mesures du champ proche 



8- Conclusions 

8.2- Application de la méthode 

8.2.a- En magnétostatique 

Nous avons illustré ces algorithmes par la nécessité d'identifier des sources ma­
gnétiques d'amplitude relativement faible dans des objets industriels. Ils sont 
parfaitement généralisables, sans aucune difficulté, à la mesure de tout champ 
magnétostatique, depuis les champs extrêmement faibles de la magnétoencépha­
lographie aux champs très forts générés dans les accélérateurs de particules. 

De même nous avons pris les développements harmoniques dans le cas d'une 
mesure extérieure d'un objet limité dans l'espace (permettant l'utilisation des 
harmoniques sphériques). Nous pouvons tout aussi bien utiliser d'autres déve­
loppements harmoniques pour, par exemple, mesurer ou contrôler le champ 
dans une cavité ou un local fermé (en utilisant dans ce cas là, des harmoniques 

du type rny nII1(8,cp) par exemple). 

Les qualités temps réel des algorithmes développés permettent aussi d'envisager 
un contrôle instantané de l'évolution du champ ou de l'état magnétique d'un 
ubjet. Ainsi il paraît possible de suivre la démagnétisation d'un corps tout en 
s'affranchissant de l'effet des champs inducteurs. 

Enfin, puur mémuire, ce traitement peut être utilisé comme un filtrage adapté 
très efficace d'une mesure magnétique ou comme le moyen de comprimer très 
fortement l'ensemble des données correspondant à une carte de champ magnéti­
que. 

8.2.0- Dans d'autres domaines de la mesure 

Sans mudification majeure, les méthodes exposées dans ce document peuvent 
être appliquées dans tous les systèmes régis par les équations de Laplace. Nous 
pouvons mentionner l'électrostatique, la gravitation, la mécanique des fluides. 
Dans les deux premiers domaines, la nullité du flux n'est pas requise, impli-
quant l'intégration dans les harmoniques du premier terme YOO et probablement 
l'utilisation des potentiels de simple couche et non de double couche dans les re­
présentations surfaciques. 

Les systèmes radiatifs dans les milieux humugènes (acuustique uu électromagné­
tisme par exemple) qui sont solutions de l'équation de Helmholtz acceptent des 
développements sous forme de fonctions de Green généralisées et d'harmoni­
ques sphériques. Nous pourrions donc leur appliquer les méthodes présentées 
mais avec le grand inconvénient de ne pas avoir le même amortissement des 
termes en functiun de la distance. Le numbre de termes à manipuler ne resterait 
faible que si la source reste petite devant la longueur d'onde (disons ne dépasse 
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pas quelques longueurs d'onde). Les traitements seraient par contre beaucoup 
plus lourds car nous ne pourrions pas nous affranchir de l'aspect temporel ou 
fréquentiel des phénomènes. 

8.3- Développements possibles 

Enfin, dans ce document nous avons à chaque fois présenté des directions possi­
bles d'amélioration des algorithmes. Il est apparu essentiellement deux axes: 
l'utilisation dans l'information a priori de modèles fins du système et l'usage de 
lois de probabilités plus exactes. 

8.3.a- Finesse des modélisations 

Nous pourrions concevoir deux voies possibles de réflexion. 

Nous avons déjà montré dans le chapitre 4 comment on peut commencer à in­
tégrer des lois de comportement des matériaux. Nous pourrions essayer d'inté­
grer des modèles plus fins, issus par exemple d'un code de type éléments finis, 
où nous inclurions les informations connues (géométrie de l'objet, valeur sup­
posée des perméabilités) qui pourrait simplement estimer l'espérance de l'état 
magnétique, voire servir à calculer de manière beaucoup plus fine les corréla­
tions entre les paramètres magnétiques. 

8.3.b- Lois de probabilité 

Les estimateurs linéaires que nous avons utilisés présentent beaucoup de limita­
tions vis à vis, en particulier, de la stabilité et de la justesse des performances 
prédites. 

Un grand effort doit pouvoir être fait pour utiliser des algorithmes plus fiables et 
plus proches de notre connaissance a priori. L'une des grandes difficultés est 
qu'un nouvel algorithme serait forcément non linéaire et impliquerait un calcul 
plus complexe (peut-être itératif). 

Enfin un problème d'un grand intérêt pratique mais qui est à cheval entre 
l'amélioration des modèles et celui des lois de probabilités, est la mise aux point 
d'algorithmes permettant de trouver la position d'un nombre fini de dipôles à 
partir de mesures de capteurs fixes. 
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A .. - Boîte à outils mathématiques 

Dans cette annexe, nous avons rassemblé les définitions et les formules, points 
de départ des développements de cette thèse. En règle générale, nous n'avons 
pas souhaité rappeler les démonstrations. Dans quelques cas, cependant, nous 
avons apporté quelques explications aux équations du document. Enfin, certai­
nes formules importantes, en particulier pour les harmoniques sphériques, sont 
introduites dans le corps de la thèse lui-même. 

A.l- Repères orthogonaux 

A.l.a- Changement de coordonnées dans le cas général 

D'après les références [DURAND1] et [SPIEGEL], 

soit un repère cartésien (Xl,X2,X3) tridimensionnel avec un ensemble de vecteurs 

de base Ôl)2,h), posons les équations pour exprimer des relations dans un autre 
repère (Ul,Ub U3), 

soit les équations de passage du nouveau repère vers l'ancien: 

Xl = Xl(Ul, Ub U}) 

X2 = X2(Ul, ub U3) 

X3 = X3(Ul, Ub U3) 

or ..... 
-= hiei 
OUi 

avec ëi vecteur unitaire et hi positif ou nul. 

(A.l) 

(A.2) 

Si l'ensemble {ëi} est toujours un ensemble de vecteurs orthogonaux, le repère 
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(Ul,U2,U3) est appelé repère orthogonal. 

Si le repère est orthogonal, nous avons les expressions suivantes: 

L0, Dans les lignes ci-dessous, les additions i+ 1 et i+2 correspondent à des addi­
tions modulo 3. 

\' 1 0<1> .... el. gradient: V<I> = 1.... . 
i=1,2,3 hi Oui (A3) 

(A4) 

(AS) 

(A6) 

Nous pouvons appliquer ces formules à quelques repères particuliers que nous 

utilisons dans ce rapport. 

A.l.b- Coordonnées sphériques 

Suivant les conventions du dessin: 

o 
~----.--iI!!» X 

Figure A.1 : Repère sphérique 

nous avons la relation entre x,y,z et r,8,<1> : 

x = r sin8 coscp 
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y == r sine sincp 

z == r cos8 

avec DO, o:o;;e:o;;n et O:o;;cp<2n 

d'où 

hl == 1, h2 == r , h3 == rsine 
et 

sine coscp 

el == sine sincp 

case 

case coscp 

e2 == case sincp 

-sine 

-sincp ) 
coscp 

o 

A.l.e- Coordonnées ellipsoïdales (ellipsoïde de révolution allongé) 

Suivant les conventions du dessin: 

x 

Ellipse p == este 

Figure A.2: Coordonnées ellipsoïdales 

(A.7) 

(A. 8) 

en notant c la focale de l'ellipsoïde, nous avons la relation entre x,y,z et p,S,cp : 

x == c shp sine coscp 

y == c shp sine sincp 

z == c chp cosS 

avec p>O, o:o;;e:o;;n et O:o;;cp<2n 
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d'où 

hl = h2 = c ..Jsh2p+sin2e 

et h3 = c shp sine 

chp sin8 coscp 

chp sin8 sincp 

shp case 

A- Boîte à outils mathématiques 

shp cos8 coscp ) 

shp cose sincp 

-chp sine 

-sincp ) 
coscp 

o 
(A. 1 0) 

A.l.d- Coordonnées ellipsoïdales (ellipsoïde de révolution aplati) 

En suivant les mêmes conventions que le paragraphe précédent, nous avons: 

x = c chp sine cos cp 
y=cchp sine sincp (A.11) 

z = c shp cose 

avec p>O, o::;:e::;:n et 0::;:cp<2n 

d'où 

hl = h2 = c.,f sh2p+cos2e 

et h3 = c chp sine 

el = 1 
.,f sh2p+cos28 

shp sin8 coscp . 

shp sin8 sincp 

chp cose 

A.2= Calcul des fonctions de Legendre 

A.2.a- Généralités et définitions 

chp cos8 coscp 

chp cos8 sincp 

-shp sine 

-sincp ) 
coscp 

o 
(A.12) 

Les références [ROBIN] et [ABRAMOVITZ] donnent plusieurs possibilités pour 
calculer les fonctions de Legendre de première et deuxième espèces. 

Nous avons principalement trois méthodes: 
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-partir de la définition: 

et 

avec les polynômes de Legendre définis par: 

P (x) = _1_ dI1(x2_lf 
n 2~! dxn 

Qn(x) = lrn(x) Inlx+ 1) - W n-l(X) 2 ., l-x 
n 

W n-l(X) = L lpp-l(X)Pn-p(X) 
p=l p 

W -1 (x)=O 

-à partir de développements limités 
-à partir de formules de récurrence. 

(A.13) 

(A. 14) 

(A.1S) 

(A.16) 

(A.17) 

(A.18) 

Lh Suivant les ouvrages, la définition de ~ et ifn peut varier (en particulier, la 
présence du coefficient (-l)ID). Nous utilisons les conventions les plus courantes. 

Lh Par ailleurs, les définitions de Pii et ifn sont différentes suivant que l'argu­

ment est un réel compris entre -1 et +1 (comme cos8) ou un complexe z. Dans ce 
dernier cas, le domaine de définition est tout le plan complexe moins le demi­
axe réel ]-00,+1]. Ces fonctions de Legendre complexes interviennent dans le cal­
cul des harmoniques ellipsoïdales. Les définitions sont alors respectivement: 

n 

W n-l(Z) = L lpp-l(Z)Pn-p(z) 
p=1 p 

W -1 (z)=O 

(A. 19) 

(A.20) 

(A.21) 

(A.22) 

(A23) 

(A.24) 
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A.2.b- Calcul de P nID 

Il existe des formules reliant les différentes fonctions pour des degrés et des or­
dres différents. Citons-en trois de base [ROBIN] : 

(n-m+2)p~+2(Cos8) - (2n+3)cos8P~+1(Cos8) +(n+m+ 1)~ (cos8) = 0 

P~:f(cos8) + (2n+ 1)sin8P~ (cos8) - p~tl(cos8) = 0 

~+2(cos8) + 2(m+ 1)cos8~+1(cos8) + (n-m) (n+m+ 1)~ (cos8) = 0 
sin8 

(A.2S) 

g§] Ces trois formules sont aussi valables dans le cas de œ (cos8). 

Les fonctions associées de Legendre dans le plan complexe obéissent à des rela­
tions de récurrence légèrement modifiées: 

(n-m+2)~+2(Z) - (2n+3)z~+1(Z) +(n+m+ 1)~ (z) = 0 

P~:f(z) - (2n+ 1)Yz2_1P~ (z) - ~tl(z) = 0 

~+2(z) + 2(m+l)~+1(z) - (n-m)(n+m+1)~(z) = 0 
1z2-1 ~. 

(An faut faire attention aux signes parfois différents). 

(A.26) 

Connaissant les expressions des premières valeurs p8, Q8 et QÔ, nous pouvons 

trouver un chemin par récurrence qui nous amène au p~ ou au ~ voulu. 

Ceci peut se résumer à trouver un chemin partant de P8 jusqu'au ~ choisi, sur 

une grille de ce type: 

Figure A3 : Principe des chemins de récurrences 

Les formules de récurrence sont les règles de transition d'une cellule à la sui­
vante. Nous avons défini en (A.2S) les lois des chemins suivants: 
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1ère formule 
m",.,-

"? Ilili 
2ième formule m, 

n? 11_1:1 
Figure A4 : Formules pour le calcul des Pnm 

3ième formule m, 

n, 1_1+1 

Nous ne devons calculer ~ que pour des arguments du type cose. Les formules 
de récurrence sont toutes stables, sauf pour 8 = TI/2. Là, en effet, sin8 s'annule 
pouvant provoquer des instabilités quand apparaît une division par sin8 (la 
troisième formule par exemple). Il nous faut donc trouver un chemin qui ne di-

vise jamais par sine. 

Nous avons choisi le chemin suivant: 

m.;f"" 

Figure AS: Chemin utilisé pour le calcul des Pnm 

Pour atteindre P~, nous partons de : 

pS(cose) = 1 (A.27) 

Nous incrémentons n et fi en conservant n=m jusqu'à la bonne valeur de m, 
par la formule: 

p~!Î(cos8) = -(2m+l)sin8~(cos8) (A.2S) 

I§l nous pouvons tout autant utiliser la formule analytique: 

(A.29) 
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Nous incrémentons un coup n par: 

P:+l (cos8) == (2m + 1 )cos8 ~ (cos8) 

Enfin nous incrémentons jusqu'à la bonne valeur de n avec: 

Fn (cos8) == ~(2n-l)cos8Piel(Cos8) - (n+m-l)Pie2(Cos8») n-m 

A.2.c- Calcul de Qnm 

(A.30) 

(A.31) 

Pour Qif (chp), nous devons calculer des valeurs pour chp, donc avec les fonc­

tions de Legendre du plan complexe. 

Quand p tend vers l'infini, chp et shp tendent vers la même valeur très grande 

et Qif (chp) s'amortit en k/chn+lp. Ce qui a pour conséquence que toutes les for­

mules de récurrence qui permettent d'augmenter le degré n présentent des ins­
tabilités du type 00-00. Nous ne pouvons donc utiliser des formules de récurrence 
que pour des petites valeurs de p. Nous n'autorisons le chemin suivant que 
pour p<1,3. 

Figure A6 : Chemin utilisée pour le calcul des Qnm 

Nous partons des deux expressions suivantes: 

Q8(chp)==1.IJchp +1) 
2 '\chp-l 

QO(chp) ==...:.L 
shp 

(A.32) 

(A.33) 

Nous incrémentons n et m et calculons au fur et à mesure les couples (n,n) et 
(n,n+ 1) jusqu'à atteindre la bonne valeur de n : 
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Qg( chp) = ChpQg.l (chp) + (2n-1)shpQg= î (chp) 

Qg+l(chp) = - ~.l(chp) 
shp 

(A.34) 

puis nous redescendons à la bonne valeur de m : 

Qg" (chp) = 1 2(m+ 1)~!~.Q;~1+1(chp) + <?n+2(ChP») 
(n-m)(n+m+ 1) shp (A.35) 

Nous avons les mêmes étapes pour le calcul de ~ (ishp). 

Nous rappelons que si Qg" (ishp) est imaginaire, nous prenons sa valeur divisée 

par i. 

Q8(ishp) = - argth(_l_) 
shp 

QÔ(ishp) = _1_ 
chp 

Qg+l(ishp) = Hr 2n Qg.l(ishp) 
chp 

Qg(ishp) = (-Ir shp Qg.l(ishp) +(2n-1) chp ~=l(ishp) 
(A.36) 

Qg" (ishp) = 1 2(m+ 1) shp <?n+1(ishp) + <?n+2CiShP») 
(n-m) (n+m+ 1) chp 

Pour p> 1,3, nous allons utiliser un développement limité qui en fait converge 
très rapidement. Nous avons: 

Qg" (chp) = (-1yr (n+m)! shmp F(n+m+1,n+m+2,2n+3, 1) 
(2n+ 1)11 chn-tm+lp 2 2 2 ch2p (A.37) 

et 

Qg"Cishp) =H)E{r)+l+m (n+m)l chITp F(n+m+1,n+m+2,2n+3,....:L..) 
(2n+ 1)11 shn-tm+lp 2 2 2 sh2p 

(A.38) 

([§! dans la formule précédente E(x) correspond à la fonction partie entière de x) 
La fonction F(a,b,c,x) est la série hypergéométrique de Gauss, sa définition est: 

F( b ) - 1 ab a(a+1) ... (a+p-1)b(b+1) ... (b+p-1) 
a, ,c,x - +-x + ... + xP+ ... 

1 c pl c(c+1) ... (c+p-1) (A.39) 
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A.2.d- Fonctions associées 

En prenant les mêmes précautions au niveau de la stabilité de la récurrence, 
nous utilisons aussi les récurrences suivantes pour évaluer un certain nombre 
de fonctions associées aux polynômes de Legendre. 

division par sin8 si m+éO : 

_~_(c_os_8_) = ~P~:f(cos8) +(n-m+ 1) (n-m+2) ~1(cos8») 
sin8 2m (A.40) 

dérivée de ~ (cos8) par rapport à 8 : 

dPg-(cos8) 

d8 
8 (pg- (COS8») pm+l( 8) m cos + n cos 

sin8 (A.41) 

dérivée de Qi (chp) par rapport à p : 

dO;:; (chp) = m chp Qg' (chp) +~+l(chp) 
dp shp (A.42) 

dérivée de Qg' (ishp) par rapport à p : 

dQii (ishp) shp (lIT(. h) fllIl+l(. h ) ---:--- = m --~n 18 P +~n 1S P 
dp chp (A.43) 

A.2.e- Expression des premières fonctions de Legendre 

Exprimons sous forme de tableau, les expressions des premières fonctions de Le­

gendre ~ (cos8) : 

cos8 -sin8 

-3 cos8 sin8 

l sin8 (5 cos28 - 1 
2 

15 cos8 sin28 
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Y8 

Yi1 

Y~ 

YI 

Yi 
Yi 

Y~ 

Y~ 

Y~ 

Y33 

Y32 

Y31 

A.3- Expression des premiers harmoniques sphériques 

Nous avons calculé les premiers harmoniques dans un repère cartésien (x, y et z) 
avec la normalisation de Adolf Schmidt. 

Pour obtenir les harmoniques orthonormés sur la sphère unité, il suffit de mul­
tiplier ces expressions par: 

,j2n+1 
4n 

Valeur 

1 

-y 

z 

-x 

V 3xy 

r-.:: -y 3yz 

~2zLxLy2) 
2 

J3xz 

~xLy2) 
2 

1~\!5( _y3 + 3x2y + 3z2y) 
2 v 2 

V15xyz 

-~\!f(_y3 - x2y + 4z2y) 

Gradient x \ Gradient y \ Gradient z 

0 \ 0 \ 0 

0 ~ -1 \ 0 

0 \ 0 ~ 1 

-1 \ 0 -~ 0 

V3y \ v3x \ 0 

0 ~ -V3z \ -v3y 

-x \ -y ~ 2z 

-V3z \ 0 ~ -v3x 

V3x \ -v3y .~ 0 

-~v1xy \3, /5(y2 _ x2 - z2) \ 
2 V 2 -2YJ ~ zy 

fi5yz \ fi5xz \ fi5xy 

{f xy \ -~/v1(-3yL x2 + 4z2) ~ -4/ iyz 
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Y~ ~ (5z3 - ~ J x2 + y2 + z2 )3) 
2 

_9...x·/ x2 +y2 +zi~2yJx2 +y2 +zi\~5zL3z,Jx2 +y2 +z2) 
2 2 2 

Y1 _1 .. 1.3(_x3 _ xy2 + 4xz2) 
2 V 2 

_l., (3{ -3x2 - y2 + 4Z\ 
2'v 2 /\GXY ~ -4V1xz 

Y~ li 1f-(x2z - y2z) fi5xz \ r.::: \ Œ(xL y2) - y 15yz 
2 

Y~ -~\/ 5(x3 - 3xy2 - 3xz2) _.3.,\ / 5(x2 _ 3y2 - 3z2\ 15 

~ -3~ /5 xz 
2 2 2 \! 2 -3/V 2 xy 'v 2 
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A.4- Angle solide et équations de Green 

A.4.a- Angle solide 

L'angle solide Q1;(P) est l'angle à partir duquel on voit Qi depuis le point P. Cela 

correspond à la surface de la projection de 2: sur une sphère de rayon unité cen­
trée sur P. 

Par définition cet angle vaut: 

Q2;(P) = f r dQ = f ( LiLn: avec r = MP 
)2: )ME2: r3 

Nous pouvons aussi l'exprimer sous la forme : 

A partir de cette définition, nous pouvons dire que: 

PEQi ~ Q1;(P) = -4n; 

PEQe ~ Q2:(P) = 0 

PEZ: ~ Q1;(P) = -2n; 

(A. 44) 

(A.4S) 

(A.46) 

Cette dernière formule n'est valable que si le point P n'est pas un point angu­
leux. 

A.4.b- Fonctions de Green 

Nous pouvons définir les fonctions de Green suivantes: 

G(P,M) = - _1_ 
4:rrr 

V:G(P,M) = - V;G(P,M) = - MF = ---Î-
4:rrr3 4:rrr3 (A.47) 

Ces deux fonctions vérifient l'équation de Laplace en tout point sauf à l'origine. 
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A.4.c- 1 ière formule de Green 

Soient cp et'\jJ deux fonctions dérivables de Qi, nous avons l'égalité suivante: 

(A.4S) 

A.4.d- 2nde fonnule de Green 

Soient cp et'\jJ deux fonctions dérivables de Qi, nous avons l'égalité suivante: 

fj{ [CP(M) o'\jJ(M) - '\jJ(M) dCP(M)] cŒ =JJ ( [cp(P)t,.'\jJ(P) - '\jJ(P)t,.cp(P)]dQi 
an an )PEQ-

MEL 1 

A.4.e- 3ième formule de Green 

Soit CPi une fonction harmonique de Qi : 

ff ['Pi (M) a~J::p) - G(M,P) a'P~~M) ] dL = "'Pi (P) 

MEL 

~(P) 
v=---

avec 4Jt 

De cette relation, nous pouvons en déduire une autre: 

(A49) 

(ASO) 

Soit CPe une fonction harmonique de Qe qui s'amortit en au moins 1 Ir quand r 

tend vers l'infini. 

(AS1) 
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A.5- Potentiels et champs magnétostatiques 

Les formules suivantes sont exprimées et définies en unités MKSA rationali­
sées. 

Dans ces unités, le potentiel scalaire (que nous noterons V) est exprimé en Am­
père (A), l'induction magnétique (noté B) est exprimée en Tesla (T), les distances 
sont en mètre (m), les aimantations sont en Ampère mètre carré (Am2) et leur 
densité volumique en Ampère par mètre (Am-1). 

Nous utiliserons aussi la perméabilité magnétique du vide !-ID = 4:rr lO-7H/m 
(Henry par mètre) (dimensionnellement du Tesla mètre par Ampère) 

-Soit un dipôle d'aimantation M au point M, l'induction magnétique au point P 
s'exprime: 

( -- -) - !-to .... - .... -B (P) = - 3M .r r - M avec r = MP 
4:rr r 5 r 3 (A.52) 

Dans le vide, nous avons une relation directe entre le champ et le potentiel sca­
laire : 

d'où l'expression du potentiel scalaire d'un dipôle magnétique: 

V(P) = lM.r avec r = MF 
4:rr r3 

(A.53) 

(A.54) 

Soit une distribution surfacique de dipôles normaux 't (exprimée en A) sur la 
surface L, nous pouvons calculer le potentiel dû à cette répartition à partir de 
(A.54), mais aussi en introduisant G(M,P) la fonction de Green volumique. 

V(P) =.L 't n.r dL =.L 't MP.n dL = - 't 'dI fl -...... fl -- fl àG(M P) 
4:rr Ma:: r3 4:rr Ma:: r3 Ma:: àMn 

(A.55) 

Au lieu d'aimantations et de dipôles magnétiques, nous pouvons utiliser une 
représentation en masses magnétiques m (exprimé en Am). Nous avons alors 
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l'expression: 

V(P) = ..Lm 
4n r (A.56) 

et dans le cas d'une densité surfacique de masses magnétiques (en Am-1), nous 
obtenons: 

ViP) ~ 4~ J Le: m~M) dL ~ -f Le: miMi G(M,P) d:;: 

(A.57) 

Remarquons que si m est une densité volumique de masses magnétiques, nous 
avons la relation: 

/); V(P) = -m(P) (A.58) 

A.6- Décomposition en valeurs singulières 

A.6.a- Définition des valeurs singulières 

Théorème 1 [LA WSON] 

Soit A une matrice quelconque m, n de rang k, 

il existe une matrice unitaire m, m (que nous nommerons lP) et une matrice 
unitaire n, n (que nous nommerons Q) tel que: 

(A.59) 

avec 

et ~11 matrice k, k non singulière et diagonale 

Les éléments de ~ situés dans l'axe de la diagonale de ~11 sont appelées valeurs 

singulières de la matrice A, et si la matrice A est symétrique, les valeurs singu­
lières sont confondues avec les valeurs propres (et lP=Q). 
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A.6.b- Résolution d'un système d'équations par les moindres carrés 

Théorème 2 [LA WSONl 

Soit A une matrice quelconque m, n de rang k se décomposant selon (A59), soit 
B un vecteur de dimension m, 

notons le vecteur: 

(A.60) 

alors le vecteur 

(
2\,- l K) 

X =Q l~ 1 

CA61) 

avec Y vecteur quelconque de dimension n-k est la solution, au sens des moin­
dres carrés de l'équation 

AX=B 

~Si k=m, X est la solution exacte de AX=B 

Variante 

De manière parallèle, soit l'équation: 

avec X : vecteur colonne de m éléments 
avec B : vecteur colonne de n éléments 
avec A : matrice de m,n éléments 

soit une décomposition orthogonale de A selon (A59) (voir théorème 1) : 

si Kt = Btg = (K1 t,K2t ) 

(KI correspond aux k premières lignes de K), 

si lf est une matrice quelconque, 

La solution de XtA = Bt qui minimise 1 1 BLXtA 1 1 est: 

(A.62) 

(A.63) 

(A.64) 
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(A.65) 

Une forme plus compacte pour écrire cela est: 

(A.65b) 

en notant: 

~ ) 
et Y un vecteur quelconque de dimension ID dont les k premières lignes sont 

nulles. 

A.7- Réduction d'un vecteur aléatoire 

A. 7. a- Théorème 

Soit A un vecteur aléatoire de dimension n, de matrice de variance / covariance 
V A et de vecteur espérance MA . 

Alors, il existe a, vecteur aléatoire de dimension n centré, de variance unité et 
d'éléments linéairement indépendants deux à deux r tel que: 

(A.66) 

avec lEA la matrice triangulaire inférieure, décomposition de Cholesky de V A 

(V A = lEA lEAt ) 

.&. Linéairement indépendant deux à deux ne veut pas dire indépendant deux à 

deux mais seulement que la covariance entre chacun des éléments du vecteur a 
est nulle . 

.&. Le développement qui suit n'exige pas que la matrice V A soit régulière, ni 
que A soit gaussien. 

A.7.b- Démonstration 

Soit l'équation lEA X +MA = A, nous pouvons la transformer en : 
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(A.67) 

Nous avons alors une équation de la forme (A.62) avec ruA de dimension n, n et 
d'ordre k. En décomposant ruA en valeurs singulières selon (A.59), par le théorè­
me 2, nous avons : 

(A.68) 

avec KI tel que: 

(A.69) 
et 

Nous allons choisir pour Y, un vecteur aléatoire quelconque de variables cen­
trées, réduites et indépendantes de tous les autres éléments. 

Calculons les espérances et variances de X : 

Espérance de X 

Nous savons que si X est un vecteur aléatoire de dimension n d'espérance M, et 
A une matrice de dimension m,n, alors l'espérance du vecteur aléatoire AX est 
AM [SAPORTA]. 

L'espérance de A-MA est le vecteur nul OIll donc l'espérance de K est On et de KI 

est Ok 

Comme l'espérance de Y est On-kt l'espérance de X est On 

Variance de X 

Nous savons aussi que si X est un vecteur aléatoire de dimension n et de matri­
ce de variance/ covariance V, si A est une matrice de dimension m,n, alors la 

variance du vecteur aléatoire AX estA VAt [SAPORTA). 

La variance de A-M est V A car M est constant. 

La variance de K est alors lPtV AlP, d'où, en développant: 

Identification de l'état magnétique d'un système ferromagnétique à partir de mesures du champ proche 



A- Boîte à outils mathématiques 

= lPtlP~QtQ#',lptlP 

= ~2 (A.70) 

~(~!1 ~ ) 
L'élément ij d'une matrice de variance/ covariance correspond à l'expression: 

(~ E() voulant dire espérance de ... ) 

Nous pouvons donc en déduire que la variance de KI est ~2n. 
Nous en déduisons la variance de X : 

avec: 

Q (V XII V X12) Qt 

Vh2V X22 

V xll = ~11-I~112~11-I 
=li 

(A. 71) 

V x12 = ([l) et V x22 = li car nous avons choisi pour Y est un ensemble de variables 
aléatoires centrées, réduites et indépendantes, donc: 

VX=QliQt=li (A. 72) 

La matrice de variance / covariance de X est l'unité. 

Vérification que lEAX + MA - A 

Prouvons que K2 est nul: 

La variance de A est V At ainsi que la variance de A-MA 

La variance de K est alors lPtlEAlEAtlP, qui comme nous l'avons vu plus haut 
vaut: 

Nous en déduisons que la variance de K2 (élément en bas à droite) est nulle. 
L'espérance de K vaut DIV donc l'espérance de K2 vaut On-k· 

Une variable d'espérance nulle et de variance nulle est nulle, donc K2 est nulle. 
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Calculons maintenant 18AX+M 

18AX+M = IP t\, QtX+MA 

( A,ïII KI ) 

=IP A,QtQ Y +MA 

( t\, 0)( A,ï\ KI ) 

=IP 0 0 y +MA 

=IP( ~l tMA 

= IP( 

(car nous avons vu que K2=On-0 

= IPIPt(A-MA)+ MA 
=A 

Conclusion 

Nous avons exhibé un a (le vecteur X) tel que: 

A=lEA a + MA 

et Ma = 0 et V a = li 

A- Boîte à outils mathématiques 

(A.73) 

(A. 74) 
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B .. - Justification des formules 

B.l- Harmoniques sphériques 

B.l.a- Expression du potentiel scalaire en fonction des harmoniques sphériques 

Dans une représentation des sources uniquement dipolaires, en reprenant (2.2), -nous avons B qui vérifie l'équation: 

BcP) = !-to ff { (3 (rri(M).*- m(~) dO 
4n )MEO' d d 

1 

(B.1) 

&Dans un souci de clarté du développement nous avons changé légèrement les 
notations. Nous appelons d la distance entre M et P et il le vecteur normé dirigé 
de M vers P. 

Comme, en l'absence de sources, 

-B = - f.!OVV (A.53) 

nous pouvons intégrer (B.1) par rapport au point P et nous avons alors: 

(B.2) 
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I§](Nous avons supposé que V s'annule à l'infini pour déterminer la constante 
d'intégration). 

Soit (r,8,<p) les coordonnées de P et (ra,8a,<pa) les coordonnées du point M dans le 
repère sphérique défini en A.1, nous avons: 

(

X = r sin8 cos<p ) 

P y = r sin8 sin<p 

z = r cos8 

et donc: 

d2 = (x-Xo)2 + (y_YO)2 + (z-zO)2 

= r2 + ro -2rrocoS)( 

(
Xo = ro sin80 cos<po ) 

M Yo = ro sin80 sin<po 

ZO= rocos80 

avec cosl( = cos8 cos80 + sin8 sin80 cos("o) (B.3) 

Or nous pouvons développer 1/ d en fonction des polynômes de Legendre et de 

l'angle 1( (voir par exemple [ROBIN]). 
00 

(B.4) 

&Ce développement n'est convergent que si et seulement si ra < r. 

Nous avons une propriété importante des polynômes de Legendre [ROBIN] qui 
est: 

Pn(cosl() = 2:: . Pn (cos8)~ (cos80) 1 
n (n-m)' ( 2cos(m<p)cos(m<po) 

m=n (n+m)! 2sin(m<p)sin(m<po) 

Si nous posons : 

f Y2cos(m<p) 
TI" (n-m)! 

Yn (8,<p) = ~ ~ (COS8)\ 1 (n+m)! 
Y2sin(m<p) 

si m>O 

si m=O 

si m<O 

si m>O 
si m=O 
si m<O 

\ 
f 

(B.5) 

(B.6) 

\ 
1 

Nous avons alors: / 

(B.7) 

,/ 
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expression que nous rentrons dans l'équation (B.2), que nous réarrangeons pour 
donner: 

(B.S) 

Comme y8 est constant, son gradient est nul, et nous pouvons exprimer V en 

commençant à l'indice 1 : 

(B.9) 

qui est l'expression recherchée. 

B.l.b- Base des champs magnétiques 

Prouvons que l'ensemble des termes du potentiel scalaire créé par les 
harmoniques sphériques élémentaires sur la surface L forme une base 

orthogonale des champs magnétiques de Qe. 

L'expression du potentiel sur L correspondant à l'harmonique Y nID est: 

(B.IO) 

(en notant ra le rayon de la sphère Qi). 

Calculons l'expression : 
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2n 

_( 1)2 1 ~ (n-m)! 
- 4n r8+n ' (n+m)! 

(n'-m')! ln , 
, '1 Pg- (cos8)P~ (cos8)sin8d8 

(n+m)·O 
1 1 d<p 

12cosm<p ~ ffcosm '<Pl 

Premièrement: 

2n 

ffcosm<p~. ffcosm'<p 
1 1 d<p = ( 

ffsinm<p ffsinm'<p 
o 

o 
2n 

o 
ffsinm<p ffsinm '<p 

si m+'om: ) 
si m=m 

(B.11) 

(B.12) 

et deuxièmement, si m=m', nous avons une propriété des fonctions de Legendre 
qui est (voir [ROBIN]) : 

fl pm ( )pl11 ()d = Ô ' 2 (n +m)! 
n f-l n !A iJ- nn 2 1 ( _ )1 

-1 n+ n m 0 (Bol3) 

Donc nous avons en définitive: 

f ( V rm V n'm' dL = 1 -Lônn'omm' JL 4n(2n + 1) rcm 
(B.14) 

Réciproquement, si V est un potentiel scalaire généré par une source quelconque 

de Qi, nous avons: 

(B015) 

et 

(B.16) 
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Si la sphère L est la frontière entre Qe et Qi,. nous pouvons considérer que les 
fonctions: 

forment une base orthogonale des potentiels magnétiques V de Qe et que 
l'expression: 

est un produit scalaire de l'espace vectoriel des potentiels magnétiques de Qe et, 

par extension, de tous les champs magnétiques de Qe (toujours dans l'hypothèse 

où toutes les sources sont dans Qi ) bien que l'intégrale ne se fasse que sur L, 

interface entre Qe et Qi. 

B.l.c- Coefficients harmoniques dans le cas d'un dipôle isolé dans une sphère 

Reprenons l'expression (2.14) des coefficients anm et supposons que nous avons 
un dipôle unique positionné en M. 

ann =JJf \m<M).;M( r8Y~(80,<))0))) dQ 
)MEQi 

= M (M).; M( r8yg- (80,<))0)) (B.17) 

Pour avoir une idée de l'amplitude des coefficients, nous allons calculer 
n 

l anm2 
m=-n 

En reprenant (B.S) avec des notations légèrement modifiées: 

(B.18) 
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n 

I y~ (81,<Pl)Y~ (82,<P2) = Pn(COSX) 
m=n (B.5.b) 

avec 

d'où: 
n 

L rrY~ (81,<Pl)r~Y~ (82,<P2) = rr~P n(cosX) 
ll1=n (B.19) 

Raisonnons en coordonnées sphériques. Si on définit les trois vecteurs de base ër 

ëe et êq:> comme étant les vecteurs normés colinéaires à dr, rd8 et rsin8d<p, et si 
on pose: 

ô ô 

ôer ôr 

~=~ 
ôee r ô8 

Ô 1 ô 

ôeq:> r sin8 ô<p (B.20) 

En reprenant (A.3) et (A.S), nous avons pour une grandeur X : 

(B.21) 

En partant des formules de récurrences des polynômes de Legendre, il est facile 
de montrer que: 

Pn(1) =1 

p'n(1) = n{n+ 1) 
2 

P "n(l) = (n-l)n(n + 1)(n+2) 
8 

dérivons l'égalité (B.19) par rapport au point Ml (fl,81,<PI) : 

puis par rapport au point M2 (r2,82,<P2) : 

(B.22) 

(B.23) 
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Si maintenant, nous posons Ml = M:ù alors: 

et nous pouvons calculer les différentes expressions qui interviennent: 

° ---{'n= nrn-1 
or 

° ~CoS)() = 0 or 

10(COS)() 

fI ?.CI 
u\Jl 

= 0 si cosX=l 

1 o(COSX) 1 . 
_.2...._'-:---="':"'" = ~ i n8 2S m( IP1-<r2) 
rI sin81 0<p1 fI 

1 02 (cosX) 

r1 r 2 08108 2 

= 0 si cos)(=l 

= \ si cosX=l et fI =f2 
fI 

1 02 (COSX) 1 s( ) 
= [f-C0 IP1-IP2 

f1 f2 sin81sin82 0<p10IP2 1 2 

= \ si cosX=l et fI =f2 
fI 

(B.2S) 

(B.26) 

(B.27) 
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1 02(cosx) 
--Lcos81 S i n( <PI-<P2) 
rl r 2 

= 0 si cosX=l 

Posons maintenant pour simplifier: 

alors nous aurons : 

mij = 0 si i.=j 

_ _ [A In(n+ 1) n-If m22 = mee = m33 - mcpcp -·V 2 ro 

nous en déduisons: 

n 3 3 

2 am 2 = 2: l: MiMjmij 
m=-n i=1 j=1 

= M~(nrH-lf + (M~+M~~Vn(n2+1) rH-Ir 

= (rH-If[n2M; + n(n2+ l)(M~+M~)] 
avec: 

(8.28) 

(8.29) 

(B.30) 

(8.31) 

Si maintenant, on suppose que l'aimantation du dipôle est aléatoire, d'espérance 
du module M, et d'orientation indifférente, les composantes Mr, Me et Mep sont 

M 
linéairement indépendantes et auront un même écart-type D. 

Nous pouvons en déduire l'espérance de la somme des carrés des composantes 
arm· 

(8.32) 

Par un calcul direct, nous pouvons aussi démontrer que les termes arrn sont 
indépendants et ont même variance pour un degré n donné. Nous en déduisons 
que l'écart-type des coefficients arrn est: 
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(B.33) 

car il Y a 2n+ 1 termes arm pour un n donné. 

Cette expression est valable pour un dipôle isolé situé à une distance ra de 
l'origine du développement. 

Comme les valeurs des aimantations pour deux positions différentes du dipôle 
sont indépendantes, nous pouvons généraliser ce résultat à un dipôle isolé 
disposé aléatoirement dans une sphère de rayon ra. Il suffit d'intégrer le résultat 
précédent sur le volume de la sphère. 

Nous avions pour un dipôle isolé: 

Nous aurons maintenant: 

? = .M2 rOj'n[2nn r 2n-2 2 . Gd d8d 
<Tarrn ° a JO r sm r <p l.nr6 3 

3 
= -IL....r2n-2M2 

2n+1 

B.2- Intégrales surlaciques 

B.2.a- Précision de l'interpolation 

(B.33b) 

(B.34) 

®Nous supposerons dans ce paragraphe que la grandeur surfacique utilisée est 
la répartition de masses magnétiques. Le calcul du potentiel est alors plus simple 
et la démonstration plus claire. 

Nous allons d'abord trouver un développement limité en harmoniques 
sphériques de l'induction créée par les masses magnétiques sur une facette, 
laquelle permettra de trouver la relation souhaitée vis à vis de la précision. 

Nous finirons en prouvant que la décomposition des masses sur ce 
développement est équivalente à l'utilisation d'une base polynomiale pour 
interpoler. 

Soit une facette triangulaire, lié à un repère sphérique, avec l'origine au centre 
de gravité 0 du triangle, 
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soit un point P dans l'espace, repéré par ses coordonnées sphériques {ro,cpo,8o}, 

soit un point M du triangle, repéré par ses coordonnées polaires {r,cp}, 

B 
P 

A 

c 
c 

figure R1 : Description des repères utilisés 

soit m(M), la répartition de masses magnétiques sur la facette, le potentiel 
scalaire magnétique s'exprime en P par l'expression: 

V(P) = .lf [ m(M) dL 
4n JME2: d 

(A.57) 

avec d correspondant à la distance MP. 

Si nous exprimons cette équation dans les repères définis ci-dessus, nous avons: 

V(P) =.l i2n iro( <po) 

4n 0 0 

m (ro,<po)rodrod<po 

d(ro/po,r,cp,8) 
(B.35) 

L'inverse de la distance 1/ cl peut s'exprimer par la relation (B.7) (avec 8o=rr h) qui 

permet, dans le cas où r>ro d'exprimer le potentiel V sous la forme: 

V(P) =..1- m(r~,cpo) L L (r~fy~@,cpo)Y~(8,cp)rodrodCPO i
2rr iro( <]Jo) 00 n 

4n 0 0 n=ü m=-n 2 

(B.36) 

En fait 
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pgt(O) = 0 si (n-m) impair 

Pffi(O) (-lXTXn+m-l)!! . ( ) . n = (n-m~ SI n-m pair 
2-2-,n;ffi)' 

(B.37) 

Après quelques manipulations mathématiques supplémentaires (dont une 
permutation des signes sommes et intégrales), nous réussissons à factoriser les 
termes dépendant de M des termes dépendant de P sous forme d'un 
développement limité: 

Dans cette expression, si n-l est pair, on prend m=l et l'expression en cosinus. En 
revanche, si n-l est impair, on prend m=l-l et l'expression en sinus. Ceci n'est 
qu'un artifice pour éviter une somme pour m de -n à n avec la moitié des 
termes nuls. kn,l est un coefficient multiplicatif dépendant de n et 1. 

Pour chaque facette, nous avons obtenu un développement limité qui donne 
son effet à distance par puissance de 1 Ir croissante. Contrairement aux 
harmoniques sphériques, nous avons n+ 1 paramètres non nuls qui 
s'amortissent en 1 Irn+ 1 (et non 2n+ 1 paramètres). Ce développement 
correspond à la projection de m(M) sur les fonctions de bases de la facette: 

n{ cos m<po si n-l pair \ 
ro sin m<po si n-l impairl (B.39) 

Cherchons le lien entre ce développement et les fonctions de base polynomiales 
classiquement utilisées en éléments finis. Il serait intéressant d'établir les 
relations entre ces deux modes de représentation, et en particulier, de vérifier 
par ce développement, la validité d'une fonction d'interpolation polynomiale 
en fonction de la distance. 

Le problème est: 

soit une décomposition de m(M) sur la facette en fonctions polynomiales 
(orthogonales sur la facette) de degré au plus k (notés uk(m», démontrons que le 

champ généré par l'erreur d'interpolation ôu = m-uk(m) décroît en 11 rk+ 1. 

Par définition ôu appartient à l'espace complémentaire de {Uk}, ensemble des 
polynômes orthogonaux de degré au plus k, donc en appelant T la facette: 
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(BAO) 

Si nous démontrons que 

'v'nsk {cos rncpo 
bn/l= r8 . si n-l pair ~ 1 A d d ' 1 k . 1· . J est un po ynome en x,y e egre au pus 

Vlj Oslsn sm rncpo SI n- Impair 

nous aurons alors 

(BAl) 

et donc nous aurons démontré que ôu s'amortit en au moins l/rk+1. 

Remarquons en préliminaire que les termes que nous utilisons qui sont de la 
forme roIlcos(mcpo) ou ronsin(rncpo) sont les suivants en fonction de n et m (n-m 
pair) : 

~ 0 1 2 :3 4 

0 @ '.:.:.' 

1 @ 

2 @ '.:.' ® 

3 @) @ ..... 

4 @) @ @) 

Figure B.2: Termes non nuls des harmoniques sphériques sur un triangle 

Si n=m=O, bn/fi = 1 (polynôme en x,y de degré au plus 0) 

Si m=O, bn/fi = rn. Parce que n est pair, rfi est un polynôme de degré n. 

Supposons que roflcos(mcpo) et ronsin(mcpo) sont deux polynômes de degré au 

plus n, alors calculons ron+ lcos«m+ l)cpo) et ron+ ISin«m + l)cpo) : 

ron+ 1 cos«m+ l)CPO) = rOcoscpO rOflcos(mcpo) - rO sincpo ronsin(mcpO) 
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= xroI1cos(mcpo) - yroIlsin(mcpo) 

rofi+1sin«m+l)cpo) = rosincporI1cos(mcpo) + r coscporofisin(mcpo) 

= yroI1cos(mcpo) + xroIlsin(mcpo) 
(B.42) 

nous avons donc deux polynômes de degré au plus n+ 1 

Nous avons donc réussi à démontrer que si nous interpolons les masses 
magnétiques sur une base polynomiale complète de degré inférieur ou égal à n, 
l'erreur d'interpolation s'amortira au moins comme 1 /rfi+ 1. 

I!§lLe même calcul peut être développé dans un repère cartésien plutôt qu'un 
repère sphérique et donne une représentation du même type, avec le même 
nombre de paramètres. Il est à remarquer que contrairement au développement 
multipolaire d'un volume en coordonnées cartésiennes, celui-ci (qui n'est 
qu'un développement sur une surface plane) n'a pas de termes redondants et 
liés. 

B.3- Amélioration de la base 

B.3.a- Démonstration du produit scalaire 

Prouvons que nous avons un produit scalaire. 

Symétrie 

(B.43) 

La formule finale est parfaitement symétrique, donc (vj.v~= (vi.Vj) 
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Linéarité 

Calculons (Vi.ÀVj) avec À réel: 

hÀVi)~ V fLa ViÀWjell: 

= À vif ViWjd2: 
MEl: 

= À (vi.Vj) 

Positivité 

B- Justification des formules 

(B.44) 

(B.4S) 

(B.46) 

Nous obtenons l'intégrale sur un volume d'une quantité toujours positive, 
donc elle est toujours positive. 
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-~ VPEQi V cri (P) = 0' 
~ 3cElR /VPEQi qJi(P) = c 

(B.47) 
or seule c=O est compatible avec la condition 

(4.5) 
donc 

(B.48) 

Nous avons donc un produit scalaire de v. 

B.3.b- Calcul de la :réaction du matériau 

Géométrie du problème 

Soit une pièce Qi homogène et isotrope de perméabilité relative flr et de 

frontière L. Nous allons calculer les sources magnétiques induites dans cette 
pièce par une aimantation rigide à l'intérieur du modèle et par un champ 
extérieur. Nous pourrons alors estimer l'effet de noyau dû à des anomalies de 
fortes perméabilités sur des sources magnétiques. 

Figure B.3 : Géométrie du problème 

Calcul de la continuité aux frontières 

--- ..... 
Soit H le champ magnétique et B l'induction magnétique, nous avons dans tout 
l'espace les relations suivantes: 
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(B.49) 

fi correspond à l'aimantation permanente ou "rigide" de l'objet. 

Nous pouvons utiliser un potentiel réduit et répartir le champ en deux effets: la 
source qui correspond à l'excitation du système dans le vide et la réaction du 
corps de forte perméabilité à cette excitation. 

On pose: 

- -H=Ho+H' (B.50) 

-.... 

avec Ho solution du système (Ho) des sources dans le vide: 

f "il.Bo=O \ 

..... -<> -

\ 

Bo = !-loHo + !-lo: f - -.. ... 
"il I\Ho = j 

(B.51) 

-alors H' obéit au système d'équations suivant (H') correspondant à la réaction 
du matériau (différence de (B.49) et (B.51) : 

(B.52) 

On peut poser le potentiel scalaire en fonction du champ magnétique, partout 
où il n'y a pas de courant (il faut en particulier faire attention pour V et Va) : 

(B.53) 

Nous allons supposer le problème des sources résolus (HO) et nous concentrer 

Identification de l'état magnétique d'un système ferromagnétique à partir de mesures du champ proche 



B- Justification des formules 

sur la résolution du système H'. 

En fonction des équations ci-dessus nous avons alors le système suivant: 

dans Qe 11 V 'e = 0 

sur L 1 

\ 

V 'i = V 'e 

OV'i oV 'e Ba.n 
!lr--- --= (!lr-1)--on on !la 

( oVa --) = (!lr-1) - __ + m.n 
on !lr (B.54) 

Cherchons à exprimer le potentiel V' 

Appliquons d'abord la troisième formule de Green dans Qe-

(A.51) 

puis dans Qi. 

(A.50) 

Sur la surface, posons V'e(M) = V'j (M) = V'(M) 

(A.Sl) moins !lr fois (A.SO) donne: 

(B.5S) 

où on introduit l'équation de continuité (B.54) : 

(B.56) 

Nous avons obtenu une équation qui exprime le potentiel réduit sur la surface 
en fonction de l'induction magnétique excitatrice. Nous allons maintenant 
considérer deux cas, suivant que les sources excitatrices sont à l'intérieur ou à 

l'extérieur de Qi. Dans chaque cas, nous calculerons les dipôles surfaciques 
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équivalents à l'anomalie. 

Si les sources correspondent à l'aimantation permanente de la pièce 

Nous allons supposer que les sources sont une aimantation permanente de la 
pièce que nous connaissons par la répartition de dipôles équivalents sur 2:. 

~la répartition de dipôles équivalents n'est valable qu'à l'extérieur de Qi mais 
pas à l'intérieur. Cependant, en reprenant la troisième équation de Green, nous 
pouvons exprimer le potentiel sur la surface créé par la répartition de dipôles: 

(B.57) 

-+ 

Nous pouvons aussi calculer Bo en fonction de Va en considérant que toutes les 

sources sont internes à Qi. Nous avons: 

ff ( oG oV o ) 
(v-l)Vo(P)= ME}; VO on -~ d2: 

, 'Jf Bo ri ff aV 0 ff oG d ou ME}; ~Gd:E =- Me: on Gd:E = (v-l)Vo(P)- ME}; VO on d2: 

(B.58) 

..... 
En reprenant l'équation (B.56), nous pouvons remplacer Ba par sa valeur et 
nous obtenons alors: 

(B.59) 

puis: 

(l-~{f L v·~ + f L Vo~ ]=["l-~HjV' - (l-~X1-'V)Vo 
(B.60) 

En recombinant Va et V', nous obtenons la formule finale (avec V=Va+V', le 
potentiel total) : 
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(B.61) 

qui devient, en remplaçant par L: 

(l-v(l-f-tr» V + (l-fAr )11 V ~ = -f-trf1 L(M) ~~ dL +vfAr L(P) 
Me: Me: (B.62) 

Connaissant le potentiel Vo en tout point de L, nous pouvons alors calculer le 

potentiel en tout point de Qe en posant v=ü. 

V(P) ~ <1>,-1) f L V ~ -'" f L .(M) ~ dl: 

d'où V(P) ~ -f L~ ((1-",)V+",.~I 
(B.63) 

Compte tenu des équations, nous avons directement la répartition équivalente 
de dipôles de l'ensemble source plus anomalie qui est: 

(B.64) 

En manipulant les équations, nous pouvons trouver une équation directement 
satisfaite par '"[' . 

En prenant l'équation (B.62) et en arrangeant en fonction de (B.64), nous 
obtenons d'abord: 

(B.65) 

puis: 

nous avons donc l'équation permettant de calculer L'en fonction de L : 
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(_1_-v)'t'(P) + )fl 't'CM) ~= l-lr't(P) 
(1-l-lr) on (1-[-lr) 

Me: 

Si les sources correspondent à un champ inducteur sur la pièce 

(B.67) 

Dans ce cas, nous ne pouvons plus considérer la répartition équivalente de 
dipôles sur la surface pour exprimer l'influence du champ excitateur dans Qe. 

Nous exprimerons donc celui-ci uniquement à partir du potentiel sur L. De 
même, nous allons calculer la répartition de dipôles équivalents à la pièce sur L, 
mais sans y indure l'aimantation de la source contrairement au paragraphe 
précédent. 

Soit Va le potentiel sur L, comme les sources sont extérieures à Qi, nous 
pouvons exprimer le champ magnétique sur la surface par la troisième formule 
de Green. 

vVo(P)~ fLjvo~ -Ô::G)<Œ 

~1 fl fl ' ,i -.... oVo oG 
d ou, Bo.n G dL = - on G dL = vV oCP) - VO on dL 

J Me: Me: Me: 

(B.68) 

-<> 

CorrûTle précédemment, remplaçons dans l'équation (B.56) le terme Bo : 

(B.69) 

puis 

(1-~,)[f L v·~ + f L V o~ ] ~ [v(1-iJ., J-f!V' + v(l-iJ.,)V 0 

(B.70) 

puisque le champ total est V=Va+V', nous avons l'équation sur la surface : 

(B.71) 

et de même nous pouvons calculer le champ V' en tout point de Qe (en posant 
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v=ü) : 

(B.72) 

D'où par identification nous avons directement la valeur de la répartition 
dipolaire équivalente: 

L(M) = (1-!-lr) V (M) 
(B.73) 

Comme précédemment nous avons une équation pour déterminer directement 
l'aimantation équivalente: 

(B.74) 

Nous pouvons remarquer que seul le second membre de l'équation change par 
rapport au premier cas. 

B.4- Problèmes inverses 

B.4.a- Recherche du meilleur estimateur linéaire 

Calcul de l'erreur d'estimation 

Soit p(A) la probabilité du vecteur A. Ce vecteur possède une espérance MA et 

une variance V A 

Nous avons l'équation linéaire: 

B=lFA (5.2) 

ainsi que la réduction de A (annexe A.7) en un vecteur a centré, de variance 
unité et linéairement indépendant deux à deux: 

(A.66) 

Cherchons le meilleur estimateur linéaire de A, noté A en fonction de la 
mesure B. Nous supposerons que c'est celui qui minimise la variance de 
l'erreur. Posons Hh et H2 tels que A = H1B+H2 
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L'erreur d'estimation est: 

s = A-A = HIB + H2 - A 

= HIlFlEAu + HIlFMA + H2 -lEAu - MA 

= (lHI}lF - li)lEAu + (lHI}lF - li)MA + H2 

(8.75) 

Compte tenu des propriétés du vecteur A, nous pouvons calculer l'espérance et 
la variance de l'erreur d'estimation: 

- espérance de l'erreur: ME = 0HhlF - IT)MA + H2 

- variance de l'erreur: V E = (lHhlF - IT)lEA [(lrhlF - IT)lEA]t 

et chercher les valeurs de Hl et H2 qui minimisent ces termes. 

(8.76) 

(B.7?) 

Décomposons par ligne le système matriciel (8.75) et intéressons nous à l'erreur 
du paramètre ai. 

L'erreur sur ce paramètre est: 

(B.78) 

avec Hlit, la iième ligne de la matrice Hl. EAit , la iième ligne de la matrice lEA, mAi 

et h2i, les iième valeurs des vecteurs MA et H2 . 

La variance de l'erreur est alors un scalaire qui vaudra: 

(B.79) 

Nous avons vu au paragraphe A.6.b que 1 1 CHdlFlEA - EAit ) 11 2 est minimal si 

Hlit correspond à la solution au sens des moindres carrés du système: 

(B.SO) 

dont la solution est (A.65b) en notant Hlit par Xt, (lFlEA)t par A et (EADt par Bt. 

En recombinant les lignes, nous avons alors les solutions pour Hl et H2 : 

Hl = lEACQkl]pt + H,3lPt 

H2 = (ll-HIlF)MA 

avec la notation: 

(B.8I) 
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( 
-1 

b\, -1 = b\,~ ~ ) 
et lHI3 une matrice quelconque de dimension m,n de la forme (0 X) c'est à dire 

avec les k premières colonnes nulles (k étant le rang de la matrice lFlEA), 

ou plus simplement dans le cas très général où lF V AlF t est inversible: 

lHIl = V AlFt(lFV AlFt)-l 

H2 = (1[-lHIIlF)MA 

B.4.b- Algorithme pour les capteurs scalaires 

Principe de l'algorithme 

Un capteur scalaire mesure le module de l'induction en un point. 

(B.81b) 

Si, par exemple, les composantes de l'induction B sont bi avec i=x, y ou z, il 
mesure au cours du temps: 

I3t = 1 b~ + bf + lfz (B.82) 

Si nous supposons qu'entre deux récurrences temporelles, le vecteur induction -B sur chaque composante passe de bi à bi +Ôbi avec Ôbi «bi, la mesure à l'instant 

Hot va être : 

(B.83) 

En faisant un calcul très simple, nous pouvons obtenir l'expression suivante: 

Pour simplifier le raisonnement, supposons un référentiel (el, ë2t ë3) orienté en 

fonction du vecteur St avec ël orienté parallèlement à St, nous obtenons alors 
l'équation suivante (à l'ordre 1) : 

(B.8S) 
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Si nous supposons les composantes du champ bien estimées à la récurrence t, 
nous aurons une très bonne estimation de la composante du champ parallèle à 

ë1 à la récurrence Hôt. Ainsi nous pouvons considérer nos capteurs scalaires 
comme des capteurs vectoriels (donc linéaires) avec un axe orienté selon l'axe 
du champ local. 

Bien entendu, sans la présence d'un modèle qui apporte une corrélation entre 
les différentes composantes du champ, nous n'avons pas suffisamment 

d'informations pour retrouver toutes les composantes de Bt+ôt à partir de blHôt. 
Mais l'utilisation de plusieurs capteurs et d'un modèle le permet. 

Hélas, la linéarisation présentée ici à de fortes chances de ne pas être stable. Un 
raisonnement simple permet de craindre que si à la récurrence t, nous avons 

une erreur sur le vecteur B qui se traduit par une erreur E sur l'axe 1, alors à la 

récurrence t+ôt, nous avons sur ce même axe, une erreur de l'ordre de grandeur 

-E, de signe opposé mais approximativement de même amplitude. 

En effet, supposons que nous calculons b1t+ôt par l'expression 

2 2 
h.. _ !3t+ôt + !3t 
LI 1 Hôt - 2blt (B.86) 

alors, une erreur de ë sur bl t donne à l'instant Hot: 

h.. _ (b1t+ô~f + ~t2 
Vi Hôt - 2(blt + E) 

'" hIt+ôhI - E (B.87) 

C'est à dire que l'erreur se propage avec oscillations et sans amortissement (seuls 
les termes d'ordre plus élevé peuvent dire si la propagation s'amortit ou non, 
mais même si il y a amortissement, il est très lent). 

Par analogie avec la célèbre formule de récurrence permettant de calculer ,fa, qui 
est: 

un+l = (un + ajurJ/2 (B.88) 

proposons une autre formule de récurrence : 

(B.89) 

Si bl t est estimé avec une erreur E, alors nous aurons comme solution: 
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(B.90) 

Ainsi, au premier ordre, l'erreur a disparu, mais pas l'évolution ôhJ.. 

En trois dimensions, cela revient à linéariser au premier ordre sous la fonne : 

(B.91) 

Ainsi à chaque récurrence temporelle, nous devons estimer les anomalies A, 

puis nous devons réestimer les trois composantes du champ magnétique B au 
niveau de tous les capteurs. Nous utiliserons alors ces estimations pour 
linéariser la mesure capteur suivante. 

I!§Isi jamais le champ varie trop entre chaque récurrence, il suffit de réduire 

l'intervalle temporel Ôt. 

Présentation des équations 

Soit f)2 le vecteur comprenant les carrés des mesures des capteurs scalaires et B le 
vecteur correspondant aux composantes triax:iales du champ magnétique aux 
différentes positions des capteurs scalaires, 

nous avons alors les équations suivantes: 

f3t 2 = Btt-l(2Bt-Bt-Ü +Wt 

Bt = lFAt 

En cascade, à partir de 2Bt-Bt-l, nous en déduisons Bt puis At. 

L'algorithme, une fois développé autour de At devient: 

(B.92) 

(B.93) 

Pour le choix de l'espérance et de la variance des paramètres, nous avons deux 
possibilités : soit nous privilégions la stabilité face à la précision et nous ne 
modifions pas l'information sur la statistique de A, soit au contraire, nous 
adaptons à chaque récurrence la connaissance a priori de A en fonction des 
anciennes mesures. 
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Si on ne tient pas compte du passé, nous devons prendre pour le vecteur A une 
espérance et une variance qui ne dépendent que de l'information a priori et de la 
valeur supposée connue de Bt-l 

M'At =MA 

"l'At = VOA (B.94) 

Si, par contre, on tient compte du passé, alors les espérances et variances de A 
dépendent uniquement de l'estimation précédente et d'une variance de 
l'évolution au cours d'un incrément temporel des paramètres A. 

M'At = At-l 

V'At=VôA 

B.5- Etude paramétrique d'un cas simple 

B.5.a- Variance du potentiel scalaire magnétique 

(B.95) 

Supposons que les coefficients harmoniques des sources arm sont des variables 

aléatoires indépendantes deux à deux et que leur variance notée a2an ne dépend 
que de l'indice n. 

Calculons d'abord la variance de la contribution des coefficients de degré n sur le 
potentiel au point M. Nous avons, d'après (2.17) : 

n 

V n(M) =.l. l arm~Y~ (8 ,cp) 
4Jt m=n rn+ (B.96) 

La variance de V n est alors: 

(B.97) 

En reprenant les équations (B.5) avec 8=80 et CP=CPO et (B.22), nous obtenons 

(B.98) 

ou encore, l'expression de l'écart-type de V IV qui ne dépend que de la distance 

entre le point de mesure et le centre de l'anomalie et non des angles 8 et cp. 
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o -.la 1 vn - 4 an n+l 
J[ r (B.98b) 

&Autant OVn est l'écart type de la contribution de l'ensemble des coefficients de 

degré n, Oan n'est l'écart type que d'un coefficient. 

B.5.b- Va.riance de l'induction magnétique 

Un magnétomètre vectoriel selon la direction il va mesurer la grandeur : 

-[AO V' V . il 

-L'expression de B est la suivante: 

-B(M) = -!-lOVV(M) 

--
(B.99) 

Nous pouvons définir pour B aussi, des composantes B ml triées par influence 
décroissante à une distance donnée, avec 

- I-lO-(l li" ) Bnn = - -:\1 --lYn (8,cp) 
4n rn + 

-<> 

Si on cherche aussi la matrice de variance/ covariance des composantes de B 
associées au degré n, nous avons: 

(B.l00) 

Nous allons exprimer les différentes composantes de la matrice M dans le repère 
orthonormé sphérique. 

En reprenant le paragraphe B.1.c et en particulier les notations (B.26) et en y 
ajoutant }' expression suivante : 
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o ( 1 ) _ -(n+ 1) 
~rn+l - r n+2 

nous obtenons les composantes de la matrice lM : 

mw= 0 si Î;o<j 

m 11 == [[AD (n+ 1fF 
4n rn +2 J 

m22== m33== [~o r-fi"""-(n--'+ 1"""") 1 r 
4n 2 rn +2 

B- Justification des formules 

(B.IOl) 

(B.I02) 

Nous en tirons les variances des champs magnétiques de degré n au point M. 

Sur la direction radiale, la variance est: 

(B.103) 

et sur les directions normales, la variance est (t==8 ou t==cp) : 

~ == [0a ~n(n+1) 1 'F 
tt n4rr 2 rn+2J (B.104) 

Compte tenu de l'indépendance des champs sur ces directions, nous pouvons 
aussi calculer la valeur moyenne du module de la contribution de degré n du 
champ magnétique. 

(B.10S) 

B.5.c- Variance du gradient de l'induction magnétique 

Tout d'abord, calculons la matrice dérivée seconde en coordonnées sphériques. 

Soit le point M de coordonnées: 

x == r sine coscp 

y == r sine sincp 

z == r cose 

Nous avons la formule du gradient en coordonnées sphériques: 

(A. 7) 
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Be =10V 
r 08 

Bcp= 1 AV 
r sin8 o<p 

(B.I06) 

V .. _~Ov) 
1) -ai T 

et la dérivée seconde en coordonnées sphériques en posant J . (le calcul 

est long mais il reste simple) 

GSr Ges Gsrp == 

l.v er-lv e 
r r2 

I-v re- lve 
r r 2 

lVee +1.Vr r2 r 

1 V e - cos8 V 
r2 sin8 cp r% i n2e cp 

(B.I07) 

1 Vrcp- 1 Vcp 
r sin8 r%in8 

1 Ve - cos8 V 
r2 sin8 cp r%in2e cp 

1 V cp cp + lv r + cos8 V e 
r2sin2e r r%in8 

Comme nous avons déjà calculé la valeur des dérivées premières et secondes de 

Pn(COSX) quand X=O (B.22) , calculons les dérivées de cosX par rapport à 81, 82, <pl 

et <p2 quand 81 = 82 = 8 et <pl = <p2 = <p. Par souci de simplification, nous allons 
présenter les résultats sous forme de tableau. Seule la moitié est représentée car 

i a cosx 
2 

il est symétrique et la cellule correspondante à la ligne 08 1 et à la colonne 0<p2 
3 a COSx 

2 
s'interprète comme la dérivée de à8 1O<p2 pour 81 = 82 = 8 et <pl = <p2 = <p. 

Identification de l'état magnétique d'un système ferromagnétique à partir de mesures du champ proche 

251 



252 B- Justification des formules 

ôcosx ôcosx ifcosx ô2COSX ô2COSX --cosx Ô82 0<p2 ô82a<p2 Ô8~ ô<p~ 

1 1 - - - - -

a 
- 0 1 - - - -
ôEll 
a 

0 0 sin2e - - - -
O<pl 

a2 
0 sine cose cos2e 0 - -

Ôe}O<pl 

if 
-1 0 0 0 - 1 -

ôeî 

if 
- -sin2e -sine cose 0 0 sin2e sin2e 
O<pi 

(B.108) 

Nous allons aussi calculer de la même façon, les dérivées multiples de Pn(cosX). 

En remarquant que toutes les dérivées simples de cosx pour el = 82 = e et 

<pl = <p2 = <p sont nulles, nous avons, en prenant i,j,k,l alternativement el, e2, <pl 

et <p2 : 

Pn(1)=l 

Ô~n(1) = 0 

ô2p TI (1) = P' (1) ô2COSX 
ôi Ôj n ôi ôj 

3p 3 
Ô n (1) _ P' (1) Ô cosx 

ôi ôj ôk - n ôi ôj ôk 

ô4p n (1) = p" (1)(ô2cosX ifcosx + ô2COSX ifcosx + ifcosx ô2COSX) 
ôi ôj ôk ôl n ôi ôj ôk ôl ôi ôk Ôj ôl ôi ôl ôj ôk 

P' 1 ô4COSX 
+ n( )Ôi ôj ôk ôl 

(B.109) 

Nous pouvons alors présenter un tableau similaire au précédent (pour garder la 
compacité des formules, nous avons les notations suivantes: 

P' pour P'n(l) 
p" pour P"n(l) 

Vn pour 
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V n(l) 
oVn oVn oV n 02Vn -- -- -- --
or2 oe2 (Xp2 or~ 

1 1 - - - -

a 
-(n+ 1) (n+ 1)2 -

orl - - -

a - -- 0 0 P' 
Oel 

a 0 0 0 - sin2ep' -
(Xpl 

02 (n+l)(n+2) -(n+ 1)2(n+2) 0 0 n+ 1)2(n+2)2 -arr 
(B.110) 

V n(l) 
oV n oV n oVn 

02V n -- -- -- --
or2 Oe2 (Xp2 or~ 

i 0 0 -(n+ l)P' 0 0 --
orI081 

i 0 0 0 -(n+ 1)sin28P' 0 --
orl(Xpl 

02 
-(n+ 1)(n+2)P' - -P' (n+l)P' 0 0 

oei 

i 
0 0 0 sin8cos8P' 0 

OelO<pl 

02 
(n+ 1)sin28P' 0 -(n+ 1)(n+2)sin2eP' - -sin28P' -sin8cos8P' 

(Xpi 

(B.l11) 
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7iv n 7ivn ?iV n ?iV n èlv n --- -- -----
Of2082 or20cp2 08~ 082Ocp2 Ocp~ 

il 
(n+ 1)2p' --- - - - -

arI08I 

i 0 (n+ 1)2sin28P' - - ----
orlOcpI 

02 
0 - 0 P'+3P" - -

08i 

i 
0 (n+ 1)sin9cos9P' 0 cos28P'+sin28P' -

OelOcpl 

02 
- (n+ 1 )sin9cos9P' 0 sin29(P' + p" 0 sin29P' +3sin49P" 
ocp? 

(B.112) 

A partir de ce tableau et de la formule de la matrice dérivée seconde en 
coordonnées sphériques, nous pouvons calculer la variance / covariance du 
gradient du champ magnétique. Les résultats sont présentés au chapitre 7.2. 

B.5.d~ Variance de l'erreur d'identification 

Matrice de sensibilité 

Nous allons maintenant reprendre les notations que nous avons utilisé dans le 
cadre des problèmes inverses. 

Supposons ne voies de mesures pour identifier le système magnétique, nous 
supposons en outre que les caractéristiques statistiques des signaux mesurés sont 
identiques. Cela entraîne notamment l'utilisation de capteurs identiques et 
placés à même distance de la source. 

Le système d'équations peut s'écrire: 

B=lFA (5.2) 

Avec B un vecteur de ne composantes et A le vecteur rassemblant les paramètres 
du système. 

Le vecteur A comprend tous les harmoniques de la source jusqu'à un ordre n tel 
que les composantes deviennent négligeables à la distance r où se trouvent les 
capteurs ainsi que les erreurs des capteurs. Ce vecteur comporte donc np termes 
avec: 
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np = n(n+2) + ne 

D'après nos hypothèses, l'espérance du vecteur A est nulle et la variance est une 
matrice diagonale dont les n(n+2) premiers éléments ont pour valeur 0 2an et les 

ne derniers, la variance de l'erreur sonde que nous noterons w2. 

Par ailleurs, des propriétés des harmoniques sphériques que nous avons 
détaillées tout au long de ce mémoire, nous déduisons que la matrice lF 
d'élément générique fij aura la propriété suivante: 

- quelque soit i, la somme des carrés des termes ~j correspondant au même degré 
n des harmoniques est constante (car il s'agit de la variance de la composante 
pour ce degré). 

Si nous intégrons dans la matrice lF' l'écart type des paramètres, nous avons le 
système suivant: 

B = lF/a avec F' = FlEA (B.113) 

avec a vecteur de variables aléatoires centrées, de variance unité et linéairement 
indépendantes deux à deux et F' de la forme: 

f~l f~2 f~3 f~I1p 

f~ 1 f~2 f~3 f~I1p 

avec, quelque soit i : 

3 

L ffj = M10~1 
j=l 

8 

L ffj = M2ifaz 
j=4 

k(k+2) 

L f'n = Mkifak 

j=k2 

si j > n(n+2) f 'Z - w 2 11 - (B.114) 
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La valeur de Mk dépend du type de capteur et de sa position. 

Variance de l'erreur sur les différents termes 

Calculons l'expression de l'erreur d'identification sur les termes dipolaires. 

En reprenant la formule (B.97) avec nos notations, écrivons l'erreur ê du vecteur 
a: 

(B.llS) 

Si nous développons cette équation en supposant le développement en valeurs 
singulières de f' de la forme: 

nous avons 
IIp flc 

êi = L L C{ik(]jk aj - ai 
j=l k=l 

(B.116) 

(B.117) 

Valeur dont nous pouvons calculer la variance. Après simplifications, nous 
obtenons: 

(B.118) 

Ainsi la variance de l'erreur relative du paramètre i correspond à la somme des 
carrés de la composante i des vecteurs de la base orthonormée du noyau de f'. 

Dans le cas général, il est difficile de développer plus loin cette expression. Pour 
pouvoir continuer le calcul, nous allons faire un certain nombre d'hypothèses 
supplémentaires dont la justification exacte semble difficile. Les simulations 
numériques que nous avons faites (paragraphe 7.3.a) semblent cependant les 
conforter. 

®Nous allons supposer que les Ile capteurs sont situés de telle sorte que les ne 
premières composantes de l'état magnétique sont bien mesurées par les capteurs 
et que le signal créé par les suivantes est assimilable à de l'erreur capteur. Nous 
allons supposer en outre que cette erreur (somme des effets de nombreux 
paramètres d'ordre de grandeur faible) est pour chaque capteur de même ordre 
de grandeur et indépendants deux à deux. 

g§]L'indépendance entre les capteurs des effets des termes de degré élevé est, 
bien entendu, souvent fausse car la somme sur chaque sonde des carrés des 
effets pour un degré donné est toujours constante (B.114). Si cette somme est 
constituée de p termes et si il y a moins de p sondes, on peut, peut-être, trouver 
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des effets indépendants linéairement, mais si il y a plus de p voies de mesure, 
c'est impossible. Nous conserverons quand même l'hypothèse d'indépendance 
qui entraînera un résultat légèrement pessimiste (puisque ne tenant pas compte 
des corrélations entre les termes). 

Pour simplifier, nous supposerons aussi que ne correspond à un changement de 
degré des harmoniques, c'est à dire: 

(B.119) 

Ce dernier point permet de réordonner les coefficients d'erreurs capteurs en ne 
termes indépendants ayant pour variance : 

n 

a?Vj = ~ Mkc?ak + w 2 
k=ffic+1 (B.120) 

(avec mc+ 1 le premier degré négligeable). 

Nous pouvons alors séparer le vecteur a en deux sous vecteurs al et ab le 
premier comprenant les ne premières composantes et le second les np-ne 
restantes. 

Nous avons alors: 

(B.l2l) 

avec 71, une matrice corrée de ne éléments inversibles et lF2 une matrice 
cli2gonale ayont aussi ne éléments tous identiques, de valeurs: 

(B. 122) 

Recalculons l'erreur d'identification sous cette nouvelle forme: 

- en supposant la décomposition en valeurs singulières de lFl de la forme 
suivante: 

(B.123) 

alors l'erreur d'identification est: 

(B.l24) 

Si nous calculons la variance de l'erreur, nous obtenons, tous calculs faits: 
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2 OJ e = 

L'erreur sur les premiers termes magnétiques est donc: 

Là encore, nous devons faire une hypothèse supplémentaire: 

(B.12S) 

(B.126) 

® nous supposons qu'une très bonne position pour les capteurs correspond à 
une matrice 01 telle que 2'1 tp 1 est diagonale. Nous supposons aussi qu'il existe 
au moins une position capteur qui vérifie cette propriété et qui, de plus, pour un 
degré donné, ne favorise pas un harmonique par rapport aux autres. 

Dans ce cas, la matrice Q est la matrice identité, et comme, pour un degré k 
donné, nous avons: 

k(k+2) 

L f'n = Mk~k 
i=k2 (B.12?) 

zelors : 
krk+2) k(k+2) k(k+2) ne k(k+2) 

I,~= L [;rr tJFI'li= L L f'fi=ne L ft=neMkifak 

i=k2 i=k2 1=1 i=k2 (B.12S) 

et 

pour m 2~i <lm + If 

Avec toutes ces hypothèses, nous obtenons 1'expression finale de 1'erreur 
d'identification du paramètre i. 

n 

L Mka~k + w 2 

') k=l1\:+l 
Ofi=----------~--~~n-------------

ne Mmifam + L Mkifak + w 2 

2m + 1 k=l1\:+l (B.129) 
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RESUME 

Pour connaître l'état magnétique d'un objet complexe, bien souvent, la seule 
solution est de mesurer l'induction créée par la pièce en un nombre discret de 
points. La difficulté est alors de remonter à l'aimantation à partir de ces mesures. 

Une modélisation des · sources magnétiques est d'abord recherchée. La 
décomposition en harmoniques sphériques du champ mesurable ainsi que la 
recherche de dipôles normaux équivalents répartis sur la surface de l'objet sont 
étudiées. Leurs avantages et inconvénients étant très complémentaires, un 
nouveau modèle, synthèse des deux précédents, est proposé. 

Ensuite, l'utilisation d'un algorithme bayésien permet d'intégrer dans la 
projection de la mesure sur le modèle, les incertitudes et incohérences créées par 
l'imperfection de la mesure. En contrepartie, nous n'obtenons plus qu'un 
intervalle de confiance sur les valeurs recherchées. 

Enfin, une étude paramétrique analytique permet de connaître les performances 
du système. En particulier, le choix du type de capteurs de mesure est abordé. 

SUMMARY 

To know the magnetic state of a complex deviee, very often, the only solution is 
to measure the induction in a finite number of locations around the item. The 
difficult point is then to go back to the magnetisation from the measures. 

A model of magnetic sources is first searched for. The spheroidal harmonic 
expansion of mesurable field and the search of normal equivalent dipoles 
spreaded over the object surface are studted. Their advantages and drawbacks are 
very complementary, so a new model, synthesis of them is proposed. 

Then, the use of a Bayesian algorithm allows to indude in the projection of the 
measures on the mode!, al! the uncertainties and inconsistencies created by the 
imperfection of the measure. In return, only a confidence interval is available. 

Lastly, an analytical parametric study allows to know the performance of the 
algorithms. Particularly, the choice of sensors type is presented. 
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