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-2.- Résumé

Pour connaitre 1'état magnétique d’un objet complexe, bien souvent la seule so-
lution est de mesurer l'induction créée par la piece en un nombre discret et fini
de points. La difficulté est alors de remonter a I’aimantation a partir de ces me-
sures.

Nous commengons d’abord par présenter le probléme de maniére intuitive ainsi
que les hypothéses de départ. Ensuite, en s’inspirant des travaux effectués dans
plusieurs domaines technologiques ot des difficultés similaires surgissent, nous
élaborons une stratégie de résolution.

Celle-ci se décompose en deux parties : d’une part, la création d’un modele des
sources qui assure la bijectivité entre cette représentation et les champs mesura-
bles, d’autre part, la résolution d’un probleme inverse par des méthodes classi-
ques mais performantes.

La premiere modélisation utilisée est la décomposition du champ sur une base
générée par les fonctions harmoniques sphériques. Aprés en avoir exposé les
avantages et les inconvénients, nous nous orientons vers une autre représenta-
tion, la distribution de sources magnétiques élémentaires équivalentes réparties
sur la surface de 1'objet étudié. Ce nouveau modele se révele beaucoup plus sou-
ple que le premier, mais de dispose pas des mémes atouts. Nous créons alors
une synthese des deux qui combine leurs propriétés respectives.

Muni de ce nouvel outil mathématique, nous cherchons a projeter les mesures
sur ce modele. L'indétermination due a l'imperfection de la mesure et des hypo-
theses est contournée par !'utilisation d’un algorithme bayésien qui permet d’in-
tégrer l'incertitude et les incohérences du systeme. En contrepartie, nous n’obte-
nons plus qu’un intervalle de confiance sur les valeurs recherchées.

Pour utiliser au mieux ces algorithmes, il peut étre utile de pouvoir connaitre a
priori la précision qu’il est possible d’atteindre pour une configuration donnée.
Ce n’est hélas faisable de maniere analytique qu’au prix de nombreuses simplifi-
cations. Mais ce calcul permet de tirer quand méme des conclusions intéressan-
tes sur le choix des capteurs de mesure et sur leur position.
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-1.- Notations et conventions

-1.1- Remarques générales sur les notations

Tout au long de notre exposé, nous avons cherché a justifier nos choix et nos af-
firmations. A cause de cela, nous n'avons pas pu éviter de présenter de nom-
breux développements mathématiques. Dans la mesure du possible, nous avons
cherché a éviter 1'utilisation d’un langage mathématique qui, bien que souvent
sobre et élégant, exige une trop forte accoutumance des notions utilisées pour
permettre une compréhension rapide des idées exposées.

Un certain nombre de conventions usuelles permet toutefois d’alléger les for-
mules et de dégager l'idée qu’elles transmettent, en défrichant les herbes folles
de symboles qui pourraient la masquer.

Tout au long de ce rapport, nous faisons appel a plusieurs branches de la physi-
que et des mathématiques qui possédent leurs propres conventions pour distin-
guer les grandeurs. Par exemple, un magnéticien comprend tout de suite la for-
mule :

B = p_o(p_rH + n—l')
sans explication de chacun des termes utilisés. Mais parfois ces domaines multi-
ples utilisent des conventions qui ne sont pas compatibles entre elles. E(x) est-
elle la partie entiere du réel x ou I'espérance de la variable x ? ¥V est il le potentiel

scalaire ou la matrice de variance d’un vecteur aléatoire ?

Méme dans un méme corps de métier, des conventions incompatibles peuvent
exister. L’équation du potentiel scalaire créé par un dipdle magnétique est-elle :

= Lmou V = EQ_MOU encore V = M_r’?
4t 3 47t 3 r3

Tout dépend des conventions choisies dans les unités.

Pour notre part, nous utilisons toujours les unités MKSA rationalisées.

Identification de l'état magnétique d'un systeme ferromagnétique a partir de mesures du champ proche



10 -1- Notations et conventions

Enfin, les performances typographiques du traitement de texte utilisé nous im-
posent quelques entorses par rapport aux conventions courantes. En calcul ma-
triciel, une notation classique pour une matrice 8 deux dimensions est M, nous
préférons M. o

-1.2- Conventions sur les grandeurs

Dans les notations, nous faisons la différence entre les formules issues de la
théorie du magnétisme, que nous appellons formules physiques et celles prove-
nant du calcul matriciel, que nous appellons formules matricielles.

-1.2.a- Formules physiques

Une grandeur scalaire est notée x ou X

Une grandeur vectorielle (axial ou polaire) est notée X.
Une grandeur tensorielle d’ordre 2 est notée X.

Nous utilisons aussi les notations classiques pour les opérateurs suivants :
—
gradient : Vx

-
divergence : VX

AT
rotationnel : VX

Laplacien : Ax
-1.2.b- Formules matricielles

Les grandeurs scalaires sont notées x.
Les vecteurs colonnes sont notés X et les vecteurs lignes Xt.
Les matrices a deux dimensions sont notées X.

XU correspond a la matrice transposée de X.

Nous aurions pu utiliser les mémes notations dans les formules physiques et les
formules matricielles, mais nous perdions alors de la souplesse vis a vis des no-
tations usuelles des grandeurs.

Identification de I'état magnétique d'un systeme ferromagnétique i partir de mesures du champ proche



-1- Notations et conventions 11

-1.2.c- Figures géométriques

Sauf mention explicite, nous nous plagons en général dans le cas de la géométrie
suivante :

Q : volume fermé.

Q; : intérieur du volume.
Qe : extérieur du volume.
T : surface du volume.

M : point courant de X.
P : point de calcul du champ ou du potentiel.

N : normale en M de I (7 est dirigé vers l’extérieur Qe).

figure -1.1 : Géométrie du probléme

Nous définissons aussi :
T = MP : vecteur distance entre M et P.
et =angle de I versT.

-1.3- Conventions de mise en page

Dans ces pages, nous avons recherché une certaine exhaustivité. Le pendant de
ce souhait est le risque de perdre le lecteur dans un ensemble touffu et peu struc-
turé. Dans la mesure du possible, par des conventions discrétes, nous avons sou-
haité amplifier ou au contraire atténuer la portée de certains paragraphes.

A ces fins, nous utilisons les symboles suivants :

Identification de I'état magnétique d'un systeme ferromagnétique & partir de mesures du champ proche



12 -1- Notations et conventions

A\: doit attirer I'attention sur un danger potentiel autour d’une formule ou
d’une affirmation. Celle-ci peut par exemple n’étre valable que dans des condi-
tions restreintes ou risquer d’entrainer une mauvaise interprétation. La nature
du danger est bien entendu précisée.

®: est placé en téte de tout paragraphe qui explicite les conditions d’application
d’une formule ou d’une conclusion.

Rd: tente de faire pardonner l'auteur de ses apartés au milieu d'un développe-
ment ou d’une explication.

-1.4- Symboles utilisés

arm © parametres magnétiques d’un objet

A : vecteur des parametres dans les méthodes inverses

A : estimée du vecteur des parametres

B ou B : induction magnétique

B : vecteur des mesures

d : distance entre la source et le point d’observation

Ea : matrice diagonale inférieure, décomposition de Cholesky d'une matrice de
variance/ covariance

F : matrice de transfert entre les parametres et la mesure

G(M,P) : fonction de Green de I'espace vide entre les points M et P.

G : tenseur du gradient magnétique

G : matrice de transfert entre les parametres et I'induction magnétique en plu-
sieurs points de I’espace

HouH : champ magnétique

H1 : matrice de ’estimateur linéaire

H» : vecteur de I'estimateur linéaire

-
] : densité volumique de courants

m ou m : densité volumique d’aimantation

m : densité volumique ou surfacique de monopdles
m : ordre des fonctions de Legendre

M : point de I'ensemble des sources

M ou M : aimantation dipolaire d"un objet
Mx : vecteur espérance du vecteur X

n ou N : normale extérieur a la surface X
n : degré des fonctions de Legendre
P : point de mesure ou de calcul

Ppm: fonction de Legendre de premiére espéce
[P : matrice unitaire de m éléments

Identification de l'état magnétique d'un systeme ferromagnétique a partir de mesures du champ proche
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Qu™ : fonction de Legendre de seconde espece
Q : matrice unitaire de n éléments

T (r) : vecteur distance entre I'origine ou la source et le point d’observation (son
module).

r : premiére coordonnée du repére sphérique
1o : distance entre l'origine et la source

rp : rayon de la sphére de modélisation

V¥ x : matrice de variance/ covariance du vecteur X

Vm : fonction de base des représentations de dipdles normaux surfaciques
V : potentiel magnétique scalaire.

w : bruit capteur

W : matrice de variance du bruit capteur

W : fonction de base des représentations de monopoéles surfaciques

Y™ : harmoniques sphériques de degré n et d’ordre m.

a : vecteur aléatoire d’espérance nulle, de variance unité et de termes linéaire-
ment indépendants deux a deux

a : estimée du vecteur a

djj : indice de Kronecker

o

: erreur d’identification

@ : troisieme coordonnée du repere sphérique ou ellipsoidal

A : valeur singuliére

A : matrice rectangulaire dont seuls les éléments A;j; sont non nuls
up : perméabilité du vide

ur : perméabilité relative d’un objet

vi- QZ(P)/4n

8 : deuxidme coordonnée du repere sphérique ou ellipsoidal
p : premi&re coordonnée du repere ellipsoidal
Oy : écart type de la valeur x

2 : surface
T densité surfacique de dipdles normaux

Q : volume
Q; : volume intérieur

Qo : volume extérieur

Qs(P) : angle solide de la surface £ vue du point P
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0.- Introduction

0.1- Apercus de la magnétostatique

La magnétostatique est une partie de la physique assez méconnue. Quand on dé-
clare que l'on fait de la recherche dans un laboratoire dont le principal sujet est
I’étude des champs faibles en magnétostatique, les interlocuteurs ont trés sou-
vent une idée fausse du type de travail effectué.

Il y a en général deux réactions possibles. Soit ils s'imaginent étre devant un
“magnétiseur” et commencent a disserter sur les fluides magnétiques guéris-
seurs, soit, plus rarement, ils ont des réminiscences d’un cours du lycée, appen-
dice d’un exposé plus général sur 1'électricité. Ce cours les a marqué non pas
pour son intérét intrinséque, mais pour les difficultés de maniement du petit
bonhomme d’Ampére ayant entrainé presqu’inévitablement une baisse de la
moyenne générale.

Meéme ceux-ci pensaient en toute bonne foi que la magnétostatique était un do-
maine clos, ne nécessitant plus d’efforts de recherche. Certitude a peine ébranlée
par les échos dans la presse de bonds faramineux dans la technologie des supra-
conducteurs.

Et pourtant..., la magnétostatique a fait 1'objet trés tot d’une théorie dans le sens
moderne du terme. En effet, dés la fin de la Renaissance, William Gilbert, un
contemporain de Galilée, chercha a percer le secret de la boussole. Depuis, cette
science a continué a se développer. Apres les premieres applications dans la na-
vigation, elle a été essentiellement motrice des progrés de 1’électrotechnique.
Plus récemment, elle contribue aux avancées de la prospection géophysique et de
la médecine (version moderne des sourciers et des magnétiseurs ?).

De plus, la technologie aidant, elle posséde la particularité d’embrasser des or-
dres de grandeur extraordinaires, somme toute assez rares dans les autres sec-
teurs. Le chercheur en médecine analyse des magnétoencéphalogrammes tra-
quant des variations de l'ordre de 10-14 Teslas (10 fT), alors que le physicien des
plasmas cherche a maitriser des inductions magnétiques d’une dizaine de Te-
slas !

Enfin, malgré le travail considérable effectué par plusieurs générations de physi-
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ciens, dont le plus marquant est peut-étre le professeur L. Néel, les propriétés
magnétiques des matériaux sont encore largement incomprises.

Malgré cette introduction, notre mémoire ne traite que trés peu de la physique
du magnétisme (trés certainement pas suffisamment), mais il présente essentiel-
lement des méthodes de calcul numérique associées a 'interprétation de la me-
sure. L’application directe des théories qui y sont développées, concerne la me-

sure des inductions magnétiques assez faibles (entre 1 nT et 100 uT). Mais comp-
te tenu de l'universalité des lois de la physique, les algorithmes de ce document
sont généralisables a d’autres ordres de grandeur des valeurs de champ, ainsi
qu’apreés quelques adaptations, a d"autres domaines de la physique.

0.2- Contexte de I’étude

L’une des missions de 'organisme dans lequel les travaux de cette thése ont été
menés est de prédire, mesurer, puis réduire les inductions magnétiques générées
par des objets manufactiurés de toute taille, depuis la boite de conserve ... jus-
qu’au porte-avion de plus de 20000 tonnes. Si mesurer l'effet de ces anomalies
magnétiques” en quelques points est une tache assez aisée, les caractériser ou les
comparer entre elles est beaucoup plus difficile.

Le plus souvent, ces mesures sont enregistrées par l'intermédiaire de capteurs
magnétiques de type “flux-gate” qui quantifient soit la valeur d’une ou plusieurs
composantes du vecteur induction magnétique en un point de l’espace, soit la
différence entre les mémes composantes de l'induction magnétique en deux
points rapprochés (ce qui approxime bien les composantes de la matrice gradient
de l'induction magnétique).

Pendant des décennies, nous avons di nous contenter de ces valeurs et de I'ex-
trapolation au niveau des sources par des modeles simplistes (de type dipolaire
essentiellement). C’est hélas généralement insuffisant pour pouvoir répondre
de manitre certaine aux interrogations que peuvent avoir les commanditaires
de ces essais.

- quelle-est I’aimantation de 1’objet mesuré ?

- quelle induction fait 1’objet mesuré, en d’autres points de I'espace (bien enten-
du, généralement en des points ot il est impossible de placer des capteurs) ?

- le magnétisme de 1’objet mesuré a-t-il varié apres un traitement ? de combien ?
- voire méme, quelle partie de I’objet a le plus varié ou a quel moment du traite-
ment a-t-il évolué ?

La réponse a toutes ces questions passe obligatoirement par une étape intermé-
diaire qui nous amene au sujet de ce rapport :

“I'identification de I’état magnétique d’un systéme ferromagnétique
a partir de mesures du champ proche”
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0.3- Itinéraire

Dans le premier chapitre, nous faisons une étude grossiére de ce probleéme, pré-
sentons quelques généralités sur le comportement des pieces étudiées et effec-
tuons un rapide tour d’horizon des méthodes utilisées dans des secteurs d’acti-
vité similaires. Nous en profitons aussi pour présenter le moteur Baudouin
DNP8 qui sert, tout au long du document, de cobaye et d’illustration a nos algo-
rithmes. Aprés avoir posé le probleme, analysé ses tenants et élaboré une straté-
gie de résolution, nous sommes armés pour franchir les différentes difficultés de
notre périple, accompagnés de notre moteur. Nous faisons attention dans cette
partie a insister sur le sens physique des choses et nous limitons intentionnelle-
ment le nombre de formules mathématiques.

Dans les trois chapitres suivants, nous construisons de maniére progressive une
représentation mathématique des sources magnétiques adaptée a notre proble-
me. Sans trop dévoiler ici le contenu de cette partie, nous pouvons dire que
nous en trouvons deux, chacune ayant des avantages et des inconvénients com-
plémentaires. 11 suffit alors de les hybrider pour en créer une troisi¢éme qui se ré-
vele adéquate. Nous laissons pourtant la porte ouverte & des améliorations futu-
res. C'est la grande étape de notre parcours.

Ensuite, nous nous éloignons du magnétisme et nous faisons un détour vers les
terres d’un passionnant domaine de l’analyse numérique, actuellement en dé-
veloppement : la théorie des problémes inverses. Mais hélas, nous ne faisons
que les effleurer, et nous n’en rapportons que les moindres carrés, mais munis
d'un précieux manuel d’utilisation.

Enrichis de cette expérience, nous avons la connaissance qui nous permet de
prendre du recul et de faire les meilleurs choix. A cette fin, nous explorons de
maniere analytique un cas simple pour identifier les parametres clefs de la mé-
thode et pour l'utiliser & moindre risque.

Dans la conclusion, nous laisso