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THÈSE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITÉ PARIS 13
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Paulo Garcia, lui qui m’a fait entrer dans le domaine de la haute résolution angulaire alors que j’étais
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1.3 Structure du manuscrit de thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 18

2 Optique adaptative pour l’astronomie 19
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 21
2.2 Principes sur la formation d’images . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 21
2.3 Les effets optiques de la turbulence atmosphérique . . .. . . . . . . . . . . . . . . 22
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3.7.3 Effets du sous-éclairage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 82
3.7.4 Effet de l’occultation centrale . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 83
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6.2.1 Développement du critère d’optimisation continu .. . . . . . . . . . . . . . 171
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E{x} Espérance mathématique dex
xk , x(kTs) Valeur dex à l’instantt = kTs

x̄k ,
1
Ts

∫ kTs

(k−1)Ts
x(t)dt

Moyenne dex sur l’intervalle [kTs, (k + 1)Ts[

x̂k Estimée dex à l’instantt = kTs

x̂k|l
Estimée dex à l’instantt = kTs sachant toutes les mesures jusqu’à
t = lTs

x̃k = xk − x̂k Erreur d’estimation dex à l’instantk
xT Transposée dex
xH Transposée hermitienne dex
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Q,R, S Matrices de pondération dans l’approche LQG
tur Attaché en indice aux modèles de perturbation de phase turbulente
D,R Diamètre et rayon d’un télescope
m Attaché en indice aux modèles de miroir déformable
c, d Attaché en indice aux versions continues/discrètes
F Transformée de Fourier continue
TF Transformée de Fourier discrète
Z Transformée en Z
z Variable d’intégration de la transformée enZ

Λ, W Spectre spatial mono/bi dimensionnel
FEP Fonction d’́Etalement de Point
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SR Rapport de Strehl
D Matrice de l’ASO
N Concaténation des fonctions d’influence du MD
D, N Transformée de Fourier deD etN
Minter = DN Matrice d’interaction
Mcom Matrice de commande
0, I matrice zéro et identité de taille adéquate
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Chapitre 1

Introduction g énérale

1.1 400 ans d’instrumentation en astronomie

Voici 400 ans le premier télescope pointa vers le ciel. Faitaccompli par Galileo Galilei avec une
lunette d’à peine 2cm de diamètre permettant un grossissement d’environ 30x. Les conséquences de
ses découvertes sont multiples. Elles ont notamment crédibilisé et popularisé les idées héliocentriques
qui ont révolutionné la conception du système solaire h´erité des Grecs. En 2009 l’UNESCO1 et l’IAU 2

célèbrent le quatrième centenaire de cet événement incontournable et marquant de l’Histoire de la
Science. Depuis que Galilée a pointé le ciel pour la premi`ere fois, les progrès instrumentaux ont
été énormes. Le concept optique initial consistant en unassemblage de lentilles réfractives a cédé la
place aux télescopes réflectifs et ensuite aux catadioptriques. Tout au long de son histoire la taille des
télescopes est passée de quelques centimètres à des dizaines de mètres. La Fig.1.1décrit brièvement
cette évolution sur les quatre derniers siècles. Elle repère aussi le point de transition où se trouvent les
télescopes actuels : à la charnière entre les 10m et les 42m d’ici une décennie.

La taille des télescopes croı̂t pour permettre l’augmentation de la surface collectrice en proportion
du carré du diamètre. On peut donc s’attendre à capturer des photons de sources de plus en plus
lointaines en quantité suffisante pour en retirer de l’information. De plus, la résolution est inversement
proportionnelle au diamètre optique du télescope, c’est-à-dire, la capacité à distinguer deux points
dans l’espace pour peu qu’ils soient séparés est fonctionde la taille des télescopes. Cependant,
l’observation depuis le sol est gravement affectée par lesturbulences atmosphériques. Lors de la
traversée de l’atmosphère le front d’onde lumineux, initialement plat, est déformé. Cela provoque
une perte de résolution qui ne permet guère de dépasser celle de la lunette de Galilée !

Pour pallier cette limitation, des systèmes d’optique adaptative (OA) ont été conçus afin de
déformer, à l’aide d’un miroir déformable (MD), le frontd’onde en sens inverse. La résultante se
veut aussi plate que possible. Ces systèmes opèrent en boucle fermée, avec un analyseur de surface
d’onde (ASO) derrière le miroir déformable pour mesurer le résidu après correction. A l’aide d’un
calculateur temps réel, la déformation du miroir est régulièrement mise à jour pour l’adapter au
mieux aux perturbations sans cesse en évolution. Suite auxpremiers systèmes d’OA COME-ON et
ses successeurs COME-ON+ [Roussetet al., 1990] et ADONIS [Beuzit et Hubin, 1993] installés aux
télescopes de 3,6m de l’Observatoire européen austral (ESO) à Paranal (Chili), le système NAOS
équipe les télescopes VLT de 8,2m de l’ESO [Roussetet al., 2000]. Plusieurs autres observatoires se
sont équipés de cette technologie. Les télescopes Keck,Gemini North et Subaru à Hawaii, Gemini

1Acronyme anglais pourOrganisation des Nations Unies pour l’Education, la Science et la Culture
2Acronyme anglais pourUnion Astronomique Internationale
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South au Chili, le LBT en Arizona et le GTC aux ı̂les Canaries en font partie d’une liste de plus en
plus longue.

Ces systèmes ont permis de nombreuses découvertes majeures en astrophysique, qu’il s’agisse du
système solaire ou extra-solaire ou encore extra-galactique. Parmi les découvertes les plus importantes,
citons l’observation directe de planètes sur des systèmes extra-solaires [Chauvinet al., 2004].

FIG. 1.1 – Historique succinct de l’évolution des télescopesdepuis que Galilée pointa la première fois
en 1609 voici 400 ans une lunette vers le ciel. Depuis que l’OAfut proposée par Babcock en 1953
seuls les télescopes équipés de cette technologie figurent sur la droite. La liste demeure non exhaustive.
Images libres de droits.

1.2 Problématique sṕecifique et objectifs de la th̀ese

A l’heure actuelle, le passage des télescopes de classe 10maux télescopes de type ELT3 de
tailles de 30m pour le projet TMT et 42m pour le ELT européen,pose d’innombrables défis en ce
qui concerne la mise en œuvre des systèmes d’OA (voir la Fig.1.1). La reconstruction de front
d’onde et la commande des OA à grand nombre de degrés de liberté (GNDL) est parmi un des
défis les plus importants. Ceci est d’autant plus vrai que les cadences de la commande augmentent.
La commande en boucle fermée des OA a mérité une attentionparticulière [Gendron et Léna, 1994,
Dessenneet al., 1997], mais reste restreinte aux OA classiques et peu envisageable pour les systèmes
à grand nombre de degrés de liberté.

Par ailleurs de nouveaux concepts généralisent l’OA classique aux OA grand champ encore plus
complexes. Ces dernières visent une correction sur un champ d’observation plus étendu. Or, celui-
ci est affecté par l’anisoplanétisme, du fait que la lumi`ere issue d’objets dans différentes directions
d’observation traverse des régions distinctes de l’atmosphère terrestre avant de parvenir aux détecteurs.
Par conséquent, les déformations subies sont aussi distinctes. A cet égard, les idées de reconstruction
tomographique initialement proposées par [Dicke, 1975] ont été ensuite développées conceptue-
lement par [Beckers, 1988], [Tallon et al., 1992], [Fuscoet al., 1999] et [Ragazzoniet al., 2000].
La performance de ces systèmes a été étudiée par [Ellerbroek, 1994], [Tokovinin et al., 2000] et
[Tokovinin et Viard, 2001] dans le domaine des fréquences spatiales. Un effort important de recherche
a été consacré à l’optimisation de la reconstruction tomographique par [Fuscoet al., 2001] et

3Extremely Large Telescopes.
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[Ellerbroek, 2002], ce dernier anticipant déjà l’incroyable augmentationdu nombre de degrés de
liberté des systèmes futurs.

Pour des raisons de design optique visant l’augmentation dela qualité d’observation4, les
télescopes actuels sont devenus adaptatifs [Ardeberget al., 2006]. Cela veut dire que des composantes
de grandes dimensions physiques font partie de leurs trainsoptiques s’adaptant aux déformations intro-
duites par l’atmosphère. C’est le cas de l’Adaptive Optics Facilitydu VLT avec un miroir secondaire
déformable [Arsenaultet al., 2006] ou du télescope à deux pupilles LBT [Riccardiet al., 2004].

On est donc à nouveau à un tournant important de l’histoiredu développement de l’instrumenta-
tion astronomique. Un double défi est à relever : la gestionoptimale des lois de commande à la fois
pour des systèmes GNDL et pour des composants adaptatifs detaille inédite.

Dans le cadre de cette thèse, ce double aspect est abordé. On adopte une formulation réductionniste
consistant à découpler les deux problèmes initiaux en problèmes plus simples pour les traiter
séparément.

Aborder la gestion des GNDL commence par poser la question duchoix des bases de représentation
mathématique, comme la base des polynômes de Zernike, série de Fourier et représentation zo-
nale. Les calculs étant effectués par un calculateur temps réel, plusieurs options numériques
ont été suggérées. A titre d’exemple, les méthodes faisant appel aux transformées de Fourier
spatiales [Poyneeret al., 2002, Poyneer, 2003] et les méthodes itératives zonales avec accélération
de calculs. [Gilles et al., 2002, Gilles, 2003b] utilisent un pré-conditionnement multi-grille, alors
que [Yanget al., 2006] utilisent une approche Fourier distincte des travaux cit´es plus haut de
Poyneeret al. Une approche plus récente exploite une description fractale de la phase turbulente
[Béchetet al., 2006]. Cependant, toutes ces méthodes ont été développéespour la reconstruction de
phase en boucle ouverte. Des adaptations à la boucle fermée ont été proposées par [Gilles, 2005] et
[Béchetet al., 2007] mais restent sous-optimales du point de vue de la commande.

En supposant que le miroir déformable est infiniment rapide, [Le Roux, 2003] formule le
problème dans le cadre de l’approche linéaire quadratique gaussienne (LQG). La commande LQG
utilise le formalisme d’état des systèmes dynamiques en automatique. Cette approche permet
l’estimation dynamique de la phase avec un critère de variance minimale dans des configurations
boucle ouverte et boucle fermée. Elle permet de façon très commode d’isoler, grâce au théorème de
séparation stochastique, l’estimation et la commande. [Petit, 2006] et [Costille, 2009] développent la
solution et la valident expérimentalement pour des concepts de l’OA classique aux OA grand champ.

Cette thèse se place dans la lignée des travaux de [Le Roux, 2003], [Petit, 2006] et [Costille, 2009]
réalisés par l’ONERA5 et le L2TI6 (Université Paris 13).

L’objectif est de proposer l’adaptation de la stratégie decommande optimale aux
télescopes de type ELT. D’une part le choix des bases est révisité afin de mieux
gérer les GNDL ; la commande optimale est simplifiée et adaptée à ce nouveau
contexte. D’autre part, la solution optimale est étendue au cas où la dynamique
des miroirs déformables ne peut pas être négligée.

Plusieurs aspects originaux sont abordés dans la perspective des très grands systèmes. En terme
de gain de complexité, le point d’entrée est le choix de la base de représentation de la phase. Deux

4La réduction du nombre de surfaces réfléchissantes évite un certain nombre de complications : par exemple pertes de
lumière, lumière parasite, pertes de performance dans l’infra-rouge, polarisation interne, tolérances à la stabilité mécanique
et configurations d’OA [Kendrewet al., 2007, Lloyd-Hart, 2000].

5Office national d’études et recherches aérospatiales.
6Laboratoire de traitement et transport de l’information.
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voies d’exploration sont proposées : avec une formulationzonale, des méthodes Fourier sont étudiées
en détail dans une logique de reconstruction de front d’onde ; en partant des simplifications obtenues,
la commande optimale LQG est adaptée aux GNDL.

En terme de comportement des grands systèmes, ce mémoire se penche sur le problème des
dynamiques temporelles des grands miroirs déformables avec des questions simples : Comment en
tenir compte dans un cadre optimal ? La solution optimale est-elle intéressante du point de vue de la
performance ? Ne peut-on pas simplement négliger ces dynamiques ?

Des cas illustratifs permettent de positionner les résultats sur des systèmes d’intérêt. A titre
d’exemple, sont traitées les dynamiques du miroir quaternaire adaptatif, en phase de conception pour
le futur ELT européen, et le double correcteurwoofer-tweeter, un concept très en vogue à l’heure
actuelle, envisagé pour plusieurs sytèmes d’OA.

1.3 Structure du manuscrit de th̀ese

Ce manuscrit est composé de 7 chapitres dont l’introduction (ch. 1) et la conclusion (ch.7).
Le chapitre2 est consacré à la présentation du formalisme qui sera utilisé,
à la description du phénomène turbulent, à l’impact de celui-ci sur la
formation des images et aux techniques d’optique adaptative mises en œuvre
pour parvenir à l’atténuer. Une description des systèmes d’OA et des lois de
commande développées pour les piloter est réalisée.

Le chapitre3 présente l’étape de reconstruction statique du front d’onde,
comme un problème inverse d’estimation statique. Les solutions moindres
carrés et à variance minimale sont établies de manière `a pouvoir les adapter
au cas d’un grand nombre de degrés de liberté. L’utilisation d’une base
de Fourier (dans le domaine des fréquences spatiales) est alors proposée
puisque, grâce à la FFT7, les calculs sur cette base passent de l’ordre O(n2)
des algorithmes traditionnels à O(nlog(n)), n étant le nombre de degrés de
liberté.

Afin de tenir compte du caractère dynamique de la perturbation de phase,
des retards de mesure et de toute l’informationa priori dont on dispose
(moments spatiaux et temporels d’ordre deux de la perturbation et bruits),
une solution au problème de commande optimale est décriteau chapitre4. Cette solution est simplifiée
en vue de son application aux GNDL. Les modèles d’évolution de phase sont analysés et réinterprétés.

Le chapitre5 intègre la commande LQG du chapitre4 avec l’approche Fourier du chapitre3.
En suivant un raisonnement physique, une simplification deséquations est proposée qui rend très
creux les opérateurs intervenant dans à la solution du problème. Ceci permet d’appliquer ensuite des
méthodes numériques de résolution de grands systèmes linéaires. Une nouvelle méthode basée sur les
gradients conjugués pré-conditionnée en Fourier est alors étudiée. La validation est faite au moyen de
simulations numériques Monte Carlo.

Enfin au chapitre6 l’hypothèse sur la rapidité infinie de la réponse des MD est relâchée. La
solution générale à ce nouveau problème est établie dans la cadre de l’approche LQG du chapitre4.
La formulation proposée permet aussi de traiter de façon optimale la commande d’un système d’OA
comprenant des miroirs à dynamique lente et de typewoofer-tweeteren aboutissant à une répartition
spatio-temporelle de l’effort de commande qui tient comptedes caractéristiques dynamiques des
composants.

7Algorithme rapide de calcul de la transformée de Fourier discrète.
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2.1 Introduction

Ce chapitre présente les concepts et résultats principaux nécessaires à la compréhension de
l’ensemble des travaux menés par la suite. On commence à lasection2.2 par les principes sur
de formation d’images. Pour les télescopes au sol, les images sont acquises à travers les couches
turbulentes de l’atmosphère terrestre. L’étude du comportement de la turbulence est par conséquence
nécessaire, car celle-ci impacte les images. On présentedonc les effets optiques de la turbulence à la
section2.3puis la caractérisation statistique du phénomène turbulent.

La modélisation du problème d’imagerie effectuée à travers la turbulence est présentée à la section
2.4, suivie de la présentation des systèmes d’optique adaptative (OA) visant la compensation des effets
turbulents à la section2.5. Ce chapitre d’introduction se finit par un exposé général des limitations
physiques et technologiques propres à l’OA [§2.6] et par les principes de commande classiquement
utilisés dans la mise en œuvre des ces systèmes sur des bancs expérimentaux et télescopes optiques
[§2.8].

2.2 Principes sur la formation d’images

La théorie de la diffraction décrit le processus de formation d’images. Dans le cas où le processus
est linéaire et invariant par translation, il peut alors être modélisé par le produit de convolution de
l’objet observéo et de la réponse impulsionnelle théorique de l’instrument utilisé :

i
(
~ξ
)

= h
(
~ξ
)
⋆ o
(
~ξ
)
, (2.1)

où i
(
~ξ
)

est l’image obtenue au foyer du système optique et⋆ représente la convolution des deux

fonctions définie par

f
(
~ξ
)
⋆ g
(
~ξ
)

=

∫
f
(
~ξ
)
g
(
~α− ~ξ

)
d~α. (2.2)

La réponse impulsionnelle d’un instrument est appelée laFonction d’Etalement de Point (FEP).
Concrètement, en lumière incohérente, la FEP est le module carré de l’amplitude du champ
électromagnétique diffracté généré par une ouverture optique en imageant un objeto ponctuel et
monochromatique. Elle est égale au module carré de la transformée de Fourier de l’amplitude
complexeψ du champ scalaire électromagnétique dans la pupilleΩ de l’instrument, soit

FEP
(
~ξ
)
∝
∣∣F−1 {ψ(~r)Ω(~r)}

∣∣2 , (2.3)

où la pupilleΩ est définie par

Ω(~r) =

{
1 si r ∈ [oc,D/2];
0 sinon,

(2.4)

avec~r un vecteur de distances dans le plan. Le scalaireoc est le rayon de l’occultation centrale du
télescope de diamètreD. Le champ dans la pupille se calcule directement par la relation ψ = AΩeiφ,
oùA est l’amplitude etφ la phase du champ électromagnétique dans la pupilleΩ.

Dans le cas d’un système optique parfait, l’amplitude complexe provenant d’une source ponctuelle
à l’infini est constante et peut être prise égale à 1 sur toute la pupille, la phaseφ est constante. L’image
étant limitée par la diffraction du télescope, la réponse de l’instrument est alors le module carré de
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la transformée de Fourier de la fonction pupille. Dans le cas d’une pupille circulaire sans occultation
centrale (i.e.oc = 0), la FEP est une tache d’Airy, définie par

Airy
(
~ξ
)

=
πD2

4λ2

∣∣∣∣
2J1 (πDξ/λ)

πDξ/λ

∣∣∣∣
2

. (2.5)

oùJ1 est une fonction de Bessel d’ordre 1 etλ est la longueur d’onde d’observation [Papoulis, 1975].
Le modèle de formation d’image précédent permet de repr´esenter la répartition continue d’intensité
lumineuse dans le plan focal du détecteur.

La Fig.2.1montre la FEP bidimensionnelle d’un instrument parfait et une coupe radiale de cette
fonction
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FEP théorique (coupe radiale)

FIG. 2.1 – FEP théoriques. Gauche : FEP bidimensionnelle. Droite : coupe radiale.

La convolution de l’Eq. (2.1) devient dans l’espace de Fourier une multiplication

i (~ν) = h (~ν)o (~ν) , (2.6)

où~ν est un vecteur de fréquences spatiales eth la fonction de transfert optique (FTO).
La FTO présente une coupure àD/λ. Une définition qui lui est liée est celle de la résolutiond’un

système optique. Dans la limite de diffraction, la résolution peut être définie par

R =
λ

D
, (2.7)

c’est-à-dire par l’inverse de la fréquence de coupure de la FTO. Plus la pupille est grande, plus le
pouvoir de distinguer deux points à l’infini augmente.

2.3 Les effets optiques de la turbulence atmosphérique

2.3.1 Fluctuations d’indice de ŕefraction

Le déplacement de masses d’air dans le volume atmosphérique engendre des mouvement
tourbillonnaires. Par conséquent, le mélange de masses `a des températures hétérogènes engendre des
variations locales d’indice de réfraction, notées∆n, valeur dont dépend la vitesse de propagation de
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la lumière. Les variations d’indice le long du trajet optique déphasent tout rayon par rapport à ses
voisins. Ceci conduit à la déformation progressive du front d’onde collecté : initialement plan pour
un objet à l’infini, il se bosselle peu à peu. Les variationsde phase correspondantes rendent la pupille
partiellement incohérente. La figure de diffraction est modifiée : des tavelures apparaissent, animées
de mouvements aléatoires.

Le phénomène de la turbulence intrigue les scientifiques depuis des siècles. Une vision artistique
est proposée par Leonardo da Vinci sur la Fig.2.2, qui semble être le premier à l’avoir abordée de
façon méthodologique.

FIG. 2.2 – Le phénomène turbulent comme l’imagina Leonardo daVinci.

Au cours du XX̀eme siècle, les travaux de [Kolmogorov, 1941a, Kolmogorov, 1941b] proposent
une approche scientifique du phénomène turbulent. Basé sur les idées de Lewis F. Richardson à
l’origine d’une vision en cascades de dissipation d’énergie, un modèle mathématique est enfin proposé
pour la turbulence atmosphérique.

Pour les travaux menés dans le cadre de cette thèse, la densité spectrale de puissance est le
paramètre pertinent. Elle se pose sous la forme

WKol
∆n

(~ν, h) ≈ 0, 033(2π)2/3C2
n(h)ν−11/3, (2.8)

oùC2
n(h) est la constante de structure en fonction de l’altitude pourune couche à l’altitudeh.

Cependant, ce spectre diverge à la fréquence nulle. Un modèle qui prend en compte les
échelles internel0 et externeL0 de la turbulence est celui de Théodor von Kármán [Kármán, 1948].
L’expression du spectre s’écrit alors

WKar
∆n

(~ν, h) ≈ 0, 033(2π)−2/3C2
n(h)

((
1

L0

)2

+ ν2

)−11/6

e−(νl0)2 . (2.9)
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2.3.1.1 Ŕepartition en altitude - profil de C2
n(h)

La constante de structure caractérise la force de la turbulence en fonction de l’altitudeh. Elle
évolue au cours du temps et dépend de nombre de paramètres(comme par exemple météorologiques
ou topographiques). Les mesures deC2

n font apparaı̂tre une propriété générale : la turbulence est
essentiellement localisée dans certaines couches. Ainsiles couches situées près du sol présentent une
turbulence toujours très forte. D’autres couches principales se distinguent en général, et ce jusqu’à
environ 15 à 20 km d’altitude. La Fig.2.3présente le profil deC2

n(h) à Cerro Paranal.

FIG. 2.3 – Profil deC2
n en fonction de l’altitude à Paranal. Les traits rouges représentent

l’approximation par couches discrètes. Images gracieusement fournies para Miska Le Louarn.

Ce type de profil distribué conduit à considérer la turbulence comme une succession de
couches turbulentes discrètes et indépendantes, dont l’épaisseur est négligeable [Roddier, 1981]. Cette
approximation sera utilisée dans toute la suite de ce mémoire.

2.3.1.2 Propríetés ǵenérales des fluctuations d’indice

L’atmosphère est supposée à la fois
Isotrope : Du greciso (égal) +tropos(direction) : les paramètres statistiques de la turbulence sont

indépendants de la direction. Autrement dit, la turbulence est invariante par rapport à une rotation et/ou
réflexion du système de coordonnées.

Stationnaire : Les propriétés statistiques de la turbulence sont invariantes sous une translation
dans l’espace ou dans le temps.

Cependant, les deux définitions précédentes ne représentent que des approximations du vrai
phénomène turbulent.

2.3.2 Caract́erisation statistique de la phase

Jusqu’ici on s’est intéressé à la traduction du phénom`ene turbulent en terme de fluctuations
tridimensionnelles d’indice de réfraction. Cette section analyse les effets des fluctuations d’indice sur
la propagation d’une onde plane, plus précisément la phase du front d’onde. Des déviations au plan
de référence impactent les images acquises et dégradentla FEP et la résolution du système optique.
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2.3.2.1 Fluctuations de la phase

Comme suggéré dans la section2.3.1, on considère la turbulence atmosphérique comme une
succession de couches minces localisées. Pour comprendrel’effet de la turbulence sur la formation
d’images, il est nécessaire d’analyser l’effet des fluctuations de l’indice de réfraction.

Par la relation entre la phase et la variation du chemin optique

φ(~r, h) =
2π

λ
∆n(~r, h)δh, (2.10)

un front d’onde plan qui traverse une couche d’épaisseurδh est alors affecté d’une fluctuation de sa
phase.

[Roddier, 1981] montre que pour des observations astronomiques, les effets de diffraction amenant
à des défauts d’amplitude sont négligeables. On ne considère alors que des effets de phase, subis au
long de la propagation au traversnc couches turbulentes, d’où résulte

φ(~r) =

nc∑

i=1

φ(~r, hi). (2.11)

2.3.2.2 Statistiques spatiales

2.3.2.2.1 Fonction de structure La fonction de structure de la phase est donnée par

Dφ(ρ, θ) = Dφ(ρ) =
〈
[φ(~r)− φ(~r + ρ)]2

〉
, (2.12)

où la dépendance angulaire est absente, car la turbulenceest supposée isotrope et stationnaire.
La fonction de structure peut aussi s’écrire

Dφ(ρ) =
〈
|φ(~r)− φ(~r + ρ)|2

〉

= 2 [〈φ(~r)φ(~r)〉 − 〈φ(~r)φ(~r + ρ)〉] . (2.13)

Le théorème de Wiener-Khinchin permet d’obtenir

Dφ(ρ) = 2

∫
Wφ(~ν)

(
1− e−2πi~ν·ρ

)
∂~ν, (2.14)

oùWφ(~ν) est la DSP de la phase. La notation~ν = [νx, νy] etν = |~ν| est adoptée.

2.3.2.2.2 von Ḱarmán Théodor von Kármán a introduit de légères modifications au spectre de
Kolmogorov pour tenir compte des effets des échelles externeL0 et internel0 de la turbulence. La
DSP de von Kármán est donnée par

WKár
φ (~ν) ≈ 0.023

(
1

r0

)5/3(
ν2 +

1

L2
0

)−11/6

e−(νl0)2 , Spectre de puissance de von Kármán

(2.15)
oùL0 est l’échelle externe de la turbulence,l0 l’échelle interne etr0 le paramètre de Fried défini par

r0 ,

(
0, 42

(
2π

λ

)2 1

cosγ

∫ ∞

0
C2

n(h)dh

)5/3

, (2.16)
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où γ est l’angle zénithal. La paramètre de Fried correspond approximativement à la distance pour
laquelle l’erreur quadratique de front d’onde est équivalente à 1rd2 [Roddier, 1999]. Le paramètre de
Fried intervient aussi au niveau de la résolution maximaled’un télescope en présence de turbulence.
Le seeing, qui retranscrit cette notion, est donné par

seeing =
λ

r0
. (2.17)

Valeurs typiques deL0 varient entre les dizaines et les centaines de mètres alorsquer0@0, 5µm
(mesuré pourλ = 0.5µm) et de l’ordre de 10 cm à Paranal au Chili, pour unseeingde ≈0,85
arcsecondes.

La fonction de structure obtenue à partir de cette DSP est donnée par [Conan, 2000]

Dφ(~ρ) =

(
Lo

r0

)5/3

× 21/6Γ(11/6)

π8/3

[
24

5
Γ

(
6

5

)][
Γ(5/6)

21/6
−
(

2πρ

L0

)5/6

K5/6

(
2πρ

L0

)]

, (2.18)

avecΓ la fonction« gamma» etK5/6 la fonction de Bessel modifiée du troisième type.
A partir de l’Eq. (2.12), la fonction de structure peut également se poser sous la forme

Dφ(~ρ) = 2Cφ(0)− 2Cφ(~ρ), (2.19)

oùCφ(~ρ) est la covariance spatiale de la phase.
D’après (2.18) la fonction de covariance de la phaseCφ(~ρ) = 〈φ(~r + ~ρ)φ(~r)〉 en fonction de la

distanceρ =
√

∆x2 + ∆y2 est donnée par

Cφ(~ρ) =

(
Lo

r0

)5/3

× Γ(11/6)

25/6π8/3

[
24

5
Γ

(
6

5

)](
2πρ

L0

)5/6

K5/6

(
2πρ

L0

)
. (2.20)

La Fig. 2.4 présente les valeurs de l’Eq. (2.20) pour différents échelles externes. Une remarque
curieuse, la largeur à mi-hauteur deCφ(ρ) ≈ L0/3 pour tous les cas testés.

2.3.2.2.3 Kolmogorov Le spectre de puissance de la phase est donné par

Wφ(~ν) ≈ 0, 023

(
1

r0

)5/3

ν−11/3, Spectre de puissance de Kolmogorov (2.21)

où le paramètre de Friedr0 est défini à l’Eq. (2.16). Cette loi se déduit de celle de l’Eq. (2.15) en
prenantL0 =∞ et l0 = 0.

Clairement, pour un spectre de Kolmogorov, l’intégrale del’Eq. (2.21) ne peut pas se calculer car∫
Wφ(~ν)d~ν =∞.

Cependant la fonction de structure peur se calculer.Wφ(~ν) étant une fonction à symétrie de
révolution, un changement en coordonnées polaires permet d’écrire

Dφ(ρ) = 2C

∫ ∞

0

∫ 2π

0
ν−11/3 (1− cos(−2πiνρcos(θ)) ν∂θ∂ν, (2.22)

oùC est une constante. En prenant

J0(x) =
1

π

∫ ∞

0
cos(ρcosθ)dθ, (2.23)
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FIG. 2.4 – Comportement de la fonction de covariance spatiale dela phase en fonction de la distance
ρ =

√
∆x2 + ∆y2. Remarquablement, la largeur à mi-hauteur (FWHM) est d’environ L0/3 pour

tous les cas testés.

il vient finalement [Gradstein et Ryshik, 1981]

Dφ(ρ) = 2C2π

∫ ∞

0
ν−8/3 (1− J0(2πiνρ)) dν. (2.24)

La fonction de structure s’obtient à partir des calculs du paragraphe2.3.2.2.1comme

Dφ(ρ) ≈ 6.88

(
ρ

r0

)5/3

. (2.25)

2.3.2.3 Statistiques temporelles

Sous l’hypothèse de Taylor [Taylor, 1938], pour une couche donnée à l’altitudeh, les défauts de
phase se déplacent à vitesse de vent constante en translation. On peut alors écrire

φ (~r, t+ τ) = φ
(
~r − τ ~V , t

)
, (2.26)

où V = |~V |. L’interprétation physique est que la phase à un instantt + τ est équivalent à la phase
déplacée deτ ~V .

Sous cette hypothèse, [Roddieret al., 1993] et [Conanet al., 1995] montrent que le spectre spatial
d’une composante de la phase sous la forme

m(~r) = M(~r) ⋆ φ(~r), (2.27)

s’écrit
WM (~ν, h) = |M(~ν, h)|2Wφ(~ν, h), (2.28)
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oùM(~ν) est la transformée de Fourier de la fonction spatialeM(~r).
En s’appuyant sur l’hypothèse de Taylor, la densité spectrale de puissance temporelle (monodi-

mensionnelle) peut se calculer à partir de la densité spectrale de puissance spatiale (bidimensionnelle)
en prenant

Wt
M (f, h) =

1

V (h)

∫
WM

(
f

V (h)
, νy

)
dνy, (2.29)

où f est la fréquence temporelle (en Hertz) etV (h) est le module vitesse de vent en fonction de
l’altitude, supposé aligné avec l’axe des ’x’ dans un rep`erexOy.

Finalement, en intégrant sur l’altitude

Wt
M (f) =

∫ hmax

0
Wt

M (f, h)δh (2.30)

la DSP temporelle globale est obtenue.
Cette expression est intensivement utilisée aux chapitres 4, 5 et 6 afin d’obtenir des modèles

d’évolution temporelle de la phase pour une décomposition modale de la phase sur les polynômes de
Zernike. Pour ce cas, les fonctionsM(~r) correspondent dans ce cas aux polynômes de Zernike.

2.3.2.4 Perturbations optiques d’origine ḿecanique

Le diamètre des télescopes croissant, la structure mécanique devient par conséquent de plus
grandes dimensions. Ceci soulève des problèmes de stabilité aux vibrations incitées par le vent sur
la structure mécanique du télescope.

La rigidité de la structure du télescope tend à concentrer cet impact sur les bas ordres optiques,
notamment le TT [Sedghi, 2007]. Ce phénomène a comme conséquence néfaste une composante
optique importante qui viendra s’ajouter aux perturbations purement atmosphériques. La Fig.2.6
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compare deux types de DSP issues de perturbations d’origines diverses. En noir, le spectre du TT
obtenu par combinaison linéaire de spectres en altitude dans la direction perpendiculaire et parallèle
au vecteur vitesse de vent, selon la méthode détaillée àla section2.3.2.3. Les conditions de simulation
sont décrites dans la légende de la Fig.2.6. En rouge, l’allure de la DSP de la perturbation mécanique
issue d’un modèle à éléments finis réalisé à l’ESO dans le cadre des études de conception de l’E-ELT.
Le rapport élevé entre la variance des perturbations atmosphériques et mécaniques est très clairement
visible. Ce rapport peut atteindre trois ordres de magnitude (en fonction des paramètres pris pour le
TT atmosphérique, notamment l’échelle externeL0), ce qui souligne l’importance d’une commande
optimale pour obtenir une atténuation plus efficace.

A noter la ressemblance du spectre mécanique avec le spectre atmosphérique, notamment aux
basses fréquences.

Le tilt d’origine mécanique est traité au chapitre6 dans le cadre de la commande optimale avec
dynamique miroir pour le miroir pré-focal M4 du futur E-ELTet le système à double correcteur
woofer-tweeter.
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FIG. 2.6 – DSP de l’angle d’arrivée (AA), avecM(~ν) = 2iπ~νF{Ω}, D = 42m, L0 = 50m,
l0 = 0m, seeing= 1,0 arcsec@0,5µm, r0≈0,1m, avec trois couches en altitude de poids relatifs
{0,67 ;0,22 ;0,11}, V =12,5m/s et directionsθi = {0o; 45o, 90o}. L’AA d’origine mécanique (prise au
vent du télescope) est issu de simulations d’éléments finis réaliseé par l’ESO, avec≈280 mas rms de
perturbation totale. Le rapport des perturbations est de≈164 en valeurs rms.

2.4 Imagerieà travers la turbulence

2.4.1 Critères de performance optique

Plusieurs critères de performance optique peuvent être définis ayant pour base laFEP. Le rapport
de Strehl est défini par

SR ,
FEP(0)

Airy(0)
, (2.31)
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étant le rapport du pic central de laFEP de l’image corrigée par OA par celui de l’image théorique
limitée par la diffraction.

D’autres critères basés sur laFEP peuvent être définis, tels la largeur à mi-hauteur ou l’énergie
encerclée. Cependant, ces définitions ne sont pas utilis´ees dans ce mémoire.

Une métrique d’intérêt est l’énergie cohérente donn´ee par

Ec = e−σ2
res , (2.32)

(avecσ2
res en rd2) car elle approxime le rapport de Strehl (approximation de Maréchal) [J.W.Hardy, 1998,

Ross, 2009]
SR ≈ e−σ2

res , (2.33)

si la variance totale des défauts de phase (en rd2) est petite. Le rapport de Strehl est toujours maximisé
en minimisant la variance de la phase résiduelle [Herrmann, 1992]. C’est ce critère qui sera utilisé
tout au long de ce mémoire.

2.4.2 La base des polyn̂omes de Zernike

Les polynômes de Zernike en nombre infini forment une base mathématique orthonormale où les
composantes radiale et azimutale sont séparables. Les polynômes sont définis par (0 ≤ r ≤ 1)

Zm
n (r, θ) =






√
n+ 1Rm

n (r)
√

2cos(mθ) pourm 6= 0, j pair;√
n+ 1Rm

n (r)
√

2sin(mθ) pourm 6= 0, j impair;√
n+ 1R0

n(r)
√

2 pourm = 0;

(2.34)

avec

Rm
n (r) =

(n−m)/2∑

k=0

(−1)k (n− k)!
k! ((n +m)/2 − k)! ((n −m)/2− k)! r

n−2k, (2.35)

où n ∈ N et m ∈ N sont les ordres radiaux et azimutaux. L’indicej est une fonction dem et
n. Celle de [Noll, 1976] est adoptée. La Fig.2.7 montre les premiers polynômes qui présentent la
caractéristique sympathique d’être les aberrations optiques les plus communes.

Les transformées de Fourier des polynômes de ZernikeZm
n (~ν) sont définies par

Zm
n (~ν) =

√
n+ 1

Jn+1(2πDν)

πDν






(−1)(n+m)/2im
√

2cos(mθ) pourm 6= 0, j pair;
(−1)(n−m)/2im

√
2sin(mθ) pourm 6= 0, j impair;

(−1)n/2 pourm = 0;

(2.36)

La DSP temporelle des polynômes de Zernike se calcule immédiatement à partir de l’Eq. (2.28) en
prenant|M|2 = |Zm

n (~ν)|2 .
Noll dérive aussi la matrice de covariance spatiale des polynômes de Zernike pour une turbulence

de type Kolmogorov. [Conan, 2000] généralise ce même résultat pour une turbulence de vonKármán.

2.4.2.1 Mod́elisation avec la base de polyn̂omes de Zernike

2.4.2.1.1 Ǵenération d’ écrans de phase Les écrans de phase turbulents sont simulés suivant la
méthode de [McGlamery, 1976]. Cette méthode consiste à faire des tirages aléatoires

φi(x, y) = Re

{
TF−1

{√
Wφ(~ν) ·

√
w(~ν)

}}
, (2.37)
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FIG. 2.7 – Représentation bidimensionnelle des premiers polynômes de Zernike.
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oùw(~ν) est un bruit blanc, gaussien de matrice de covariance égaleà l’identité,Σw = I.

La méthode de McGlamery introduit une échelle externe fictive Lfictive
0 ≈ L/2, avecL la

longueur en mètres de l’écran de phase. Pour pallier à ceteffet, [Laneet al., 1992] propose de rajouter
des harmoniques correspondant aux fréquences inférieures à1/D. La fonction de structure est ainsi
mieux représentée. [Roddier, 1990] propose une méthode inspirée de celle de McGlamery, en faisant
des tirages aléatoires à partir de la matrice de covariance des polynômes de Zernike. Un inconvénient
est que les écrans de phase sont par construction à supportcirculaire.

Une méthode rapide proposée par [Hardinget al., 1999] s’appuie sur la nature fractale de la
turbulence [Schwartzet al., 1994]. A la base est l’algorithme demid-point où des tirages aléatoires
sont effectués pour différentes résolutions spatialesjusqu’à ce que une résolution suffisamment fine
soit obtenue.

Une méthode permettant de simuler des écrans de phase non stationnaires infiniment longs a
été proposée par [Assématet al., 2006] puis généralisée par [Beghiet al., 2008d]. Cette méthode
consiste à rajouter successivement des colonnes génér´ees de façon a garantir une covariance de phase
[Eq. (2.20)] correcte.

En pratique les polynômes de Zernike sont définis sur une grille discrétisée de points. Afin d’éviter
la perte d’orthonormalisation suite à l’utilisation d’unéchantillonnage spatial, la matrice suivante doit
être calculée

Zortho(i, j) =
1

SΩ

∑

r<R

∑

0≤θ≤2π

Zi(r/R, θ)Zj(r/R, θ)r∆r∆θ. (2.38)

Avec l’inverse de celle-ci, les coefficients de la décomposition sur la base des polynômes de Zernike
sont réorthonormalisés [Fusco, 2000].

Exemple : Génération d’écrans de phase à partir du spectre de puissance spatiale de von Kármán
selon la méthode de McGlamery.

La Fig.2.8montre la variance théorique des polynômes de Zernike pour un spectre de Kolmogorov
et von Kármán. Une atténuation des basses fréquences (cf. Fig. 2.5) donne lieu à une variance moins
importante sur tous les modes, plus visiblement sur les modes de tip/tilt. La simulation numérique
s’ajuste bien à la théorie, si l’on tient compte l’échelle externe fictive.

2.4.2.1.2 Coefficients des polyn̂omes de Zernike et erreur de front d’onde En général, l’erreur
de front d’onde est donnée par (en rd2 de phase)

ǫ2φ,J =

〈
4

πD2

∫ R

0

∫ 2π

0



φ−
J∑

j=1

ajZj




2

r∂r∂θ

〉

, (2.39)

où la moyenne de chaque mode〈ai〉 = 0.
Puisque les polynômes de Zernike sont orthogonaux

1

SΩ

∫

SΩ

Zj(r/R, θ) · Zj(r/R, θ)r∂r∂θ = 1,∀i = j > 0, (2.40)

et normalisés
4

πD2

∫ R

0

∫ 2π

0
Zj(r/R, θ)

2r∂r∂θ = 1, (2.41)
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FIG. 2.8 – Gauche : variance des modes de Zernike, théorique et simulée à partir de 100 tirages
aléatoires selon la méthode de de McGlamery. Paramètres: L0 = 25 m, D = 2 m, r0 = 0, 1
m ; Droite : matrice de réorthogonalisation des modes de Zernike [Eq. (2.38)]. Les variances sont
moyennées sur 100 tirages avecL ≥ 2L0.

donc, d’après [Noll, 1976]

ǫ2φ,J =
〈
φ2
〉
−

J∑

j=2

〈
|aj |2

〉
. (2.42)

La variance
〈
φ2
〉

correspond à la phase« dépistonnée», c’est-à-dire, après élimination de la moyenne
sur la pupille. Ainsi, la variance

〈
|aj |2

〉
des polynômes de Zernike avec coefficientsaj est directement

la variance en terme d’erreur de front d’onde.

2.4.3 L’angle d’arriv ée

L’angle d’arrivée correspond à l’angle de la phase bidimensionnelle sur la pupille du télescope. La
Fig. 2.9 illustre le principe et la distinction par rapport aux polynômes de ZernikeZ2 etZ3 (le tip/tilt)
pour une coupe monodimensionnelle. Les TT de Zernike sont leplan moyen (au sens moindres carrés)
qui intersecte la phase. Tous les modes avec fréquence azimutalem = 1 contribuent à l’angle d’arrivée
[Brummelaar, 1995].

La DSP spatiale est donnée par

W(~ν) = |M(~ν)|2Wφ(~ν), (2.43)

où, pour une pupille circulaire de rayonD,

M(ν) = 2πiν
2J1(πDν)

πDν
. (2.44)

L’obtention de ce mode se fait de façon très simple en prenant la moyenne des gradients de phase.
En plus, couramment des miroirs de basculement peuvent être mis en place pour corriger le AA. La
correction de ce mode sera particularisé au chapitre6 où la dynamique de ce composant est prise en
compte.
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FIG. 2.9 – Illustration des types de modes de basculement (monodimensionnel) le tip/tilt
correspondant aux modesZ2, Z3 et l’angle d’arrivée (AA). Les premiers s’ajustent à la phase au
sens moindres carrés alors que l’AA est la pente de l’ensemble, donc la différence de la phase aux
extrémités.

2.4.3.1 Angle d’arrivée et modes tip/tilt de Zernike

Pour les modes tip/tilt, la variance totale peut aussi s’écrire en terme de l’angle d’arrivée. Celui-ci,
on le souligne car cela prête à confusion, n’est pas l’angle d’arrivée du front d’onde turbulent, mais
tout simplement l’angle du TT, converti de rd2 de phase en rd2 d’angle équivalent.

La différence de phase aux bords de la pupille est donnée par

∆φ =
2π

λ
∆δ (2.45)

où δ est ici le déplacement aux bords. Puisque∆δ = Dα, l’angle équivalent desZ2 et Z3 est tout
simplementα = 4a2,3 (voir la définition des TT de Zernike à la section2.4.2).

2.5 Le principe de l’optique adaptative

Depuis près de quatre siècles, tous les instruments mis aupoint pour scruter l’univers souffrent du
même mal, d’autant plus difficile à éliminer que le coupable est l’atmosphère terrestre.

Les moyens mis en oeuvre pour s’affranchir de la turbulence sont connus sous le nom d’optique
adaptative. Concept initialement proposé par [Babcock, 1953], l’optique adaptative est une technique
qui permet de corriger en temps réel les déformations évolutives d’un front d’onde grâce à un miroir
déformable.

La Fig.2.10présente le principe : la lumière arrivant sur le télescope est bosselée par la turbulence
atmosphérique : le front d’onde n’est plus plan mais irrégulier. Il est envoyé sur un miroir déformable
auquel on applique des déformations inverses de celles du front d’onde de façon qu’après réflexion
sur ce miroir, il redevienne à nouveau plat.
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FIG. 2.10 – Principe de fonctionnement de l’optique adaptativeen astronomie.

Tout le problème revient donc à savoir quelles déformations il faut appliquer au miroir. Puisque
les déformations doivent être inverses de celles du frontd’onde, elles s’obtiendront donc en analysant
ce front d’onde. A cette fin, une petite partie de lumière estprélevée à l’aide d’une lame semi
réfléchissante et on l’envoie sur un dispositif qui analyse la surface d’onde. Ce dernier dispositif
adresse alors à un ordinateur les mesures de front d’onde etcelui-ci calcule la valeur des signaux
électriques à envoyer aux actionneurs du miroir pour le d´eformer.

Un tel système n’a été réalisable que grâce à un concours de deux circonstances essentielles :
1) existence d’une théorie intégrée de la turbulence atmosphérique 2) avancement technologique,
optique, informatique et mécanique.

Ces systèmes opèrent en boucle fermée, consistant à placer un analyseur de surface d’onde derrière
le miroir déformable pour mesurer le résidu après correction. Depuis les premiers systèmes d’OA
COME-ON et ses successeurs COME-ON+ [Roussetet al., 1990] et ADONIS [Beuzit et Hubin, 1993]
installés aux télescope de 3,6m de l’observatoire europ´een austral (ESO) à Paranal (Chili), le système
NAOS équipe les télescopes de 8,2m de l’ESO [Roussetet al., 2000]. Plusieurs autres observatoires
se sont aussi munis ou sont en cours de se munir de cette technologie. Les télescopes Keck, Gemini
North et Subaru à Hawaii, Gemini South aussi au Chili, le LBTen Arizona et le GTC aux ı̂les Canaries
font partie de cette liste de plus en plus longue – Fig.1.1.

2.5.1 Composants et mod́elisation classique

Les composants principaux d’un système d’optique adaptative sont

1. l’analyseur de surface d’onde

2. le miroir déformable

3. le calculateur numérique temps réel
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La Fig. 2.10 montre leur disposition. On aborde séquentiellement l’ASO, le DM et enfin le
chronogramme d’opérations propre à l’OA et l’organisation des opérations réalisées par le calculateur
numérique.

2.5.1.1 L’analyseur de surface d’onde

FIG. 2.11 – L’analyseur Hartmann-Shack, vue latérale. Le front d’onde est échantillonné spatialement
et le gradient moyen local (bidimensionnel) est mesuré à l’aide d’un des algorithmes décrits dans le
corps du texte.

2.5.1.1.1 Plan pupille : Hartmann-Shack - HS L’ASO HS représenté sur la Fig.2.11, mesure le
gradient moyen de la phase∇φ(x, y) sur chaque sous-pupille, défini par

∇φ ,
( ∂

∂xφ
∂
∂yφ

)
. (2.46)

Les gradients locaux déplacent le centre de l’image au planfocal des sous-pupilles selon les relations

∆x

f0
,

λ

2πΩp

∫ ∫

Ωp

∂φ(x, y)

∂x
∂y∂x (2.47a)

∆y

f0
,

λ

2πΩp

∫ ∫

Ωp

∂φ(x, y)

∂y
∂y∂x (2.47b)

oùf0 est la distance focale des micro-lentilles etΩp est la surface total de la sous-pupille.
Les sous-pupilles placées aux bords du télescope (externe et interne) sont souvent sous-éclairées.

Un seuil est choisi concernant le fraction de sous-éclairage pour valider la mesure d’une sous-pupille,
car les mesures de sous-pupilles très peu éclairées sontpar conséquent très bruitées.

L’Eq. (2.46) peut s’écrire sous forme matricielle par la relation lin´eaire

s = Dφ+w, (2.48)
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où s est un vecteur-colonne de mesures du gradient local,D est une matrice dont les lignes donnent
les relations du gradient sur une sous-pupille en fonction des paramètres de la phase etw est le bruit
de mesure. Le nombre de colonnes deD est théoriquement infini. Dans la pratique une base tronqu´ee
pour décrireφ est utilisée et doncD devient par conséquent de taille finie.

Les déplacements∆x et ∆y sont normalement évalués en mesurant le Centre de Gravit´e (CoG)
de la tache image crée au foyer des sous-pupilles. Plusieurs méthodes ont été développées visant
l’amélioration de la mesure et la diminution de l’impact dubruit par seuillage ou fenêtrage. Outre ce
CoG classique ou pondéré [Nicolle et al., 2004, Thomaset al., 2006], des méthodes de corrélation
existent – voir par exemple [Michauet al., 1992]. Une approche plus récente est le filtre adapté1

[Gilles et Ellerbroek, 2006].

2.5.1.1.2 Bruit de mesure On considère deux contributions principales au bruit de mesure : le
bruit de photon et le bruit de lecture [Roddier, 1999]. Leur variance est rappelée sur le tableau2.1
pour deux types d’algorithme de calcul des déplacements del’image sur les sous-pupilles : leCentre
of Gravity (CoG) etWeighted Centre of Gravity(WCoG).

Les paramètres suivants sont nécessaires à la caractérisation des bruits :
– Nph - nombre de photons par sous-pupille et par trame
– NT - largeur à mi-hauteur (en pixels) de l’image
– ND - fwhm de l’image de diffraction de la sous-pupille. En pixels, cette valeur est normalement

de 2, pour un échantillonnage à Shannon.
– Ns - Nombre linéaire de pixels utilisé par l’algorithme de centre de gravité
– σe - nombre rms de photo-électrons par pixel et par trame

TAB . 2.1 – Bruit de mesure de l’ASO Hartmann-Schack.Ns est approximé par le nombre total de
pixels dans sous-pupille. A noter que sid >> r0,NT /ND = λ/r0

λ/d = d/r0.

Type CoG WCoG

Bruit de photon (rd2) σ2
ph = π2

2
1

nph

(
NT

ND

)2
σ2

ph = 2 π2

2ln(2)
1

nph

(
NT

ND

)2 (N2
T

+N2
s )

4

(2N2
T

+N2
s )

2
N4

s

Bruit de lecture (rd2) σ2
det = π2

3
σ2

e

n2
ph

(
Ns

ND

)2
σ2

det = π3

32ln(2)2
σ2

e

n2
ph

(N2
T

+N2
s )

4

N2
T

N4
s

2.5.1.1.3 Plan focal : Pyramide - Pyr Le concept d’ASO plan focal proposé par [Ragazzoni, 1996]
est en effet une variation de l’ASO« couteaux de Foucault». Le faisceau lumineux qui arrive au
sommet de la pyramide produit quatre images de la pupille surun plan d’observation, comme le
montre la Fig.2.12. La dérivée de la phase selonx et y est reliée à la différence d’intensité dans les
cadrants. Mathématiquement, cela se traduit par les équations suivantes :

sx(x, y) =
I1 + I2 − I3 − I4

I0
, (2.49a)

sy(x, y) =
I1 + I4 − I2 − I3

I0
, (2.49b)

1matched filteren Anglais.
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FIG. 2.12 – Principe d’opération de l’analyseur pyramide. Image rétirée de Vérinaud et al., 2004.

où Ii est l’intensité enregistrée dans la sous-pupille localisée à(x, y) sur le quadranti.
En régime de faibles perturbations

sin(sx) ≈ sx =
λ

απ2

∂φ

∂x
, (2.50a)

sin(sy) ≈ sy =
λ

απ2

∂φ

∂y
, (2.50b)

oùα est l’angle de modulation.
Pour une modulation inférieure àα/λ cet analyseur présente un comportement analogue à un

analyseur de pente et au-delà il devient un analyseur de phase [Vérinaud, 2004]. En boucle fermée,
car seul le résidu de phase de faible amplitude est mesuré,l’approximation de mesures par des pentes
est donc raisonnable.

L’analyseur à pyramide ne sera pas utilisé dans ce mémoire. Cependant, la nature des me-
sures étant étroitement liée aux gradients de phase, lesdéveloppements effectués sont facilement
généralisables à ce type d’ASO (voir notamment la section 3.4).

2.5.1.2 Le miroir déformable

Le miroir déformable, quelle que soit la technologie de fabrication et le composant exploité
pour produire des déformations, est caractérisé par sespropriétés spatiales ainsi que temporelles.
Des propriétés spatiales font partie la position dans l’espace (plan bidimensionnel) et la forme
des fonctions d’influence [Roddier, 1999]. Pour un aperçu général du composant, la technologie de
fabrication et la modélisation à éléments finis, se référer à [Ellis, 1999].

En absence de dynamique temporelle, la phase de correction est à chaque instant le produit des
tensionsu par la matrice d’influence. On obtient donc la relation linéaire

φcor = Nu, Phase de correction, MD infiniment rapide (2.51)

avecN la matrice qui concatène les fonctions d’influence du MD.



2.5 Le principe de l’optique adaptative 39

2.5.1.2.1 Fonctions d’influence Pour des fins de modélisation, plusieurs modèles d’IF sont
souvent utilisés. Les fonctions présentées ci-dessoussont séparables, autrement dit

IF(x, y) = IF(x)IF(y), (2.52)

et supposées invariantes par translation. Cette propriété est exploitée aux chapitres3 et 5 pour la
modélisation dans une base de fréquences spatiales.

Ces fonctions sont normalisées par la distance inter-actionneurdact, c’est-à-dire que pourx = 1 la
distance physique est dedact. La constantec représente le coefficient de couplage mécanique, défini
par la déformation normalisée subie par les premiers voisins quand un actionneur est poussé. Sur
la Fig. 2.13 sont représentées les coupes de fonctions d’influence lesplus communes et une vue
bidimensionnelle de la fonction gaussienne.

– Splines bilinéaires :

IFl(x) =

{
x+ 1 si x ∈ [−1, 0];
x− 1 si x ∈ [0, 1].

(2.53)

– Splines cubiques :

IFc(x) =






1 + (4c− 2, 5)|x|2 + (−3c+ 1, 5)|x|3 si |x| ≤ 1;
(2c− 0, 5)(2 − |x|)2 + (−c+ 0, 5)(2 − |x|)3 si 1 < |x| < 2,
0 sinon.

(2.54)

– Gaussiennes :
IFg(x) = e−ln(c)x2 ∀x. (2.55)
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FIG. 2.13 – Fonctions d’influence. Gauche : coupe radiale. Droite : représentation bidimensionnelle
d’une fonction d’influence Gaussienne.

2.5.1.2.2 Dynamique temporelle Le design optique des télescopes de dernière génération inclut
des MD pré-focaux dans le train optique (voir par exemple [Arsenaultet al., 2006, Riccardiet al., 2004,
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Riccardiet al., 2008]), cas aussi du futur ELT Européen et du TMT. Ces structuressont alors parti-
culièrement affectées par l’impact du vent sur l’ensemble de la structure mécanique [Sedghi, 2007]).
A ce propos voir aussi la section2.3.2.4.

On fait comme hypothèse que l’espace de correction dans le cas dynamique reste celui engendré
par les fonctions d’influence statiques du MD, concaténées dans la matriceN. Ceci dit, la phase de
correction est donnée par

φcor(t) = Np(t), Phase de correction, MD infiniment rapide (2.56)

où p(t) est la déformation instantanée de la surface du miroir surune base normalisée de fonctions
d’influence. Une description approfondie du comportement dynamique du MD est effectuée à la
section6.4.2.

En général, la dynamique temporelle des MD reste à ce jourrelativement peu connue. Cela
relève principalement du fait que les temps de réponse mono-actionneur sont souvent faibles vis-à-
vis du temps d’intégration. En conséquence, l’impact surla performance optique est généralement
négligeable.

Il faut noter que la connaissance de la dynamique d’un seul actionneur pris isolément n’est pas
descriptive de la dynamique de l’ensemble de la structure électromécanique du MD.

L’étude du comportement dynamique par modélisation d’éléments finis a fait l’objet de certains
travaux ; à titre d’exemple [Chartonet al., 2003] et plus récemment [Gasmiet al., 2008].

Les études expérimentales sont rares car elles nécessitent des moyens techniques complexes.
Un exemple est la méthode stroboscopique. Elle consiste àfaire l’acquisition cadencée d’images à
fréquence élevée afin de reproduire le mouvement de la surface réflectrice. Ces images peuvent être
obtenues par techniques interférométriques [Horsleyaet al., 2007, Conwayet al., 2007]. Suite à une
décomposition de la déformation sur une base de modes appropriée, le comportement dynamique
global peut être ainsi caractérisé. Des paramètres de modèles d’ordre convenable calés sur le
comportement physique du MD peuvent être alors détermin´es.

2.5.2 Chronogramme d’oṕerations

L’ASO intègre la phase turbulente durant une période d’échantillonnage. Ceci correspond à
accumuler du flux lumineux (des photons) pour en déduire unemesure de front d’onde. Après ce
créneau d’intégration, dans un deuxième temps la mesuredu détecteur est transformée en une mesure
de phase ou de ses dérivées [cf. 2.5.1.1]. Plus précisément, pour le HS, ce sont les gradients locaux qui
sont calculés. Il s’ensuit le calcul de la phase reconstruite et l’application de la loi de commande. Le
MD est commandé avec deux trames de retard, puisque le calcul de la commande appliquée au MD
(supposé constante sur un créneaux) est calculée à partir de la phase intégrée deux trames avant.

La Fig. 2.14montre le principe et la notation utilisée. La phase intégrée sur[(k − 1)Ts, kTs[ est
définie par

φ̄k ,
∫ kTs

(k−1)Ts

φ(t)dt, (2.57)

alors que la commande appliquée sur la base deφ̄k est

uk+1 , u(t), t ∈ [(k + 1)Ts, (k + 2)Ts[. (2.58)



2.5 Le principe de l’optique adaptative 41

FIG. 2.14 – Organisation des opérations en OA. Le temps d’intégration de l’ASO d’une trame suivi
du temps de lecture et de la reconstruction et commande caractérisent un système à retard. En général,
ces dernières opérations équivalent à une trame de retard - le retard pur [J.W.Hardy, 1998]. Le système
est donc dit à deux trames de retard.

2.5.3 Les diff́erents espaces en OA

Il est possible de décomposer l’espace de dimension infinieΨ sur lequel est défini le front
d’ondeφ en plusieurs sous-espaces, correspondant aux parties observables, commandables et à ses
compléments. La Fig.2.15illustre les différents espaces rencontrés en OA.

FIG. 2.15 – Espace des vecteurs de phaseΨ, phase observable (ker(D)⊥) et commandable (M).

2.5.3.1 Espace commandable

L’espace des phase peut se décomposer en deux sous-espacesorthogonaux complémentairesM
etM⊥ :

Ψ =M⊕M⊥ (2.59)
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Le premier correspond à l’espace engendré par les fonctions d’influence du MD, soit donc Im(N), et
le second à son complément.

2.5.3.2 Espace mesurable

L’espace mesurableker(D)⊥ est défini par l’espace orthogonal des vecteurs du noyau deD. Une
partie deker(D)⊥ intersecteM – il s’agit de la partie de l’espace observable qui est atteignable par
les fonctions d’influence du MD. En général c’est dans ce sous-espace réduit qu’on travaillera.

Le noyau deD (ker(D)) inclut le mode piston, puisque un retard ou avance de phase constante
implique une mesure nulle (les gradients sont nuls tous les deux) et aussi le mode gaufre, qui se
trouve à la fréquence spatiale12d pour le HS. La Fig.2.16 illustre le mode gaufre pour un système
avec 20x20 sous-pupilles et la mesure résultante effectu´ee par un HS géométrique par application
directe de l’Eq. (3.3). Les origines du mode gaufre sont abordées en plus de détail à la section3.2.3.
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FIG. 2.16 – Gauche : Mode gaufre pour l’ASO Hartmann-Shack avec 20x20 sous-pupilles. Droite :
Mesure non bruitées obtenue avec le HS géométrique. 40x40 pixels par sous-pupille, masque de phase
rectangulaire pour éviter sous-éclairage pupillaire. Les variations autour de zéro sont dues aux effets
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2.6 Budget d’erreurs en OA

En OA, l’erreur totale peut être décomposée par une sommede termes

σ2
res = σ2

scint + σ2
aniso+ σ2

alias+ σ2
bruit + σ2

fit + σ2
temp+ σ2

calib + σ2
aberr+ σ2

rem. (2.60)

Ces erreurs sont séparées en trois sous-goupes : l’erreurde scintillation et d’anisoplanétisme, pour
ce qui concerne les erreurs dues à l’atmosphère ; l’erreurde calibration et d’autres aberrations diverses
sont regroupées par les erreurs de mise en œuvre. Elles ne sont pas abordées dans ce mémoire, leur
contribution pouvant donc être considérée nulle. Les restantes sont intrinsèques à l’OA, soit les erreurs
de repliementσ2

alias, de mesureσ2
bruit, de sous-dimensionnementσ2

fit et l’erreur temporelleσ2
temp. Elles

sont traitées en plus de détail dans ce qui suit.
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2.6.1 Erreurs duesà l’OA

(i) Erreur de repliementσ2
alias : Cette erreur correspond aux fréquences spatiales de la phase qui, à

cause de l’échantillonnage de la mesure, se replient sur les basses fréquences.

Dans ce cas, l’erreur de repliement dans l’espace des phasespeut se calculer comme étant la
variance totale hors bande.

La Fig.2.17montre le rapport de la variance des fréquences repliéesσ2
alias =

∫∞
1

2d

Wφνdν sur la

variance des fréquences non repliées obtenu en prenant

σ2
alias

σ2
nonalias

=

∫∞
1

2d

Wφνdν

∫ 1

2d

1/D Wφνdν
. (2.61)

Pour un échantillonnage spatial de 0,5m un rapport de 10−3 est obtenu, autrement dit, environ
0,1% de l’énergie est au-delà de la fréquence 1m−1 ;
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FIG. 2.17 – Rapport de variances de la phase échantillonnée etrepliée.

(ii) Bruit de mesureσ2
bruit :

L’erreur de mesure est détaillée à la section2.5.1.1.2pour l’analyseur Hartmann-Shack.

(iii) Erreur temporelleσ2
t :

L’asservissement utilisé en OA introduit un retard de correction, qui se cumule avec le retard
de mesure. L’erreur temporelle va s’accroı̂tre avec la vitesse d’évolution de la turbulence
relativement à la fréquence d’échantillonnage de l’asservissement.

(iv) Erreur defitting σ2
fit

Le repliementfitting en OA correspond à l’erreur de sous-dimensionnement du système.
Formellement, cette erreur correspond àM⊥ [voir Fig. 2.15], c’est-à-dire la projection de la
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phaseφ ∈ Ψ surM⊥.

σ2
fit = σ2

M⊥ =
1

SΩ

〈∥∥∥φM
⊥
∥∥∥

2
〉
. (2.62)

L’erreur de fitting peut s’écrire en supposant que le miroir créé essentiellement des basses
fréquences

σ2
fit = αM⊥

(
dact

r0

)5/3

, (2.63)

oùαM⊥
est le coefficient de l’erreur de sous-dimensionnement. Cette erreur a été étudiée par

différents auteurs, notamment par [Hudgin, 1977], [Ellerbroek, 1994] et [Rigautet al., 1998]
qui trouvent selon les hypothèses (prise en compte du repliement)αM⊥

= 0, 287, αM⊥ ≈ 0, 3
etαM⊥

= 0, 23 respectivement.

2.7 Différents concepts d’Optique Adaptative

FIG. 2.18 – Anisoplanétisme : la phase turbulente dépend de ladirection d’observation. Pour une OA
classique, la correction est donnée par un seul miroir. La phase de correction est commune pour toutes
les directions.

Dans le budget d’erreurs de l’Eq. (2.60), le termeσ2
aniso représente l’erreur d’anisoplanétisme.

Lorsque l’objet d’intérêt s’éloigne de l’étoile guideutilisée pour faire l’analyse de front d’onde, la
correction apportée par l’optique adaptative se dégrade. La Fig.2.18schématise le principe.

L’origine physique de ce phénomène est liée à la distribution volumique de la turbulence
atmosphérique, déjà présentée à la section2.3.1.1. La phase turbulente est différente dans toutes les
directions car à chaque direction correspond une section différente du volume. La correction par un
seul miroir conjugué de la pupille ne suffit donc pas.



2.7 Différents concepts d’Optique Adaptative 45

Pour s’affranchir des limitations de correction en OA classique imposées par l’anisoplanétisme,
le concept d’OA multi-conjuguée a été développé. Proposé initialement par [Dicke, 1975], ce concept
a ensuite été développé sur le plan théorique par diff´erents auteurs, dont on cite les principaux
[Beckers, 1988, Tallon et al., 1992, Fuscoet al., 1999, Ragazzoniet al., 2000]. La performance de ces
systèmes a été étudiée par [Ellerbroek, 1994], [Tokovinin et al., 2000] et [Tokovinin et Viard, 2001]
dans le domaine des fréquences spatiales. Un effort important de recherche a été consacré à
l’optimisation de la reconstruction tomographique par [Fuscoet al., 2001] et [Ellerbroek, 2002].

L’objectif de l’OAMC est donc de compenser l’anisoplanétisme. Ce nouveau concept repose
sur la correction de la turbulence atmosphérique par plusieurs miroirs optiquement conjugués en
altitude. L’analyse du volume turbulent est faite sur plusieurs étoiles guides (EG) selon deux approches
différentes :

1. star-oriented: avec autant d’analyseurs que d’EG, chaque analyseur est d´edié à une EG et
mesure le front d’onde qui en provient. A partir des mesures directionnelles, la reconstruction
de phase se fait dans le volume pour remonter à la perturbation dans les couches.

2. layer oriented: les analyseurs ne sont pas dédiés chacun à une EG mais sont conjugués à une
couche turbulente et récoltent la lumière de toutes les étoiles guides [Ragazzoniet al., 2000].
Les couches turbulentes sont reconstruites directement àpartir des données de chaque ASO.

La reconstruction dans le volume, appelée reconstructiontomographique, est suivie d’une étape
consistant à projeter la phase, en général reconstruitedans plus de couches, sur les couches auxquelles
les MD sont optiquement conjugués.

La Fig.2.19montre l’apport de l’OAMC en terme de correction sur un champde 150 arcsecondes.

FIG. 2.19 – Simulation de correction par OA classique à gauche et par OAMC à droite, pour un champ
de 150 arcsecondes et quatre couches turbulentes auxquelles les MD sont conjugués.

L’OAMC a depuis donné lieu à différentes variations qui ont en commun la multi-analyse du vo-
lume turbulent, associée à une problématique de tomographie. Les méthodes diffèrent essentiellement
par les objectifs et moyens de correction

– correction optimisée sur axe grâce à un unique MD pour les cas de la LTAO (Laser Tomographic
AO) ;

– correction optimisée en des points localisés du champ avec un MD spécifique pour chaque
localisation, pour le cas de la MOAO (Multi-Object Adaptive Optics) ;

– correction en moyenne sur un grand champ par un unique MD pour la GLAO (Ground-Layer
Adaptive Optics).
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2.8 Introduction à la commande en OA

La commande classique en OA a été originalement formuléeentièrement à temps continu
[Roddier, 1999]. Cependant, la commande de systèmes hybrides (phases continues, commandes et
mesures discrètes) mène plus naturellement à un traitement à temps discret, en s’assurant de la
discrétisation soigneuse des variables continues.

La Fig. 2.20 illustre le principe. Des traits continus sont utilisés pour les paramètres continus et
des tirets pour les paramètres discrets. Cette distinction sera gardée tout au long de ce mémoire. La
sortie de l’ASO est un vecteur de mesures discrètes effectuées à partir d’une phase continue. Le MD
fait l’opération inverse : il convertit les commandes discrètes en une phase de correction continue.

FIG. 2.20 – Schéma-bloc d’une OA.

Dans la cas particulier de l’OA, la synthèse de la commande vise à asservir de façon stable un
système en boucle fermée. Des critères basés sur les marges de stabilité sont souvent utilisés :

Marge de Gain : l’inverse du module de la fonction de transfert de boucle, pris pour la fréquence
correspondant à un déphasage de -180O . En pratique, la marge de gain est la garantie que la stabilité
sera maintenue malgré les variations imprévues du gain enboucle ouverte (BO).

Marge de Phase : le déphasage de la fonction de transfert de boucle, pris pour la fréquence
correspondant à un gain unitaire. En pratique, la marge de phase est une garantie que la stabilité
persistera malgré l’existence de retards parasites non modélisés.

2.8.1 Mod́elisation continue des boucles de commande

En temps continu, la dynamique de l’ASO peut être approxim´ee par la fonction de transfert
continue [Madec, 1999]

hASO(s) = e−sTs/2sinc(fTs) =
1− e−sTs

sTs
, (2.64)

avecs la variable d’intégration de la transformé de Laplace,s = iω, ω = 2πf , f la fréquence
temporelle en Hertz (Hz). Cette FT correspond à la convolution par une fonction« porte»,
représentant l’intégration temporelle de la phase. Cependant il n’y a pas d’échantillonnage temporel.
Les paramètres sont considérés continus.
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La FThASO peut à son tour être approximée par un retard pur

hASO(s) =
1− e−sTs

sTs
≈ e−Ts/2s. (2.65)

Le MD est communément considéré infiniment rapide ou dansle meilleur des cas très rapide
relativement à l’intervalle d’intégration. Une fonction de transfert permettant de représenter ce type
de comportement est la suivante :

hMD(s) =
p

s+ p
, (2.66)

oùp est le pôle de la FT du MD, normalement de l’ordre de quelqueskilohertz.
Enfin la FT du calculateur temps réel est approximée par un retard purτ . Ceci dit, alors

hRTC(s) = e−sτ . (2.67)

La modélisation a temps continu a été utilisée lors de laconception de différents systèmes d’OA,
notamment les approches IGMO qu’on traitera ensuite. Cependant, on va plutôt modéliser la boucle
d’OA à temps discret en regardant brièvement les différences en terme de transfert.

2.8.2 Mod́elisation discr̀ete des boucles de commande

Les transferts de phase et de bruit à temps discret peuvent se déterminer par simple procédure
d’identification sur la Fig.2.21. La propriété suivante énonce le résultat.

Propri été 2.1 Le transferts de phase vaut

Φres(z) =
1

1 + z−2G(z)
Φtur(z) Fonction de Transfert de phase (2.68)

avecG(z) = C(z)D†D.etC(z) la fonction de transfert du contrôleur.
La fonction de transfert du bruit est linéaire aussi identifíee sur la Fig.2.21, ce qui conduit̀a

Φres(z) =
z−1C(z)D†

1 + z−2G(z)
B(z) Fonction de Transfert de bruit (2.69)

Démonstration : Fonctions de transfert de phase et de bruit.

FIG. 2.21 – Gauche : Transfert de phase. Droite : Transfert de bruit.

Sachant que

φres

k = φtur

k − φcor

k , (2.70)
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la relation suivante en s’appuyant sur le schéma de la Fig.2.21, peut être obtenu

Φres = Φtur − z−1
NC(z) (DN)† z−1

DΦres + z−1
NC(z) (DN)† B(z) (2.71)

par transformée enZ, ce que conduit directement à la fonction de transfert de laphase.
En posantB(z) = 0, alors

Φres(z) =
1

1 + z−2G(z)
Φtur(z), (2.72)

avecG(z) = C(z)D†D.
La fonction de transfert du bruit est déterminée à partirde l’Eq. (2.71) avecΦtur = 0. La relation

suivante est obtenue
Φres =

(
1 + z−2G(z)

)
Φres − z−1C(z)D†B(z), (2.73)

d’où

Φres(z) =
z−1C(z)D†

1 + z−2G(z)
B(z), (2.74)

comme annoncé. �

La Fig. 2.22-gauche montre les fonction de transfert de phase et de bruitpour deux valeurs de
gain différentes Un gain moins fort tend à rejecter plus debruit moins la phase. Si l’on se restreint à
l’intervalle de stabilité, une valeur optimale peut êtretrouvée mode à mode. C’est le but de l’approche
présentée à la section2.8.2.2.
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hautes fréquences cependant, des différences considérables sont présentes.
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2.8.2.1 L’approche parC(z) int égrateur

L’intégrateur se caractérise par la récurrence

uk = uk−1 +Gyk. (2.75)

Pour cet asservissement, le transfert de boucle vaut d’où s’obtient la fonction de transfert discrète
propre2

u(z) = G
z

z − 1
z(z) (2.76)

La Fig.2.23-gauche montre le diagramme de Bode pour le gaing = 0, 5175. Ce gain garantie une
marge de phase de 45o et une marge de gain de 1,9324.

A droite, sur la Fig.2.23est représenté le lieu des pôles. La boucle devient instable pourg ≥ 1,
valeur à partir de laquelle les pôles se trouvent à l’ext´erieur du cercle unitaire.
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FIG. 2.23 – Gauche : Diagramme de Bode pour un gaing = 0, 5175, garantissant une marge de phase
de 45o et une marge de gain de 1,9324. Droite : Lieu des pôles du transfert de boucle. Pourg ≥ 1 la
boucle devient instable.

2.8.2.2 Approches modales̀a gain optimisé - IGMO

L’ Intégrateur à Gain Modal Optimal(IGMO) a été proposée par [Gendron et Léna, 1994] et
validée expérimentalement par [Gendron et Léna, 1995]. Le formalisme adopté consiste à prendre les
transferts continus [cf.§2.8.1]. Des optimisation de la loi de commande pour inclure un aspect prédictif
ont été proposées par [Dessenneet al., 1997, Dessenneet al., 1998a] puis validées expérimentalement
par [Dessenneet al., 1999]. [Ellerbroeket al., 1994] propose une optimisation conjointe de la bande
passante et de la base de modes sur lesquels est décrite la phase.

L’approche IGMO consiste à minimiser un critère de phase résiduelle minimale pour chaque mode
du miroir (qui sont mécaniquement découplés). Ce critère est la somme de deux sous-critères, à savoir
une contribution de la phase résiduelle [Eq. (2.68)] et une contribution liée au bruit [Eq. (2.69)]. Le
critère de variance de phase résiduelle peut se poser sousla forme

J(g) = Jφ(g) + Jb(g) (2.77)

2Une FT est strictement propre si le degré de son numérateurest strictement inférieur à celui de son dénominateur
m < n. Propre tout court sim ≤ n.
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, oùg est le gain modal de l’intégrateur. En jouant sur le gain, labande passante de la loi de commande
par intégrateur est ajustée [Fig.2.22-gauche].

Exemple : La Fig.2.24-gauche montre le principe de la minimisation. Les valeurs des deux critères
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FIG. 2.24 – Principe de la minimisation de phase résiduelle IGMO. Gauche : les valeurs des critères
Jφ et Jb et la somme. Droite : DSP temporelle du tip/tilt atmosphérique et fonctions de réjection de
phase et de bruit.

Jφ et Jb sont données en fonction du gain de l’intégrateur pour le mode tip/tilt atmosphérique. Les
fonctions de transfert utilisées sont intégralement à temps discret (une différence par rapport au travail
original de [Gendron et Léna, 1994]). Pour cet exemple qui vise à illustrer le principe, un minimum
est atteint pourg ≈ 0, 035. La DSP temporelle et les fonctions de réjection sont présentées à la
Fig. 2.24-gauche. ◭



Chapitre 3

Reconstruction statique de front d’onde –
l’approche Fourier

Où les bases de la reconstruction statique de front d’onde dans l’espace de Fourier sont
pośees en vue de l’utilisation par des systèmes d’OA à grand nombre de degŕes de libert́e
(GNDL).



52 Reconstruction statique de front d’onde – l’approche Fourier

Sommaire
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 53
3.2 Reconstruction statique de front d’onde – un probl̀eme inverse . . . . . . . . . 54

3.2.1 Problème direct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 54
3.2.2 Reconstruction de front d’onde : un problème inverse. . . . . . . . . . . . 56
3.2.3 Le problème inverse en OA - inversion de la matrice d’interaction . . . . . 58
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3.7 Simulations Monte Carlo – ŕesultats de reconstruction statique . . . . . . . . . 79
3.7.1 Paramètres de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 79
3.7.2 Performance optique en fonction des méthodes d’extension . . . . . . . . . 81
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3.1 Introduction

La commande classique de systèmes d’OA, introduite à la section 2.8, utilise un reconstructeur
obtenu par inversion de la matrice de modélisation linéaire du problème direct consistant à relier
les mesures aux paramètres du phénomène physique que l’on vise à étudier. Cette étape dite de
« reconstruction» est couplée à un régulateur temporel pour asservir le système en boucle fermée
[Fig. 2.20].

Avecn le nombre de degrés de liberté d’un système d’OA, la complexité calculatoire de l’inverse
d’une matrice est proportionnelle au cube den, soit O(n3), ce calcul étant réalisé hors ligne.
L’exploitation temps réel de ce type de commande est de l’ordreO(n2) résultante de la multiplication
d’un vecteur de mesures par ladite matrice de reconstruction. L’extension directe de ce raisonnement
aux systèmes de taille ELT soulève des complications au niveau calculatoire : pour les ELT un facteur
d’au moins103 en puissance de calcul supplémentaire est requis vis-à-vis des systèmes actuels plus
complexes1. La « loi de Moore2 » n’est donc pas suffisante car d’ici une décennie seul un facteur
210/1,5 ≈ 102 sera obtenu. Il y a donc la nécessité de réduire le nombre d’opérations calculatoires des
algorithmes de reconstruction et commande des systèmes d’OA en vue des futurs ELT caractérisés
par un grand nombre de degrés de liberté (GNDL).

En mettant l’emphase sur la modélisation du problème direct, ce chapitre vise
à explorer les capacités d’estimation statique des algorithmes décrits sous une
base de fréquences spatiales, en terme de performance optique et en terme de
performance calculatoire (c’est-à-dire la capacité à réduire la quantité de calculs).
D’une part il s’agit de caractériser et d’optimiser les méthodes de reconstruction
existantes et de les réinterpréter afin de proposer une solution pour répondre
aux GNDL. Les propriétés et résultats principaux liés `a la base particulière des
fréquences spatiales sont déclinés pour une exploitation ultérieure dans le cadre
d’une stratégie de commande avec estimation dynamique et régulation en boucle
fermée optimales au chapitre5.

Ce chapitre est consacré à l’analyse du problème d’estimation statique séparément du choix du
régulateur pour l’application à la boucle fermée. On propose ainsi de regarder indépendamment les
aspects purement spatiaux liés à la recontruction statique.

Les travaux précédents de reconstruction statique de front d’onde dans l’espace des fréquences
spatiales sont nombreux. [Freischlad et Koliopoulos, 1986] ont étudié le problème de reconstruction
sur une grille discrétisée deN×N points. Toutefois, ceci n’est pas adapté à l’OA qui se caractérise par
une pupille annulaire, en vertu du support carré utilisé.Ce n’est qu’en 2002 que [Poyneeret al., 2002]
proposent une méthode d’extension des mesures de front d’onde au-delà des limites de la pupille
du télescope, montrant ainsi que la méthode de Freischladpouvait être exploitée dans le cadre d’un
problème réaliste d’OA.

Les descriptions discrétisées s’appuient sur des représentations géométriques du front d’onde et
des approximations creuses de l’analyseur de surface d’onde Hartmann-Shack (HS) [§2.5.1.1]. A ce
sujet, plusieurs configurations ont été proposées, notamment celles de [Fried, 1965], [Hudgin, 1977] et
[Southwell, 1980]. Cependant, aucune de ces configurations n’est exacte vis-à-vis du fonctionnement

1Systèmes d’ExAO pour les télescopes de classe 8-10m tels que SPHERE [Beuzitet al., 2006] et GPI
[Macintoshet al., 2006].

2Selon G. Moore, la capacité de calcul double tous les 18 moisdepuis 1965. Cette loi empirique, ou plutôt cette
constatation, reste valable à l’heure actuelle.
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réel du HS. Les méthodes d’extension théoriquement dérivées des contraintes aux bords spécifiques
à l’OA, ne sont pas optimales non plus en présence de bruit.Ces deux aspects sont centraux dans ce
chapitre : optimisation du modèle direct (de mesure) et optimisation des méthodes d’extension (de la
pupille du télescope à la grille de reconstruction).

La construction du modèle direct et le formalisme de résolution de problèmes inverses par
minimisation de critère sont présentés à la section3.2. Une discussion succincte sur les bases de
représentation est dévelopée à la section3.3, où la potentielle utilisation d’une base d’ondelettes est
discutée.

Une nouvelle approche visant à raffiner la modélisation duHS dans l’espace des fréquences
spatiales est présentée à la section3.4. En revenant sur le formalisme établi pour le traitement du
problème inverse, celui-ci est ensuite particularisé pour cette nouvelle modélisation à la section
3.5. Diverses méthodes d’extension de mesures sont présent´ees puis optimisées selon le modèle de
mesure utilisé. Une méthode itérative est définie en modifiant l’algorithme de [Gerchberg, 1974] afin
d’améliorer les propriétés des méthodes précédentes.

La performance optique est analysée à la section3.7 pour la reconstruction statique en boucle
ouverte. Une étude de sensibilité aux paramètres est réalisée, avant de proposer la généralisation
à la boucle fermée à la section3.8. La performance numérique en terme de coûts calculatoires et
application aux environnements temps réel est analysée `a la section3.9.

3.2 Reconstruction statique de front d’onde – un probl̀eme inverse

La reconstruction de front d’onde s’insère dans le cadre des problèmes inverses où l’on cherche
à restituer les paramètres d’un phénomène physique (enl’occurrence le front d’onde) à partir des
observations (les mesures bruitées fournies par l’observation, liées à la phase par des lois physiques
connues). Le cas particulier traité dans ce chapitre est celui de l’analyse de front d’onde caractérisé
par la phaseφ à l’aide d’un analyseur Hartmann-Schack (HS) [§2.5.1.1].

La résolution du problème inverse passe par une étape initiale de modélisation du phénomène, dite
problème direct. Celle-ci décrit comment les paramètres du modèle se traduisent en effets observables
expérimentalement.

Un problème inverse linéaire peut être décrit par une équation de la forme suivante :

s = G× p+ w, (3.1)

où s représente les mesures effectuées,p représente les valeurs des paramètres du phénomène,w
regroupe les bruits (de mesure et autres) etG est un opérateur linéaire qui représente la relation entre
les mesures et les paramètres du modèle.

Deux critères de minimisation sont décrits à la section3.2.2pour l’inversion du problème : le
critère par attache moindres carrés aux données et crit`ere à variance minimale (VM). L’analyse se
restreint à l’ASO HS.

3.2.1 Probl̀eme direct

Sous hypothèse de linéarité, les mesures ASO peuvent se modéliser par une fonction linéaire de
la phase moyennée temporellement sur un intervalle d’int´egration [cf. section2.5.1.1]. A ces mesures
s’ajoute un bruit, supposé blanc et de distribution GaussienneN (0,Σw), indépendant (spatialement
et temporellement) entre sous-pupilles. L’équation de mesure s’écrit donc

s = Dφ̄+w. (3.2)
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où la barre sur la phaseφ exprime l’intégration temporelle. Dans ce qui suit, compte tenu des
intervalles d’intégration communément utilisés en OA très petits, on prend l’approximation̄φ = φ
– elle n’est valable que si l’on considère des temps de tramepetits [Petit, 2006]. La matrice de
covariance spatiale de la phaseφ, soitΣφ, est supposée connue. Dans l’Eq. (3.2) les indices temporels
ne sont pas présents, renforçant le caractère statique du problème.

L’ASO HS (décrit à la section2.5.1.1) mesure le gradient moyen de la phase sur chaque sous-
pupille. Cette opération s’exprime sous l’intégrale

s[m,n] ,↓ 1

d

∫ xf

xi

∫ yf

yi

∇φ(x, y)∂y∂x, Modèle de mesure théorique du HS (3.3)

︸ ︷︷ ︸
s(xi, yi)

où↓ consiste à échantillonner les mesures tous lesd mètres etxf = xi + d, yf = yi + d. La distance
d correspond au côté de la sous-pupille du HS. La notations[m,n] ,↓ s(xi, yi) est adoptée pour
indiquer l’échantillonnage exact de la fonction continue.

Dans l’Eq. (3.3),∇φ(x, y) est le gradient de la phase défini par

∇φ ,
( ∂

∂xφ
∂
∂yφ

)
. (3.4)

Pour des sous-pupilles de côtéd, l’Eq. (3.3) est mathématiquement équivalente à prendre la
différence de la moyenne sur les bords (gauche/droite, haut/bas) comme suit

sx[m,n] =

∫ ym+1

ym

φ(xn+1, y)dy −
∫ ym+1

ym

φ(xn, y)dy, Pentes en ’x’ (3.5)

pour les pentes selon l’axe desx et

sy[m,n] =

∫ xn+1

xn

φ(x, ym+1)dx−
∫ xn+1

xn

φ(x, ym)dx, Pentes en ’y’ (3.6)

pour les pentes eny, avec les définitionsxm , x(md), xm+1 , x(md + d), m,n ∈ Z et de même
poury.

Les opérations des Eqs. (3.5)- (3.6) peuvent se mettre sous la forme matricielle de l’Eq. (3.2), où
s est la concaténation des mesures dans les directions horizontale (x) et verticale (y) :

s =

[
sx

sy

]
= Dφ+ w, (3.7)

D étant la matrice qui concatène les réponses individuelles de chaque sous-pupille à la phase incidente
surΩ. Implicitement, on considère ici que les sous-pupilles sont toutes pleines. Les sous-pupilles sous-
éclairées sont traitées de façon identique, les bornesn’étant plus définies par les côtés mais par le bord
de la pupille principale du télescope. Se référer à la section 2.5.1.1pour plus de détails.



56 Reconstruction statique de front d’onde – l’approche Fourier

3.2.2 Reconstruction de front d’onde : un probl̀eme inverse

La reconstruction de front d’onde sous-entend la détermination des paramètres de la phaseφ
à partir des mesures bruitées délivrées par l’ASO [Mugnier et Le Besnerais, 2001, Mugnier, 2008].
Mathématiquement cela consiste à inverser le problème direct en posant

φ̂ = Rs, (3.8)

oùR est un opérateur linéaire qui sera particularisé selon le critère que l’on vise à minimiser.

3.2.2.1 Approche moindres carŕes sur les donńees

Soit le critère de minimisation

φ̂LS = arg min
φ
‖ s− Dφ ‖2L2(Ω), (3.9)

où l’on cherche la phase qui s’ajuste au mieux aux mesures par minimisation de l’écart quadratique.
L’indice L2(Ω) indique que la normeL2 est définie sur la pupilleΩ. En prenant la dérivée partielle du
critère en fonction deφ, la solution qui minimise l’Eq. (3.9) est alors donnée par [Arthur Gelb, 1974]

φ̂LS = RLSs, (3.10)

avec

RLS = D
† = (DT

D)−1
D

T, Reconstructeur moindres carrés (3.11)

où le symbole† représente l’inverse généralisée deD.

Remarques : Cet estimateur, plus simple du point de vu conceptuel, présente les inconvénients
suivants :

1. La matriceD est souvent mal conditionnée [cf. §2.5.3.1]. On limite le nombre de modes
reconstruits en utilisant des procéduresad-hocpour filtrer les modes mal vus. Habituellement,
une troncature est appliquée suite à la décomposition deD en valeurs singulières.

2. La troncature permet un certain niveau de filtrage des modes non et mal vus. Malgré l’effet
atténuant, la propagation du bruit demeure non optimisée.

3. En ajustant la phase estimée aux pentes mesurées au sensstrict des moindres carrés, lesa priori
statistiques sur la phase et le bruit ne sont pas pris en compte. Le bruit reconstruit dans l’espace
des phases (suite à la reconstruction) résulte en une loi de puissance de la formeν−2. Sachant
queΣφ ∝ ν−11/3, il est clair qu’au-delà d’une certaine fréquence l’estimation est donc dominée
par le bruit ; la troncature est alors plus que nécessaire pour rendre l’estimation physiquement
cohérente. ◭

3.2.2.2 Approche baýesienneà variance minimale : solutions MMSE et MAP

Afin d’améliorer l’estimation par moindres carrés et s’affranchir des problèmes soulevés au
paragraphe précédent, on cherche à estimer la phase qui se rapproche au mieux de la phase
vraie. Puisqu’en OA le rapport de Strehl est maximisé par laminimisation de la variance d’erreur
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d’estimation [Herrmann, 1992], il est alors souhaitable d’estimer la phase qui minimise en moyenne
l’écart quadratique à la phase vraie, ce qui mène au crit`ere MMSE3 suivant

φ̂MMSE = arg min
R

〈
‖ φ− φ̂ ‖2L2(Ω)

〉
. (3.12)

En considérant des distributions gaussiennes4 de phase et de bruit, l’estimateur linéaire MMSE qui
minimise l’Eq. (3.12) s’écrit [Wallner, 1983, Fuscoet al., 2001, Ellerbroek, 2002]

RMMSE =
(
D

TΣ−1
w D + Σ−1

φ

)−1
D

TΣ−1
w , Reconstructeur à variance minimale (3.13)

où es termesΣφ etΣw sont les matrices de covariance spatiale de la phase et du bruit respectivement.
L’estimée est obtenue à partir dêφMMSE = RMMSEs.

Remarques : Le reconstructeurRMMSE peut s’écrire aussi sous forme dite information

RMMSE = ΣφD
T

(
DΣφD

T + Σw

)−1
, (3.14)

par application directe du théorème d’inversion matricielle. ◭

Toujours sous les hypothèses de linéarité et statistiques gaussiennes, il est aussi possible de
montrer que la solution MMSE est équivalente à une approche du typemaximum a posteriori(MAP),
où l’on chercherait à estimer la phase la plus probable sachant les mesures effectivement effectuées.

Selon le théorème de Bayes, la fonction densité de probabilité P deφ sachants, notéeP(φ|s),
s’écrit

P(φ|s) ∝ P(s|φ) × P(φ) ∝ exp

(
−1

2
(s− Dφ)T Σ−1

w (s− Dφ)

)
× exp

(
−1

2
φTΣ−1

φ φ

)
. (3.15)

L’estimée dumaximumà posteriori, φ̂MAP, vise alors à maximiser cette densité de probabilité, cequi
met à profit les connaissancesa priori sur la perturbation et le bruit. Il vient donc [Arthur Gelb, 1974]

φ̂MAP = arg max
φ
P(φ|s)

= arg min
φ

(
(s− Dφ)T Σ−1

w (s− Dφ) + φTΣ−1
φ φ

)

, RMAPs, (3.16)

où ici RMAP = RMMSE.
Cet estimateur garantit donc une reconstruction à variance minimale d’erreur d’estimation et la

meilleure interpolation des mesures ASO basée sur lesa priori spatiaux de la phase et du bruit. Grâce
à la régularisation, l’estimation d’un nombre infini de modes est possible car le conditionnement de la
matrice à inverser est maintenant stabilisé.

Remarques : D’autres estimateurs se dérivent comme cas limites de la solution MMSE

3Minimum Mean Square Erroren anglais.
4La phase sur la pupille étant la résultante d’un grand nombre de processus aléatoires indépendants (comme le passage

par de nombreuses couches turbulentes) par le théorème dela limite centrale elle correspond donc à un processus gaussien.
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– SiΣ−1
φ = 0, c’est le cas des moindres carrés pondérés

– Si de plusΣw = I, alors on retrouve la solution moindres carrés de l’Eq. (3.11). ◭

La covariance de l’erreur d’estimation est donnée par

〈(
φ− φ̂MMSE

)(
φ− φ̂MMSE

)T
〉

=
(
D

TΣ−1
w D + Σ−1

φ

)−1
. (3.17)

Dans ce qui suit, les nomenclatures MMSE, MAP ou« variance minimale» (VM) sont utilisés indis-
tinctement pour se référer aux estimateurs linéaires qui minimisent la variance d’erreur d’estimation.

3.2.3 Le probl̀eme inverse en OA - inversion de la matrice d’interaction

L’approche communément mise en place en OA consiste à prendre comme modèle direct
l’opération reliant les mesures aux déformations du miroir, sans passer explicitement par la phase. Ces
relations sont regroupées au sein d’une matrice d’interaction. La matriceD, qui représente l’influence
de la phase sur les mesures, n’est ainsi jamais calculée explicitement. La matrice d’interactionDN est
obtenue en appliquant des tensions sur les actionneurs et enenregistrant les mesures individuelles qui
en résultent.

Le modèle s’exprime donc sous la forme

s = DNu+ w. (3.18)

On obtient ainsi modèle direct reliant les mesures aux tensions, permettant de travailler surS,
l’espace mesurable et commandable sur la Fig.2.15même si, en toute rigueur, il faudrait cependant
aussi rendre compte du fait queφ /∈M, car ses composantes surM⊥ participent aussi à la mesure.

L’inversion généralisée deDN, dite matrice de commande, s’écrit

Mcom =
(
N

T
D

T
DN

)−1
N

T
D

T. (3.19)

et les commandesu s’obtiennent immédiatement de

u = Mcoms

= McomDNu+ Mcomw. (3.20)

où le dernier terme de la deuxième ligne représente la contribution du bruit propagé lors de l’inversion.
Des méthodes optimisées visant à améliorer le RSB lors de l’enregistrement de la matrice

d’interaction utilisent des motifs de Hadamard [Kasperet al., 2004] dans la base des tensions. Des
idées analogues en cours d’analyse visent plutôt l’augmentation de la dynamique du système dans
l’espace des mesures [Meimon, 2009].

La covariance de l’erreur d’estimation se calcule de la façon suivante

〈
(uk − û) (u− û)T

〉
= Rcom

〈
wwT

〉
R

T

com. (3.21)

Cette équation représente le bruit propagé à travers lareconstruction. Elle est explorée en plus de
détail dans le cadre de l’approche de reconstruction dans l’espace des fréquences spatiales à la section
3.5.6.
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3.2.3.1 Obtention de la matrice de commandeMcom

La matrice de commande est obtenue par décomposition en valeurs singulières de la matriceDN

DN =
[
U‖U⊥

]
diag(Svs)

[
V‖
V⊥

]T

, (3.22)

où U‖ est une base orthogonale de modes appartenant àS dans la Fig.2.15, c’est-à-dire les modes
qui sont à la fois mesurables (puisque associés à une valeur singulière non nulle) et commandables
(puisque∈M).

L’inverse généralisée deDN s’obtient de

(DN)† = V [diag(Svs)]−1 UT. (3.23)

Les vecteurs deU⊥ engendrent l’espace des modes dont la mesure est nulle. Autrement dit,U⊥ est
une base de modes du noyau deDN. Les vecteurs dansV⊥ sont une base des déformations engendrées
par le MD qui produisent une mesure nulle.

Le conditionnement d’une matrice est défini par le rapport des valeurs singulières la plus et la
moins élevées

κ(A) =
max(Svs)

min(Svs)
, (3.24)

oùSvs est donnée à l’Eq. (3.22).
La matriceDN est souvent mal conditionnée, comme le montre la Fig.3.1. Le conditionnement

change en fonction de la configuration de sous-pupilles et actionneurs, le seuil de sous-éclairage
considéré, le RSB,etc.
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FIG. 3.1 – Gauche : Décomposition en valeurs singulières de lamatrice d’interaction d’un système
d’OA classique avec 20×20 sous-pupilles avec configuration de Fried (actionneurs aux coins des sous-
pupilles). Droite : mesure engendrée par le mode deV associé à la valeur singulière la plus faible de
Svs (dans la matrice de décomposition[USvsV T] de l’Eq. (3.22).

Pour l’ASO HS, deux modes sont structurelement dansV⊥, le piston et le mode gaufre. Le piston
car un retard ou avance de phase n’induit qu’une mesure nulle, sans impact en terme de correction par
OA ; le mode gaufre, représenté sur la Fig.2.16, correspondant à une unique fréquence à1/(2d)m−1.
Cette fréquence spatiales conduit à une mesure théoriquement nulle.
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La décomposition en valeurs singulières montre aussi d’autres modes dans le noyau de la matrice
d’interaction, notamment le mode gaufre localisé. Ses origines sont approfondies dans la section qui
se suit.

3.2.3.2 Sur les origines du gaufre localiśe

Le mode gaufre localisé ne correspond pas au mode gaufre« pur» présenté sur la Fig.2.16. Le
gaufre« pur» s’étend sur l’ensemble de la pupille alors que le gaufre« localisé» correspond à une
sorte de damier irrégulier.

La présence de ce mode est intrinsèque à la modélisationdes systèmes d’OA, notamment au
problème de bords, qu’il s’agisse d’une pupille annulaireou autre et quel que soit le sous éclairage
considéré.

La pupilleΩ étant finie, les combinaisons de déplacements aux bords pour lesquels la commande
des actionneurs engendre une mesure nulle sont moins contraints. Les actionneurs placés aux bords
du support ont par conséquent plus de combinaisons linéaires de déplacements qui engendrent une
mesure nulle ou quasi nulle que les actionneurs entourés desous-pupilles. Cet aspect est illustré sur
la Fig.3.2pour un masque pupillaire carré et sur la Fig.3.3pour un masque circulaire plus réaliste.
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FIG. 3.2 – Gaufre localisé. Ce mode correspond au mode deV associé à la valeur singulière la plus
faible deSvp. Les composantes piston et gaufre pur ont été séparées pour rester avec la composante
gaufre localisée seule. Une couronne de valeurs alternantes montrent le mode gaufre localisé.
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FIG. 3.3 – Même légende que pour la Fig.3.2pour un masque pupillaire circulaire.

Uniquement des mesures non bruitées sont utilisées pour cet exemple, permettant d’obtenir des
matrices synthétiques.

On rajoute aux justifications avancés par [Gavel, 2003], que le mode gaufre localisé n’est pas
généré seulement par le bruit de mesure, il est intrinsèquement lié au problème de bords. Des matrices
d’interaction obtenues par simulation, enregistrées sans bruit et sans sous pupilles sous éclairées (voir
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définition à la section2.5.1.1) montrent que les valeurs singulières d’amplitude très faible sont une
combinaison linéaire de trois modes, à savoir : piston et gaufre purs et gaufre localisé. Ceci illustre
l’apparition gênante dans de divers systèmes d’OA du modegaufre localisé et la mesure quasi nulle
engendrée. Le filtrage de ce mode est par conséquent nécessaire, comme proposé dans plusieurs
travaux [Wiberget al., 1994b, Diolaiti et al., 2003, Gavel, 2004].

3.2.4 Méthodes de reconstruction en OA

Une liste non exhaustive est présentée dans le but de repérer les principales méthodes proposées
ces dernières années pour la reconstruction statique de front d’onde en OA.

1. Méthodes it́eratives : La solution du problèmêφ = Rs est obtenue au moyen de méthodes
itératives pour l’inversion du problème direct sans jamais calculer explicitementR. L’algorithme
des gradients conjugués est utilisé avec pré-conditionnement multi-grilles [Hackbusch, 1985]
en OA classique et multi-conjuguée dans les travaux de [Vogel, 2004, Gilleset al., 2002,
Gilles, 2003a, Gilleset al., 2003b, Gilleset al., 2003a] et avec pré-conditionnement de Cho-
lesky [Saad, 1996], dans [Gilles, 2003b]

2. Méthodes par inversion de matrices creuses :La caractéristique creuse de la matrice du
problème direct est exploitée pour aboutir au résultat requisφ̂ = Rs en faisant toujours des mul-
tiplications par des matrices creuses et/ou de bas rang [Ellerbroek, 2002, Ellerbroeket al., 2003].

3. Méthodes híerarchiques : Reconstruction du front d’onde par résolutions spatialesde plus en
plus fines : [MacMartin, 2003, Shiet al., 2002] ou par sous-régions [Correia, 2006].

3.3 Bases de mod́elisation – révision succincte de la litt́erature

Les bases utilisées en OA pour décrite la phase sont diverses. La modélisation et simulation peut
être réalisée sur une base de polynômes de Zernike (décrits à la section2.4.2), une base de Karhunen-
Loève (modes qui diagonalisent la matrice de covariance spatiale de la phase) [Dai, 1995] ou de façon
plus restreinte, sur une base de modes liée au MD : les modes propres ou des projections surM
convenablement tronquées. [Dai, 2006] fait une présentation générale sur l’utilisation de certaines
bases et de leur conversion, dont les polynômes de Zernike et la série de Fourier .

Théoriquement, la base des modes de Karhunen-Loève étant la base des composantes principales
est donc celle qui concentre sur un plus petit nombre de modesle maximum d’énergie. En plus, les
modes sont statistiquement indépendants vis-à-vis de laturbulence. Cependant, contrairement aux
polynômes de Zernike, aucune expression analytique n’existe et leur calcul numérique peut s’avérer
lourd.

D’autres bases peuvent aussi être envisagées. Une base dont l’intérêt est de plus en plus grand est
la base des ondelettes [Burruset al., 1998, Walker, 1999], pour laquelle les coefficients sont calculés
de façon numériquement très efficace. La transformée enondelettes permet de décomposer la phase
sur des modes à différentes résolutions spatiales, caractéristique adaptée à capturer la nature fractale
de la phase [Schwartzet al., 1994]. Une présentation succincte est donnée pour pointer quelques pistes
potentielles.

[Bowman et Rhodes, 1997] et [Dowlaet al., 2000] utilisent une base d’ondelettes pour diminuer
le nombre total de calculs liés à la reconstruction de phase. Pour une équation de reconstruction
générale du typêφ = Rs, où R est un reconstructeur linéaire, une transformation deR et s dans
l’espace des ondelettes est proposée, les calculs s’effectuant à moindre coût dans cet espace. Il est
argumenté que l’application de la transformée en ondelettes étant très rapide, au total la reconstruction
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requiert moins de calculs. Les simulations réalisées dans le cadre de cette thèse montrent que la
performance est gravement affectée, notamment la reconstruction des plus hautes fréquences. C’est
aussi le comportement constaté notamment par Dowlaet al.

Plus récemment, [Hamptonet al., 2009] propose l’utilisation d’une base d’ondelettes de Haar
pour représenter directement les mesures de pente du HS. Les modèles zonaux de mesure de Hudgin et
Fried (voir ensuite la section3.3.1.1) sont en effet la première étape de l’application de la transformée
de Haar. La phase est obtenue par transformée inverse de l’ondelette de Haar.

Les travaux de [Jones, 2003, Jones, 2004, Jones, 2009] utilisent aussi une base d’ondelettes pour
la reconstruction de phase uniquement, malgré l’insertion trompeuse dans le cadre d’un problème de
commande.

L’utilisation d’une base de fréquences spatiales est l’objet principal de ce chapitre. La section
suivante traite ce problème particulier dans le cadre de lamodélisation de l’ASO HS.

3.3.1 Mod́elisation zonale

L’utilisation d’une base de fréquences spatiales pour procéder à la reconstruction de front d’onde
présuppose que la phase, mesures et commandes sont échantillonnées sur une grille de points. Cela
revient à dire qu’une approche zonale est sous-jacente à l’utilisation de la transformée de Fourier et
conséquentes opérations dans l’espace de Fourier.

3.3.1.1 Mod̀eles zonaux de l’ASO HS

Afin de simplifier le modèle de mesure des Eqs. (3.5-3.6) plusieurs configurations ont été
proposées. Ces configurations ne sont plus que des approximations du vrai HS. Ces modèles
simplifiés admettent pour modèle direct des représentations creuses (car modélisées par l’intégrale de
convolution par une matrice de noyau localisé au niveau spatial). Ce point se revêt d’une importance
majeure, puisque les mesures peuvent désormais être approximées par des modèles point-à-point qui
échantillonnent la phase aux coins des sous-pupilles. On suppose implicitement que l’échantillonnage
spatial de la phase est suffisamment élevé pour éviter desproblèmes de repliement de phase.

Les trois configurations principales qui sont abordées dans ce mémoire sont illustrées sur la
Fig. (3.4).

FIG. 3.4 – Configurations (ou géométries) de Hudgin (gauche),Fried (centre) et Southwell (droite).
Les cercles représentent les points de phase qui participent à la mesure de pente et ce pour chaque
géométrie. Les circonférences pointillées représentes les sous-pupilles fictives équivalentes qui n’ont
pas d’existence réelle.
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3.3.1.1.1 Hudgin La géométrie de Hudgin (représentée sur la Fig. (3.4)-gauche), ainsi dénommée
d’après [Hudgin, 1977], suppose que les mesures du HS sont les premières différences discrètes de
deux points adjacents :

sH
x [m,n] = φ[m,n+ 1]− φ[m,n], (3.25a)

pourm ∈ [1, N ], n ∈ [1, N − 1] et

sH
y [m,n] = φ[m+ 1, n]− φ[m,n], (3.25b)

pourm ∈ [1, N − 1], n ∈ [1, N ]. Cette configuration néglige la moyenne aux bords [Eqs. (3.5-3.6)],
autrement dit, la moyenne est approximée par un seul point de phase.

3.3.1.1.2 Fried La géométrie de [Fried, 1977], (Fig. (3.4)-centre), remplace la moyenne aux bords
par une moyenne sur deux points placés aux coins de la sous-pupille. Ceci conduit au modèle

sF
x [m,n] = φ̄y[m,n + 1]− φ̄y[m,n], (3.26a)

sF
y [m,n] = φ̄x[m+ 1, n]− φ̄x[m,n] , (3.26b)

pourm ∈ [1, N − 1], n ∈ [1, N − 1]. Dans ces équations,̄φx[m,n] = 1
2 (φ[m+ 1, n] + φ[m,n])

et φ̄y[m,n] = 1
2 (φ[m,n+ 1] + φ[m,n]) sont les moyennes de phase sur les côtés, approximées par

deux points.
Contrairement à la configuration de Hudgin, le modèle de Fried est implicitement exact vis-à-vis

des Eqs. (3.5-3.6) pour une phase décrite sur une base de fonctions bi-linéaires.

Remarques : Il faut noter que la géométrie de Fried est« aveugle» à la fréquence(k, l) = ±N/2,
correspondant à la fréquence physique1/(2d)m−1, soit le mode gaufre de la Fig.2.16. ◭

3.3.1.1.3 Southwell La géométrie de [Southwell, 1980] (Fig. (3.4)-droite) suppose que les me-
sures se trouvent aux intersections de la grille de points, précisément où les points de phase doivent
être reconstruits :

1
2

(
sS
x [m,n+ 1] + sS

x [m,n]
)

= 1
d (φ[m,n+ 1]− φ[m,n]) , (3.27a)

pourm ∈ [1, N − 1], n ∈ [1, N ] et

1
2

(
sS
y [m+ 1, n] + sS

y [m,n]
)

= 1
d (φ[m+ 1, n]− φ[m,n]) , (3.27b)

pourm ∈ [1, N ], n ∈ [1, N−1]. Ce modèle point à point néglige, comme celui de Hudgin, la moyenne
aux bords de la sous-pupille [Eqs. (3.5-3.6)].

Exemple : Repŕesentation matricielle des oṕerateurs de Hudgin et Fried.
Les matricesD pour le pour le problème direct de l’Eq. (3.7) sont creuses comme le montre

l’exemple sur la Fig.3.5
◭



64 Reconstruction statique de front d’onde – l’approche Fourier

0 100 200 300 400

0

100

200

300

400

500

600

nz = 1264

Hudgin

0 100 200 300 400

0

100

200

300

400

500

600

nz = 2528

Fried

Opérateur D, gradients discrets

FIG. 3.5 – MatricesD etN, avec modèle de mesure de Fried [Eq. (3.26)]. Représentation zonale pour
un système avec 20×20 sous-pupilles, dont 316 valides dans la pupille principale. Les 357 actionneurs
valides sont placés aux coins des sous-pupilles.

3.4 Modélisation du problème direct dans le domaine des fŕequences
spatiales (ou de Fourier)

L’objectif de cette section est de présenter la modélisation du problème de reconstruction statique
de front d’onde dans l’espace des fréquences spatiales. L’utilisation d’algorithmes numériques
rapides, plus précisément de la transformée de Fourier rapide (FFT), est sous-entendue en vue de
la décroissance du coût calculatoire global.

Bien que l’analyse se focalise sur l’ASO HS, les mêmes formulations s’appliquent aussi à d’autres
ASO dont les mesures sont quasiment le champ des gradients dephase. Ce travail développé en
collaboration, est présenté dans l’article [Quirós-Pachecoet al., 2009].

Les ouvrages [Oppenheim et Willsky, 1997, Oppenheim et Schafer, 1999] servent de base à
l’analyse développée dans cette section.

A partir des Eqs. (3.5 - 3.6), le fonctionnement théorique du HS consiste à prendre ladifférence
de la phase moyenne aux bords de la sous-pupille. Cette moyenne se calcule par convolution par une
fonction« porte» de largeurd

f⊓(x) =

{
1/d si x ∈ [−d

2 ,
d
2 ];

0 sinon.
(3.28)

Puisque l’échantillonnage est effectué aux coins et non au centre des côtés de la sous-pupille, un
décalage additionnel ded/2 est ensuite appliqué.

En s’appuyant sur les propriétés de la transformée de Fourier et sur des paires de transformées
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standard, la représentation des Eqs. (3.5-3.6) peut s’écrire sous la forme

sx =↓ 1

d

(
φ(x, y) ⋆ F−1

{
e−πidνysinc (dνy)

(
e2πiνxd − 1

)})
(3.29a)

sy = ↓ 1

d︸︷︷︸

(
φ(x, y) ⋆ F−1

︸ ︷︷ ︸

{
e−πidνx

︸ ︷︷ ︸
sinc (dνx)︸ ︷︷ ︸

(
e2πiνyd − 1)}

)

︸ ︷︷ ︸
(3.29b)

(1) (2) (3) (4) (5)

pour les directionsx ety, respectivement. La fonction sinus-cardianal est définiepar

sinc(x) ,
sin(πx)

πx
. (3.30)

La transformée de Fourier de la fonctionf⊓(x) de l’Eq. (3.28), estsinc(dνx). La correspondance des
termes des Eqs.(3.29a-3.29b) est immédiate :

– (1) échantillonnage spatial
– (2) convolution de la phase par un opérateur représentant le HS
– (3) décalage d’une demi sous-pupille en direction perpendiculaire à celle de la mesure,
– (4) moyenne sur un segment de largeurd,
– (5) différence de la moyenne sur les deux côtés opposésde la sous-pupille.

3.4.1 Mod̀ele de mesure complet dans le domaine des fréquences spatiales

Pour permettre l’utilisation de la transformée de Fourierdiscrète (TFD) avec support borné
(nombre fini de points) et donc permettre d’estimer la phase `a partir d’un jeu fini de mesures, on
est conduit à poser l’hypothèse suivante.

Hypothèse 3.1La phase atmosphériqueφ està bande limit́ee

Φ(νx, νy) = F{φ(x, y)} = 0, |νx|, |νy| >
1

2d
, (3.31)

et ṕeriodique
φ(x, y) = φ(x+ αL, y + βL), α, β ∈ Z. (3.32)

�

Cette hypothèse n’est pas plus réaliste que l’hypothèsesous-jacente à la géométrie de Fried,
où le modèle est exact pour une phase décrite sur une base de fonctions bilinéaires. Il s’agit d’une
formulation alternative, où la phase est cette fois-ci représentée sur une base de sinus cardinaux.

Remarques : La phase réelle n’est ni périodique ni à bande limitée. Malgré cela, sachant que le
spectre spatial de la phase est∝ ν−11/3, pour un échantillonnaged suffisamment petit le repliement
tend à être négligeable. A cet égard, se référer à la Fig. 2.17. ◭

Puisque la phase est supposée à bande limitée et bien échantillonnée, alors une version discrétisée
tous lesd mètres est suffisante pour estimer exactement la phase continue, non périodique à partir de
cet échantillon. En plus, cet échantillon n’est autre queles coefficients de fonctions sinus cardinaux
normalisées centrées sur les points d’échantillonnage; selon le théorème de Nyquist-Shannon, la
phase continue non périodique est calculée par l’intégrale de convolution des échantillons par les
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sinus-cardinaux. En conséquence on peut, sans perte d’information, reconstruire la phaseφ(x, y) en
tout point à partir de ses échantillons sur le supportL × L. Soitφe(x, y) cette phase échantillonnée
qui vaut zéro en dehors des points d’échantillonnage. On adonc

φ(x, y) = φe(x, y) ⋆ sinc(x, y). (3.33)

Avoir un support borné avec un nombre fini de fréquences estessentiel pour être en mesure de pouvoir
utiliser la TFD dans la reconstruction de phase à partir de ses pentes au moyen de techniques de
filtrage.

Puisque la phase est aussi supposée périodique (second point de l’hypothèse 3.1), alors sa
représentation dans l’espace des fréquences spatiales est discrète.

Exemple : Soit le cas mono-dimensionnel. Siφ[m] , φ(md) est une séquence d’échantillons d’une
fonction continue, périodique et de bande limitée originale, échantillonnée en respectant le théorème
de Nyquist-Shannon (c’est-à-dire qu’il n’y aura pas de repliement spatial, sous l’hypothèse3.1) il
en découle que la transformée de FourierΦk(ω) deφ[m] est périodique (car il s’agit d’une fonction
échantillonnée) et discrète (puisqueφ est périodique) comme celle représentée sur la Fig. (3.6). ◭

FIG. 3.6 – Illustration de la transformée de Fourier (TF) échantillonnée du signal continuφ(x) (points
rouges) et de la TF discrète de la séquence discrète périodique φ[m] (cercles noirs). Une seule
dimension considérée.

Ces propriétés permettent d’énoncer le résultat suivant.

Propri été 3.1 La repŕesentation des mesures HS des Eqs. (3.29a-3.29b) peut se mettre sous la forme

φ̄r
x − φ̄l

x = ↓ 1

d

(
φ(x, y) ⋆F

−1
{
e−πidνysinc (dνy)

(
e2πiνxd − 1

)})

= ↓ 1

d

(
φe(x, y) ⋆ sinc(x, y) ⋆F

−1
{
e−πidνysinc (dνy)

(
e2πiνxd − 1

)})

= ↓ 1

d

(
φe(x, y) ⋆F

−1
{

rect(dνx)rect(dνy)e
−πidνysinc (dνy)

(
e2πiνxd − 1

})
, (3.34)

où rect(dν) est une fonction porte de largeur1/d dans l’espace des fréquences spatiales. Cette
fonction couvre la bande fréquentielle deφ(x, y).

Dans le but de renforcer le fait que les pentes sont les différences premières des moyennes aux
bords des sous-pupilles, la notationsx = φ̄r

x − φ̄l
x est utiliśee.

A partir de l’hypoth̀ese3.1, suiteà la décomposition spectrale deφ, les fŕequences qui ont un
coefficient diff́erent de źero sont celles de la série de Fourier, soitfk = k

N
1
d , fl = l

N
1
d , avec bande
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passante de−1
2d ≤ fk, fl ≤ 1

2d . En remplaçantνx etνy à l’Eq. (3.34) par fk etfl il vient

φ̄r
x − φ̄l

x =
1

d
φ[m,n] ⋆TF−1

{
e

−πil
N sinc

(
l

N

)(
e

2πik
N − 1

)}
, Modèle mesure en Fourier

(3.35)

où on a le droit de remplacer la transforḿee de Fourier continue par la transformée de Fourier
discr̀ete car les coefficients hors bande sont nuls. △

Démonstration : Equation de mesure exacte dans le domaine desfr équences spatiales.
L’équation (3.35) revient à discrétiser directement l’Eq. (3.29) sous l’hypothèse d’une phase

périodique et à bande limitée à la fréquence de Nyquist-Shannon. On peut le voir facilement en
remarquant que comme la partie fréquentielle de l’Eq. (3.34) est nulle en dehors de[−1/(2d), 1/(2d)]
lesrect(·) disparaissent dans une transformation en TFD. �

Le modèle de mesure dans l’espace de Fourier s’écrit alors

SE
x [k, l] =

1

d
Φ[k, l]e

−πil
N sinc

(
l

N

)(
e

2πik
N − 1

)
, (3.36a)

SE
y [k, l] =

1

d
Φ[k, l]e

−πik
N sinc

(
k

N

)(
e

2πil
N − 1

)
, (3.36b)

où la notationSx[k, l] = TF{sx} etSy[k, l] = TF{sy} est adoptée pour les transformées de Fourier
des mesures.

La représentation du filtre donné à l’Eq. (3.36) dans l’espace direct n’est pas creuse car les mesures
ne dépendent plus du gradient local de la phase mais, par le biais de la fonction« porte», de la phase
étendue sur la totalité du supportL × L. Les filtres des modèles creux de la section s3.3.1.1sont
présentés dans la section suivante.

3.4.2 Repŕesentation de Fourier des mod̀eles simplifíes de l’ASO HS

Les modèles de mesure de Hudgin, Fried et Southwell (décrits à la section3.3.1.1) sont maintenant
réécrits dans l’espace des fréquences spatiales. La Fig. (3.4) schématise leur principe d”opération.

3.4.2.1 Hudgin

Pour la géométrie de Hudgin, le modèle de mesure dans l’espace de Fourier s’écrit

SH
x [k, l] =

1

d
Φ[k, l]

(
ei

2πk
N − 1

)
, (3.37a)

SH
y [k, l] =

1

d
Φ[k, l]

(
ei

2πl
N − 1

)
. (3.37b)

Démonstration : La démonstration complète se trouve dans [Freischlad et Koliopoulos, 1986]. �
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3.4.2.2 Fried

Pour la géométrie de Fried, la moyenne aux bords est remplacée par une moyenne sur deux points
placés aux coins de la sous-pupille. Ceci conduit au modèle

SF
x [k, l] =

1

2d
Φ[k, l]

(
ei

2πk
N − 1

)(
1 + e−i 2πl

N

)
, (3.38a)

SF
y [k, l] =

1

2d
Φ[k, l]

(
ei

2πl
N − 1

)(
1 + e−i 2πk

N

)
. (3.38b)

Démonstration : La démonstration complète se trouve dans [Poyneeret al., 2002]. �

3.4.2.3 Southwell

La géométrie de Southwell suppose les pentes aux coins dessous-pupilles. Le modèle dans
l’espace des fréquences spatiales s’écrit :

SS
x [k, l] =

1

d
Φ[k, l]

(
−i sin

(
2πk

N

))
, (3.39a)

SS
y [k, l] =

1

d
Φ[k, l]

(
−i sin

(
2πl

N

))
. (3.39b)

Démonstration : La démonstration complète se trouve dans [Correiaet al., 2008a]. �

3.4.2.4 Augmentation de la conformit́e des mod̀eles au HS – d́ecalages lat́eraux

Afin d’augmenter la corrélation des pentes du HS avec les pentes théoriques des modèles creux
des décalages latéraux additionnels peuvent être rajoutés au modèle direct. Ceci résulte en un modèle
qui se rapproche au mieux du réel fonctionnement de l’ASO.

En espace de Fourier, les décalages se traduisent par une multiplication par

ei
2π
N

(hs·k+vs·l), (3.40)

oùhs et vs sont les décalages horizontal et vertical respectivementen unités de sous-pupilles. A titre
d’exemple, un décalage horizontal enx additionnel d’une sous-pupille correspond àhs = 1 etvs = 0.

Théoriquement, pour la géométrie de Fried ces décalages sont nuls alors que pour celle de Hudgin
on ahs = 0 et vs = 1/2 pour les pentes horizontales enx et hs = 1/2 et vs = 0 pour les pentes
verticales eny. Intuitivement, pour la géométrie de Southwell un décalagehs = 1/2 etvs = 1/2 pour
les pentes enx ety est adopté. Les simulations numériques mises en place confirment ce choix.

3.5 Le problème inverse de reconstruction dans le domaine des fréquences
spatiales

La réduction du coût calculatoire des algorithmes de reconstruction en OA a fait l’objet de
plusieurs travaux de recherche. L’aspect commun de tous lestravaux groupés ci-après est la
modélisation directe de la mesure avec des modèles creux présentés à la section3.3.1.1. La distinction
réside dans la méthode utilisée lors de l’inversion du problème direct. Une synthèse actuelle de la
littérature sur ce sujet est présentée par [Ellerbroek et Vogel, 2009]. Cette thématique est traitée dans
les ouvrages de référence [Roggemann et Welch, 1996], [J.W.Hardy, 1998] et [Roddier, 1999].
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Dans cette section, l’inversion du problème dans l’espacedes fréquences spatiales est exposée,
avec la dérivation des filtres moindres carrés et à variance minimale. L’adaptation de l’algorithme par
FFT – l’implantation rapide de la TFD – aux mesures réalisées sur la pupille annulaire du télescopes
est décrite à la section3.5.3. Une nouvelle approche itérative est proposée, basée sur l’algorithme
d’extrapolation spectrale de [Gerchberg, 1974]. Options de filtrage rapide de modes non-vus et modes
parasites est effectuée à la section3.5.4. Enfin, la section3.5.5explicite l’obtention de la phase estimée
à haute-résolution à partir de l’estimée basse résolution.

3.5.1 Reconstruction moindres carŕes sur les donńees

Les Eqs. (3.25-3.27) et (3.35) se présentent sous la forme du produit d’un terme lié au gradient
spatialGx,y[k, l] par un termeMx,y[k, l], lié à la fonction moyenne (convolution par la fonction
« porte» f⊓ de l’Eq. (3.28)). Ces deux termes dépendent du filtre spécifique que l’on veut utiliser.

En utilisant les propriétés de la transformée de Fourier, la minimisation du critère des moindres
carrés de l’Eq. (3.9) est obtenue en isolant, fréquence par fréquence, la phase dans les équations de
mesure Eqs. (3.25-3.27). Ceci conduit aux filtresR = (Rx,Ry), souvent appelés« filtres inverses»,
sous la forme

Rx[k, l] =
QH

x

|Qx|2 + |Qy|2
=

GH
x [k, l]MH

x [k, l]

|Gx[k, l]Mx[k, l]|2 + |Gy[k, l]My[k, l]|2
, (3.41a)

Ry[k, l] =
QH

y

|Qx|2 + |Qy|2
=

GH
y [k, l]MH

y [k, l]

|Gx[k, l]Mx[k, l]|2 + |Gy[k, l]My [k, l]|2
, (3.41b)

où Qx , Gx[k, l]Mx[k, l] et Qy , Gy[k, l]My[k, l] sont définis sur le tableau3.1 pour les filtres
correspondant aux géométries de la section3.3.1.1.

TAB . 3.1 – Filtres des quatre géométries utilisées : Exacte,Hudgin, Fried, Southwell.

Filtre GH
x GH

y Mx My

Exact
(
e(−i 2π

N
k) − 1

) (
e(−i 2π

N
l) − 1

)
sinc

(
l
N

)
e(−i π

N
l) sinc

(
k
N

)
e(−i π

N
k)

Fried
(
e(−i 2π

N
k) − 1

) (
e(−i 2π

N
l) − 1

)
1
2

(
1 + e(−i 2π

N
l)
)

1
2

(
1 + e(−i 2π

N
k)
)

Hudgin
(
e(−i 2π

N
k) − 1

) (
e(−i 2π

N
l) − 1

)
1 1

Southwell −i sin
(

2πk
N

)
−i sin

(
2πl
N

)
1 1

AvecSx[k, l] = TF{sx} etSy[k, l] = TF{sy} les transformées de Fourier des mesures, l’estimée
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de la phase au sens moindres carrés s’écrit

Φ̂LS[k, l] =

{
0 si k, l = 0;

Rx[k, l]Sx[k, l] + Ry[k, l]Sy[k, l] sinon.
(3.42)

Remarques : Le filtre « exact» dérivé ici est identique à celui présenté par [Poyneer et Véran, 2005].
Pour trouver le leur, il faut utiliser la relation de Euler, séparer les parties réelle et imaginaire puis
simplifier en utilisant des relations trigonométriques. L’intérêt de l’approche présenté ici est de justifier
le filtre « exact» sous certaines hypothèses sur la phase [cf. §3.4.1].

Vis-à-vis du filtre de Fried, le filtre« exact» n’a plus de pôle à la fréquence du mode gaufre.◭

3.5.2 Reconstruction ŕegularisée - le filtre MMSE de Wiener

Les limitations du reconstructeur moindres carrés ont été déjà évoquées. Cela reste vrai qu’il
s’agisse d’une base de polynômes de Zernike ou de fonctionsde la série de Fourier. Prendre en compte
les informationsa priori que l’on possède sur la phase et le bruit tend à améliorer la reconstruction de
phase. Le critère MMSE de l’Eq. (3.12) admet pour solution le filtre de [Wiener, 1949], en supposant
que la phase et le bruit sont stationnaires et que les momentsdu deuxième ordre sont connus :

Φ̂MMSE =
QH

xSx + QH
y Sy

|Qx|2 + |Qy|2 + γWw

Wφ

. Filtre à variance minimale de Wiener (3.43)

Les spectresWw etWφ [Eq. (2.15)], sont la densité spectrale de puissance du bruit et de la phase
respectivement.

Comme précédemment, le bruit est supposé blanc, de distribution gaussienne et indépendant entre
sous-pupilles,i.e. Ww ∝ ρI, ρ ∈ ℜ une constante arbitraire. Un facteur d’échelle scalaireγ a été
introduit dans l’Eq. (3.43) pour régler le poids de la régularisation afin de prendre en compte d’autres
sources de bruit négligées dans ce formalisme5. Le termeWw

Wφ
peut s’interpréter comme l’inverse du

rapport signal sur bruit (RSB). Pour des fréquences où le niveau de bruit est plus important que le
niveau du signal de phase, le filtre adopte une estimée nulle, c’est-à-direWw

Wφ
→∞ alorsΦ̂→ 0. En

régime de fort RSB il vientWw

Wφ
≈ 0 et par conséquent le filtre de Wiener tend vers le filtre moindres

carrés de l’Eq. (3.42). Les effets du repliement fréquentiel ne peuvent cependant pas être pris en
compte par ce filtrage linéaire. En adoptantWw 6= ρI une certaine prise en compte du repliement est
possible [Neichelet al., 2009].

Remarques : Malgré l’existence d’un pôle à la fréquence nulle, cecin’impacte pas la performance
des systèmes d’OA . Le filtrage de Wiener permet d’éliminerles pôles à la fréquence du mode gaufre
et ainsi réduire les pertes de performance et conséquentepropagation de bruit à cette fréquence.◭

3.5.3 Extension des pupilles circulaires aux pupilles carrées

Dans le contexte de l’OA, la pupille du télescope restreintles limites physiques de la région sur
laquelle les mesures sont effectuées. Les gradients de phase sont ainsi disponibles sur toute la région
pupillaire, de forme annulaire (circulaire le plus commun´ement).

L’utilisation des transformées de Fourier impose l’existence de mesures sur une région rectangu-
laire (carrée dans la plupart des cas). Il faut donc adapterles mesures obtenues sur le système d’OA à

5Notamment celles liées aux extensions de pentes et au repliement spatial de la phase.
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l’utilisation des transformées de Fourier discrètes carles supports sont pour l’heure différents. A cette
fin, deux contraintes ont été identifiées :

(i) La phase est périodique (au sens spatial du terme,cf. §3.4.1)

1

L

∫

L
∇φdL = 0. Contrainte de périodisation (3.44)

Autrement dit, l’intégrale du champ des gradients sur le support de largeurL doit être
exactement zéro. Cettecircularisation, proposée par [Freischlad et Koliopoulos, 1986] est
établie mathématiquement en imposant la somme des pentesen x ou y égale à zéro dans la
directionx ety respectivement :

∑N
n=1 sx(m,n) = 0,

∑N
m=1 sy(m,n) = 0. (3.45)

Pour une grille deN ×N point avec(N − 1)× (N − 1) pentes, il en résulte que

sx(m,N) = −
N−1∑

n=1

sx(m,n), 1 ≤ m ≤ N, (3.46a)

sy(N,n) = −
N−1∑

m=1

sy(m,n), 1 ≤ m ≤ N, (3.46b)

une façon aisée de garantir la circularité de la phase. Pour éviter des sursauts abrupts aux bords
sx(m,N) >> sx(m,n < N), sy(N,n) >> sy(m < N,n) des fonctions d’apodisation
peuvent être envisagées. Celles-ci tendent à lisser le champ aux bords tout en garantissant la
périodisation. Les résultats obtenus se trouvent dans [Correiaet al., 2008a], mais ne sont pas
utilisés ici.

(ii) Le rotationnel du champ de gradients

rot(∇φ) = 0, Contrainte de rotationnel (3.47)

en absence de bruit de mesure, doit être strictement égal `a zéro à l’intérieur et à l’extérieur
de la pupille. Par conséquent, la somme des gradients sur tout chemin fermé (reliant quatre
points de phase quelconques) doit impérativement être imposée nulle. Cette contrainte a été for-
malisée mathématiquement par [Herrmann, 1980] et ensuite utilisée par [Poyneeret al., 2002].
Physiquement elle impose tout simplement la continuité spatiale de la phase.

3.5.3.1 Application des contraintes d’extension aux mod̀eles du HS

Géométrie Exacte :Pour la géométrie« exacte» [cf. §3.4.1] on propose une méthode itérative décrite
en détaille à la section3.5.3.2. Cette méthode permet de garantir que le rotationnel du champ de
gradients est aussi proche de zéro que possible tout en imposant la circularisation de phase. Ce type
d’extension, basé sur l’extrapolation du contenu spectral des pentes est général et peut donc être
appliqué à n’importe quelle géométrie de mesure [section 3.7].

Géométrie de Fried : Pour la géométrie de Fried, [Correiaet al., 2007] ont explicitement résolu
l’application de la contrainte(ii.) ci-dessus. Cette géométrie suppose que la pente se trouveau milieux
de la sous-pupille (calculée en prenant la moyenne aux bords – Eq. (3.26)) ; le calcul du rotationnel
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est effectué sur des pentes reliant des points de phase, ceux-ci situés aux coins des sous-pupilles. Par
conséquent, l’application de la contrainte(ii.) sur des pentes qui relient directement des points de
phase, conduit à

0 = sx[m,n] + sx[m,n+ 1] + sy[m,n+ 1] + sy[m+ 1, n + 1]
−sx[m+ 1, n + 1]− sx[m+ 1, n]− sy[m+ 1, n]− sy[m,n],
1 ≤ m ≤ N − 1, 1 ≤ n ≤ N − 1.

(3.48)

où la condition identifiée fait intervenir quatre sous-pupilles. Ceci permet d’établir une équation sur
les pentes extérieures de l’ensemble de 2x2 sous-pupillespuisque les pentes intérieures s’annulent. La
Figure3.7 schématise le principe d’opération. Les détails de l’implantation de l’Eq. (3.48), méthode
dénommée« mesh2x2», se trouvent dans [Correiaet al., 2008a].

Toutefois, la contrainte ne peut pas être imposée aux bords du support : il est intrinsèquement
impossible d’imposer la circularisation en appliquant l’Eq. (3.48) et en même temps conserver le
rotationnel égal à zéro. La priorité est donnée à la circularisation car en son absence des erreurs
sur les basses fréquences sont produites, contrairement au rotationnel qui crée des erreurs haute
fréquence. Cela va donner naissance à une erreur additionnelle qui sera évaluée ensuite par simulations
numériques.

FIG. 3.7 – (Gauche) Géométrie de Hudgin ; les pentes sont recopiées vers l’extérieur de la pupille,
comme l’exemple le montre. Un cas spécial : la sous-pupilleen bas au centre exhibe trois pentes
(seul la sous-pupille fictive en bas est inexistante (voir laFig. 3.4pour plus de détails). Pour ce cas la
somme indiquée doit être réalisée, et d’ailleurs pour toute situation identique au bord de la pupille du
télescope.
(Centre) : Géométrie de Fried : l’application de la contrainte décrite par l’Eq. (3.26) est réalisée comme
le montre la figure.
(Droite) : Extension des pentes pour la configuration de Fried avec pentes recombinées, proposée par
[Freischlad et Koliopoulos, 1986]. Le rotationnel est en effet nul surΩ en procédant à l’extension
proposée pour la géométrie sur des directions modifiéesà 45o.
Les cercles noirs correspondent aux points de phase à l’intérieur de la pupille et les circonférences
aux points à l’extérieur.

L’imposition de cette contrainte aux pentes horizontales et verticales évite la recombinai-
son des pentes enx et en y sur des directions inclinées à 45o. Cette solution a été proposée
par [Freischlad et Koliopoulos, 1986]. De même, ceci évite la reconstruction qui s’en suit sur deux
grilles disjointes [Poyneeret al., 2002] qu’il faudrait par la suite recombiner pour en avoir l’estimée
finale.
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En imposant les contraintes comme on le propose ici avec le filtre qui correspond à la géométrie
de Fried il est possible de résoudre le problème d’estimation de phase de façon en tout point similaire
à la géométrie de Hudgin, sans passer par des étapes de recombinaison et donc sans complexité de
calcul supplémentaire. En tout cas, même en gardant les nouvelles pentes à 45o, la reconstruction de
phase sur des grilles distinctes peut s’éviter en utilisant une méthode d’extension adaptée, décrite par
[Correiaet al., 2007] et illustrée sur la Fig.3.7-gauche.

Géométrie de Hudgin : Une méthode simple pour étendre les pentes en dehors de la pupille qui
respecte entièrement les contraintes identifiées a étéproposée par [Poyneeret al., 2002] :

0 = sx[m,n] + sy[m,n + 1]− sx[m,n+ 1]− sy[m,n],
1 ≤ m ≤ N − 1, 1 ≤ n ≤ N − 1.

(3.49)

La Fig.3.7-gauche, précise la procédure spécifique à adopter pourla géométrie de Hudgin.

Géométrie de Southwell :L’extrapolation des pentes pour la géométrie de Southwell est tout à fait
équivalente à celle adoptée pour la géométrie de Fried. Pour s’en convaincre, remplacer les pentessx

andsy par leurs valeurs données par les Eqs.(3.26-3.27). Ensuite, appliquer l’Eq. (3.48) et vérifier que
la somme est en effet zéro. Comme précédemment lacircularisation remplace la contrainte(ii) aux
bords de la grille de reconstruction.

Ces contraintes restent vraies tant que la mesure est non bruitée. Dans la cas général avec bruit
de mesure, il n’y a pas de raison concrète pour que les contraintes présentées soient vérifiés. Une
composante à rotationnel non nul est rajoutée par ce bruit[Herrmann, 1980].

Une méthode alternative est la méthode d’extension« edge» proposée par [Poyneer et Véran, 2005]
consistant à imposer uniquement la circularisation de la phase, le rotationnel étant laissé tel quel. Cette
méthode a été développée pour le fonctionnement en boucle fermée où les mesures sont les pentes
de la phase résiduelle, donc normalement très proches de zéro (selon les conditions d’observation,
notamment fort RSB). La méthode consiste à égaliser la somme des pentes à zéro sur chaque ligne et
colonne en faisant une répartition de la somme sur les deux côtés de la pupille. Cette méthode rend
possible la mise en place d’un algorithme optimisé mode à mode car les modes de Fourier restent
orthogonales sur la pupille. Toutefois, la méthode provoque une discontinuité du rotationnel du champ
de gradients aux bords de la pupille du télescope. Cet effetest responsable de pertes considérables en
boucle ouverte, mais reste raisonnable en boucle fermée, comme le montrent les auteurs cités.

Des méthodes alternatives doivent donc être mises en place. Empiriquement, la meilleure
extension consisterait à étendre les pentes en dehors de la pupille en utilisant au mieux les informations
spectrales des pentes mesurées et les informationsa priori que l’on possède sur la phase et le bruit.
C’est précisément l’objet de la section suivante.

3.5.3.2 Extrapolation spectrale it́erative

La section précédente explicite la procédure à adopterpour étendre les mesures en dehors de la
pupille du télescope. L’imposition conjointe des deux contraintes identifiées aux Eqs. (3.44) et (3.47)
n’est mathématiquement exacte que pour la géométrie de Hudgin. Des résultats théoriques existent et
sont proposées pour toutes les autres géométries.

Une méthode permettant d’étendre les mesures tout en gardant les contraintes(i.) et (ii.) est
présentée dans cette section. Elle consiste à modifier l’algorithme de [Gerchberg, 1974], qui a été
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FIG. 3.8 – Illustration des étapes de l’algorithme de Gerchberg-Papoulis pour des fonctions à bande
limitée. Ce schéma, inspiré de celui de [Papoulis, 1975], utilise, sans perte de généralité, des fonctions
temporelles. Le nombre d’itérations croissant, la fonction reconstruite converge vers la fonction
originale, icif(t) où de façon équivalenteF (ω).

FIG. 3.9 – Etapes de l’algorithme de Gerchberg modifié.
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conçu pour l’extrapolation spatiale et fréquentielle d’une fonction dont on ne connaı̂t que des régions
finies (dans l’espace direct et Fourier).

La Fig. 3.8, inspirée de celle présentée par [Papoulis, 1975] qui a ultérieurement analysé et
optimisé l’algorithme de Gerchberg, schématise les étapes de l’algorithme.

L’algorithme de Gerchberg-Papoulis s’appuie sur des transformées de Fourier entre l’espace direct
et l’espace des fréquences spatiales.

Dans sa version complète, cet algorithme consiste à mettre en place les opérations suivantes :

1. remplacer les pentes estimées dans l’espace direct par les pentes mesurées à l’intérieur de la
pupille ; les pentes extrapolées sont gardées ;

2. transformée de Fourier directe ;

3. remplacer la portion du spectre au dessous de la fréquence de coupure par le spectre connu ; le
spectre extrapolé reste gardé ;

4. transformée de Fourier inverse ; recommencer à nouveauà partir de(a) juste à ce que un
critère d’arrêt soit franchi (par exemple : stagnation dela méthode, erreur en dessous d’un
seuil prédéfini).

Ce n’est pas la première fois que cet algorithme est utilis´e dans un contexte d’OA. Déjà
[Roddier et Roddier, 1991] proposent son utilisation pour la reconstruction de phaseà partir de
mesures de courbure, mais aucune mise en œuvre éventuellement réalisée n’est connue.

Puisque l’algorithme de Gerchberg-Papoulis introduit desvariations minimales d’énergie sur les
données à bande limitée, (i.e. les DSP initiale et finale sont aussi proches que possible), il s’avère un
moyen idéal pour créer des pentes dans des régions où elles sont inexistantes. Cette méthode impose
des conditions aux bords pour résoudre l’équation de Poisson avec conditions limite de von Neumann
(dérivée radiale aux bords nulle), et, du fait de l’utilisation de la TFD, la circularisation est directement
imposée.

Dans un contexte d’OA, les données sont les pentes de la phase et non la phase elle même. Pour
en tenir compte, deux étapes additionnelles sont inclues dans une version modifiée. Elles visent à
reconstruire la phase bi-dimensionnelle à partir des pentes et, ensuite, à créer des mesures de pente à
partir de la phase (selon un modèle à définir). La reconstruction (étape (2) de l’algorithme1) utilise
directement les filtres proposés ci-dessus, tandis que lespentes sont à nouveau obtenues à partir de la
géométrie de Fried (étant celle qui se rapproche le plus du fonctionnement réel du HS tout en restant
creuse) (étape (3) de l’algorithme1). L’ensemble des opérations sont détaillées à l’algorithme1.

Entr ée: Mesures de l’analyseur
pour chaque m = 0, 1, ..., faire

1 : Transformée de Fourier;
2 : Reconstruction de la phase;
3 : Calcul des gradients selon modèlea priori;
4 : Transformée de Fourier inverse;
5 : Convergence ? Si OUI→ FIN;
6 : Remplacer pentes à l’intérieur de la pupille par les pentes mesurées ;

fin
Sortie: FIN : Grille de pentes sur domaineN ×N

Algorithme 1: Algorithme de Gerchberg modifié. Les pentes obtenues à lafin correspondent à une
phase périodique et dont le rotationnel est d’autant proche de zéro que possible (bruit de mesure est
tenu en compte).



76 Reconstruction statique de front d’onde – l’approche Fourier

La phase atmosphérique étant un phénomène à large bande, l’étape 3 de l’algorithme1 a été
enlevée. La Fig.3.9en schématise la procédure finale.

3.5.3.3 Ŕecapitulatif des méthodes d’extension

Trois méthodes d’extension sont utilisées dans ce mémoire. Un récapitulatif est manifestement
nécessaire.

1. « mesh2x2», consiste à appliquer l’Eq. (3.48), pour résoudre un système linéaire pour des
ensembles de 2-par-2 sous-pupilles – Fig.3.7-centre.

2. « simple», proposée par [Poyneeret al., 2002], définit par l’Eq. (3.49), consiste à recopier vers
l’extérieur les pentes aux bords de la pupille du télescope – Fig.3.7-gauche.

3. « modGerch», application de l’algorithme de Gerchberg-Papoulis modifié permettant l’extra-
polation spectrale, schématisé à la Fig.3.9.

3.5.4 Suppression des modes non-vus

Dans la section3.2.3les modes non-vus par le HS ont été identifiés et des méthodes d’élimination
référencées. Un problème identique se retrouve dans lecadre de la reconstruction dans l’espace
des fréquences spatiales. A première vue, l’élimination des modes de piston et gaufre pur aurait
pu s’achever directement en espace de Fourier en spécifiantle coefficient de la fréquence nulle et
1/(2d) à zéro. Cependant cela s’avère insuffisant car les fréquences dans le support rectangulaire
des transformées ne correspond pas exactement à la même fréquence dans le support annulaire.
Donc, la reconstruction de front d’onde nécessite dans l’espace direct d’une opération supplémentaire
d’atténuation de la présence parasite d’un résidu lié aux modes non vus.

L’élimination du mode piston est évidente ; elle consisteà soustraire la valeur moyenne de la phase
reconstruite.

Pour le mode gaufre en général, une convolution par la fonction

Gl =

[
0, 25 −0, 25
−0, 25 0, 25

]
, (3.50)

proposée par [Poyneer, 2003] élimine avec efficacité le gaufre résiduel. Toutefois,l’application de
ce filtre dont la représentation fréquentielle est plutôt concentrée aux hautes fréquences, n’est pas
anodine pour les basses fréquences car le filtre recouvre eneffet toute la plage fréquences. De ce fait,
un aspect de lissage de la phase reconstruite est constaté,d’où résultent des effets potentiellement
négatifs. Ce point est discuté en plus de détail dans [Correiaet al., 2008a].

3.5.5 Repŕesentation continue de la phase

Dans le cadre de la reconstruction avec une base discrète defonctions de Fourier, la phase n’est pas
une fonction continue mais un jeu de coefficients sur une grille deN points. On souhaite utiliser une
base de fonctions invariantes par translation, en analogieavec l’opération effectuée par le MD (celui-
ci se comporte donc comme un interpolateur de phase). Si l’onconsidère que la bande fréquentielle
des fonctions de la base ne dépasse pas la bande de celle-ci,alors

φ[m,n] = u[m,n] ⋆ IF[m,n], (3.51)

IF étant une fonction d’influence, avec la même résolution que la phase.
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Dans l’espace de Fourier les coefficients des ces nouvelles fonctions se trouvent à partir de

u = TF−1 Φ

IF + K
, (3.52)

oùΦ est la transformée de la phase discrète,IF est la transformée de Fourier de la fonction d’influence
IF centrée.

Démonstration : La représentation de l’Eq. (3.51) consiste en effet à un produit de convolution des
coefficients zonaux par une base de fonctions normalisées.Une telle convolution devient alors une
multiplication dans l’espace de Fourier. Ceci dit, une simple opération de filtrage doit donc être mise
en place sous la forme

u = TF−1

{
IFH

|IF|2 Φ

}
(3.53)

L’Eq. (3.53) en découle immédiatement en multipliant par1/IFH et notant queIFHIF = |IF|2.
Le termeK est une fonction de régularisation bidimensionnelle qui tend à pénaliser l’amplification
exagérée de fréquences non désirées. �

La phaseφ(x, y) à haute résolution, voire continue, s’obtient en faisant

φ(x, y) =

N∑

i=1

N∑

i=j

φ[m,n]IFm,n(x, y). (3.54)

3.5.6 Coefficients de propagation du bruit

On s’intéresse ici aux pupilles annulaires avec extensionde pentes en dehors de la pupille. Les
coefficients de propagation de bruit sont définis par

ηb ,
σ2

bp

σ2
w

, (3.55)

où σ2
bp est la variance du bruit propagé. Ce coefficient peut se calculer analytiquement à partir de

l’expression

ηǫ =
1

N2

[

trace
{
(RD− I) Σφ

(
(RD)T − I

)}

︸ ︷︷ ︸
+ trace

{
RΣwR

T

}

︸ ︷︷ ︸

]

, (3.56)

ηφ σ2
bp = σ2

wηb

où la première composante est le terme de biais et la deuxi`eme un terme lié au bruit de mesure. Le
bruit de mesure est considéré indépendant entre sous-pupilles et de variance égale. DoncΣw = σ2

wI,
avecσ2

w la variance de bruit sur les sous-pupilles parfaitement éclairées.
L’Eq. (3.56) définit une expression linéaire du type

ηǫ = ηφ + σ2
wηb, (3.57)

qui est à la fois fonction de la méthode de reconstruction (à traversR) et à la fois du modèle de mesure
(à traversD).
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Cependant, L’Eq. (3.55) n’admet pas de solution analytique simple quant il s’agit de la
reconstruction dans l’espace des fréquences spatiales sur une pupilleΩ car les extensions ne sont
pas simples à modéliser sous forme de matrice. A la section3.7.6 l’Eq. (3.56) est statistiquement
évaluée en procédant à un très grand nombre de tirages aléatoires.

Les courbes sur la Fig.3.10montrent les coefficients de propagation calculés analytiquement par
[Hudgin, 1977], [Fried, 1977] et [Southwell, 1980] respectivement

Au moyen de simulations numériques, [Zou et Rolland, 2006] calculent explicitement les coeffi-
cients donnés par l’Eq. (3.55), en distinguant les valeurs deN paires et impaires pour les géométries de
Fried, Hudgin et Southwell. Des variations considérablessont trouvées vis-à-vis des calculs théoriques
sur la Fig.3.10, le comportement logarithmique étant toujours présent.On s’attend donc, dans le
cas particulier analysé ici, notamment puisque l’on considère les effets des extensions, à obtenir des
variations par rapport aux lois de la Fig.3.10. Cet aspect sera analysé en détail à la section3.7.

Géométrie Coefficients de propagation

Hudgin, 1997 ηHud
b = 0, 561 + 0, 103 ln(N)

Fried, 1977 ηFri
b = 0, 6558 + 0, 3206 ln(N)

Southwell, 1980 ηSou
b = −0, 10447 + 0, 2963 ln(N)
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FIG. 3.10 – Coefficients de propagation du bruit correspondant aux lois sur le tableau à gauche.

3.6 Aperçu ǵenéral des ŕesultats des articles Correia et al., 2007 et
Correia et al. 2008a

Les articles [Correiaet al., 2007] et [Correiaet al., 2008a] discutent de l’effet de la régularisation
sur la performance des méthodes basées sur la FFT (alias FFTr). Un système de taille inférieure à
celui considéré ici a alors été pris, avec 20x20 sous-pupilles.

Comme première observation, globalement la régularisation des filtres tend à améliorer les
résultats surtout pour des observations avec étoile plusfaible. Une adaptation à l’opération en boucle
fermée a été proposée sur laquelle on reviendra à la section 3.8.

Dans [Correiaet al., 2008a] plus précisément, l’algorithme de Gerchberg modifié est analysé. On
constate qu’un nombre de 4 à 6 itérations est suffisant avant que la convergence ne stagne. Pour une
étoile de magnitudemv = 8 les résultats sont déjà légèrement améliorés. Pourune étoile de magnitude
mv > 8 l’amélioration apportée par l’extension itérative spectrale est plus importante, pouvant aller
au-delà de 7%@2,2µm.

Cependant, les résultats obtenus par les simulations Monte Carlo montrent une performance
inférieure de la géométrie de Hudgin vis-à-vis de cellede Fried car les décalages latéraux n’étaient
alors pas optimisés. Cette optimisation est opérante ; elle rend en effet les géométries de Hudgin et
Southwell beaucoup plus performantes, comme le montrent les résultats qui suivent.
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3.7 Simulations Monte Carlo – ŕesultats de reconstruction statique

La diversité des propositions pour modéliser le problème direct et pour, à partir de cela, formaliser
le problème inverse sont comparées dans ce chapitre afin d’en déduire les avantages et inconvénients
de leur utilisation. Pour simplifier la présentation, les résultats de cette section n’utiliseront que les
versions à variance minimale des filtres de reconstruction.

Les résultats de performance sont présentés sous forme de rapport de Strehl et de FEP [section
2.4.1]. On ne va pas se concentrer sur la capacité d’estimation dans le cadre restreint où les données
sont générées par des modèles directs que l’on propose ici, procédure communément dénommée par
« crime inverse». Ces algorithmes visent plutôt à être exploités en environnement temps réel avec des
données réalistes délivrées par l’ASO HS. Ceci dit, la simulation numérique de Monte Carlo qui a été
mise en œuvre génère les pentes bruitées à partir du mod`ele géométrique du HS avec échantillonnage
spatial fin (plusieurs pixels par sous-pupille). Les algorithmes de reconstruction sont ensuite appliqués
à de telles données pour en reconstruire la phase et obtenir les tensions à appliquer au MD pour la
compenser.

Dans ce scénario, un système d’OA classique comptant 32-par-32 sous-pupilles est simulé, en
se rapprochant du banc HOT6 [Aller-Carpentieret al., 2008] en cours de mise en œuvre dans les
laboratoires de l’ESO. Une campagne de tests est prévue au début de l’année 2010 pour vérifier les
prédictions numériques sur ce banc expérimental.

Sous les conditions présentées, plusieurs effets sont étudiés. D’abord, on analyse les méthodes
d’extension« simple», « mesh2x2», « Gerchberg modifié» à la section3.7.2. Cette étude consiste
à repérer la méthode d’extension la plus adaptée à chaque filtre. Ces simulations ne sont donc
pas comparées aux résultats de la reconstruction par VMM (VMMr). Ensuite, pour la meilleur
combinaison d’extension/filtre, l’effet du sous-éclairage est analysé à la section3.7.3ainsi que celui
de l’occultation centrale à la section3.7.4. Enfin à la section3.7.5l’impact de la magnitude de l’étoile
utilisée pour l’analyse est quantifié. L’étude des méthodes de reconstruction par FFT (FFTr) se termine
par une caractérisation des coefficients de propagation dubruit de mesure à la section3.7.6et enfin le
calcul de la forme des FEP corrigées à la section3.7.7.

Les résultats obtenus sont comparés à la VMMr consistantà prendre

φ̂ = N

(
N

T
N

)−1
N

T

(
D

TΣ−1
w D + Σ−1

φ

)−1
D

TΣ−1
w s, (3.58)

où N est la matrice des modes d’interpolation utilisés à la section 3.5.5. La matrice de covariance de
bruit est ici considéréeΣw = σ2

wI, oùσ2
w est la variance du bruit sur chaque sous-pupille parfaitement

éclairée.
Un point central qui mérite une justification particulière concerne le choix de simuler des systèmes

en boucle ouverte sachant que la généralité des systèmes d’OA est asservie en boucle fermée. La raison
en est simple : d’un côté on se place dans un scénario de reconstruction statique de front d’onde et
donc les performances purement spatiales peuvent être quantifiées ; d’autre part on procède ainsi à
une séparation nette des aspects spatiaux et des aspects temporels. L’adaptation de ces méthodes à la
boucle fermée est abordée brièvement à la section3.8.

3.7.1 Param̀etres de simulation

Les paramètres de simulation sont résumés dans le tableau 3.2.

6High-order test bench.
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TAB . 3.2 – Paramètres de simulation. Les valeurs en gras repèrent les valeurs par défaut pour des
paramètres dont la variation est testée par simulations de Monte Carlo. En gras les paramètres utilisés
par défaut.

Paramètres de simulation

Atmosphère

C2
n 3 couches,{0,5 ;0,2 ;0,3}

Vent {10 ;5 ;15}ms−1

Direction {0 ;90 ;180}o
No. modes 400

L0 25m
λ 0,5µm

seeing 0,65”
r0@ 0,5µm 0.155m

Résolution spatiale 0,05m

ASO

Type géométrique
Nb. sous-pupilles 32 (linéaire)

Nb. pixels/sous-pupille 5
Sous-éclairage 0,25-0,5-0,75-1

λ 0,5µm
Bruit lecteur 2e−

Interpolation
Type de fonctions Gaussiennes
Nb. de fonctions 21 (linéaire)

Couplage (actionneur voisin) 0,2

Simulation

D 8m
Occultation centrale 0-1,2-2,4m

Ts 1ms
Magnitude 8-9-10-11-12

λsci 2,2µm
N ns + 2

→ grille étendue de 2 points
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La phase turbulente est simulée par des écrans turbulentsen translation sous l’hypothèse de Taylor
[cf. § 2.3.1.2], générés à partir de la méthode de McGlamery [cf. § 2.4.2.1].

Les résultats de performance sont obtenus à défaut pour une source brillante de magnitudemv = 8
en terme de rapport de Strehl à2.2µm. Un système d’OA classique est simulé avec un miroir conjugué
de la pupille au sol. Les actionneurs sont localisés aux coins des sous-pupilles, une disposition spatiale
communément dénommée de« cartésienne».

3.7.2 Performance optique en fonction des ḿethodes d’extension

Sur la Fig.3.11sont montrés les résultats en rapport de Strehl longue pose à 2,2µm.
Le maximum global correspond à l’utilisation du filtre« exact». Les filtres de Hudgin et Southwell

atteignent aussi une performance comparable à la précédente car les décalages latéraux sont pris en
compte et optimisés. Les simulations numériques confirment la prédiction théorique d’une demi sous-
pupille d’écart [cf. §3.4.2.4].
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FIG. 3.11 – Performance en rapport de Strehl à 2,2µm en fonction des méthodes d’extension pour les
filtres a)« exact», b)« Fried», c)« Hudgin», d)« Southwell». La colonne à gauche sur chaque figure
correspond à l’extension naturelle adaptée à chaque filtre [§3.5.3]. Les barres en rouge représentent
l’écart type sur 10000 tirages de phase. Les décalages spatiaux ont été optimisés, ce qui justifie les
différences vis à vis des résultats présentés dans [Correiaet al., 2008a].
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Ces résultats montrent aussi que la méthode d’extension naturelle d’une certaine géométrie peut
ne pas s’avérer la plus adaptée en combinaison avec le filtre de reconstruction (voir correspondances
géométrie/extension/filtre à la section3.5.3).

Soit maintenant la méthode d’extension« mesh2x2». Quand utilisée avec le filtre« exact» la
performance est maximisée. Toutefois une fois utilisée avec la géométrie de Fried (pour laquelle le
calcul est théoriquement exact) une légère perte de performance par rapport à la méthode« simple»

et « Gerchberg» est observée. L’explication en est la suivante : la méthode « 2x2mesh» introduit
une quantité élevée de gaufre auquel la géométrie de Fried est aveugle. La phase reconstruite contient
alors du gaufre en excès, d’où résulte la perte observée(voir aussi plus loin la Fig.3.16).

Un point aussi remarquable que surprenant concerne la méthode d’extension« simple» : elle
assure des niveaux de performance identiques au maximum et ce quel que soit le filtre choisi.
Ceci s’ajoute aussi au fait suivant : étant la plus simple conceptuellement, la mise en œuvre est
aussi la moins complexe au niveau calculatoire, surtout lorsqu’elle est comparée à la méthode de
« Gerchberg».

3.7.3 Effets du sous-́eclairage

Les sous-pupilles sous-éclairées se trouvent aux bords extérieur et intérieur (si l’occultation
centrale existe, ce qui en l’occurrence n’est pas le cas) de la pupille du télescope [section2.5.1.1]. Ces
sous-pupilles soufrent de mesures qui sont plus bruitées que les sous-pupilles totalement éclairées car
la baisse du nombre de photons augmente le bruit – Fig.3.14-droite.
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FIG. 3.12 – Performance en rapport de Strehl à 2,2µm en fonction du niveau de sous-éclairage des
sous-pupilles aux bords de la pupille du télescope. Pour unsous-éclairage de 1, les sous-pupilles
participant à la mesure ne couvrent pas entièrement la pupille principale du télescope, ce qui se traduit
par des pertes de performance. En l’occurrence, une perte d’environ 5% est observée pour les FFTr,
étant moins accentuée pour la VMMr.

Sauf la méthode d’extension de Gerchberg, toutes les autres méthodes recopient les pentes aux
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bords. Les pentes sur ces sous-pupilles étant plus bruitées, elles impactent de façon non prévisible la
qualité de la reconstruction. On pouvait donc s’attende àun meilleur comportement de la méthode
d’extrapolation spectrale. Sur la Fig.3.12le rapport de Strehl est présenté en fonction de la valeur du
sous-éclairage.

En moyenne la différence de rapport de Strehl se situe aux alentours de2−4%, avec une différence
plus marquée pour le cas où l’on ne prend que les sous-pupilles totalement éclairées.

Globalement, les FFTr et la VMMr présentent un comportement très similaire. La matrice de
covariance du bruit de mesure a été prise pour la VMMr et FFTr égale àΣw = σ2

wI, où σ2
w est la

variance de bruit d’une sous-pupille pleine. Les sous-pupilles sous-éclairées ne sont donc pas plus
pénalisées en vertu de leurs mesures plus bruitées.

3.7.4 Effet de l’occultation centrale
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FIG. 3.13 – Performance en rapport de Strehl à 2,2µm en fonction du pourcentage d’occultation
centrale. L’algorithme d’extension de Gerchberg délivreles meilleurs performances car les contraintes
d’extension sont imposées intrinsèquement, avec ou sansoccultation centrale.

L’occultation centrale joue un rôle majeur en terme de reconstruction. Jusqu’à présent, les
contraintes identifiées à la section3.5.3 ont été appliquées à l’extension des pentes en dehors de
la pupille vers l’extérieur. Or, avec une occultation centrale l’extension doit aussi se réaliser vers
l’intérieur.

Naturellement, la méthode d’extension spectrale garantit un niveau de performance supérieur aux
autres méthodes car les contraintes d’extension sont imposées intrinsèquement. La Fig.3.13montre
les résultats comparatifs. Les quatre géométries utilisant la méthode d’extension spectrale présentent
un comportement qui est similaire à la VMMr. Contrairementà celles-ci, les FFTr qui utilisent
d’autres méthodes d’extension (en l’occurrence« mesh2x2» et « simple») sont affectées de pertes
considérables, surtout au-delà de 15% d’occultation centrale, valeur pour laquelle les pertes dépassent
au moins 5% . En effet 15% est la valeur de l’occultation centrale du VLT alors que le E-ELT se
caractérise par une occultation bien plus importante de l’ordre de 30%. Pour ce niveau d’occultation
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les résultats montrent des pertes plus aiguës de l’ordre de 25%, alors qu’avec l’extension spectrale
cela reste aux environs de 5%. Il y a donc tout intérêt, dansce cadre d’application à l’astronomie, de
développer des méthodes qui soient performantes en présence d’occultation centrale.

3.7.5 Effet de la magnitude de l’́etoile guide
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FIG. 3.14 – (Gauche :) Performance en rapport de Strehl à 2,2µm en fonction de la magnitude de
l’étoile guide. Pour des sources plus faibles, la configuration de Southwell combinée avec la méthode
d’extension de Gerchberg assure la meilleur performance.
(Droite :) Variance du bruit de mesure en fonction de la magnitude de l’étoile guide.

Les systèmes d’OA extrême (se référer à la section2.7) sont très sensibles à la magnitude de
l’étoile guide. Puisque les sous-pupilles sont nombreuses et petites en taille, les nombre de photons
utiles pour procéder à l’analyse de front d’onde peut être faible. Une dégradation du RSB est par
conséquent constatée. La Fig.3.14résume ces résultats.

La performance obtenue avec le modèle de Southwell pour unemagnitudemv = 11 peut
paraı̂tre surprenante. Compte tenu des propriétés de propagation de bruit de cette configuration, ce
résultat confirme les prédictions théoriques de la section 3.5.6. On constate d’ailleurs que la méthode
d’extrapolation spectrale tend à se comporter mieux que toutes les autres pour des étoiles guides de
magnitudemv > 10, sauf pour le filtre de Fried (celui-ci propage plus de bruit et est particulièrement
sensible au mode gaufre).

3.7.6 Propagation du bruit dans la reconstruction

Malgré l’existence de résultats théoriques sur la propagation de bruit pour les reconstructeurs
de phase à partir de mesures de pentes [section3.5.6], ces résultats ne considèrent pas l’effet de
l’extension des pentes pour adaptation à l’utilisation des méthodes Fourier. La procédure d’extension
peut avoir un impact non négligeable sur les coefficients depropagation. La difficulté d’aborder le
problème théoriquement pour ce cas de figure mène à une étude numérique de Monte Carlo dans les
mêmes conditions des simulation précédentes. Pour celaon reconstruit directement le bruit sur les
mesures de pente pour un signal de phase nul,φ = 0. Ceci permet de calculer directement le terme
ηb indépendemment du terme de biais sur l’Eq. (3.56). Le niveau de bruit utilisé est deσ2

w = 1rd2,
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FIG. 3.15 – Propagation du bruit en fonction du nombre de points reconstruits dans la pupille (n) et
de la taille de la grille de reconstruction (N ).N2 = (ns + ne)

2, oùns est le nombre linéaire de sous-
pupilles etne est le nombre de points utilisées pour l’extension. Autrement dit, une couronne dene

sous-pupilles artificielles est rajoutée autour de la grille correspondant auxns sous-pupilles physiques.
Les courbes théoriques sont celles de la Fig.3.15. Calcul effectué sur 1000 tirages aléatoires de bruit.
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correspondant à une étoile guide de magnitudemv ≈ 11, 2 (consultable sur les courbes de la Fig.3.14-
droite).

Les courbes sur la Fig.3.15-gauche montrent les coefficients de propagation obtenus enfonction
du nombre de points dans la pupille et en fonction de la grillede reconstruction. Cette étude vise
à comparer les coefficients de propagation pour les différents filtres et méthodes d’extension aux
résultats théoriques sur la Fig.3.10.

A partir de cette figure on constate que le reconstructeur avec le moindre niveau de propaga-
tion correspond à la configuration de Southwell avec extension spectrale (algorithme modifié de
Gerchberg). Ceci est en accord avec les résultats analytiques de la section3.5.6et de la Fig.3.10.
Cependant, les courbes indiquent une valeur toujours au dessous de celle théorique, un comportement
trouvé aussi par [Zou et Rolland, 2006]. Une justification plausible est sûrement liée à la modification
de la géométrie en rajoutant des décalages horizontaux et verticaux [§3.4.2.4] pour augmenter la
corrélation de la mesure avec le modèle. Dans l’extrême opposé, la configuration de Fried avec
extension« mesh2x2» présente le niveau de propagation le moins performant. Encore une fois, les
prédictions analytiques sont vérifiées.

De cette analyse ressort aussi la constatation suivante : les quatre courbes plus basses utilisent
l’algorithme d’extrapolation spectrale, et ce pour n’importe quelle géométrie utilisée. Il y a donc un
intérêt majeur à utiliser l’extrapolation spectrale que l’on propose ici en cas de nivaux de bruit plus
importants (ou de façon équivalente pour l’observation avec analyse sur étoiles faibles).

L’utilisation de grilles de reconstruction beaucoup plus larges que celles strictement nécessaires
(avec une couronne d’une sous-pupille artificielle pour réaliser la périodisation de la phase décrite à la
section3.5.3) implique une augmentation considérable des coefficientsde propagation, spécialement
pour le filtre de Fried.

Ces résultats permettent donc de réinterpréter la performance atteinte lors des simulation des
sections précédentes. La configuration« Southwell+modGerch», pour faire court, ayant le moindre
coefficient de propagation justifie alors le comportement observé sur la Fig.3.14, où la performance
est supérieur à toutes les autres configurations sauf pourla VMMr.

.

3.7.7 Etude de la FEP – localisation des erreurs

Les courbes sur la Fig.3.16permettent de se pencher sur les résultats des FFTr d’un autre point de
vue. Si les résultats obtenus par la méthode d’extension spectrale en terme de rapport de Strehl sont
déjà considérables, alors le calcul de la FEP confirme sonintérêt et performance.

L’utilisation de l’algorithme d’extrapolation spectraletend en effet à améliorer la structure de la
FEP. Sans surprise la méthode« mesh2x2» introduisant une composante gaufre élevée présente un
pic au tour de1/(2d) que ni la régularisation ni l’extension spectrale arrivent à éliminer (une légère
atténuation est obtenue cependant).

3.8 Adaptation à la boucle fermée

L’adaptation à la boucle fermée entraı̂ne une modification structurelle de l’estimation. Dans ce
cas, les aspects spatiaux et temporels sont mêlés. La proposition suggérée par [Correiaet al., 2007]
consiste à utiliser un intégrateur couplé à un reconstructeur dont lesa priori aurait été ajustés. Pour
cela il faudrait tenir compte de la réjection de la boucle d’asservissement. L’approximation alors
proposée consiste à remplacerWφ ∝ ν−11/3 parWφ̃ ∝ ν−5/3 en supposant une réjection∝ f2.
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FIG. 3.16 – Moyenne radiale de la FEP sur 100 tirages de phase aléatoires. La fréquence spatiale
figurant sur les axes des abscisses est normalisée par

√
2 car il s’agit de la moyenne radiale.

Une caractérisation approfondie du comportement des algorithmes analysés dans ce chapitre à la
boucle fermée, n’a pas semblé pertinent pour les raisons suivantes : le régulateur estad-hoc, c’est-à-
dire, sont choix ne relève pas d’aucun raisonnement d’optimalité, le réglage devient difficile, car des
termes de pondération doivent être choisis pour bien tenir compte des nouveauxa priori, les retards
intrinsèques à l’OA (voir chronogramme sur la Fig.2.14) ne sont pas correctement pris en compte, et
enfin la performance en boucle fermée cumulée de nombreux effets (voir sections3.7.2et suivantes),
ce qui rend l’interprétation des résultats très délicate.

Procéder à la reconstruction statique de front d’onde puis l’adapter au fonctionnement en boucle
fermée reste pertinent, comme le montre [Le Louarn, 2002] qui utilise un reconstructeur MAP adapté
à la boucle fermée. Cependant, cette thèse vise plutôt une solution de commande à variance minimale
en boucle fermée. Ce sera l’objet du chapitre4, qui introduit l’approche LQG. Ensuite dans le chapitre
5, la commande LQG est adaptée aux GNDL en utilisant une méthode itérative qui se sert des certains
résultats et propriétés de la base de Fourier défrichées dans ce chapitre.

3.9 Exploitation en temps ŕeel – analyse algorithmique

Un des intérêts majeurs des méthodes utilisant la transformée de Fourier discrète (notamment la
FFT) consiste à garder une complexité de calcul raisonnable pour des systèmes d’OA en grand nombre
de degrés de liberté (GNDL).

La métrique pertinente en ce qui concerne les calculateurstemps réel est plutôt liée aux pics de
charge et non le nombre total d’opérations calculatoires.C’est sur ces pics que les calculateurs sont
conçus pour exécuter une tache précise. On va donc introduire une nouvelle métrique qui se focalise
sur la densité et non le nombre total de calculs. De plus, cette nouvelle métrique tient compte de la
façon dont les calculs sont enchaı̂nées et exécutés dans le temps.

La Fig.3.17permet de visualiser, bien que schématiquement, l’enchaˆınement des opérations des
méthodes VMMr et FFTr. Sans aucune optimisation particulière, les calculs de la FFTr ne commencent
pas avant que toutes les données soient disponibles pour que les transformées enx et y puissent être
calculées. Il s’ensuit les étapes de filtrage décrites àla section3.5.
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FIG. 3.17 – Enchaı̂nement temporel des opérations pour les reconstructeurs classiques (VMMr) faisant
appel aux multiplications vecteur-matrice et aux reconstructeurs basés sur les transformées de Fourier
(FFTr). Le retard du calculateur temps réel est donné par le temps requis pour le calcul de la dernière
portion.

On considère ici que la VMMr est répartie surns/2 sous-trames. Ceci dépend de la technologie
adoptée ; il est supposé que deux lignes ou colonnes sont lues par sous-trame, comme dans le cas de
l’instrument SPHERE. Les lois d’évolution de la complexité calculatoire en fonction du nombre de
degrés de liberté sont représentées sur la Fig. (3.18). Le nombre total et la densité d’opérations sont
montrées pour permettre une comparaison plus élargie.

[Correiaet al., 2007] montrent que le nombre total d’opérationsNop des FFTr s’écrit

Nop ≈ 6 (Niter + 1) βN2log2(N) + 4NiterN
2 + 11N2, (3.59)

compte tenue des transformées de Fourier directe et inverse et des opérations de filtrage du gaufre
global et localisé [cf. §3.5.4]. Niter représente le nombre d’itérations réalisées par l’algorithme de
Gerchberg modifié.Niter = 0 pour toutes les autres méthodes d’extension. Le paramètre β dépend
de l’architecture du calculateur temps réel. Dans les simulation effectuées une valeur pourβ ≈ 5
a été prise (à partir de mesures sur un ordinateur standard). La valeur deN est, on le rappelle, le
nombre de points (linéaire) sur lesquels est définit la grille des transformées de Fourier. Les opérations
d’extension7 et de circularisation sont considérées négligeables devant tous les autres calculs.

[Ramoset al., 2008] montrent que l’étape initiale consistant à réaliser les transformées de Fourier
directes de pentes peut se mettre en place de façon séquentielle, au fur et à mesure que les pentes
deviennent disponibles par opposition à attendre que toutes les pentes soient disponibles avant de
procéder au calcul des FFT bidimensionnelles8. Ceci a comme conséquence immédiate la diminution
du retard pur sur la Fig.3.17 car il s’agit en effet de décharger une partie des calculs avant que la
dernière mesure ne soit disponible.

Les courbes sur la Fig.3.18présentent le nombre d’opérations restant à effectuer après l’arrivée
de la dernière mesure. Des courbes correspondant aux FFTr avec et sans l’optimisation proposée
par [Ramoset al., 2008] (en rouge) révèlent une énorme diminution de calculs vis-à-vis du nombre
total d’opérations de la VMM (cercles noirs). Cependant, le nombre d’opérations a effectuer après la

7Bien évidemment s’il ne s’agit pas de la méthode de Gerchberg modifiée.
8Les FFT bidimensionnelles s’appliquent sur chaque ligne/colonne puis sur chaque colonne/ligne. Le calcul n’est

complet qu’après que toutes mesures soient disponibles.
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trame. Ceci définit le retard pur du calculateur temps réel(mis à part d’autres opérations auxiliaires).
Le FFTr est défini sur une grille carrée deN = (ns + 2) points etn = ns.

dernière mesure est approximativement le même pour les systèmes ExAO actuels et ce n’est que pour
les systèmes de taille ELT que l’avantage est visible.

La complexité calculatoire de la mise en œuvre de l’algorithme itératif d’extension spectrale des
pentes (alias Gerchberg modifié ou« modGerch») augmentent considérablement le nombre de calculs,
comme on pourrait s’y attendre. Même avec l’optimisation du calcul initial des transformée directes
des pentes les aller-retours espace de Fourier espace direct accroissent le nombre de calculs. La
densité de calculs pour des systèmes de taille ELT est encore supérieure à celle des VMMr. Les
avantages en terme de reconstruction en présence d’occultation centrale et en terme de propagation de
bruit sont ainsi contrebalancés par un coût calculatoirefortement accru.

Toutefois, les bénéfices de l’utilisation d’une base de fréquences spatiales sont divers : le calcul
et mise à jour du filtre se fait de façon beaucoup plus simple(pas besoin de calculer des énormes
matrices et ses inverses) ; la place mémoire et les temps de transfert sont réduits.

3.10 Bilan et ouverture

L’utilisation d’algorithmes rapides de calcul des modes deFourier permet de diminuer fortement
le nombre d’opérations calculatoires, passant à un totalde 0(nlog(n)) qui remplace le0(n2) des
méthodes classiques (VMMr).

Dans le but de formaliser le problème de reconstruction statique de front d’onde dans l’espace des
fréquences spatiales, on a proposé une approche nouvellede description du problème direct dans cette
base sous hypothèses peu restrictives sur la phase.

L’inversion du problème direct a été réalisée au moyende filtres garantissant une estimée par
attache moindres carrés aux données ou à variance minimale d’erreur d’estimation. Afin d’adapter
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la pupille annulaire du télescope à la grille sur laquellesont définies les FFT, des contraintes
physiques ont été identifiées et une solution revue pour trois géométries simplificatrices de l’ASO
Hartmann-Shack. Cependant, l’imposition de toutes contraintes conjointement n’est structurelement
pas possible sur toute la grille, notamment aux bords. Les contraintes n’étant pas non plus exactes en
présence de bruit de mesure, cela a amené a développer uneméthode itérative basée sur l’algorithme
d’extrapolation spectrale de Gerchberg-Papoulis.

Un cadre unificateur est proposé qui regroupe les nouvellespropositions de modèles et filtres et
les méthodes existantes. Celles-ci ont été analysées sous un formalisme commun.

Des simulations numériques de Monte Carlo permettent de comparer, en vue de l’application à un
problème d’OA, les performances en rapport de Strehl des couples filtre/méthode d’extension, dont le
filtre « exact» qu’on propose ici. Le simulateur mis en place prend soin de simuler les phases et les
pentes avec un échantillonnage fin pour bien modéliser lesprocessus physiques.

On s’est ensuite intéressé aux effets de la magnitude de l’étoile guide, du sous-éclairage, de la
régularisation, de l’occultation centrale sur la performance optique des reconstructeurs dans l’espace
de Fourier. Ceux-ci sont comparés à la méthode classiqueà variance minimale (alias MMSE ou MAP,
car solutions identiques) consistant à utiliser une multiplication matricielle d’un vecteur de pentes par
un reconstructeur linéaire. On a aussi brièvement regardé les coefficients de propagation de bruit et
enfin à la structure de la FEP en longue pose.

Comme appréciation globale, on tient à souligner que la m´ethode de reconstruction FFTr permet
d’obtenir en général des performances légèrement inf´erieures à la VMMr. Cependant, le nombre
total d’opérations calculatoires est réduit d’environ deux ordres de grandeur pour les systèmes d’OA
classique sur les ELT futurs.

La modélisation« exacte» du problème direct donne origine à un filtre dont les performances
s’améliorent peu relativement à des modèles moins précis. Ceci est sûrement du aux effets conjoints de
l’extension (de la pupille annulaire à la pupille carrée)et propagation de bruit lors de la reconstruction.

En ce qui concerne les différents configurations de filtres et méthodes d’extension, le nouvel
algorithme d’extension spectral proposé ici tend à améliorer le rapport de Strehl, notamment pour
des objets moins lumineux et surtout en présence d’occultation centrale. La méthode d’extension
spectrale améliore aussi la structure de laFEP et les propriétés de propagation de bruit.

A noter qu’il est étonnant que la géométrie de Southwell et le filtre qui lui correspond sont souvent
négligés dans la littérature. On montre en effet que le modèle de Southwell est très compétitif, avec
une mise en œuvre des plus simples et des performances surprenantes si les écarts latéraux sont pris en
compte dans le modèle direct. Compte tenu de ses caractéristiques de propagation de bruit, ce modèle
présente la meilleur performance parmi les FFTr en faible flux.

L’adaptation à la boucle fermée proposée utilise un régulateur de type intégrateur. Cette
proposition n’est pas optimale car elle ne tient pas compte du chronogramme d’opérations en OA
et implique une adaptationad-hocdu terme de régularisation.

Le chapitre4 expose les bases de l’estimation et commande optimales en utilisant un formalisme
d’état. L’approche Linéaire-Quadratique-Gaussienne (LQG) est utilisée, avec des modèles plus
compactes en vue de la mise en œuvre temps réel des systèmesà grand nombre de degrés de liberté
(GNDL) au chapitre5.



Chapitre 4

Commandeà variance minimale :
l’approche lin éaire quadratique
gaussienne

Où la théorie classique de la commande et du filtrage optimal des systèmes dynamiques
stochastiques lińeaires est pŕesent́ee. L’approche linéaire quadratique gaussienne (LQG) est
détaillée et l’application à l’optique adaptative est introduite puis simplifiée en vue des systèmes
à tr ès grand nombre de degŕes de libert́e.
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4.2.3 Liens avec les fonctions de transfert . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 97

4.3 Commande stochastique optimale - introductioǹa l’approche LQG . . . . . . 97
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4.4.2 Définition du critère d’optimalité . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 108
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4.5 Modèles d’́evolution temporelle de la phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .117
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4.5.3 Modèles auto-régressifs du second ordre . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 119
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4.1 Introduction

L’approche de commande proposée au chapitre3 pour la boucle fermée est basée sur une
régulation à action intégrale, communément dénommée « intégrateur» tout court. Le choix de ce
régulateur n’a pas été motivé par un raisonnement d’optimalité.

Ce chapitre vise à poser le cadre de la commande optimale parminimisation de
la variance de phase résiduelle, un critère physiquementjustifié dans un contexte
d’OA, puisque le rapport de Strehl est ainsi maximisé.

Avant de s’y attaquer, des concepts fondamentaux sur la mod´elisation par espace d’état sont
brièvement rappelés, aussi bien que les définitions les plus importantes, notamment la stabilité,
l’observabilité et la commandabilité des systèmes dynamiques.

Le problème d’optimisation est entièrement ramené à untraitement à temps discret, en s’appuyant
sur l’équivalence au critère continu [Kulcsáret al., 2006]. La synthèse de la commande optimale
repose sur les connaissancesa priori du système incluant les statistiques spatio-temporellesde la
phase. Elle est traitée dans le cadre de la commande optimale stochastique à la section4.3, en
faisant appel au théorème de séparation [Joseph et Tou, 1961, Bar-Shalom et Tse, 1974]. Celui-ci
permet de traiter le problème en deux temps : une étape de commande déterministe, sous hypothèse
que toutes les grandeurs sont connues, et une étape d’estimation optimale des grandeurs requises
pour l’étape précédente. Les notions d’estimation optimale par filtrage de Kalman [Kalman, 1960],
[Anderson et Moore, 1995b] sont présentées à la section4.3.2.1.

L’estimation optimale repose sur un modèle d’évolution temporelle de la perturbation, dont
l’obtention mérite une attention particulière. A la section 4.5 le choix de paramètres pour la
construction de modèles autorégressifs simples est précisé, après une discussion sur la pertinence
de leur usage. Les fonctions de transfert de la commande LQG sont décrites à la section4.3.3.

L’application au contexte de l’OA est enfin conduite à la section 4.4 où la démarche de la
commande optimale LQG est détaillée, étape par étape, pour les systèmes d’OA classiques avec MD
infiniment rapides. Dans ce scénario, seule la dynamique dela perturbation est prise en compte.

Les résultats d’estimation statique décrits au chapitre3 sont déduits à partir d’une particularisation
de l’approche LQG à la section4.4.6en supposant des occurrences de phase non corrélées et l’absence
de retards de mesure.

D’autres approches de commande sous-optimale, dont l’int´egrateur, lePOLC pour « pseudo
open-loop control» [Gilles, 2005] et le FrIM-IMC pour« Fractal Iterative Method + Internal Model
Control» [Béchetet al., 2007] sont réinterprétées sous forme d’observateurs dans lecadre d’une
approche d’état à la section4.6, montrant ainsi la souplesse et la généralité du formalisme d’état.

L’approche optimale sera ensuite adaptée dans un premier temps aux OA à grand nombre de degrés
de liberté au chapitre5 puis dans un deuxième temps aux systèmes constitués de MDà réponse non
instantanée au chapitre6.

4.2 Rappels sur le formalisme d’́etat

Les représentations d’état présentées dans cette section sont abordées dans la version discrète,
souvent obtenues à partir de la discrétisation d’une représentation continue.
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4.2.1 Notions pŕeliminaires

En automatique, une représentation d’état permet de mod´eliser un système dynamique sous
forme matricielle en utilisant des variables d’état, des entrées et des sorties, liées par des équations
différentielles, dans le cas continu, et des équations aux différences dans le cas discret. Cette
représentation, qu’elle soit linéaire ou non linéaire,permet de déterminer l’état du système à n’importe
quel instant futur si les valeurs initiales et les entrées sont connues. L’état regroupe les grandeurs
physiques et leurs dérivées temporelles nécessaires àla description complète de la dynamique du
système analysé.

Une très large classe de systèmes physiques peut être décrite par un système d’équations
différentielles ordinaires (EDO) à coefficients constants. En introduisant un nombre adéquat de
variables auxiliaires, un tel système d’EDO peut se ramener à un système d’EDO du premier ordre.
Sous forme compacte standard

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + υ(t)
z(t) = Cx(t) +Du(t) + ω(t)

, (4.1)

où le tempst dans lequel évolue le système est supposé continu. Les composantes des deux équations
de (4.1), respectivement́equation d’́etatet équation d’observation, représentent

– x ∈ Rnt - vecteur qui représente lesnt variables d’état ;
– z ∈ Rnm - vecteur qui représente lesnm observations ;
– u ∈ Rna - vecteur qui représente lesna décisions de commande ;
– υ ∈ Rnt - vecteur de bruit d’état ;
– ω ∈ Rnm - vecteur de bruit de mesure ;
– A ∈ Rnt×nt - matrice de dynamique ou transition ;
– B ∈ Rnt×na - matrice de commande ;
– C ∈ Rnm×nt - matrice d’observation ;
– D ∈ Rnm×na - matrice de gain instantané ;
Cette représentation d’état a aussi une variante discrète où les équations différentielles de

l’Eq. (4.1) sont remplacées par des équations aux différences

{
xk+1 = Adxk + Bduk + Γdvk

zk = Cdxk +Dduk + wk
, (4.2)

oùvk etwk sont des bruits blanc gaussiens discrets, c’est-à-dire des suites i.i.d. de vecteurs gaussiens.
Ces modèles peuvent être obtenus soit directement, soit par discrétisation d’une représentation

d’état à temps continu. Ce dernier cas correspond au scénario assez fréquemment rencontré d’un
système dynamique décrit par des EDO mais commandé par ordinateur. Le passage de la version
continue à la version discrète est donné par la propriété 4.2.

Remarques : Le terme« observations» sera désormais utilisé dans l’ensemble de ce mémoire pour
le vecteurzk. Ces observations sont un modèle des mesures acquises par le système. Elles peuvent
coı̈ncider exactement ou être liées par une fonction lin´eaire déterministe. ◭

4.2.1.1 Solution exacte

La solution et la discrétisation exactes des systèmes dynamiques régis par des équations linéaires
sont rassemblées au sein des lemmes suivants.
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Propri été 4.1 Solution exacte des systèmes dynamiques régis par deśequations lińeaires.
Soit le mod̀ele stochastique ǵeńeral, ayant pour entŕee le bruit blanc, gaussienυ(t) de DSPΣυ

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + υ(t). (4.3)

La solution exactèa l’instant t de ce syst̀eme est donńeeà partir de l’instantti par

x(t) = x(ti)e
A(t−ti) +

∫ t

ti

eA(t−τ) (B(τ)u(τ) + υ(τ)) dτ (4.4)

La matrice exponentielle et l’intégrale de la matrice exponentielle sont données aux lemmes8.1et8.2
respectivement1. △

Propri été 4.2 Discrétisation exacte de systèmes lińeaires continus.
La discŕetisation exacte du système de l’Eq. (4.3) pour une entŕeeuk constante2 sur l’intervalle

t ∈ [kTs, (k + 1)Ts] est donńee par l’Eq. (4.4) avect− ti = Ts. Il en résulte

xk+1 = Adxk + Bduk + vk, (4.5)

où

Ad , eTsAc ,Bd ,
∫ Ts

0
eAcBcdt. (4.6)

Les exponentielles de matrices sont obtenues en appliquantle lemme8.1 et les int́egrales des
exponentielles le lemme8.2.

Le bruit vk dans l’Eq. (4.5) est un bruit blanc, gaussien discret, c’est-à-dire une suite i.i.d. de
vecteurs gaussiens de loivk ∼ N (0,Σv) où la matrice de covariance est donnée par

Σv ,
∫ kTs

0
etAΣυe

tAT

dt. (4.7)

△

La représentation d’état est particulièrement adaptée aux systèmes multivariables (plusieurs
entrées et plusieurs sorties). Elle est donc tout à fait pertinente dans le cadre de l’optique adaptative où
les composantes des espaces vectoriels de mesures, commandes et phases turbulentes sont nombreuses.
Dans ce contexte d’OA, les composantes de ces espaces vectoriels figureront explicitement dans le
modèle d’état. En outre, une approche d’état permet de mettre en évidence des modèles sous-jacents
que par exemple une approche fréquentielle ne pourrait pasdévoiler. Cette propriété s’avère très utile
en OA classique eta fortiori en OAMC.

4.2.2 Stabilit́e, commandabilit́e, observabilit́e

Plusieurs définitions de stabilité d’un système décritpar un modèle d’état linéaire du type (4.1) et
(4.2) existent.

La stabilité au sens de Lyapunov sera considérée, puisqu’elle est plus restrictive que la stabilité
entrée-bornée/sortie-bornée. Les définitions sont énoncées pour la partie déterministe des modèles
(c’est-à-dire, les bruits d’état et de mesure sont absents).

1L’écriture ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + υ(t) est en fait un abus de notation : un bruit blanc gaussien ne peut pas être
considéré comme un signal au sens habituel, car seules sesintégrales temporelles ont un sens physique. En toute rigueur, il
faudrait utiliser la notation du calcul stochastique d’Îto : dx(t) = (Ax(t) + Bu(t))d + dυ(t).

2Appliquée par un bloqueur d’ordre zéro.
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Définition 4.1 Stabilité au sens de Lyapunov :Pour un syst̀eme lińeaire à entŕee nulle,uk = 0, la
stabilité au sens de Lyapunov est vérifiée si le vecteur d’étatx tend vers 0 quand le temps tend vers
l’infini,

lim
k→+∞

xk = 0. (4.8)

La stabilité au sens de Lyapunov revient à exiger que toutes les valeurs propres de la matriceA
soient à partie réelle négative pour le cas continu (4.1) et de module strictement inférieur à 1 pour le
cas discret (4.2). La matriceA est alors une matrice de stabilité.

Les propriétés de commandabilité et d’observabilité sont rappelées ci-dessous. Les résultats sont
énoncés ici uniquement dans le cas discret, car on est dansun contexte de systèmes échantillonnés.
Ces définitions sont utilisées dans le cadre d’un problème de synthèse de commande discrète.

Définition 4.2 Commandabilit́e des systèmes lińeaires :quel que soit l’́etat initial x(0), il existe une
commandeuk, appliqúee sur un intervalle de temps fini[0, kf ], telle quex(kf ) = 0, ∀kf > dim(x).

Théorème 4.1Commandabilit́e des systèmes lińeaires :
Un syst̀eme lińeaire discret est commandable si et seulement si (ssi) le grammien de commanda-

bilit é d́efini par

Wc ,
∞∑

i=0

Ai−1
d BdBT

d (AT

d )i−1, (4.9)

est d́efini positif, c’est-̀a-dire de rang maximumdim(x). �

Définition 4.3 Observabilit́e des systèmes lińeaires :quel que soit l’́etat initial x(0) et l’instantkf >
dim(x), l’ étatx(0) peutêtre reconstitúe à partir de l’entŕeeuk et des observationszk, k ∈ [0, kf ].

Théorème 4.2Observabilit́e des systèmes lińeaires :Un syst̀eme lińeaire discret est observable ssi
le gramien d’observabilit́e d́efini par

Wo ,
∞∑

i=0

(AT

d )i−1(CT

d )CdAi−1
d (4.10)

est d́efini positif, c’est-̀a-dire de rang maximum dim(x). �

En pratique, les gramiens sont obtenus à partir de l’équation de Lyapunov discrète

AdWcAT

d −Wc + BdBT

d = 0 (4.11)

pour ce qui concerne la commandabilité et

AdWoAT

d −Wo + CdCT

d = 0 (4.12)

pour l’observabilité.

Définition 4.4 Syst̀emes stabilisables :Si un syst̀eme est commandable ou stable, alors il est
stabilisable. Si un système est non commandable ou instable, alors il sera stabilisable si ses modes
non commandables sont stables.

Définition 4.5 Syst̀emes d́etectables :Si un syst̀eme est observable ou stable, alors il est détectable.
Si un syst̀eme est inobservable ou instable, alors il sera détectable si ses modes inobservables sont
stables.
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4.2.3 Liens avec les fonctions de transfert

Une représentation d’état linéaire discrète peut être transformée en fonction de transfert. Le
résultat est exploité par le lemme4.1. Chacune de ces deux représentations dynamiques contientles
mêmes informations sur le système.

Lemme 4.1 Repŕesentation d’́etat et fonctions de transfert :
Soit la repŕesentation d’́etat suivante :

{
xk+1 = Adxk + Bduk

zk = Cdxk +Dduk
. (4.13)

Après un passage en transforméeZ ([Papoulis, 1968]), avec x(0) = 0, la fonction de transfert
discr̀ete du syst̀eme entre l’entŕeeu et la sortiez s’écrit sous la forme

z(z) = G(z)u(z), (4.14)

où G(z) est d́efinie par

G(z) , Cd (zI−Ad)
−1 Bd +Dd. (4.15)

�

Clairement, la matriceG(z) est de dimensionsnm × na, c’est-à-dire, nombre de mesures×
nombre d’actionneurs. Donc, pour chaque entrée, il y anm fonctions de transfert, ce qui complexifie
l’analyse fréquentielle. Comme expliqué au début du paragraphe, une représentation d’état est en
conséquence préférable pour les systèmes multivariables.

Le polynôme caractéristique deA est

det(zI−A) . (4.16)

Les zéros de ce polynôme sont les pôles de la fonction de transfert et au même temps les valeurs
propres deA. Si le système est commandable et observable, alors le nombre de pôles est égal au
nombre de valeurs propres.

4.3 Commande stochastique optimale - introductioǹa l’approche LQG

Les approches linéaire quadratique (LQ) et linéaire quadratique gaussienne (LQG) sont un outil
standard de synthèse en théorie de la commande optimale. Les ouvrages de référence [Åström, 2006],
[Söderström, 2002] et [Anderson et Moore, 1995a] ont été largement utilisés dans la présentation et
le développement de la commande stochastique qui suivent dans ce chapitre.

Les aspects principaux de ces deux approches sont décrits dans cette section pour illustrer le
déroulement de la démarche LQ(G) et dévoiler au fur et à mesure l’application à l’OA.

Le titre de cette section mentionne la commande stochastique. C’est justement parce que les
modèles d’état présentés aux Eqs. (4.1-4.2) incluent des sources de bruitvk et wk et d’incertitudes
sur les paramètres du modèle. Cependant, les incertitudes ne seront pas considérées. Dans le cadre
de l’application spécifique visée, l’aspect stochastique est associé aux bruits de mesure et d’état (cf.
section2.5.1.1).
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4.3.1 Fondements de la th́eorie

L’approche LQ(G) peut être employée dans la résolution de problèmes de commande optimale, si
ces problèmes vérifient aux trois conditions suivantes :

(i) les systèmes sont linéaires,

(ii) le critère est quadratique et

(iii) les bruits sont à distributions gaussiennes avec de matrices de covariance connues.

Le formalisme LQ/LQG vise poser le cadre de la détermination de la commande optimaleuk ∀k ≥
0 qui minimise le critère discret quadratique de la forme

Jd (u) = lim
M→+∞

1

M

M−1∑

k=0

((
zcrit

k

)T
Qzcrit

k + uT

kRuk + 2
(
zcrit

k

)T
Suk

)
Critère discret LQG

(4.17)
Q, S etR sont des matrices dites de pondération qui vérifientQ = QT, Q − SR−1ST ≥ 0 etR =
RT > 0. Ces matrices sont déterminées en développant le critère lié à la performance ou spécifiées
afin de traduire les contraintes physiques des systèmes tels que des saturations ou des pénalisations.

On définit le coût incrémental associé par

Jd(u)k ,
((
zcrit

k

)T
Qzcrit

k + uT

kRuk + 2
(
zcrit

k

)T
Suk

)
. (4.18)

Le vecteurzcrit, dénommé« sortie-critère», est une fonction linéaire de de l’état du systèmexk.
Cette sortie est à ne pas confondre avec la sortiezk, les observations réalisées.

Dans le cadre de l’OA, on considère la minimisation de la variance de phase résiduelle de
Eqs. (4.60-4.62). Ce même critère fut utilisé au chapitre3 dans une logique de reconstruction statique
de front d’onde.

Soit le système dynamique discret d’ordren défini pourk ≥ 0 par






xk+1 = Adxk + Bduk + Γdvk

zk = Cdxk +Dduk + wk

zcrit

k = Ccrit

d xk

. Système stochastique standard (4.19)

Par rapport au système de l’Eq. (4.2), le rajout d’une troisième ligne permet plus aisément defaire
référence à la sortie-critère explicitement requise lors de la définition du critère discret de l’Eq. (4.17).

L’état xk regroupe toutes les grandeurs physiques nécessaires à ladescription de la dynamique
des systèmes d’OA, soit les état liés à la perturbation soit au MD. Le système général de l’Eq. (4.19)
définit

– une équation d’évolution temporelle de l’état avec unematrice de transitionAd, le vecteur
associé à la commandeBd et le bruit d’étatvk, blanc, de moyenne nulle et de matrice de
covarianceΣv. Ce dernier élément sera exploité par la suite pour rendre compte du caractère
stochastique de l’évolution de la phase turbulente.

– une équation de mesure qui relève du fonctionnement de l’ASO avec les éventuels retards. Un
bruit blanc à moyenne nulle de distribution gaussiennewk ∼ N (0,Σw) et indépendant du bruit
d’étatvk se rajoute aux observations [section2.5.1.1].

– Une équation associée au critère de l’Eq. (4.17), où la sortie requise pour l’évaluation deJd(u)
est calculée à partir de l’étatxk au travers la matriceCcrit

d .
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4.3.1.1 Śeparation de l’estimation et de la commande

Soit l’état xk supposé parfaitement connu. Ceci est équivalent à considérer que l’état et les
observations coı̈ncident,zk = xk, il n’y a donc pas de bruit de mesure. De ce fait, cette configuration
est dénommée information complète (InfC).

Lemme 4.2 Commande optimale en information complète.
La solution optimale enInfC s’exprime par un retour d’́etat sous la forme

uk , −K∞xk, Régulateur optimal enInfC (4.20)

avec

K∞ =
(
R+ BT

d P∞Bd

)−1 (
BT

d P∞Ad + S
)
, (4.21)

oùP∞ est d́etermińe à partir de la solution unique de l’équation alǵebrique de Riccati de commande

P∞ = Q+AT

dP∞Ad −
(
AT

dP∞Ad + S
)(

R+ BT

d P∞Bd

)−1 (
BT

d P∞Ad + S
)
, (4.22)

avecQ, R etS matrices líees au crit̀ere d’optimalit́e d́efini à l’Eq. (4.17). �

FIG. 4.1 – Séparation de l’estimation et de la commande. Le commutateur distingue deux cas :
information complète oùxk est parfaitement connu et information incomplète oùxk est estimé à
partir de mesures bruitées.

Dans le cas général en information incomplète (InfI), l’état n’est pas parfaitement connu, mais
estimé à partir de mesures bruitées et, dans la plupart des systèmes, retardées dans le temps – voir
en particulier l’organisation des opérations prenant place dans les systèmes d’OA détaillée sur la
Fig. 2.14.

Pour résoudre le problème de commande optimale, on fait appel au théorème de séparation :

Théorème 4.3Théor̀eme de śeparation [Joseph et Tou, 1961, Witsenhausen, 1971] et
[Bar-Shalom et Tse, 1974] :
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« En information incompl̀ete la commande optimale garde la même structure que la commande
en information complète, sous les conditionsi) − iii), si l’ état est remplaće par son esṕerance
conditionnelle, not́eex̂ . » N

En appliquant le théorème de séparation, la commande optimale s’obtient à partir de l’Eq. (4.20)
sous la forme

uk = −K∞x̂k|k−1, Régulateur optimal enInfI (4.23)

où l’estiméêxk|k−1 prend la place du vrai étatxk. L’indice inférieur(k|k−1) indique que l’espérance
dexk est calculée conditionnellement aux observations passées{z0, . . . , zk−1}. Ce calcul est l’objet
de la section4.3.2.

L’existence d’un modèle linéaire décrivant la dynamique de l’état rend possible la détermination
de x̂k|k−1 par filtrage de Kalman [Kalman, 1960, Anderson et Moore, 1995a].

L’état est donc obtenu récursivement à partir de l’expression

x̂k|k−1 = Adx̂k−1|k−2 + Bduk−1 + Lk

(
zk−1 − ẑk−1|k−2

)
, (4.24)

où Lk est le gain d’observateur optimal, obtenu à partir d’une équation de Riccati d’estimation,
explicitée plus loin à la section4.3.2, justement sur le filtrage de Kalman.

Un schéma général illustrant le fonctionnement de la boucle d’OA en information complète et
information incomplète est proposé sur la Fig.4.1.

4.3.1.2 Synth̀ese deśetapes de l’approche LQG

L’optimisation du critèreJd(u) de l’Eq. (4.17) requiert 5 étapes. Celles-ci constituent la démarche
de l’approche LQG, et sont réalisées séquentiellement,comme l’indique la Fig.4.2. Elle sont
particularisées pour l’application à l’OA.

1. Développer le critère quadratique de performance (continu) et le discrétiser afin de le mettre
sous forme d’un critère discret équivalent [Eq. (4.17)] pour identifier les matrices de pondération
Q, S etR ;

2. Identifier la sortie-critèrezcrit qui regroupe les statistiques nécessaires à l’évaluation du critère ;

3. En déduire la forme du régulateur ;

4. Construire le modèle d’état de l’Eq. (4.19) permettant de décrire la dynamique des différents
états considérés. Avec les matrices de pondération, les sorties(zcrit

k , zk), et les matrices du
modèle (4.19), déterminer les gains de commande et d’observateur, obtenus à partir de la
solution d’une équation de Riccati de commande et d’estimation respectivement.

5. Optionnellement, évaluer le critère à partir des matrices de variance-covariance de l’état.

Cette démarche est appliquée à l’OA à la section4.4. Avant de poursuivre, des notions
d’estimation optimale sont requises.

4.3.2 Estimation optimale lińeaire par filtrage de Kalman

Deux résultats majeurs, nécessaires à la dérivation del’estimation optimale linéaire par filtrage de
Kalman, sont rappelés ci-dessous. Les traits principaux sont décrits, mais une justification complète
ne sera pas donnée. Seuls les résultats des Eqs. (4.32-4.35) seront utilisés. Le(a) lecteur(trice) est
renvoyé(e) aux ouvrages [Åström, 2006], [Söderström, 2002] et [Anderson et Moore, 1995b].
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FIG. 4.2 – Etapes de la mise en œuvre de l’approche LQG, de la définition du critère d’optimisation à
l’évaluation de performance.

Lemme 4.3 Esṕerance Conditionnelle : estiḿee optimale dex sachantz.
La meilleure estiḿee dex partant d’un autre vecteur d’observationsz corrélé avecx minimisant

J(x̂) = E
[
(x− x̂)(x− x̂)T|z

]
, (4.25)

est
x̂ , E [x|z], Esṕerance de x conditionnellementà z (4.26)

où E[·] est l’esṕerance math́ematique. Autrement dit, la meilleure estimée, au sens du minimum de
variance d’erreur d’estimation, du vecteurx sachantz est l’esṕerance conditionnelle dex, not́ee
E [x|z].

Dans le cas gaussien, l’estiméex̂ est donńee par

x̂ = E[x] + ΣxzΣ
−1
z (z − E[z]). Estiḿee VM dex, cas gaussien (4.27)

où Σxz = E[xzT] est la matrice de covariance conjointe dex et z et Σx = E[xxT] la matrice de
covariance dex. L’Eq. (4.27) n’est rien d’autre que la formule classique de projection orthogonale
dans un espace de Hilbert standard. �

Cet estimateur est optimal relativement à deux critères importants : le critère devariance minimale
et aussi le critère dumaximum a posteriori. Une discussion plus élargie à ce sujet se trouve à la section
3.2.

Propri été 4.3 L’erreur d’estimationx− x̂ est orthogonalèa z puisque

E
[
(x− x̂)zT

]
= 0. (4.28)

△

Cette propriété peut être interprétée comme le fait que toute l’information a été extraite des données.

Lemme 4.4 Estimation optimale pour des systèmes d’́etat linéaires :
Soit le syst̀eme lińeaire

{
xk+1 = Adxk + Bduk + Γdvk

zk = Cdxk +Dduk + wk
, (4.29)

où vk etwk sont des śequences gaussiennes indépendantes et de moyenne nulle etzk une fonction de
{z0, . . . , zk}.
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La meilleure pŕedictionà un pas, c’est-̀a-dire x̂k+1|k est, d’apr̀es le lemme4.3

x̂k+1|k = E [xk+1|Zk]

= E
[
xk+1|Z̃k

]

= E [xk+1|z̃k] + E
[
xk+1|Z̃k−1

]
− E [xk+1] , (4.30)

où Z̃k = {z̃0, . . . , z̃k} est une śequence de variables aléatoires ind́ependantes et

z̃k|k−1 = zk − ẑk|k−1, Śequence des innovations (4.31)

où ẑk|k−1 est l’innovationà l’instant k. Ainsi, utilisant les ŕesultats de l’Eq. (4.27) et la récursion de
x donńee par l’Eq. (4.5) pour évaluer les termes de l’Eq. (4.30), l’estimée dêxk+1|k s’obtient de

x̂k+1|k = x̂k+1|Z̃k

= Adx̂k|k−1 + Bduk + Lk

(
zk − ẑk|k−1

)
, (4.32)

où la matriceLk = Σ(bxk+1|k,Z̃k)Σ
−1
Z̃k

est donńee par

Σ(bxk+1,Z̃k)Σ
−1
Z̃k

= AdΣk|k−1CT

d

(
CdΣk|k−1CT

d + Σw

)−1
, (4.33)

avecΣk|k−1 , Σx̃k|k−1
= E

[
x̃k|k−1x̃

T

k|k−1

]
la matrice de covariance d’erreur d’estimation.

La matrice de covariance d’erreur d’estimation satisfait la récurrence

Σk+1|k = AdΣk|k−1AT

d + ΓdΣvΓ
T

d −AdΣk|k−1CT

d

(
CdΣk|k−1CT

d + Σw

)−1
CdΣk|k−1AT

d , (4.34)

qui repŕesente unéequation de Riccati d’estimation.
La meilleure estiḿee s’́ecrit alors

x̂k|k = x̂k+1|Zk

= x̂k|k−1 +Hk

(
zk − ẑk|k−1

)
, (4.35)

oùLk = AdHk. �

4.3.2.1 Le filtre de Kalmanà gain asymptotique

Le filtre de Kalman s’obtient directement des résultats deslemmes4.3 et 4.4. La solution
stationnaire, asymptotique est présentée ; aucune perted’optimalité n’est introduite si le critère
de commande est évalué à horizon infini, ce qui est le cas ici. On peut donc utiliser la solution
asymptotique de l’Eq. (4.34), notéeΣ∞, ainsi que les gainsH∞ et L∞ au lieu deΣk+1|k, Hk et
Kk respectivement.

Étapes du filtre de Kalman :

1. Calcul de l’innovation :

z̃k|k−1 = zk − ẑk|k−1 = Cdxk +wk − Cdx̂k|k−1 = Cdx̃k + wk. Innovation (4.36)
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2. Mise à jour :

x̂k|k = x̂k|k−1 +H∞z̃k|k−1.

En remplaçantH∞, il vient

x̂k|k = x̂k|k−1 + Σ∞CT

d

(
CdΣ∞CT

d + Σw

)−1
z̃k|k−1. Mise à jour (4.37)

3. Prédiction :

x̂k+1|k = Adx̂k|k + Bduk. Prédiction (4.38)

D’après les Eq. (4.37) et Eq. (4.38), en combinant les deux, il en découle

x̂k+1|k = Adx̂k|k−1 + Bduk +AdH∞
(
zk − ẑk|k−1

)
, (4.39)

où la deuxième ligne a été obtenue en remplaçantx̂k|k par son expression donnée à l’Eq. (4.37).
On obtient ainsi la version asymptotique de l’Eq. (4.24), consistant à évaluer l’Eq. (4.39) en
k|k − 1

x̂k|k−1 = Adx̂k−1|k−2 + Bduk−1 + L∞
(
zk−1 − ẑk−1|k−2

)
. (4.40)

Le gain de l’observateur s’écrit, comme dans l’Eq. (4.33)

L∞ = AdH∞ = AdΣ∞CT

d

(
CdΣ∞CT

d + Σw

)−1
, Gain de Kalman (4.41)

avecΣ∞ la solution de l’équation algébrique de Riccati

Σ∞ = AdΣ∞AT

d + ΓdΣvΓ
T

d −AdΣ∞CT

d

(
CdΣ∞CT

d + Σw

)−1
CdΣ∞AT

d . Riccati d’estimation

(4.42)
Une propriété importante du filtre de Kalman est que le gainde l’observateur ne dépend que des

variancesΣv et Σw et non des réalisations de ces bruits. Ceci a pour conséquence que la résolution
de l’équation de Riccati et le calcul du gain peuvent être réalisés à l’avance ; seules les opérations de
calcul de l’innovation, mise à jour et prédiction sont effectuées au fur et à mesure de l’arrivée des
observationszk.

4.3.2.1.1 Conditions initiales : Cet algorithme doit être initialisé par la donnée d’une estimation
initiale x̂0 = x̂0|−1 et de la variance d’erreurΣ0 = Σ0|−1. On utilise pour ce faire les espérances et les
variancesa priori des variables. L’initialisation est prise comme étantx̂0|−1 = 0, ẑ0|−1 = 0 etu0 = 0.
La matrice de covariance d’erreur d’estimation est initialisée par les variancesa priori des différentes
variables.

4.3.2.1.2 Convergence de la Riccati d’estimation : Pour garantir la convergence de l’équation de
Riccati, le couple(Ad, Cd) doit être détectable et le couple(Ad,Σ

1/2
v ) (voir les définitions à la section

4.5) stabilisable, condition vérifiée en particulier siAd est stable.
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4.3.3 Fonctions de transfert du ŕegulateur LQG

Comme il avait été annoncé, l’approche d’état peut être traduite en fonctions de transfert. Le
résultat principal est donné par le lemme4.1. Il s’applique bien sûr aussi au cas d’un régulateur
optimal LQG avec filtrage de Kalman. Ainsi, l’objectif de cette sous-section est de détailler le calcul
des fonctions de transfert obtenues à partir de la structure du régulateur optimal figurant sur la Fig.4.3.

Propri été 4.4 Fonctions de transfert du régulateur LQG.
Soit le transfert ǵeńeral

y(z) = C(z)u(z). (4.43)

Pour une commande sous forme prédicteuruk = −K∞x̂k|k−1 la fonction de transfertCp(z) s’écrit

Cp(z) = −
(
I +K∞Λpz

−1Bd

)−1K∞Λpz
−1AdH∞, (4.44)

où
Λp =

(
I−Ad

(
I− z−1H∞Cd

))−1
. (4.45)

Pour une commande sous forme estimateuruk = −K∞x̂k|k, la fonction de transfert est

Ce(z) =
(
I +K∞Λez

−1 (I−H∞Cd)Bd

)−1K∞ΛeH∞, (4.46)

où
Λe =

(
I− z−1Ad + z−1H∞CdAd

)−1
. (4.47)

△

Démonstration : Fonctions de transfert de la commande LQG
Les équations d’estimation et de mise à jour du filtre de Kalman sont, d’après les Eqs. (4.37–4.39)

{
x̂k|k = x̂k|k−1 +H∞(zk − Cdx̂k|k−1)

x̂k+1|k = Adx̂k|k + Bduk
, (4.48)

La seconde ligne de l’Eq. (4.48) peut aussi s’écrire, en notant respectivementx̂p et x̂e les transferts de
x̂k|k et x̂k|k−1,

zx̂p = Adx̂e + Bdu. (4.49)

Donc, en multipliant parz−1 des deux côtés,

x̂p = z−1Adx̂e + z−1Bdu. (4.50)

Avec ceci et la première ligne de l’Eq. (4.48)

x̂p = z−1Ad (x̂p +H∞ (z− Cdx̂p)) + z−1Bdu

=
(
I− z−1Ad (I−H∞Cd)

)−1 (
z−1Bdu + z−1AdH∞z

)
. (4.51)

Pour une commande du typeuk = −K∞x̂k|k−1

u = −K∞ (I−Ad (I−H∞Cd))−1 (z−1Bdu +AdH∞z
)
. (4.52)

En regroupant les termes, on obtient

u = −
(
I +K∞Λpz

−1Bd

)−1K∞ΛpAdH∞z, (4.53)
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où
Λp =

(
I− z−1Ad (I−H∞Cd)

)−1
. (4.54)

La fonction de transfert du régulateur s’écrit finalement

Cp(z) = −
(
I +K∞Λpz

−1Bd

)−1K∞ΛpAdH∞. (4.55)

Pour une commande sous forme estimateur du typeuk = −K∞x̂k|k, en suivant un raisonnement tout
à fait analogue au cas précédent, il en découle

x̂e =
(
I− z−1Ad + z−1H∞CdAd

)−1 [
z−1 (I−H∞Cd)Bdu +H∞z

]
, (4.56)

et, cette fois-ci pour une commande du typeuk = −K∞x̂k|k,

u = −K∞
(
I− z−1Ad + z−1H∞CdAd

)−1 [
z−1 (I−H∞Cd)Bdu +H∞

]
z. (4.57)

En regroupant les termes

Ce(z) = −
(
I +K∞Λez

−1 (I−H∞Cd)Bd

)−1K∞ΛestH∞, (4.58)

où
Λe =

(
I− z−1Ad + z−1H∞CdAd

)−1
, (4.59)

ce qui conclut la démontration. �

4.3.4 Synth̀ese de la solution LQG

Pour synthétiser les sections précédentes, la solutioncomplète LQG est déterminée en deux
étapes : premièrement résoudre un problème de commandedéterministe dont la solution établit le
régulateur optimal pour le casInfC et deuxièmement résoudre un problème d’estimation optimale afin
de trouver̂xk|k−1 pour le casInfI. La Fig.4.3montre la structure du régulateur optimal LQ(G) pour les
casInfC et InfI. Curieusement, l’application de la commande LQG est effectuée dans l’ordre inverse :
d’abord estimer l’état puis appliquer la commande.

Le bloc supérieur schématise les équations d’état de l’Eq. (4.19) qui décrivent totalement la
dynamique du système. Evidemment la sortiezcrit ne figure pas ici, car elle est utilisée à des fins
de modélisation. Un interrupteur fait le choix entre les solutions InfC où uk = −K∞xk ou bienInfI

oùuk = −K∞x̂k|k−1, l’estiméex̂k|k−1 étant la sortie du filtre de Kalman donnée par l’Eq. (4.39).

4.4 L’approche LQG en OA

4.4.1 Travaux préćedents : de l’intégrateur à la commande LQG

Comme cela a déjà été constaté à la section2.8.2.1, l’intégrateur est le régulateur de base en OA.
Des versions plus abouties, notamment par optimisation de la bande passante par ajustement du gain
[Gendron et Léna, 1994, Ellerbroeket al., 1994, Dessenneet al., 1998b] ou, de façon équivalente, du
temps de pause [Correiaet al., 2006], ont été proposées tout en gardant la structure communede
ce type de régulation. Cependant, malgré ces efforts, deslimitations structurelles de l’intégrateur
ne peuvent pas être contournées. A la section4.6.1, la réinterprétation sous formalisme d’état de
ce régulateur originalement menée par [Kulcsáret al., 2006], mettra en évidence que le modèle
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FIG. 4.3 – Structure complète du régulateur LQG. Un modèle dusyst̀emeréel est employé dans
la définition du régulateur optimal. Ce régulateur vise `a minimiser le critère de l’Eq. (4.17). Le
commutateur permet de distinguer deux cas, l’information complète où l’état est parfaitement connu
et le cas information incomplète où le régulateur est donné par l’Eq. (4.23). L’état est alors estimée à
partir des mesures bruitées et retardées, conformémentà l’Eq. (4.40).

d’évolution de phase inhérent, souvent dit caché, est instable. Le choix de la matrice de gain impose
aussi des limitations : d’une part sur le choix du gain, d’autre part sur le niveau de troncature
appliqué pour obtenir une inverse généralisée de la matrice d’interaction qui soit satisfaisante du
point de vue de la performance [§2.8.2.1]. Associée à la troncature [§3.2.3] la propagation de bruit
n’est donc pas maı̂trisée, une situation préoccupante àlaquelle sont confrontés nombre de systèmes
d’OA. Les limitations de l’intégrateur ne s’arrêtent paslà. Une discussion plus détailée se trouve à la
section2.8.2.1, notamment en ce qui concerne l’adéquation aux OA grand champ. [Le Louarn, 2002]
exploitent en boucle fermée la reconstruction optimale statique en ajustant soigneusement le poids des
a priori, ce qui revient à modifier le RSB implicite et donc le comportement potentiellement dégradé
en observations à faible flux.

Des stratégies de régulation intermédiaires entre l’intégrateur et la commande LQG ont été
proposées par [Gilles, 2005] et [Béchetet al., 2007]. L’idée principale commune à ces deux struc-
tures étant de rester dans un cadre de reconstruction optimale de front d’onde statique. Pour
cela le fonctionnement en boucle fermée est reconfiguré defaçon à pouvoir obtenir des pseudo-
mesures boucle ouverte appliquées ensuite au reconstructeur MMSE. Dans l’approchePOLC,
un filtrage temporel est réalisé pour garantir la stabilité en boucle fermée. La robustesse a été
analysée par [Piatrou et Gilles, 2005] et la performance comparée à celle de la commande LQG par
[Piatrou et Roggemann, 2007].

L’approche de [Béchetet al., 2007] est similaire auPOLC. L’originalité concerne la construction
du reconstructeur optimal, celui-ci étant basé sur une description fractale de la phase. L’idée de
base est la même, c’est-à-dire, un problème inverse de reconstruction de phase en boucle ouverte
[Tallon et al., 2007] à partir des mesures boucle fermée compensées de la correction apportée par le
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MD ; la régulation en boucle fermée est cependant différente. [Béchetet al., 2007] opte par l’approche
IMC [Morari et Zafiriou, 1989, Riveraet al., 1985], consistant à estimer la phase boucle ouverte à
partir d’un modèle interne du processus physique à réguler. Ainsi, surgit leFrIM-IMC . Le POLCet le
FrIM-IMC sont tous deux réinterprétés sous forme d’état à la section 4.6. Comme pour l’intégrateur,
la structure des observateurs sera mise en évidence ainsi que le modèle d’évolution de phase. Ceci
permettra d’expliquer le comportement présumé en différents régimes de bruit.

Les premiers travaux de commande optimale en OA employant l’approche LQG en temps continu
ont été menés par [Paschallet al., 1991] et [Paschall et Anderson, 1993]. La solution continue est
ensuite discrétisée de façon exacte pour l’appliquer àl’environnement à temps discret où elle est
sensée fonctionner. Cependant, le critère d’optimisation n’est pas celui de la minimisation de la
variance de phase résiduelle.

Une loi de commande proche du LQG fut suggérée par [Gavel, 2003], seulement la stationnarité
du modèle d’évolution de phase a été sacrifiée. Ces travaux ont par la suite été mis à profit
dans l’approche proposée par [Wiberget al., 1994a, Wiberget al., 1994b]. Toutefois, les dynamiques
temporelles des processus physiques sont négligées, ce qui limite fortement leur intérêt.

Une solution hybride entre LQG et commande modale a été proposée dans [Loozeet al., 2003] ;
cette commande associe une matrice de découplage statiqueet une série de régulateurs LQG
monovariables. La problématique de la discrétisation, qui a été abordée ici en utilisant des variables
de phase moyennées sur des périodes d’échantillonnage successives, suivant l’approche proposée
dans [Le Rouxet al., 2004], a été également abordée dans [Looze, 2006, Looze, 2007]. Cependant,
le critère discret proposé dans ces deux contributions r´egularise le critère en ajoutant une pénalisation
supplémentaire sur la commande, de sorte que la commande obtenue n’est plus rigoureusement
optimale. De plus, le choix particulier de vecteur d’état fait que le calcul de la commande optimale
requiert la résolution d’une équation de Riccati de commande y compris dans le cas d’un MD à
réponse infiniment rapide. En contrepartie, cette approche s’étend naturellement au cas de miroirs
avec dynamique [Looze, 2008, Looze, 2009] , problématique qui sera abordée au chapitre6.

[Poyneer et Véran, 2008] proposent une commande LQG sur une base spécialement adaptée
aux grands systèmes. Elle se fonde sur l’approche modale enespace de Fourier présentée par
[Poyneeret al., 2007]. Un avantage clair de ce type de modélisation est que le comportement Taylor
est facilement reproduit par des modèles AR simples, correspondant à un décalage spatial des modes
de Fourier. La concentration de l’énergie turbulente dansce mode de translation reste encore à
quantifier, un travail déjà commencé par [Poyneer et Véran, 2008] et [Poyneeret al., 2009].

La solution présentée ici se base sur les travaux de [Le Roux, 2003, Le Rouxet al., 2004] en
considérant les miroirs déformables infiniment rapides.Le modèle d’état à temps discret proposé
permettait la minimisation de la variance d’erreur résiduelle en OA et OAMC. [Kulcsáret al., 2006]
montre l’optimalité de cette loi de commande discrète vis-à-vis du critère continu de départ. Des
travaux postérieurs, basés sur la même solution, ont été menés, notamment ceux de [Petitet al., 2004]
et de [Petit, 2006] où il est suggéré une simplification du vecteur d’état et une extension de
la solution à la réjection de vibrations. Ces nouveautésont été testés expérimentalement par
[Petitet al., 2008, Petitet al., 2009] déjà pour l’OA hors-axe (voir section2.7pour ce concept d’OA) ;
le potentiel des modèles AR pour appréhender l’évolution temporelle de la phase est exploité et
expliqué. La commande LQG ainsi enrichie de ces multiples contributions a ensuite été appliquée
à l’OA grand champ par [Costilleet al., 2009, Costille, 2009].

Dans ce mémoire, les lois de commande LQG précédentes sont réinterprétées et un modèle d’état
encore plus compact sera obtenu à la section4.4.4. Le choix des paramètres des modèles AR sera
remis en question à la section4.5 où le comportement performant de ces modèles est justifiépuis
optimisé.
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4.4.2 D́efinition du crit ère d’optimalit é

Le critère de minimisation adopté est celui de la varianceminimal de phase résiduelleσ2
φres

sur la pupille du télescope. La minimisation de ce critèreéquivaut à maximiser le rapport de
Strehl [Herrmann, 1992].

Il s’agit bien d’un critère continu (l’évolution des phases de perturbation et correction est continue
dans le temps) qui sera exprimé par la forme discrète équivalente de l’Eq. (4.17).

En termes mathématiques,σ2
φres s’écrit presque sûrement (p.s.)

σ2
φres

p.s.
= Jc (u) , lim

τ→+∞
1

τ

∫ τ

0
‖φres (t)‖2 dt, Critère d’optimalité continu (4.60)

φres étant la phase résiduelle la différence des phase de perturbation et de correction, i.e.φres =
φtur − φcor – se référer à la Fig.2.20 pour plus de détails sur le système d’OA asservi en boucle
fermée – l’Eq.(4.60) se réécrit

Jc (u) = lim
τ→+∞

1

τ

∫ τ

0

∥∥φtur (t)− φcor (t)
∥∥2

dt. (4.61)

Du point de vue de la théorie de la commande, l’OA s’inscrit tout naturellement dans un problème
de rejet de perturbation, puisque la commandeu ne peut pas agir sur la phaseφtur.

Soit Jc(u)k la valeur moyenne de la variance de phase résiduelle durantl’intervalle de temps
t ∈ [kTs, (k + 1)Ts[

Jc (u)k ,
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

∥∥φtur(t)− φcor(t)
∥∥2

dt. Coût incrémental (4.62)

Avec cette notation, le critère à temps continu de l’Eq.(4.60) se réécrit comme une somme à horizon
infini selon

Jc(u) = lim
M→+∞

1

M

M∑

k=0

Jc(u)k. (4.63)

A noter que, par construction,Jc(u)k ne dépend que des décisions de commande prises jusqu’àt =
kTs, autrement dit, de la séquence discrète{u0, . . . , uk}.

4.4.3 D́eveloppement de la solution LQG

Le développement de la solution LQG est présentée étapepar étape suivant le schéma de la
Fig. 4.2.

4.4.3.1 D́eveloppement du crit̀ere

Si le miroir est considéré comme infiniment rapide, sa dynamique peut être réduite à sa matrice
de gain statiqueN ∈ ℜnt×nm, la matrice d’influence du miroir. Par conséquent

φcor (t) = Nuk ∀ kTs ≤ t < (k + 1)Ts. Phase de correction (4.64)
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[Kulcsáret al., 2006] montrent que la commande VM – c’est-à-dire, la commande minimisant le
critère continuJc(u) – s’obtient en minimisant le critère discret équivalent

Jd (u) = lim
M→+∞

1

M

M−1∑

k=0

‖φ̄tur

k+1 − Nuk‖2, (4.65)

où

φ̄tur

k+1 =
1

Ts

∫ (k+1) Ts

kTs

φturdt. (4.66)

PuisqueJd(u) s’obtient à partir deJc(u) en rajoutant un terme indépendant de la commandeu
dans l’Eq. (4.68), cela garanti que

arg min
U
Jc (u) = arg min

U
Jd (u) , (4.67)

ce qui établit l’équivalence des deux solutions. Ces deuxcritères sont liés par

Jc(u) = Jd
r (u) + δJ(Ts), (4.68)

avecδJ(Ts) l’erreur ultime du fait de remplacer des variables continues par des variables discrètes
moyennées :

δJ (Ts) = lim
M→+∞

1

M

M−1∑

k=0

(
1

Ts

∫ (k+1) Ts

kTs

∥∥φtur (t)− φ̄tur

k+1

∥∥2
dt

)
. (4.69)

[Petit, 2006] montre que cette erreur, pour les temps d’intégration souvent utilisés de l’ordre de
quelques centaines de Hertz, est petite, voire même négligeable pour certains systèmes.

4.4.3.2 Identification de la sortie-crit̀ere

En développant l’Eq. (4.65), la comparaison directe avec l’Eq. (4.17) conduit à prendre comme
sortie-critère

zcrit

k = φ̄tur

k+1 (4.70)

et pour les matrices de pondération LQ,

Q = I ≥ 0, S = −N, R = N
T
N > 0. (4.71)
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On vérifie immédiatement que

Q− SR−1ST = I−N

(
N

T
N

)−1
N ≥ 0. (4.72)

Le critère équivalent discret devient alors

Jd (u) = lim
M→+∞

1

M

M−1∑

k=0

((
φ̄tur

k+1

uk

)T (
I −N

−NT NTN

)(
φ̄tur

k+1

uk

))
. (4.73)

4.4.3.3 Structuration du régulateur

La commande optimaleuk en InfC est obtenue en projetant orthogonalement la phase moyenne
φ̄tur

k+1 sur l’espace miroir. En effet,Jd(u)k, défini par l’Eq. (4.62) ne dépend ici que deuk. La
commande optimale s’écrit donc

uk = arg min
u
‖ φ̄tur

k+1 −Nu ‖2

= (NT
N)−1

N
Tφ̄tur

k+1. (4.74)

Ceci correspond au retour d’étatuk = K∞x̂k, avecK∞ =
(
NTN

)−1
NTCcrit

d .
Cette solution analytique obtenue de la minimisation de l’Eq. (4.65) évite ainsi la résolution de la

Riccati de commande (4.22). La matrice d’influence du MD est supposée de rang maximal,autrement
dit (NTN) est inversible.

Deux aspects particuliers sont à noter. Cette solution(a.) ne dépend d’aucune hypothèse
particulière sur la phase de perturbation et(b.) en information complète, la solution fait intervenir
la phase moyenne sur l’intervalle immédiatement postérieur à l’application de la commande. Ceci est
spécialement intéressant puisque pour l’information incomplète, la mesure est elle aussi une fonction
de la phase moyenne intégrée. C’est ce qui sera présentédans la section suivante.

Structure du r égulateur en information incomplète
Puisque les mesures ASO sont une fonction de la phase moyenne(cf. section2.5.1.1) ces mesures

s’expriment à partir dēφtur.
Dans le cas linéaire, les mesures fournies par un système d’OA s’écrivent en première approxima-

tion sous la forme
yk = Dφ̄res

k−1 + wk = Dφ̄tur

k−1 −DNuk−2 +w′
k, (4.75)

où w′
k est un bruit blanc, gaussien et à moyenne nulle,w′

k ∼ N (0,Σw′). Les indices retrouvés
à l’Eq. (4.75) sont détaillés sur la Fig.2.14. Ces hypothèses sur les retards de l’ASO ne sont pas
uniques : l’approche présentée ici aurait pu être aussi bien aisément adaptée à un autre chronogramme
d’opérations. Dans l’Eq. (4.75), l’opérateur linéaireD ∈ ℜs×n est spécifique de l’ASO mis en place
pour faire la mesure (voir section2.5.1.1).
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En supposant quēφtur est un processus stochastique hilbertien, le théorème deséparation
s’applique - section4.3.1.1; la commande à VM s’écrit alors

uk = (NT
N)−1

N
T̂̄φ

tur

k+1|Yk
, (4.76)

où ̂̄φ
tur

k+1|Yk
représente l’espérance deφ̄k+1 conditionnellement à la séquenceYk de toutes les mesures

disponibles à l’instantt = kTs, soitYk = {y0, . . . , yk}. Afin de formaliser le problème d’estimation
optimal sous forme LQG standard, on introduit l’observation zk, une pseudo-mesure définie par

zk = yk+1 = Dφ̄tur

k −DNuk−1 +wk, (4.77)

oùwk = w′
k+1, ce qui permettra par la suite de tenir compte du retard de mesure de façon simple. Du

point de vue mathématique, par la suite la notationx̂k|k−1 définit l’espérance dexk conditionnellement
àZk−1 = {z0, . . . , zk−1} = Yk.

Avec ces définitions, un modèle stochastique permettant de décrire les sorties et la commande
optimale sera construit dans l’étape suivante [§4.4.4], ce qui permettra d’achever la synthèse de la
commande optimale conformément à ce qui a été établie `a la section4.3.

4.4.4 Mod̀ele pour la commande

Comme modèle pour la commande, [Le Rouxet al., 2004] a proposé un modèle non minimal à
cinq états (trois occurrences de phase et deux de commande)alors que [Petit, 2006] propose déjà un
modèle plus compact à quatre états (deux occurrences de phase et deux de commande) en notant que

l’estimée de phasē̂φ
tur

k+1 n’était pas nécessairement une composante de l’état puisque cette composante

peut être obtenue en multipliant̂̄φ
tur

k parAtur. Il faut alors introduire une légère modification dans le

projecteur qui s’écrit
(
NTN

)−1
NTAtur.

Le modèle proposé ici est encore plus compact. Trois composantes (deux occurrences de phase
et une de commande) s’avèrent nécessaires pour décrire les observationszk qui sont, par choix de
conception, avancées dans le temps et produire les estimées de phase utilisées lors de la projection sur
l’espace miroir.

Un modèle d’état visant la description complète des observations doit inclure explicitement
(φ̄k, uk−1) - Eq. (4.77). La prédiction de la phase moyenne à un pasφ̄k+1 y figurera aussi pour
obtenir les décisions de commande de l’Eq. (4.76). Puisque la sortie-critère est tout simplementφ̄tur

k ,
la composition du vecteur d’état est ainsi complètement déterminée, soit

xk ,




φ̄tur

k+1

φ̄tur

k

uk−1



 Composantes de l’état (4.78)
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Hypothèse 4.1Evolution temporelle de la perturbation de phase.
L’ évolution temporelle de la phase est caractérisée par le mod̀ele auto-ŕegressif (AR) du premier

ordre suivant
φ̄tur

k+1 = Aturφ̄
tur

k + vk, (4.79)

oùAtur est la matrice de la dynamique temporelle. Le choix des paramètres deAtur sera discut́e à la
section4.5. Dans l’Eq. (4.79), vk est un bruit blanc, gaussien et de matrice de varianceΣv connue.

Tout ceci est regroupé dans un unique modèle d’état









φ̄tur

k+2

φ̄tur

k+1

uk



 =




Atur 0 0

I 0 0

0 0 0








φ̄tur

k+1

φ̄tur

k

uk−1



+




0

0

I



uk +




I

0

0



 vk

zk = D
(

0 I −N
)
xk + wk

zcrit

k =
(

I 0 0
)
xk

. (4.80)

Pour réintroduire le retard de mesure d’une trame temporairement négligé, la version prédicteur
du régulateur donnée par l’Eq. (4.23), est alors choisie

uk = K∞Ccrit

d x̂k|k−1. (4.81)

Cette version est conditionnée àZk−1 ou de façon équivalente àYk. Ceci assure la prise en compte
mathématiquement rigoureuse des retards explicités à la Fig. 2.14 dans le modèle complet des
Eqs. (4.80-4.81). Le fait que x̂k|k−1 soit utilisé et nonx̂k|k revient à associer le retard pur d’une
trame à la commande plutôt qu’à la mesure.

Avec la définition des matrices de pondération dans l’Eq. (4.72), le gain de KalmanL∞ de
l’Eq. (4.41) peut alors être déterminé à partir de la solution de l’´equation de Riccati d’estimation
de l’Eq. (4.42). Ce gain sera utilisé lors de l’estimation et prédictionrécursives de l’état̂xk|k−1 tel
que définit à l’Eq. (4.40). De plus, la performance (en termes de variance de phase résiduelle) sera
quantifiée à partir du gain de KalmanK∞, les matrices de pondération.

Une analogie remarquable peut être faite avec le reconstructeur statique à VM explicité au chapitre
3. La commande était alors obtenue par la projection orthogonale de la phase reconstruite sur l’espace
engendré par les fonctions d’influence du MD. Toutefois, des différences majeures existent : malgré
cette projection similaire dans les deux approches, dans lepremier cas il s’agit d’une problématique
de reconstruction statique de front d’onde alors que le cas présent s’applique aux systèmes asservis en
boucle fermée. La dérivation du reconstructeur statiqueoptimal par application de l’approche LQG
aux OA boucle ouverte sera accomplie à la section4.4.6.

4.4.4.1 Propríetés du mod̀ele

Commandabilité et observabilit́e
Comme l’a montré [Petit, 2006], le système n’est structurellement ni commandable ni observable.
En régime de rejet de perturbations, la commandabilité n’est clairement pas présente. L’observa-

bilité du système n’est pas assurée, du fait de la présence de retards. Toutefois, d’après [Petit, 2006],
la partie non observable de l’état est détectable [voir d´efinition au paragraphe4.5].

Stabilit é en boucle ferḿee
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La stabilité de la boucle est assurée si les matrices(Ad −K∞Bd) et (Ad − L∞Cd) sont toutes
deux stables. Ceci est garanti sous les mêmes hypothèses qui assurent l’existence d’une solution
unique pour les équation de Riccati de commande et d’estimation.

4.4.4.2 Fonctions de transfert : un exemple sur le mode tip/tilt

Le modèle de la section4.3.3est ici exploité pour illustrer le passage du formalisme d’état aux
fonctions de transfert. Un aspect remarquable, bien que tout à fait prévu, c’est que la fonction de
réjection ne présente pas aux basses fréquences une réjection∝ f2 propre à l’intégrateur, mais plutôt
un comportement∝ f0 . Ce comportement est dû à la prise en compte d’un modèle deperturbation
(dans cet exemple un modèle AR1) dont la FT est∝ f0 en régime BF. De plus, selon le théorème de
Bode [Wu et Jonckheere, 1992], une réjection adéquate en BF rend possible une meilleure réjection
en HF, du moins en cas de fort RSB. Une analyse par fonctions detransferts permet de clarifier le
fonctionnement de la commande optimale et ainsi de comprendre son efficacité.

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

−100

−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Fréquence temporelle, [Hz]

ra
d2 /H

z 
[d

B
]

Fonctions de transfert

 

 

DSP TT

 DSP TT modèle AR1

FCN REJECTION TT (RTF)

FCN REJECTION BRUIT

TT DSP × RTF

FIG. 4.4 – Exemple de fonctions de transfert associées au modèle de l’Eq. (4.80). Le cas scalaire du
tip/tilt est illustré. La fonctions de réjection aux BF secaractérise par un plateau. Après multiplication
par la DSP de la perturbation, ceci garantie une réjection plate sur une grande plage de fréquences.

Les courbes sur la Fig.4.4 illustrent les transferts propres à la commande LQG. Les fonctions de
réjection de phase et bruit (courbes rouge et verte respectivement) se caractérisent par un plateau aux
BF puis une atténuation aux HF. Les compromis imposés par le théorème de Bode sont ainsi mieux
exploités : la réjection fréquentielle dépend donc du contenu fréquentiel de la perturbation, les erreurs
étant aussi plates (sur le plan fréquentiel) que possible.

4.4.5 Évaluation de performance

La valeur du critère à temps continu peut se calculer à partir de l’identité

Jc(u)
p.s.
= δ(Ts) + trace (WΣf) , (4.82)
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où

W =

( (
Ccrit

d

)T
QCcrit

d

(
Ccrit

d

)T
SK∞

KT
∞S

TCcrit

d KT
∞RK∞

)
.

Démonstration : La démonstration commence par énoncer la propriété suivante.

Propri été 4.5 Covariance de l’́etatx :
Soit le syst̀eme

ζk+1 = Aζk + ηk (4.83)

pour lequelA est stable, i.e. toutes ses valeurs propres|λi| < 1, etηk est un bruit blanc gaussien de
varianceΣη, alorsxk converge vers un processus gaussien dont la variance est donnée par la solution
de l’équation discr̀ete de Lyapunov [Söderstr̈om, 2002, Anderson et Moore, 1995b]

Σζ = AΣζAT + Ση, (4.84)

où Σζ est la matrice de covariance en boucle fermée de l’́etat.
En outre, pour toute matrice définie positive

P =

(
Q S
ST R

)
≥ 0, (4.85)

et avecΣζ

E
{
ζTPζ

}
= trace{PΣζ} . (4.86)

△

Le critère de l’Eq. (4.65) est presque sûrement (p.s.) égal à l’espérance d’une forme quadratique.
Avec la commande du typeuk = −K∞x̂k|k−1 on obtient donc

Jc(u)
p.s.
= δJ (Ts) + E

{(
zcrit

k

)T
Qzcrit

k + uT

kRuk − 2
(
zcrit

k

)T
Suk
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p.s.
= δJ (Ts) + E

{
xT

k

[(
Ccrit

)T
QCcrit

]
xk + uT

kRuk − 2xT

k

[(
Ccrit)T S

]
uk

}

p.s.
= δJ (Ts) + (4.87)

E
{
xT

k

[(
Ccrit)TQCcrit

]
xk + x̂T

k|k−1 (K∞)TRK∞x̂k|k−1 + 2xT

k

[(
Ccrit)T S

]
K∞x̂k|k−1

}
.

(4.88)

Pour évaluer l’Eq. (4.87), il faut pouvoir calculer les espérances des termes enxk et x̂k|k−1. Pour

cela soit l’état augmentéxf =
(
xT

k , x̂T

k|k−1

)T

. Les équations de récurrence de l’état s’écrivent

xk+1 = Adxk + Bduk + Γdvk

= Adxk − BdK∞x̂k|k−1 + Γdvk. (4.89)
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L’état estimé par le filtre de Kalman peut se s’écrire

x̂k+1|k = Adx̂k|k−1 + Bduk + L∞
(
zk − Cdx̂k|k−1

)

= (Ad − BdK∞ − L∞Cd) x̂k|k−1 + L∞Cdxk + L∞wk. (4.90)

Ceux-ci et les Eq. (4.89) et Eq. (4.90) définissent le système augmenté

(
xk+1

x̂k+1|k

)
= Af

(
xk

x̂k|k−1

)
+

(
Γd 0
0 L∞

)(
vk

wk

)
, (4.91)

où

Af ,
(
Ad −BdK∞
L∞Cd Ad − BdK∞ − L∞Cd

)
. (4.92)

La matrice de covarianceΣf de l’état augmentéxf s’écrit

Σf =

(
Σx Σxk,xk|k−1

Σxk,xk|k−1
Σxk|k−1

)
, (4.93)

et selon la propriété4.5, la solution est obtenue en résolvant l’équation de Lyapunov à temps discret
Σf = AfΣfAT

f + Σ′
v, oùΣ′

v, la matrice de covariance du bruit d’état

Σ′
v ,

(
ΓdΣvΓ

T

d 0
0 L∞ΣwLT

∞

)
, (4.94)

puisquevk etwk sont indépendantes et de matrices de covarianceΣv etΣw respectivement.
Le second résultat dans la propriété4.5établit que le critère à temps continuJc(u) s’écrit

Jc(u)
p.s.
= δ(Ts) + E

(
xT

fWxf

)

p.s.
= δ(Ts) + E

((
xk

x̂k|k−1

)T
( (
Ccrit

d

)T
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d

(
Ccrit

d

)T
SK∞

KT
∞S

TCcrit

d KT
∞RK∞

)(
xk

x̂k|k−1

))

p.s.
= δ(Ts) + trace (WΣf) . (4.95)

�

En résumé, les matricesQ, R, S, le régulateurK∞ et le gain de l’observateurL∞ ont été
déterminés. Dans le cas optimal, ces deux derniers requi`erent la résolution des équations de Riccati
associées. A partir de l’Eq. (4.95) le critère de performanceJc(u) peut être quantifié soit dans le cas
optimal soit dans des cas sous-optimaux.

Cet outil permet :a) de synthétiser le régulateur optimal etb) d’évaluer l’impact des différents
paramètres du système sur la performance finale (en variance de phase résiduelle). Cet outil pourra
donc être utile lors de la conception des systèmes et des budgets d’erreur associés, en évitant de
mettre en place une simulation de bout-en-bout, généralement bien plus complexe et détaillée mais
potentiellement plus longue et moins souple que la procédure décrite ici.
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4.4.6 Commande optimale statique pour les OA en boucle ouverte

Dans le chapitre3, l’estimateur optimal pour le cas statique proposé pour l’OA classique a été
présenté. Ce résultat d’estimation statique peut également être retrouvé en posant le problème dans
le formalisme d’état et en appliquant l’approche LQG tellequ’elle vient d’être détaillée. L’estimation
statique a pour principe de déterminer, à partir de chaquemesureyk prise isolément la meilleure
estimation deφ̄tur. Il n’y a donc pas de correction (φ̄cor = 0) ni de retard. Il s’avère donc inutile
d’introduire dans le vecteur d’état de l’Eq. (4.80) les composantes liés à la commandeuk−1 comme
pour la boucle fermée.

Pour le cas de boucle ouverte statique, étant donné que lesévénements sont décorrélés d’un instant
à l’autre, l’évolution de la phase ne sera pas prise en compte. Cela revient en fait à poser une équation
d’évolution de la phase turbulente qui exprime que la phaseévolue d’un instant à l’autre de façon
totalement non corrélée, comme un bruit blanc. De ce fait,Atur = 0. L’état devient tout simplement

xk = φ̄k+1 = vk, (4.96)

oùvk est un bruit blanc à moyenne nulle. Ceci implique que la matrice de covariance devk est en fait
la matriceΣφ .

L’équation de mesure s’écrit par conséquent

yk = Dxk + w′
k. (4.97)

Alors le filtre optimal sous forme estimateur devient :

̂̄φ
tur

k|k = ̂̄φ
tur

k|k−1 +H∞

(
yk − D

̂̄φ
tur

k|k−1

)
, (4.98)

oùH∞ est la matrice de filtrage de Kalman adaptée au système statique. ̂̄φ
tur

k|k−1 est l’estimée de la
phase à l’instantk en ne connaissant que les mesures antérieures àk. Puisque la phase est décorrélée
d’un instant à l’autre et qu’elle est à moyenne nulle, cette estimée est égal à 0. Il en découle que

̂̄φ
tur

k|k = H∞yk. (4.99)

De plus, pour le calcul deH∞ (le gain asymptotique), sachant queAtur = 0, la matriceΣ∞ = Σv =
Σφ et donc

H∞ = ΣφD
T

(
DΣφD

T + Σw′

)−1
. (4.100)

L’estimateur optimal obtenu par un filtre de Kalman dans une modélisation d’état est ainsi

̂̄φ
tur

k|k = ΣφD
T

(
DΣφD

T + Σw′

)−1
yk (4.101)

c’est-à-dire exactement celui proposé par [Wallner, 1983] et [Fuscoet al., 2001]. Il a donc été montré
comment interpréter dans un formalisme d’état l’estimateur statique optimal. Ceci montre également
la souplesse de l’approche proposée.

Il est temps maintenant d’aborder les aspects liés au modèle d’évolution temporelle de la phase
turbulente, ce qui fait l’objet de section suivante.
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4.5 Modèles d’́evolution temporelle de la phase

Le modèle pour la commande repose sur l’hypothèse que l’évolution de la perturbation peut être
modélisée par un système d’équations linéaires aux différences.

Hypothèse 4.2La perturbation (atmosph́erique ou autre) peut̂etre obtenue en sortie du modèle
linéaire et invariant dans le temps (LIT),

{
xtur

k+1 = Aturx
tur

k + vk

φ̄tur

k = Cturx
tur

k

Modèle d’́evolution de phase (4.102)

dont l’entŕeevk est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de varianceΣv.

4.5.1 Méthodes d’identification de param̀etres

La littérature est féconde en méthodes d’identificationà partir soit de séquences déterministes
d’auto-corrélation soit de séquences temporelles. En g´enéral ces méthodes se ramènent à la résolution
de systèmes d’équations linéaires issues de la minimisation d’un critère. A titre d’exemple, la
méthode de Yule-Walker3 minimise l’erreur de prédiction au sens des moindres carr´es (utilise ensuite
l’algorithme de Levinson-Durbin).

4.5.2 Mod̀eles auto-ŕegressifs du 1er ordre

[Le Rouxet al., 2004] et [Petit, 2006] proposent, pour la base des polynômes de Zernike , le
modèle auto-régressif découplé mode à mode suivant

φ̄tur

k+1,i = αiφ̄
tur

k,i + vk,i, (4.103)

oùCtur = I etxtur

k = φ̄tur

k dans l’Eq. (4.102) etαi est leième élément de la diagonale deAtur.
La matrice de covariance du bruit d’état s’obtient simplement grâce à l’équation de Lyapunov

discrète
Σv = Σφ −AturΣφAT

tur. (4.104)

Une remarque importante sur ce modèle est que, malgré le fait que la matriceAtur soit diagonale, la
matrice de covariance du bruit d’état ne l’est généralement pas. Comme elle est choisie de façon à
respecter la matrice de covarianceΣφ [section2.3.2], les corrélations des modes sont correctement
préservées.

L’auto-corrélation temporelle àn pas̺i(n) s’écrit

̺i(n) = E
{
φ̄tur

k+n,i

(
φ̄tur

k,i

)T}

= α
|n|
i E

{
φ̄tur

k,i

(
φ̄tur

k,i

)T}

= α
|n|
i σ2

tur,i (4.105)

avecσ2
tur,i la variance duièmemode.

Un modèle d’évolution de phase tel que celui donné par l’Eq. (4.103) assure une décorrélation
temporelle exponentielle.

3Met en relation les paramètres d’un modèle AR et sa séquence d’auto-corrélation.
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Démonstration : Décorrélation exponentielle du mod̀ele AR1
La variance dēφtur,i est donnée par

VAR
(
φ̄tur

i

)
= E

{
φ̄tur

ki

(
φ̄tur

k,i

)T}− µ2 =
σ2

v,i

1− α2
i

, (4.106)

oùσ2
v,i est la variance du bruit d’état etµ = E{φ̄tur} = 0.
L’auto-corrélation àn pas se détermine à partir de

φ̄tur

k+n,i = αiφ̄
tur

k+n−1,i + vk+n−1,i

= αi

(
φ̄tur

k+n−2,i + vk+n−1,i

)
+ vk+n−1,i

= . . .

= αn
i φ̄

tur

k,i + ǫn,i, (4.107)

avecǫi une nouvelle séquence de bruit décorrélée de la phaseφ̄tur,i. Par conséquent,

̺i(n) = E
{
φ̄tur

k+n,i

(
φ̄tur

ki

)T}

=
σ2

v,i

1− α2
αn

i

=
σ2

v,i

1− α2
en ln αi , (4.108)

car deux occurrences de bruitvk sont indépendantes. Cette dernière expression assure bien que l’auto-
corrélation est une forme exponentielle, comme il avait été avancé.

Pour compléter la démonstration, puisque̺i(n) = ̺i(−n), alors

̺i(n) =
σ2

v,i

1− α2
e|n| lnαi . (4.109)

�

La DSP de l’Eq. (4.109) est donc (théorème de Wiener-Khinchine)

TF

(
σ2

v,i

1− α2
i

α
|n|
i

)

∝
σ2

v,i

1− α2 − 2αcos(ω)
=

σ2
v,i

|1− αeiω|2 . (4.110)

[Le Rouxet al., 2004] choisit lesαi de façon à garantir que la décorrélation est égale à1/e du
maximum pour le temps caractéristique. Celui-ci est défini par l’inverse de la fréquence de coupure
f r

c de la DSP temporelle de chaque mode,

f r
c ≈ 0.3(rz + 1)V/D, (4.111)

où r est l’ordre radial duième mode,V est la vitesse de vent etD le diamètre du miroir primaire du
télescope [Conanet al., 1995]. Ce choix implique alors que

αi = e−Tsfrz
c ≈ e−0.3(r+1)(V/D)Ts . (4.112)

Sur la Fig.4.5 lesαi des premiers 400 polynômes de Zernike sont affichés.
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FIG. 4.5 – Coefficients de la matriceAtur pour des télescopes de 8m et 42m.

4.5.2.1 Corŕelations temporelles des polyn̂omes de Zernike

Le choix du modèle de l’Eq. (4.112) induit un écart entre les fonctions d’auto-corrélationde l’AR
au voisinage de zéro et celles des courbes théoriques. Or,la prédiction de phase se réalisant à très court
terme (un pas dont la durée estTs) le choix de ce jeu de paramètres n’est pas anodin. Il fera objet de
simulations numériques afin d’éclairer son efficacité encomparaison avec une méthode consistant à
ajuster les premiers pas de la courbe de décorrélation.

La Fig.4.6compare les courbes de décorrélation théoriques du TT pour un spectre de Kolmogorov
et de von-Kármán avec une échelle externe deL0 = 50m, en choisissant lesαi selon la méthode de
[Le Rouxet al., 2004]. Il s’avère que ce modèle présente déjà une approximation raisonnable de la
courbe de décorrélation aux voisinage de zéro, sans pourtant être la meilleure approximation.

La Fig. 4.7 illustre ce comportement en montrant plus précisément les écarts de décorrélation à
très court terme pour leZ2,Z3 (TT),Z4 etZ10. Si d’un côté ces modèles ne sont pas les plus adéquats,
hypothèse qu’on sustente ici, de l’autre cet ajustement garantit déjà de bonnes performances, soit en
simulations soit en expérimental. La Fig.4.8propose une illustration sur l’angle d’arrivée (AA).

Les simulations réalisées au chapitre6 montrent que le meilleur choix desαi consiste à ajuster les
courbes d’auto-corrélation au voisinage de zéro.

4.5.3 Mod̀eles auto-ŕegressifs du second ordre

Pour un modèle du second ordre, la phase à l’instant(k + 1) dépend de deux paramètres,θ et ζ

φ̄tur

k+1,i = θiφ̄
tur

k,i + ζiφ̄
tur

k−1,i + vk,i. (4.113)

En utilisant des méthodes d’identification standards (§4.5.1) des modèles du second ordre ont pu être
obtenus. L’argumentaire étant que le meilleur modèle estcelui qui s’ajuste aux tous premiers pas de la
fonction d’auto-corrélation, sur la Fig.4.9sont affichées les courbes pour des modèles d’évolution de
phase du second ordre. La DSP théorique du TT a été obtenueavec les paramètres :D = 42m,seeing
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FIG. 4.6 – Fonction d’auto-corrélation théorique et celle obtenue par modélisation AR1 pour le TT.
Conditions de simulation : Spectre mono-couche,D = 42m, seeing1arcsec,r0 = 0.1 m. Les spectres
ont été normalisés par la variance de chaque modèle. Le cercle noir indique la décorrélation à1/e du
maximum.

= 1.0arcsec@0.5µm, r0 ≈ 0.1m, échelle externe de la turbulence,L0 = 50m, avec trois couches
en altitude sur axe de poids relatifs{0.67, 0.22, 0.11}, vitesse moyenne de ventV = 12.5m/s dans
les directionsθi = {0o, 45o, 90o}. Ceci a comme première conséquence un comportement∝ f0 aux
basses fréquences. Le modèle AR1 s’ajuste aux deux premiers pas de décorrélation tandis que le
modèle AR2 s’ajuste aux 20 premiers pas, c’est à dire jusqu’à 10Ts, avecTs = 2ms. Il est clair que le
modèle AR2 s’ajuste plus étroitement aux courbes de décorrélation théoriques. On peut aussi espérer
que les performances obtenues avec de tels modèles soient supérieures à celles avec le modèle AR1.

4.6 Réinterpr étation sous formalisme d’́etat d’autres approches de
commande

Le formalisme d’état permet de réinterpréter d’autres solutions proposées pour la commande
des systèmes d’OA. L’intégrateur communément utilisé, la méthodePOLC [Gilles, 2005] et la
méthodeFrIM-IMC (basée sur modèle interne) sont présentés. Les résultats s’inspirent de ceux de
[Kulcsáret al., 2006] et de [Kulcsáret al., 2009], où les commandes POLC et FrIM sont mises sous
la structure générale d’observateur.

Ces deux stratégies de commande en particulier ont plusieurs points en commun. Elles sont basées
sur la reconstruction à variance minimale de la phase résiduelle en mettant en place des méthodes
itératives pour la résolution des énormes systèmes creux d’équations linéaires auxquelles les OA,
modélisées avec une approche zonale, donnent naissance.Elles ont été ensuite adaptées à la boucle
fermée en choisissant des régulateurs non optimaux à action intégrale. Afin de rester toujours dans une
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FIG. 4.7 – Fonction d’auto-corrélation théorique et celle obtenue par modélisation AR1. Conditions
de simulation : Spectre mono-couche,D = 42m, seeing1arcsec,r0 = 0.1 m. Temps d’intégration
Ts= 2ms.
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FIG. 4.8 – Fonction d’auto-corrélation théorique et celle obtenue par modélisation AR1 pour l’angle
d’arrivée (AoA), parallel et perpendiculaire à la direction du vent. Conditions de simulation : Spectre
mono-couche,D = 42m, seeing1arcsec,r0 = 0.1 m. Un cercle indique la valeur à1/e du maximum.
La fréquence de coupurefc est considéré égale à celle du TTZ2, Z3.
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logique de reconstruction, la phase est estimée à partir des mesures en pseudo boucle ouverte. Celles-
ci sont obtenues en soustrayant aux mesures boucle fermée l’effet de la correction par un miroir
déformable. Avec ceci, la reconstruction VM peut alors s’appliquer tout aussi aisément qu’auparavant
dans le problème de reconstruction de phase statique. Une différence remarquable entre ces deux
méthodes est la façon dont lesa priori spatiaux sont introduits dans le reconstructeur. LePOLC
utilise l’approximation de la matrice de covariance de la phaseΣφ par une matrice creuse proposée
par [Ellerbroek, 2002] ou une approximation circulante par blocs à partir du spectre deΛφ ; FrIM
utilise plutôt une description fractale de la phase [Schwartzet al., 1994], ce qui a été mis au point
par [Tallon et al., 2007] en se basant sur les travaux de [Laneet al., 1992] et [Hardinget al., 1999],
ceux-ci sur la définition et mise en œuvre dumid-point algorithm, décrit à la section2.4.2.1.1.

Au niveau des régulateurs temporels, les deux stratégiesconservent une action globale intégrale.
Intrinsèquement, lePOLCet leFrIM-IMC présentent un modèle sous-jacent d’évolution temporelle
de phase. La stabilité de ces modèles dépend des paramètres internes de chaque régulateur.

4.6.1 Intégrateur

La récurrence de l’intégrateur
uk = uk−1 +Gyk, (4.114)

correspond à la fonction de transfert discrète propre4

u(z) = G
z

z − 1
y(z). (4.115)

La matriceG est donnée pargMcom, où g est le gain de l’intégrateur. Se référer à la section2.8.2.1
pour plus d’informations concernant les propriétés de cetype de régulateur en OA.

Afin de faire apparaı̂tre le modèle d’évolution de phase interne de l’intégrateur et son propre
modèle d’état, [Kulcsáret al., 2006] a montré que l’intégrateur sous-entend une dynamique dephase
donnée par

φ̄tur

k+1 = φ̄tur

k + vk, (4.116)

l’expression d’une marche aléatoire d’énergie non born´ee.
Cela conduit au modèle d’état

Ai =

(
I 0

0 0

)
, Bi =

(
0

I

)

Ci =
(

D −DN
)
, Di = 0

, (4.117)

avec

xk,i =

(
φ̄tur

k

uk−1

)
. (4.118)

Pour ce cas spécifique, l’équation d’observation devient

̂̄φ
tur

k+1|k = ̂̄φ
tur

k|k + L∞yk. (4.119)

En multipliant parP = (NTN)−1NT , sachant queuk = P
̂̄φ

tur

k+1|k il vient

P
̂̄φ

tur

k+1|k = P
̂̄φ

tur

k|k + PL∞yk, (4.120)

4Une FT est strictement propre si le degré de son numérateurest strictement inférieur à celui de son dénominateur
m < n. Propre tout court sim ≤ n.
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d’où
G = PL∞. (4.121)

Le modèle de l’Eq. (4.116) est instable. Cela est à l’origine de l’effet d’emballement de la commande
par intégrateur. La matriceG n’est pas optimale non plus et les retards intrinsèques à l’OA ne sont pas
correctement pris en compte.

4.6.2 POLC

[Gilles, 2005] présente la structure et la stabilité en boucle fermée du POLC. Cette structure est
illustrée sur la Fig.4.10, où il est visible une compensation par l’addition de de la phase de correction

afin d’en créer le mesures en boucle ouverteybo
k à partir desquelles la phasē̂φ

tur

k est reconstruite. La

FIG. 4.10 – Structure du régulateur POLC.

correction est ensuite soustraite pour en obtenir la phase résiduelle à laquelle un filtrage spatial de
fonction de transfert

gP (z) =
δ

z2 − αz − β , (4.122)

où α et β sont deux paramètres d’un intégrateur à fuites etδ le gain, est appliqué. Une étude de
robustesse en OAMC a été menée par [Piatrou et Gilles, 2005].

Le POLC a été analysé en terme de formalisme d’état par [Petit, 2006]. Les étapes principales
sont rappelées dans le but de les comparer aux méthodes classiques et LQG.

En s’appuyant sur la Fig.4.10, les opérations suivantes sont réalisées séquentiellement :
– obtention des mesures en boucle ouverte

ybo
k = yk + DNP

̂̄φ
tur

k−1 (4.123)

– soustraction de la phase de correction

en−1 = RMMSEybo
k − ̂̄φ

tur

k−1 (4.124)
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– prédiction de phase au travers l’équation récursive

̂̄φk+1 = α̂̄φk + γ̂̄φk−1 + δen−1 (4.125)

– projection de l’estimée sur les fonctions d’influence du MD

uk = P
̂̄φk+1 (4.126)

Soit un modèle AR2 pour l’évolution de la phase

φ̄tur

k+1 = a1φ̄
tur

k + a2φ̄
tur

k−1 + vk. (4.127)

Les coefficients s’obtiennent aisément à partir des opérations séquentielles

a1 = αI, (4.128a)

a2 = δRMMSE
DNP. (4.128b)

Cela conduit au modèle d’état

AP =




a1 a2 0

I 0 0

0 0 0



 , BP =




0

0

I





CP =
(

D 0 −DN
)
, DP = 0

, (4.129)

avec

xk,P =




φ̄tur

k

φ̄tur

k−1

uk−1



 . (4.130)

Ce modèle garantit une équation récursive d’état sous forme observateur

x̂k+1|k = AP x̂k|k−1 + LP yk. (4.131)

où

LP =

(
δRMMSE

0

)
(4.132)

Ces deux dernières équations impliquent que l’observateur associé prenne la mesure estiméeŷk|k−1 =
0. Un effet de filtrage pourvu par le paramètreδ caractérise cette approche. Cependant, ce filtrage n’est
pas optimal.

4.6.3 FrIM-IMC

Comme on l’a déjà noté plus haut, la structure de l’approche de [Béchetet al., 2007] est similaire
auPOLC. Cependant, la reconstruction utilise une base modale différente pour décrire la phase et les
a priori.

L’idée de base étant la même, c’est-à-dire, un problème inverse de reconstruction statique de phase
à partir des mesures boucle fermée compensées de la correction apportée par le MD, un autre point
de vue est pris pour la régulation en boucle fermée. [Béchetet al., 2007] opte par l’approche IMC
[Morari et Zafiriou, 1989, Riveraet al., 1985], consistant à estimer la phase turbulente à partir d’un
modèle interne du processus physique à réguler. La Fig.4.11schématise ce régulateur.
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FIG. 4.11 – Structure du régulateurFrIM+IMC .

[Béchet, 2008] met aussi en évidence l’action intégrale du régulateursi gF (z) = I, ce qui
correspond bien à la structure IMC. Il n’y a alors qu’un seulparamètre à régler, ce qui est simplificateur
d’un côté mais aussi plus contraignant de l’autre puisqueles degrés de liberté pour adapter ce schéma
à la boucle fermée sont réduits, comme l’a d’ailleurs souligné [Kulcsáret al., 2009].

En partant du schéma bloc de la Fig.4.11, la stratégie de commandeFrIM + IMC sera réinterprétée
dans le formalisme d’état. Le régulateurgF (z−1) est choisi comme étant l’identité.

Les opérations suivantes sont réalisées :
– obtention des mesures en boucle ouverte

ybo
k = yk + DNP

̂̄φk−1|k−2, (4.133)

– prédiction de phase au travers l’équation récursive

̂̄φk+1|k = R
MMSEybo

k (4.134)

donnant origine à
̂̄φk+1|k = R

MMSE
DNP

̂̄φk−1|k−2 +RMMSEyk, (4.135)

– projection de l’estimée sur les fonctions d’influence du MD

uk = P
̂̄φk+1. (4.136)

Soit un modèle AR2 pour l’évolution de la phase

φ̄tur

k+1 = a1φ̄
tur

k + a2φ̄
tur

k−1 + vk. (4.137)

Les coefficients s’obtiennent aisément

a1 = 0, (4.138a)

a2 = R
MMSE

DNP. (4.138b)
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Cela conduit au modèle d’état

AF =




0 a2 0

I 0 0

0 0 0



 , BF =




0

0

I





CF =
(

D 0 −DN
)
, DF = 0,

, (4.139)

avec

xF =




φ̄tur

k

φ̄tur

k−1

uk−2



 . (4.140)

Ce modèle garantie une équation récursive d’état

x̂k+1|k = AF x̂k|k−1 + LF yk, (4.141)

où

LF =

(
RMMSE

0

)
. (4.142)

De manière équivalente auPOLC, l’Eq. (
Comme l’a noté [Kulcsáret al., 2009], la méthodeFrIM-IMC mène à un modèle de phase

implicite qui dépend des hypothèses sur le RSB puisque l’erreur de estimation s’écrit comme

φ̃tur

k+1|k = φ̄tur

k+1 − φ̄tur

k+1|k

= a2φ̂k−1 + vk − a2φ̂k−1|k−2 − R
MMSE

(
Dφ̄k−1 −DNPφ̃k−1|k−2 + wk

)

≈ vk − R
MMSEwk, (4.143)

si NP = I. Le bruit d’état étant choisi pour garantir le niveau de signal de phase désiré (et avec la
bonne covariance), le modèle de phase est ainsi dépendantdu RSB, ce qui physiquement n’est pas
raisonnable.

En somme, le filtrage du bruit de mesures est absent car le bruit est reconstruit comme s’il
s’agissait de la reconstruction statique [voir Eq. (4.142)].

Ce résultat permet d’éclaircir le comportement deFrIM en boucle fermée à faible flux conduisant
à de moins bonnes performances que des régulateurs à action intégrale couplés de reconstructeur
moindres carrés, malgré une reconstruction à variance minimale [Montilla et al., 2009].

4.7 Bilan

Ce chapitre pose les bases fondamentales de la théorie de lacommande et de l’estimation
optimales qui seront utilisées dans les chapitres5 et6.

Les étapes requises pour la mise en œuvre de la solution LQG ont été posées, depuis le
développement jusqu’à l’évaluation du critère en passant par la définition des matrices de pondération
et la construction des modèles dynamiques l’évolution dephase sous-jacents. Sous l’hypothèse d’un
MD infiniment rapide, la solution dans la cadre de l’OA a étédéveloppée en définissant un modèle
d’état plus compacte, particulièrement attractif pour l’implantation temps réel.

Le choix des paramètres des modèles auto régressifs d’évolution de phase ont été analysés et
comparés à la proposition formulée ici : ces paramètresdoivent être choisis en ajustant les premiers
pas des courbes d’auto-corrélation modales [hypothèse prouvée aux chapitre6]. Le choix consistant
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à prendre des paramètres garantissant une décorrélation à1/e au temps caractéristiqueτc = 1/fc

a donc été revu. Les bonnes performances observées de cesmodèles dans plusieurs travaux et en
expérimental peuvent sans doute être encore améliorés.

Certains régulateurs proposés pour piloter systèmes d’OA dont l’intégrateur classique, le régulateur
POLC et le FrIM+IMC ont été réinterprétés dans le cadre de l’approche d’état. Les modèles
d’évolution de phase ont été mis en évidence afin de permettre une compréhension plus élargie du
comportement de ces régulateurs en différents régimes d’utilisation, notamment pour des observations
à faible flux (donc faible RSB). Pour l’intégrateur, le modèle de phase instable justifie l’effet
d’emballement. LeFrIM+IMC s’appuie sur un modèle qui ne filtre pas le bruit de mesure ; l’effet est
une dégradation de performance critique pour des faibles RSB. En ce qui concerne lePOLC, malgré la
sous-optimalité, le modèle sous-jacent est suffisammentsouple pour permettre un filtrage conséquent
du bruit de mesure et donc un comportement potentiellement moins dégradé en faible RSB.

Après ce tour d’horizon des commande d’OA optimales et sous-optimales, quelques questions se
posent : comment adapter une commande LQG aux systèmes à grand nombre de degrés de liberté, ce
qui fait l’objet du chapitre5, et comment généraliser les résultats de commande optimale présentés ici
au cas MD lent, donc ayant une dynamique non négligeable, cequi fait l’objet du chapitre6.



Chapitre 5

Commande
Lin éaire-Quadratique-Gaussienne pour
des syst̀emes d’OAà grand nombre de
degrés de libert́e

Où l’algorithme de commande LQG est mis en œuvre et adapté aux syst̀emesà grande
nombre de degŕes de libert́e.
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creux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .142
5.4.1 Approximation de la matrice de covariance d’erreur d’estimation . . . . . . 144
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5.1 Introduction

Une première analyse de la problématique des grands nombres de degrés de liberté (GNDL) a été
développée au chapitre3 où la reconstruction et commande de systèmes d’OA classiques se fait dans
l’espace des fréquences spatiales. La méthode sous-optimale proposée représente déjà un effort de
réduction de la complexité calculatoire en faisant appelaux transformées de Fourier. Dans cet espace,
le coût global devientO(nlog(n)) grâce à l’application de la FFT, la transformée de Fourier rapide.
La Fig. 3.18 illustre les coûts calculatoires des algorithmes classiques employant des VMM et des
transformées de Fourier.

La problématique des GNDL est abordée à nouveau dans ce chapitre, cette fois-ci pour la mise
en œuvre de la solution optimale LQG (au sens de la variance minimale de phase résiduelle) définie
au chapitre4. La complexité calculatoire, quel que soit l’algorithme effectuant des multiplications
vecteur-matrice, est proportionnelle au carré de la taille de la matrice1. Dans le cadre de l’OA
cela revient à une complexité fonction de la quatrième puissance de la taille des télescopes,i.e.
D4 si la résolution spatiale de mesures/actionneurs est gardée constante. Le LQG n’échappe pas
à ce raisonnement. La mise en œuvre de la commande pour des systèmes de grande taille est par
conséquent un point qui mérite une attention particulière.

Plusieurs méthodes ont été développées visant la commande de systèmes d’OA à très grand
nombre de degrés de liberté. Outre les méthodes FFTr du chapitre3, le POLCpourpseudo open-loop
control [Gilles, 2005] et le FrIM + IMC pour Fractal Iterative Method + Internal Model Control
[Béchetet al., 2007] suscitent un intérêt particulier car ils sont facilement généralisables aux OA
grand champ.

Ces deux stratégies de commande ont plusieurs points en commun. Toutes deux découlent d’un
problème d’estimation à variance minimale en boucle ouverte, où la phase est d’abord estimée puis
projetée sur l’espace miroir. L’estimation est effectuée en mettant en place des méthodes itératives
pour la résolution des énormes systèmes creux d’équations linéaires auxquelles les OA, modélisées
avec une approche zonale, donnent naissance. Ensuite, elles ont été adaptées à la boucle fermée en
choisissant des régulateurs non optimaux à action intégrale.

Les principes du calcul itératif utilisés par ces méthodes n’est pas facilement transposable à la
commande LQG (présentée au chapitre4). Les matrices dont se sert la commande optimale LQG ne
sont pasa priori creuses, notamment la matrice de covariance de l’erreur d’estimationΣ∞ et, par
conséquence immédiate, le gain de Kalman.

Malgré cela, ces matrices peuvent être raisonnablement approximées pas des matrices creuses
en suivant un raisonnement physique sur leur origine et les phénomènes qu’elles représentent. Une
méthode qui rentre tout à fait dans cette logique est leOptimal Fourier Controller, proposé par
[Poyneeret al., 2007]. Il s’agit d’un régulateur optimal en espace Fourier qui relève directement de
l’approche Fourier du chapitre3 où l’indépendance statistique (au sens temporel et spatial) des modes
de Fourier est mise à profit pour construire un régulateur LQG modal, optimisé mode-à-mode.

L’objectif principal de ce chapitre de caractère exploratoire consiste donc à
proposer une méthode rapide pour la mise en œuvre de la commande optimale
LQG, d’abord pour l’OA classique et ensuite des extensions vers des OA
grand champ. Les principes de la méthode de reconstructiondans l’espace des
fréquences spatiales du chapitre3 sont retravaillés et adaptés au cadre spécifique
de commande optimale LQG.

1Si la matrice est carrée. En général le coût est proportionnel au nombre d’éléments total appartenant à la matrice.
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Ce chapitre s’organise de la manière suivante : la mise en œuvre de la commande LQG est
d’abord simplifiée à la section5.2 avant de l’adapter à l’usage de méthodes itératives à lasection
5.3. L’utilisation des gradients conjugués est proposée à la section5.4. Un pré-conditionnement
dans l’espace des fréquences spatiales, visant à augmenter le taux de convergence des méthodes
itératives, est suggéré à la section5.5. La structure du problème étant particulièrement adaptée à
l’utilisation d’une diagonalisation dans l’espace Fourier, un pré-conditionneur inspiré des travaux de
[Yanget al., 2006] est modifié pour rendre compte des spécificités de l’approche LQG. La conception
d’un pré-conditionnement dans l’espace de Fourier compl`ete ainsi le lien structurel avec le chapitre
3. La version complète de l’algorithme conçu dans ce chapitre est dénommée FD-PCG-LQG pour
Fourier-Domain Preconditioned Conjugate Gradients Linear Quadratic Gaussian control. Celle-ci
est présentée à la section5.6et la complexité calculatoire explorée à la section5.7. Puis, le FD-PCG-
LQG est évalué et comparé aux mises en œuvre classiques par des simulations de Monte-Carlo à la
section5.8afin de valider les propositions particulières formuléesle long du chapitre.

5.2 Mise en œuvre de la commande optimale

La mise en œuvre de la commande LQG inclut deux parties distinctes : calculs hors ligne et calculs
temps-réel. Ils sont précisés séparément.

Soit le système de l’Eq. (4.80)
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où l’étatxk est défini par
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 . (5.2)

Afin de décrire les calculs strictement nécessaires à effectuer par la commande optimale LQG, une

partition entre les états stochastiques et déterministes est réalisée. Soitxtur

k ,
(
φ̄tur

k+1

φ̄tur

k

)
le sous état

dexk qui regroupe les composantes de phase. Avec cette définition, l’Eq. (5.1) s’écrit
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)
xk + wk

, (5.3)

où

Atur

d =

(
Atur 0

I 0

)
Btur

d =

(
0

0

)
Ctur

d =
(

0 D
)

Γtur

d =

(
I

0

)
. (5.4)

Il est clair que la partie déterministe de l’état n’est pasestimée : ce sont des valeurs retardées de la
commandeuk. Seule la partie stochastiquextur

k nécessite d’être estimée par filtrage de Kalman, décrit
et adapté à l’OA à la section4.4.
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5.2.1 Calculs hors ligne :́equation de Riccati d’estimation et gain de Kalman

Les calculs hors ligne du gain de Kalman correspondent aux équations de Riccati données dans le
cas général par les Eqs. (4.41) et (4.42), ce qui conduit pour le modèle turbulent à

L∞ , Atur

d H∞

= Atur

d Σ∞(Ctur

d )T
(
Ctur

d Σ∞(Ctur

d )T + Σw

)−1
,

avecΣ∞ la solution de l’équation algébrique de Riccati

Σ∞ , Atur

d Σ∞(Atur

d )T + Σv −Atur

d Σ∞(Ctur

d )T
(
Ctur

d Σ∞(Ctur

d )T + Σw

)−1
Ctur

d Σ∞(Atur

d )T.

Ces calculs sont décomposés selon les travaux de [Petit, 2006] consistant à obtenir la matrice de
covariance d’erreur d’estimationΣ∞ par résolution de l’équation de Riccati (4.42) sur une seule
composante de phase de l’étatxtur

k , de façon à ce que les systèmes d’équations associés soient de
taille moindre. A cet égard, Petit montre que

Σ∞ =

(
Σ1 ΣT

2

Σ2 Σ3

)

=

(
AturΣ3AT

tur + Σv AturΣ
T
3

Σ3AT
tur AturΣ3AT

tur + Σv −AT
turΣ3D

T
(
DΣ3D

T + Σw

)−1
DΣ3Atur

)

.

(5.5)

Le bloc inférieur à droite de la matrice de l’Eq. (5.5) définit une équation de Riccati associée à un
sous-état dont une seule occurrence de phase intervient. Ce sous-bloc s’écrit

Σ3 = AturΣ3AT

tur + Σv −AT

turΣ3D
T

(
DΣ3D

T + Σw

)−1
DΣ3Atur. (5.6)

Dans la pratique, c’est celle-ci qui est calculée,Σ∞ pouvant être totalement obtenue à partir deΣ3 en
appliquant l’Eq. (5.5) ; toutes les autres matrices intervenant lors de ce calcul sont connues auparavant.
La matrice de covarianceΣ3 peut être obtenue par des méthodes algébriques ou itératives. Trois
exemples sont détaillés dans ce qui suit pour une application au contexte de l’OA.

5.2.1.1 D́etermination de la solution de la Riccati d’estimation

Deux types de méthodes sont présentés. Une solution non-itérative consistant à calculer expli-
citementΣ∞ et deux méthodes itératives : la classique (itération depoint fixe) et l’algorithme de
doublage.

5.2.1.1.1 Solution non it́erative [Söderström, 2002] : la solution de l’équation algébrique de
Riccati est obtenue en construisant un système de2n équations linéaires, de taille double de celle
deΣ∞.

Soit la matrice d’Euler

E =

(
A−T

tur A−T

tur DTΣ−1
w D

ΣvA−T

tur Atur + ΣvA−T

tur DTΣ−1
w D

)
. (5.7)
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En réalisant la factorisation en valeurs propres deE , il vient

E =

(
T1,1 T1,2

T2,1 T2,2

)(
ΓE 0

0 Γ−1
E

)(
T1,1 T1,2

T2,1 T2,2

)−1

, (5.8)

où les valeurs propres se présentent par construction auxcouples(−λi, λi).
La solution finale s’obtient de

Σ3 = T2,1T
−1
1,1 . (5.9)

En pratique, considérant que l’inversion est de complexitéO(n3), passer den àn/2 conduit à une
réduction de complexité d’environ un ordre de grandeur.

5.2.1.1.2 It́eration de point fixe L’itération de point-fixe est la de forme naturelle de mise `a jour
de la matrice de covariance d’erreur d’estimation.

L’équation de Riccati de l’Eq. (5.6) sous forme non asymptotique s’écrit

Σ3,k+1 = AturΣ3,kAT

tur + Σv −AT

turΣ3,kD
T

(
DΣ3,kD

T + Σw

)−1
DΣ3,kAtur, (5.10)

où la dépendance conditionnelle a été négligée. Cette équation est itérée jusqu’à ce qu’un critère
d’arrêt soit franchi : par exemple convergence de la trace avec un seuil à définir.

5.2.1.1.3 Algorithme it́eratif de doublage [Anderson et Moore, 1995b] : l’algorithme de dou-
blage consiste à itérer un système d’équations différent de celui défini par l’itération de point-fixe
naturelle de l’Eq. (4.34), en faisant

αk+1 = αk (I + βkγk)
−1 αk (5.11a)

βk+1 = αk (I + βkγk)
−1 βkαk (5.11b)

γk+1 = γk + αT

k γk (I + βkγk)
−1 αk (5.11c)

avec valeurs initiales
α−1 = AT

tur, β−1 = D
TΣ−1

w D, γ−1 = Σv. (5.12)

La solution finale est obtenue par
Σ3 = lim

k→+∞
γk+1. (5.13)

La solution à l’itérationk de ce système est équivalente à la solution à l’itération 2k de l’itération
de point-fixe, d’où le nom de l’algorithme. C’est l’algorithme de doublage qui a été utilisé dans
l’ensemble des simulations présentées dans ce mémoire,sauf mention contraire.

Exemple : Convergence des ḿethodes it́eratives
La Fig. 5.1 compare le taux de convergence des méthodes itératives vis-à-vis de la solution non-

itérative. Un système d’OA classique avec 20×20 sous-pupilles et 400 modes turbulents estimés est
considéré.

Cet exemple montre que la vitesse de convergence est telle que la solution de l’équation de
Riccati ne requiert pas plus d’environ 10 itérations de l’algorithme de doublage. Cela représente une
accélération des calculs de l’ordre de deux ordres de grandeur, car le nombre d’itérations requises
par l’itération de point fixe par rapport au nombre d’itérations de l’algorithme de doublage s’écrit
210/10 ≈ 102. Ceci reste vrai car les matrices des deux algorithmes sont de la même taille. ◭
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FIG. 5.1 – Taux de convergence de l’algorithme de doublage par rapport à un algorithme consistant

à itérer l’Eq. (5.6). La norme de l’erreur est donnée parE
{
‖Σk − Σ∞‖2L2(Ω)

}
. Les conditions de

simulation sont données plus loin au tableau5.3.

5.2.2 Calculs temps ŕeel

Pour la mise en œuvre en temps réel du régulateur LQG, troisopérations élémentaires, définies
à la section4.3.2.1, sont réalisées. La simplification structurelle obtenuegrâce à l’utilisation
d’observationszk = yk−1 en avance d’un cran par rapport aux vraies mesures [§4.4.4] donne lieu
à des changements dans l’indexation des équations de prédiction et de mise à jour du filtre de Kalman.

En notant que la composante de l’état liée à la commande n’est pas estimée, ceci permet de
simplifier les étapes de mise à jour et prédiction. En utilisant uniquement l’étatxtur, à l’itération
k, les opérations temps réel suivantes sont réalisées :

1) ŷk|Yk−1
= D

(
0 I

)
x̂tur

k−1|Yk−1
− DNuk−2,

2) x̂tur

k|Yk
= Atur

d x̂tur

k−1|Yk−1
+ L∞

(
yk − ŷk|Yk−1

)
,

3) uk = P
(

I 0
)
x̂tur

k|Yk
= P

̂̄φ
tur

k+1|Yk
.

Opérations temps-réel

(5.14)

La Fig. 5.2 schématise les opérations de l’Eq. (5.14) quand une mesureyk arrive en entrée du
régulateur optimal.

Démonstration : Opérations réaliśees en temps ŕeel.

Tout d’abord, on écrit les équations du filtre sous la formeestimateur pour les observationszk.

Avec un certain abus de notation on utilise iciH∞ ↔
(
H∞
0

)
pour s’accorder aux dimensions de
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FIG. 5.2 – Spécification des opérations réalisées en temps réel sous la base de l’Eq. (5.14). L’état
x̂tur

k|k−1 correspond à̂xtur

k|Yk
et x̂tur

k−1|k−2 correspond à̂xtur

k−1|Yk−1
. Ce schéma est la base des simulations

numériques Monte Carlo à la section5.8.
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l’état.
ẑk|Zk−1

= D
(

0 I −N
)
x̂k|Zk−1

,

x̂k|Zk
= x̂k|Zk−1

+H∞
(
zk − ẑk|Zk−1

)
,

x̂k+1|Zk
= Adx̂k|Zk

+ Bduk,

uk = P
(

I 0 0
)
x̂k|Zk−1

= P
̂̄φ

tur

k+1|Zk−1
.

(5.15)

Cette forme n’est pas implémentable en temps réel car à l’instantk les observationszk ne sont pas
disponibles (seules les observationszk−1 le sont). Le retard de mesure ayant été reporté au niveau de
la commande, on retarde d’un cran les lignes 1, 2 et 3 de l’Eq. (5.15) comme cela a été expliqué à la
section4.4.4, pour obtenir

ẑk−1|Zk−2
= D

(
0 I −N

)
x̂k−1|Zk−2

, (5.16a)

x̂k−1|Zk−1
= x̂k−1|Zk−2

+H∞
(
zk−1 − ẑk−1|Zk−2

)
(5.16b)

x̂k|Zk−1
= Adx̂k−1|Zk−1

+ Bduk−1, (5.16c)

uk = P
(

I 0 0
)
x̂k|Zk−1

= P
̂̄φ

tur

k+1|Zk−1
. (5.16d)

CommeYk = Zk−1, on obtient l’identité̂zk−1|Zk−2
= ŷk|Yk−1

; donc, la première ligne s’écrit

ŷk|Yk−1
= D

(
0 I −N

)
x̂k−1|Yk−1

= D
(

0 I
)
x̂tur

k−1|Yk−1
− DNuk−2, (5.17)

alors que, en particularisant pour la partie stochastique de l’état, les deuxième et troisième regroupées
s’écrivent

x̂tur

k|Yk
= Atur

d x̂tur

k−1|Yk−1
+ L∞

(
yk − ŷk|Yk−1

)
. (5.18)

La dernière ligne concernant la commandeuk se met finalement sous la forme

uk = P
(

I 0
)
x̂tur

k|Yk
= P

̂̄φ
tur

k+1|Yk
. (5.19)

�

5.2.2.1 Ŕecapitulatif des méthodes de calcul existantes

A ce stade, on a identifié et et mis en place des méthodes de calcul itératives rapides pour les
opérations réalisées hors ligne. Une réduction considérable de la complexité est obtenue en passant
par un modèle d’état de taille réduite.

Cependant, la simplification de la commande LQG par la réduction du nombre de composantes
de l’état n’est en soi pas suffisante pour réduire le coût calculatoire ni hors ligne ni temps réel. Avec
une implantation mettant en place des multiplications vecteur-matrice, alors on retombe sur une loi de
typeO(n2). Des solutions permettant de réduire cette complexité sont proposées par la suite.

5.3 Commande LQG adapt́ee aux grands nombres de degrés de libert́e

Cette section est consacrée à l’étude et à l’adaptationde la commande LQG aux systèmes d’OA à
grand nombre de degrés de liberté (GNDL).

Malgré l’existence de méthodes rapides pour le calcul hors-ligne de l’équation de Riccati
algébrique (ARE) [Eq. (4.42)] et donc du gain de Kalman [Eq. (4.41)], la mise en œuvre temps réel
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de l’Eq. (5.14) d’une commande du type LQG peut se révéler très coûteuse, voir même intolérable
vis-à-vis du calculateur numérique.

Afin de réduire les calculs associés à l’Eq. (5.14), la base de modélisation a encore une fois été
remise en cause [cf. section3.3]. Un raisonnement analogue à celui qui est à la base de l’approche
Fourier présentée au chapitre3 est suivi dans ce qui suit.

A la section5.3.1les opérations élémentaires de la commande LQG sont doncmodélisées avec
une approche zonale dans le but d’obtenir une représentation creuse. Avec ceci, l’application de
la commande pourra être accomplie par une résolution itérative de systèmes d’équations linéaires.
L’obtention de cette représentation, détaillée à la section5.4, est motivée par plusieurs travaux récents
en OA, plus précisément [Piatrou et Roggemann, 2007] en ce qui concerne la modélisation zonale et
ceux de [Gilles et al., 2002, Gilles et al., 2003b, Yanget al., 2006], pour ce qui concerne l’utilisation
de méthodes itératives avec pré-conditionnement. Se reporter à la section4.4pour une discussion plus
élargie sur ces travaux.

5.3.1 Mod́elisation creuse avec une base zonale

Si une description zonale de la phase est adoptée, ceci veutdire, en d’autres termes, que la base de
sinus cardinaux est implicitement employée, alors les op´erations élémentaires déclinées à l’Eq. (5.14)
sont potentiellement moins coûteuses du point de vue calculatoire. En association avec la base de
Fourier, espace dans lequel les opérateurs se diagonalisent (sous certaines hypothèses,cf. section3.5),
alors le nombre de calculs décroı̂t avec l’utilisation d’algorithmes rapides de calcul de la transformée
de Fourier. Les arguments mis en avant au chapitre3 restent donc valables ; ils seront adaptés à la
commande LQG en suivant une procédure similaire.

La modélisation zonale de chaque opération prenant placeà l’Eq. (5.14) est précisée ci-dessous,
sous l’hypothèse d’invariance par translation des opérations de mesure et de déformation du miroir
(autrement dit, les fonctions d’influence sont les mêmes indépendemment de la position dans
l’espace).

L’équation de mise à jour dans l’Eq. (5.14), deuxième ligne, peut en fait s’écrire en deux
étapes ; mise à jour dêxtur

k−1|Yk−1
pour obtenirx̂tur

k−1|Yk
et prédiction en multipliant̂xtur

k−1|Yk
parAtur

d

pour obtenirx̂tur

k|Yk
. Ceci a pour avantage de séparer le calcul en une étape faisant intervenir une

multiplication par une matrice pleine (paragraphe5.3.1.2) et une étape de multiplication par une
matrice déjà creuse (paragraphe5.3.1.3).

5.3.1.1 Mesure estiḿee

ŷk|Yk−1
= D

(
0 I

)
x̂tur

k−1|Yk−1
− DNuk−2

En employant une approche zonale pour décrire la surface d’onde,D devient un opérateur creux
puisque les gradients discrets de la phase sont obtenus à partir d’un noyau localisé. Pour l’analyseur
Hartmann-Shack, ce noyau utilise quatre points de phase auxbords de chaque sous-pupille – la
géométrie de Fried [Fried, 1977]. D’autres géométries peuvent être envisagées pour lareprésentation
discrète de l’ASO HS,cf. section3.3.1.1. La structure de la matriceD ainsi générée est montrée sur
la Fig.5.3à gauche.

La matriceN est aussi creuse puisque, encore une fois, les fonctions d’influence des actionneurs
sont localisées, surtout si elles sont bien modélisées par des fonctions splines bi-cubiques ou des
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Gaussiennes seuillées [cf. section2.5.1.2]. Le motif de remplissage deN est présenté sur la Fig.5.3 à
droite.

0 100 200 300 400

0

100

200

300

400

500

600

nz = 2528

Opérateur D : gradients discrets

0 100 200 300

0

50

100

150

200

250

300

350

400

nz = 3129

Opérateur N : fonctions d’influence

FIG. 5.3 – MatricesD etN, avec modèle de mesure de Fried [Eq. (3.26)]. Représentation zonale pour
un système avec 20×20 sous-pupilles, dont 316 valides dans la pupille principale. Les 357 actionneurs
valides sont placés aux coins des sous-pupilles, selon la géométrie de Fried. Taux de remplissage de
0,91% et 1,99% respectivement.

Les motifs générés sont creux avec des taux de remplissage d’autant plus faibles que les systèmes
sont grands. Ceci vient de la constance du nombre d’éléments non nuls par sous-pupille ou bien par
actionneur. Autrement dit, les noyaux convolutifs deD et N ne varient pas en fonction de la taille
du système. Les dimensions des matrices étant proportionnelles au carré du nombre de degrés de
liberté, soitn2, le remplissage est plutôt proportionnel àn si une modélisation avec une base creuse
est adoptée.

5.3.1.2 Miseà jour

x̂tur

k−1|Yk
= x̂tur

k−1|Yk−1
+H∞

(
yk − ŷk|Yk−1

)

L’étape de mise à jour est la plus coûteuse à différentspoints de vue. D’une part il s’agit de
la multiplication d’un vecteur par une matrice de gain de Kalman résultant de l’application de
l’Eq. (5.14). D’autre part il n’est pas évident d’intuiter une matricecreuse suffisamment proche du
gain théorique puisqueH∞ est obtenue à partir d’une matrice inverse, donnant généralement origine
à une matrice pleine. Pour l’OA, cette matrice inverse est sûrement pleine, puisque l’inverse de la
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matrice ASO est intrinsèquement pleine2 .
L’idée qui est exploitée en l’occurrence consiste à éviter l’inversion de

(
Ctur

d Σ∞(Ctur

d )T + Σw

)−1

en utilisant des méthodes itératives pour obtenir le résultat de la multiplication d’un vecteur par cette
matrice, sans que pourtant elle ne soit jamais inversée. A cet égard, les méthodesPOLCetFrIM-IMC
emploient des idées similaires.

Pour cela, la multiplication matricielle ayant lieu à l’étape de mise à jour est transformée à la
section5.4en un système d’équations linéaires quasi indépendantes, donc très creux.

5.3.1.3 Pŕediction

x̂tur

k|Yk
= Atur

d x̂tur

k−1|Yk

En partant de la définition deAtur

d à l’Eq. (5.3), elle est creuse siAtur est aussi une matrice creuse.
La solution naturelle pourAtur consiste à minimiser l’erreur quadratique de prédictionen prenant

Atur,∗ = arg min
A

E
{
‖φk+1 −Aφk‖2

}
, (5.20)

dont la solution est donnée par

Atur,∗ = E
{
φk+1φ

T

k

}
E
{
φkφ

T

k

}−1
, (5.21)

avecΣ∆
φ , E

{
φk+1φ

T

k

}
la corrélation de la phase à un pas etΣφ , E

{
φkφ

T

k

}
. La fonction de

corrélation de la phase en fonction de la distancer =
√

∆x2 + ∆y2 est donnée à l’Eq. (2.20).
Malgré le fait que les matrices de covarianceΣ∆

φ et Σφ soient toutes deux pleines [Fig.5.4-
gauche] le résultat de l’Eq. (5.21) présente une structure diagonale très marquée avec uneconcentra-
tion de valeurs autour de la diagonale principale et des valeurs faibles ailleurs. Ce résultat est montré
sur la Fig.5.4-droite, pour un point de phase quelconque dans l’espace. Les coupes horizontale et
verticale de la matriceΣ∆

φ sont représentées. Les corrélations perpendiculairesà la direction de la
vitesse du vent ont une étendue très restreinte, alors quepour les corrélations le long de la direction du
vent elles sont plus élargies. Cet aspect est à l’origine de la méthode de simulation d’écrans turbulents
non stationnaires infiniment longs proposée par [Assématet al., 2006] puis réinterprétée et généralisée
par [Beghiet al., 2008d] dans le cadre de la théorie des processus stochastique.

Détermination des coefficients deAtur L’objectif maintenant est de trouver des coefficients de la
matriceAtur qui soient physiquement justifiables et numériquement attractifs, c’est-à-dire que la
matriceAtur soit aussi creuse que possible tout en garantissant un modèle d’évolution de phase
raisonnable. Le caractère raisonnable est fruit de discussions diverses à ce jour, notamment en ce
qui concerne la prédiction de phase sous l’hypothèse de Taylor [ section2.3.2.3]. Les travaux de
[Beghiet al., 2008b, Beghiet al., 2008c, Beghiet al., 2008a] se penchent sur ce problème, mais il
reste à prouver l’amélioration globale des performancesde la commande par rapport au choix de
modèles AR d’ordre réduit, qui eux ne sont pas appropriéspour la prédiction de phase en translation.

2Ce ne veut pas dire pourtant que telle indépendance permette de résoudre le système par sous-blocs, ce qui pourrait
suggérer que l’inverse serait potentiellement creuse. Or, en OA la dérivation spatiale de la phase réalisée par l’ASO rend
impossible une matrice inverse creuse, car cette inverse configure une intégration spatiale, qui crée des interdépendances
linéaires enchaı̂nées. Il n’y a donc pas d’ensembles ind´ependants [Saad, 1996].
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FIG. 5.4 – Gauche : Matrice de covariance de phaseΣφ ; la structure horizontale est bien visible,
attestant l’équivalence des points de discrétisation dela perturbation de phase puisque il s’agit d’un
phénomène isotrope et homogène.
Droite : matriceAtur,∗ pour∆r = 0.2m. Les coupes parallèle et perpendiculaire au vecteur vitesse du
vent sont montrées, pour un point central situé à 4m du bord.

Une exception est le cas de la base de Fourier, utilisée dansles travaux de [Poyneeret al., 2007], où
chaque mode est caractérisé par un pic fréquentiel (par construction) et donc les décalages spatiaux
sont approximés par des modèles AR à coefficient complexegarantissant la stabilité du modèle
d’évolution. Ce n’est pas le cas pour d’autres représentations à contenu fréquentiel élargi car les
décalages spatiaux ne sont pas simples à déterminer. Parexemple pour les polynômes de Zernike,
les décalages sont obtenus comme une combinaison linéaire de la base [Lundström et Unsbo, 2007].
Un défilement avec cette base aurait donc requis une matriceAtur à structure dense, donc pas très
envisageable pour l’application visée.

[Poyneeret al., 2009] ont étudié le problème d’optimisation de la loi de commande de systèmes
d’OA sous hypothèse que l’atmosphère est en effet compos´ee de couches turbulentes en translation.
Leurs résultats expérimentaux, obtenus aux observatoires Keck et Gemini à Hawaii, montrent qu’en
moyenne 30% de l’énergie totale est une translation et ce plus de 90% du temps. L’énergie restante
est sûrement une sorte de bouillonnement dont le comportement est moins simple à modéliser par des
translations. Or, ceci indique que la performance globale de la commande peut être en effet améliorée,
bien que seulement 30% de l’énergie corresponde à des translations. Cependant pour cela il faut
connaı̂tre le vecteur vitesse de vent (module et direction), le nombre total de couches et le profil de
C2

n avec une précision qui reste encore à définir. Ces modèles sont naturellement moins robustes que
l’approche simple que l’on propose ici. Ce dernier aspect est d’importance majeure car de petits écarts
aux valeurs nominales des grandeurs listées ci-dessus peuvent engendrer des pertes abruptes. Pour des
systèmes d’imagerie à haut contraste tels que le GPI pour le télescope Gemini, le gain reste à mettre
en évidence par rapport à une modélisation plus souple etplus robuste. Les résultats expérimentaux
de [Petit, 2006] et [Petitet al., 2009] discutent des compromis performance/robustesse et corroborent
la pertinence et raisonnabilité de l’utilisation de modèles AR simples. Dans leurs expériences, les
modèles d’évolution temporelle de type AR des modes de Zernike s’avèrent très appropriés pour
la commande LQG, malgré une turbulence générée par des ´ecrans rotatifs en réflexion, donc un
comportement Taylor quasi pur.
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Pour le cas modal des polynômes de Zernike les coefficients de la diagonale deAtur sont
décroissants, fruit des vitesses d’évolution croissantes4.5.

L’utilisation d’une base zonale mène aussi à une ré-interprétation des coefficients de la matrice
Atur. Les coefficients deAtur sont maintenant égaux entre eux car il n’y a pas de raison de
traiter différemment deux points quelconques dans l’espace (la phase est isotrope et homogène,cf.
chapitre2).

Compte tenu des bonnes performances des modèles AR simples, un modèle AR du premier ordre
(AR1) est adopté ; par conséquentAtur = aI, aveca un coefficient choisi de façon à approximer
la décorrélation théorique deφ à un pas. Sous l’hypothèse de Taylor, les corrélations spatiale et
temporelle sont équivalentes si l’on prend la distance∆r = V ·Ts, une fonction de la vitesse moyenne
du ventV et du temps d’intégration ou temps de trameTs.

Connaissant la décorrélation exponentielle du modèle AR1 [section4.5] on en déduit tout
simplement

a = Σφ(V · Ts)/Σφ(0). (5.22)

5.3.1.4 Projection orthogonale sur l’espace des commandes

uk = P
(

I 0
)
x̂tur

k|Yk
= (NT

N)−1
N

T̂̄φ
tur

k+1|Yk

La matriceN étant creuse [Fig.5.3], des méthodes par pivot de Gauss sont envisageables pour

obtenir le résultat du produit deP par le vecteur̂φ̄
tur

k+1|Yk
et ainsi obtenir la commandeuk. Des

méthodes itératives sont aussi concevables, par exemplecelle de [Yang et Vogel, 2006].
Une version légèrement modifiée deP peut être utilisée

P = (NT
N + γI)−1

N
T (5.23)

où la constanteγ améliore le conditionnement et les performances en cas de saturation des
actionneurs.

5.4 Filtrage de Kalman par résolution d’un syst̀eme d’́equations linéaires
Ax = b creux

Toutes les opérations sauf la multiplication d’un vecteurpar la matriceH∞ sont creuses en
utilisant une base de modélisation zonale.

La matriceH∞ étant le produit de plusieurs opérations, dont l’inversion d’une expression où
intervient la matrice de covariance d’erreur d’estimationΣ∞, n’est pas une matrice creuse.

Soit donc

H∞ , Σ∞(Ctur

d )T
(
Ctur

d Σ∞(Ctur

d )T + Σw

)−1
, (5.24)

défini à la section4.3.2.
Si le bruit entre sous-pupilles est considéré non corrélé alorsΣw = σ2

wI, la matriceH∞ peut par
conséquent s’écrire sous forme informations,

H∞ =
(
(Ctur

d )TCtur

d + σ2
wΣ−1

∞
)−1

(Ctur

d )T. (5.25)



5.4 Filtrage de Kalman par résolution d’un syst̀eme d’́equations linéairesAx = b creux 143

Une forme équivalente est trouvée si le bruit n’est pas indépendant mais corrélé comme dans le cas
des mesures LGS [Béchetet al., 2009]. Dans ce cas la matrice devient bloc-diagonale.

Démonstration : Forme information du filtre de Kalman.
Pour obtenir l’Eq. (5.25), multiplier d’abord l’égalité

Σ∞(Ctur

d )T
(
Ctur

d Σ∞(Ctur

d )T + Σw

)−1
=
(
(Ctur

d )TΣ−1
w Ctur

d + Σ−1
∞
)−1

(Ctur

d )TΣ−1
w (5.26)

par
(
(Ctur

d )TΣ−1
w Ctur

d + Σ−1
∞
)

à gauche et
(
Ctur

d Σ∞(Ctur

d )T + Σw

)
à droite, puis simplifier jusqu’à

obtenir l’identité. AvecΣw = σ2
wI, la dérivation de l’Eq. (5.25) est immédiate. �

La solution de la multiplication d’un vecteur parH∞ peut ainsi être obtenue par la solution d’un
système d’équations linéaires du typeAx = b avec

A = (Ctur

d )TCtur

d + σ2
wΣ−1

∞ , b = (Ctur

d )T
(
yk − ŷk|Yk−1

)
. (5.27)

Sous l’hypothèse queA est creuse, alors des méthodes numériques itératives peuvent être mises en
place à un coût calculatoire moindre. Bien évidemment, les gains en terme de calcul sont directement
liés à la densité d’éléments non nuls deA et à la vitesse de convergence de la méthode spécifiquement
employée pour résoudre le système d’équations.

Dans la définition de la forme (5.25), ce n’est plus la matrice de covariance d’erreur qui est utilisée
mais son inverseΣ−1

∞ .
L’application du lemme d’inversion matricielle et le complément de Schur permettent d’établir

Σ−1
∞ ,

(
Σ−1

v −Σ−1
v Atur

−AT
turΣ

−1
v Σ−1

3 +AT
turΣ

−1
v Atur

)
, Matrice inverse deΣ∞ (5.28)

oùΣ3 satisfait l’équation de Riccati d’estimation de l’Eq. (5.6).
A ce stade, une expresssion deΣ−1

∞ existe qui n’est toujours pas creuse. L’application de méthodes
itératives, comme annoncé, n’est donc pas encore envisageable, sauf siΣ−1

∞ est en effet creuse ou bien
approximée par une matrice creuse.

Démonstration : Matrice inverse de covariance d’erreur d’estimation.
L’inversion par blocs de la matriceΣ∞ définie à l’Eq. (5.5) est

Σ−1
∞ =

(
Σ1 ΣT

2

Σ2 Σ3

)−1

=

(
S−1

d −S−1
d Σ2Σ

−1
3

−Σ−1
3 Σ2S

−1
d Σ−1

3 + Σ−1
3 Σ2S

−1
d ΣT

2 Σ−1
3

)
, (5.29)

où
Sd = Σ1 − ΣT

2 Σ−1
3 Σ2 , (5.30)

est le complément de Schur deΣ∞.
Avec les définitions deΣ1,2,3 données à l’Eq. (5.5), il vient

Sd = Σ1 −ΣT

2 Σ−1
3 Σ2

= AturΣ3AT

tur + Σv −AturΣ
T

3 Σ−1
3 Σ3AT

tur

= Σv, (5.31)
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puisqueΣ3 = ΣT
3 . Il en découle immédiatement que

S−1
d = Σ−1

v . (5.32)

Le terme croisé peut se simplifier aisément

−S−1
d ΣT

2 Σ−1
3 = −Σ−1

v AturΣ
T

3 Σ−1
3

= −Σ−1
v Atur, (5.33)

et pour son transposé

−Σ−1
3 Σ2S

−1
d = −Σ−1

3 ΣT

3AT

turΣ
−1
v

= −AT

turΣ
−1
v . (5.34)

Enfin,

Σ−1
3 + Σ−1

3 Σ2S
−1
d ΣT

2 Σ−1
3 = Σ−1

3 + Σ−1
3 Σ3AT

turΣ
−1
v AturΣ

T

3 Σ−1
3

= Σ−1
3 +AT

turΣ
−1
v Atur. (5.35)

En regroupant tous ces termes, l’Eq. (5.28) est finalement obtenue. �

5.4.1 Approximation de la matrice de covariance d’erreur d’estimation

L’application de méthodes itératives au système linéaire défini par l’Eq. (5.27) implique que la
matriceA soit creuse. Pour cela, il faut trouver une inverse de la matrice de covariance d’erreur
d’estimation qui soit aussi creuse.

D’après l’Eq. (5.28), ceci n’est possible que siAtur, Σ−1
v etΣ−1

3 qui font partie de la définition de
Σ−1
∞ sont creuses.

Matrice d’ évolution temporelleAtur :
En choisissant un modèle AR1, avecAtur diagonale tel que proposé au paragraphe5.3.1, la

matrice d’évolution temporelle de la phaseAtur est creuse.

Matrice de covariance du bruit d’ état Σ−1
v :

Pour le modèle AR1 choisi
φ̄k+1 = Aturφ̄k + vk,

la matrice de covariance spatiale du bruit d’état s’écrit

Σv = Σφ −AturΣφAT

tur,

un résultat déjà énoncé par l’Eq. (4.104).
PuisqueAtur = aI, la matrice de covariance de bruit d’état s’obtient sous laforme

Σv = Σφ(1− a2) (5.36)

alors que son inverse s’écrit tout simplement

Σ−1
v =

1

(1− a2)
Σ−1

φ . (5.37)
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Pour le calcul de la matriceΣ−1
φ l’approximation proposée par [Ellerbroek, 2002] est adoptée.

Selon cet auteur
Σ−1

φ ≈ γ∇4, (5.38)

oùγ est une constante et∇4 l’opérateur bi-harmonique∇4 = ∇2 · ∇2, avec∇2 le Laplacien∇2r =
∂2r
∂x2 + ∂2r

∂y2 dans le plan cartésienOxOy [Fig. 5.5]. La motivation principale qui a donné origine
à cette approximation est que le spectre spatial de la turbulence atmosphérique est proportionnel à
ν−11/3 ≈ ν−4. L’inverse de ce spectre dans le domaine direct conduit à unopérateur∝ ∇4 qui, avec
une description zonale, admet une représentation très creuse. Une amélioration de la régularisation
apportée par l’opérateur bi-harmonique permettant de r´egulariser tous les modes dont la courbure est
nulle, vu que ces modes sont dans le noyau de∇4, est proposée par [Lee, 2007].
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FIG. 5.5 – Exemples de Laplacien et opérateur bi-harmonique, utilisés lors de l’obtention d’une
approximation creuse de la matrice de covariance de la phase.

En conséquence, d’après l’Eq. (5.37), Σ−1
v possède donc aussi une représentation creuse.

Matrice de covariance d’erreur d’estimation Σ−1
3

Sous conditions de fort rapport signal sur bruit, la DSP spatiale de la phase résiduelle est∝ ν−2,
où ν est le module de la fréquence spatiale. Sur la Fig.5.6 sont représentées les DSP de la phase
turbulenteφtur, celle de la phase reconstruitêφtur et celle de la phase résiduelleφres = φtur − φ̂tur.

Les filtres spatiaux appliqués s’obtiennent à partir des reconstructeurs statiques à variance
minimale décrits à la section3.5. La phase résiduelle présente une DSP spatiale proportionnelle à
ν−2 en régime de basses fréquences et ce jusqu’à ce que le bruit soit plus élevé que la perturbation de
phase. Evidemment, au-delà de cette fréquence, la DSP de la phase résiduelle suit la loi desν−11/3,
puisque le reconstructeur, en présence d’un trop faible RSB applique l’estimée nulle, c’est-à-dire
φ̂tur(ν > νb) = 0. Ceci explique aussi pourquoi le reconstructeur moindres-carrés propage plus de
bruit au travers la boucle : dans ce cas la DSP de la phase résiduelle est∝ ν−2 dans toute la plage de
fréquences. Au delà deνb c’est du bruit qui est reconstruit, quand au mieux il faudrait estimer zéro.

En analogie avec l’erreur de reconstruction, on fait comme hypothèse que l’erreur d’estimation
est composée d’un contenu fréquentiel de la même nature.Cette idée est au cœur du concept qu’on
présente ici.
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FIG. 5.6 – Gauche : Coupe radiale des DSP de la perturbation de phaseφtur, phase estiméêφtur et
erreurφerr = φtur − φ̂tur. RSB=E{‖φ‖2}/E{‖wφ‖2}, wφ le bruit intégré lors de la reconstruction,
soitwφ = RMMSEw.
Droite : Energie intégrée de la perturbation de phase. La quasi totalité de l’énergie se trouve au dessous
de la fréquenceνb, la fréquence au-delà de laquelle le bruit est plus élev´e que la phase.

Dans cette logique, une matrice approximative deΣ3 revêt une loi de puissance que l’on peut
espérer connaı̂tre au préalable. En l’occurrence, la loi∝ ν−2 est adoptée. Par conséquent,Σ−1

3 ≈ α∇2,
un opérateur qui n’a plus que cinq éléments non nuls pour chaque degré de liberté.

Avec les approximationsΣ−1
φ ≈ γ∇4, etΣ−1

3 ≈ α∇2 la matrice

Σ−1
∞ =

(
Σ−1

v −Σ−1
v Atur

−AT
turΣ

−1
v Σ−1

3 +AT
turΣ

−1
v Atur

)

est approximée par

Σ−1
∞ ≈

(
1

1−a2 γ∇4 − a
1−a2 γ∇4

− a
1−a2 γ∇4 α∇2 + a2

1−a2 γ∇4

)
. Σ−1

∞ approximée. (5.39)

En conclusion,A = CT

d Cd + σ2Σ−1
∞ se présente maintenant approximativement comme une

matrice creuse. La validité des approximations proposées sera évaluée par des simulations numériques
à la section5.8et la performance quantifiée.

Exemple : Matrice Σ∞ exacte et approxiḿee
A titre d’exemple, la matrice de covariance de l’erreur d’estimation est montrée sur la Fig.5.7

en utilisant l’algorithme de doublage et l’approximation par des opérateurs creux proposée ici. Des
simulations numériques de Monte Carlo à la section5.8 valident le remplacement deΣ∞ par une
version qui relève d’une approximation spectrale de l’erreur d’estimation ◭

5.4.1.1 Obtention des facteurs multiplicatifs

La matrice de l’Eq. (5.39) fait intervenir deux constantesγ etα. Selon [Gilles, 2003b], la valeur
deγ se fixe en

γ ≈ 1/2 (5.40)
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FIG. 5.7 – Gauche : solution exacte deΣ−1
∞ ; Droite : approximation par une matrice creuse - Eq. (5.39).

En bas : erreur entre la solution exacte et l’approximation creuse. La matrice creuse, en l’occurrence
calculée pour un système de 20 par 20 sous-pupilles, présente un taux de remplissage de 2.73%.
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pour n’importe quelle taille de grille de reconstruction, déduite de à partir de

E
{
φTΣ−1

φ φ
}

= γ E
{
φT∇4φ

}
, (5.41)

qui suppose queΣ−1
φ ≈ γ∇4.

Pour la nouvelle valeur deα [Eq. (5.39)], on propose une méthode de calcul qui n’a pas été testée.
Ayant proposée une analogie entre l’erreur de reconstruction statique et l’erreur d’estimation, la

valeur de la constanteα peut s’obtenir de l’intégration spatiale de la phase résiduelle

∫ νs

0
1/αWφerr ≈ 2π

(∫ νb

0
bν−2ν∂ν +

∫ νs

νb

0.023r
−5/3
0 ν−11/3ν∂ν

)
, (5.42)

oùνs est la fréquence spatiale la plus élevée etb le niveau de bruit de mesure en valeurs rms .
L’intégration se réalise aisément en coordonnées polaires

∫ νb

0

∫ 2π

0
F (ν)ν∂ν∂θ = 2π

∫ νb

0
F (ν)ν∂ν, (5.43)

puisque la fonctionF (ν) est à symétrie de révolution. La fréquenceνb correspond au point de
croisement de la DSP du bruit dans l’espace des phases avec laDSP de la perturbation. Les allures sur
la figure5.6en illustrent le principe.

5.5 Résolution itérative de syst̀emes lińeaires creux du typeAx = b

La matriceA dans l’Eq. (5.27) admet maintenant une représentation creuse. L’application de
méthodes itératives étant donc envisageable, ceci est le but principal de cette section.

Des généralités sur des méthodes itératives sont présentées avec des notions de pré-conditionnement
de systèmes d’équations linéaires. On choisit plus précisément un pré-conditionneur dans l’espace de
Fourier, sachant que les méthodes itératives candidatesne se restreignent pas à ce type particulier de
pré-conditionneur. L’ouvrage de référence [Saad, 1996] a servi de base à l’ensemble des résultats de
cette section.

5.5.1 Gradients conjugúes

L’algorithme itératif des gradients conjugués est trèsefficace pour résoudre les systèmes d’équations
linéaires symétriques et définis positifs (AT = A etxTAx > 0) du type [Saad, 1996]

Ax = b. (5.44)

Son principe repose sur la recherche de directions successives permettant d’atteindre la solution exacte
du système étudié endim(x) pas. En pratique, l’algorithme est itéré jusqu’à ce qu’un critère d’arrêt
soit franchi3. Son efficacité est incontestable, ce qui a conduit à l’utilisation de cet algorithme dans
plusieurs travaux en OA – section5.1.

Cette méthode vérifie à l’itérationm et pour tout vecteurx

|xm − x|A ≤ 2ϑm|x0 − x|A, (5.45)

3Par exemple, jusqu’à ce que la stagnation de la convergencese situe au dessous deǫ arbitraire.
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où ϑ =
√

κ−1√
κ+1

et κ la valeur du conditionnement spectralκ = λmax/λmin de la matriceA, ce qui

souligne la dépendance du taux de convergence selon
√
κ.

Une possibilité pour s’affranchir d’un éventuel faible taux de convergence consiste à pré-
conditionner le système d’équations linéaires présenté ci-dessus. Le pré-conditionnement permet
d’augmenter le taux de convergence d’un algorithme itératif. Il consiste à trouver une matriceC−1

pour laquelle le produit(C−1A) ait une dispersion de valeurs propres moins importante de façon à ce
que le conditionnement spectralκ soit plus faible, ce qui a pour conséquence d’augmenter le taux de
convergence [Saad, 1996, Vogel, 2002].

5.5.2 Pŕe-conditionnement

”Finding a good preconditioner for solving a given sparse linear system is often viewed as a
combination of art and science. Theoretical results are rare, and some methods work surprisingly

well, despite expectations4”.

J. Saad

Le principe du pré-conditionnement d’un système d’équations linéaires consiste à remplacer la
résolution de l’équationAx = b par celle du système équivalentC−1Ax = C−1b. L’objectif est
de trouverC−1 tel queκ(C−1A) << κ(A). C’est d’ailleurs cela qui justifie le nom attribué à cette
opération de conditionnement préalable.

Théoriquement le meilleur choix serait doncC−1 = A−1, puisqueC−1A = I. Dans la pratique,
toutefois, il faut trouverC−1 le plus proche deA−1 sans que pourtant le coût calculatoire de la
multiplication d’un vecteur parC−1 – étape 5 du PCG dans l’algorithme2 – ne soit trop élevé.

Il existe trois formes distinctes pour pré-conditionneurd’un système linéaire : à gauche, à droite
et si le produitC−1A n’est plus symétrique, alors la racine carrée du pré-conditionneur est utilisée à
droite et gauche deA [Saad, 1996]. Un pré-conditionneur est soumis aux trois conditions suivantes :

– être une approximation de la matriceA−1 du système linéaire (dans un sens encore à définir) ;
– être symétrique et défini positif (CT = C etxTCx > 0) ;
– être creux - pour assurer un nombre faible d’opérations calculatoires avant d’atteindre la

solution.
La méthode des gradients conjugués pré-conditionnés (PCG) est présentée dans l’algorithme2

ci-dessous.
Concevoir un pré-conditionneur est une tâche ardue. Il sepeut que des méthodes générales de pré-

conditionnement soient extrêmement efficaces, évitant la recherche de pré-conditionneurs spécifiques
adaptés.

Parmi la panoplie de pré-conditionneurs qui peuvent êtretrouvés dans la littérature, un relevé
succinct est présenté en se focalisant sur des méthodes qui ont été appliquées à l’OA et qui sont donc
candidates pour le pré-conditionnement du LQG itératif que l’on propose.

L’étape de pré-conditionnement consiste en lui même à résoudre un système d’équations linéaires
du typeAx = b. Donc toute méthode itérative peut être utilisée pour réaliser le pré-conditionnement.

4Trouver un bon pré-conditionneur pour résoudre un système linéaire donné est souvent vu comme une combinaison
d’art et de science. Les résultats théoriques sont rares et certaines méthodes marchent étonnamment bien, au-del`a de toute
attente. Traduction de l’auteur



150 Commande LQG pour des OAà grand nombre de degŕes de libert́e

Entr ée: r0 = bk −Ax0, z0 = C−1r0 etp0 = z0
pour chaque m = 0, 1, ..., faire

1 : qm = Apm ; Multiplication par la matriceA;
2 : αm = (rm, zm)/(qm, pm);
3 : xm+1 = xm + αmpm;
4 : rm+1 = xk − αmqm;
5 : zm+1 = C−1rm+1 ; Multiplication par le pré-conditionneurC−1;
6 : βm = (rm+1, zm+1)/(rm, zm);
7 : pm+1 = zm+1 + βmpm;

fin
Sortie: Solutionxk = A−1bk

Algorithme 2: Algorithme des gradients conjugués pré-conditionnés. L’opération(·, ·) représente
le produit interne de deux vecteurs, c’est-à-dire(a, b) équivaut àaTb. Les étapes 1. et 5. impliquent
des multiplications matrice-vecteur (VMM), de loin les plus coûteuses. L’étape 5. représente la
multiplication par le pré-conditionneur.

5.5.2.1 Pŕe-conditionneur diagonal

En première approximation, la diagonale de la matriceA forme un pré-conditionneur général,
mais un peu grossier. Selon la structure deA, il peut s’avérer efficace ou pas. Par exemple, dans les
travaux de [Tallon et al., 2007], cette approximation est proposée.

5.5.2.2 Ḿethode multigrilles

Les méthodes multigrilles [Hackbusch, 1985] consistent à annuler les composantes spectrales
basses fréquences de l’erreur d’estimation du vecteurx en le projetant sur des grilles de différentes
résolutions. Les composantes basses fréquences sur une grille fine acquièrent alors un caractère de
hautes fréquences sur une grille grossière. Cette erreurpeut ensuite être atténuée comme s’il s’agissait
effectivement de composantes haute fréquence.

Le fonctionnement de cette méthode itérative peut se résumer de la façon suivante
– Appliquer un pas de lissage ;
– Projeter l’erreur de basses fréquences sur une grille plus grossière ; ainsi elle devient haute-

fréquence et peut alors être atténuée ;
– Résoudre le système défini sur la grille grossière avant de projeter l’erreur de retour sur une

grille plus fine ;
– Mettre à jour la solution et appliquer ensuite un pas de lissage pour éliminer l’erreur haute

fréquence.
Cette procédure est communément appelée« algorithme à deux grilles». La version complète consiste
à appliquer récursivement la procédure à deux-grilles.

Une description complète se trouve dans les ouvrages [Hackbusch, 1985] et [Saad, 1996].
[Gilles et al., 2002, Gilles, 2003a, Gilles, 2003b] utilisent cette méthode itérative pour pré-conditionner
le problème de reconstruction tomographique dans le volume atmosphérique. Le multigrilles a été
validé expérimentalement en OA classique par [Lessardet al., 2008]. D’autres travaux l’utilisent en re-
construction de font d’onde comme ceux de [Vogel et Yang, 2004, Barchers, 2004, Renet al., 2005].
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5.5.2.3 Pŕe-conditionnement en espace de Fourier

Dans cette section les aspects fondamentaux du pré-conditionnement en espace de Fourier sont
abordés, suivant une présentation proche de celle de [Yanget al., 2006].

D’après la discussion entamée au chapitre3 sur la représentation du reconstructeur VM dans
l’espace Fourier, il semble tout à fait naturel d’utiliserla circonstance favorable que les matrices du
problème direct soient quasi diagonales une fois représentées en espace Fourier, donc très facilement
inversibles et à moindre coût calculatoire, pour pré-conditionner le problème de la commande LQG.
C’est ce que proposent [Yanget al., 2006] pour la reconstruction de front d’onde en OA à grand
nombre de degrés de liberté. En s’inspirant de cette formulation, des modifications sont proposées
pour l’adapter au contexte de commande LQG en boucle fermée.

On peut, puisque on aborde le passage en Fourier dans un contexte LQG, se poser la question
suivante : pourquoi ne pas représenter toutes les variables en Fourier pour obtenir un filtre de Kalman
en Fourier comme celui proposé par [Poyneeret al., 2007]. En effet les opérations élémentaires à
entreprendre dans le cadre de l’OA sont caractérisées parun noyau convolutif. Cette opération est
diagonalisable en espace de Fourier. Néanmoins, ce raisonnement atteint ses limites. L’opération est
effectivement diagonale si le support est considéré infini ou les opérations circulaires – l’intégrale
de convolution est donc non bornée. Or, ceci n’est généralement pas vrai en OA, où des dimensions
physiques de l’ouverture du télescope imposent des limites. Le problème n’est pas non plus circulaire,
bien que raisonnablement bien approximé par des opérations circulaires. En plus, comme cela a déjà
été détaillée, l’adaptation de l’ouverture annulairedu télescope à un domaine carré sur lequel est
définie la base des fonctions de Fourier oblige à gérer desproblèmes de bords [section3.5].

5.5.2.4 D́efinition du pr é-conditionneur dans l’espace Fourier

Un pré-conditionnement mono-couche est présenté, généralisable au cas multi-couches. Pour cela
le profil deC2

n(h) est nécessaire. Sous l’hypothèse de l’indépendance descouches atmosphériques,
il vient Σφ = BlockDiagΣφ,l. [Yanget al., 2006] font une présentation pour le cas général multi-
couches.

La matrice de covariance de la phaseΣφ peut être construite de la façon suivante

Wφ ∝ F
−1
{
|ν|−11/3

}
, (5.46)

oùF est la transformée de Fourier.
La matrice de covariance de bruit est aussi diagonale par blocs, puisque le bruit est considéré non

corrélé entre sous-pupilles. Il vient alors

Ww = σ2
wI, (5.47)

oùσ2
w est la variance de bruit sous chaque sous-pupille etI la matrice identité de taille appropriée.
La matriceD est composée du produit de deux opérateurs : le masque (Ω) et les gradients discrets

(D∞). L’équation de mesure devient ainsi

s =

(
Dx

Dy

)
φ̄ =

(
ΩD∞

x

ΩD∞
y

)
φ̄. (5.48)

L’opérateur pupille, est défini par

Ωs(x) =

{
s(x) si x ∈ pupille;
0 sinon,

. (5.49)
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Les mesures pour la géométrie de Fried sont définies à la section3.3.1.1. Pour une ouverture de
taille infinie, les opérateursD∞

x andD∞
y admettent en effet une représentation diagonale5.

Ainsi,

D
∞
x = F

−1{D∞
x }, (5.50a)

D
∞
y = F

−1{D∞
y }. (5.50b)

En regroupant les termes, il vient finalement

D
T
D =

(
(D∞

x )TΩTΩD
∞
x + (D∞

y )TΩTΩD
∞
y

)
. (5.51)

L’équation (5.51) n’admet pas une transformée de Fourier diagonale car l’opérateur Ω ne
représente pas une convolution. Cependant, puisque le butde la construction d’un pré-conditionneur
est de trouver une approximation suffisamment proche de la matriceA dans l’Eq. (5.44), alors il est
suffisant de garder un ensemble de points au centre deΩ = F{Ω}. Selon [Yanget al., 2006], ceci
s’avère convenable pour assurer une convergence rapide del’algorithme des gradients conjugués pré-
conditionnés.

En suivant la suggestion de Yanget al.on adopte la représentation de Fourier

F
−1
{

D
T
D

}
≈ F

−1
{(

(D∞
x )HΩ̃HΩ̃D∞

x + (D∞
y )HΩ̃HΩ̃D∞

y

)}
, (5.52)

où Ω̃ est une approximationΩ valable pour les grande systèmes carF {Ω} est très localisée.
Tous ces opérateurs ont désormais une représentation diagonale en espace de Fourier ; la

multiplication de matrices diagonales estO(n) à la place deO(n2).
Le préconditionneur s’écrit donc

C−1 = F
−1
{(

(D∞
x )HΩ̃HΩ̃D∞

x + (D∞
y )HΩ̃HΩ̃D∞

y

)
+ σ2

wW−1
φ

}−1
. (5.53)

La version itérative de la commande LQG est dénommée FD-PCG-LQG pourFourier-Domain
Preconditioned Conjugate Gradient LQG.

5.6 Mise en œuvre de la commande LQG itérative

La modélisation zonale proposée pour la commande LQG étant potentiellement moins lourde, elle
est aussi plus souple, puisque la mise à jour des opérateurs se fait désormais plus aisément. L’inversion
du reconstructeur n’a jamais explicitement lieu et les calculs hors-ligne ont été remplacés par des
opérateurs spectraux de facile obtention. Sachant que la stationnarité n’est jamais de fait acquise, les
changements des conditions d’observation entraı̂nent unemise à jour régulière des opérateurs. En
OA cette procédure est réalisée toutes les dizaines de secondes, ce qui joue en faveur de méthodes
facilement mises à jour en cours d’opération, comme celleprésentée ici.

Les multiplications vecteur-matrice (VMM) dans l’algorithme des PCG sont détaillées ci-dessous.
Elles concernent la matriceA et la matriceC−1 respectivement.

5Le noyau convolutif donne origine à des matrices BTTB –block Toeplitz with Toeplitz blocks, très bien approximées
par des matrices BCCB –block circulant with circulant blocks– celles-ci diagonales en Fourier.
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5.6.1 Multiplication par la matrice A

La multiplication d’un vecteurpm par la matriceA (étape 1. de l’algorithme2) est réalisée en
deux temps, puisque la matriceA est la somme de deux composantes :(Ctur

d )TCtur

d et σ2
wΣ−1

∞ dans
l’Eq. (5.27). D’après les définitions deCtur

d [Eq. (5.4)] et Σ−1
∞ [Eq. (5.28)], il vient

Apm =

(
0 0
0 DTD

)
pm + σ2

w

(
1

1−a2 γ∇4 −γ a
1−a2∇4

− a
1−a2 γ∇4 α∇2 + a2

1−a2 γ∇4

)
pm. (5.54)

Sur la Fig.5.8 le motif de remplissage de la matriceA dans l’Eq. (5.54) est affiché pour un système
composé de 20×20 sous-pupilles.
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FIG. 5.8 – Matrice(Ctur

d )TCtur

d et matriceσ2
wΣ−1

∞ pour un système de 20 par 20 sous-pupilles. Taux
de remplissage de 0.2% et 2.73% respectivement.

Soit A soit Σ−1
∞ présentent un taux de remplissage proportionnel àn. La complexité de la

multiplication est ainsi réduite deO(n2) enO(n), avec un facteur devantn qui dépend de la taille du
système d’OA modélisé. Ce taux décroı̂t avec l’augmentation du nombre de degrés de liberté.

5.6.2 Multiplication par le pr é-conditionneur C−1 dans l’espace de Fourier

Le pré-conditionneur étant construit dans le domaine desfréquences spatiales, la multiplication
C−1rm est réalisée comme le montre l’algorithme3 [Yanget al., 2004].

Entr ée: rm
r ← TF{rm};
rm+1 ← C−1 · rm;
rm+1 ← TF−1{rm+1};

Sortie: Solutionrm+1 = C−1rm
Algorithme 3: Multiplication en espace de Fourier. La matriceC−1 est diagonale.

La première action consiste à calculer la TF derm. Les coefficients de Fourier dansrm sont
ensuite multipliés fréquence par fréquence par les coefficients deC−1 avant d’être rassemblées dans
rm+1 par transformée de Fourier inverse.
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La multiplication par le pré-conditionneur s’effectue ainsi

C−1 · r =

(
0 0
0 DHD

)
· r + σ2

w

(
1

1−a2 W
−1
φ − a

1−a2 W
−1
φ

− a
1−a2 W

−1
φ αW−1

3 + a2

1−a2 W
−1
φ

)

· r, (5.55)

où évidemment
W−1

3 = TF
{
Σ−1

3

}
, (5.56)

par l’application immédiate du théorème de Wiener-Khinchine. Le spectre spatial de la phase est
donné à la section2.3.2.

La transformée de Fourier discrète étant implémentéede façon très efficace par la FFT, la
complexité du calculrm+1 = C−1rm est réduite deO(n2) enO(nlog(n)).

5.7 Analyse algorithmique

Puisqu’on s’intéresse aux GNDL, il apparaı̂t tout à fait naturel de s’intéresser au nombre
d’opérations effectivement réalisées par chacune des méthodes existantes. Les comparer permet de
conclure sur leur intérêt. L’unité de mesure est le nombre de multiplications suivies d’accumulation
au résultat précédent. L’acronyme anglais MAC pourmultiply and accumulmateest utilisé.

5.7.1 Structure des calculs

5.7.1.1 Commande par int́egrateur

La récurrence de commande de l’intégrateur décrite à lasection 2.8 utilise une matrice de
commande qui relève directement de la matrice d’interactionMint = DN sous la forme

Mcom =
(
M

T

intΣ
−1
w,uMint + Σ−1

φ,u

)−1
M

T

intΣ
−1
w,u (5.57)

où Σφ,u et Σw,u sont les matrices de covariance spatiale de phase et bruit demesure dans l’espace
miroir.

Si le régulateur est défini dans l’espace des phases, alorsdeux étapes sont à réaliser. D’abord
calcul des paramètres de la phase à partir des mesures

M
m
com =

(
D

TΣ−1
w D + Σ−1

φ

)−1
D

TΣ−1
w (5.58)

avecΣ−1
φ adaptée à la boucle fermée [Louarn et Tallon, 2002], suivie d’une projection sur l’espace

miroir à travers le projecteur
(
NTN

)−1
NT. A ce sujet, voir aussi la section3.8.

Les gains du régulateur sont ensuite optimisés selon la procédure décrite à la section2.8.2.2.
Les matricesD et N, dont les motifs sont représentés sur la Fig.5.3, sont creuses si modélisées

sous approche zonale. Ceci n’est pas le cas si une approche modale est utilisée. Dans ce casD et N
sont pleines.

En ce qui concerne la matrice de covariance de la phase, c’estl’opposé : elle est pleine pour le cas
zonal et creuse pour le cas modal. La matrice de covariance debruit de mesureΣw est souvent prise
comme une matrice diagonale, tant pour le cas modal [Rigaut et Gendron, 1992] que pour le zonal.
Malgré ces différences, la matriceMcom, qu’il s’agisse de modélisation modale ou zonale est toujours

pleine pour cause de l’inversion du terme
(
DTΣ−1

w D + Σ−1
φ

)−1
.

Les définitions suivantes sont utilisées :
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– nm : nombre de mesures ;
– na : nombre d’actionneurs
– nφ : nombre de paramètres de la phase
– nnz : nombre d’éléments non nuls dans une matrice

5.7.1.1.1 Calculs hors ligne : Inversion de la matrice d’interaction ou des matricesD et N

séparément.

5.7.1.1.2 Calculs temps ŕeel : La commande par intégrateur utilisenmna ≈ 2n2 opérations
MAC.

5.7.1.2 Commande LQG

5.7.1.2.1 Calculs hors ligne : Résolution de la Riccati d’estimation par l’algorithme dedoublage
sur une seule composante de phase de l’état [§5.2.1.1]. Vis-à-vis de la solution obtenue par solution de
l’itération de point-fixe, une réduction de plus de deux ordres de grandeur est atteinte, car l’inversion
est maintenant de matrices de la moitié de la taille de celledu problème initial ; avec un nombre
d’itérations a réduit d’un facteur deNiter/log(Niter) – voir les courbes sur la Fig.5.1, oùNiter est le
nombre d’itérations de l’algorithme classique.

5.7.1.2.2 Calculs temps ŕeel : Il est considéré que la matriceD n’a que 4 éléments non nuls par
ligne – Fig.5.3 – et que les fonctions d’influence deN n’ont qu’une région d’influence de 4 par 4
sous-pupilles, ce qui signifie 5 par 5 éléments non nuls autour de de chaque actionneur.

Commande FD-PCG-LQG zonale :La complexité de l’algorithme FD-PCG-LQG est

(1 + nit) (nnz(A) + 4nφ + 4 [nφ + knφlog(nφ)]) + nnz(DT
D) + nnz(DT) (5.59)

opérations6, oùnφ est la taille d’une occurrence de phase dans l’état etnit le nombre d’itérations des
gradients conjugués. Les premièresnnz(A) + 2nφ correspondent à l’initialisation de l’algorithme2.
L’étape 1. du FD-PCG représentennz(A) opérations, avecαk etβk correspondant à4nφ, puisque les
deux occurrences de phase sont tenues en compte. La multiplication en espace Fourier par l’inverse
du pré-conditionneur contribue avec2nφ MAC. Les transformées directe et inverse de Fourier sont
réalisées 2 fois par itération, avec un facteurk selon l’architecture de traitement. Dans le cas le plus
communk ≈ 57. Enfin, le calcul deb, le terme à droite du système linéaire correspond ànnz(DTD)
+ nnz(DT).

5.7.2 Complexit́e calculatoire

Le tableau5.1compare, étape par étape, la complexité des commandes LQG modale et zonale.
La somme des tous les calculs réalisés en temps réel est r´ecapitulée au tableau5.2. Les calculs

de la mise en œuvre en temps réel de la commande LQG sont particularisés pour une modélisation
modale, zonale puis étendus au cas itératif du FD-PCG-LQG.

Sur la Fig.5.9 sont tracées les courbes de complexité correspondant auxrésultats du tableau5.2.
Pour les systèmes de la taille de SPHERE et GPI, aux alentours de≈ 40 × 40 degrés de liberté, les

6Additions et multiplications par scalaires sont négligeables.
7Voir section3.9.
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TAB . 5.1 – Complexité calculatoire des algorithmes de commande.nφ : nombre de modes turbulents
à estimer,nL : nombre de couches dans le volume,nm : nombre de mesures etna : nombre
d’actionneurs. La fonction d’influence d’un actionneur estconsidérée ici sur une zone de 6×6 points.

Type Mesure estimée Prédiction Projection Total
VMM intégrateur – – nmna nmna

LQG base modale nm(nφ + na) 2nφnm nanφ nm(3nφ + 2na)

LQG base zonale 40nm 2nφnm nanφ nm(40 + 2nφ + na)
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FIG. 5.9 – Complexité de la commande LQG modale et zonale. Les coûts calculatoires de la nouvelle
approche FD-PCG-LQG sont tracés pour comparaison. Les lois sont détaillées sur le tableau5.2.

gains de l’usage du FD-PCG-LQG sont déjà discernables. Pour les ELT les gains croissent, étant plus
élevés d’un voire deux ordres de grandeur.
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TAB . 5.2 – Complexité des algorithmes de commande.nφ : nombre de modes turbulents à estimer,
nL : nombre de couches dans le volume,nm : nombre de mesures etna : nombre d’actionneurs.

Type Temps-réel
VMM intégrateur nmna

LQG base modale nm(nφ + na) + 2nφnm + nanφ

LQG base zonale 29nm + 2nφn
m + nanφ

29nm+
FD-PCG-LQG (1 + nit) (nnz(A) + 4 [2nφ + knφlog(nφ)]) + nnz(DTD)+

nnz(DT) + nproj
it knφlog(nφ)

5.8 Performances avec approximations :́evaluation par simulations
Monte Carlo

On propose ici d’évaluer les performances au moyen de simulations numériques de Monte Carlo,
pour un système d’OA classique avec 20 par 20 sous-pupilles. Ce système est certes de taille moyenne,
mais cela permet d’ores et déjà de faire apparaı̂tre des tendances entre les approches modale et zonale
afin d’établir un budget d’erreurs.

Les conditions de simulation sont résumées dans le tableau 5.3. La géométrie choisie est celle de
Fried.

Quatre versions de l’algorithme LQG sont simulées :

(i) version classique sous approche modale, consistant a mod´eliser le problème avec une base de
polynômes de Zernike ;

(ii) version creuse sous approche zonale, où les grandeurs sont discrétisées sur une grille de points
aux coins des sous-pupilles (où se trouvent aussi les actionneurs, car géométrie de Fried).
Aucune approximation n’est prise pour les matrices de la commande LQG ;

(iii) version creuse zonale avec calcul explicite du gain de Kalman à partir de l’approximation creuse
deΣ−1

∞ ;

(iv) version itérative et creuse FD-PCG-LQG, basée sur l’approche zonale du point précédent. Les
calculs de vecteurs par matrices sont remplacés par la méthode itérative de gradients conjugués
pré-conditionnés dans l’espace de Fourier [§5.5.2.3]

La validation par simulation des algorithmes de ce chapitrese fait en deux étapes : 1) comparaison
de la commande LQG sous approche modale (aussi dite classique) avec la commande LQG sous
approche zonale afin de vérifier que l’utilisation d’une matrice creuse garantit les mêmes niveaux
de performance que l’approche modale [§5.8.1] ; 2) comparaison des versions précédentes avec la
commande LQG utilisant l’approximation proposée, mais engardant le calcul explicite du gain de
Kalman et enfin 3) la version FD-PCG-LQG est mise en place et comparée aux versions précédentes
[§5.8.2].

5.8.1 Validation des approches de commande LQG avec une modélisation zonale

Avant de s’attaquer à la validation de la commande LQG itérative, proposition principale de ce
chapitre, on va d’abord vérifier que la version zonale exacte (i.e. sans approximation du gain de
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TAB . 5.3 – Paramètres de simulation. Les valeurs en gras repèrent les valeurs par défaut pour des
paramètres dont la variation est testée par simulations de Monte Carlo. En gras les paramètres utilisés
par défaut.

Paramètres de simulation

Atmosphère

C2
n 3 couches,{0,5 ;0,2 ;0,3}

Vent {10 ;5 ;15}ms−1

Direction {0 ;90 ;180}o
No. modes 400

L0 25m
λ 0,5µm

seeing 0,65”
r0@ 0,5µm 0.155m

Résolution spatiale 0,1m

ASO

Type géométrique
Nb. sous-pupilles 20 (linéaire), 316 (total)

Nb. pixels/sous-pupille 4
Sous-éclairage 0,75

λ 0,5µm
Bruit lecteur 2e−

MD
Nb. actionneurs 21 (linéaire), 357 (total)

Couplage mécanique 0,2

Simulation

D 8m
Occultation centrale 0m

Ts 2ms
Magnitude 8-14

λsci 2,2µm
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Kalman) garantit les mêmes niveaux de performance que l’approche consistant à utiliser une base
de polynômes de Zernike.
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FIG. 5.10 – Décomposition en valeurs singulières de la matrice de projection de phase sur l’espace
des commandes. Gauche : cas modal modélisé avec une base depolynômes de Zernike ; droite :
modélisation zonale.

Une différence majeure ressort immédiatement de la décomposition en valeurs singulières de la
matrice de projection de la phase dans l’espace des commandes. Pour le cas de la base de polynômes
de Zernike, et dans les conditions de simulation du tableau5.3, le conditionnement de

(
NTN

)
atteint

κ > 1016, tandis que pour une modélisation zonale le conditionnement se trouve confortablement
autour de l’unité, en l’occurrenceκ ≈ 28. Les courbes sur la Fig.5.10montrent la décomposition de
la matrice

(
NTN

)
pour les cas modal et zonal.

Ce mauvais conditionnement implique une troncature importante du nombre de modes propres de(
NTN

)
. Ceci n’est pas anodin. Le tableau5.4 montre qu’en terme de rapport de Strehl longue pose

l’approche modale se place derrière l’approche zonale d’environ 1% et ce en utilisant le même nombre
de degrés de liberté dans les deux cas (400 polynômes de Zernike et 400 points de phase). Du point
de vue numérique, la mise en place de la commande LQG avec uneapproche modale souffre donc
d’une dégradation qui relève du mauvais conditionnementdû à la base de modélisation. Ceci joue en
effet en faveur de l’utilisation de l’approche zonale, ce qui constitue un sous produit intéressant de
l’analyse menée.

TAB . 5.4 – Rapport de Strehl longue pose pour les commandes modale et zonale. Le FD-PCG-LQG
utilise 8 itérations par trame. La résolution spatiale dela phase reconstruite est de 0,5 m−1.

Σ∞ utilisée Rapport de Strehl longue pose (%)
(i) Modale 80.56

(ii) Zonale 81.55

Selon l’application visée, l’étude de la fonction d’étalement de point présente aussi un intérêt
essentiel. La moyenne radiale des FEP longue pose modale et zonale obtenue par simulations de
Monte Carlo est présentée sur la Fig.5.11. Ces deux courbes sont quasiment indistinctes : que ce
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soit en terme de FEP ou en terme de SR, l’approche zonale donnedonc sur les exemples traités des
résultats très concluants.
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FIG. 5.11 – Moyenne radiale des FEP en longue pose pour les commandes modale et zonale. Temps
de simulation : 2s.

5.8.2 Le FD-PCG-LQG

Les résultats sont maintenant comparés à l’approche simplificatrice proposée à la section5.4.1.
Le tableau5.5donne les performances en rapport de Strehl longue-pose à 2,2µm.

TAB . 5.5 – Rapport de Strehl longue pose pour les commandes modale et zonale. Le FD-PCG-LQG
utilise 8 itérations par trame. La résolution spatiale dela phase reconstruite est de 0,5m−1.

Σ∞ utilisée rapport de Strehl longue pose (%)
(ii) Modélisation zonale avecΣ−1 exacte 81.55

(iii) Modélisation zonale avec approximation creuse deΣ−1 81.53
(iv) Modélisation zonale itérative FD-PCG-LQG 81.07

Une première observation est que la simulation avec la matrice Σ−1
∞ approximée par la matrice

creuse de l’Eq. (5.39) n’entraı̂ne pas de pertes de performance pour les cas traités. Le gain de Kalman
L∞ est quant à lui calculé explicitement avec l’approximation deΣ−1

∞ proposée dans l’Eq. (5.39).
Ceci est la première étape à franchir avant l’utilisation du FD-PCG-LQG.

Des systèmes d’OA allant de 8 à 20 sous-pupilles ont été testés, tous présentant des niveaux
identiques de performance en comparaison avec le calcul explicite exacte du gain de Kalman, sous
approche zonale. La simulation de systèmes de tailles sup´erieurs nécessitait des moyens de calcul plus
puissants.
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Les simulations montrent, comme attendu, une légère perte de performance due aux approxima-
tions. La Fig.5.13-gauche montre la variation en fonction de la magnitude de l’étoile guide. Pour une
étoile de magnitude 12 la perte est inférieure à 0,5% en terme de rapport de Strehl avec des pertes
légèrement plus importantes en faible flux : pour une magnitude de 14 la différence se chiffre plus
précisément à 5% du niveau de Strehl de la solution sans approximations. Ces résultats confirment
ceux déjà présentés dans [Correiaet al., 2009a].
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FIG. 5.12 – Moyenne radiale de la FEP. Commandes zonale avecΣ∞ exacte, approximée et LQG
itératif pré-conditionné en espace Fourier. Temps de simulation : 2s.

Il en va de même pour la FEP : l’approximation n’a donc quasiment pas d’impact sur la FEP. Une
coupe radiale est présentée sur la Fig.5.12. Avec l’approximation deΣ−1

∞ par un opérateur spectral on
aurait pu s’attendre à une sous- ou sur-régularisation qui aurait produit une rejection moins efficace sur
une bande spécifique de fréquences. Ce possible inconvénient n’est donc pas soutenu par la structure
de la FEP calculée.

5.8.2.1 Rapidit́e de convergence

Il est aussi fondamental de quantifier le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir des niveaux
de performance concurrentiels. Avec une option d’initialisation consistant à prendre la dernière
solution comme solution de départ pour le nouveau jeu de données8, environ 8 itérations sont requises
pour garantir des niveaux de performances comparables aux deux premières lignes (Σ−1 exacte et
Σ−1 approximée) du tableau5.4. Or, ce nombre est plutôt élevé, du moins en comparaison avec ce que
les simulation de [Yanget al., 2006] l’aurait pu faire attendre. Dans leur cas, 3-4 itérationss’avèrent
suffisantes.

La simulation du FD-PCG-LQG avec 5 itérations par trame conduit à des performances assez
faibles en comparaison avec la performance obtenue avec 8 itération, qui permet une augmentation
de 20% de rapport de Strehl. La Fig.5.13-droite montre cet effet. On peut apprécier la différence

8Dénommée dans la littérature parwarm restart.
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FIG. 5.13 – Performance du FD-PCG-LQG en fonction de la magnitude ou du nombre d’itérations.

de complexité entre 4 et 9 itérations sur la Fig.5.9. L’idéal serait de converger plus rapidement en
travaillant notamment sur le pré-conditionneur.

5.9 Extensions aux OA grand champ

La commande LQG présentée au chapitre4 est issue des approches de [Le Roux, 2003] et
[Petit, 2006]. La structure particulière du modèle d’état, notamment la présence d’occurrences de
phase de la turbulence à la place d’occurrences de phase résiduelle, celle ci uniquement définie sur la
pupille et pas en altitude, a été à l’origine choisie pourpouvoir se généraliser aux OA grand champ.
Cette formulation initiale proposée par [Le Roux, 2003] a été ensuite appliquée sur un banc optique
par [Petit, 2006] en OA classique puis OA hors-axe et plus récemment appliquée par [Costille, 2009]
sur un banc d’OA multi-conjuguée. Se référer à l’introduction au chapitre4 pour une discussion plus
élargie.

5.9.1 Complexit́e calculatoire

La complexité calculatoire des systèmes d’OA grand champva croissant avec la complexité
des systèmes eux-mêmes, c’est-à-dire, avec le nombre dedirections d’analyse, de MD, de couches
estimées, le nombre de modes par couche, la nature des mesures (NGS/LGS) et le nombre de
directions d’intérêt.

Afin de simplifier la discussion, la complexité calculatoire pour un cas d’OAMC de référence,
sous hypothèse que l’approche FD-PCG-LQG est généralisable à ce cas applicatif, est présentée sur la
Fig. 5.14où les expressions du le tableau5.2sont utilisées ; trois directions d’analyse, deux altitudes
de conjugaison et cinq couches estimées en altitude sont considérées en fonction du nombre de degrés
de liberté.

Les gains apportés par l’application d’une commande LQG avec une implantation numérique
optimisée du type proposé dans ce chapitre est d’environ deux ordres de grandeur. Ceci est un facteur
non négligeable, d’autant plus que la complexité d’un système d’OAMC est ramenée quasiment à
celle d’un système d’OA classique de taille ELT. Il reste bien-sûr à tester et valider en simulations
réalistes les tendances énoncées.
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5.9.2 Le FD-PCG-LQG en OAMC

La question centrale consiste à savoir si les approximations que l’on propose pour appliquer la
commande LQG en GNDL peuvent aussi être généralisées aux OA grand champ.

Pour répondre à cette question, on va s’appuyer sur la simulation d’un cas simple : simulation
sous base de polynômes de Zernike avec trois directions d’analyse et deux couches estimées, où se
trouvent conjugués les MD.

La commande LQG en systèmes tomographiques (qu’il s’agisse des OA asservies en boucle
ouverte ou boucle fermée) fait intervenir la matrice d’erreur d’estimationΣ∞ qui est composée, pour
cet exemple particulier, de2 × 2 sous-blocs de taillenφ, oùnφ est le nombre total de modes estimés
dans chaque couche atmosphérique. Chaque sous-bloc repr´esente la covariance d’erreur d’estimation
pour une couche particulière.

Cette matrice associe par conséquent aux modes mal-vus un terme d’erreur élevé, car la difficulté
du système à discerner l’origine de ce type de modes se reporte immédiatement sur la structure de
Σ∞. Les modes de tip/tilt étant les plus énergétiques, on s’attend donc à ce que les valeurs deΣ∞
associées au TT soient en effet d’amplitude plus importante. Pour une turbulence Kolmogorov ces
deux modes concentrent environ 87% d’énergie [Noll, 1976]. La reconstruction est possible grâce à
un fort a priori spatial sur la phase.

La Fig. 5.15 illustre ce principe. La matriceΣ∞ a été calculée pour un système d’OA multi-
conjuguée avec deux miroirs conjugués à{0 ; 13,8}Km et 3 ASO de sept sous-pupilles (linéaire)
chacun. Sont reconstruits 60modes dans la couche au sol et 120 en altitude. La variance d’erreur
d’estimation sur le TT est en effet très élevée, d’à peu près deux ordres de grandeur plus élevée que
les erreurs associées aux autres modes.

Les approches en pseudo-boucle-ouverte permettent précisément d’éviter l’utilisation d’une
matrice de régularisation où des termes sont corrélés entre couches puisque la matriceΣφ est diagonale
par blocs, la phase étant supposée indépendante entre couches.
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FIG. 5.15 – Gauche : diagonale de la matrice de covariance d’erreur pour une occurrence de phase.
Modélisation avec une base de polynômes de Zernike. TroisASO et deux MD conjugués des couches
turbulentes au sol et à 13,8Km. Droite : matrice complète.Des corrélations sont visibles surtout sur
les modes de TT . Simulation gentiment effectuée par A. Costille.

L’approche FD-PCG-LQG n’utilise pas une base de polynômesde Zernike mais plutôt une
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approche zonale. Lesa priori sont directement donnés dans l’espace de Fourier où les spectres
de phase et de phase résiduelle sont relativement bien connus. Il y a donc une voie d’extension
possible qu’il faudra tester. [Neichelet al., 2009] montre la distribution des modes mal-vus en
fonction de leur fréquence spatiale pour des OA grand champ. Poussant plus loin, les travaux de
[Poyneeret al., 2007] et [Poyneeret al., 2009] suggèrent que dans l’espace de Fourier les modes sont
décorrélés spatialement et temporellement. De ce fait,le pré-conditionnement et l’application de la
matrice de régularisation pourrait s’effectuer de façontrès similaire à ce qu’on propose à la section
5.4. Il s’agit d’une voie envisagée en perspective de ce travail.

La commande LQG s’applique aussi sans modification structurelle aux systèmes multi-objets.
Pour ceux-ci la version présentée à la section4.4.6 pour les OA boucle ouverte est alors utilisée.
Le fait de travailler en boucle ouverte n’implique pas directement que la matrice de covariance de
l’erreur soit diagonale par blocs, comme on pourrait le penser à première vue, ce qui implique que le
cas précédent de l’OAMC est le cadre adéquat.

5.10 Bilan et ouverture

Ce chapitre propose une mise en œuvre de la commande optimaleLQG pour les systèmes d’OA
à grand nombre de degrés de liberté.

L’objectif de ce chapitre est de partir d’une loi de commandeoptimale pour l’adapter aux GNDL
et non pas de considérer des lois sous optimales.

Dans l’approche proposée ici, dénommée FD-PCG-LQG, lesmultiplications vecteur-matrice,
de loin les plus lourdes au niveau calculatoire, sont remplacées par des algorithmes itératifs du
type gradients conjugués avec un pré-conditionneur défini dans l’espace de Fourier. L’efficacité
calculatoire d’une méthode itérative étant très fortement liée à la densité d’éléments non nuls dans le
système d’équations, on a proposé une approximation creuse de la matrice de covariance de l’erreur
d’estimation, intervenant dans la solution LQG générale. Cette approximation s’avère très bien ajustée
aux cas testés. Les performances obtenues sont équivalentes à celles obtenues sans approximations.
Une comparaison avec la commande LQG de référence modélisée sous une base de polynômes de
Zernike a été menée. D’une part on constate que la modélisation avec une base zonale permettant
d’obtenir des opérateurs creux, n’induit pas de pertes de performance, avec des conditionnements de
matrices plus avantageux ; d’autre part le nouvel algorithme FD-PCG-LQG avec un nombre minimum
de 8 itérations par trame atteint une performance quasi égale à celle de la méthode de référence, pour
un système avec 20×20 sous-pupilles (linéaire). Une analyse de robustesse vis-à-vis de la magnitude
de l’étoile guide montre aussi que les performances restent compétitives, malgré des différences qui
s’accentuent en faible flux.

Cet algorithme ouvre la possibilité de réduction consid´erable du nombre de calculs pour des
systèmes de taille ELT. En perspective, une adaptation auxsystèmes d’optique adaptative multi-
conjuguée a aussi été proposée. Cependant la solution n’a pas été testée.

Une hypothèse sous-jacente à tous les développements effectués jusqu’ici dans ce mémoire est
que le miroir est infiniment rapide. Or, cette hypothèse peut s’avérer très restrictive surtout pour les
systèmes futurs. Le chapitre suivant se penche donc sur la généralisation de la solution LQG aux cas
où la dynamique ne peut plus être négligée.
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Chapitre 6

Commande optimale en OA pour des
miroirs à réponse non instantańee

Où la commandeà variance minimale de phase ŕesiduelle est ǵenéralisée aux syst̀emes d’OA
avec MD à dynamique non ńegligeable. La commande est ensuite illustrée sur les modes de
tip/tilt du futur t élescope ǵeant Européen et sur le syst̀eme« woofer-tweeter» de NFIRAOS.
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6.4 Modèles lińeaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .192
6.4.1 La perturbation de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 192
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6.1 Introduction

Ce chapitre définit le cadre du problème de commande optimale pour des systèmes d’OA
constitués de MD dynamiques à réponse non instantanée.Ce sujet est la suite naturelle des chapitres
précédents. Au chapitre3, la reconstruction statique de front d’onde a été traitée dans le cadre d’un
problème de régulation à action intégrale particulièrement adapté aux GNDL. Dans le chapitre4 les
bases d’une commande à variance minimale considérant desMD infiniment rapides ont été posées.
Ce problème a été alors inscrit dans l’approche LQG et il aété montré que la commande optimale se
réduit à la projection orthogonale de la la phase moyenne prédite sur l’espace miroir. Des méthodes
itératives ont été proposées et testées au chapitre5 pour alléger un coût calculatoire accru, soit pour
les calculs hors-ligne soit en temps-réel.

Toutes ces approches ont été mises en place sous l’hypoth`ese que la dynamique temporelle du
MD est négligeable par rapport au temps d’intégrationTs. On relâche donc ici cette hypothèse.

Les télescopes de grande taille, en partie en raison des fortes perturbations auxquelles ils
sont soumis1, emploient des MD pré-focaux de grande taille physique dans leur train optique
[Hallibert et al., 2006, Arsenaultet al., 2006, Gilmozzi et Spyromilio, 2008, Vernetet al., 2008]. Ceci
permet d’atténuer le résidu de perturbation total à corriger par les étages post-focaux. Dans ce cadre,
les télescopes ne sont plus actifs, mais adaptatifs du faitque ces optiques s’adaptent aux conditions de
perturbation qui évoluent en permanence.

Le peu d’études disponibles à l’heure actuelle (par exemple celles de [Riccardiet al., 2004]
et [Gasmiet al., 2008]) montrent, pour des MD pré-focaux, des caractéristiques dynamiques dont
l’impact sur la performance optique est potentiellement n´egatif mais encore méconnu. Cet impact n’a
jamais non plus été évalué en employant des outils dédiés.

La détermination du régulateur optimal visant la minimisation un critère de performance à temps
continu a été l’objet de plusieurs travaux de recherche, notamment ceux de [Paschallet al., 1991] et
[Paschall et Anderson, 1993] et, plus récemment, [Looze, 2007, Looze, 2009]. Les deux premiers,
malgré l’utilisation de l’approche LQG, ne formulent pas un problème à variance minimale. Les
matrices de pondération du critère ont été choisies arbitrairement de façon garantir un résidu inférieur
àλ/20 rms pour chacun des 14 modes de Zernike utilisés pour la commande modale du système d’OA.
Des pénalisations supplémentaires sont introduites lors de l’écriture du critère de minimisation afin de
rester dans le régime linéaire et d’éviter des excursions trop élevées des actionneurs du MD. Malgré la
formulation du problème avec une dynamique MD du premier ordre, le chronogramme d’opérations
n’est pas pris en compte de façon explicite ou exacte. La formulation étant réalisée à temps continu, la
discrétisation reste à justifier. Les travaux de Looze montrent quant à eux qu’à partir de modèles LIT
de la perturbation et du MD, la solution, avec une pénalitéadditionnelle sur la commande, s’obtient
comme solution d’un problème LQG. Cependant, à cause de lapénalité ajoutée, la solution n’est plus
optimale vis-à-vis du critère continu initial, celui de la variance minimale de la phase résiduelle. Un
aspect essentiel qui est négligé concerne la structure particulière du problème posé par l’OA, où se
mêlent des modèles stochastiques de perturbation et mod`eles déterministes des actionneurs. Cet auteur
prend comme point de départ la construction d’un régulateur linéaire par retour d’état. Ceci résulte
en un état dont les composantes perdent leur sens physique,un aspect important pour l’analyse et
compréhension du problème et de sa solution. Les effets des retards et du bruit de mesure ne sont pas
séparés ni évalués aisément.

1Aussi et surtout parce que le nombre de surfaces réfléchissantes a été réduit pour des observations dans l’infra-rouge
proche [Kendrewet al., 2007].
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L’objectif de ce chapitre est donc de traiter le cas général de commande
optimale, au sens de la variance minimale de la phase résiduelle, pour des miroirs
déformables à dynamique non négligeable, et ce dans le cadre de l’approche LQG
présentée au chapitre4. Cette approche vise à définir un problème bien posé de
commande optimale en explorant le caractère stochastiqueet déterministe des
espaces distincts spécifique à l’OA lorsque les miroirs d´eformables sont à réponse
non instantanée.

La solution du problème de minimisation du critère de variance minimale2 de phase résiduelle
est présentée suivie de l’évaluation de la performance optique face à des perturbations d’origine
atmosphérique et mécanique (auxquelles les ELT sont particulièrement exposés).

Tout d’abord, un point important à souligner : traiter la dynamique des MD au niveau de la boucle
de commande d’OA (du moins jusqu’à une certaine extension et sous conditions) permet de relaxer
les contraintes imposées aux fabricants de MD , ce qui conduit à des développements techniques
moins exigeants. Cela va de paire avec une réduction de la complexité et donc des coûts et temps de
fabrication, sans doute un aspect favorable.

Les travaux de [Correiaet al., 2008b, Correiaet al., 2009b] formulent un problème de commande
modale entièrement à temps discret à partir du problèmehybride temps continu/temps discret. Les
statistiques suffisantes sont définies et l’équivalence au critère continu démontrée. Les résultats ont
été ensuite illustrés pour une dynamique du premier ordre.

On se place donc ici dans un cadre de commande modale. Ce choixest motivé par la simplification
et réduction de complexité du problème suggérée par laressemblance entre les modes propres des
MD et les bas-ordres des aberrations optiques les plus communes, tels que basculements, défocus,
astigmatismes.

Comme précédemment, la séparation des formes en information complète et incomplète reste
valable. La solution est, par conséquent, obtenue en deux temps, consistant à résoudre 1) un problème
déterministe de commande optimale puis 2) un problème d’estimation optimale. De façon séquentielle,
en partant de la définition du critère continu de variance de phase résiduelle minimale, on commence
par le développer puis identifier de la« sortie-critère» à la section6.2.1. L’obtention de cette sortie
à partir d’un modèle d’état discret est réalisée à la section6.2.2. Ensuite la performance est évaluée
analytiquement à la section6.2.3en adaptant la méthode décrite à la section4.4.5.

FIG. 6.1 –Étapes de la détermination de la commande optimale par approche LQG, de la définition
du critère d’optimisation à l’évaluation de performance.

Contrairement à la solution formulée pour la commande LQGavec MD infiniment rapides, où la
commande optimale consistait juste en une projection orthogonale sur l’espace miroir, le cas traité
ici n’admet pas de solution aussi simple. La solution est en effet obtenue en résoluvant une équation

2Pour rappel, le critère de variance minimale de phase résiduelle est spécialement attractif en OA puisque le rapportde
Strehl est ainsi maximisé [Herrmann, 1992].
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de Riccati, comme montré à la section6.2.4. Avec ces développements, le conceptwoofer-tweeter
[Brennan et Rhoadarmer, 2006], consistant à employer deux miroirs pour faire la correction, avec des
dynamiques temporelles et des caractéristiques spatiales distinctes, est traité de façon aisée, la solution
établie étant généralisable aussi à ce type de systèmes, d’ailleurs très en vogue en OA des ELT.

Afin d’évaluer les performances par d’autres moyens que le code analytique, un simulateur Monte
Carlo du système complet en boucle fermée est mis en œuvre.Dans un premier temps, sans erreurs
de modèle, ce simulateur permet de retrouver les résultats analytiques. Pour cela, les modèles de
perturbation et du MD pris pour la synthèse de la commande LQG sont conformes à ceux pris pour
la simulation du système d’OA. C’est le cas cohérent. Ce simulateur est aussi utilisé dans le cas
dit incohérent, où des séries temporelles de perturbation issues de simulations indépendantes sont
utilisées en entrée.́Evidemment, les modèles pris pour la résolution du probl`eme de commande ne
sont pas les mêmes, mais identifiés à partir des données disponibles.

Enfin, une application au système M4 de l’E-ELT [Gilmozzi et Spyromilio, 2008] et au système
woofer-tweeterde NFIRAOS [Herriot et al., 2005, Herriot et al., 2006] sera présenté en fin de chapitre
ayant pour objectif de montrer la pertinence de l’approche et les avantages de la solution optimale par
rapport à une approche négligeant la dynamique du MD.Étant donné que les résultats se concentrent,
pour ces cas d’application, sur la correction des modes de TT, la problématique des GNDL ne se pose
pas à ce stade.

6.2 Commande LQG pour des MDà réponse non instantańee

Dans le cas général où la réponse transitoire du MD est non négligeable, c’est-à-dire, pour
les systèmes à réponse non instantanée, la synthèse durégulateur optimal s’appuie sur un modèle
d’évolution temporelle de la surface réflectrice du MD. Autrement dit, un modèle dynamique du MD.
Le critère discret équivalent inclut alors des états additionnels liés à la perturbation de phase (qu’elle
soit d’origine atmosphérique ou pas) et au modèle dynamique du MD. La synthèse de la commande
à VM devient alors un problème dont la solution ne peut pas ˆetre déterminée indépendamment
du modèle de perturbation, contrairement à la solution trouvée pour des MD infiniment rapides au
chapitre4. Les différentes étapes de l’approche LQG suivie ici sontrésumées par la Fig.6.1.

6.2.1 D́eveloppement du crit̀ere d’optimisation continu

Le critère d’optimisation continu est, comme auparavant au chapitre4, défini comme étant la
variance minimale de phase résiduelle. Soit pour rappel

Jc (u) , lim
τ→+∞

1

τ

∫ τ

0
‖φres (t)‖2 dt Critère d’optimisation continu (6.1)

où‖φres (t) ‖2 = ‖φtur (t)− φcor (t) ‖2. Le découpage en coûts incrémentauxJc(u)k sur une période
d’échantillonnageTs,

Jc (u)k ,
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

∥∥φtur(t)− φcor(t)
∥∥2

dt, (6.2)

donné à l’Eq. (4.62), est aussi utilisé dans la suite pour la présentation de la solution LQG, sachant
que

Jc(u) = lim
M→+∞

1

M

M∑

k=0

Jc(u)k. (6.3)
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On va montrer que le critère à temps continuJc(u) s’exprime comme la somme de deux
composantes dont une seule dépend de la commandeu ∈ U

Jc (u) = Jtur + Jd
dyn(u). (6.4)

Une forme comparable avait déjà été trouvée à la section4.4, où le critère continu était alors la somme
de deux composantes : le critère discret équivalent et l’erreur ultime.

Pour le cas présent, toutefois, les deux termes de l’Eq. (6.4) ont des interprétations différentes. Le
termeJtur regroupe tous les termes indépendants deu, dont font partie différentes composantes. Le
critère équivalent discretJd

dyn(u) est le résultat d’une modification pour se présenter sous la forme

Jd
dyn (u) = lim

M→+∞
1

M

M−1∑

k=0

((
zcrit

k

)T
Qzcrit

k + uT

kRuk + 2
(
zcrit

k

)T
Suk

)
, Critère discret équivalent

(6.5)
oùQ − SR−1ST ≥ 0,etR = RT > 0. Le développement naturel de l’Eq. (6.1) fait apparaı̂tre une
forme à temps discret non quadratique. Le critèreJd

dyn(u) est donc un critère discret tenant compte
de la présence d’un MD avec dynamique, garantissant l’unicité de la solution.

Sachant que l’addition et/ou la soustraction de termes ind´ependants de la commandeu ne modifie
pas l’identité

arg min
u∈U

Jc (u) = arg min
u∈U

Jd
dyn (u) , (6.6)

alors le régulateur synthétisé à partir du critère discret Jd
dyn (u) est rigoureusement égal à celui que

l’on obtiendrait en minimisant directement le critère continu de départJc(u).

Hypothèse 6.1Modèle dynamique de d́eformation du MD.
Soit la phase de correction produite par le miroir déformable

φcor , Np(t), Phase de correction du MD (6.7)

où p(t) est la d́eformation instantańee du MD dans une base de fonctions d’influence normalisées.
Cette hypoth̀ese sous-entend que, même en pŕesence de dynamique, l’espace engendré par le MD est
restreint à Im(N) – l’espace de phase engendré par les fonctions d’influence du MD mesurées en
régime statique.

Par ailleurs, la d́eformation instantańee du MD est donńee par un système dynamiquèa temps
continu, LIT, de la forme

{
ẋm(t) = Amx

m(t) + Bmu(t)
p(t) = Cmxm(t) +Dmu(t)

Déformation instantańee du MD (6.8)

sous les conditions :(a.) Am est une matrice de stabilité (toutes ses valeurs propres sontà partie
réelle ńegative) avecdim(Am) <∞ ; (b.) Le couple(Am, Cm) est observable et(c.) le gain statique
entreu et p existe et est inversible. Sans introduire de restriction supplémentaire, on suppose ce gain
statique unitaire,i.e.Dm − CmA−1

m Bm = I. En pratique, ceci signifie que la matrice d’influence du
miroir, telle qu’obtenue par la proćedure habituelle consistantà appliquer successivement unéchelon
de tension sur chacune des coordonnées deu et à mesurer la forme finale réaliśee par le MD, est de
rang plein etégalà la dimension deu. N
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Remarques : La classe de modèles proposée inclut en particulier les modèles fondés sur les modes
propres du MD. Si l’espace engendré par le MD n’est pas restreint àIm(N), ceci obligerait alors à
l’utilisation d’une matriceN∗ généralisée auquel cas l’espace engendré par les fonctions d’influence
M serait complété par une composante additionnelle due au comportement dynamique du MD. Cette
variante, certes plus générale, ne sera pas traitée dansce mémoire. ◭

Sous l’hypothèse6.1, le développement de la forme quadratique dans l’Eq. (6.1) sur un intervalle
de duréeTs, à l’aide de l’Eq. (6.7), conduit à

1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

∥∥φres(t)‖2dt =
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

∥∥φtur(t)− φcor(t)
∥∥2

dt

=
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

(
φtur(t)Tφtur(t) + p(t)TN

T
Np(t)− 2φtur(t)TNp(t)

)
dt.

(6.9)

oùp(t) est défini par la propriété6.1.

Propri été 6.1 Déformation instantańee du MD.
La déformation instantańee p(t) du syst̀eme d́efini par l’Eq. (6.8) est, d’apr̀es le lemme4.1,

expriḿee par

p (t) = CmesAmxm(0) +

∫ t

0
Cme(t−υ)AmBmu(υ)dυ +Dmu(t). (6.10)

Pour une commande constante appliquée par un bloqueur d’ordre zéro du typeu (t) = uk,
t ∈ [kTs, (k + 1)Ts[, la discŕetisation exacte dep(t) , à partir de l’Eq. (6.10), est donńee
par [Söderstr̈om, 2002]

p (t) = C(t−kTs)Am

m xm

k +
(
Dm − CmA−1

m Bm + Cme(t−kTs)AmA−1
m Bm

)
uk. (6.11)

△

En intégrant l’Eq. (6.9) avecp(t) défini par l’Eq. (6.10) on est amené à la proposition suivante.

Proposition 6.1 Trois composantes sont requises pour déterminerJd
dyn(u). Elles sont regrouṕees

dans un nouveau vecteur de sorties, nommé sortie-crit̀ere d́efini par

zcrit

k ,




φ̄tur

k+1

ϕ̄tur

k+1

xm

k



 ,





1
Ts

∫ Ts

0 φtur (kTs + s) ds
1
Ts

∫ Ts

0 esA
T
mCT

mNTφtur (kTs + s) ds

xm (kTs)



 , Sortie-crit̀ere (6.12)

dont les composantes dezcrit

k correspondent̀a :
– φ̄tur

k+1 : phase moyenne sur la période suivantèa l’application de la commandeuk ;
– ϕ̄tur

k+1 : moyenne de la phase pondérée par la ŕeponse indicielle du MD ;
– xm

k : état interne du MD donńe à l’Eq. (6.8) discŕetiśe à l’instant t = kTs.
Il est ainsi possible de d́efinir le régulateur optimal qui minimiseJc(u) en travaillant entìerement

à temps discret.
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Les matrices de pondération de l’approche LQ sont quantà elles d́efinies par

Q ,




2
εNNT 0 0

0
1
ε (I + 2BT

mA−T
m A−1

m Bm) −I

0 −I Q0



 ≥ 0 , (6.13)

S ,




−N

−A−1
m Bm

S0



 , R = R0, (6.14)

avecQ0, S0 etR0 définies par

Q0 ,
1

Ts

∫ Ts

0
esA

T
mCT

mN
T
NCmesAmds, (6.15a)

S0 ,
1

Ts

∫ Ts

0
esA

T
mCT

mN
T
N
(
I + CmesAmA−1

m Bm

)
ds (6.15b)

R0 ,
1

Ts

∫ Ts

0

(
I + CmesAmA−1

m Bm

)T
N

T
N
(
I + CmesAmA−1

m Bm

)
ds. (6.15c)

Les int́egrales de ces formes quadratiques sont calculées selon la proćedure d́etaillée au lemme8.7.
△

Remarques :

1. Les trois composantes dezcrit résultent directement du développement de l’Eq. (6.9) : un terme
faisant intervenir̄φtur

k+1, un autre avecxm

k et enfin un troisième croisé.

2. Dans l’Eq. (6.13), ε > 0 est une constante arbitraire qui n’affecte que des termes indépendants
deu pour rendre la matriceP de l’Eq. (4.72) définie positive. Autrement dit, cela vise à garantir
que le problème LQ est bien posé.

3. [Raynaudet al., 2010] montre que le résultat obtenu pour les miroirs infiniment rapides se
déduit de cette solution comme un cas limite. ◭

La démonstration de la proposition6.1 est présentée comme suit : 1) développement du critère
continu de départ et 2) identification des diverses composantes du critère ainsi obtenu, à savoir des
termes dépendants et indépendants de la commande.

Pour résumer le critèreJc(u) se décompose en une partie continue indépendante deu et une partie
à temps discret qui n’est pas une forme quadratique, notéeJd

i (u). Celle-ci doit donc être modifiée pour
réécrireJc(u) comme la somme de deux termesJtur etJd

dyn oùJtur est indépendant deu etJd
dyn est

une forme quadratique à temps discret. La solution LQ requiert de plus la construction d’un modèle
d’état avec lequel on puisse obtenir la sortie-critère del’Eq. (6.12) et ainsi évaluer la performance de
la solution établie. Ceci fait l’objet des sections6.2.2et 6.2.3. A partir d’un tel modèle d’état, orienté
commande, le régulateur optimal sera déterminé.

Démonstration : Développement du crit̀ere Jc(u) pour l’obtention du crit ère à temps discret
Jd

i .
SoitF la matrice de transfert entreu etp, i.e.F (s) = Cm (sI−Am)−1 Bm +Dm. Étant donné le

système défini par l’Eq. (6.8) et les conditions associées,F (0) = Dm − CmA−1
m Bm = I. Avec ceci

l’Eq. (6.11) devient

p (kTs + s) = CmesAmxm

k +
(
I + CmesAmA−1

m Bm

)
uk. (6.16)
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Ceci permet de réécrire le second terme du membre de droitedans l’Eq. (6.9) sous la forme

p (kTs + s)T N
T
Np (kTs + s) =

[
CmesAmxm

k +
(
I + CmesAmA−1

m Bm

)
uk

]T
N

T
N

×
[
CmesAmxm

k +
(
I + CmesAmA−1

m Bm

)
uk

]

= xm,T
k

(
esA

T
mCT

mN
T
NCmesAm

)
xm

k

+ 2xm,T
k

[
esA

T
mCT

mN
T
N
(
I + CmesAmA−1

m Bm

)]
uk

+ uT

k

[(
I + CmesAmA−1

m Bm

)T
N

T
N
(
I + CmesAmA−1

m Bm

)]
uk.

(6.17)

En intégrant surt ∈ [kTs, (k + 1)Ts[, il vient

1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

p (t)T N
T
Np (t) dt = (xm

k )TQ0x
m

k + 2 (xm

k )T S0uk + uT

kR0uk, (6.18)

avecQ0, S0 etR0 définis par l’Eq. (6.15).
De même, pour le terme plus à droite de l’Eq. (6.9),

φtur(kTs + s)TNp(kTs + s) = φtur(kTs + s)TN
[
CmesAmxm

k +
(
I + CmesAmA−1

m Bm

)
uk

]

= φtur(kTs + s)TNCmesAm

(
xm

k +A−1
m Bmukuk

)
+ φtur(kTs + s)TNuk.

(6.19)

En intégrant surt ∈ [kTs, (k + 1)Ts[, on obtient

1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

p (t)T N
Tφtur (t) dt = uT

k N
Tφ̄tur

k+1 +
(
xm

k +A−1
m Bmuk

)T
ϕ̄tur

k+1, (6.20)

où

φ̄tur

k+1 =
1

Ts

∫ Ts

0
φtur (kTs + s) ds, (6.21)

est la phase moyenne sur un intervalle de duréeTs et

ϕ̄tur

k+1 =
1

Ts

∫ Ts

0
esA

T
mCT

mN
Tφtur (kTs + s) ds, (6.22)

est le terme résultant du produit croisé du développement du critère quadratique.
Ceci conclut la première partie de la démonstration. �

L’équation. (6.1) peut donc être écrite comme la somme de deux composantes (distinctes de celles
de l’Eq. (6.4)) :

Jc(u) = lim
τ→+∞

1

τ

∫ τ

0

∥∥φtur (t)
∥∥2

dt+ Jd
i (u) (6.23)

où

Jd
i (u) , lim

M→+∞
1

M

M∑

k=0

(
zcrit

k

)T
Qixk + 2

(
zcrit

k

)T
Suk + uT

kRuk, (6.24)
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avec

Qi ,




0 0 0

0 0 −I

0 −I Q0



 , S ,




−N

−A−1
m Bm

S0



 , R , R0 > 0. (6.25)

Le critèreJd
i (u) est celui qui sera utilisé lors de l’évaluation deJc(u), pour des raisons de simplicité

de calcul.

La concaténation dans une matricePi, qu’on appelle la matrice de pondération du critère
incomplet

Pi ,
(
Qi S
ST R

)
� 0, (6.26)

n’est pas définie positive : sous cette forme, les conditions suffisantes pour garantir l’unicité de la
solution à ce problème ne sont pas réunies.

L’indice i indique que ce critère, ne définissant pas une forme quadratique, est considéré
incomplet. Néanmoins, cette incomplétude n’empêche pas que ce critère soit utilisé pour l’évaluation
de performance.

La valeur du coût incrémental associé àJd
i (u) s’écrit sous forme matricielle,

Jd
i (u)k =





φ̄tur

k+1

ϕ̄tur

k+1

xm

k

uk





T

(
Qi S
ST R

)




φ̄tur

k+1

ϕ̄tur

k+1

xm

k

uk



 . (6.27)

Puisque le critère défini par l’Eq. (6.24) n’est pas une forme quadratique, une condition suffisante
pour garantir l’unicité de la solution LQG, des termes de pondération additionnels sont associés aux
composantes de l’état indépendants de la commandeu (dans la partie supérieure gauche de la matrice
Pi, soit doncQi) pour que la positivité soit vérifiée. Les termes rajout´es sont ensuite enlevés avant le
calcul final de performance.

Propri été 6.2 Critère discret́equivalent.

∃ ε > 0 tel que

Q , Qi +Qε ,




0 0 0

0 0 −I

0 −I Q0



+




2
εNNT 0 0

0
1
ε (I + 2BT

mA−T
m A−1

m Bm) 0

0 0 0



 ≥ 0, (6.28)

conduisèa

P ,
(

Q S
ST R

)
≥ 0. (6.29)

△
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En partant de la propriété6.2, le critère donné par l’Eq. (6.2) devient par conséquent

Jc (u)k =
1

Ts

∫ (k+1) Ts

kTs

‖φres(t)‖2 dt

=
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

∥∥φtur(t)
∥∥2

dt+ Jd
i (u)k

=
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

∥∥φtur(t)
∥∥2

dt+





φ̄tur

k+1

ϕ̄tur

k+1

xm

k

uk





T

(
Qi S
ST R

)




φ̄tur

k+1

ϕ̄tur

k+1

xm

k

uk





=
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

∥∥φtur(t)
∥∥2

dt+ Jε(u)k
︸ ︷︷ ︸

+

(
zcrit

uk

)T(
Q S
ST R

)(
zcrit

uk

)

︸ ︷︷ ︸
. (6.30)

Jtur(u)k Jd
dyn(u)k

où, par analogie avec les Eqs. (6.2) et (6.5), Jtur(u)k est le coût élémentaire deJtur tandis que
Jd

dyn(u)k est associé àJd
dyn. Celui-ci définit bien une forme quadratique, condition essentielle à la

résolution du problème de commande à variance minimale.Après des manipulations algébriques
élémentaires, il vient

Jtur = E
{
‖φtur(t)‖2

}
+ E {Jε(u)k} , (6.31)

où

E
{
‖φtur(t)‖2

}
= lim

τ→+∞
1

τ

∫ τ

0

∥∥φtur (t)
∥∥2

dt, (6.32)

et

Jε(u)k =

(
zcrit

uk

)T(
Qε 0

0 0

)(
zcrit

uk

)
, (6.33)

Il reste

Jd
dyn(u)k =

(
zcrit

uk

)T(
Q S
ST R

)(
zcrit

uk

)
. (6.34)

La composanteJε(u)k ne correspond donc à rien d’autre qu’à la contribution apportée par les termes
rajoutés à la matriceQ par l’inclusion deQε dans l’Eq. (6.28) afin que la positivité deP dans
l’Eq. (6.29) soit assurée . L’espérance de l’Eq. (6.30) est ainsi, presque sûrement égale à l’Eq. (6.4).

Démonstration : Positivité du critère discret équivalentJd
dyn(u).

Puisque l’Eq. (6.18) est par construction positive ou nulle (il s’agit en effet de l’intégrale d’une
forme non négative), il en va de même de la forme quadratique associée :

P0 ,
(
Q0 S0

ST
0 R0

)
≥ 0. (6.35)

Supposons que (6.18) soit nulle pour(xm

k , uk). PuisqueNTN est inversible etp(t) est une fonction
continue sur l’intervalle[kTs, (k + 1)Ts[ (en tant que sortie d’un modèle continu avec entrée
constante), il en découle quep (t) et toutes ses dérivées à droite ent = kTs doivent être
nécessairement nulles. Autrement dit,

pk = p (kTs) = Cmxm

k +Dmuk = 0, (6.36)
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∀i > 0,
dip

dti
(kTs)

+ = CmAi
mx

m

k + CmAi−1
m Bmuk = 0. (6.37)

Cette dernière identité montre que∀i > 0, Amx
m

k + Bmuk ∈ ker
(
CmAi

m

)
, ce qui équivaut à dire

queAmx
m

k + Bmuk est une condition initiale non observable de(Am, Cm). Puisque(Am, Cm) est
observable,Amx

m

k + Bmuk = 0, ceci implique que(xm

k , uk) est un point d’équilibre de l’Eq. (6.8).
Sous l’hypothèse que le gain entreu et p est unitaire, pour ce point d’équilibreCmxm

k + Dmuk = 0
et uk = 0. Il en résulte d’abord quexm

k est une condition initiale inobservable pour(Am, Cm), et
finalement que(xm

k , uk) = 0, ce qui contredit l’hypothèse de départ. DoncP0 > 0.
PuisqueP0 > 0, on peut trouver une constanteε > 0 telle queP0 > εI. En utilisant le complément

de Schur et le lemme8.3, avec des manipulations élémentaires de matrices, on vérifie queP ≥ 0. Ceci
conclut la démonstration. �

6.2.2 Construction du mod̀ele d’état pour la commande

En suivant la même démarche qu’au chapitre4, la solution en information complète est traitée
en premier, puisque cela résout le problème déterministe d’obtention du gain de commande optimale.
Cette construction s’appuie sur l’hypothèse suivante :

Hypothèse 6.2Modèle dynamique perturbation de phase.
La perturbation (atmosph́erique ou autre) peut̂etre obtenue comme sortie d’un modèle linéaire

stochastique et invariant dans le temps (LIT), de la forme

{
ẋtur(t) = Aturx

tur(t) + η(t)
φtur(t) = Cturx

tur(t)
, Modèle d’́evolution de perturbation (6.38)

où l’entréeη(t) est un bruit blanc gaussien de de spectreΣη. N

La proposition6.1 permet de ramener la détermination de la commande optimaleà un problème
de synthèse LQG standard, avec une solution unique et constructible. Plus précisément, avec la
sortie-critère de l’Eq. (6.12) et les matrices de pondération LQ de l’Eq. (4.72), le régulateur optimal
minimisant le critère équivalent à temps discretJd

dyn(u) dans l’Eq. (6.4) sera déterminé et ensuite la
valeur du critère quantifiée.

Sous l’hypothèse6.2, on pourra définir le système dynamique standard à temps discret






xk+1 = Adxk + Bduk + Γdvk

zk = Cdxk +Dduk + wk

zcrit

k = Ccritxk

, Modèle d’état pour la commande (6.39)

où l’état xk contient, entre autres, une version discrétisée du modèle d’évolution de la perturbation
de l’Eq. (6.38) à partir duquel on obtient̄φtur

k et ϕ̄tur

k . Les composantes de l’état seront déterminées
d’abord en information complète. Le passage au cas général en information incomplète est ensuite
trivial.

6.2.2.1 En information compl̀ete

En information complète, l’état est parfaitement observé. Il est alors inutile de garder la deuxième
ligne de l’Eq. (6.39) qui ne sert qu’à la construction de la mesure.
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En information complète, le régulateur optimal LQ se met sous la forme [Anderson et Moore, 1995a]

uk , −K∞xk, Régulateur optimal (6.40)

oùK∞ est donné pour rappel par

K∞ =
(
R+ BT

dP∞Bd

)−1
(
BT

dP∞Ad + (Ccrit

d )TS
)
. (6.41)

La matriceP∞ est la solution unique de l’équation de Riccati de commande

P∞ = (Ccrit

d )TQCcrit

d +AT

dP∞Ad−
(
AT

dP∞Ad + (Ccrit

d )TS
)(

R+ BT

d P∞Bd

)−1 (
BT

d P∞Ad + STCcrit

d

)
.

(6.42)

Proposition 6.2 Un vecteur d’́etat dans l’Eq. (6.39) de la forme

xk ,





xtur

k+1

φ̄tur

k+1

ϕ̄tur

k+1

xm

k



 (6.43)

où les trois dernìeres composantes correspondentà zcrit, avec

Ad ,





eTsAtur 0 0 0

Ξ 0 0 0

Θ 0 0 0

0 0 0 eTsAm



 , Bd ,





0

0

0

A−1
m (eTsAm − I)Bm



 , Γd ,





I 0 0

0 I 0

0 0 I

0 0 0



 ,

(6.44)

Cd , D
(

0 I −N
)
, Dd , 0, (6.45)

et enfin

Ccrit

d ,




0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I



 , (6.46)

permet d’obtenir les observationsz et la sortiezcrit.
Le vecteurxtur dans ce chapitre est, par commodité, red́efini comme l’́etat du mod̀ele de phase

turbulente, alors qu’au chapitre5 il correspondait au sous-état regroupant toutes les occurrences de
phase turbulente). △

Démonstration : Construction du modèle d’état de la proposition6.2.
Du fait que la sortie-critèrezcrit (Eq. (6.12)) inclut désormais des variables additionnelles liées

soit à la perturbation soit au modèle dynamique du MD, le modèle d’état de l’Eq. (6.39) a été étendu
et complété en conséquence.

La construction du modèle d’état est telle que le critèreJd
dyn de l’Eq. (6.34) puisse être obtenu en

sortie du modèle d’état de l’Eq. (6.39). A cette fin, l’obtention des trois composantes du critèresont
détaillées séparément ci-dessous. L’idée sous-jacente consiste à utiliser la sortie du système (6.38)
afin d’obtenirφ̄tur

k+1, ϕ̄tur

k+1 et enfinxm

k .

Phase moyennēφtur

k+1 sur t ∈ [kTs, (k + 1)Ts[ :
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La solution de l’équation différentielle

ṙtur(t) =
1

Ts
φtur, (6.47)

s’écrit sous la forme intégrale

rtur(t) =
1

Ts

∫ t

0
φtur(s)ds =

Ctur

Ts

∫ t

0
xtur(s)ds, (6.48)

où la dernière égalité utilise la deuxième ligne de l’Eq. (6.38).
Soit maintenant le modèle d’état à temps continu défini par

(
ẋtur

ṙtur

)
=

( Atur 0
Ctur

Ts
0

)(
xtur

rtur

)
+

(
η
0

)
, (6.49)

où η(t) est un bruit d’état continu de spectreΣη. La première équation correspond à la première
équation de (6.38) tandis que la deuxième correspond à l’Eq. (6.47).

En utilisant le lemme4.2 pour la discrétisation exacte de l’Eq. (6.49), on obtient le système
stochastique d’équations aux différences

(
xtur

k+1

rtur

k+1

)
=

(
eTsAtur 0

Ctur

Ts
A−1

tur

(
eTsAtur − I

)
I

)(
xtur

k

rtur

k

)
+

(
vk

vr
k

)
, (6.50)

où la matrice de transition provient de

exp

[
Ts

( Atur 0
Ctur

Ts
0

)]
=

(
eTsAtur 0

Ctur

Ts
A−1

tur

(
eTsAtur − I

)
I

)
, (6.51)

après application des lemmes8.1- 8.2.
Par construction, les équations d’état de ce système sont

xtur

k+1 = eTsAtur

xtur

k + vk (6.52a)

rtur

k+1 =
1

Ts

∫ (k+1)Ts

0
φtur (t) dt

=
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

φtur (t) dt+

∫ kTs

0
φtur (t) dt

=
1

Ts
CturA−1

tur

(
eTsAtur − I

)
xtur

k +

∫ kTs

0
φtur (t) dt

= φ̄tur

k+1 +

∫ kTs

0
φtur (t) dt, (6.52b)

compte tenu du résultat avancé à l’Eq. (6.48). De façon à ne retenir que la partie de l’intégrale qui
correspond aux instantst ∈ [kTs, (k + 1)Ts], par identification directe on obtient donc le système

(
xtur

k+1

φ̄tur

k+1

)
=

(
eTsAtur 0

Ctur

Ts

(
eTsAtur − I

)
0

)(
xtur

k

φ̄tur

k

)
+

(
vk

vr
k

)
, (6.53)

qui a bienφ̄tur

k+1 comme sortie.
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Phase moyenne pond́eréeϕ̄tur

k+1 sur t ∈ [kTs, (k + 1)Ts[ :

Le même raisonnement s’applique pour le calcul de la moyenne pondérée de la phase. Soit cette
fois-ci le système

(
ẋtur

ṡtur

)
=

(
Atur 0

1
Ts
eTsAT

mCT
mNTCtur −AT

m

)(
xtur

stur

)
+

(
η
0

)
. (6.54)

Par construction,stur est la solution de l’équation intégrale

stur (t) = e−tAT
mstur (0) +

∫ t

0
e−AT

m(t−s)Mφtur (s) ds, (6.55)

oùM = 1
Ts
eTsAT

mCT
mNT. Aux instants d’échantillonnage,stur

k correspond à

stur

k = e−kTsAT
mstur (0) +

∫ kTs

0
e(t−kTs)AT

mMφtur (t) dt. (6.56)

L’exponentielle de la matrice de transition dans l’Eq. (6.54) n’admet pas, comme précédemment
à l’Eq. (6.51), d’expression analytique simple. Mais comme cette matrice est bloc-diagonale, elle est
de la forme

exp

[
Ts

(
Atur 0

1
Ts
eTsAT

mCT
mNTCtur −AT

m

)]
=

(
eTsAtur 0

Θ (Atur,Am,MCtur, Ts) e−TsAT
m

)
, (6.57)

où Θ est un terme à déterminer. Les équations d’état du syst`eme de l’équation aux différences
correspondante sont

xtur

k+1 = eTsAturxtur

k + vk = eTsAtur

xtur

k + vk, (6.58a)

stur

k+1 = Θ (Atur,Am,MCtur, Ts)x
tur

k + e−TsAT
mstur

k + vs
k. (6.58b)

Soit maintenant le modèle
(
xtur

k+1

ϕ̄tur

k+1

)
=

(
eTsAtur 0

Θ (Atur,Am,MCtur, Ts) 0

)(
xtur

k

ϕ̄tur

k

)
+

(
vk

vs
k

)
. (6.59)

Il en découle, comme précédemment que

ϕ̄k+1 = Θ (Atur,Am,MCtur, Ts)x
tur

k + vs
k = stur

k+1 − e−TsAT
mstur

k

= e−(k+1)TsAT
mstur (0) +

∫ (k+1)Ts

0
e(t−(k+1)Ts)AT

mMφtur (t) dt

− e−TsAT
m

(
e−kTsAT

mstur (0)−
∫ kTs

0
e(t−kT )AT

mMφtur (t) dt

)

=

∫ (k+1)Ts

kTs

e(t−(k+1)Ts)AT
mMφtur (t) dt

=

∫ (k+1)Ts

kTs

e(t−(k+1)Ts)AT
m

1

Ts
eTsAT

mCT

mN
TCturφ

tur (t) dt

=

∫ (k+1)Ts

kTs

e(t−kTs)AT
m

1

Ts
CT

mN
TCturφ

tur (t) dt. (6.60)
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Par le même principe utilisé lors de l’obtention de la phase moyenne, la sortie de ce système
produit des intégrales de la forme1Ts

∫ Ts

0 esA
T
mCT

mNTφtur (kTs + s) ds. Les formules définissantϕtur

k

correspondent à des intégrales de convolution en temps r´etrograde. Elle peut ainsi être considérée
comme une variable duale [Raynaudet al., 2010].

En regroupant les deux, les matricesΞ etΘ sont déterminées par la discrétisation exacte du modèle
d’état à temps continu

{
ẋtur

c (t) = Acx
tur
c (t) + η(t)

z(t) = Ccxtur
c (t)

(6.61)

où 


ẋtur

ṙtur

ṡtur



 =




Atur 0 0
1
Ts
Ctur 0 0

1
Ts
eTsAT

mCT
mNTCtur 0 −AT

m








xtur

rtur

stur



+




η
0
0



 , (6.62)

avec

Cc ,




I 0 0

0 I 0

0 0 I



 , Dc = 0, (6.63)

comme cela vient d’être démontré. Par conséquent

Ξ ,
(

I 0 0
)
eTsAc

(
0 I 0

)T
, (6.64)

Θ ,
(

I 0 0
)
eTsAc

(
0 0 I

)T
, (6.65)

et finalement

Σv ,
∫ Ts

0
etAc

(
I 0 0

)
Ση

(
I 0 0

)T
etA

T
c dt. (6.66)

La solution des intégrales de formes quadratiques du type de l’Eq. (6.66) est obtenue en utilisant le
lemme8.7qui permet de calculer les variances des bruits discrets équivalents.

L’ état interne du MD :

La discrétisation exacte de l’état interne du MD est trouvée en appliquant le lemme4.2. Il vient
donc

xm

k+1 = eTsAmxm

k +A−1
m (eTsAm − I)Bmuk, (6.67)

où le second terme est trouvé par l’application de la propriété6.1.

Les composantes de l’́etat xk :

Finalement, l’état complet inclut la phase instantanéextur

k à partir de laquelle les phases moyenne
et pondérée sont déterminées et l’état interne du MD. Les trois dernières composantes sont nécessaires
à l’évaluation du critère et donc font partie explicite de zkcrit. Ceci étant dit, l’état en information
complète est donné par l’Eq. (6.12). �
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6.2.2.2 En information incompl̀ete

En information incomplète, l’étatxk n’est plus supposé connu. Il est estimé à partir des mesures
bruitées et décalées dans le temps.

L’estiméex̂k|k−1 à variance minimale dexk est donnée par l’espérance conditionnelle de l’état
sachant toutes les observations passées jusqu’à l’instant t = kTs ; cette estimée peut être obtenue
récursivement par l’application du filtre de Kalman [§ 4.3.2].

L’organisation temporelle des opérations, explicitée sur la Fig.2.14, conduit à un retard de mesure
Ts. En exploitant cette information, la mesure à l’instantt = kTs, définie paryk , zk+1, est alors
donnée par

yk = D
1

Ts

∫ (k−1)Ts

(k−2)Ts

(
φtur(t)− Np(t)

)
dt+ w′

k (6.68)

= Dφ̄tur

k−1 − DN

[Cm
Ts

(
eTsAm − I

)
A−1

m

]
xm

k−2

− DN

[(Cm
Ts

(
eTsAm − I

)
A−2

m Bm + I

)
uk−2

]
+ w′

k. (6.69)

Ce résultat est tout simplement obtenu en remplaçantp(t) par son expression donnée par
l’Eq. (6.11) et en utilisant la propriété6.1.

L’écriture du système se fait en utilisant une pseudo-mesure zk+1 = yk, en analogie avec ce qui
avait été proposé à la section4.4.4. L’état et les matrices du modèle s’écrivent donc

xk ,





xtur

k+1

φ̄tur

k+1

ϕ̄tur

k+1

xm

k

φ̄tur

k

xm

k−1

uk−1





, Ad ,





eTsAtur 0 0 0 0 0 0

Ξ 0 0 0 0 0 0

Θ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 eTsAm 0 0 0

0 I 0 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0





, (6.70)

Bd ,





0

0

0

A−1
m (eTsAm − I)Bm

0

0

I





, Γd ,





I 0 0

0 I 0

0 0 I

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0





, (6.71)

Cd , D

(
0 0 0 0 I − 1

Ts
NCm

(
eTsAm − I

)
A−1

m −N

(
Cm

Ts

(
eTsAm − I

)
A−2

m Bm + I

) )
.(6.72)

La matrice de la sortie-critère regroupe les deuxième, troisième et quatrième composantes de l’état,
donc

Ccrit

d ,




0 I 0 0 0 0 0

0 0 I 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0



 . (6.73)
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La commandeuk n’utilisera que l’information apportée par les observations jusqu’à l’instantt =
(k − 1)Ts ce qui correspond à utiliser la dernière mesure disponible yk. Par conséquent le filtre de
Kalman est utilisé sous la forme prédicteur et la commandeen information incomplète s’écrit

uk = −K∞x̂k|k−1, (6.74)

une expression déjà introduite à l’Eq. (4.23). Notons l’abus de notation qui consiste à utiliser la même
formulation qu’en information complète. Pour commodité, le gain optimal est interchangeableK∞ ↔(
K∞ 0 . . . 0

)
selon qu’on se trouve en information complète ou information incomplète.

L’utilisation d’une pseudo-mesure permet d’affecter le retard de mesure supplémentaire à la
commande par le biais de l’écriture du filtre sous la forme del’Eq. (6.74). Une formulation plus
compacte est ainsi obtenue, rigoureusement équivalente `a celle où les deux retards de la boucle d’OA
auraient été explicitement pris en compte. Ce retard additionnel imposé lors de la détermination de
la commande utilise, de façon tout à fait équivalente,Yk et nonZk−1, comme cela est détaillé à la
section4.4.4.

Une version qui prend en compte directement la mesureyk se trouve dans [Correiaet al., 2008b].
Celle-ci implique l’utilisation d’un modèle avec un étatde plus grande dimension, ce qui soulève des
questions liées au déploiement temps réel. Cette version est néanmoins d’un abord plus aisé vu que la
vraie mesureyk est incorporée telle quelle sans passer parzk−1.

Une extension tout à fait pertinente consiste à utiliser des retards différents de 1 - on parle alors
du cas asynchrone pas opposition au cas synchrone entre mesure et commande. Ceci est plus réaliste
du point de vu des systèmes d’OA pour lesquels les retards sont très rarement exactement égaux à
l’unité. Le modèle présenté ici étant généralisable sans difficulté majeur à ce cas de figure, le résultat
principal se trouve dans [Raynaudet al., 2010].

A ce stade, une représentation globale existe pour le cas eninformation complète et pour
l’information incomplète. L’application en temps réel adéjà été détaillé à la section5.2, où une
indexation spécifique permet de bien échelonner l’enchaˆınement correcte des diverses opérations.

6.2.3 Évaluation de performance

L’évaluation de performance pour le cas des systèmes avecMD infiniment rapides est traitée dans
la section4.4.5. La démarche qu’on suit ici est tout à fait similaire.

Reprenons le critère à temps continu donné par l’ Eq. (6.1). Puisqueφtur est un proces-
sus ergodique,3 sa variance empirique converge presque sûrement vers sa variance théorique
[Gikhman et Skorokhod, 2006] :

lim
τ→+∞

1

τ

∫ τ

0

∥∥φtur (t)
∥∥2

dt
p.s.
= E

(∥∥φtur (t)
∥∥2
)
, (6.75)

à tout instantt, y compris aux instants d’échantillonnaget = kTs, k ∈ N. On en déduit

lim
τ→+∞

1

τ

∫ τ

0

∥∥φtur (t)
∥∥2

dt
p.s.
= trace

{
φ(kTs)φ(kTs)

T

}

p.s.
= trace

{
Cturx

tur

k (xtur

k )TCT

tur

}

p.s.
= trace

{(
C′turC′TturΣx

)}
, (6.76)

3Étymologie : ergodique est composé à partir des racines grecquesergon travail etodosroute, issue. Un processus est
dit ergodique si ses propriétés statistiques (telles quela moyenne et variance) peuvent être déduites à partir d’un unique
échantillon suffisamment long.
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où C′tur ,
(
Ctur 0 0 0 0 0 0

)
. L’évaluation de l’Eq. (6.76) et donc deΣx, nécessite de

connaı̂tre les covariances des termes croisés de l’état.C’est l’objet des développements qui suivent.
Le critère de l’Eq. (6.4) peut être considéré l’espérance d’une forme quadratique. Donc, en

utilisant les Eqs. (6.23-6.24), aveczcrit = Ccritxk|k−1, Jc(u) s’écrit

Jc(u)
p.s.
= E

(∥∥φtur (t)
∥∥2
)

+ E
((
zcrit

k

)T
Qiz

crit

k + uT

kRuk − 2
(
zcrit

k

)T
Suk

)

p.s.
= E

(∥∥φtur (t)
∥∥2
)

+ E
(
xT

k

(
(Ccrit)TQiCcrit

)
xk + uT

kRuk − 2xT

k

(
Ccrit, TS

)
uk

)

p.s.
= E

(∥∥φtur (t)
∥∥2
)

+

E
(
xT

k

(
(Ccrit)TQiCcrit

)
xk + x̂T

k|k−1KTRKx̂k|k−1 + 2xT

k

(
Ccrit)T SKx̂k|k−1

)
.

(6.77)

A partir de ce point on reprend l’analyse réalisée à la section 4.4.5.
Le second résultat de la propriété4.5et les Eqs. (6.76-6.77) permettent d’écrire le critère à temps

continuJc(u) comme

Jc(u)
p.s.
= E

(
xT

fWxf

)

p.s.
= E

((
xk

x̂k|k−1

)T( C′turC′Ttur + (Ccrit)TQiCcrit (Ccrit)TSK
KTSTCcrit KTRK

)(
xk

x̂k|k−1

))

p.s.
= trace (WΣf) . (6.78)

A noter l’utilisation de la matriceQi au lieu deQ dans l’Eq. (6.78). Ceci permet de regrouper
directement le deuxième et troisième termes de l’Eq. (6.30).

En résumé, les matricesQ, R, S, le régulateurK∞ et le gain de l’observateur ont étéL∞
déterminés. Dans le cas optimal, ces deux derniers requi`erent la résolution des équations de Riccati
associées. A partir de l’Eq. (6.78) le critère de performanceJc(u) peut être évalué soit pour le cas
optimal soit pour des cas sous-optimaux, à l’appui de l’Eq (6.78). Ce calcul analytique permet : a) de
synthétiser le régulateur optimal pour les OA dont la dynamique du MD ne peut pas être négligée et
b) d’évaluer l’impact des différents paramètres du système sur la performance finale (en variance de
phase résiduelle). Cela peut être utile lors de la conception des systèmes d’OA et de la définition des
budget d’erreur associés.

6.2.3.1 Énergie de commande

L’énergie de commande définie par

En(u) , E
{
‖uk‖2

}
, trace

(
E
{
uku

T

k

})
, (6.79)

peut se calculer en utilisant l”identité presque sûre

En(u)
p.s.
= trace

{
K∞Σx̂KT

∞
}
, (6.80)

où Σx̂ est la matrice de covariance de l’état estimé déterminée par la solution de l’équation de
Lyapunov associée (lemmes8.5et8.6).
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Démonstration : Energie de commande.
La commandeuk étantuk = −Kx̂k|k−1, alors

En(uk) = E
(
uku

T

k

)
(6.81)

= K∞ E
(
x̂k|k−1x̂

T

k|k−1

)
KT

∞ (6.82)

= K∞Σx̂KT

∞ (6.83)

L’énergie de commande correspond à la somme sur toutes lescomposantes
∑

i≥1 uiu
T

i , d’où
l’expression annoncée. �

6.2.4 Ŕegulateur optimal et régulateurs sous-optimaux

Deux solutions de référence ont été analysées, à savoir :

1. Solution VM optimale

2. Simple projection de la phase moyenne estimée sur l’espace miroir. Cette solution était optimale
pour des miroirs infiniment rapides

Solution VM :
En information complète, le régulateur optimal LQ se met sous la forme (6.40), soit pour rappel

uk , −K∞xk, (6.84)

avecK∞ donné par l’Eq. (6.41), déterminé à partir de la solution unique de l’équation de Riccati
algébrique de l’Eq. (6.42).

En information incomplète, la commande optimale consisteen un retour d’état reconstruit par
le filtre de Kalman (sous forme prédicteur ou estimateur selon les considérations faites auparavant),
comme défini par l’Eq. (4.23), où l’état estimé̂xk|k−1 remplacexk.

Projection de phase sur l’espace miroir :
Des régulateurs sous-optimaux peuvent être considérés. L’un d’entre eux est celui qui avait été

trouvé au chapitre4 à la section4.4et qui était optimal en cas de réponse du MD infiniment rapide.

uk = −
(
N

T
N)−1

N
Tφ̄tur

k+1 = −Ksous-optxk. Régulateur sous-optimal (6.85)

Pour rappel, la projection orthogonale sur l’espace miroirétait alors la solution optimale.

6.3 Le conceptwoofer-tweeter

Le concept duwoofer-tweeter4 en OA consiste à corriger la perturbation avec un correcteur
optique à double étage [Brennan et Rhoadarmer, 2006]. Le woofer corrige les basses fréquences
spatiales, dont l’évolution temporelle est plus lente et l’amplitude plus importante (section2.3.2.3).

4Terme anglais prêté aux systèmes acoustiques dont la traduction en français serait« haut-parleur grave-aigu», tr. de
l’aut.
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En complément le tweeter corrige la partie duale de la perturbation, à savoir les hautes fréquences
spatiales qui évoluent plus rapidement et dont l’amplitude est bien plus faible. Ce second étage corrige
aussi la perturbation rémanente après l’action du premier. Par conséquent, dans le cas général, ces deux
miroirs engendrent des espaces de correction qui se chevauchent - Fig.6.2.

FIG. 6.2 – Espaces de correction engendrés par le woofer et le tweeter. Les indices t et w se réfèrent
au tweeter et au woofer respectivement. L’espace de correction commun peut être décomposé sur
plusieurs modes, dont le TT. Celui-ci est un sous-espace de l’espace commun, qui est traité dans
l’exemple numérique.

Plusieurs méthodes ont été conçues pour parvenir à découper les espaces de correction dans le but
d’éviter qu’une double correction de sens inverse ne soit produite, ce qui entraı̂nerait la saturation
immédiate des MD [Lavigne et Véran, 2008, Véran et Herriot, 2006, Hamptonet al., 2006]. Ces
méthodes consistent, en termes généraux, à découper les espaces de correction de façon à ce qu’ils
soient disjoints, c’est-à-dire à garantir que le chevauchement soit inexistant en faisant appel à des
projections orthogonales [Conanet al., 2007, Petitet al., 2008]. Cependant ces méthodes ne sont pas
issues de la résolution d’un problème à variance minimale n prennent en compte de façon explicite la
dynamique temporelle du woofer (voire aussi du tweeter).

Contrairement à ces dernières solutions, l’approche exposée par la suite permet en outre d’inclure
les différences de course propres aux miroirs.

Pour résumer, l’approche LQG traite le problème de la commande VM pour le woofer-tweeter en
prenant en compte les caractéristiques spatio-temporelles des deux miroirs ainsi que l’excursion des
actionneurs.

Dans cette section un modèle étendu à deux étages est pr´esenté en suivant la méthode esquissée par
[Correiaet al., 2009d]. Sans perte de généralité, des résultats avec des mod`eles du premier et second
ordre sont présentés. Des modèles d’ordre plus élevé peuvent être envisagés si cela est jugé pertinent.

La Fig. 6.3 montre le principe de fonctionnement. La phase de correction est la somme de celle
du woofer et celle du tweeter, soit

φcor = φcor

w + φcor

t . (6.86)

Supposons que la dynamique du woofer est décrite par le système dynamique suivant
{
ẋw(t) = Awx

w(t) + Bwu
w(t)

pw(t) = Cwx
w(t)

. (6.87)

La phase de correction correspondanteφcor
w est définie par

φcor

w , Nwp
w(t), (6.88)

où Nw est la matrice d’influence du woofer etpw(t) est la déformation du woofer dans une base de
fonctions d’influence normalisées. Le woofer est couplé `a un miroir tweeter infiniment rapide, pour
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FIG. 6.3 – Architecture de commande en boucle fermée du woofer-tweeter. La phase de correction est
la somme des corrections individuelles apportées par chacun des miroirs.

lequel,

φcor

t (t) , Ntu
t
k ∀t ∈ [kTs, (k + 1)Ts[. (6.89)

La phase de correction est désormais

φcor(t) = Nwp
w(t) + Ntu

t
k t ∈ [kTs, (k + 1)Ts[. (6.90)

où le vecteur de commande généraliséuk est la concaténation des commandes du woofer et du
tweeter :

uk ,
(
uw

k

ut
k

)
. (6.91)

6.3.1 Critère d’optimisation

Pour mener à terme la démarche requise par la stratégie LQG (brièvement rappelée à la Fig.6.1),
trois matrices de pondérationQwt, Rwt et Swt doivent être déterminées afin qu’un critère équivalent
discret puisse être écrit sous la forme

Jd
wt (u) = lim

M→+∞
1

M

M−1∑

k=0

((
zcrit

k

)T
Qwtz

crit

k + uT

kRwtuk + 2
(
zcrit

k

)T
Swtuk

)
, (6.92)

oùQwt − SwtR
−1
wt S

T
wt ≥ 0 etRwt = RT

wt > 0.
Si l’espace de correction est atteint par les deux correcteurs, alors un problème d’indétermination

de la solution se pose. Dans le but d’éviter cette difficult´e, la matriceRwt inclura des pénalisations
supplémentaires sur la commandeu. Cette technique, qui présente l’avantage de décrire le problème
de façon plus proche de sa réalité physique (les contraintes électro-mécaniques sont en partie prises
en compte), permet de s’affranchir de l’indétermination de la solution en imposant des pénalisations
distinctes sur les commandes à appliquer à chacun des MD.
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Proposition 6.3 Les matrices de pondération sont

Qwt , Q =




1
εNwNT

w 0 0

0
1
ε (I + 2BT

wA−T
w A−1

w Bw) −I

0 −I Q0



 ≥ 0, (6.93)

Swt ,




−Nw −Nt

−A−1
w Bw 0

S0 Twt



 (6.94)

et

Rwt ,
(

R0 I +Gwt

(I +Gwt)
T NT

t Nt

)
> 0, (6.95)

si l’on prend pour dynamique du woofer celle du MD dynamiqueétudíe à la section6.2, Eq. (6.8),
autrement dit,Aw = Am, Bw = Bm, Cw = Cm etDw = Dm. Dans l’Eq. (6.94) et (6.95) les termesTwt

etGwt de d́efinissent par

Twt =
1

Ts

∫ Ts

0

(
Cwe

tAw
)T

N
T

wNtdt, (6.96)

et

Gwt =
1

Ts

∫ Ts

0

(
Cwe

sAwA−1
w Bw

)T
N

T

wNtdt. (6.97)

△

Démonstration : Développement du crit̀ere à temps continu pour le woofer-tweeter.
Le développement du coût incrémental de l’Eq. (6.2) donne

Jc(u)k =
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

‖φres(t)‖2 dt

=
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

∥∥φtur (t)− φcor (t)
∥∥2

dt

=
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

(
φtur(t)− Nwp

w(t)− Ntu
t(t)
)T (

φtur(t)− Nwp
w(t)− Ntu

t(t)
)
dt

=
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

φtur(t)Tφtur(t) + pw(t)TN
T

wNwp
w(t)− 2φtur(t)TNwp

w(t)

− 2φtur(t)TNtu
t
k + 2pw(t)TN

T

wNtu
t
k + (ut

k)
T
N

T

t Ntu
tdt, (6.98)

où pw(kTs + s) = Cwe
sAwxw

k +
(
I + Cwe

sAwA−1
w Bw

)
uw

k . Cette expression est en tout similaire à
l’Eq. (6.9). La première ligne de la dernière égalité avait déjàété trouvée sipw(t) = p(t). Les trois
derniers termes sont développés ci-dessous.

Pour le premier
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

φtur(t)TNtu
t
kdt =

(
φ̄tur

k+1

)T
Ntu

t
k. (6.99)

Le deuxième

1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

[
Cwe

(t−kTs)Awxw
k +

(
I + Cwe

(t−kTs)AwA−1
w Bw

)
uw

k

]T
N

T

wNtu
t
kdt =

(xw
k )T Twtu

t
k + (uw

k )T(NT

wNt +Gwt)u
t
k, (6.100)
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oùTwt etGwt sont définis par les Eqs. (6.96-6.97).
Enfin le troisième

1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

(ut
k)

T
N

T

t Ntu
t
kdt = (ut

k)
T
N

T

t Ntu
t
k. (6.101)

L’évaluation du coût incrémental utilise alors une version étendue de l’Eq. (6.30), soit

Jc (u)k =
1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

∥∥φtur(t)
∥∥2

dt+ Jwt
ε (u)k +

(
zcrit

k

uk

)T(
Qwt Swt

ST
wt Rwt

)(
zcrit

k

uk

)
dt,

(6.102)

où

(
Qwt Swt

ST
wt Rwt

)
=





1
εNwNT

w 0 0 −Nw −Nt

0
1
ε (I + 2BT

mA−T
w A−1

w Bw) −I −A−1
w Bw 0

0 −I Q0 S0 Twt

−NT
w −BT

wA−T
w ST

0 R0 NT
wNt +Gwt

−NT
t 0 TT

wt (NT
wNt +Gwt)

T NT
t Nt




.

(6.103)
Du fait que le tweeter soit considéré comme infiniment rapide, la description de sa dynamique ne
nécessite pas de définir un état interne. La sortie-crit`erezcrit reste quant à elle inchangée,cf.Eq. (6.12) ;
les matrices de pondération sont la concaténation des matrices déterminées à la section6.2 et des
matrices correspondant aux termes propres et croisés du tweeter. �

6.3.2 Mod̀ele d’état étendu pour la commande

Le modèle d’état pour la commande relève tout naturellement du modèle établi pour la commande
d’un seul MD, avec cette fois-ci une composante supplémentaire correspondant au tweeter. On passe
directement à la présentation de la solution en information incomplète.






xwt
k+1 = Awtx

wt
k + Bwtuk + Γwtvk

zk = Cwtx
wt
k +Dwtuk

zcrit

k = Ccrit
wt x

wt
k

, Modèle d’état pour la commande du WT(6.104)

En information incomplète, en faisant la même analyse quepour le cas à simple étage, le modèle
d’état complet est construit avec

xwt
k ,





xtur

k+1

φ̄tur

k+1

ϕ̄tur

k+1

xw
k

ut
k−1

φ̄tur

k

xw
k−1

uw
k−1





, Awt ,





eTsAtur 0 0 0 0 0 0 0

Ξ 0 0 0 0 0 0 0

Θ 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 eTsAw 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 I 0 0 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0





, (6.105)
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où la cinquième composante est la commande du tweeter. Il se met alors sous la forme

Bwt ,





0 0

0 0

0 0

A−1
w (eTsAw − I)Bw 0

0 I

0 0

0 0

I 0





,Γwt ,





I 0 0

0 I 0

0 0 I

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0





, (6.106)

Cwt , D

(
0 0 0 0 −Nt I −NwCw

Ts

(
eTsAw − I

)
A−1

w · · ·

−Nw
(
Cw
Ts

(
eTsAw − I

)
A−2

w Bw + I

) )
, (6.107)

Ccrit

wt ,




0 I 0 0 0 0 0 0

0 0 I 0 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0 0



 . (6.108)

On constate que concernant le tweeter, seule la commandeut
k−1 contribue à la mesure, le tweeter

n’ayant pas d’état interne.

Remarques :

(i) Répartition optimale de la commande. A première vue, l’existence d’un miroir infiniment
rapide sans contraintes de course aurait pu indiquer, par elle seule, que le régulateur optimal
attribuerait l’effort de correction entièrement au tweeter. Ceci ne correspond pas entièrement à
la vérité puisque la dynamique du woofer contribue en effet à ajuster au mieux la correction à la
dynamique de la perturbation grâce à sa propre inertie. Autrement dit, une réponse temporelle
plutôt lente donnera lieu à moins d’erreur (en termes de variance de perturbation résiduelle)
qu’une réponse constante par morceaux de duréeTs, du fait que l’évolution des perturbations
de phase est également lente (la fréquence de coupure étant de l’ordre du Hertz). Cet effet sera
mis en évidence par des simulations numériques.

(ii) Unicité de la solution et pénalisations supplémentaires. Si l’espace commun dans la Fig.6.3peut
être atteint par plusieurs combinaisons de commandesuw etut cela pose alors un problème de
résolution et l’unicité de la solution. Cependant, en OA le woofer et le tweeter présentent des
caractéristiques de course différentes. L’inclusion explicite de ces contraintes dans le problème
d’optimisation est faite à l’aide de pénalisations supplémentaires sur les commandesu. ◭

La pénalisation rend le problème bien posé et conduit à une solution unique. Elle permet en outre
de choisir une solution parmi toutes les solutions possibles si les pénalités étaient absentes. La solution
pénalisée, pour une pénalisation très faible, permet d’approcher des solutions non pénalisées d’aussi
près que l’on souhaite

Pour cela, la matrice de pondérationRwt dans l’Eq. (6.95) est affectée d’un terme supplémentaire

Rp
wt = Rwt +Ru

wt =

(
R0 NT

wNt +Gwt

(NT
wNt +Gwt)

T NT
t Nt

)
+

(
β 0

0 α

)
> 0 (6.109)
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où le rapportα/β détermine la répartition de l’effort de commande sur chacun des miroirs. Dans le
cas général,β est un terme faible de l’ordre de1/σ2

φ, oùσ2
φ est la variance modale en boucle ouverte

des modes à corriger. Après avoir fixéβ la valeur deγ est déterminée à partir rapport des courses
entre le woofer et le tweeter.

La solution optimale peut néanmoins dans tous les cas êtreobtenue par la minimisation d’un
problème sous contraintes imposées par les excursions des DM. La solution à énergie minimale ainsi
déterminée ne risquerait pas d’engendrer des corrections de sens inverse des MD. Ceci pourrait se
produire dans la version pénalisée si les pénalisationssont beaucoup trop faibles vis-à-vis de la
variance de la phase du mode de correction, ce qui, en pratique, n’est jamais le cas car les courses
sont bien adaptées aux perturbations (notamment en terme de variance) qu’ils sont supposés corriger.

6.4 Modèles lińeaires

6.4.1 La perturbation de phase

Dans l’ensemble des simulations réalisées dans ce chapitre deux types de perturbations ont été
considérés : les perturbations d’origine atmosphérique et celles d’origine mécanique [section2.3.2.4].

Le choix des paramètres du modèle de perturbation consiste à ajuster au mieux (dans le sens des
moindres carrés) le comportement à l’origine des courbesd’auto-corrélation. Ce choix est suggéré
par l’auto-corrélation à un pas, paramètre utilisé parla commande optimale pour la prédiction à court
terme. Une argumentation sur ce choix se trouvé à la section 4.5.
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FIG. 6.4 – Gauche : Comparaison des DSP temporelles du TT atmosphérique et du TT induit par le
vent dans le système E-ELT M4-M5.
Droite : Courbes d’auto-corrélation des perturbations etles modèles du premier et second ordre qui
s’ajustent au mieux (au sens des moindres carrés) aux premier pas de décorrélation, en proximité de
l’origine à t = 0s. Les paramètres de simulation se trouvent sur la Fig.4.9.

Les différences entre le modèle et le comportement réel du signal n’impactent pas la corrélation
que sur le long terme. La corrélation à court terme est similaire, comme cela peut être observé sur les
courbes de la Fig.6.4.
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6.4.2 Le miroir déformable

En général, la dynamique temporelle des MD reste à ce jourrelativement peu étudiée. Cela
relève principalement du fait que les temps de réponse mono-actionneur sont souvent faibles vis-à-
vis du temps d’intégration. En conséquence, l’impact surla performance optique est généralement
négligeable.

Il faut noter que la connaissance de la dynamique d’un seul actionneur pris isolément n’est pas
descriptive de la dynamique de l’ensemble de la structure électromécanique du MD.

L’étude du comportement dynamique par modélisation d’éléments finis a fait l’objet de plusieurs
travaux ; à titre d’exemple [Chartonet al., 2003] et plus récemment [Gasmiet al., 2008].

Les études expérimentales sont rares car elles nécessitent des moyens techniques complexes. Un
tel exemple est la méthode stroboscopique. Elle consiste `a faire l’acquisition cadencée d’images à
fréquence élevée afin de reproduire le mouvement de la surface réflectrice. Ces images peuvent être ob-
tenues par techniques interférométriques (voir par exemple [Horsleyaet al., 2007, Conwayet al., 2007]).
Suite à une décomposition de la déformation sur une base de modes appropriée, le comportement
dynamique global peut être ainsi caractérisé. Des paramètres de modèles d’ordre convenable calés sur
le comportement physique du MD peuvent être alors déterminés.

Dans ce mémoire, sont considérés des modèles simplifiés du premier et du second ordre. Des
études paramétriques permettent de dégager des comportements généraux non spécifiques d’un MD
en particulier.

6.4.2.1 Commande modale

On a déjà évoqué le fait que la dynamique temporelle d’unseul actionneur pris isolément n’est
pas forcément représentative de la dynamique de l’ensemble.

La modélisation analytique des équations des plaques rigides régies par l’équation bi-harmonique
[Timoshenko, 1959]

∇2∇2h =
q

F
, (6.110)

avecq est la charge appliquée et

F =
Ee3

12(1 − ν2
p)
, (6.111)

oùE est le module du coefficient d’élasticité de Young,e l’épaisseur de la plaque etνp le coefficient de
Poisson, montre que les modes propres du MD changent consid´erablement en fonction des contraintes
physiques auxquelles ils sont sujets [Ellis, 1999]. Cela revient à fixer des conditions aux bords
distinctes, selon que la membrane est libre ou accrochée, selon le nombre des points d’attache, les
coefficients de l’Eq. (6.111) et de la géométrie utilisée.

Les difficultés de l’étude du problème s’accroissent avec le nombre d’actionneurs et la taille des
MD. Des modèles à échelle réduite sont préférables dumoment qu’ils traduisent le comportement
dynamique des grands DM.

Un modèle à éléments finis avec 9 par 9 actionneurs liant une base rigide à une plaque
réfléchissante a été simulé à l’ONERA Ce modèle est construit de sorte à représenter le miroir M4 du
futur E-ELT. L’étude d’un modèle à échelle réelle se trouve dans [Gasmiet al., 2008].

Une observation remarquable est que les modes propres du MD ainsi modélisé ressemblent de
très près aux modes de Zernike tip, tilt, défocus et astigmatismes. Cette étude suggère aussi que les
modes principalement affectés sont les bas ordres, indiquant ainsi que la commande de miroirs avec
plusieurs centaines d’actionneurs peut se ramener à la commande modale d’un jeu limité de modes.
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Une commande modale est donc jugée pertinente pour cette étude. La Fig.6.5 montre les fonctions
de transfert du TT et défocus, leurs interactions et la localisation des fréquences de résonance. Sauf
les modes de TT, tous les autres modes sont nettement découplés. Pour le TT le découplage est moins
évident, bien que l’analyse suggère que l’interaction deces deux modes reste faible. Dans ce qui suit,
on traitera le TT indépendemment l’un de l’autre.
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FIG. 6.5 – Fonctions de transfert du TT et défocus (Z2, Z3 et Z4) du modèle mécanique à
éléments finis (magnitude et phase en fonction de la fréquence temporelle). La commande modale
est considérée ici directement définie dans une base de polynômes de Zernike.

Par conséquent, on suppose que les modes optiques que l’on souhaite commander, tels que le TT
atmosphérique, sont une combinaison linéaire des modes propres du MD. On peut sans doute séparer
ces modes propres en rapides et lents. Les derniers sont commandés par un régulateur qui prend en
compte leur dynamique, tandis que les modes rapides sont commandés par un régulateur sous-optimal
car leur dynamique est telle qu’elle n’exige pas une régulation aussi précise.

Les illustrations de ce chapitre se focalisent plus précisément sur la commande des modes de
TT d’origine purement atmosphérique. D’une part cela reste un cas simple et représentatif et d’une
autre part ces deux modes portent la plupart de l’énergie optique d’origine atmosphérique [Noll, 1976,
Wang et Markey, 1978] et mécanique aussi (cf. §6.4.1). Un argument de plus : plusieurs systèmes
d’OA emploient des MD à double étage, composés d’un miroir de basculement dédié et d’un MD au
sens propre. Cela dit, le TT peut être regardé comme un jeu de modes particulier.

Aussi important, le coût des calculs numériques, hors- eten-ligne, pour le TT est raisonnable
malgré l’état étendu établi dans la section6.2.2.

6.4.2.2 Mod̀eles du premier ordre

Soit le modèle dynamique du premier ordre caractérisé par l’équation différentielle

ṗ(t) +
1

τ
p(t) =

1

τ
u(t), (6.112)

où τ est la constante de temps du miroir.
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En termes de modèle d’état, cela revient à poser dans l’Eq. (6.8)

Am = (−1/τ),Bm = (1/τ), Cm = 1,Dm = 0. (6.113)

Ce type de modèles ont l’avantage d’être caractérisés par un seul paramètre, à savoir la constante
de tempsτ . La réponse fréquentielle d’un tel modèle est montrée sur la Fig. 6.6. La fréquence de
coupure à -3 dB est donnée par

fc =
2π

τ
. (6.114)

Les MD infiniment rapides peuvent être considérés un cas limite des MD à dynamique du premier
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FIG. 6.6 – Diagramme de Bode du mode TT, modèles d’ordre 1 (traits continus) et d’ordre 2 (tirets).
Constantes de temps de1/100 et1/250 s. Pour les modèles d’ordre deux, résonances naturellesfn =
{100, 250}Hz et coefficient d’amortissementξ = 0, 01 .

ordre quantτ → 0.

6.4.2.3 Mod̀eles du second ordre

Des modèles dynamiques du second ordre expriment de manière succincte et représentative la
dynamique temporelle d’un large ensemble de phénomènes physiques.

La dynamique du MD est régie par l’équation différentielle du second ordre

p̈(t) + 2ξωnṗ(t) + ω2
np(t) = ω2

nu(t) (6.115)

où ξ est le coefficient d’amortissement etωn = 2πfn est la pulsation naturelle de résonance (en
rads/s).

La représentation d’état canonique observable5 de l’équation différentielle de l’Eq. (6.115) devient

5Voir annexes pour explication plus élargie.
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[Vaccaro, 1995]

Am =

(
0 1
−ω2

n −2ξωn

)
, Bm =

(
0
ω2

)

Cm =
(

1 0
)
, Dm = 0

. (6.116)

Selon la valeur deξ une résonance pourra survenir àfr = ωn

2π

√
1− ξ2. Des réponses fréquentielles

sont montrées sur la Fig.6.6pour deux valeurs distinctes defn et pour un amortissement deξ = 0, 01.
De plus, les modèles d’état peuvent être convertis en fonctions (ou matrices s’il s’agit du

cas multi-mode) de transfert en appliquant le lemme4.1. Ces FT sont utiles pour l’interprétation
du fonctionnement de la commande optimale. Cet outil est d’ailleurs très souvent exploité par la
communauté en OA pour la synthèse de régulateurs (se référer à la section2.8).

6.5 Outils d’évaluation : calculs analytiques, simulations Monte Carlo

L’évaluation de la performance des régulateurs proposés dans ce chapitre peut être réalisée au
moyen de calculs analytiques ou de simulations de Monte Carlo. Ces deux approches sont détaillées
dans les paragraphes ci-dessous.

FIG. 6.7 – Variantes d’utilisation du simulateur Monte Carlo. La série temporelle en entrée est issue
du bloc ’PERT’ et le modèle utilisé pour la générer est aussi utilisé pour la construction du modèle
d’état orienté commande. Ceci est le cas cohérent. Deuxième option, utiliser directement une série
temporelle dont le modèle générateur n’est pas connu. L’information exploitée pour la synthèse n’est
pas cohérente avec le modèle sous-jacent à la perturbation. C’est donc le cas incohérent.

Calculs analytiques :
Une fois définies les matrices de pondérationQ, R et S dans l’Eq. (6.13)-(6.15), les gains de

commandeK et d’observationL et enfin le modèle d’état pour la commande dans les Eqs. (6.70-
6.72), la performance du système peut être évaluée analytiquement à partir des résultats présentés à la
section6.2.3.

Le calcul analytique permet de tester aussi la stabilité temporelle du régulateur et de quantifier
l’effort de commande (sachant la variance deu) requis pour piloter des DM à dynamique variable.
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De plus, comme cela a été montrée à la section4.3.3, les modèles d’état peuvent être convertis
en fonctions de transfert de phase et de bruit (Eqs. (2.68-2.69)). Le calcul étant exact, l’intégration
des spectres de phase résiduelle et de bruit propagé à travers la boucle de commande sont de valeur
exactement égale à la performance évaluée par l’approche consistant à évaluer l’espérance de l’erreur
résiduelle à la section6.2.3.

Simulation Monte Carlo : Cette approche consiste à mettre en œuvre une simulation temporelle
traduisant le schéma-bloc de la Fig.4.3. Deux scénarios dont l’utilisation correspond à des besoins
distincts, sont schématisés sur la Fig.6.7, plus précisément les cas cohérent et incohérent. L’entrée est
toujours une série temporelle des coefficients modaux deφtur(t).

– Cas cohérent : le partieSyst̀eme, dans la Fig.4.3, est supposée connu. Cette variante, dite
cohérente, permet d’évaluer empiriquement le critère pour un système sans erreur de modèle
ou dont l’erreur est connue et maı̂trisée. Cela est bien sûr équivalent au calcul analytique. Les
résultats issus de cette simulation à horizon fini convergent théoriquement vers les résultats
analytiques (par construction à horizon infini).

– Cas incohérent : le blocSyst̀eme est inconnu. L’entrée de perturbation et/ou le MD sont
non conformes aux modèles utilisés lors de la synthèse dela commande. C’est le cas dit
incohérent. Par conséquent, cette variante ajoute aux précédentes les erreurs de modélisation
de la perturbation et du MD. Une étude de robustesse vis-à-vis des erreurs de paramétrisation
des modèles devient ainsi possible et souhaitable. A travers cette étude la pertinence du choix
des paramètres du modèle de perturbation peut être mis enévidence et enfin validé.

Les variances de phase résiduelle sont déterminées sur des réalisations suffisamment longues pour
garantir la convergence statistique. Cet aspect est très important puisque le modèle de perturbation
sous-entend une évolution temporelle très lente (voir Fig. 6.4). Pour des télescopes de classe 8-mètres
la fréquence de coupure se trouve aux alentours du Hertz tandis que pour les ELT la fréquence de
coupure est encore plus basse, du fait quefc ∝ D−1.

6.5.1 Mise en œuvre du simulateur Monte Carlo

FIG. 6.8 – Schéma-bloc illustrant la procédure d’obtention de la phase moyenne et de la phase
moyenne pondérée. Le bloc ’REINIT’ remet à zéro les blocs d’intégration toutes lesTs secondes.

Discrétisation des mod̀eles continus
Un point qui mérite attention spéciale concerne la discr´etisation fine des modèles continus. Toute
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simulation numérique à temps continu passe par une discr´etisation d’autant plus fine que la dynamique
des différents processus l’exige. Pour cela des outils à pas variable avec dessolveursd’équations
différentielles dédiés ont été employés afin d’éviter des erreurs dues à une discrétisation imprécise
et conséquente intégration numérique. Ceci aurait comme conséquence la propagation non maı̂trisée
de cette erreur. La procédure d’obtention de la phase moyenne et de la phase moyenne pondérée
est illustrée sur la Fig.6.8. La structure complète du régulateur LQG est détailléesur la Fig.4.3 au
chapitre4.

Les simulations réalisées se montrent très sensibles aux erreurs de discrétisation, notamment
celle de la phase moyenne pondérée. Cette composante de l’état est l’intégrale de convolution sur
un intervalle de duréeTs de la phaseφ(t) par une exponentielle dont l’exposant par construction a
toutes ses valeurs propres de module supérieur à 1 (Am étant stable,−Am est forcément anti-stable,
donc limt→+∞ e−tAm = +∞). Numériquement, comme l’Eq. (6.60) l’indique, cette intégrale est
calculée en deux temps : 1) intégration de la formee−tAm et 2) multiplication pareTsAm - Fig. 6.8.

Or, s’il s’agit d’un miroir très rapide, dont les pôles sont à partie réelle négative élevée, le premier
terme tend vers l’infini alors que le second tend vers zéro. Cela pose évidemment des soucis de
précision numérique. En revanche, pour un MD très lent, la phase moyenne pondérée tend vers la
phase moyenne puisque les valeurs propres deAm sont très proches à l’origine et donce−tAm vaut
quasiment 1,∀t > 0. Ce cas de figure pose aussi des difficultés puisque la commande optimale
soustrait, quelle que soit la dynamique du MD, la phase moyenne de la phase moyenne pondérée.
Pour des MD lents une telle différence tend vers zéro à droite donc, encore une fois, une intégration
numérique précise est nécessaire.

Pour éviter les difficultés que l’on vient de citer, un logiciel implémentant des solveurs d’équations
différentiels a été utilisé. La simple discrétisation exacte et approximation des intégrales par des
sommes trapézoı̈dales s’avère insuffisante.

6.6 Calculs analytiques - correction des modes de basculement

Sans perte de généralité,p(t) est considéré ici comme l’angle équivalent sur le ciel duMD de
basculement avec la position de référence.

L’ensemble des simulations réalisées dans cette sectionn’utilise que des perturbations d’origine
atmosphérique. La DSP est représentée sur la Fig.6.4-gauche. A droite, les courbes d’auto-corrélation
des modèles du premier et du second ordre sont ajustés sur les courbes d’auto-corrélation du TT. Par
intégration numérique une valeur de≈ 30 mas rms a été trouvée pour le total de la perturbation. Les
paramètres de la simulations se trouvent en légende de la Fig. 6.4. La dynamique des deux modes de
TT est considérée égale et découplée. Donc la performance en mas rms obtenue à partir des modèles
scalaires mono-mode est multipliée par

√
2 avant présentation finale.

6.6.1 Un cas simple : dynamiques du premier ordre

Un premier cas simplifié consiste à ne considérer que des modèles dynamiques du premier ordre
et ce pour la perturbation et le MD. Le modèle de perturbation de l’Eq. (6.38) est alors

Atur =
1

λ
, Ctur = 1. (6.117)

Le choix du paramètre1/λ s’effectue selon la procédure détaillée dans la section6.4.1.
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Comme le montre [Correiaet al., 2008b], à partir des Eqs.(6.112) et (6.117) les matrices de
l’Eq. (4.19) se simplifient de sorte qu’on peut établir des expressionsanalytiques suivantes

Ad =





e
Ts
λ 1 0 0 0

(e
Ts
λ − 1)λ 0 0 0

e−
Ts
τ

Ts(
1

λ
− 1

τ
)

(
e

Ts
λ − eTs

τ

)
0 0 0

0 0 0 e−
Ts
τ




,Bd =





0
0
0(

1− eTs
τ

)




(6.118)

Cd = D

(
0 0 0 0 1 − N

Ts

(
1− e−Ts

τ

)
τ − N

Ts

(
e−

Ts
τ − 1

)
τ + 1

)
,Dd = 0 (6.119)

Ccrit =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



 . (6.120)

La matriceAd étant définie par l’Eq.(6.118), la matrice de covariance du bruit d’étatΣv dans
l’Eq.(6.66) peut être calculée analytiquement.

Soitα = e
Ts
λ , alors, à partir deΣη dans l’Eq.(6.38), β = (e

Ts
λ −1)λ etγ = e−

Ts
τ

Ts(
1

λ
− 1

τ
)

(
e

Ts
λ − eTs

τ

)
,

il vient

Σv =





α2 αβ αγ 0
βα β2 βγ 0
γα γβ γ2 0
0 0 0 0



Ση (6.121)

6.6.1.1 Analyse fŕequentielle

Puisque le cas traité ici est en effet un cas scalaire, la matrice de transfert se réduit à une fonction
de transfert standard. Les transferts obtenus en s’appuyant sur les résultats de la section4.3.3sont
présentées sur la Fig.6.9 pour une valeur deτ/Ts = 10. Les régulateurs optimal et sous-optimal
définis à la section6.2.4.

Cette figure permet d’analyser le fonctionnement du régulateur optimal en notant que la DSP
de l’erreur temporelle est légèrement au dessous de la DSPde perturbation. Le comportement
quelque peu chaotique de la solution optimale près de la fr´equence de Nyquist de1/(2Ts) a comme
conséquence une meilleure réjection du couple perturbation + bruit propagés. La section suivante
explore une plage plus élargie de variation des paramètres des modèles du MD. L’apport de la
commande optimale est ainsi mieux observé.

6.6.1.2 Performance optique

Les régulateurs optimaux et sous-optimaux (définis dans la section6.2.4) sont par la suite
implémentés en simulation. La comparaison de performance est représentée sur la Fig.6.10.
[Correiaet al., 2009b] montrent des résultats obtenus avec des modèles du premier ordre utilisant
l’énergie cohérente comme métrique.

Un régulateur additionnel a été testé. Celui-ci, nomm´e « intermédiaire», vise à améliorer les
performances du régulateur sous-optimal (consistant à projeter l’estimée de la phase sur l’espace
miroir). Au contraire de ce dernier, le régulateur interm´ediaire prend en compte la dynamique du MD
lors de l’estimation de phase uniquement. La commande, en alternative au cas optimal, vise à produire
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FIG. 6.9 – DSP de la perturbation et du MD face aux fonctions de réjection des régulateurs optimal et
sous optimal en boucle fermée pour les modèles du premier ordre. Valeur deτ/Ts = 10, Ts=500Hz.

une phase de correction moyenne de valeur égale à la phase moyenne de perturbation̄φcor

k+1 = φ̄tur

k+1,
i.e.

1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

Np(t)dt = φ̄tur

k+1. (6.122)

Ceci conduit à

uk =
φ̄k+1 − 1

Ts
CmA−1

m (eTsAm − I)xk

1
Ts

[
CmA−2

m (eTsAm − I)Bm − CmA−1
m BmTs

] . (6.123)

Démonstration : Régulateur « intermédiaire ».
Avecp(kT + s) exprimé à l’Eq. (6.11), alors

1

Ts

∫ (k+1)Ts

kTs

p(t)dt =
1

Ts

∫ Ts

0
CmesAmds xk +

1

Ts

∫ Ts

0

∫ t

0
Cme(s−υ)AmBmdυds uk (6.124)

=
1

Ts
CmA−1

m (eTsAm − I)xk +
1

Ts

[
CmA−2

m (eTsAm − I)Bm − CmA−1
m BmTs

]
uk

(6.125)

AvecCmA−1
m Bm = −I, en mettantuk en facteur on obtient l’Eq. (6.123). �

Comme illustré par la Fig.6.10, la commande optimale est capable d’inverser la dynamique
du MD quelle que soit la constante de temps. Deux droites horizontales sont donc observées (en
information complète et incomplète). Cependant, pour des MD très lents, la commande peut atteindre
des amplitudes assez élevées. Pour des MD dont la constante de tempsτ < 0, 1s, l’énergie de la
commande optimale est comparable à l’énergie de la perturbation (d’où le rapport à 1 sur la Fig.6.10-
droite).

Le régulateur intermédiaire se révèle peu attractif. Vis-à-vis de la performance les gains par
rapport à la projection orthogonale de la phase moyenne surl’espace miroirM sont faibles tandis
que l’énergie de commande est, dans ce cas, considérablement plus importante pourτ ' 0, 05s. De
ce fait, elle ne sera considérée que dans cette section.
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Le régulateur sous-optimal n’assure une bonne performance que pour des MD à constante de
tempsτ < 0, 01s et ce pour l’information complète et incomplète. Ce comportement aurait pu être
lié principalement à l’estimation dégradée de l’étatcar la dynamique est négligée. Cependant, le
régulateur intermédiaire indique qu’une estimation pr´ecise sans une étape de commande déterministe
aussi précise n’est pas de grande utilité. Négliger la dynamique dans chacune de ces étapes dégrade
de manière assez importante la performance.
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k+1 surM.
Droite : Énergie de commande normalisée par la variance de la perturbation.

6.6.1.3 Robustesse des régulateurs

Un aspect particulièrement important est la robustesse durégulateur par rapport à la connaissance
précise de la constante de temps.

La Fig.6.11reprend les courbes en information incomplète de la Fig.6.10et quatre autres courbes
sont rajoutées. Un facteur de2 et5 (supérieur/inférieur) sur la constante de tempsτ est considéré entre
le modèle du MD et celui pris pour la synthèse. Pour un facteur de deux, l’écart à la solution nominale
(où il y n’a pas d’erreur surτ ) est toujours moindre que celui de la solution sous-optimale. Ce n’est
que pour un facteur (dans la pratique impensable) de cinq quela solution optimale se montre moins
performante que la solution sous-optimale. Ceci témoignede la robustesse de la solution optimale
vis-à-vis de la constante de temps et de la précision avec laquelle la constante de temps devra être
connue.

6.6.2 Dynamiques du second ordre (perturbation et MD)

Le modèle de MD pris est maintenant du second ordre avec un facteur d’amortissementξ = 0, 01
et fréquence de résonancefn = 200Hz. Une étude paramétrique en fonction deξ et fn n’est pas
menée ici. Ce sera l’objet de la section6.8et section6.9, dans le cadre d’applications spécifiques.

Dans ce qui suit le comportement fréquentiel du régulateur optimal et sous optimal est exploré en
détail. Pour cet exemple, la réponse en amplitude est amplifiée d’un facteur de 50 à la fréquence de
résonancefr = fn

√
1− ξ2. Il s’agit donc d’un système très peu amorti qui a tendanceà osciller à la
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du MD pris pour la synthèse du régulateur.

fréquencefr avec un taux de dissipation d’énergie très faible. Des amortissements aussi faibles sont
caractéristiques des modes propres rigides de structures, dont le MD n’est pas exception.

6.6.2.1 Analyse fŕequentielle

Identiquement à la section6.6.1.1, la Fig. (6.12) présente les réponses fréquentielles obtenues.
Bien que les FRP soient très semblables pour les deux régulateurs, les FRB diffèrent largement : dans
le cas optimal, la FRB rejette fortement le bruit dans des bandes de fréquences pour lesquelles il aurait
tendance à subir forte amplification par la résonance du MD(le pic en haut à droite de la Fig.6.12).

Il est possible d’entrevoir sur la Fig.6.12 que la réjection de la perturbation apportée par le
régulateur optimal est légèrement inférieure à 0dB sur une plage de fréquences située directement
au dessous de la bande d’amplification du MD (le pic en haut à droite), ce qui n’est évidemment pas
le cas du régulateur sous-optimal.

6.6.2.2 Robustesse

Dans le but de tester la robustesse de la solution optimale vis-à-vis de la connaissance précise
des paramètres du MD, des variations de±10% ont été introduites sur la fréquence naturelle de
résonancefn. Ce choix n’est pas anodin. Une variation beaucoup trop élevé de ce paramètre entraı̂ne
l’instabilité du régulateur. Pour des variation de 10% autour de la valeur nominale defn les solutions
sont garanties stables et assurent une performance nettement supérieure au régulateur sous-optimal.
L’analyse de la Fig.6.11 permet aussi d’inférer qu’une erreurvers le bas, c’est-à-dire, prendre une
valeur defn inférieur à la vraie fréquence de résonance du DM est moins pénalisant.
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6.7 Aperçu ǵenéral des ŕesultats des articles soumis sur la prise en
compte de la dynamique des MD

L’article [Correiaet al., 2008b] propose un résultat de commande optimale pour la prise en
compte de la dynamique miroir en définissant un modèle d’état qui est non minimal. Dans cet article
les observationszk coı̈ncident avec les mesuresyk. Un état à 10 composantes est obtenu, alors que
[Correiaet al., 2009b] condensent l’état à 8 composantes. C’est d’ailleurs cette dernière version qui
est présentée dans ce mémoire. Une dynamique du premier ordre pour la perturbation et la dynamique
des MD est analysée. Des courbes de performance en énergiecohérente en fonction de la constante
de temps du MD y sont présentées afin de montrer l’apport de la commande optimale.

[Correiaet al., 2010] généralisent ensuite le formalisme aux modèles d’ordre deux et l’utilisent
dans le cadre de l’application au ELT Européen où les perturbation sont celles dû au vent, donc de
variance bien plus élevée que les perturbation de phase d’origine purement atmosphérique. Ce cas
particulier est traité dans la section suivante.

L’article soumis [Correiaet al., 2009c] reprend la formulation de l’article précédent en rajoutant
une étude de robustesse et des explications supplémentaires sur la commande modale des MD avec
dynamique non négligeable. L’innovation par rapport aux cas considérés précédemment est l’inclusion
des perturbations dues au vent, déjà discutées à la section 6.4.1, et l’évaluation des erreurs de
modélisation au moyen du simulateur Monte Carlo avec série temporelle non issue d’un modèle
connu.

Le double correcteurwoofer-tweeterest traité dans [Correiaet al., 2009d], où des dynamiques
du premier ordre montrent le concept. Dans ce mémoire l’analyse est généralisée aux dynamiques
d’ordre deux puis appliquée au cas de l’instrument NFIRAOSpour le TMT.

6.8 Le ELT Européen : dynamiques du second ordre

L’ELT Européen est un télescope adaptatif : sa conceptionoptique inclut en effet plusieurs miroirs
pré-focaux [Gilmozzi et Spyromilio, 2008]. Plus précisément le couple M4/M5 est composé d’un
miroir avec 5000-7000 actionneurs et d’un miroir, en l’occurrence M5, de stabilisation de champ.
Ce miroir plan exécute des mouvements de basculement pour compenser les effets cumulés de la
turbulence atmosphérique et de l’impact du vent.

Les modèles à éléments finis actuels ne considèrent pasles supports des miroirs ni l’ensemble de
la structure mécanique. Une discussion plus élargie sur la modélisation des composant adaptatifs se
trouve dans [Gasmiet al., 2008].

L’ensemble des résultats dans cette section ont fait objetde l’article [Correiaet al., 2010]. Les
résultats principaux présentés dans le cadre de cet article sont rappelés dans les deux sous-sections
suivantes. Les exemples sont présentés pour des modèlesde perturbation et MD du second ordre.

6.8.1 Simulation avec mod̀ele de perturbation identifié

Pour commencer, supposons que le modèle de perturbation est connu. Autrement dit, la perturba-
tion φtur(t) dans la Fig.6.7 est la sortie du modèle linéaire défini par l’Eq. (6.38) et encapsulé par
le bloc PERT. Ce modèle est identifié à partir de la DSP temporelle des perturbations dues au vent,
représentées sur la Fig.6.4, selon la procédure détaillée dans la section6.4.1.

Le régulateur étant synthétisé à partir de ces paramètres identifiés, il s’agit donc d’un cas de
cohérence perturbation/modèle pour la commande. Dans cette configuration, les erreurs de modèle ne
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sont pas évaluées. Dans l’ensemble des simulations qui sesuivent, le temps d’intégrationTs = 2 ms
est adopté.

La Fig.6.14compare la performance atteinte par le régulateur optimalet sous-optimal et ce pour
les calculs analytiques et simulations Monte Carlo. Les valeurs de référence sontξ = 0, 01 pour
l’amortissement etδ = 200nm rms pour le niveau de bruit aux bords de la pupille du télescope (se
référer à la section2.5.1.1pour la définition du bruit de mesure).

Pour une série temporelle dont la variance empirique est de280 mas rms6, le régulateur optimal
atteint un plateau aux alentours de 3.5 mas rms, pour toute laplage de valeurs de fréquence
de résonancefn considérée. Ceci représente une réjection d’environ deux ordres de grandeur en
amplitude.

Comme attendu, le régulateur sous-optimal présente une performance moins impressionnante qui
varie de 4 à 6,5 mas rms. De plus, un point remarquable concerne la stabilité. Elle est limitée à la région
fn ∈ [100 − 220]Hz. Comme on pouvait s’y attendre, pour le régime stable lescalculs analytiques et
la simulation Monte Carlo donnent des résultats quasi identiques.

L’amélioration de performances obtenue par le régulateur optimal a deux origines : 1) du côté de
l’observateur la dynamique est prise en compte, résultanten une estimation de l’état plus précise et
rigoureuse et 2) la commande optimale, partant de la connaissance de la dynamique du MD, utilise en
plus deφ̄k+1, la phase moyenne pondéréeϕ̄k+1 et l’état interne du MDxm afin de minimiser l’écart
à tout instant entre la perturbation et la déformation du MD. Un comportement oscillatoire peut ainsi
être pris en compte et les oscillations fortement atténu´ees. Puisque le régulateur intermédiaire établi à
la section6.6vis-à-vis du régulateur sous-optimal ne représente pasune amélioration significative des
performances, ceci renforce l’usage de la solution optimale en détriment de solutions plus simples. La
comparaison se fait uniquement entre la solution optimale et sous-optimale, consistant, on le rappelle,
à négliger totalement la dynamique du MD.

6.8.2 Śerie temporelle indépendante du mod̀ele

Soit maintenant le cas incohérent. La perturbation prise pour entrée n’est pas issue d’un modèle,
au moins d’un modèle connu. C’est une série temporelle dont l’acronyme, pour commodité, sera WB
pourwind buffeting. Se référer à la section6.5pour plus de détails sur l’utilisation du simulateur dans
ce scénario.

Les paramètres utilisés pour la construction du modèle pour la commande sont identifiés à partir
des DSP de la perturbation (représentée sur la Fig.6.4) et modèle du MD comme cela a été détaillé
dans la section6.4.1. La différence est que la série en entrée reste celle original et non la série identifiée.
Cette configuration permettra d’évaluer les erreurs de modélisation de la perturbation en plus des
erreurs temporelle et d’estimation. La Fig.6.15présente, pour deux niveaux de bruit, la performance
du régulateur optimal.

Les erreurs de modélisation rajoutent approximativement0,5 et 1 mas rms pour le casδ = 200
nm rms etδ = 800 nm rms respectivement. Ces résultats suggèrent que les paramètres du modèle de
perturbation ont été choisis de manière judicieuse puisque la contribution de cette dernière erreur aux
précédentes est faible.

Afin de s’assurer du bon choix des paramètres du modèle de perturbation proposé dans la
section6.4.1, deux autres modèles de perturbation ont été choisis avec des facteurs de décorrélation
de1/5 et5 fois le modèle nominal trouvés pour5× Ts.

6Simulation ESO [Sedghi, 2007].
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La Fig. 6.16 présente les résultats de performance obtenus. Dans les deux scénarios une erreur
additionnelle est commise, ce qui confirme le choix initial,dit nominal.

En outre, étant donné qu’une variation importante de performance est observée selon le modèle de
perturbation considéré, ceci souligne clairement l’importance de connaı̂tre, avec une bonne précision,
les paramètres de la perturbation afin de synthétiser un r´egulateur performant.
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FIG. 6.16 – Comportement du régulateur optimal en fonction desparamètres choisis pour le modèle
de perturbation. Gauche : performance en mas rms. Droite : courbes d’auto-corrélation des modèles
pris pour la synthèse. Le modèle nominal garantie l’erreur minimale.

6.9 NFIRAOS, woofer-tweeter pour le TMT

Le système NFIRAOS du TMT est composé d’un miroir déformable conjugué du sol avec
60 actionneurs [Herriot et al., 2005, Herriot et al., 2006]. Ce miroir est installé sur une plate-forme
tournante sur deux axes perpendiculaires. La plate-forme,avec une bande passante de l’ordre de 20 Hz
fait office de woofer, puisque les modes du TT sont déchargés du MD vers celle-ci. Les caractéristiques
dynamiques du woofer ne permettant pas de corriger la totalité du TT (atmosphérique ou autre), il
faut une commande coordonnée des deux composants pour obtenir la meilleure correction. Puisque le
tweeter présente une limitation de course, l’objectif estde décharger autant que possible le TT sur le
woofer.

[Véran et Herriot, 2006] proposent un régulateur basé sur un double intégrateurpour réduire au
mieux le TT résiduel après correction par le woofer. La boucle fermée est stable (les gains sont ajustés
en conséquence) et ce régulateur permet une forte atténuation de la perturbation.

Le système NFIRAOS s’inscrit tout naturellement dans la problématique présentée à la section6.3
sur le woofer-tweeter, puisque le tweeter peut être considéré infiniment rapide alors que le woofer
souffre d’une dynamique temporelle du second ordre. Pour cecas de figure, la fonction de transfert
du woofer est

Hw(s) =
ω2

0

s2 + 2ξω0s+ ω2
0

, (6.126)

avecω0 = 2π14 rad/s etξ = 0, 35. La valeur de l’amortissement étantξ <
√

2/2 indique qu’une
fréquence de résonance est observable - Fig.6.17-droite.
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FIG. 6.17 – Gauche : DSP du TT atmosphérique et du TT induit par levent (considéré comme la sortie
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perturbation totale.
Droite : Diagramme de Bode du woofer du système NFIRAOS. Unefaible résonance d’un facteur
1,525 est observable à la fréquencefr = 13, 1Hz.

La perturbation de phase considérée est conforme à celleprise par [Véran et Herriot, 2006] avec
DSP sur la Fig.6.17-gauche définie par un filtre du second ordre avecωtur

0 = 1Hz etξtur = 0, 71 (ne
pas confondre ce modèle du second ordre pour la perturbation avec le modèle du second ordre de la
dynamique du MD). A partir de ces paramètres le modèle stochastique de l’Eq. (6.38) est totalement
défini.

Le TT résiduel calculé comporte deux composantes : l’une due à la phase résiduelle et autre due
à la propagation du bruit au travers de la boucle d’asservissement, comme cela a été expliqué à la
section2.8. Sur la Fig.6.18, l’évolution du TT résiduel en fonction du bruit de mesurepour différents
temps de trameTs est visualisée.

Ces résultats sont à comparer à ceux de [Véran et Herriot, 2006] avec une différence significative :
le terme de propagation de bruit, qui joue un rôle crucial etcontribue pour une part non négligeable
du budget total d’erreur. On constate que l’erreur est inférieure à 1mas rms pour des fréquences de
trame supérieures à 400Hz et ce pour des niveaux de bruit de40-60 nm aux bords de la pupille.

Sur la Fig.6.19 sont représentées les trajectoires temporelles du woofer-tweeter de NFIRAOS.
Elles ont été obtenues pour un rapport d’énergie de commande de 10, soitEn (uw) = 10 En (ut).

Un avantage de l’approche optimale est qu’elle permet aisément de définir un seuil pour la course
maximale du tweeter (sous l’hypothèse qu’entre commande et course il y a une relation linéaire). Le
régulateur ainsi déterminé fera la répartition des charges de façon à respecter les contraintes de course
imposées.

Des saturations soit sur la course soit sur l’amplitude de lacommandeu n’ont pas été traitées dans
ces travaux. [Kulcsáret al., 2008] montre que ces contraintes peuvent aussi être incorporées dans
l’approche LQG avec des bénéfices en performance considérables.

Un résultat remarquable est obtenu en appliquant un rapport de commande variable au woofer
et au tweeter. La Fig.6.19-droite montre précisément que la présence du tweeter permet en effet de



6.9 NFIRAOS, woofer-tweeter pour le TMT 209

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9
Performance du woofer tweeter

σ T
T
, [

m
as

 r
m

s]

δ, bruit aux bords de la pupille, [nm]

 

 

800Hz

400Hz

200Hz

100Hz

50Hz

FIG. 6.18 – TT résiduel en mas rms en fonction du bruit de mesure aux bords de la pupille, pour
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monter en performance : en balayant le rapportα/β ∈ [10−4, 1], une variation de 0,1 milliarcseconde
est observée (pour une perturbation avec un total de 21 mas rms sur la Fig.6.17-gauche).

Une approche similaire pourrait être appliquée au doublecorrecteur M4-M5 prévu pour l’ELT
Européen [Vernetet al., 2008]. Le miroir quaternaire joue le rôle du tweeter avec ses 6000-8000
actionneurs tandis que M5 est un miroir plan de stabilisation de champ. Ce serait l’étape suivante
de l’analyse présentée à la section6.8 où, les perturbations dues au vent sont très intenses
[Hubin et al., 2007]. L’apport d’une commande spécifiquement adaptée est d’autant plus important
que les enjeux en stabilité et performance sont ambitieux.

6.10 Bilan et discussion

Le problème de commande optimale à variance minimale en présence de MD avec dynamique a
été présenté. Ce problème a été résolu dans le cadrede l’approche LQG, où on a pu généraliser de
façon tractable la solution du cas infiniment rapide aux MD avec dynamique linéaire du premier et du
second ordre. Une approche modale a été suivie, car les modèles à éléments finis actuels suggèrent
que la dynamique des MD n’est associée qu’à un ensemble réduit de modes propres. Une structure de
commande optimale pour modes lents et modes rapides dont la dynamique peut être négligée a donc
été proposée. L’extension de la solution aux correcteurs à double étage a de plus montré la souplesse
de l’approche qui peut s’étendre à plusieurs MD avec des caractéristiques dynamiques différentes.

L’efficacité de la commande optimale a été validée par les résultats obtenus en simulation. La
solution optimale assure une variance de phase résiduelleminimale, avec des gains de stabilité en
boucle fermée qui lui permettent d’être envisagée pour une famille de problèmes plus élargie.

En comparaison à la solution sous-optimale consistant à projeter orthogonalement la phase
moyenne sur l’espace miroir, la supériorité de la solution optimale a été nettement illustrée grâce aux
résultats analytiques et de simulations Monte Carlo. La robustesse de la solution optimale confirme
l’attractivité de la méthode, puisqu’une méconnaissance des paramètres aux alentours de ses valeurs
nominales (de plus d’un facteur2 pour la constante de temps et de±10% pour la fréquence de
résonance) n’entraı̂ne ni la déstabilisation du régulateur ni des pertes en performance au-delà de ce
que l’on obtiendrait avec la solution sous-optimale.

Les résultats issus du simulateur Monte Carlo corroborentla procédure de choix de paramètres du
modèle de perturbation : un écart face aux paramètres nominaux augmente les pertes de performance.

Une intuition préalable sort aussi renforcée : la dynamique étant bien gérée par la commande
optimale, une relaxation des contraintes de fabrication des MD peut être envisagée, un résultat
particulièrement intéressant pour les constructeurs engagés dans la mise en œuvre de MD pour les
ELT.

Néanmoins, la caractérisation des éléments requis pour la synthèse de la commande optimale,
notamment des spectres de perturbation et de modèles de la dynamique des MD valables au-delà des
fréquences d’actuation envisagées (plusieurs centaines de Hertz) sont à l’heure actuelle rares. Pour
pallier ce manque d’information, une possibilité logiqueest d’instrumentaliser les composants dans
le but de superviser leur comportement et ainsi fournir les moyens d’adapter le régulateur en ligne.



Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Conclusion ǵenérale

La conception de télescopes de tailles de l’ordre de 30-50mrepose sur la possibilité de s’affranchir
de la principale limitation physique ayant un impact sur lesimage acquises : l’atmosphère terrestre.
Pour cela, des systèmes d’optique adaptative post-focauxfurent tout d’abord proposés et maintenant
les télescopes deviennent adaptatifs en eux mêmes.

La conception de systèmes d’OA pour de tels télescopes pr´esente de nouveaux enjeux auxquels
ils sont confrontés aujourd’hui. Toute une nouvelle gammede concepts d’OA est à l’étude visant des
objectifs scientifiques divers : l’évolution et morphologie des galaxies a motivé la conception d’OA
grand champ ; l’identification et étude des propriétés deplanètes extra-solaires, a motivé la conception
de systèmes d’OA à haute dynamique. Ces nouveaux conceptssont plus complexes et font appel à des
composants de plus grandes dimensions physiques et avec un plus grand nombre de degrés de liberté
(GNDL) pour affiner la correction. Le nombre de degrés de liberté de ces nouveaux systèmes est de
trois à cinq ordres de grandeur plus important que sur les systèmes actuels.

Le travail de thèse présenté dans ce mémoire a pour objectif de
traiter le problème de commande multivariable en temps réel de ces
systèmes. Dans ce but, des stratégies qui se penchent à lafois sur
l’aspect GNDL et à la fois sur la dynamique temporelle des composants
actifs ont été proposées. Le problème de commande des OAétant à
multiples facettes, ces deux aspects ont été traités de manière séparée.

Ainsi, le formalisme général de reconstruction et commande en OA
optimisant le rapport de Strehl a été reformulé, en s’appuyant sur des
résultats récents dans le domaine. La démarche globale est visualisée
sur la figure ci-contre.

Dans un premier temps, le chapitre3 aborde le problème de
reconstruction statique par des approches Fourier. On propose un cadre
théorique pour présenter de façon unifiée les différentes approches
(filtres et méthodes d’extension). On propose notamment une nouvelle
modélisation « exacte» du problème direct (consistant à définir
l’équation de mesure propre de l’analyseur Hartmann-Shack (HS), plus
précisément les gradients de phase) dans le domaine des fréquences
spatiales. Concernant l’adaptation de la pupille annulaire des télescopes à l’utilisation de la
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transformée de Fourier rapide on propose dans [Correiaet al., 2007] des méthodes d’extension issues
des contraintes physiques imposées par les hypothèses dephase périodique et à bande fréquentielle
limitée. Toujours dans cette perspective, une méthode d’extension itérative utilisant des transformées
de Fourier (TF) à été proposée dans [Correiaet al., 2008a] ; cette méthode est basée sur une
modification de l’algorithme d’extrapolation spectrale deGerchberg. Elle est applicable à toutes les
configurations simplificatrices du HS et s’avère la plus robuste ; elle tend de plus a se comporter
plus avantageusement en faible flux, en présence d’obstruction centrale du télescope et en termes de
structure de la FEP longue pose. Cependant, le nombre total d’opérations est accru malgré l’utilisation
de la TF rapide. Néanmoins, la méthode de reconstruction de front d’onde étudiée réduit en effet la
complexité calculatoire deO(n2) des algorithmes classiques consistant à multiplier le vecteur de
mesures par une matrice de commande enO(n log(n)) grâce à l’utilisation des TF rapides.

L’étude comparative menée en boucle ouverte par simulations de Monte Carlo a permis la
caractérisation de la performance optique de cette méthode de reconstruction en fonction de
l’extension, du filtre reconstructeur, de la magnitude de l’étoile guide et du pourcentage d’obstruction
centrale. De plus, les performances ont été comparées àcelles des méthodes classiques. En employant
des modèles moins fins que ceux des méthodes classiques et malgré l’extension des pentes en dehors
de la pupille, la différence en rapport de Strehl à 2,2µm s’élève au maximum à 5% vis-à-vis des
méthodes classiques et ce pour toutes les combinaisons de filtre/extension testées.

L’adaptation au fonctionnement en boucle fermée a été analysée. On a plus précisément proposé
l’utilisation d’un intégrateur avec modification soigneuse desa priori pour ce régime d’opération.

L’étude réalisée en collaboration avec l’Observatoired’Arcetri a abouti à la première utilisation
des méthodes Fourier avec l’analyseur à pyramide. Les résultats ont été rassemblés dans le travail
conjoint avec [Quirós-Pachecoet al., 2009].

Un contexte d’utilisation envisageable des« reconstructeurs Fourier» sont les systèmes à haute
dynamique : c’est le cas de l’instrument GPI qui sera installé prochainement sur le télescope Gemini
et à plus long terme, cela concerne aussi l’instrument EPICS en cours de conception pour le futur ELT
Européen.

Cependant, la reconstruction statique de front d’onde associée au régulateur à action intégrale ne
sont bien-sûr pas optimaux vis-à-vis du rapport de Strehl.

On s’est intéressé ensuite aux méthodes d’estimation dynamiques de la phase et de commande en
boucle fermée. La commande optimale de type Linéaire-Quadratique-Gaussien (LQG) en OA établi
dans les travaux menés par l’ONERA et le laboratoire L2TI (Univ. Paris 13) a été simplifiée au chapitre
4 en vue de l’application aux systèmes à grand nombre de degrés de liberté (GNDL).

L’approche LQG utilise un formalisme d’état pour décrirel’ensemble de la dynamique du
système. Les modèles d’évolution temporelle de phase sur lesquels s’appuie la solution optimale
ont été revisités. Un formalisme pour le choix de paramètres des modèles auto régressifs a été
établie ; ces paramètres doivent être choisis de telle sorte que le voisinage de zéro de la courbe
d’autocorrélation s’ajuste au mieux à celle théorique et/ou mesurée. On constate que le choix réalisé
par [Le Rouxet al., 2004] et [Petit, 2006] consistant à ajuster la décorrélation à 1/e du temps de
cohérence de chaque polynôme de Zernike est proche de l’option que l’on propose ; cela justifie le
comportement fiable observé lors de simulations numériques et en application expérimentale.

Le formalisme d’état a permis de réinterpréter d’autresméthodes alternatives de commande,
notamment l’intégrateur, lePOLC et le FrIM+IMC . Ceci avait pour objectif de mettre en évidence
leurs avantages et inconvénients, plus précisément en ce qui concerne la perte d’optimalité en faible
RSB.
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La réduction de la complexité des opérations de la commande LQG hors ligne et temps réel a été
abordée au chapitre5. Une première tentative de réduction du coût de calcul consiste à simplifier la
résolution de l’équation de Riccati d’estimation hors ligne. En revenant sur la modélisation du chapitre
3, une représentation creuse a été proposée pour les opérateurs intervenant dans la commande LQG
permettant également de gagner sur le calcul en ligne. L’écriture de la solution optimale a été ensuite
adaptée à l’utilisation de méthodes numériques itératives rapides. Pour cela il a fallu approximer la
solution de l’équation de Riccati qui a été remplacée par un opérateur spectral creux ; ceci évite donc
de résoudre la Riccati et rend effectivement compte de la r´egularisation du problème.

[Correiaet al., 2009a] présentent une étude comparative des représentationsclassiques et creuses
(sans approximations). Comme première observation, on constate que la performance en rapport de
Strehl n’est pas modifiée par la modélisation en base zonale et qu’elle tend même à s’améliorer. Ceci
est dû au fait que le conditionnement des opérateurs linéaires creux est plus avantageux du point de vue
numérique que l’utilisation classique des polynômes de Zernike. Deuxièmement, l’approximation de
la solution de la Riccati d’estimation par un opérateur spectral motive alors l’utilisation d’une méthode
itérative pré-conditionnée en espace de Fourier. Pour cela les propriétés exploitées au chapitre3 ont
été encore une fois mises à profit pour aboutir à l’algorithme de la commande LQG avec mise en place
des gradients conjuguées pré-conditionnés en Fourier (LQG-FD-PCG).

Les résultats de simulation en boucle fermée sont très encourageants car les pertes engendrées par
les différentes approximations se chiffrent au dessous de1% en SR, pour un système d’OA classique.

Grâce à l’utilisation des FT rapides, ces algorithmes pr´esentent une complexité deO(n log(n)),
donc assez attractifs surtout pour les OA des futurs ELT.

Enfin au chapitre6 l’hypothèse sur la rapidité infinie des miroirs déformables a été relâchée.
Autrement dit, le nouveau problème de commande optimale pour une boucle d’OA avec des miroirs
lents a été étudié.

En ramenant le traitement à une synthèse LQG discrète standard, on a démontré l’équivalence
entre problème à temps continu et à temps discret. Une solution générale à variance minimale a été
formulée dans le cadre de cette approche.

On a étudié un cas particulier de miroir pré-focal pour l’E-ELT, plus précisément le miroir
quaternaire adaptatif. Les perturbations considérées sont celles dues à l’impact du vent sur la
structure, deux à trois ordres de grandeur plus importantes que les perturbations d’origine purement
atmosphérique.

Dans un premier temps, des miroirs avec une dynamique du premier ordre découplée ont été
étudiés (voir [Correiaet al., 2008a] et [Correiaet al., 2009b]). Ensuite l’analyse pour des miroirs
résonants a été effectuée. Les résultats de performance, stabilité et robustesse vis-à-vis de la
connaissance des paramètres a fait l’objet de la publication [Correiaet al., 2010], pour des miroirs
fortement oscillants.

Les résultats analytiques et de simulations de Monte Carloont de plus confirmé le choix plus
performant des paramètres des modèles AR proposé au chapitre 4; on a aussi mis en évidence la
précision avec laquelle les paramètres de la turbulence et du miroir doivent être connus.

La nouvelle solution optimale a été comparée à la commande négligeant la dynamique du MD.
Elle s’avère plus performante, plus stable et plus robuste. Selon le cas applicatif, elle s’avère même
indispensable. On souligne que le traitement formel du problème de commande des OA à variance
minimale avec dynamique du miroir permet de relâcher les contraintes imposées aux constructeurs
de miroirs déformables, car une partie de la dynamique interne peut être gérée de façon optimale au
niveau de la commande.
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Finalement, le formalisme a été étendu afin d’accommoderun double correcteur, communément
dénomméwoofer-tweeter. Ce type de correcteur ont, en générale, une partie de leurespace de
correction en commun. La répartition de la commande devient ainsi un problème mal posé et
non trivial à résoudre. La commande LQG avec pénalisations sur les commandes permet de gérer
de façon optimale la répartition spatio-temporelle de l’effort de commande en tenant compte des
caractéristiques dynamiques tant temporelles que spatiales des miroirs. Cela évite en effet de traiter le
problème de manière sous-optimale en appliquant une répartition trop restrictive par exemple sur la
séparation des fréquences spatiales de correction.

Le cas particulier du WT en étude pour l’instrument NFIRAOSdu projet TMT (télescope de 30
m) a été analysé. Le filtrage optimal du bruit et l’atténuation optimale de la perturbation font que les
résultats obtenus pour cette stratégie de commande sont nettement supérieurs aux approches basées
sur le régulateur intégrateur et double intégrateur.

Perspectives

L’ensemble des travaux présentés dans ce mémoire de thèse soulèvent plusieurs questions et
pointent différentes directions de recherche toujours dans la visée des ELT.

Tout d’abord, l’algorithme de reconstruction dans l’espace des fréquences spatiales présenté et
optimisé au chapitre3 doit encore subir des améliorations supplémentaires pour le rendre au moins
aussi performant (au niveau optique) que les méthodes classiques de reconstruction. Dans un premier
axe, une possibilité concerne la réduction de la complexité du nouveau algorithme d’extrapolation
spectrale ou dans un deuxième axe d’améliorer la performance des méthodes d’extension plus simples
notamment pour les OA avec forte occultation centrale. Récemment, une approche qui combine la base
de Fourier avec une commande LQG a été proposée par [Poyneeret al., 2007]. Une autre direction de
recherche vise à établir la solution optimale en tenant compte du repliement de phase, un travail déjà
poursuivi par l’équipe dans laquelle ces travaux de thèseont été menés.

Le bancHigh-order test bench(HOT) installé à l’ESO permettra à court terme de tester et
comparer expérimentalement les approches Fourier tant pour l’analyseur HS que pyramide.

L’étude théorique pourra se poursuivre en généralisant l’algorithme aux OA tomographiques, tout
en tenant compte de la pupille finie du télescope. Ces travaux sont considérés essentiels pour les
prochains instruments scientifiques de l’ère VLT tels que le projet SPHERE et de l’ère ELT.

L’approche LQG itérative décrite au chapitre4 et adaptée aux GNDL au chapitre5 présente
encore un caractère exploratoire. Elle pointe déjà une direction complémentaire à d’autres stratégies
sous-optimales de commande issues de problèmes de reconstruction statique en boucle ouverte.
L’approfondissement de la commande LQG pour les GNDL peut sepoursuivre par l’optimisation
et évaluation des approximations des opérateurs linéaires qui ont été proposées ici. L’extension de
ces travaux aux OA tomographiques reste un travail à mener.Méthodes numériques héritées des
problèmes rencontrés en météorologie (plus précisément modèles GNDL pour la prévision du temps,
etc.), tels que les algorithmes quasi-Newton peuvent être envisagés à court terme.

Un cadre expérimental où l’approche proposée dans ce mémoire pourrait s’appliquer est la
commande de systèmes d’OA extrême pour le VLT, notamment sur la version optimisée l’instrument
SPHERE upgraded.

L’étude originale de la commande à variance minimale pourles systèmes d’OA à MD de
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dynamique non négligeable, répond à nombre de questionsconcernant la mise en œuvre des ELT.
De même, elle soulève aussi d’autres questions.

La commande modale proposée étant générale, elle doit maintenant être simulée avec un plus
grand nombre de modes ; les couplages inter-modes doivent être pris en compte. Une stratégie intégrée
de commande de modes lents et rapides devra être proposée.

A l’heure actuelle, les deux études sur lesquelles la solution optimale a été particularisée, plus
précisément le couple M4/M5 du futur E-ELT et le système NFIRAOS du TMT, pourront bénéficier
de la généralisation de la stratégie. Toutefois d’autres approfondissements sont nécessaires.

A plus court terme, la caractérisation des modèles de perturbation et de MD aux échelles de temps
visées par l’application doit être réalisée. Un effortconséquent doit donc être apporté sur ce point.

A moyen terme de banc du projet CHAPERSOA permettra de fonctionner avec un MD forcé en
dynamique non négligeable.

A plus long terme, une implantation expérimentale sur des bancs optiques démonstrateurs du
concept WT pour les ELT est envisageable.
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Chapitre 8

Annexes

8.1 Propriétés utiles

Lemme 8.1 Exponentielle d’une matrice.
Pour toute matriceA inversible,∀t ≥ 0

etA =
∑

n≥0

Antn

n!
(8.1)

�

Lemme 8.2 Int égrale de l’exponentielle d’une matrice.
Pour toute matriceA inversible et∀t ≥ 0 [van Loan, 1978]

∫ t

0
esAds = A−1

(
etA − I

)
=
(
etA − I

)
A−1 (8.2)
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Lemme 8.3 SoitQ ≥ 0 etR > 0

(
Q S
ST R

)
> 0 ⇔ Q− SR−1ST > 0 (8.3)

�

Lemme 8.4 Soitx une variable aĺeatoire hilbertienne de matrice de covarianceΣx etQ ≥ 0. Alors

E
{
xTQx

}
= trace (QΣx) (8.4)

où E{·} représente esṕerance math́ematique. �

Lemme 8.5 Soit vk,∀k ≥ 0 un bruit blanc Gaussien discret, c’est-à-dire une śequence i.i.d.
de variables Gaussiennes centrées et de varianceΣv,k ≥ 0. Soit x0 une variable Gaussienne
indépendante dev, etxk,∀k ≥ 0 le processus aléatoire d́efini par l’équation de ŕecurrence

xk+1 = Axk + vk (8.5)
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Alors, pour toutk ≥ 0 la varianceΣx,k vérifie l’équation de Lyapunov discrète

Σx,k+1 = AΣx,kA
T + Σv,k (8.6)

De plus, siA est une matrice de stabilité (c’est-̀a-dire si elle a toutes ses valeurs propres de module ¡1),
Σx,k converge (̀a vitesse exponentielle) vers la solutionΣx,∞ de l’équation alǵebrique de Lyapunov
discr̀ete

Σx,∞ = AΣx,∞A
T + Σv (8.7)

�

Lemme 8.6 Soit vk,∀k ≥ 0 un bruit blanc Gaussien discret etA une matrice de stabilité discr̀ete.
Soitx0 une variable Gaussienne indépendante dev, etxk,∀k ≥ 0 le processus aléatoire d́efini par
l’ équation de ŕecurrence

xk+1 = Axk + vk (8.8)

Soit par ailleursQ ≥ 0 et

Jd = lim
M→+∞

1

M

M−1∑

k=0

xT

kQxk (8.9)

Alors
Jd p.s.

= trace (QΣx,∞) (8.10)

où Σx,∞ est la solution de l’́equation de Lyapunov (8.6). �

Un solveur d’équations différentielles peut donc être utilisé pour évaluer (8.12). Dans certains
cas, on peut aussi envisager d’utiliser les solveurs d’équations algébriques de Lyapunov (disponibles
directement notamment en Matlab) en exploitant ce corollaire immédiat du résultat précédent :

Lemme 8.7 SiAc est une matrice de stabilité, alors la solution uniqueΣ de l’équation alǵebrique de
Lyapunov

AcΣ + ΣAT
c + Σc

v = 0 (8.11)

vérifie

Σ =

∫ +∞

0
etAcΣc

ve
tAT

c dt (8.12)

Si Ac est une matrice de stabilité, ce ŕesultat permet d’exprimer l’intégrale (8.12) comme une
fonction deΣ [Troch, 1988]. En effet, on a

∫ +∞

T
etAcΣc

ve
tAT

cdt =
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0
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0
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e−TAT

c

= e−TAcΣe−TAT
c (8.13)

∫ Ts

0
etAcΣc
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tAT

c dt =

∫ +∞

0
etAcΣc
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tAT

c dt−
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c dt = Σ− e−TsAcΣe−TsAT

c (8.14)
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dynamique des MD
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[Béchetet al., 2006] Béchet, C., Tallon, M., et Thiébaut, E. (2006). FRIM : minimum-variance
reconstructor with a fractal iterative method. In Ellerbroek, B. L. et Calia, D. B., editors,Proc.
of the SPIE - Adaptive Optical System Technologies II, volume 6272, page 62722U.17



222 BIBLIOGRAPHIE
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[Kulcsáret al., 2008] Kulcsár, C., Raynaud, H.-F., Petit, C., et Conan, J.-M. (2008). Minimum
variance control in presence of actuator saturation in adaptive optics. In Hubin, N., Max, C. E.,
et Wizinowich, P. L., editors,Proc. of the SPIE, volume 7015, page 70151G.208
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2.24 Principe de la minimisation de phase résiduelle IGMO.. . . . . . . . . . . . . . . . 50
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3.3 Gaufre localisé, pupille circulaire. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 60
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6.5 Fonctions de transfert du TT et défocus . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 194
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Résuḿe

L’optique adaptative (OA) permet de corriger les effets induits par la turbulence atmosphérique,
qui dégradent la résolution des télescopes et donc la qualité des images. Introduits dans les années
1990, les systèmes d’OA deviennent désormais tomographiques, permettant l’analyse du volume
turbulent pour une correction à grand champ. Ceci s’accompagne d’une forte augmentation de la
complexité des OA des futurs grands télescopes.

Les nouveaux concepts d’OA souvent à grands nombres de degrés de liberté (GNDL) requièrent
des lois de commande innovantes respectant les contraintestemps réel. Plusieurs aspects originaux
sont abordés. Pour les GNDL, le point d’entrée est le choixde la base de représentation de la
phase. Deux voies sont explorées : avec une formulation zonale, des méthodes Fourier sont étudiées
pour la reconstruction statique de front d’onde ; une nouvelle stratégie combinant méthodes Fourier
et méthodes itératives est développée pour adapter la commande optimale linéaire quadratique
gaussienne (LQG) aux GNDL.

On traite ensuite le problème des dynamiques temporelles des grands miroirs déformables. Pour
des dynamiques linéaires, la commande optimale minimisant la variance résiduelle est obtenue comme
solution d’un problème LQG à temps discret. Ceci permet aussi de quantifier la dégradation de
performances pour des commandes sous-optimales. Cette approche est appliquée à la commande des
miroirs de basculement destinés aux grands télescopes. On montre que négliger la dynamique conduit
à une dégradation significative des performances. Une autre application est traitée : la coordination
d’un miroir lent et d’un miroir rapide (concept woofer-tweeter).

Mots Clés : optique adaptative, commande LQG, filtre de Kalman, transformée de Fourier,
reconstruction et analyse de front d’onde.

Summary

Adaptive optics (AO) enables to correct the effects inducedby atmospheric turbulence, which
affect telescopes’ resolution and hence image quality. Introduced in the 1990s, AO systems become
tomographic, allowing to analyze turbulence in volume in order to achieve wide-field correction. For
future large telescopes, this goes together with a sharp increase in complexity.

New AO concepts, often exhibiting large number of degrees offreedom (LNDF), require
innovative control laws compatible with real-time constraints.

Several original aspects are addressed. For LNDFs, the entry point is the selection of a basis for
the turbulent phase. Two directions are explored : with a zonal formulation, Fourier methods for static
wavefront reconstruction are investigated ; a new strategycombining Fourier and iterative methods is
developed to adapt optimal Linear Quadratic Gaussian (LQG)control to LNDFs.

The issue of large deformable mirror’s temporal dynamics isaddressed. For linear dynamics,
the optimal control minimizing residual variance is obtained as the solution of a discrete-time LQG
problem. This also enables to quantify the degradation in performance with suboptimal controllers.

This approach is applied to the control of tip-tilt mirrors developed for large telescopes. It is shown
that neglecting dynamics results in significant performance degradation. Another application is dealt
with : the coordination of slow and fast mirrors (woofer-tweeter concept).

Keywords : adaptive optics, LQG control, Kalman filter, Fourier transform, wavefront reconstruc-
tion
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