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Sommaire

Dans ce mémoire sera présentée une nouvelle méthode numérique envisagée dans le but
d’obtenir le pouvoir thermoélectrique a température finie. Une méthode d’entropie maxi-
male est utilisée, ce qui était une caractéristique requise des équations dérivées. Toutes les
équations nécessaires y sont présentées, ainsi que certaines astuces reliées au prolongement
analytique de quantités bruitées ou de fonctions dont la convergence est lente etc. De plus,
les trois fonctions de corrélation d’intérét y sont calculées de trois facons différentes, avec
les détails et les explications nécessaires. On y présente le cas de la conductivité électrique,
du pouvoir thermoélectrique ainsi que la fonction de corrélation courant de chaleur-courant
de chaleur. L’'implémentation numérique finale s’est butée a des difficultés qui sont ex-

pliquées dans ce mémaoire.

Mots-clés: Physique des problemes a N-corps, fonctions de transport, pouvoir thermoélec-

trique, prolongement analytique
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Chapitre 1

Introduction

De nouvelles facons de calculer les quantités de
transport dans les systemes électroniques fortement

corrélés : A quoi bon?

Il est d’intérét d’étudier les propriétés de transport dans les matériaux a électrons forte-
ment corrélés, que ce soit dans le but d’en faire une utilisation optimale en ingénierie,
ou bien d’améliorer notre connaissance théorique de certains phénomenes physiques fon-
damentaux. Il est nécessaire d’étudier ces propriétés théoriquement avec des modeles ap-
proximatifs dans une certaine limite, bien qu’il demeure indispensable d’avoir recours a des
mesures en laboratoire sur de vrais matériaux. En effet, le but des études numériques est

de nous guider dans la recherche de nouveaux matériaux avec des propriétés intéressantes
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pour I’industrie.

Un des buts intéressants serait de trouver le meilleur matériau thermoélectrique possi-
ble. La thermoélectricité est, comme son nom 1’indique, la transformation de la chaleur
perdue en électricité, qui elle peut étre utile. Des applications réalistes et intéressantes
seraient par exemple la conception de réfrigérateurs et de générateurs de courant, utiles
ou la fiabilité importe davantage que la performance. On pourrait imaginer par exemple
des composantes d’ordinateur thermoélectriques qui se refrigerent elles-mémes ou des ap-
plications pour les stations spatiales ou les satellites qui s’auto-alimentent en électricité. Il
se trouve aussi que les matériaux intéressants sont probablement des matériaux fortement
corrélés ou des semi-conducteurs, des composés intermétalliques de terres rares, tel que
suggéré par Mahan dans cet article important sur le pouvoir thermoélectrique [13]. Cer-
taines classes de matériaux, ont déja été étudié€ avec succes a ’aide de la théorie des bandes
[17], comme ceux dit a structure skutterudite.

L’efficacité thermoélectrique d’un matériau se mesure a 1’aide du facteur de mérite, qui

dépend de ses quantités de transport :

oS?

Z = .
K, + K

(1.1)

Ici k. est la conductivité thermique due aux €lectrons, ; celle du au réseau, o la conductivité

électrique et S le pouvoir thermoélectrique :

_ —1Lp(w)
Sw) = T Li(w)’

(1.2)

qui sera discuté davantage dans le chapitre 3. Les quantités L, et L;; correspondent aux
fonctions de transport dont il sera aussi discuté dans le chapitre 3. On note alors que
pour obtenir un facteur de qualité optimal, il est nécessaire d’augmenter la conductivité

électrique ou le pouvoir thermoélectrique, ou de diminuer la conductivité thermique du
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matériau. Il a été démontré que la diminution de la conductivité thermique due au réseau est
limitée [1&]. En ce qui concerne les métaux ordinaires, ils n’ont pas la capacité de fournir
un pouvoir thermoélectrique important. Les métaux simples ont la symétrie particule-trou
autour du niveau de Fermi et donc un pouvoir thermoélectrique presque nul. Par exemple,
dans les métaux les plus connus, 1’argent et le cuivre ont des coefficient de Seebeck de
1,5 uV/K et I’aluminium de —1,5 uV/K seulement. Pour une efficacité vraiment utile il

faudrait des coeflicients de I’ordre des milliers plutdt que de 1’unité.

Ici on vise plutdt I’obtention d’un matériau a S maximal. Plus spécifiquement, le but
de ce travail était de vérifier la faisabilité d’une nouvelle méthode pour obtenir le pou-
voir thermoélectrique en fréquences réelles, la seule quantité véritablement comparable a
I’expérience. La méthode pourrait étre utilisée pour calculer le pouvoir thermoélectrique
de tout type de matériau, tant que 1’on soit en mesure d’obtenir des données numériques
adéquates (voir le chapitre 2 sur les méthodes de simulation numériques utilisées, section
2.2). Dans le cas de ce mémoire, on vise I’obtention de résultats pour des matériaux du
type isolant de Mott dopés a réseaux cubique face centrées. Il se trouve que le pouvoir
thermoélectrique, étant constitué¢ d’une fonction de réponse calculée avec deux opérateurs
de courant différents, (se référer a la section 3.4.3 pour davantage de détails) n’a pas un
poids spectral défini positif. On a alors des problemes avec le processus de prolongement
analytique (4.3) lorsque I’on veut procéder avec une méthode d’entropie maximale (4.1).
En effet, les calculs numériques sont généralement faits en fréquences de Matsubara ou en
temps imaginaire en ce qui concerne le Monte-Carlo (2.4) et ce n’est pas possible de faire
un prolongement analytique directement dans ce cas. On procede alors avec une méth-
ode utilisant les approximants de Padé (4.2.1), ou une méthode d’entropie maximale, ce
qui est la méthode la plus stable lorsque les données numériques n’ont pas une précision

numérique assez grande. La méthode d’entropie maximale requiert cependant le traitement
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de fonctions avec des poids spectraux positifs. Il est bien entendu possible de contourner
ce probleme en calculant les fonctions de corrélation en fréquences réelles avec les poids
spectraux a une particule lorsqu’il n’y a pas de corrections de vertex. Cependant, le but
ultime serait d’envisager les calculs en incorporant des corrections de vertex. Ceci se plus
facilement en fréquences imaginaires lorsqu’on considere directement les diagrammes de
Feynmann ci-dessous [ 1], qui se veulent des corrections supraconductrices a la conduc-

tivité ordinaire.

Figure 1.1 — Diagrammes d’Alamazov-Larkin (gauche) et de Maki-Thompson (droite)

.OD

Ce travail de maitrise a été divis€é comme suit. Tout d’abord, des tests préalables ont di
étre réalisés pour comprendre davantage le nouvel outil de prolongement analytique utilisé,
congu par Dominic Bergeron, lors de son post-doctorat au sein du groupe de travail. 1l était
question de ce qu’il permettait d’obtenir comme résultats et quelles étaient les conditions
nécessaires a 1I’obtention de résultats fiables. Il s’est avéré que le prolongement analytique
n’est pas une tiche numérique facile, et que ceci est hautement sensible a la qualité des
données numériques. Tout d’abord la méthodologie y est expliquée sommairement, dans le
but de permettre une compréhension de la théorie sur le transport. Les fonctions de Green a
température finie y sont brievement expliquées, ainsi qu’un des solutionneurs d’impuretés
utilisé. La méthode pour simuler un réseau, le théorie du champ moyen dynamique y est
aussi présentée. Par la suite, la théorie du transport en problemes a N-corps, les notions
préalables, et la méthode utilisée pour dériver les équations y sont présentées. Les calculs
plus lourds et détaillés sont placés en annexe. Ensuite, les deux principales méthodes de
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prolongement analytique sont expliquées, ainsi que la méthode envisagée pour résoudre la
problématique principale qui consiste a obtenir des résultats avec une méthode de prolonge-
ment analytique par entropie maximale. Pour terminer, les résultats obtenus sont présentés
ainsi que les problemes rencontrés et de possibles solutions pour ainsi améliorer la méth-

ode.
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Chapitre 2

Méthodologie

Pour comprendre le calcul des fonctions de réponse tel que présenté dans le chapitre sur
la théorie du transport 3, il est nécessiare d’avoir une compréhension de base des fonctions
de Green et de certains théorémes et outils fondamentaux du probléme a n-corps, tel que le
formalisme a température finie et le modele de Hubbard. Un tres bref résumé des définitions
clés nécessaires seront présentées. De plus, deux méthodes numériques indispensables dans
ce domaine, nécessaires au calcul de la fonction de Green locale avec interactions et a la
simulation sur un réseau atomique étendu seront résumées. Ce sont les méthodes ayant
permis I’obtention de fichiers de données de départ, nécessaire a tout calcul de quantités
de transport. La premiere étant la méthode de champ moyen dynamique pour simuler un
réseau atomique, et le Monte-Carlo quantique en temps continu, qui permet de calculer la

fonctions de Green locale.
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2.1 Fonctions de Green

2.1.1 Fonctions de Green en temps réel

La fonction de Green, objet mathématique fondamental en physique théorique, se veut
une fonction de réponse pour la fonction d’onde. Elle est analogue aux fonctions de Green
dans le contexte des équations différentielles, d’ou son nom. La fonction de Green classique
a ce role de propagateur pour la fonction d’onde évoluant dans le temps. Dans le cas du
probleme a N-corps, c’est-a-dire dans le cadre de la seconde quantification, le parallele avec
I’évolution de la fonction d’onde est moins évident a établir. Son calcul est évidemment
beaucoup plus compliqué, et rarement I’on peut s’en tirer a 1’aide de calculs analytiques,
sauf dans quelques cas limites tres approximés. On définit la fonction de Green en temps

réel dans le probleme a n-corps comme :

Gi(r, ;v 1) = =i ({y(r, 0,4 @', HH o - 1), (2.1)

olt les opérateurs i et /' sont respectivement les opérateurs de destruction et de création des
électrons. Cette fonction est appropriée pour décrire les fermions, d’ou I’anti-commutateur
satisfaisant le principe d’exclusion de Pauli, lors de I’échange des opérateurs fermioniques.
La fonction de Green est dite retardée, ou causale, ce qui est assuré par la fonction théta
de Heaviside. La fonction de Green avancée en temps réel existe aussi, mais c’est la re-
tardée qui est le plus souvent utile, qui a un sens physique plus pratique. La moyenne est

prise thermodynamiquement avec la matrice de densité du systeme. S’il y a invariance sous
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translation dans le temps une forme plus commode a évaluer est :

GR(I' t r, t’) - Tr[{e_ﬁ(H—llN) w(r’ t)’ w"'(r/, t,)}]g(l' _ t,)
s by Ly ~ ,

(2.2)
ou la moyenne thermodynamique a été explicitée, et est prise dans 1’ensemble grand-

canonique :

~BH-pN)
0y = 1 Zﬂ o 2.3)

La fonction de Green permet d’obtenir le poids spectral, généralisation de la densité d’états
pour un systeme a plusieurs particules et en présence d’interactions. On a la relation tres
importante suivante, dans I’espace des vecteurs d’onde et des fréquences, qui sont générale-

ment les plus pertinentes pour I’analyse physique et les comparaisons avec 1’expérience :
Ak, w) = -2 Im[G"*(k, w)]. (2.4)
Le poids spectral est normalisé a I’unité, c’est-a-dire,

do’ ’ T
ng(k,a) ) ={a. o h = 1. (2.5)

Dans le cas sans-interaction seulement, ¢’est un delta de Dirac, puisqu’ajouter une particule
(ou un trou) dans un état propre de quantité de mouvement ne peut résulter en un état propre
d’un probleme a N-corps que si les moments individuels sont conservés, ce qui est un cas
sans interaction. De plus, en effectuant la somme sur les vecteurs d’onde du poids spectral
on retrouve la densité d’états locale d’un systeéme. Dans une expérience de photoémission,
il est aussi possible de relier la section efficace d’éjection d’un électron de quantité de
mouvement K; et d’énergie w au poids spectral, ce qui fait donc un lien entre une expérience

et la théorie en problemes a N-corps. K| est la quantité de mouvement de I’électron parallele
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au plan d’éjection. Sans entrer dans les détails de la preuve, on a I’équation suivante :

2

0QIw

< f(w)Ak), w). (2.6)

2.1.2 Fonctions de Green de Matsubara

Les fonctions de Green de Matsubara servent a décrire la mécanique quantique a tem-
pérature finie. L'idée provient d’une analogie entre la physique statistique, ou la tempéra-
ture est statistiquement décrite par une exponentielle réelle contenant la température et la
mécanique quantique ou on décrit 1’évolution temporelle avec un facteur exponentiel du
temps multiplié par ’'unité imaginaire. Il se trouve bien des circonstances ol les calculs
sont plus simples s’ils sont faits directement dans 1’espace des fréquences imaginaires,
dites de Matsubara. Tout dans cette maitrise étant effectué a température finie, un traite-
ment en fréquences de Matsubara est nécessaire. La fonction de Green de Matsubara en

temps imaginaire, dans I’espace des vecteurs d’onde est définie comme :

Gk, 7~ 7) = Tk, 1)y (k7))
= — Wk, DY (k7)) 0T — ) + (¢ (&, Tk, 1)) (7' ~ 7). 2.7

Le temps imaginaire est défini sur I’intervalle [0, 8), et la moyenne thermodynamique est
prise comme a I’équation 2.3. L’évolution temporelle des opérateurs de champs est donnée
par Y(k,7) = e™® y(k) e avec K = H — uN et 7 := —Im ¢t = it le temps imaginaire.
On définit la transformée de Fourier, ou de Matsubara, comme la transformation de Fourier

discrete habituelle comme suit :

1 .
Gk.7) = 2 D e TGk, iw,), (2.8)

n

10
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ou les fréquences de Matsubara sont impaires pour les fermions w, = (2n + 1)n/B, n €
N. Pour les bosons on aurait plutdét w, = 2mn/B, m € N. On retrouve alors des pro-
priétés d’antipériodicité pour les fonctions fermioniques et de périodicité pour les fonctions
bosoniques. Trouver GX(k, w) le long de I’axe réel a partir de la fonction de Matsubara
est un probleme de prolongement analytique. G. Baym et N.D. Mermin [3] ont démontré
par arguments mathématiques que si G(z) est analytique sur le demi-plan supérieur des
fréquences et que lim,,, zG(z) = C ou C est une constante, le prolongement analytique
est bien défini. C’est-a-dire qu’une seule fonction en fréquences réelles correspond a la

fonction en fréquences imaginaires lorsqu’on procede a la limite suivante :
GR(k, w) = lirgl gk, iw, — w+in). 2.9)
n—0+

Par contre I’opération demeure instable numériquement, et des méthodes sophistiquées
doivent étre envisagées lorsque que les calculs s’effectuent sur des données numériques, ce

qui est le sujet du chapitre 4.

11
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2.2 Théorie du champ moyen dynamique (DMFT)

2.2.1 Introduction

La méthode du champ moyen dynamique permet d’obtenir la fonction de Green d’un
réseau atomique infini a partir de la fonction de Green d’un seul site. La physique de ce site
est non-triviale. Habituellement, on essaie de calculer la fonction de Green avec interactions
de ce site, qu’on peut modéliser avec le modele de Hubbard (voir section 2.3). Il est alors
nécessaire d’avoir recours a un solutionneur d’impureté (voir la section plus bas sur le
Monte-Carlo quantique en temps continu 2.4). Il existe plusieurs types de solutionneurs
d’impureté. A température finie, le CTQMC, continuous time quantum Monte-Carlo et
I’IPT, la théorie des perturbations itérées, ou les méthodes plus analytiques s’appuyant sur
le groupe de renormalisation sont bien utiles[7]. Dans cette maitrise des données issues
de 'IPT ont été utilisées, ainsi que des données obtenues par CTQMC. Dans le cas des
données obtenues par CTQMC, une variante de la DMFT ordinaire a été utilisée. Celle-ci
est aussi une méthode de champ moyen dynamique, mais 1’on obtient d’abord la fonction de
Green avec interaction sur un amas de site entouré d’un bain plutdt que celle calculée pour
un seul site. Dans ce cas on appelle la méthode la CDMFT, pour cluster dynamical mean
field theory. Cela nécessite des explications supplémentaires, comme pour la périodisation,
un changement de base particulier, et des considérations de la théorie des groupes finies, et

tout ca ne sera pas expliqué ici. Il est mieux de se référer a la revue de David Sénéchal sur

12



2.2. THEORIE DU CHAMP MOYEN DYNAMIQUE (DMFT)

le sujet [20]. Dans le cas des données obtenues par IPT, c¢’est la DMFT ordinaire qui fit

utile cependant.

2.2.2 Comment cela fonctionne

La théorie de la DMFT a été développé par G. Kotliar, A. Georges [7] et de facon
indépendante par M. Jarrell. La DMFT se base sur le modele d’impureté d’ Anderson, qui
est en résumé un seul site d’un modele de Hubbard avec une interaction U dans un bain
d’électrons sans interaction en dimension infinie, ol la self-énergie dépend seulement de la
fréquence. La stratégie réside dans une relation d’auto-cohérence entre la fonction de Green
calculée pour le réseau infini projetée sur un seul site (ou I’amas de sites) et la fonction de
Green complete calculée avec un solutionneur d’impureté. On fait I’hypothese que la self-
énergie de la fonction de Green calculée sur un site est la méme que celle calculée pour le

réseau au complet. On a pour la fonction de Green locale :
1, 0, - -1 .
Gy (iwy) = (Giiwy) - Ziw,). (2.10)

On peut extraire la self-énergie, X(iw,), de 2.10 et I’'injecter dans la fonction de Green
du réseau infini, qu’on projettera sur un site avec une transformée de Fourier appropriée
(voir ci-bas 2.11). On considere donc que I’effet du bain est simplement de faire bouger
les électrons du site vers 1’extérieur et vice-versa. Ci-bas sont présentées les équations des

fonctions de Green globale et locale :

. _ 1
Gk, iw,) = iw, — (k) — X(iw,)

dk 1
2m) iw, — (e(k) — ) — Z(iw,)’

Gii(iw,) = (2.11)

Par la suite il faut vérifier si la fonction de Green projetée et celle en 2.11 coincident. Sinon

il faut modifier Qg(iwn) et recalculer le tout, jusqu’a ce que les deux fonctions de Green

13
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soient similaires en tenant compte d’une incertitude, ce qui constitue la boucle d’auto-

cohérence de la DMFT.

2.3 Le modele de Hubbard

Le modele de Hubbard est le modele le plus simple pouvant décrire la physique des
électrons en interactions, comme en présence de 1’interaction de Coulomb. Il ne comprend
que deux termes, un terme d’énergie cinétique et un terme d’interaction. Pour faciliter
les choses le modele de base ne considere qu’une interaction localisée, c’est-a-dire que
deux électrons doivent se trouver sur un méme site du réseau pour subir I’interaction de
Coulomb, qu’on modélise par une valeur constante U. Pour des résultats plus réalistes, on
peut utiliser une valeur écrantée du potentiel de Coulomb. Bien que ce modele soit simple
en apparence, il doit étre résolu de facon approximative avec des méthodes numériques so-
phistiquées. La raison est que le nombre de configurations augmente exponentionellement
avec le nombre de sites du réseau considéré, et on s’attend a ce qu’un matériau simulé de
facon réaliste en comprenne une quantité énorme, ce qui rend un calcul impossible en pra-
tique. De ce fait, parmis les méthodes les plus populaires figurent la DMFT, expliquée ci-
haut a la section 2.2, ainsi que les solutionneurs d’impureté, dont un de ceux-ci, le CTQMC,

est décrit ci-bas (voir section 2.4). Le modele de base est présenté ci-dessous :

H=) > tjcLcip+ ) Uniymy. (2.12)

o ij
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Dans I’équation 2.12 ci-haut, n;|(n;;) est la densité électronique au site i de spin down ou up.
tij = t}fi est ’amplitude de saute entre le site i et le site j du réseau, et ¢ j(,(cjg) est I’opérateur

de création au site j d’électrons de spin o ou I’opérateur de destruction au site i.

2.4 Monte-Carlo quantique en temps continu (CTQMC)

2.4.1 Principes de base et motivation

Le but du Monte-Carlo quantique en temps continu est de partir d’'un Hamiltonien to-
tal d’un systeme, de le décomposer en deux parties, disons H = H; + H,, et de faire le
développement de la fonction de partition Z = e en représentation d’interaction par rap-
port a H;, en puissance de H,. Dans le cas du Monte-Carlo en temps continu utile dans
ce travail (CTQMC-hyb), on fait le développement en puissance de 1’hamiltonien d’hybri-
dation (Hyy, = H,), et donc (H, = Hy + Hy + Hpaip). On appelle aussi cette méthode un

développement en couplage fort.

On considere d’abord le modele de Hubbard ordinaire (voir ci-haut 2.3) auquel on ajoute
un terme correspondant a un bain d’électrons sans-interaction, ainsi qu’un terme de cou-
plage, I’hamiltonien d’hybridation, faisant le lien entre le réseau et ce bain. Dans le cadre

d’un modele d’impureté d’ Anderson, fondamental a la méhode de Monte-Carlo quantique
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utilisée, on a les hamiltoniens suivants :

Hpyp = — Z(Vikc;dka— +c.h)

okj

Hy = Hy+ Hy + Hpyip,

i i i

= Z 1ijC; Cio — Me Z ¢, Cie + Unyny + Z &dy  dios (2.13)
ijo io ko

ol les opérateurs ¢’ créent des électrons sur le réseau et les opérateurs d' créent des élec-

trons itinérants dans le bain. #;; est le parametre de saut sur I’amas considéré dans le modele.

Les méthodes de Monte-Carlo quantique en temps continu ont d’abord été motivées
par le fait que I’intégrale de chemin de la fonction de partition en temps imaginaire est bien
définie mathématiquement. Il a été suggéré qu’une approche numérique serait possible,
d’une part en discrétisant la variable de temps, et avec la possibilité d’utiliser une méth-
ode Monte-Carlo pour effectuer la somme sur les états intermédiaires nécessaires pour une
décomposition de la fonction de partition. Il s’avéra qu’une modélisation avec un modele
d’impureté d’ Anderson est une meilleure approche, contrairement a une simulation avec un
réseau complet. En effet, dans ce cas le probleéme de signe est réduit considérablement. A la
base, le probleme de signe est dii au fait qu’en mécanique quantique on a un changement de
signe lors de 1’échange de deux fermions identiques. Ceci entraine dans le cas d’un calcul
Monte-Carlo que les probabilités reliées a la mise a jour des configurations peuvent devenir
négatives et nécessitent un traitement particulier. Il faut échantillonner avec la valeur ab-
solue des poids pour que leur sens mathématique soit respecté, mais il faut faire intervenir
la moyenne du signe (s) lors des mesures. On montre que le rapport entre la variance de
cette moyenne et la moyenne est o/ (s) = V1 — (sY2/(s) = 1/(s), puisque (s?) = 1.
Lorsque la moyenne du signe devient petite, puisqu’échantillonnée sur beaucoup de con-
figurations de signes qui alternent, le rapport o5/ (s) a tendance a exploser, et il est alors

difficile de calculer le signe avec une grande précision.
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Diverses quantités peuvent étre calculés en CTQMC, telle que la fonction de Green. Le
point de départ de la compréhension de la méthode de Monte-Carlo en temps continu est
de discrétiser la fonction de partition totale du systeme en considérant un développement
en hybridisation avec une sommation sur les différentes configurations de temps imagi-
naires {7, ...7,; 7}, ...T,,}. On considere le développement de Z en une série de diagrammes
de Feynmann et on échantillonne stochastiquement avec le Monte-Carlo. On représente la
fonction de partition comme une somme (une intégrale) des configurations ¢ avec des poids
statistiques w., Z = ). w., et on implémente une marche aléatoire dans 1’espace des config-
urations ¢; — ¢, — c3.... L'implémentation doit étre telle que chacune des configurations
possibles peut étre atteinte en un nombre fini d’étapes, ce qui est le critere d’ergodicité,
fondamental a I’obtention de résultats fiables. On impose que le bilan détaillé soit satisfait

pour toutes les configurations possibles :
lwilp(cr = ¢2) = |walp(ca — c1). (2.14)

Dans I’équation ci-haut p(c; — ¢,) correspond a la probabilité que I’on passe d’un état c; a
un état c,. Réécrivant la fonction de partition comme une intégrale sur le temps imaginaire
des différentes configurations possible, soit comme une intégrale de Feynman, on peut

écrire :
ha B B &)
Z:Z dTl...f dT,,f d‘r’l...f dr),
n 0 Tn-1 0 T -1

X Tr [P T Hy,(r,) Hiy (Th)...Hiy (7,) Hyp (7] (2.15)

ou I’évolution temporelle est donnée par H; de 1’équation 2.13. En substituant explicite-
ment les expression de Hjy, et remarquant que la trace sur les opérateurs est séparable,

puisque les opérateurs de sites et de bain ¢ et d agissent dans des sous-espaces vectoriels
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différents on a :

B B
Z=2Zn ) | | f dr7... f drg. f drre... f dr”
{n(r} g 0 T’D{U'—l 0 T’Dl'u'—l

X T e 00 T [ (e b (1) (et ()]

(on
—BHpain o YO * o o *
Trd[e Tl_[ Z Z A GANRGERTA

T PlowPng PPy

dl . (7)o, (T7) ..d), () (T'f‘)]. (2.16)

X

bain

Pour la trace sur les opérateurs d on peut utiliser le théoreme de Wick puisque le bain est
sans interaction. Le tout se décompose en produit de déterminants de matrices. Pour la
trace sur les opérateurs c, on remarque que 1’évolution temporelle ne renverse pas le spin
et on se place dans la base des états propres de Hy + H,. Dans cette base, les opérateurs
d’évolution temporelle sont diagonaux. Il vaut mieux se référer a la revue complete [¢],

pour les formules et la théorie en entier.

2.4.2 Mises a jour Monte-Carlo

En résumé, les mises a jour Monte-Carlo, c’est-a-dire le processus de chaine de Markox,
se déroulent de la fagon suivante. Une mise a jour d’une configuration X a une nouvelle
configuration y est proposée avec une probabilité Wy;”” mais acceptée seulement avec une
probabilité Wre. En fait la probabilité totale de passer de x a y est séparée en probabilités
que le changement soit d’abord proposé et ensuite accepté. Concretement, on propose d’in-
sérer ou d’enlever une paire d’opérateurs de création et de destruction dans une configura-
tion (un diagramme), avec un temps choisi aléatoirement et uniformément entre [0, ). On
s’intéresse au ratio des probabilités que le changement soit proposé, multiplié par un ratio
des poids statistiques associés. Ceci a pour effet que les intervalles de temps infinitésimaux

génants, présents dans les définitions théoriques mais n’ayant pas de sens numériquement,
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2.4. MONTE-CARLO QUANTIQUE EN TEMPS CONTINU (CTQMC)

disparaissent. Il reste de tout ca le ratio des probabilités, dite d’acceptation du change-
ment. Dans le cas du Monte-Carlo cela nécessite le calcul de déterminants de matrices (la
trace sur les opérateurs ¢ dans I’équation 2.16), a chaque mise a jour, pour déterminer les
poids statistiques entrant dans les ratios. Ces matrices sont construites a 1’ajout de nouvelles

paires d’opérateur.

Cela fait du Monte-Carlo quantique en temps continu un processus tres lourd numérique-
ment. Par la suite, aprés que le systeme se soit réchauffé, c’est-a-dire que suffisamment
de mises a jour Monte-Carlo se soient effectuées pour que la simulation soit réaliste, les
moyennes des quantités physiques intéressantes, comme la fonction de Green, peuvent tre
calculées a chaque changement subséquent. Heureusement le tout se réécrit a 1’aide des
mémes déterminants de matrices, calculés pour les poids. Une partie de ces explications
est tirée des notes de cours de 1’école d’été sur les méthodes numériques en physique du

probleme a N-corps [22] de P. Werner.

En résumé, les méthodes numériques utilisées ont été brievement expliquées. En fait, rien
de ce qui a été montré plus haut n’est nécessaire pour comprendre la suite, tout ceci n’était
que dans le but de montrer la complexité de la résolution des modeles physique considérés,
dans le but d’obtenir des données permettant le calcul des quantités de transport, qui est

I’intérét principal de ce travail.
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Chapitre 3

Théorie du transport

3.1 Réponse linéaire en probleme a N-corps

3.1.1 Dérivation

La réponse linéaire résulte de I’application de la théorie des perturbations dépendantes
du temps. On ne conserve que le premier terme non-trivial de 1’équation de d’Heisenberg,
d’ou I’appelation linéaire. C’est donc un traitement relativement simpliste, mais qui peut
devenir tres complexe selon la forme des fonctions de corrélation. C’est parfois tout ce
qu’on est en mesure de calculer dans le cas d’un probleme a N-corps. Considérons d’abord
I’effet d’une perturbation externe et le Hamiltonien H, total d’un systeéme, non-perturbé a
la base. On ajoute a cet Hamiltonien une perturbation, représentée par 6 (¢) dépendante

du temps. Un exemple typique serait la réponse de I’aimantation d’un systeéme lorsque
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perturbée par un champ magnétique externe. L’expression de la perturbation est :

H(t) = Hy + 0H(1) (3.1)

SH() = — f dPrA(r, Ha,(r, 1), (3.2)

ou A; est I’observable se couplant au champ externe a;, et la dépendance temporelle dans la
représentation d’Heisenberg implique A;(r, ) = e#/"A;(r, )e /" Ici il est a noter que le
champ externe est considéré comme classique. Il n’est pas quantifié. On peut qualifier cette
approximation d’approche semi-classique puisque 1’observable qui s’y couple est quant a
elle quantifiée. Considérons un opérateur B évoluant dans le temps a partir d’un temps t,.
A partir de 1’équilibre thermique, laissons évoluer I’ opérateur B(r) avec 1’ opérateur d’évo-

lution temporelle et I’Hamiltonien incluant la perturbation externe.
(B(x, ey = (U (1, 1) BOYU(t, 10)) (3.3)

Ici il est nécessaire d’aborder la représentation d’interaction. Dans la représentation d’in-
teraction, les opérateurs évoluent avec I’Hamiltonien H seulement. On pose d’abord que
U(t,0) = e Ho/"q,(1,0) et donc on a que U(t, 1y) = e oY (2, ty)e™ "0/ Cette représen-
tation se justifie puisque 1’équation de Schrodinger démontre que 1’opérateur d’évolution
temporelle dans la représentation d’interaction U; évolue avec I’hamiltonien d’interaction
H,, ce qui est cohérent. En effet, en prenant la dérivée partielle par rapport au temps de U,

on trouve que :

ihgt(u,(t, to) = OH (U, (1, ty). (3.4)
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On a alors I’expression suivante, au premier ordre, pour I’opérateur d’évolution temporelle :

U1, 10) = 1—% f A7 SH (YU, 1y). (3.5)

1o
Insérant I’évolution temporelle dans la représentation d’interaction dans la premiere équa-
tion pour I’évolution dans le temps de 1’observable B, a I’équation 3.3, on obtient :

(B, D) = &M U 1) €0 By ()0 Uy (1, 1) 0y (3.6)

L’ abbréviation /.e. signifie hors-équilibre. L’équation 3.6 ci-haut peut se manipuler en util-
isant la propriété cyclique de la trace ainsi que le fait que la matrice de densité, utilisée et
cachée dans le calcul des moyennes, commute avec les opérateurs d’évolution temporelle

e~Holo/h _On obtient la forme simplifiée suivante :
(B(r, D) = (U, (1,10) Bi(r,1) Uy 1, 10)) - 3.7)

Nous sommes passé ci-haut a la représentation d’interaction, plutdt qu’a 1’habituelle représen-
tation de Schrodinger. Les observables acquierent alors une dépendance temporelle évolu-

ant selon I’hamiltonien non-perturbé.

3.1.2 Equations utiles

Avec I’équation d’Heisenberg a la rescousse, on peut écrire le terme linéaire en champ

comme :

0 (B(r, 1)) = (B(r, D)) = (B(r,1))

- %f dt’fdsr ([B(r,0), Ai(r, )] ai(r, 1)

= f dr fd3r)(§At_(r, t;r', 1) ai(r,t). (3.8)
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Cette fonction de réponse est causale, ou retardée, puisque la réponse survient apres la

perturbation, ce qui est assuré par la fonction théta dans la fonction de corrélation ci-bas :

ot 1) = % ([B(x. 1), Ar. )Y 6t — ). (3.9)

La facon pratique de calculer x% , est de faire d’abord le calcul de la bulle en fréquences
de Matsubara en faisant la transformée de Fourier analytiquement avec 1’opérateur d’or-
donnance dans le temps. Pour des fonctions de corrélation sans corrections de vertex, le

prolongement analytique nécessaire par la suite se fait tres bien analytiquement.
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TRANSPORT

3.2 Définitions de base et dérivations des coefficients de

transport

3.2.1 Relations d’Onsager

Les relations de réciprocité d’Onsager permettent d’exprimer 1’égalité de certaines
quantités d’un systeme thermodynamique hors-équilibre, mais considérant qu’un équilibre
local existe. On y définit les coeflicients d’Onsager, qui sont des matrices si on considere
un vrai systeme tridimensionnel non-uniforme. L”apport du physicien Lars Onsager fat de
démontrer que ces matrices sont définies positives, et symétriques, en physique statistique.
La démonstration ne sera pas énoncée ici, puisqu’il existe bien des ouvrages sur le sujet
depuis les premiers articles d’Onsager parus dans les années 1930. De facon condensée ces

lois s’écrivent de la fagon suivante :

Jo= ) LagVf, (3.10)
B

ou les forces thermodynamiques f sont conjuguées a ce qu’on pourrait considérer comme

des déplacements. L, g est la matrice des coeflicients d’Onsager.
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3.2.2 Relations de transport de Luttinger

Le but de la section présentée ici est de montrer la théorie qui a permit de valider le
calcul du pouvoir thermoélectrique dans le cadre de la réponse linéaire, expliqué a la sec-
tion 3.1 ci-haut, qui est la méthode utilisée pour des calculs de fonctions de transport en
probléme a N-corps. Les nouvelles fonctions ajoutées L se calculent dans le cadre de la
réponse linéaire, en réponse au champ mécanique introduit par Luttinger ¥ (x, ¢). Le but est
alors d’exprimer les constantes L que 1’on sait reliées aux quantités connues en fonction de

celles que ’on sait calculer L. Ces constantes représentent par exemple la conductivité a

w =0, L;; = 0(0) et le coefficient de Seebeck S = Li»/T Lq;.

Considérons la forme utilisée dans la revue de Shastry [16] puisque les dérivations ci-
dessous s’inpirent de ce qui se retrouve dans cette revue du sujet. Le point de départ de
la dérivation consiste a prendre les définitions que I’on peut y retrouver. L’analogie du
champ "mécanique" de Luttinger, qui a introduit I’équivalent mécanique d’un gradient ther-
mique et donc permi le calcul avec la théorie de la réponse linéaire 3.1 de cas généralisés
aux courants de chaleur et donc au pouvoir thermoélectrique. Par analogie avec le cas du

courant électrique, Luttinger a défini les équations suivantes,

1 . .
v (Jo) = Ly Ex + Lip(=V.T/T) + Lio(=V 4 (x,1)) (3.11)

1 . A
v (J2) = L1 E, + Loo(=V,T/T) + Lon(=V (x, 1)), (3.12)

ot J, est I'opérateur de courant électrique et JZ est 1’opérateur de courant de chaleur. V
est le volume total du systeme, E le champ électrique et V,T/T la force externe (T est la
température). On considere qu’une seule direction de I’espace x par simplicité d’écriture.
Le champ mécanique y(x, ) est analogue a un champ gravitationel fictif se couplant avec

la masse effective de densit€ m,rr(x) = K(x)/c?. Dans cette expression K,,, = > K +

26



3.2. DEFINITIONS DE BASE ET DERIVATIONS DES COEFFICIENTS DE
TRANSPORT

K(x)y(x,t) et K(x) = H(x)—un(x) est la densité hamiltonienne grand-canonique habituelle.
Les deux quantités dynamiques L;, et L,, sont calculables 2 partir de la théorie de la réponse
linéaire, en considérant le champ ¥(x, ) comme une petite perturbation mécanique. On
peut considérer ¢y comme un champ a ’origine d’une force dans les équations ci-haut.
L’idée ensuite est de trouver comment éliminer les termes qu’on ne ne sait pas comment
calculer Ly, et L,, en fonctions des autres. Toujours dans la revue de Shastry, on y explique
comment retrouver les inconnus indésirables dans les équations ci-haut L, et L,, en termes
des fonctions de réponse qu’il est possible de déterminer (voir les pages huit a dix de [16]).
On considérera la suite du développement pour une seule fréquence et longueur d’onde,
ce qui est le cas d’un traitement en réponse linéaire. L’essentiel de la démonstration est
de considérer les cas en limite rapide (dites aussi de transport) ou les limites lentes et de
dériver les deux termes L, et L,,. On arrive finalement a la conclusion qu’il est possible de
faire I’association suivante, pour toute fréquence ou vecteur d’onde, et pas seulement pour

les cas limites :
Lij(g,w) = Lij(g, w). (3.13)

Les équations a considérer pour la suite sont alors, en transformées de Fourier et en sup-

posant des champs électrique et mécanique oscillants :

1
‘_/5Jx = L11(gx, 0)ig pq) + L12(qx, w)igp,) (3.14)

1
7970 = La1(qx, 0)ig:0g) + Loo(q, w)igathy)- (3.15)

Il est a noter qu’on a (J(q.)) = 6J, pour le courant électrique et la notation analogue pour
le courant de chaleur. Par analogie avec la premiere loi de la thermodynamique 7(dQ/dt) =

(dE/dt) — u(dn/dt), on définit aussi le courant de chaleur de la fagon suivante, ou J Eestle
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courant d’énergie :

je=jE-Ej. (3.16)

e

Considérons plus spécifiquement le cas du pouvoir thermoélectrique et le coefficient de
transport associé Li,. Les fonctions de réponse a calculer sont celles résultant d’un Hamil-
tonien perturbé par une composante de Fourier K7, = K+@Q,e !, ou la perturbation prend
la forme suivante @, = tl((—qx)yz. K(—q.) = (E — uN)(—q,) est la densité d’énergie
grand-canonique et Y, est ig., pour le cas du pouvoir thermoélectrique. La fréquence
dénotée w, doit €tre prise comme étant w + in, soit une fréquence réelle avec une pe-
tite composante imaginaire, comme c’est le cas apres un prolongement analytique (voir
chapitre 4) d’une fréquence de Matsubara par exemple. Le coefficient d’Onsager d’intérét

est alors, selon 1’équation 43 de [16],

R
1 . =X, Qz(wc)
Liy(gy, w) = — lim —————. 3.17
12(qx, ) Vo A ( )
En y insérant la relation pour la perturbation de 1’hamiltonien @, on obtient :
i
Lix(gx, w) = qx_VXi(qx,;),K(_qx,o)(wc)' (3.18)

R

b
et K(=qe.0)" Tout comme c’est

Ce qui nous amene a devoir calculer la fonction de réponse y
le cas pour un calcul de fonction de réponse courant-densité, pour le cas de la conductivité
électrique, deux termes seront obtenus. Dans le cas de la conductivité électrique, le terme
additionnel était le terme diamagnétique. Le terme additionnel pour le cas du pouvoir ther-

moélectrique, s’apparentera a la moyenne de 1’opérateur thermoélectrique, qui sera défini

dans la suite.
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TRANSPORT L,

3.3 Preuve de I’expression utile pour le calcul de

coefficient de transport L,

3.3.1 L, sous sa forme complete

Le truc consiste a partir de la définition de la fonction de corrélation et d’en prendre la
dérivée par rapport au temps, tel que fait dans la référence [21], mais pour la conductivité

électrique. On a :

N} k(g 1)

J . :
Yy = o, 100 ([j(qx. 1) K(=4., O)])} (3.19)

0
= i0(0){[J(qx: 1): K(=q O] +i6(0) = ([/x(g- D), K(=¢, O)))
0
= i0(t) ([jx(gx, 0), K(=qx, 0)]) + i6(1) % ([Jx(gx, 0), K(=gx, —D)])

= i6(1) {[Jx(¢x, 0), K(=¢x, 0)]) = q:0(1) {[jx(x, 0), Jo(=¢x, =D},

ou pour arriver a la derniere ligne, I’équation de conservation du courant de chaleur a été

utilisée :

IK(qnD .
# = —ig, Jo(qu D). (3.20)
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Prenant la transformée de Fourier en temps de la troisieme ligne de 1’équation 3.19, ol on

définit w, = w + in :

—i(w + iy} k(e w) = i{[j(q), K(=q)D) = iqx}, ;, (G w) (3.21)
1
X?X,K(qxa w) = J [_ <[]x(QJc)a K(_qx)]> + q}C/\/ji’jQ(q/U (,())] ’ (322)

c

et portant le tout dans 1’expression du coefficient d’Onsager L;, on obtient :

_ <[jx(CIx)’ K(_qx)D
qx

Lix(ge w) = V;[ +X§X,,Q(qx,w>]. (3.23)

Dans une limite uniforme, soit g, — 0 et définissant 1’opérateur thermoélectrique ®,, =

_ {[ix(g).K(=g)])

, , on obtient :
X

liqu_,()

‘x xaK_x
_(idg): KCaID | x
qx
i

= o | @0+ x5 ()] (3.25)

. i
Lip(w) = lim Vo [

jQ(w)] (3.24)

La facon pratique de calculer ces fonctions de réponse a 1’aide de la fonction de Green, est
de passer a la représentation en temps imaginaire, puis de prendre le prolongement analy-

tique apres la somme sur les fréquences de Matsubara (,\/ﬁ jQ(q, w) = Jm (g, iw,)).

iwy—w+in

3.3.2 Lien avec la forme conventielle

Il est possible de réécrire 1’expression 3.23 sous une forme plus adéquate afin d’en
tirer les parties imaginaire et réelle. Pour cela on doit d’abord modifier le premier terme
pour I’écrire comme une fonction de corrélation courant-courant similaire au deuxieme.

Toujours avec I’expression en transformée de Fourier de 1’équation de continuité pour le
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3.3. PREUVE DE L’EXPRESSION UTILE POUR LE CALCUL DE COEFFICIENT DE
TRANSPORT L,

courant de chaleur (iwK(g,, w) = iq,Jo(q,w)), on trouve que :

(@, 0), K(—¢x, 0 dw' X}, x(@x @)
(Ljs(qs 0). K(=4. 0)]) :fﬂ | 326
qx T qx
_ fd(l) X] JQ(QX’(U)
B n w’
Portant le tout dans I’expression du coefficient de transport on a :
1 dw’ X, jo (4 @) daw’ X, jo (x> @)
Lix(gy, 0) = = —”Q— +f “lele 77
iV(w +in) W’ T Ww-w-in
_ 1 dow’ X7 jo(@x @)W + i)
- iV(w +in) (W —w—1in)
1| (do X (qx,w’)
- — f Y e | (3.27)
% (W —w-—in)

Avec une forme particuliere du théoreme de Sokhotski-Plemelj pour une intégration sur
I’axe réel, on extrait les parties réelles et imaginaires de 1’expression ci-haut, ou # est la

partie principale :

im [ L9 g +inf(0) + P f AC (3.28)

0+ J, x+ie

Considérant la limite de 1’équation 3.27 lorsque n — 0", on trouve :

d /\/ - (QX, (1)’) 1
Lix(gy, ) = f W Zvie [70( )+i7r6(w’—w)] (3.29)
lV b4 w' w —w
1 (dw X7 i (Guw) 1 1LX7 . (qy, w)
Li»(gy,w) = f_w folo - Pl— o Lole )
1A% T w w - w \% w

D’ou I’expression de la partie réelle du coefficient de transport L;,, exprimée en fonction

de la fonction de réponse en fréquences imaginaires :

Im R . s
Re LIZ(C]x, w) = l X]X,]Q(q ) = ]_i>m+ 1 ImXJ'c JQ(qX’ lwn)
V w iwy—w+in V W

(3.30)
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CHAPITRE 3. THEORIE DU TRANSPORT

Le passage de x” a x® est direct puisque nous avons 2 opérateurs hermitiques j, et jp
qui ont la méme signature sous inversion du temps. La relation suivante est alors valable :

Im R . = X7 ;,(w). Larelation de droite de I"équation ci-haut est par ailleurs celle qu’on

Jxio T Jo

retrouve le plus souvent dans la littérature et celle qu’on essaie de calculer numériquement.
On peut donc faire le lien entre la formulation des relations de transport dans la revue de
Shastry [16] et la fonction de réponse qu’on implémente numériquement, tel que présenté
dans la these de Louis-Francois Arseneault [1], a ’équation 1.108. En effet, on démontre

que I’on peut calculer la réponse avec 1’équation 3.30 ci-haut, plutoét que 1’équation 3.18,

qui inclue un opérateur K difficile a interpréter selon nos modeles numériques.
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3.4. CALCULS ANALYTIQUE DES FONCTIONS DE CORRELATION :
DIFFERENTES APPROCHES

3.4 Calculs analytique des fonctions de corrélation :

différentes approches

3.4.1 Définitions utiles

Suite a la section sur la réponse linéaire 3.1, et plus particulierement suite au dernier
paragraphe, on peut écrire la fonction de corrélation pour deux opérateurs quelconques, qui

ici sont des opérateurs de courant, comme suit :

| ) )
Xab(Qs iwn)=v f dre" " (Tja(q, )jr(—q, 0)), (3.31)
0

ou, se réferant a I’équation 3.30 ainsi qu’a la section 3.2, les coefficients de transport en-
trant dans les équations de réponse en champ électromagnétique sont, apres prolongement

analytique :

Im xap(q,  + i)
w

) (3.32)

Lu(q, w) = lim [
n—0*

On vérifie que cette définition donne le méme résultat final. Les courants utilisés en temps

réel sont les suivants : j est le courant électrique et jo le courant de chaleur. Se référer a
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CHAPITRE 3. THEORIE DU TRANSPORT

I’article de Paul et Kotliar [14] pour de plus amples détails. On a I’expression suivante :

jt=0)=e) el cxo (3.33)
k.o
. [ o, L F
.]Q(l = O) = E ;’; Vk(ck’o-ck,a - Ck’o-ck,(r)’ (334)

ou la notation ¢ représente la dérivée temporelle de 1’opération c. En temps imaginaire le

facteur i devant jq disparait dans la définition ¢ = it :

1
Jo(» =5 D Wilep (DD = & (Do (1), (3.35)
k,o

3.4.2 Cas de la fonction de corrélation L,

Premiere méthode

Dans un cas sans interaction, le théoreme de Wick s’applique, et tel que fait dans le
cours de problemes a N-corps [21] pour la fonction de corrélation densité-densité, il est
possible de factoriser en produit de fonction de Green. Ici g = 0, parce qu’on considere le
cas d’un courant uniforme. De facon plus générale, ceci s’avere aussi vrai pour un modele a
une bande en dimension infinie, puisque dans ce cas on peut négliger les corrections de ver-

tex. En prenant la transformée de Fourier selon la définition suivante en temps imaginaire

Gk, 1) = 1/B 5, e Gk, iw,) :

. e 1
xn(iw,) = EY (111{)% ;(Vk : X)ZE (3.36)

X D Golk, iy + ip)Go(K, ipy).

iPn
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Il est a noter qu’une seule composante de vy a été choisie pour le calcul de la fonction
de corrélation ci-haut a I’équation 3.36, d’ou le produit scalaire avec un vecteur unitaire X
dans une direction de 1’espace. De plus, I’on se place a vecteur d’onde nul (q = 0). Dans
un premier temps, on peut effectuer la somme sur les fréquences de Matsubara et ensuite
prendre le prolongement analytique avec la méthode des fractions partielles, ce qui est la
facon la plus simple et commune. Pour obtenir la forme désirée, considérons 1’expression
en représentation spectrale et effectuons 1’algebre pour décomposer en fractions partielles

le produit de fonctions de Green :

Z Go (K, iw, + ip))Go (K, ip,) = (3.37)

iPn

de; de, !
—A(K, —A(k,
[m ( El)f k. &)~ Z(,p S zwn+lpn—62)

dEl 62 1 1
—A(K, —A(,
j:oo 2 ( El)f ( 62) Z(lpn — €] l(,()n +lpn —62) l(,t)n + € —62

Ensuite, pour la somme sur les fréquences de Matsubara, il faut se référer a la section Sums

over Matsubara frequencies des notes de problemes a N-corps [21]. La sommation fait

apparaitre les distributions de Fermi-Dirac ny(€) dans 1’expression :

D Gk, i, + ip)Go(k, ip,) = (3.38)

iPn

f dElA(k el)f —A(k 2)np(a) nF(GZ)’
w, +€ —e&

et portant le tout dans I’expression de la fonction de corrélation on obtient :

(i) = - (vk %) f % ) k,e) f 2k, enrl&) Zne(@) 5 5,

w, + € —&

Procédant d’abord au prolongement analytique, 1.€ iw, — w + id et prenant la partie imag-

inaire, en portant le tout dans I’expression du coefficient de transport L;;, on obtient en
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considérant seulement la partie imaginaire de la relation 3.28 :

Ly —hm ZﬁT Z( Vi - X)2 f —A(k €) f —A(k &) (3.40)

X n(np(e) — nr(€)) 6(w + € — &),

Ly, hmﬁ’g—VZ( . x)f —A(k eDAK, € + w) F(El)_ZF(G””) (3.41)

de (-0
- 2a’,8V Z(vk.x)2 f Zi( ZZ(G))AfT(k, ).
k,o -

Ce qui démontre 1’équation 19 de I’article de Paul et Kotliar [14].

Méthode 2 : intégration particuliere dans le plan complexe

Pour démontrer I’ expression suivante, une méthode différente de celle rencontrée habituelle-
ment doit étre utilisée. Puisque G, (k, z) a un pdle a Imz = 0 et que G,(k,z + i,) en aun a

Imz = —ig,,ona:

= Z GolK, i€, + ip)Go K, ipy) (3.42)

ipn

_ f ) ;l_;np(e)Aa(k, OIGr (K, € + iw,) + Go (K, € — iw,)].
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Im 2z

—00 +00
- - - ———— - YIN---————-- >

G(ipn)

- Re z

—00 +00

<+ --—-——-—-——-| Y- o
g(ipn + 7:“777)

—00 +00

-+ - - ————— - T ———————— o

Figure 3.1 — Contour d’intégration dans le plan complexe de la fonction de réponse y;j-;
ou xj,-j- Les lignes bleues représentent les endroits ou g(z) a une coupure et les lignes
pointillées que les contours vont a 1’infini.

Tout d’abord, il faut se rapeller la fagon de sommer sur les fréquences le long de 1’axe
imaginaire. Le truc habituel est de passer dans le plan complexe et d’utiliser une fonction
(—=B/(é** + 1)) ayant des poles aux fréquences fermioniques z = ip,. De plus, cette fonction

a un résidu unité a chacun de ces poles.

1 G-k2)
2mi ebr+ 1

D Gk, ip,) = -

iPn

1
Z 3.43
B (3.43)

On démontre cela en considérant z = ip, + dz, et en prenant ensuite la limite z — ip, — 0.
Ici, aucun facteur de convergence additionnel n’est nécessaire avant d’effectuer la somme,

puisque le produit de fonctions de Green & sommer a un comportement en ~ 1/z> a hautes
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fréquences. La somme a effectuer est donc :

1
5 2. 6o PGk ip, + iwy) (3.44)

ipn

=- f ﬁ nF(Z) go’(ka Z) g(r(k’ 7+ iwn)-
oo 2T

Considérant le parcours dans le plan complexe illustré a la figure 3.1, on a que les contours
verticaux peuvent étre déplacés a I’infini. Leur contribution est nulle, selon le lemme de
Jordan. En effet, puisque le produit de fonctions & sommer décroit en 1/z>, ou en 1/R* en
coordonnées polaires (z — Re™) faisant disparaitre le facteur de volume proportionnel a R :

—lim [ iReY G.(k,Re®) G, (k, Re® + iw,)do = 0. (3.45)

R—oo

Les contributions non-nulles a I’intégration sur le parcours se situent alors uniquement pres
des coupures a 7 = € et 7 = € — iw,, d’ou le changement de nom de variable et d’arguments
des fonctions de Green. Il reste les intégrales sur les parcours horizontaux en sens inverse

et infiniment pres I’un de I’autre, disons d’une distance in. On a alors :

Zg(r(k, ipn)Go(K, ipy + iw,) (3.46)

iPn

* d
= f 2—; np(€) [-Go(K, € — in) + G, (K, € + in)] G- (€ + iw,)

1

B
“ de _ . .

+ j: i nr(€) [-G, (K, € — in) + G, (K, € + in)] G, (€ — iw,).

Avec la définition de la fonction spectrale, soit A(k,z) = i [GFR(k,z) — G (K, )] et recon-
naissant des fonctions de Green avancées et retardées G*4 (K, z) = lim,_,o G(K, z £ in) dans

I’équation précédente, on démontre alors I’expression de 1’article, I’équation 3.42 ci-haut.
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3.4.3 Cas de la fonction de corrélation L,

Méthode 1

La fonction de corrélation courant électrique-courant de chaleur, lorsqu’on néglige les

corrections de vertex, est :

(T+ jo()j(0)) :zid D i X [~ (Tetieo (t)c) ,(0)) (Trci(O)c (7))
k,o

— (ko (D)), 0)) (& (D O0)) (3.47)

Il est a noter qu’ici on ne change pas T — —7 dans les arguments des opérateurs, tel
que la notation dans I’article de Kotliar et Paul. C’est-a-dire qu’on utilise la définition de
I’opérateur de Matsubara (cze f) plutot que (c'). Cette notation est conservée tout au long

des calculs de fonctions de réponse :

Ht fo=HT

TC e —HTCTCHT

c), (D) =e e

= [e(-7)]". (3.48)

Il est expliqué dans cet article [14] qu’il est 1égitime de décomposer la fonction de corréla-
tion courant de chaleur-courant électrique comme ci-haut. En effet, puisque pour le modele
de Hubbard, on trouve que ¢;, = i[H,ci,] = =i );tijcje — iUCsNi ¢ + iuCiy, ON €n dé-
duit que la fonction de corrélation (jo(7)j(0)) serait une fonction de corrélation a quatre
sommets, et que sa décomposition en produit de fonctions de Green et en leurs dérivées
ne serait pas possible. Dans cet article ils font une analyse dimensionnelle, dans la limite
exacte de la DMFT, soit en dimension infinie ou tres grande, et concluent que le terme d’in-
teraction de Hubbard peut étre négligé U ) ; n;yn; ;. La factorisation en produit de fonctions

de Green est appropriée.
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Pour dériver 1’expression de la fonction de réponse, on doit d’abord utiliser les équa-

tions du mouvement pour la fonction de Green en temps imaginaire :
0/0tG(k, 1) = —(T,0/0tc(T)c’(0)) — 6(7), (3.49)

et exprimer le tout en fréquences de Matsubara. Remarquant de plus que <TTCk,O-(0)Cl’U(T)> =
-Gk, —1), puisque selon la définition générale —-G(k,7 — 7’) = (TTck,g(T)c;U_(T’)), et in-
troduisant tout cela dans le premier terme de 1’équation 3.47 ci-haut en transformées de

Fourier :
) fﬁ drer ( 96ED Gk, 1) + 66K, r))
k,o 0
e
=— ) (v-x)? f dre™ {—
2d kz g

e 2 W, T
— : dre“ §(1)G(k,
0= > (Ve X) fo e S(1)G (K, —)

= % Z(Vk - x)? f dTe"”"T{—

F oy e %) Gk, T = 0-)

lpm i]’ !

lpm 117 !

=35 Z(Vk ' X) ,82 Z ( lpm)ﬁ 5(1wn ipm—ip1) g(k lpm)g(k lpl)

k,o IPmsip1

€ 2
+ = Z(Vk . X) ng o
k

e

ey ;(Vk X)*— lzpl(lpl +iw,)GK, ip)GK, ip; + iw,)
e

a2 %) (3.50)

ou ny. est la densité d’électrons. En faisant un traitement similaire pour la partie cor-

respondante ((TTCk,g(O)C;U(T» (TTCk,U(T)CLU(O») sachant que 1’équation du mouvement
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3.4. CALCULS ANALYTIQUE DES FONCTIONS DE CORRELATION :
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pour G(—71) est (T,c(0)é¢' (1)) = 6(t) — 8/0 TG(—7), on vérifie qu’on obtient 1’expression

suivante :
G(K,
4 20 [ dfe"“"( WD G, 7) - 56k, T>)

Mzmmprf
1
(5 DGk, ,p,)]

ipi

ipne" Gk, ipm)]

me

(Vi - X)? f dre"6(t)G(K, T)

k,o

- Zc;d Z(Vk ' BZ Z (lpm)ﬁ 6(117m ipi—iwy) Q(k lpm)g(k lpl)
k,o

lpm lPl

- zk](vk -%)? Gk, 7 = 0+)

- < ;:(vk x)? é ;<ipz — iw)G(K, ip)G(k, ip; — iw,)
- id Zk:(vk X)% (=1 + 1)

- S é Z ip1 Gk, ipy + iw,)GK, ipy)

= % (1 ).
k

(3.51)

A la derniére ligne, un changement de variable sommée a été effectué ip, — ip; + iw,.
Dans ce cas, cette expression peut €tre combinée a I’autre partie plus haut. En remarquant
que les deux parties doivent €tre soustraites I’'une de 1’autre selon la décomposition de
Wick, on obtient y, avec le terme supplémentaire de densité, qui s’avere important pour
la convergence sur les fréquences de Matsubara, tel que démontré plus bas. 11 semble donc
préférable d’inclure ce dernier terme dans le cas du calcul du pouvoir thermoélectrique

directement en fréquences imaginaires lorsque 1’objectif est d’en faire le prolongement
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analytique par la suite :

1 iw, o . 1
xai(iw,) = —2 %](vk : x)zg {; (ipz + %)@,(k, iy + ip)Go (K, ip)) = iy + 5} .

(3.52)

Le coefficient de transport L;, est obtenue en faisant le prolongement analytique et en di-
visant par la fréquence (voir I’équation 3.32. Louis-Francois Arseneault a fait une analyse
et une discussion de I’importance du terme additionnel de densité lors d’un calcul effectué
en fréquences de Matsubara dans sa these [ 1] (voir le chapitre 1 page 44). La somme sur
les fréquences de Matsubara s’effectue toujours avec une décomposition en fractions par-
tielles, en représentation spectrale, avec quelques différences par rapport au cas précédent,

en raison du facteur multiplicatif ip,, devant le produit de fonctions de Green :

1 de de; ipr+ io;" 1
— A(k, €)A(K, - - - — ko + = 3.53
ﬁ;ff(zn)z (e 62){<zpz—el>(zwn+zpl—ez>} Moty O

1 de de { ipr+ iw,/2 1 }
= _ ——A(K, e)A, € - - ; -7 .
B IZP; ff (2m)?  edtk @) (ip— €)iw, +ip— €) ip—€

(3.54)

L’ expression suivante, la densité en somme sur les fréquences de Matsubara, a été utilisée :

1 1 de Ak, €)
F= =+ = E —R . 3.55
e 2+,3 f277 e[ipl—fl] (5:9)

ipi

Il faut comprendre que dans ce cas on somme les fréquences de Matsubara sur les indices
négatifs et les positifs en méme temps, ce qui revient a prendre la partie réelle. Voir I’an-
nexe D pour plus de détails. Il est a remarquer que la constante de 1/2 s’annule avec celle
présente dans I’équation ci-haut, provenant de la somme de G(0+) et de G(0—), et donc
disparait dans ce qui suit. En combinant les termes dans I’équation 3.53, on constate qu’il

n’y a aucune ambiguité pour ce qui est de la somme sur les fréquences, puisque les termes
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sommés sont de I"ordre de 1/ip;, et I’habituelle décomposition en fractions partielles est

possible :

1 dede & —iw,/2
,E IZPI ff (2m)? Ak, DAk, &) {(ipl — €)(iw, + ip; — 62)}

- f f deldEZA(k,el)A(k,ez)(ez—iw”)w. (3.56)

(2m)? 2 ) iw,+€ -6

~d o w, _
X2 (iw,) = —2 > i x)? LO 2_;1A(k’ e) Lo 2—;2A(k, &) (62 _ )M

— 2 iw,+€ —6

(3.57)

Comme précédemment, on procede d’abord au prolongement analytique, ensuite on prend
la partie imaginaire. La partie en delta de Dirac fait disparaitre 1’intégrale sur ¢,. Il reste,

pour le coefficient de transport L;; :

T

Ly (w) :ﬁg Z(Vk -x)? foo ?A(k, 6)AK, € + w) (3.58)
k.o -

w\ np(€) — nrp(e + w)
X (E + 5) » .

Dans la limite w — 0 le terme multiplié par w s’annule. Le résultat est donc presque

semblable a celui de L;;, mais avec un € de plus :

e “ de [—0np(e)
Ly = %;(Vk.x)z I i ge( o )Af,(k,e), (3.59)

ol nr(e), est encore la distribution de Fermi-Dirac.
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Méthode 2

La dérivation de 1’équation en haut de I’équation 20 dans I’article [14] (ou le terme
additionnel de densité a été négligé) se fait de la méme fagon qu’a la section "intégration
dans le plan complexe spéciale”, sauf que le facteur ip, multiplicatif est changé en facteur

€ lors de I’intégration sur les coupures. De ce fait on obtient :

! AV . 1
3 {Z (170 + %2) Gtk i, + ipGotk, ip) = me + 5} = (3.60)

n

[: ;l—;nF(G)Aa-(k, €) [(e + ic;")ga(k, € +iw,) + (6 - ic;")ga(k, € = iwy,)|,

ou les termes additionnels (—nx + 1/2)/8 ont été€ ajoutés, et sont une correction a I’équation
de Paul et Kotliar. Ces termes sont nécessaires pour la convergence lorsqu’on fait le calcul
directement en fréquences de Matsubara. De plus, I’expression de droite de 3.60 suppose
qu’il y a convergence sur les demi-cercles a I’infini lorsqu’on déforme le contour d’intégra-
tion de la figure 3.1, ce qui n’est pas le cas si le terme additionnel (—ny + 1/2)/8 est absent.

Le cas de y,, et donc de L, est discuté a I’annexe A.
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3.5. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA CONDUCTIVITE
LONGITUDINALE

3.5 Comportement asymptotique de la conductivité

longitudinale

3.5.1 Utilité et équation a dériver

Il peut étre nécessaire d’ajouter un comportement asymptotique a 1’aide d’une fonction
connue analytiquement lors d’un calcul de fonctions de transport en fréquences réelles, que
ce soit en raison d’un probleme de convergence numérique ou de données brutes insuft-
isantes. Le but de cette section est de démontrer I’expression du comportement asympto-
tique parfois utilisée pour accélérer les calculs numériques de sommation sur les fréquences
de Matsubara pour obtenir la conductivité électrique. Il est a remarquer que dans le cas de
ce travail de maitrise, la fonction de corrélation causant le plus de probléemes est la conduc-
tivité thermique, et aucune expression analytique de son comportement haute fréquence
n’est connu. De ce fait, le processus numérique difficile n’est pas vraiment simplifié. Néan-
moins, les calculs pour la conductivité électrique sont présentés ici, puisque ceci pourrait
étre utile a une éventuelle dérivation de d’autres comportements asymptotiques de fonc-
tions de corrélation plus complexes.

La forme analytique de la conductivité longitudinale a hautes fréquences de Matsubara
sera alors détaillée ici. Le cas de la conductivité transverse, le long de I’axe perdiculaire
au plan, est moins évident a évaluer en pratique, puisque les fonctions de Green utilisées
dans tous les calculs sont indépendantes de k,. En raison de ce probleme technique, ce

qui suit concerne la conductivité longitudinale. En effet, lorsqu’on considere la conductiv-
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ité transverse avec ces données, on constate que la queue analytique est exactement nulle.
Le choix du calcul de la conductivitié transverse est purement un choix pratique. Le but
était de comparer avec les résultats de Giovanni Sordi, parus dans I’article a la référence
[19]. Cect dit, la dérivée seconde de la relation de dispersion, une fois intégrée sur toutes
les valeurs de k., donne un résultat nul. De ce fait, on a comme premier moment pour la
conductivité transverse un résultat nul. Dans le cas longitudinal, I’intégration fait aussi in-

tervenir la dépendance en k, et k, des fonctions de Green, et le résultat n’est donc pas trivial.

Tout d’abord, considérons la formule de Kubo en fréquences de Matsubara, toujours dans
le cadre de la réponse linéaire en champ ({j,(¢., w)) = 0 (qy, W) E(q,, w)), équation 7.51
des notes de cours de problemes a N-corps [21]. Ici on est en fréquences complexes, donc
les équations de cette section sont plutot en fonction de iw,. On a I’expression suivante,

valide en général dans le continuum :

2
Uxx(ivn) = L (/\/Ji,]’x(ivn) - %) 5 (361)

i(ivy)

ol le deuxieme terme donné par la fameuse regle de somme-f. w est la fréquence réelle et

donc ) est la partie imaginaire de la fonction de réponse en fréquences réelles,

f doX;,i(@) _ ne’ (3.62)
T w m

Le résultat précédent est valable dans le cas du continuum. Il doit étre généralisé au cas du

modele de Hubbard.

3.5.2 Dérivation

Dans le cas intéressant ici, on part de I’Hamiltonien de Hubbard en présence d’un

champ électromagnétique. Dans le cas d’'un Hamiltonien de liaisons fortes, il est possible
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de justifier I’ajout du champ électromagnétique en modifiant les parametres de sauts inter-
sites avec un facteur de phase [14] exponentiel, appelé substitution de Peierls, contenant
I’intégrale de ligne du potentiel vecteur. L’Hamiltonien de Hubbard a deux dimensions est

alors :

H@) = - Z t,-jczgcjﬂe_iffjd“f"A(r”) +U Z NNy, (3.63)

ijor i
ou I’intégrale est prise le long du chemin le plus direct entre les sites i et j. Il est a préciser
que dans I’expression ci-haut, la constante de Planck, I'unité de charge électrique et la
vitesse de la lumiere ont été prises égales a I'unité. L’ opérateur courant total, constitué du
courant paramagnétique et diamagnétique, dans la représentation de Schrodinger, est donné

par :

OH(1)

A (3.64)

Jo(0) =~

En considérant un potentiel vecteur variant peu sur le réseau, fi‘/ dx;;-A.(r,1) = %(Ax(r,-, nH+

A.(rj, 1)) ol x;; est la composante x du vecteur r; — r;, on obtient en effectuant la dérivée :

. i ;

JHUDEE: 52 8:15(C) Crsr + Chrg o Cio) (3.65)
1 2, (o i

- EAx(rl, 1) ; 0:15(C; Closor + Cpps o Clor)- (3.66)

0, est la projection selon x du vecteur ¢ entre les voisins et #; est ’élément de matrice
de saut correspondant. Pour un champ électrique uniforme, on peut prendre le potentiel

vecteur indépendant de la position, et donc g = 0. Finalement I’expression du courant total
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est:
0ek + 1 8 €k T
0= — 1k, 7% CkoChor — Al a ke ke (3.67)
zﬁm+£m. (3.68)
Oujf =31 N 2ko 3 Ja ckacka En réponse linéaire la dépendance en fréquences du courant est :
GH@))e = UH@))gy, + X (@A), (3.69)

ot jT(r) est le courant total, avec la contribution paramagnétique et diamagnétique. Se
placant dorénavant dans une représentation a température finie, en fréquences de Matsub-

ara :

ey, = Griwn)) oy + X joj (WA (iwy). (3.70)

Les abbréviations eq. et h.e. signifient respectivement que les moyennes sont prises a
I’équilibre et hors-équilibre. et ;7 (iw,) est la transformée de Fourier complexe de jI(7).
L’évolution temporelle des opérateurs est donnée comme suit j’ (1) = 07 jTe~H07 ou H,,
est ’hamiltonien de I’équation 3.63 sans champ externe A. Puisque la moyenne a I’équili-
bre du courant paramagnétique est nulle ((j2(7)), ;.. = 0), on a que la moyenne thermody-

namique a 1’équilibre de I’opérateur courant total en représentation d’interaction est donné

par le terme diamagnétique seulement

GE@y, =GP, (3.71)
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De ce fait, on obtient :

1 aZEk
L) = —A@ S Y =5 (e ) (3.72)
N ko 6k}2€ o
(T dk 52
T f—n - (27T)2 A(T) 6]22:( <nk’o—> : (373)

A 1’aide de la définition de la conductivité électrique, reliant le champ électrique au courant
Gl(iw,)) = ouliw,)E(iw,), et sachant que le champ électrique est relié au potentiel

vecteur (E (iw,) = i(iw,)A,(iw,)). On a finalement que :

T (T dk 0% .
~ I L o G (o) + X (i)

Tulion) = (i) (3.74)
_ (" (kP 1) x)..(iwn)
B f f ((2n)2 iz k) w_) T (3.75)

Il est a remarquer que dans toutes les équations de fonctions de réponse, la fréquence de
Matsubara a gauche de 1’égalité (ici w,) est une fréquence paire, puisqu’elle est bosonique.
Les fréquences sommées a droite de 1’égalité sont des fréquences fermioniques impaires.
On s’intéresse au cas a tres grande fréquence de Matsubara. Lorsque w,, — oo, la fonction
de réponse y;, ;. (w,) — 0, et donc le deuxicme terme de I’équation ci-haut est négligeable
comparativement au premier. Le numérateur non-négligeable du second terme correspond
donc au premier moment a haute fréquence de la conductivité électrique, soit le coefficient

du terme en 1/w, de la limite asymptotique de o ,.

. . T dk O%q 1
Jim (i) = - f ] f o 67;‘<nk,g>w—n (3.76)

La relation de dispersion utilisée ici dépend du modele. Dans le cas étudié ici, avec un amas
carré a quatres sites, celle utilisée est (k) = —2#(cos(k,)+cos(ky)). Il reste I’évaluation de la

densité moyenne aux différents vecteurs d’onde. Pour ce faire, il faut revenir a I’évaluation
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de la densité avec la fonction de Green en fréquence de Matsubara, qui est :

+00

(nk>:é Z G(K, iw,)e"* . (3.77)

iwy=—00

Cette derniere expression est tres difficile a calculer numériquement. La convergence est
tres lente, et le facteur de convergence exponentiel est plutdt inutile. Méme avec plus de
2500 fréquences de Matsubara et des valeurs de O+ de plus en plus petites, jusqu’a 1078,
la somme ne semble méme pas tendre vers un résultat ayant du sens. Ce facteur de con-
vergence s’est avéré sans conséquence sur le résultat numérique, bien qu’il soit mathé-
matiquement crucial lors d’une intégration dans le plan complexe. Une facon de procéder
numériquement est de laisser tomber le facteur de convergence exponentiel et d’utiliser la

formule D.17 :

1 1
(ns(k)) = 3 + B Z Re[G(Kk,iv,)], (3.78)

ou les termes a n < 0 et n > 0 sont combinés deux a deux lors de la sommation pour
assurer rigoureusement la convergence mathématique, ce qui revient a prendre la partie
réelle, comme ce qui est démontré dans 1’annexe D, dans le cadre de 1’analyse complexe.
L’expression finale pour les deux spins a évaluer numériquement, pour le cas considéré ici

est alors :

T T
lim o, (iw,) = f f
Wy Y -

&’k 1 (2 ,
ey 08tk [1 3 Z G(k, zv,,)] . (379)
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Chapitre 4

Prolongement analytique

4.1 Méthode d’entropie maximale

4.1.1 Mise en contexte

Le prolongement analytique défini en 2.9, lorsqu’effectué sur des données numériques,
est un processus compliqué et instable. Une méthode d’interpolation peut €tre utilisée,
décrite dans la section suivante 4.2.1. Dans ce cas il n’y a pas de condition sur la fonction a
traiter, sauf que les incertitudes sur les données doivent étre négligeables. Autrement, cette
méthode peut donner des résultats peu fiables. Dans ce chapitre sera présentée la méthode
de prolongement analytique principalement utilisée pour ce travail, soit celle d’entropie

maximale, ainsi qu’une autre méthode parfois utile, celle des approximants de Padé. Le truc
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Z N

pour obtenir le prolongement d’une fonction de réponse quelconque sera aussi présenté a

la fin du chapitre.

4.1.2 La méthode en bref

Le but de la procédure est de résoudre 1’équation générale suivante :

G(iw,) = fdw K(iw,, w)A(w). 4.1)

On y introduit un noyau (K (iw,, w)) correspondant au probleme d’intérét pour trouver des

poids spectraux :

G(iw,) = dow ;A(w). 4.2)
21w, — w

A(w) est la fonction spectrale a déterminer et G(iw,) la fonction en fréquences de Matsub-
ara connue. Puisque K(w, iw,) est généralement une fonction tres piquée avec de grandes
différences entre les petites et les grandes valeurs, il est impossible d’obtenir une bonne so-
lution en discrétisant la variable continue et en inversant le systeme. La méthode d’entropie
maximale résoud plutdt le probleme en utilisant la théorie des probabilités Bayésienne.
On utilise donc I’'information connue a priori, telles que les incertitudes numériques sur la
fonction G(iw,) pour restreindre 1’intervalle des solutions. Les propriétés déja connues de
A(w) tels que le premier moment, sa norme et la forme auxquelles on s’attend, sont aussi
pratiquement nécessaire pour obtenir de bons résultats. La quantité la plus importante dans
la méthode d’entropie maximale est la fonction de vraisemblance, P(G|A), qui est la proba-
bilité que étant donné A, on obtienne G. La fonction spectrale la plus probable, considérant
les données de départ, est obtenue en maximisant la quantité P(G|A)P(A), ou P(A) doit
contenir des informations sur le spectre sans introduire de corrélations supplémentaires.

P(A) est la probabilité d’avoir le spectre A. On suppose P(A) « e avec « un parameétre
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ajustable a déterminer et S 1’entropie différentielle :

Awi

S =- i EA((U[)IH(

M) (43)

D(w;)
D(w) dans la derniere équation est le modele par défaut considéré, qui est souvent une
forme gaussienne pour le prolongement de fonctions de Green. En introduisant la covari-

ance des données, on doit alors maximiser dans la méthode d’entropie maximale :
P(AIG) o ¢S X1, (4.4)

ou nous avons utilisé I’égalité¢ de Bayes, P(A|G)P(G) = P(G|A)P(A) et utilisé que P(G)
ici peut étre ignoré car il n’y a qu’un ensemble de données a partir duquel on travaille. y
est la matrice de covariance des données. Il est a remarquer que la positivité de la fonction
a traiter numériquement est requise dans 1’équation 4.3, et c’est ¢ca qui cause probleme
lorsque 1’on veut prolonger des fonctions qui ne sont pas définies positives. Les erreurs
sur les données sont aussi d’une importance capitale puisque la matrice de covariance y
intervient directement dans la quantité a maximiser. La tache délicate est la facon de fixer
la variable a. Il n’existe pas de concensus sur la meilleure méthode a utiliser pour le faire.

Pour de plus amples explications des équations completes 1’article suivant est a consulter

[4].
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4.2 Méthode des approximants de Padé

4.2.1 Introduction

La méthode de prolongement analytique par approximants de Padé ne requiert pas que
la fonction traitée soit définie positive. Cependant, cette méthode a des limites, puisqu’elle
est tres instable. De plus étant donné que 1’on a un probleme mal-conditionné (voir sec-
tion 4.1), un prolongement avec Padé ne fonctionnera pas toujours, et il est tres difficile de
déterminer d’avance dans quelles conditions la méthode sera efficace ou non. Cependant,
il est important d’expliquer un peu comment cela fonctionne, puisque la méthode de Padé
est souvent utilisée pour vérifier des résultats faciles a obtenir avec ce que 1’on obtient par

la méthode d’entropie maximale.

La méthode des approximants de Padé est simplement I’approximation d’une fonction
par une fonction rationnelle d’un certain ordre. C’est généralement une bien meilleure ap-
proximation qu’une série de Taylor tronquée a un certain ordre, et nécessaire si la série
de Taylor diverge. On cherche a prolonger une fonction a variables complexes connue
numériquement en une fonction a variables réelles. Une fois la fonction f(z) approximée
en un ratio de polyndmes, il suffit d’évaluer le tout considérant que z = iw, — w + in

ou 77 est une petit nombre positif. On cherche alors premierement a satisfaire la condition
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ci-dessus :

Py(iwy) = f(iwy). 4.5)

4.2.2 Comment cela fonctionne en bref

Un approximant de Padé défini sur une grille de N points, ou z € C peut s’écrire :

An(2)
Pn(2) = , 4.6
v (z) Br() (4.6)
ou de fagon pratique les numérateurs et dénominateurs ont les formes suivantes :
Au1(2) = Ay(2) + Aps1 (2 = 2)A-1(2)
B1(2) = Bu(2) + ane1(2 = 20) By (2). 4.7

Dans I’équation 4.6, si N est pair, Ay(z) et By(z) sont des polyndmes de degrés N/2 — 1
et N/2 tandis qu’ils sont de degrés (N — 1)/2 et (N — 1)/2 si N est impair. Les conditions
intiales sont que Ay = 0, A; = 1 et By = B; = 1 On peut aussi écrire ce ratio sous une forme

de fraction continue comme ci-dessous :

a
PN(Z) = . (48)
a(z—2z1)
1+
az(z — 22)
1+

1

+
I +an(z—zn-1)
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Les coefficients se calculent a I’aide d’un algorithme récursif, qui implémente les équations

suivantes, en commencant par i = 1 :

ay = &nn 81n = f(la)n)
g = 8i-1,j-1 — 8i-1,j
i = ; .
(lwj — iwi-1)gi-1,j

4.9)
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4.3 Comment contourner le probleme de la non-positivité

d’une fonction de corrélation

4.3.1 Pouvoir thermoélectrique

Une fonction de corrélation calculée avec deux opérateurs différents n’est pas néces-
sairement définie positive, c’est-a-dire qu’elle peut changer de signe en fonction de la
fréquence. Ceci n’a rien d’étonnant, et se vérifie avec les propriétés de symétries des opéra-
teurs qui la composent. C’est un probleme lorsqu’on envisage de faire le prolongement an-
alytique avec une méthode d’entropie maximale, puisque la fonction a traiter numérique-
ment doit étre définie positive (voir la section précédente 4.1). Il a alors été envisagé de
contourner le probleme de la non-positivité de la fonction de corrélation a courants mixtes
en calculant des fonctions de corrélation composées qui sont nécessairement définies pos-
itives, tel que démontré plus bas dans la section. Ensuite on calcule leurs différences pour
en extraire celle d’intérét. Le résultat final a calculer (4.20) est cité plus bas. Par soucis
de simplicité, considérons la fonction de corrélation suivante ci-bas 4.10. Il est a noter
qu’on a oublié tous les autres facteurs multiplicatifs pouvant entrer dans un calcul réal-
iste. Ne prenant que la moyenne du commutateur pour la démonstration (7 est le temps

imaginaire) :

L@ +o(0),30) + jo(O)]) =([§(1), J(O]) + (Lio(1),jo(O)]) + (4.10)
+<[§(M,Jo(O)]) + ([, O],
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apres la transformée de Fourier on obtient :

Xiirigirio (@) = Xj(@) + Xj, j, (@) .11

X, (@) + X j(@).

Le truc ici est de montrer que la contribution désirée, soit )(Jf’QJ(w) est équivalente a )(Jf:ig(a)).
On peut alors obtenir dans un premier temps le prolongement analytique de 4.10, qui est

définie positive pour tout w et ensuite y soustraire les deux fonctions de réponses Xij et

X

fo-io” Ceci permet d’obtenir le prolongement analytique (/V;; ) de la fonction de réponse

courant-courant de chaleur (yjo, j(iv,)) nécessaire a 1’obtention du pouvoir thermoélec-
trique. On peut alors 1’obtenir avec I’outil de prolongement analytique disponible, qui de-

mande que la fonction soit définie positive. Ecrivant I’expression plus en détails on a :

(W) + jo(w), j(-w) + jo(-w)]) = [J(), J(=w)]) + {[jo(w), jo(-w)]) (4.12)
+ ([J(), jo(=w)]) + (lio(w), j(-w)]) .

En considérant la somme des deux derniers commutateurs, avec le fait que si les deux
opérateurs ont la méme signature sous inversion du temps et que I’hamiltonien est invariant
sous cette transformation, on a la propriété suivante : x, (W) = x ,(w). En considérant ceci

I’on peut obtenir :

(lo(w), j(=w)]) + {[jw), jo(=w)]) (4.13)
=2 ([jo(w),j(-w)]) .
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Il est important de noter que ceci n’est vrai qu’en [’absence de champ magnétique. Finale-

ment on obtient :

Voici maintenant une autre preuve que les deux commutateurs mixtes X; jQ(a)) et Xj, j(u))

sont égaux. Considérant tout d’abord un des termes et prenant son complexe conjugué :

[ f dtei“”([j(t),jQ(O)D] = f dee™ " ([j,(0), /" (O]) (4.15)

(o9 o0

= f dre™ ([ jby(~1). jT(O)]) (4.16)

_ f dte™ ([ jo(0), jO)])

o0

=Xj, (@)

On a alors égalité des deux termes, si Xjf:io(w) est réel. Ce dernier résultat s’obtient en
passant en représentation de Lehman et en notant qu’on a des opérateurs hermitiens et des
états propres réels d’indices n, m, toujours en raison de la symétrie sous inversion du temps.
On a alors que (m|jln) = (nl|jlm). En passant en représentation de Lehmann, il est possible

de vérifier que la fonction de réponse est effectivement réelle :

)1

dtelwt

X, jw) =

[<n|e"E"”h o e"’Em’/”|m> (il — Calilm) Gmle™="" o e E My | (417

En changeant les indices de sommation dans le deuxieme terme de 4.17 on obtient :

:BEm

X g@) = 5= f die ’MZ (nljglmy mjn) e EEn " (4.18)
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e_ﬁEn — _ﬂEm

Ko@) = Y ————— Galigm) Gmljin) 7o(hes — (= E). (4.19)

n,m

L’expression ci-haut est donc clairement réelle.

On remarque aussi que I’expression 4.17 est définie positive pour des opérateurs qui

’7

sont le conjugué hermitien 'un de 'autre. En effet pour x/; ..

(w), ou B est un opéra-
teur quelconque, on remarque qu’on a dans I’expression le carré de 1’élément de matrice
(m|B|n) (n|Bflm) = |(m|Blny|?, donc que 1’expression est encore nécessairement définie

positive et réelle. De cette facon, on justifie I’équation 4.12 pour des opérateurs quelcon-

ques.

Le probléeme des unités

Si on omet toute constante lors d’un calcul numérique, soit par exemple la charge de
I’électron, on doit considérer que les fonctions de corrélation entrant dans 1’expression
4.14 n’ont pas les mémes unités, et donc qu’on devra possiblement calculer une expression
modifiée dans le but de ramener les fonctions de réponse a un méme ordre de grandeur.
Celles-ci n’ont pas les mémes unités. Il faut alors calculer des fonctions de corrélation avec
un courant j,,(w) = j(w) + yjo(w), ot y est une constante de proportionnalité ajoutée dans
le but de rétablir I’ordre de grandeur des courants. Il est a noter que j,, n’a pas de sens
physique particulier. C’est seulement un artifice de calcul dans le but d’obtenir ce que 1’on
recherche. Numériquement on aura alors a calculer 1’expression 4.20 pour une grille de
fréquences définies a I’avance en considérant une interpolation numérique des fonctions de
réponse de droite pour effectuer la soustraction. La constante y est le facteur multiplicatif
entre I’expression calculée numériquement, et celle obtenue suite a un prolongement ana-

lytique de x;;(w) et XJ{; jor Ensuite, il est possible de recalculer la fonction de corrélation
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Jo +J avec cette constante .

7 1 ’” ” 2.1
X0 @) = 25 WGeginio @) = X55(@) = VX5, (@)] (4.20)

4.3.2 Le cas des fonctions de Green auxiliaires et poids spectraux

anormaux (supraconductivité)

Le cas présenté ici est seulement un exemple utilisé a titre de comparaison pour le
cas des fonctions de réponse. Le poids spectral anormal n’intervient pas dans le calcul de
ces dernieres, mais I’exemple présenté ici permet de vérifier I’effet d’un calcul avec des
opérateurs ayant des unités différentes. Sans entrer dans les détails, le poids spectral dit
anormal, en supraconductivité, n’est pas défini positif. Alexis Reymbaut en fit une analyse
et des explications détaillées dans sa these, disponible sur le site web de 1’université (voir
[15]). De ce fait, la fonction de Green anormale ne peut tre prolongée analytiquement avec
une méthode d’entropie maximale, pour les mémes raisons qu’expliquées dans ce chapitre.
D’une fagon similaire a celle envisagée pour le calcul des fonctions de réponse 4.3, il est
plutdt considéré de faire le prolongement analytique d’une fonction de Green auxiliaire,
dont le poids spectral est défini positif, et d’en extraire la quantité d’intérét par la suite.

Pour ce faire, on considere la combinaison d’opérateurs suivante :
_ il
ax = Ckp + €y 4.21)

et on calcule la fonction de Green auxiliaire avec cet opérateur Gy (7) gy = — (TTak(T)alT((O».

En insérant la définition du nouvel opérateur considéré 4.21, on obtient une combinaison
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de fonctions de Green :

1 (.
Gutione = 5 [ €7 [~ (T 0) = (Tcaa (', O)

—(Teexy (M), (0)) = (Tec iy () (0))] d

= Gx(iwy)r — Gx(—iwy)y + 2Fk(iw,). (4.22)
Fx(iw,) ici est 1a transformée de Fourier de la fonction de Green anormale.
—(Trexp (1)1 (0)) - (4.23)

On montre en représentation spectrale que la fonction de Green anormale est réelle, d’ou le
fait qu’on obtient 2F(iw,) dans I’expression 4.22. Le poids spectral anormal quant a lui est
défini comme Ax(7) = ({ckr(7), c_k;(0)}). Nous n’entrerons pas dans les détails puisqu’on
est en présence de supraconductivité et que cela nécessiterait de longues explications. Il est
a remarquer que ces quantités sont non-nulles, méme si les moyennes sont constituées de
deux opérateurs de destruction. Le poids spectral anormal s’obtient alors en effectuant trois
prolongements analytiques de fonctions définies positives, procédure similaire a ce qui est

suggéré en 4.20 :

1
Ak(w)an = 5 [Ak(w)aux - ATk(w) - Al—k(_w)] . (424)

Les fonctions de corrélation a calculer pour obtenir le poids spectral du pouvoir thermoélec-
trique n’ont pas les mémes unités fondamentales. Cela se déduit en constatant qu’elle sont
calculées avec des courants différents (courant de chaleur et courant électrique), et c’est
pour cette raison que la constante y a été introduite dans I’équation 4.20. Le cas présenté
ici 4.24 n’a pas ce probleme. Par contre ce cas a été reproduit avec des facteurs de propor-

tionnalité insérés de fagon a simuler un cas avec poids spectraux d’unités différentes. Les
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graphiques sont présentés dans le chapitre 5 en 5.2.2.

1
A@n = 2 | A(@)au = Api) = YA (-w)) (4.25)
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Chapitre 5

Implémentation, problémes et résultats

5.1 Implémentation et résultats

5.1.1 Ce qui a été effectué

Dans cette section, la méthode utilisée pour implémenter I’équation 4.20 sera expliquée.
De plus, les tests de vérification nécessaires seront présentés. Puisqu’il se trouve qu’il n’a
pas été possible d’obtenir des résultats de qualité, il sera plutot expliqué ce qui a été essayé
et certaines possibilités d’amélioration. Les codes et algorithmes nécessaires seront aussi

sommairement résumeés.

Tout d’abord, il a été nécessaire de vérifier s’il était possible de calculer une fonction de

réponse directement en fréquences de Matsubara avec 1’équation 3.36 de la conductivité, de
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procéder au prolongement analytique et de comparer avec un calcul obtenu directement en
fréquences réelles, a I’équation 3.41. Ceci n’a aucun lien avec le pouvoir thermoélectrique.
11 fallait juste s’assurer que les deux différentes facons de calculer les fonctions de réponse
(en fréquences réelles ou en fréquences imaginaires) donnent des résultats similaires a la fin
du processus. Les données utilisées avaient été€ obtenues par une méthode de CTQMC 2.4
et de CDMFT. Les données de départ étaient les self-énergies en fréquences de Matsubara.
Il était alors nécessaire de procéder au prolongement analytique de ces self-énergies, utiles
pour reconstruire la fonction de Green en fréquences réelles. Un exemple est présenté a la
figure 5.1. Il est a noter que ces self-énergies étaient calculées pour des amas a quatres sites.
Il y en avait alors trois a prolonger analytiquement avant d’effectuer la périodisation et la
reconstruction de la fonction de Green en fréquences réelles. La figure 5.1, partie gauche,
est un exemple d’une telle fonction tout droit sorti d’'un code Monte-Carlo en fréquences de
Matsubara. Celle-ci correspond au vecteur du réseau discret de I’amas K = (0, 0), puisque
ces données sont issues d’une méthode de CDMFT (voir article [20]). La partie lisse a la
fin est le résultat Hartree-Fock, qui est ajouté avec une formule analytique et non pas cal-
culée par CTQMC. Elles étaient trop bruitées, surtout a hautes fréquences, avant que ne soit
ajouté le résultat analytique Hartree-Fock, pour €tre traitables avec un programme utilisant
la méthode d’entropie maximale 4.1. En effet, en Monte-Carlo les hautes fréquences sont
difficiles a calculer puisque cela nécessite un échantillonage beaucoup plus imposant, et la
précision a hautes fréquences €tait moins primordiale pour effectuer les calculs précédents
pour lesquels celles-ci furent utiles, soit le calcul de y;;(w = 0). Une facon de procéder est
de faire le prolongement analytique de fonctions de Green auxiliaires qui n’ont pas de sens
physique a proprement parler, et puis de retrouver la self-énergie en fréquences réelles par

simple inversion de nombres complexes. La procédure est détaillée dans 1’annexe C.
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5.1. IMPLEMENTATION ET RESULTATS

5.1.2 Essais et vérifications préalables

Figure 5.1 — Self-énergie en fréquences de Matsubara (gauche) et en fréquences réelles
(droite) a 8 = 10, U = 6, 2% de dopage et t’ = 0. Les résultats de gauche sont obtenus par
CDMEFT pour un amas de 4 sites.
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Dans le cas des calculs effectués avec les données Monte-Carlo, en CDMFT, il était
possible de comparer grossierement les résultats obtenues avec ceux présentés dans la fig-
ure 2 (section gauche) de I’article de M. Ferrero et O. Parcollet [6], reproduite a la figure
montrée ci-dessous. Il est a noter que pour leurs unités ils considerent D = 1, qui est leur
demi-largeur de bande et que o™ = 2e*c/(habD?). a et b sont les constantes du réseau du

modele et #; est le parametre de saut perpendiculaire considéré le long de I’axe c.

Figure 5.2 — Conductivités transverses a différents dopages de I’article de M. Ferrero
et al. [6]
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La comparaison avec ces données ne peut €tre exacte. Les auteurs considerent un saut
', c’est-a-dire un saut aux deuxiemes voisins sur un amas carré, ce qui n’est pas consid-
éré dans le cas présent. De plus, la force du potentiel d’interaction du modele de Hubbard
est différente. Ils utilisent un rapport U/t de 10. Les données utilisées ici étaient calculées
avec U = 6 et = 1. Il est aussi a noter qu’ils utilisent une méthode dite VB-DMFT et un
prolongement analytique par méthode de Padé 4.2.1, tandis qu’ici le but était de vérifier le
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comportement du prolongement analytique a I’aide de 1’entropie maximale 4.1. De plus,
les données utilisées étaient obtenus avec des dopages en trous de 2% et de 25%, tandis
qu’ils considerent d’autres dopages dans cet article. Cependant on retrouve quelques car-

actéristiques similaires.

Figure 5.3 — Conductivités tranverses a différents dopages
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A tres fort dopage (25%) on obtient le pic de Drude caractéristique. Dans le cas de la
figure ci-haut 5.3, le pic de Drude a § = 110 et n = 25% est une discontinuité, du a la
tres petite température et au tres grand dopage, et est difficile a résoudre numériquement a
tres petite fréquences. Pour le cas a n = 2%, on peut noter que les ordres de grandeur des
valeurs a w = 0 concordent. En effet, c’est que la normalisation de la fonction de réponse
dans les données de I’article o est différente a celle de la figure 5.3, qui est o5, = e*c/(Tiab).
Vu que le #p = 0.01 dans la figure 5.3, il y un facteur 2000 entre les origines des courbes.
Il a donc été conclu, étant donné les circonstances et les données accessibles, qu’il était
a tout le moins possible d’obtenir des courbes ayant des caractéristiques auxquelles on se
serait attendu. Les seules courbes présentées sont celles qui visiblement étaient le moins
influencées par le bruit Monte-Carlo présent dans les données de départ, qui rendait le
prolongement analytique des self-énergies beaucoup plus difficile. Les autres courbes cal-
culées présentaient des défauts résultant d’une intégration difficile. Il aurait été nécessaire
d’effectuer des lissage ou des interpolation afin de masquer ces défauts, ce qui n’était pas

désiré.

Il a aussi été essayé d’améliorer la convergence des fonctions de réponse, mais puisque
la conductivité selon I’axe perpendiculaire au plan ne dépend pas de la coordonnée z par
rapport a laquelle la dérivée de la relation de dispersion est prise pour obtenir la vitesse,
le premier moment de la conductivité est nul dans cette approximation. Les moments de la
conductivité longitudinale (dans le plan x — y) ont aussi été calculés (voir la section 3.5).
Puisque I’intérét et les comparaisons €taient avec des résultats pour le cas transverse, le
tout fiit mit de coté. Ceci a cependant permis de retrouver la formule utile pour calculer la

densité électronique numérique (voir Annexe D).
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Comparaison entre un calcul en fréquences réelles et en fréquences de Matsub-

ara

Il a été vérifié si un calcul en fréquences réelles avec 1’équation de la conductivité
électrique en fréquences réelles 3.41 et un calcul en faisant la convolution discrete sur les
fréquences de Matsubara avec 1’équation 3.36 suivi d’un prolongement analytique don-
naient le méme résultat. Théoriquement cela devrait €tre le cas, numériquement cela est
une autre histoire. En effet, il faut se rapeller que les sommations discretes ne convergent
pas nécessairement facilement et que le prolongement analytique qui suit est tres sensible
aux erreurs et au comportement asymptotique de la fonction traitée. Deux exemples sont
présentés ci-dessous. La légende doit étre interprétée comme suit : w signifie que la fonc-
tion a été calculée directement en fréquences avec les self-énergies en fréquences réelles,
comme celle présentée a droite de la figure 5.1. w — iw, qu’elle flt d’abord calculée en
fréquences de Matsubara a 1’aide d’une convolution discretes sur les fréquences de Mat-
subara suivi d’un prolongement analytique (voir équation 3.36). Les conductivités sont
tranverses puisqu’on considere un courant selon I’axe perpendiculaire au plan modélisé par

le modele de Hubbard.
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Figure 5.4 — Conductivités transverses a 3 = 8, U=6, t=1 et t’=0
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Figure 5.5 — Conductivités tranverses a 8 = 40, U=6, t=1 et t’=0
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5.1.3 L’idée principale pour obtenir le pouvoir thermoélectrique

Le but ultime était de vérifier qu’il était possible d’obtenir le pouvoir thermoélectrique
a I’aide de I’équation 4.20 et que cela donnait un résultat similaire a celui obtenu lorsque
calculé avec 1’équation 3.58. Selon les résultats, ou plutdt ce qu’on pourrait appeler des
tests, présentés dans la sous-section précédente 5.1.2, il a été décidé de changer de don-
nées de départ. Les fonctions de Green utilisées dans la sous-section précédentes étaient
obtenues par méthode de CTQMC+CDMFT, tandis que celles utilisées pour les essais suiv-
ants proviennent de la méthode IPT+DMFT. Aucune périodisation n’était alors nécessaire.
La méthode numérique IPT n’est pas présentée dans ce mémoire, il vaut se référer a la these
de L-F. Arseneault pour plus de détails [!]. Le but était d’implémenter le calcul de la fonc-
tion de réponse sans qu’il ne soit nécessaire d’obtenir les poids spectraux en fréquences
réelles. L’ implémentation était assez directe, sauf qu’une fonction de transport obtenue
par une intégration Monte-Carlo fat utilisée pour réduire la dimensionalité de I’intégration
numérique, ce qui réduit le temps d’intégration substentiellement. On se retrouvait donc a
calculer I’équation ci-dessous pour o ;. Introduisant la fonction X(e) = > (g—;‘;)z o(e — &)

on a que la conductivité peut se réécrire comme :

1
Xiilipw) = 5 ) Vi Guliwn)Guliwn + ipn)

iw, Kk

2
_ [1_} ; f dezkl (Z—Z':) Ge, iw,)G(€, iw, + ipn)d(e — &)

1
= Z f de X()G(e, iwy)G(e, iwy + ipy), CRY)

et donc une simple intégration unidimensionelle est requise.
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Figure 5.6 — Fonction de transport du réseau fcc
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Il est a remarquer qu'une sommation discréte sur les fréquences de Matsubara est
nécessaire, et bien que cette opération puisse sembler simpliste, elle ne 1’est pas du tout
numériquement considérant qu’il est nécessaire d’obtenir le comportement asymptotique

attendu pour toutes les fonctions de corrélation, tel que décrit dans I’annexe A dans le cas

de xjojo-
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5.2 Problemes numériques rencontrés

5.2.1 Convergence numérique

Il s’avere que la convergence d’une somme sur les fréquences de Matsubara est rel-
ativement lente. C’est-a-dire qu’il est nécessaire de sommer des centaines de milliers de
fréquences de Matsubara pour que le comportement asymptotique se manisfeste. La con-
naissance des moments est d’'une importance primordiale pour le prolongement analytique
puisque ceci constitue I’information connue a priori, tel que souligné a la section 4.1. Des
résultats ont €t€ obtenus pour la conductivité€ ordinaire y;;, mais le cas de la fonction de cor-
rélation y;,;, s’est avéré particulierement difficile. Il a €té essayé d’améliorer le comporte-
ment asymptotique des fonctions en faisant un lissage en 1/p? sur la partie de la fonction
qui avait ce comportement avant que I’erreur numérique devienne non-négligeable lors de
la sommation et de I’intégration a de tres grandes fréquences. Cependant, le prolongement
analytique étant tres sensible a la valeur des moments, il n’est pas évident qu’un lissage
permette d’obtenir un moment d’ordre un précis. Faute d’une analyse d’erreur numérique
ou de méthode de sommation plus élaborée pour des cas ou les indices de sommation sont
tres grands et les nombres tres petits, il est difficile d’émettre un constat plus précis de
la situation. Ces méthodes de sommation existent dans les ouvrages de calcul numérique
plus avancés, comme par exemple dans le livre de Higham[10], chapitre quatre. Je crois
qu’une approche plus réfléchie de ce coté aurait été nécessaire, et ceci fat d’ailleurs con-

firmé apres m’étre renseignée aupres de Jean-Pierre Dusseault, professeur-chercheur en
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mathématiques appliqués a I’université de Sherbrooke. Il est a noter que la convergeance de
sommes numériques sur de grands ensembles de données est une opération délicate. Nous
n’avons qu’a penser a la série harmonique qui converge mathématiquement mais diverge
numériquement. Puisque les sommes sont intégrées, il se trouve que 1’erreur maximale de

la routine d’intégration est importante aussi.

Il serait nécessaire d’essayer d’implémenter la sommation avec une technique différente,
en alternant les termes positifs et négatifs par exemple, et surtout en utilisant une librairie
a précision améliorée (multi-précision). Cependant, le temps de calcul de la sommation
sur les fréquences de Matsubara, qui est déja de quelques heures en raison de I’intégration
nécessaire pour chacun des termes sommés, se verrait augmenter de facon significative.
Une autre possibilité serait de trouver les équations analytiques des moments pour la fonc-
tion de réponse y;j,j, a ’équation A.20 et de les fournir au programme de prolongement

analytique, pour compenser le manque de précision. Il reste a savoir si cela vaut la peine.

5.2.2 Probléemes d’unités - vérifications

Les graphiques présentés dans cette section sont les poids spectraux anormaux et les
parametres d’ordre cumulatifs obtenus avec différents facteurs vy calculés selon 1’équation
4.25. Les données ainsi que les programmes sont les mémes que ceux utilisés par Alexis
Reymbaut pour ses résultats de theése. en supraconductivité. Sans entrer dans les détails,
puisque cela releve de la supraconductivité ce qui n’est pas le sujet de cette maitrise, le
parametre d’ordre cumulatif a température et fréquence finie s’obtient avec le poids spectral

anormal dont on parle bricvement a la section 4.3.2. Il se calcule de la fagon suivante :

1 “do’
Ir(kw) = 5 f %Aaxk,w’)f(—w'). (5.2)
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Pour plus d’informations au sujet du parametre d’ordre supraconducteur, il vaut mieux se
référer a la section 7.3 de la these d’Alexis Reymbaut. Dans un cas idéal, les parametres

d’ordre cumulatifs devraient étre tous relativement similaires pour différentes valeurs de y.

Figure 5.7 — Comparaison des poids spectraux anormaux (en haut) et des parametres
d’ordre cumulatifs (en bas) obtenus avec différentes valeurs de y
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Les différentes courbes sont relativement similaires a basses fréquences, sauf dans le cas
de y = 2. 1l se trouve que pour ce dernier cas la convergence du prolongement analytique
était mauvaise. On remarque aussi que les résultats sont meilleurs a basses fréquences
qu’a hautes fréquences, ce qui peut €tre une source de probleme pour obtenir le pouvoir
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thermoélectrique avec la méthode proposée dans ce mémoire lorsqu’une grande plage de

fréquences réelles est requise.
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Conclusion

Lors de cette maitrise, beaucoup d’essais ont été effectués dans le but de vérifier le com-
portement du prolongement analytique de différentes quantités, telles que la self-énergie et
la conductivité électrique. Des facons de procéder ont été mises en place et vérifiées avec
des données issues de I'IPT et du Monte-Carlo, ce qui a mené a de petits travaux a 1’in-
térieur du but premier du projet, tels que présentés dans les annexes C, D et A. Certaines
nouvelles équations sont présentées, comme celle de la fonction de corrélation courant de
chaleur-courant de chaleur. La théorie et le calcul des fonctions de transport d’intérét ont
aussi été améliorés. Une de ces améliorations est présentée dans le chapitre 3, pour le cal-
cul du pouvoir thermoélectrique en fréquences de Matsubara. Une approche différente a
di étre développée pour le calcul des fonctions de corrélation en fréquences imaginaires,
puisque cette derniere n’est pas présente dans la littérature. Le tout est présenté au chapitre
3 et a 'annexe A. Plus précisément, la fonction de corrélation de chaleur a di étre cal-
culée en fréquences de Matsubara (voir équation A.20). Il s’est avéré que I’implémentation
numérique est plus complexe que ce qui avait été prévu. Il est absolument nécessaire pour
le prolongement analytique (chapitre 4) que les fonctions de corrélation aient un comporte-
ment en 1/w?, tel qu expliqué dans I’annexe A, et ce pour toutes les fonctions calculées.
L’obtention d’une convergence adéquate lors d’'une sommation numérique discrete n’est
pas garantie. Il aurait probablement été nécessaire d’utiliser des librairies a multi-précision
et d’envisager une analyse d’erreur numérique de la sommation, tel que suggéré dans une

communication par courriel avec un expert du domaine, Jean-Pierre Dusseault, professeur



CONCLUSION

en mathématiques de I’Université de Sherbrooke. De plus, un test tardif a été effectué avec
des poids spectraux anormaux, avec les données et les codes d’Alexis Reymbaut (voir
chapitre 5). Il s’avere qu’obtenir le poids spectral anormal a partir de quantités ayant des
unités différentes ajoutées artificiellement donne un résultat acceptable. Les cas pour des
facteurs différents de un sont relativement similaires lorsqu’on est a basses fréquences.
La partie numérique n’a pas été developpée autant qu’il serait nécessaire pour obtenir des
résultats, mais toute la théorie a été developpée et les vérifications préalables ont été effec-

tuées. Ceci pourrait éventuellement étre completé plus tard.
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Annexe A

Détails du calcul de la fonction de

corrélation x ;o io

A.1 Calcul de y;jo(iw,)

Une autre fagon de calculer la fonction de réponse entrant dans 1’expression du pouvoir
thermoélectrique d’intérét 4.3 dans cet ouvrage est d’y aller directement en représentation
spectrale avec la représentation suivante des moyennes thermodynamiques. Ces dernieres

se trouvent a partir de ce qui est fait a la section 22.8 du cours de problemes a N-corps [21].

La somme sur les fréquences de Matsubara pour 7 < 0 et pour 7 > 0O effectuée avec le
contour approprié dans le plan complexe fait apparaitre les distributions de Fermi-Dirac.

Sans détailler le calcul de ces relations, les résultats ci-bas sont ceux qui seront utiles pour
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le calcul des fonctions de réponse :

dw e ™" Ax(w)

o ot 1 Pour 7 < 0, (A.1)

(clex() =

d_a) e “TAx(w)

i =~ [ S

Pour 7 > 0. (A2)

En jouant sur I'invariance sous inversion du temps, et en prenant une dérivé temporelle si
nécessaire, on trouve aussi toutes les relations utiles pour le calcul subséquent de la fonction

de réponse :

N dw e“"Ax(w)
; _ k
(e (D)) = T Bl (A.3)

dw w e“"Ax(w)

— , A4
2r  ePe + 1 (A4)

(eh(T)ex) =

dw w e ™" Ax(w)

e = | S-—m

(A.5)

En remarquant qu’en prenant la transformée de Fourier pour passer en fréquences de Mat-
subara, on integre de 0 a 8 en temps imaginaire, il est possible d’utiliser les expression des
moyennes ci-haut et de ne considérer que les termes non-nuls de la décomposition de Wick
dans le cas particulier de 7 > 0. En se référant a I’équation 3.47 dans le chapitre 3 on a

que :

(T > 00 = 5 3 (X0 {= (@) (e mad + E@ad @) (A6)
k
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En traitant tout d’abord le premier terme de 1’équation A.6, et en y insérant les relations
appropriées qui se trouvent ci-haut on a :

dw do’ i (& -) w Ag(w)Ax(w’)

_f fwnT <ck(7')ck> (ck(T)Ck> dr = f def (27)2 (ePe + 1)(eP + 1)

B f f dwdw ©wAWA(W) PYePe -1

2r)? (ePv + )P + 1) iw, + ' —w
B f f dw dw’ w Ax(w)Ax(wW) Py — P
Q)2 iw, +w —w (€ + 1) + 1)
(A7)

On remarque une différence de fonctions de Fermi-Dirac qui y est cachée np(w) — np(w’) :

B . dw dow’ _ ’
- [ amddmartr = - [ [ awmee] A mH),
(A.8)

Pour le deuxieme terme de 1I’équation A.6, on a de facon similaire :

dw do’ ST@-) w Ak, wAK, )

f Wy T <Ck(T)Ck> <Ck(T)Ck> dT — f lmedef (27T)2 (eﬁw + 1)(8_'8(‘), + 1)
_ ff dwdw AW A(W) e — 1

Q2n)? (P + 1)(e P + 1) iwy + w — '
efo — v

_ f f dw dw’ w Ax(w)Ak(w)
Q2r)? iw,+tw-—w (P + 1) + 1)
f f dw do’ o' Ax(w)Ak(w") P — P

Q2n)?  w,+ o —w (P + 1P + 1)
dw do’ np(w) — np(w’)
—ff S AW { o) e }
(A.9)

ou a I’avant-derniere ligne du bloc d’équations ci-haut, un changement de variable w — w

et vice-versa a été effectué dans les intégrales. De ce fait, ce terme peut €tre combiné avec
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le précédent, pour obtenir la fonction de réponse :

X2 iw,) = __Z(Vk X)° ffdw dw’Ak(w)Ak(w')(w+w'){nf(w) nF(w)}

(2m)? Wy + W —w

(A.10)

En décomposant les np(w) en sommations sur les fréquences de Matsubara, on voit qu’il

est possible de réécrire le tout en fonctions de Green seulement :

dw do’ 1
X o) = 3 Z(vk x)’ f f G @AW + ) Z(,pn — )(l.wm i _w)

:“Z(Vk X) 1 {Gk(lpn) f _QAMW o do’ o Ak(w,)}

27 iwy, +ip, — @ 2 ip, — '

e . . . Ax(w)
-3 ;(vk X2 ; {Gkupn) f ™ [—Ak«u) + (ipa + zwm)m]

+Gilipy + i) f dz“’ [—Ak<w>+<z ) A“(w,),]}
n ip,—w

Z(vk x)’ —Z Gul(ipa) [=1 + (ip + i) Gilipy + iwy)]

ipn

+Gk(lpn + ia)m) [_1 + (lpn)Gk(lpn)]}

- - ;wk % 2 ; {(ip+ ““Tm)cmpn)Gk(ipn +iwm) = Gulipn)}. (A11)

On a alors le méme résultat qu’en partant d’un calcul a I’aide de la définition de la fonction

de Green ainsi que son équation du mouvement.
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A.2 Calcul de XijQ(ia)n)

La facon de faire présentée ci-haut est plus appropriée pour le cas de la fonction de
réponse y j,.j,» puisque son calcul fait intervenir des dérivées secondes d’opérateurs fermion-
iques, et la simple équation du mouvement pour G(7) ne peut plus étre utilisée sans faire
intervenir des ambiguités mathématiques dans le calcul. En effet, 1a facon de faire présentée
ci-dessous est a comparer avec ce qui est fait a la section 3.4.3 méthode 1. La fonction de

corrélation courant de chaleur-courant de chaleur a comme décomposition de Wick :

. 1 B ) _ )
X i) = =7 D e %)? f e dr {(Teexe (D) (Teen(T)ey) + (Tr(T)ep) (Trexel (1))
k 0

T (D) (Tre)e) + (Teer@ep) (Tea@ip)

(A.12)

Pour obtenir la décomposition de Wick ci-haut, il faut procéder a la décomposition, mais
ensuite modifier certaines moyennes y apparaissant. Il est a remarquer que dans certaines
termes la dérivé temporelle sur certains opérateurs est déplacée sur 1’opérateur voisin dans
la moyenne, ce qui entraine un changement signe devant le terme en question (voir A.13).
Cela s’avere plus commode pour les calculs de la suite, et c’est aussi le genre d’expression
qui se trouve dans la littérature [14]. On peut déduire ce comportement avec un exemple

simplifié, avec des opérateurs quelconque A et B en utilisant les propriétés de 1’invariance
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ANNEXE A. DETAILS DU CALCUL DE LA FONCTION DE CORRELATION Xjojo

sous translation dans le temps de la moyenne :

. 0
(AMBO)) = = (AMBO))

= aﬁ (A(0)B(-1))
-

<A(0)‘9B =7)

)
aB
— _(A0) (’% )

= —(A(1)B(0)). (A.13)
Pour 7 > 0, les moyennes non-nulles & considérer sont :

—~(Trel (D)) (Trex()el)
— (T (7)) (Tret(T)ex)
— (T} (e (Trek(T)e))

— (T} (D)ex) (Teek(D)ely . (A.14)

En utilisant les relations qui se trouvent plus haut, on a :

K oy) = 4Z<vk W [ [ e aemiew o {”F(“’)_”F(“’)}.

(2m)? Wy +w—w

(A.15)

Apres prolongement analytique et en prenant la partie imaginaire on a comme condition

que ' = w + €. Pour un calcul en fréquences réelles on obtient la fonction suivante :

CEDY IR, f X @+ 9w+ 5 (@) - nrw o). (A16)
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En fréquences imaginaires avec sommation sur les fréquences de Matsubara on a I’expres-

sion ci-bas :

X7 (iw,,) = Z(Vk x)>2 ffdé:;) Ar(@)Ak(W) (0 + o)’ — Z [(zpn - w)

" (w—pw)] i

Comme ip, +iw,, demeure une fréquence fermionique, on peut crire (avec ip;” = ip, +iwy,

etip, =ip,):

dw do’ , 1 1 1
X o) = Z(V“ % f f 2n7 A"(“’)A"(“’)(”M)zﬁ;(z‘p;—w)(ip,*—w')'

(A.18)

En réécrivant le numérateur comme (w — ip; + o’ — ipt + (ipT + ip7))? et en divisant par
D, P P P p

(ip; —w)(ip; —w')ona:

i) = = Zwk 0= Z = ((wx) = ipy) Glip)) +2 = (wx) = ip)Gulip;)

zpl
=2 (ip} + ip)IGi(ip}) + Gilip)) + (ip} + ip;)* Gu(ip))Gilip;)}
(A.19)

La forme ci-bas est aussi une forme équivalente :

Yo (i) = Z(vk x)~ Z — (@) = ipa) Gilipn + iwn) + 2 = (wk) = ipn = iwn)Gi(ipa)

ipn
-2 (2 lpn + lwm)[Gk(lpn + lwm) + Gk(lpn)] + (2 an + lwm)z Gk(lpn + lwm)Gk(lpn)} .
(A.20)
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ANNEXE A. DETAILS DU CALCUL DE LA FONCTION DE CORRELATION Xjojo

Ici (wy) est égal a ¢ — u + Un,, et provient de :

dw

f— wWAx(w) = g —u+ Ung,, (A.21)
2

ou n, = n/2. Ceci est en fait le deuxieme moment de la fonction de Green lorsqu’on

considere son développement a hautes fréquences. Il est a noter qu’il a été vérifié que

2

m?

I’équation A.20 a bel et bien un comportement asymptotique en 1/w;, et que les termes

additionnels d’ordre un s’annulent entre eux, en considérant les limites a hautes fréquences.
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Annexe B

Moments de la Self-Energie

Tout d’abord pour trouver I’expression des premiers moments de la self-énergie, il se
doit de considérer les moments de la fonction de Green elle-méme et son développement
en fréquences. Ensuite on en déduit par association des coeflicients les moments de la self-

énergie. Considérons I’expression suivante pour la fonction de Green de I’impureté :

1
Gior = , B.1
T i, + = Eg— A = X(iw,) ®D

ou A est la fonction d’hybridation en CDMFT 2.4. En considérant la limite lorsque w,, — oo

on trouve en faisant un développement limité,

lim Gyy(iw,) =

iw,—

| (1 = Ea= i) - Z(iwn)) N 0(%) (B.2)
lwy,

n iw,

On introduit de plus le développement de la fonction d’hybridation dans 1’équation ci-haut,

% 1
lim Aie,) = Z l,a;‘ (1 + %) + O(Zw—g) (B.3)
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ANNEXE B. MOMENTS DE LA SELF-ENERGIE

ainsi que le développement de la self-énergie et celui de la fonction de Green pour com-

parer :

lim Gy, (iw,)

—E;- 3 Y —¥(c0) — I
L{l—'u d Zkz.w,, iwy +O(L)

iw,—00 l(,()n LWy lw?l
GO Gl G2 1
iw, (W, (iw,)? (wi) By

On remarque alors que pour trouver X(co) on doit calculer le moment d’ordre un de la
fonction de Green, et que pour trouver X! on doit trouver G? et ainsi de suite. Se référer a
la section X.I de I’article suivant [8] pour les équations et de plus amples détails a propose
de I’expansion a hautes fréquences de la self-énergie. Cependant il est a noter qu’ils n’ont
pas la méme définition que nous du potentiel chimique et que cela modifie 1’expression
finale des moments. Le premier moment G4 de la fonction de Green se calcule de la fagon

suivante :
G = {[H.dro).d.. ), (B.5)
et on obtient les moments d’ordres supérieurs en calculant des commutateurs.
G = ({[H.dp o). [H.d., 1}) (B.6)

L’expression B.5 correspond au développement a haute fréquence de la fonction de Green

en interaction :

1 1
G, +
" (iwp)?

1
G(iw,) = —Go + Gy + ... (B.7)
i

W (iwy)?

Le moment d’ordre zéro correspond a la normalisation et vaut normalement un. Ces coef-

ficients a haute fréquence sont obtenues des discontinuités dans les dérivées de G ainsi que
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de G" autourde 7 =0 :
Gy = (=" oGm0 + 0 G (D] (B.8)

Utilisant la définition de la fonction de Green pour obtenir les dérivés par rapport au temps
imaginaire (G(t — ') = — (TTda(T)dZ (7'))) et en supposant un développement pour 7 = 0
de I’opérateur dépendant du temps (d,(r) = ef7d,e™"7), le résultat B.5 est obtenu. Con-
sidérant que le modele est un modele DMFT 2.2 a un site, les commutateurs doivent étre

évalués avec 1’hamiltonien suivant :

H= ) (eri(k) = i+ U > o+ D (dh D Veixax+ Y alVs ids) + Hygin:
[od k k

o, o

(B.9)

Le terme H,,; commute avec les opérateurs fermioniques de site du réseau, donc ne con-
tribue pas aux calculs des commutateurs. Apres le calcul de [H, d, ] et ensuite de 1’anti-
commutateur avec dz;,’ on peut comparer avec le terme d’ordre similaire obtenu dans 1’-
expression B.4. On peut alors en extraire le moment d’ordre zéro de la self-énergie par
comparaison. Il est a remarquer que 1’énergie du site E, ainsi que le potentiel chimique ne
sont pas supposés apparaitre dans ces moments. Pour le moment d’ordre zéro on s’attend a

obtenir le résultat Hartree-Fock. Les deux moments généralement utiles sont :

2
S(iwn) = U (nag) + 2 () (1 = (1)) + 0(#) (B.10)
Wy, (iw,)?
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Annexe C

Méthode de prolongement analytique

d’une self-énergie bruitée

Les self-énergie en fréquences imaginaires obtenues par Monte-Carlo 2.4 sont souvent
tres bruitées a hautes fréquences. Le probleme de signe ainsi que les erreurs statistiques
compliquent I’obtention de résultats précis. Pour évaluer les hautes fréquences de Matsub-
ara il faut évaluer de petits intervalles de temps imaginaires. Il faut beaucoup d’échantillons
pour avoir une bonne statistique et alors y a plus de bruit. Dans le cas d’un autre solution-
neur d’impureté, comme ce qui a été utilisé pour calculer les données utiles a la deuxieme
partie de cette maitrise, I'IPT, ou théorie des perturbations itérées, les résultats se veulent
assez précis pour qu’un prolongement analytique avec la méthode d’entropie maximale soit
possible 4.1, ou méme par méthode de Padé 4.2.1, tel qu’expliqué a la section IIA de cet
article [2]. Eventuellement, dans le cas de self-énergies bruitées obtenues par Monte-Carlo,
une stratégie possible est de passer par des fonctions de Green auxiliaires, n’ayant pas de
sens physique, mais étant plus facile a prolonger analytiquement, puisque 1’inversion des
données complexes limitera le bruit. Dans le but d’obtenir un comportemenent bien défini

a I’infini on ajoute aussi a la self-énergie sa partie Hartree-Fock X(c0). Il advient alors de



ANNEXE C. METHODE DE PROLONGEMENT ANALYTIQUE D’ UNE SELF-ENERGIE BRUITEE

calculer les fonctions suivantes avec les données de départ :

aux /s _ 1
i) = S oy + 5w €D

En procédant au prolongement analytique des fonctions suivantes, on obtient A“*(w) =
—2ImG**(w). Pour obtenir la partie réelle de la fonction de Green il est nécessaire d’utiliser

les relations de Kramers-Kronig :

1 f‘x’ Im G(x)dx. (C2)

Re G(y) = ——
T)w Y—X
Pour I’'implémentation numérique on doit d’abord se débarasser de la partie divergente de
C.1 en la soustrayant et en intégrant aux extrémités de I’intervalle d’intégration analytique-

ment. Le cas a x = y doit étre estimé en évaluant la dérivée de I'intégrant. La formule a

implémenter est [9] :

; a

Re G(y) = —
Vs y—x /s y-
Par la suite on doit seulement inverser de nouveau les nombres complexes obtenus pour
obtenir la Self-énergie en fréquences réelles, et non pas ces fonctions de Green auxiliaires.
Il se trouve que la partie imaginaire s’obtient facilement par inversion de nombres com-
plexes uniquement. Par contre il faut utiliser une seconde fois I’équation ci-haut C.3 pour
obtenir la partie réelle a partir de la partie imaginaire venant d’€tre calculée. En effet, il se

trouve que cette dernicre est tres instable aux petites variations numériques et que 1’inver-

sion de nombre complexes a tendance a diverger.
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Annexe D

Preuve de la formule utile pour le calcul

de la densité électronique

L’expression pour calculer la densité électronique analytiquement le plus souvent ren-

contrée dans la littérature conventionelle est :

—ik, 0~

1 e
= — D.1
i ﬁ;iwn_ek, (D.1)

et dans sa version avec interaction en eprésentation spectrale, est incalculable numérique-
ment. En effet, le facteur dit de convergence (e~**"), utile lors d’un calcul analytique stan-
dard avec le théoreme des résidus, est justement cause de problemes numériques reliés a
une précision. Il se doit de trouver une autre expression plus pres d’une implémentation
numérique. Une expression se trouve dans le livre de D. Mahan[5] Many-body physics a
I’équation 3.1.2 page 124, mais, n’est pas démontrée. On y trouve 1’équation ci-dessous.

Il est a remarquer que cette expression est mathématiquement divergeante lorsqu’écrite
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comme tel.

(D.2)

\S) |

b+ 1 Z 2n + l)m/ﬁ — &

Tbl'— hl

+2 > Golk, iw,) (D3)

n=—oo

l\.)lH

Cependant, il est a remarquer que numériquement on ne somme pas jusqu’a I’infini, et
donc qu’un résultat cohérent est généralement obtenu lorsque n est de 1’ordre de quelques
milliers. Par contre, on doit faire attention aux bornes de sommation, de fagon a ce que le

nombre de termes an < 0 et a n > 0 soit similaire :

1
eaB 1

Z 2 Re [Go(K, iw,)] . (D.4)

n_—oo

Pour démontrer la relation D.2, considérons tout d’abord la somme suivante, qu’on ap-
pellera g(z) mise sous une forme symétrisée : Le facteur 5 sera oublié dans la démonstra-
tion, et g, désigné par z € C pour souligner davantage qu’on est passé a une représentation
avec des variables complexes. Les grandes lignes de cette preuve mathématique se trou-
vent a cette addresse [|2]. En commengant avec une décomposition sur les indices positifs

et négatifs comme suit :

1
= — D.
8= 2. Gt in—z (D)
1
= - D.6
n kim—z kim+z D.6)
impair
= D.7
; 2+ k27r2 D7)
impair

Définissons f(z) = 1/(e* + 1). On vérifie que f(z) et g(z) ont les mémes podles, soient en

z = (2n + 1)ir et ainsi que les mémes résidus, qui sont des résidus d’ordre un puisqu’on a
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affaire a des pdles simples :

1
Res -kt 1)in (m) =-1 (D.3)
-2z
Res —k+1)in (m) =-1. (D.9)
(D.10)

Ceci entraine que que le résultat de f(z) — g(z) est une fonction entiere, soit une fonction
analytique sur tout le plan complexe. En effet, pour une valeur fixe de z, supposant un
développement en série de Laurent de f(z) et de g(z), les termes divergents en 1/z s’an-
nulent. I reste alors a calculer cette différence que I’on sait finie, et d’abord a vérifier si
ces deux dernieres fonctions sont bornées loin de leurs pdles. Remarquons que f(z) et g(z)
sont 2mi-périodiques, et donc on peut s’intéresser seulement a leur comportement lorsque
Re(z) — +00. f(z) est nécessairement bornée loin de ses poles puisque lim,_,., f(z) = 1 ou
z€ro lorsque lim,_, .., Re(z) = +oo. Décomposant la sommation en deux parties de la fagon

suivante :

§D= )+ ) ap =510 +5:0 (D.11)
0§k<2\g|/ﬂ k_22|2|[7r
impair impair
-2 1 2 2|7
1(2) Z 1+ 22/ 7 |z n (0-12)

0<k<2lzl/m

impair

Il est a remarquer que pour la deuxieme sommation, 1’inégalité du triangle est d’abord

utilisée pour passer de la premiere ligne a la deuxieme. Ensuite, le passage a 1’intégration

97



ANNEXE D. PREUVE DE LA FORMULE UTILE POUR LE CALCUL DE LA DENSITE éLECTRONIQUE

provient du théoréme de comparaison, ou aussi appelé critere integral de Cauchy. On a,

$,5(2) -2z
2&) = z: 2. 12
G Ttk
impair

1
<M 2, o

k>2|z|/m
impair

1
< -
- Z llr*k] = |22]]

k>2|z| /7
impair

1
_— D.13
2\ T (0-13)

k>2lz|/m
impair

oll pour le passage de la troisiéme ligne 2 la quatrieéme il est possible de vérifier que |7%k* —
|2|| > 0. Ensuite, il faut remarquer que |7°k*> — |z?|| > 37°k?/4, en raison de la condition de

sommation, et donc que :

8 1
So(z) < §|Z| Z 2

k221l /
impair
Sy2(z) < 3 |Z|f —_— ds
1422/ n?s?
|z]
< ——— <_, D.14
52 < 35T 5 (D.14)

pour C > 0, une constante. De ce fait, f(z) — g(z) est une fonction entiere et bornée. Le
théoreme de Liouville en analyse complexe s’applique et le résultat de cette soustraction

doit étre une constante. On constante premierement que :

1 1
ﬂm—ﬂmzi—ozi. (D.15)

Selon les arguments précédents, on déduit que :

1
ﬂ@—ﬂ@=§ Yz (D.16)
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C’est la seule possibilité. Les autres termes pouvant apparaitre dans la soustraction des
deux, (pensons a leur développement de Taylor), ne seraient pas constants, et cela ne serait
pas en accord avec le théoreme de Liouville. On en déduit donc que 1’expression est aussi
valable dans le cas avec interactions, la méme démonstration pouvant €tre faite avec la

fonction de Green en représentation spectrale :

11
(no () = - + 3 Z Re [G(K, iw,)] . (D.17)

iwy

Ou bien il est possible de considérer I’expression suivante en sachant que 1’ont somment

les termes pour n < 0 et n > 0, en alternance.

—+

N =

<nk,0'> =

Z Gy (iwy) (D.18)

iwy,=—

I =
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