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RE&suME. On introduit une famille de modules, appelés modules
de Markoff, engendrée par un procédé itératif semblable 4 la muta-
tion des objects inclinants dans une catégorie amassée. On montre
que ces modules ont une structure combinatoire similaire a celle des
mots de Christoffel. En outre, on construit une bijection entre ’en-
semble des triplets de modules de Markoff et ’ensemble des triplets
de Markoff propres. Ceci nous permet de reformuler la conjecture
d’unicité des nombres de Markoff dans un cadre algébrique.

Dans la deuxiéme partie, on étudie les dimensions projectives
de la restriction des foncteurs Home(—, X) & une sous-catégorie
contravariantement finie et rigide d’une catégorie triangulée C. On
montre que la dimension projective de Home(—, X)| - est au plus
un si et seulement si il n’existe aucun morphisme non nul entre
objets de 71] qui se factorise par X, lorsque X appartient & une
certaine sous-catégorie convenable de C. Par conséquent, on obtient
une caractérisation des objets de dimension projective infinie dans
la catégorie des foncteurs contravariants de présentation finie sur
une sous-catégorie inclinante amassée de C.






ii

Remerciements

Je tiens d’abord & remercier mon directeur de doctorat, Thomas
Briistle, pour ses précieux conseils et encouragements tout au long de
mes études universitaires. J’aimerais aussi remercier Louis Beaudet et
Thomas Briistle pour une série de discussions qui ont inspiré le travail
présenté dans le deuxiéme chapitre de cette thése. Enfin, je remercie
le Fonds québécois de la recherche sur la nature et les technologies

(FQRNT) et I'Université de Sherbrooke pour leur soutien financier.






CHAPITRE 1.

1.1.
1.2.
1.3.

1.3.1.
1.3.2.

1.4.

1.4.1.
1.4.2.

1.5.
1.6.

1.6.1.

1.7.

1.7.1.
1.7.2.

1.8.
1.9.

1.9.1.
1.9.2.

Table des matiéres

MARKOFF : UNE APPROCHE ALGEBRIQUE

Introduction
Arbres binaires

Triplets de Markoff

Un systéme de représentants

Conjecture d’unicité

Mots de Christoffel

Factorisation standard

L’arbre de Christoffel

Mots de Christoffel et triplets de Markoff
Modules de corde

Applications de graphes

Modules de Markoff

Triplets mutables

Modules de Markoff
Modules de Markoff et mots de Christoffel
Modules de Markoff et triplets de Markoff

Propriétés de la trace

L’isomorphisme

MoTs DE CHRISTOFFEL ET TRIPLETS DE

R & & &



vi TABLE DES MATIERES

CHAPITRE 2. DIMENSIONS PROJECTIVES DANS LES

CATEGORIES INCLINEES AMASSEES 69

2.1. Introduction 70
2.2. Préliminaires 73
2.2.1. Catégories triangulées 73
2.2.2. Notations et terminologie 78
2.2.3. Sous-catégorie d’extensions 79
2.3. Foncteur cohomologique 81
2.4. Sous-catégories inclinantes amassées 83
2.4.1. La propriété Gorenstein 84
2.5. Idéaux de factorisation 87
2.6. Sous-catégories rigides 91
2.7. Quelques généralisations 96
CONCLUSION 103

BIBLIOGRAPHIE 107



CHAPITRE 1

Mots de Christoffel et triplets de Markoff : une

approche algébrique
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1.1. INTRODUCTION

Un triplet de Markoff est un triplet d’entiers strictement positifs

(a,b, c) qui satisfont & I’équation de Diophante
a® +b% + 2 = 3abe

Les nombres qui composent ces triplets, appelés nombres de Markoff,
apparaissent dans les travaux de Markoff sur les minima des formes bi-
naires quadratiques indéfinies [74],[75]. Il a montré que tout ces triplets
peuvent étre engendrés par un simple procédé arithmétique & partir
de (1,1,1). On construit ainsi un arbre 3-régulier composé de toutes
les solutions a cette équation. La conjecture d’unicité des nombres de
Markoff, énoncée par Frobenius en 1913, voir [48], prétend que chaque
nombre de Markoff est le terme maximal d’un unique triplet de Markoff

(& permutation prés).

Les mots de Christoffel ont été introduits dans [35]. Plus récem-
ment, Borel et Laubie ont relancé I’étude de ces mots dans leur travail
approfondi [26]. Ce sont des mots dans un alphabet & deux lettres obte-
nus en codant la discrétisation de certains segments de droites dans R2.
Dans [88], Reutenauer construit une application bijective associant un
triplet de Markoff & chaque mot de Christoffel. Suivant une méthode de
Cohn [36], il établit cette bijection en utilisant les identités de Fricke

[47]; une stratégie qui nous sera essentielle.
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Dans ce chapitre, nous introduisons une famille de modules, appelés
modules de Markoff, engendrée en triplets par un procédé itératif ins-
piré par la mutation des objects inclinants dans une catégorie amassée
[28] et analogue & la construction de l'arbre des triplets de Markoff.
On montrera que cette derniére resemblance est plus que superficielle
en définissant explicitement une bijection entre I’ensemble des triplets
de modules de Markoff 7 et 1’ensemble des triplets de Markoff propres
M. De plus, cette bijection commute avec les applications de struc-
ture des arbres respectifs. La bijection est définie sur un module de
Markoff par M(w) — 3 Trp(w) ol p(w) est une matrice de SLy(Z)
construite a partir de la corde w & laquelle le module M (w) est associé.

Nos principaux résultats peuvent étre résumés comme suit :

THEOREME. L’application ® : T — M définie par
B(M (wi1), M(ws), M(ws)) = (§ Trp(w), § Tro(ws), § Trp(ws))

est un isomorphisme d’arbres binaires. En outre, la conjecture d’unicité
des nombres de Markoff est équivalente d l’injectivité de 'application
M(w) — $ Trp(w) ot M(w) parcourt Uensemble des modules de Mar-

koff propres.
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1.2. ARBRES BINAIRES

Bien que les arbres binaires ont été étudiés de fagon exhaustive en
mathématiques et en informatique, nous proposons ici une définition al-
ternative mieux adaptée 4 notre cadre algébrique. Plusieurs ensembles
que nous allons considérer dans ce chapitre ont une structure natu-
relle d’arbre binaire. Ce qui nous motive & explorer ce concept dans

Pabstrait.

Pour un ensemble X, on note X* le monoide libre engendré par les

éléments de X.

DEFINITION 1.2.1. Un arbre binaire (complet, infini) est un triplet
(T, L, R), ou T est un ensemble infini dénombrable et L, R sont deux

applications injectives T — T, tel que

(1) 11 existe un unique élément rr € T tel que 7 ¢ Im L U Im R.
Cet élément est appelé la racine.

(2) Aucun élément de T appartient simultanément & Im L et Im R.

(3) Pour tout z € T, il existe f, € {L, R}" tel que f,(rr) = z.
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rr
/ \
L(rr) R(rr)
VRN 7N

Lo L(rr) Ro L(rt) Lo R(rr) Ro R(ry)

LEMME 1.2.2. Soit (T, L, R) un arbre binaire. Pour tout z € T,

lélément f, € {L,R}" tel que f,(rr) = = est unique.

DEMONSTRATION. La preuve est par récurrence sur la longueur de
fz. Puisque r7 ¢ In LUIm R, f = I est I'unique élément de {L, R}*

tel que f(rr) = rr.

Supposons que f, € {L, R}" est I'unique application telle que f,(rr) =

z, pour un certain z € T'.

Soit y = L(z), alors il existe f, € {L, R} tel que f,(rr) = y.
Comme y € ImL, on a y ¢ Im R donc f, s’écrit seulement sous la
forme f, = Lo g avec g € {L,R}". Ainsi Lo g(rr) = y = L(x)
et l'injectivité de L implique que g(rr) = z. D’aprés I’hypothése de
récurrence, g = f. Donc f, = L o f, est I'unique élément de {L, R}*

tel que f,(rr) =y.

De méme, on montre que f = R o f, est I'unique application telle

que f(rr) = R(z). O
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Comme pour toute structure algébrique, on aura besoin d’une no-

tion d’application qui préserve cette structure.

DEFINITION 1.2.3. Un homomorphisme d’arbres binaires entre deux
arbres binaires ¢ : (T3, Ly, R;) = (T3, La, R;) est la donnée d’une ap-
plication ¢ : T} — T; telle que L, = Loy et pR; = Ryp.

Tl——w—-)Tg Tl—f"’T2
o e
v 4
Tl—-—-—)Tz Tl—)Tz

Soient (T3, L1, R;) et (T2, La, R;) deux arbres binaires. Définissons
un homomorphisme de monoides i : {L1, R1}* — {L2, R;}" pari(L,) =

L, et i(R;) = Ry. 1l est clair que % est un isomorphisme de monoides.

LEMME 1.2.4. Soient ¢ : (T, Ly, Ry) = (T3, Ly, R;) un homomor-
phisme d’arbres binaires et f € {L;, B1}*. Onapo f =i(f) o .

DEMONSTRATION. L’égalité est évidente lorsque f = Ir,. Suppo-
sons que 1’énoncé soit vérifié pour un certain f € {L,, R;}". Alors, on

a

po(Liof)=Lao(pof)=Lyoi(f)oyp

=i(L1)oi(f)op=1i(L10f)op

et de méme po (Ry0 f) =4#(Ryo f)oop. O
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PROPOSITION 1.2.5. Soient ¢, : (T, L1, Ry) = (T3, L2, Rp) deux

homomorphismes d’arbres binaires. Alors ¢ = 1 si et seulement si

@(rn) = ¥(rn).

DEMONSTRATION. La nécessité est évidente. Supposons que ¢(r1,) =
¥(rp,). Soit z € T, alors il existe f, € {L1, R1}" tel que f;(rny) = z.
On a

p(z) = p(fo(rry)) = i(f=)(p(rn))
=1i(fz)(¥(rn)) = ¥(fa(rn)) = ¥(x).

O

THEOREME 1.2.6. Soit ¢ : (Th, L1, Ry) — (T3, Ly, Ry) un homomor-
phisme d’arbres binaires. Alors ¢ est une bijection si et seulement si
@o(ry,) = rr,. Dans ce cas, on dira que ¢ est un isomorphisme d’arbres

binaires.

DEMONSTRATION. Supposons que ¢ est une bijection. Alors il existe
z € T tel que p(x) = rp,. Si = était élément de Im L; UIm R, on au-
rait, en vertu des propriétés de commutativité, rp, € InL, UIm Ry
une contradiction. Ainsi z ¢ Im L, UIm R, donc x = r,.

Réciproquement, supposons que ¢(rr,) = rp,. Soit y € T3, alors il
existe f, € {L27 R2}‘ tel que fv(TTz) =y. Posons z = f;(rp,) ol f; est
'unique élément de {L;, R;}" tel que i(f;) = f,. On a

p(z) = p(falrn)) = i(f)(0(rn)) = fo(rz) = .
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Donc ¢ est surjectif.

Soient z,y € Ty et supposons que ¢(z) = p(y). Il existe f,, f, €
{L1, R1}" tels que fo(rn,) =z et fy(r,) =y. On a

o(z) = p(f=(rn)) = i(fe)(0(rn)) = i(fz)(rr,)

et de méme ¢(y) = i(fy)(rn). D’od i(fz)(rn) = i(fy)(rn) ce qui en-
traine i(f;) = i(f,) d’aprés le lemme 1.2.2. Puisque % est un isomor-

phisme, on a f, = f, et
z = fo(rn) = fy(rn) = .
Donc ¢ est injectif. O

COROLLAIRE 1.2.7. Soit ¢ : (Th, L, Ry) — (T3, L2, R;) un isomor-

phisme d’arbres binaires. Alors i(f,) = fo(z) pour tout z € Tj.

DEMONSTRATION. Soit z € T, alors il existe f, € {L;, R;}" tel

que f;(rn,) =z.0Ona

((f)(rn) = i(f)(p(rn)) = p(fa(rny)) = @(2) = foie)(rm)-

En vertu de I'unicité de f,(;) on conclut que i(f;) = fy(z). O
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1.3. TRIPLETS DE MARKOFF

La théorie des nombres de Markoff a son origine dans les deux
articles de Markoff [74], [75] sur 'approximation diophantienne et les
formes quadratiques indéfinies. Cette théorie a des liens marqués avec
plusieurs domaines mathématiques ; entre autres, les algebres amassées
[17], [82], les fractions continues [24], (48], la géométrie hyperbolique
[36], [37], [63], [71], [76], les groupes fuchsiens [47), [83] et les variétés
algébriques [54)].

DEFINITION 1.3.1. Un triplet de Markoff est une solution (a, b, ¢)

dans les entiers strictement positifs de 1’équation
?+y* + 22 = 3zyz (1)

Un triplet de Markoff est dit propre si a,b et c sont deux & deux dis-
tincts, sinon il est dit impropre. Tout entier faisant partie d’un triplet
de Markoff est appelé nombre de Markoff.

L’équation (1) est symétrique par rapport aux variables z, y et z.
Par conséquent, si ’on connait une solution (a,b,c), il est facile d’en
trouver cinq autres en calculant les permutations de (a,b,c). Bien que
ces six solutions peuvent étres différentes, il est souvent préférable de
les considérer comme une seule. On vise donc & construire un systéme

de représentants des classes d’équivalences de permutations. La plupart
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des auteurs utilisent le représentant (a, b,c) tel que a < b < ¢, mais ce

choix ne serait pas convenable pour nous.

PROPOSITION 1.3.2. Les seuls triplets de Markoff impropres sont

(1,1,1) et (1,2,1), ¢ permutation prés.

DEMONSTRATION. Soit (a,b,c¢) un triplet de Markoff impropre.
Puisque que 'on travaille & permutation prés, on peut supposer sans

perte de généralité que a = ¢. Ainsi
2a? + b? = 3a®b (2)

d’oti b% = a?(3b — 2) et on en déduit que a? divise b2. Donc a divise b
et il existe un entier naturel k tel que b = ka. L’équation (2) devient
2a? + k%a? = 3ka®. On obtient 2 + k? = 3ka d’oit 2 = k(3a — k). Ainsi
k =1ou k = 2 car k divise 2. Si k = 1, alors (a,b,¢) = (1,1,1). Si
k = 2, alors on obtient la solution (1,2, 1). O

A partir d’un triplet de Markoff, on peut construire d’autres solu-
tions de I’équation (1) en lui appliquant certaines opérations arithmé-

tiques. On définit deux applications Z3 — Z2 par
my : (a,b,¢) — (b,3bc —a,c) et mg: (a,b,c)— (a,3adb—c,b)

PROPOSITION 1.3.3. Soit (a,b,c) un triplet de Markoff. Les triplets
mr(a,b,c) et mp(a,b, c) sont des triplets de Markoff.
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DEMONSTRATION. Supposons que (a, b, ¢) est un triplet de Markoff.
Alors
a® + b + ¢ = 3abe

If faut montrer que (b, 3bc — a, ¢) est un triplet de Markoff. On a
B + (3bc — a)’ + ¢ = b* + (9b%c* — 6abc + a®) +
= 9b%c* — 6abe + (a® + 5% + %)
= 9b%c? — 6abc + 3abe

= 3b(3bc — a)c

La preuve pour mp est semblable. O

1.3.1. Un systéme de représentants

Soit M ’ensemble des triplets (a, b, ¢) obtenus par applications ité-
rées de my et mp & partir du triplet de Markoff M, = (1,5, 2).

M={M0}U{M IMO—'"—‘->--'-"i>Moﬁnu=mL oum,-=mn}

D’aprés la proposition 1.3.3, les éléments de M sont des triplets de
Markoff. En vertu de la définition de M, on a m (M) C M et
mp(M) € M. On peut donc voir my et mg comme des applications

M = M.

LEMME 1.3.4. i M = (a,b,c) € M, alors b= max M. De plus, si
MeIlmmy, alorsa>cet si M € Immgpg, alorsa < c.
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DEMONSTRATION. 1l est clair que le triplet initial (1,5, 2) satisfait
aux conditions ci-dessus. Supposons que la propriété est vérifiée pour un
(a,b,¢) € M. On doit montrer qu’il en est de méme pour m(a, b, ¢)
et mp(a,b,c). On a mr(a,b,c) = (b,3bc — a,c) et on sait déja que
b>c Deplus,3bc—a>2b+(b—a) > bpuisquec>1leta<b. La

demonstration pour mp est semblable. O

Définissons une troisiéme application
me : {(a,b,c) €Z®|a #c} S A

par
(3ac — b,a,c) sia>c

me(a, b, c) = {

(a,c,3ac—b) sia<c

PROPOSITION 1.3.5. Si M = (a,b,c) est un triplet de Markoff
propre, alors mg(M) = (d,V,c) est un triplet de Markoff. De plus,

si b = max M, alors b/ = maxmc(M) etb> ¥ > 0.

DEMONSTRATION. On montre aisément que mc(M) est un triplet
de Markoff en utilisant la méme démarche que dans la preuve de la
proposition 1.3.3.

Considérons le cas a > c, alors m¢(a, b,¢) = (3ac—b, a,c). Montrons
d’abords que a > 3ac — b > 0. Puisque (3ac — b, a, ¢) est un triplet de

Markoff, on a

3(3ac —blac = (3ac — b’ + a2+ >0
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d’ott 3ac—b > 0 car ac > 0. D’autre part, ¢ < a entraine que ¢2 < ac <
a?c d’ott 2a% + 2 < 3a®c. Ce qui donne 2a® — 3a%c+c?> < 0. On a

202 — 3a’c+c? = a® — 3a%c+ (> + V2P + 2) - 1?
= a® - 3a%c + ba — ba + 3abc - b?
= a? — a(3ac — b) — ba + b(3ac - b)

= (a — b)(a — (3ac — b)).

Ainsi (a — b)(a — (3ac—b)) < 0 et puisque b > a on a a — (3ac—b) > 0.
Donc a > 3ac — b. De plus, b = max(a, b,c) > a = maxmc(M). Le cas

a < ¢ se démontre de fagon analogue. O

LEMME 1.3.6. Soit M = (a,b,c) un triplet de Markoff propre. Le
triplet de Markoff mc(M) est impropre si et seulement si M = (1,5, 2)
ou M = (2,5,1). De plus, mc(M) est impropre si et seulement si
mc(M) = (1,2,1).

DEMONSTRATION. Supposons que M = (1,5,2) ou M = (2,5,1).
Dans les deux cas mg(M) = (1,2, 1) qui est impropre. Réciproquement,
supposons que mq(M) est impropre. Considérons d’abords le cas a < c.
Puisque m¢(M) = (a, ¢, 3ac—b) est impropre et a # ¢, on a (a, ¢, 3ac—
b) = (1,2,1) d’apres la proposition 1.3.2. D’oit M = (1,5,2). D’autre
part, si a > ¢ alors mg(M) = (3ac — b,a,c) = (1,2,1). Donc M =
(2,5,1). O
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LEMME 13.7. Si M € M\{(1,5,2)}, alors mc(M) € M. En

outre, l’application m¢ est un tnverse @ gauche de my et de mp :
memy =1y et memp =1y

En particulier, m; et mp sont tnjectives.

DEMONSTRATION. Il est clair que M\ {(1,5,2)} = Imm UImmp.
Dongc, il existe un triplet M’ = (a,b,c) € M tel que m;(M’) = M ou

mg(M’) = M. Dans le premier cas,

mc(M) = memy(a, b, ¢) = me(b, 3bc — a,¢)

= (3bc — (3bc — a),b,¢) = (a, b, ¢)

car b > ¢ d’apres le lemme 1.3.4. D’oit mg(M) = M’ et on en déduit
que me(M) € M. Le deuxiéme cas est semblable. O

PROPOSITION 1.3.8. Le triplet (M, mp, mg) est un arbre binaire
de racine (1,5,2).

DEMONSTRATION. On vérifie aisément qu’il n’existe aucun triplet
de Markoff propre M tel que m; (M) = (1,5,2) ou mg(M) = (1,5, 2).
Donc, d’aprés la définition de M, (1,5, 2) est la racine de M. De plus,
le lemme 1.3.4 implique que Imm; NImmg = 0. m]
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(1,5,2)
(5,29,2) (1,13,5)
v N\ v N

(29, 169, 2) (5,433, 29) (13,194, 5) (1,34,13)

LEMME 1.3.9. Soient M = (a,b,c) un triplet de Markoff propre
et 0 € S3 la permutation o(a,b,c) = (c,b,a). Alors, mg o o(M) =
g o mc(M )

DEMONSTRATION. Soit M = (a, b, ¢) un triplet de Markoff propre,

alorsa<couc<a.Sia<c,ona
me o o(M) = mc(c,b,a) = (3ca — b, ¢, a)

et
o ome(M) = o(a,c,3ac — b) = (3ac — b, ¢, a).

Sic<a,ona
mcoo(M) = me(c, b, a) = (¢, a,3ca—b) = o(3ac—b, a, ¢c) = comc(M).
Dans les deux cas m¢ o 0(M) = 0 o mg(M). 0O

En adaptant la preuve du résultat classique de Markoff [75], on

montrera que M coincide avec I’ensemble des triplets de Markoff propres,
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& permutation prés. Considérons la relation d’équivalence ~ sur 1’en-
semble des triplets de Markoff propres définie par M ~ N s'il existe
une permutation 7 € S; telle que 7(M) = N.

THEOREME 1.3.10. L’ensemble M est un systéme de représentants
de la relation ~ sur U’ensemble des triplets de Markoff propres.

DEMONSTRATION. Soit M’ un triplet de Markoff propre. Posons
b = max M’ et a,c les deux éléments de M'\ {d} de telle sorte que
a < c. Remarquons qu’il existe une permutation # € S3 telle que
n(M') = (a,b,c). Posons M = (a,b,c), on prétend que soit M € M,
soit o(M) = (¢, b,a) € M.

Posons b, = maxm@(M). Alors, d’aprés la proposition 1.3.5, on
obtient une suite b > b; > by > --.. Comme chaque b,, est un entier po-
sitif, cette suite doit étre finie. Ce procédé prend fin lorsque ’on atteint
un triplet de Markoff (a, 8,7) avec a = 7. Donc, selon le lemme 1.3.6,
il existe un entier naturel n tel que m3(M) = (1,2,1) On procéde
par récurrence sur n. Si n = 1, alors M = (1,5,2) ou (2,5,1). On a
0(2,5,1) = (1,5,2) € M et (2,5,1) ¢ M. Maintenant, supposons que
mg(M) = (1,2,1) implique que soit M € M, soit o(M) € M, pour
tout M. Supposons que mg (M) = (1,2,1). Ainsi, mi(mc(M)) =
(1,2,1) donc soit mc(M) € M, soit o(mc(M)) E.M d’aprés I’hypo-
thése de récurrence. Si m¢(M) € M, alors mg(M) = (a, ¢, 3ac— b) car

a<c.Ona

mgr(mec(M)) = (a,3ac — (3ac—b),c) =(a,b,c) =M



1.3. TRIPLETS DE MARKOFF 17

donc M € M. Si o(mc(M)) € M, alors
my(o(mc(M))) = mr(3ac — b, c,a) = (¢, 3ca — (3ac — b),a) = o(M)
donc o(M) e M.

Supposons que M et o(M) appartiennent simultanément & M.
D’aprés le lemme 1.3.7, on a me(M) € M et mc(o(M)) € M. Mais, en
vertu du lemme 1.3.9, mc(o(M)) = o(mc(M)). D’ou o(mc(M)) € M,

une contradiction.

1l reste & montrer que M contient un seul représentant par classe
d’équivalence. Supposons que M = (a, b,c) et #(M) = (d',V, ) appar-
tiennent & M pour une permutation 7 € S;\ {I}. Alors b= max M =
max (M) = b et on en déduit que 7 = 0. Donc M € Meto(M) € M,
une absurdité. O

1.3.2. Conjecture d’unicité

Une grande partie des travaux reliés aux nombres de Markoff sont
motivés par la conjecture d’unicité des nombres de Markoff formulée
par Frobenius en 1913, voir [48].

CONJECTURE 1.3.11. Soient M, et M, des triplets de Markoff. Si

ma.le = ma.ng, alors M1 ~ Mg.

Cette conjecture a été démontrée dans plusieurs cas particuliers,
par exemple :
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- Pour les triplets de Markoff M avec max M un nombre premier
[33].

- Pour les triplets de Markoff M avec m = max M tels que m,
3m — 2 ou 3m + 2 est égal & p, 2p ou 4p ou p est un nombre
premier [14].

- Pour les triplets de Markoff M tels que max M = 4p™ ou 8p"

ol p est un nombre premier et n > 1, voir [95].

- Pour les nombres de Markoff paramétrisés par les couples d’en-

tiers de la forme (1,n) ou (m, 1) avec n,m > 2, voir [31].

Gréce au théoréeme 1.3.10, on peut reformuler la Conjecture 1.3.11

comme suit :

CONJECTURE 1.3.12. Soient My = (a1,b1,¢1) et M, = (a3, by, ¢3)
deuz éléments de M. Si by = by alors M; = M,.
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1.4. MoTs DE CHRISTOFFEL

Les mots de Christoffel sont des mots dans un alphabet & deux
lettres nommeés d’aprés le mathématicien allemand Elwin B. Christoffel.
Ces mots apparaissent dans la littérature dés 1771 dans les travaux
de Bernoulli sur les fractions continues [20]. Un mot de Christoffel
se définit de plusieurs facons & partir d’une paire d’entiers copremiers.
Nous présentons ici la définition géométrique due & Borel et Laubie [26]
basée sur la discrétisation d’un segment de droite de pente rationnelle.
Un apergu détaillé de la théorie des mots de Christoffel se trouve dans

[21].

Un chemin de treillis est un sous-ensemble de (Z x R) U (Z x R)
composé de segments de droites consécutifs de la forme [(a, ), (a+1, b)]
ou [(a,b), (a,b + 1)] avec a,b € Z. Un tel chemin est I'image d’une
fonction continue et injective f : [0,1] = (Z x R) U (Z x R) telle que
f(0) et f(1) appartiennent & Z x Z.

DEFINITION 1.4.1. Soient p et ¢ deux entiers copremiers. Le chemin

de Christoffel de pente g/p est le chemin de treillis reliant les points
(0,0) et (p, q) tel que

(1) Le chemin reste en dessous du segment de droite [(0, 0), (p, q)]-

(2) La région limitée par le chemin et le segment [(0,0), (p, )] ne

contient aucun point de Z x Z.
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(5,4)

Wy

L

yd

7

(0,0)

FIGURE 1. Le chemin de Christoffel de pente 4/5

DEFINITION 1.4.2. Le mot de Christoffel de pente q/p est le mot
C(p,q) € {z,y}" obtenu en suivant le chemin de Christoffel de pente
g/p & partir de (0,0) et en désignant chaque segment de la forme
[(a,d), (a + 1,b)] par x et chaque segment de la forme [(g,)), (@, b+ 1)]

par y.

(5,4)
P y
// yz

Vv T

y
// T
vy

(0,0) 65—

FIGURE 2. Le mot de Christoffel C(5, 4) = zzyzyryzy

EXEMPLE 1.4.3. Le mot de Christoffel de pente 0 est C(1,0) = z
et le mot de Christoffel de pente oo est C(0,1) = y. Les mots de
Christoffel différents de x et y sont dits propres.
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11 existe aussi des moyens plus directs de calculer le mot de Christof-
fel associé & une paire d’entiers copremiers. Par exemple, la proposition
suivante nous fournit un algorithme trés simple. Cette construction est

trés semblable & celle donnée par Christoffel [35].

PROPOSITION 1.4.4 ([21, Section 1.2]). Le mot de Christoffel de
pente g/p est donné par C(p, q) = wywy - -+ Wpy, 0U

r si(i—1)g€{0,1,...,p— 1} mod(p + q)
w; =
y sii—1)g€{p,p+1,...,p+q— 1} mod(p + q)

1.4.1. Factorisation standard

Borel et Laubie [26] ont montré que chaque mot de Christoffel
propre s’exprime uniquement comme la concaténation de deux mots
de Christoffel ; c’est ce qui s’appelle la factorisation standard. Le che-
min de Christoffel de pente g/p contient un unique point (¢,d) € Zx Z
de distance non-zéro minimale au segment de droite [(0,0), (p, ¢)].

DEFINITION 1.4.5. La factorisation standard du mot de Christoffel
C(p, q) est la factorisation C(p,q) = C(c,d)C(p — ¢, g — d).

EXEMPLE 1.4.6. Considérons le mot de Christoffel C(5,4). Le point
(4, 3) sur le chemin de Christoffel de pente 4/5 est de distance non-zéro
minimale au segment de droite [(0, 0), (5,4)]. La factorisation standard
de C(5,4) est donc C(4,3) - C(1,1) = zxyzyzy - zy.



22 1. MOTS DE CHRISTOFFEL ET TRIPLETS DE MARKOFF

(5,4)

(0,0) Aﬂmf

FIGURE 3. Le point (4,3) sur le chemin de Christoffel
de pente 4/5

PROPOSITION 1.4.7 ([21, Proposition 3.2]). i w = wyw, est la
factorisation standard du mot de Christoffel w, alors w, et wq sont des

mots de Christoffel.

La factorisation standard d’un mot de Christoffel est la seule fac-

torisation avec cette propriété.

THEOREME 1.4.8 ([26, Théoréme 1]). Un mot de Christoffel w ad-
met une unigque factorisation w = uﬁwz avec wy et wy des mots de

Christoffel.

Etant donné une factorisation d’un mot de Christoffel, on peut fa-
cilement déterminer s'il s’agit de la factorisation standard grace au

résultat suivant :
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PROPOSITION 1.4.9 ([26, Proposition 1]). Soient (p1,¢1) et (p2, g2)
deur paires d’entiers copremiers. La concaténation C(p,q1)C(p2,q2)

est un mot de Christoffel si et seulement sidet{5 5] =1.

Notons |w|, le nombre d’apparitions de la lettre z dans le mot w.

On peut reformuler la proposition précédente comme suit :

PROPOSITION 1.4.10 ([21, Lemme 3.4)). La factorisation w = wyw,

d’un mot de Christoffel w est standard si et seulement si

w w
e )

|walz  |waly

1.4.2. L’arbre de Christoffel

Il sera souvent avantageux d’utiliser la construction de I’ensemble
des mots de Christoffel par I'intermédiaire d’un arbre binaire (voir [21],

[22],[26]).

Soit X ’ensemble des triplets (w;, wg, ws) de mots dans {z, y}" tels

que w; = wyws. On définit deux applications ¢z,cp: X = X par
cr(wy, we, w3) = (wa, wows, w3) et cr(wy, wr, ws) = (W, wyws, ws)
Posons Cy = (z,zy,y) et considérons ’ensemble

C={C’o}U{C |Co—5‘->--~—5"—)Cof1c,-=cLouc,-=cR}

Un élément de C est appelé un triplet de Christoffel.
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PROPOSITION 1.4.11. Le triplet (C,c1,cr) est un arbre binaire de

racine (, Ty, y)

DEMONSTRATION. Il est clair que (z, zy, y) est la racine de C. Mon-
trons d’abord que c¢; est injective. Supposons que cp(w;,ws,w3) =
cr(v1, V2, v3), C’est-a-dire que (wa, waws, ws) = (va, vovs, v3). Donc wy =
v,, w3 = vU3 et puisque w,; = wyws, on & v = wyvs. Mais v, = v,v; ainsi

v; = w;. La preuve de l'injectivité de cg est semblable.

Supposons que Im ¢;NIm cg est non vide. Alors, il existe (wy, we, w3),

(vl’ '02,'03) € C tels que
(w2, wows, w3) = cp (w1, w2, w3) = cp(v1,v2,v3) = (v1, V102, v2).

Dot v; = wy = wws = whva = wyv1v3. Donc w; et v; sont de lon-
gueur zéro, une contradiction car aucun triplet de C contient un mot

de longueur zéro. O

(z,zy,v)
/ \
(zy, 71, y) (z, 2%y, zy)
N 2N

(=%, 2%, ) . (zy, zyzy?, ) (z2y, 22yzy, 2y) - (= =y, 2%)

THEOREME 1.4.12 ([21, Théoréme 3.6]). Soit (wy, we, ws) un triplet
de Christoffel. Les mots wy, we et ws sont des mots de Christoffel et
wq = wyws est la factorisation standard de wy. De plus, chagque mot de
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Christoffel propre apparait ezactement une fois comme terme médian

d’un triplet de Christoffel.

On obtient donc une bijection entre C et I’ensemble des mots de

Christoffel propres donnée par (w;, ws, w3) — ws.
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1.5. MoTs DE CHRISTOFFEL ET TRIPLETS DE

MARKOFF

Les mots de Christoffel apparaissent implicitement dans les travaux
de Markoff [74],(75] qui n’était apparemment pas au courant de l’ar-
ticle de Christoffel [35)]. Le lien précis entre ces deux concepts n’a été
explicité que bien plus tard. La bijection décrite dans cette section est
due & Reutenauer [88]. Elle est construite & partir d’une application
entre les mots de Christoffel et les nombres de Markoff définie & ’aide
d’une méthode développée par Cohn [36]. Un résultat équivalent a été
obtenu par Bombieri [24] dans un contexte différent.

On définit un homomorphisme de monoides u : {z,y}* — SL(Z)

2 1 5 2
u(w)=[ ] et u(y)=[ ]
11 2 1

EXEMPLE 1.5.1. L’image du mot de Christoffel C'(2,3) = zyzyy

par

par ’homomorphisme u est
1 (C(2,3)) = p(z)py)pu(=)uy)ny)

e

[ 1045 433
| 613 254
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THEOREME 1.5.2 ([88, Théoréme 2.1}). Le triplet (a,b,c) est un

triplet de Markoff propre st et seulement si
{a,b,c} = {3 Tru(wy), } Tr p(ws), } Tr p(w)}

pour un unique mot de Christoffel w avec factorisation standard w =

unwy.

On peut facilement adapter la preuve de ce théoréme pour obtenir

le résultat suivant :

THEOREME 1.5.3. L’application ¥ : C — M définie par
W (wy, w,we) = (% Tr p(wy), § Tr p(w), § ’Dw(wz))

rend commutatifs les diagrammes

v

C— M c -2 M
cLl lmL cgl mg
c -2 M c -2 M

En outre, ¥ est un isomorphisme d’arbres binaires.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 1.5.2, ¥(C) est un triplet
de Markoff pour tout C € C. On vérifie aisément que ¥(z,zy,y) =
(1,5,2) ce qui est la racine M. Pour montrer que ¥ est un isomor-
phisme d’arbres binaires correctement défini, il suffira donc d’établir

la commutativité des deux diagrammes. Le lecteur pourra verifier que
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cela consiste essentiellement & démontrer 1’égalité
Tr p(waws) = Tr p(w2) Tr p(w3) — Tr pp(wn)

ol (w;, wq, w3) € C. Mais ceci est une conséquence du lemme 1.9.4 car

Wy = U W3. O

EXEMPLE 1.5.4. Le mot de Christoffel C(2,3) admet la factorisa-
tion standard C(2,3) = (zy) - (zyy). Donc (zy, zyryy, zyy) € C et

U(zy, zyzy’, 2y®) = (3 Tr [¥3], 3T (95 48], 1R B))

= (5,433, 29)

La figure ci-dessous illustre I'isomorphisme ¥ sur une partie de C.
(z,2y,y)
(zy, 71, y) (z, 2%, zy)
I N
(zy?, 2%, ) (zy, zyz?, zy®) | (2y, 2Pyzy, ) (z, 2%, z%)

E v E « e o e

(29,169, 2) (5,433, 20) (13,194,5) (1,34,13)
(5.29,2) (1,13,9)
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1.6. MODULES DE CORDE

Les modules de corde proviennent des méthodes développées par
Gelfand et Ponomarev lors de leur classification des modules indécom-
posables sur 1’algébre de groupe de Lorentz [50]. Par la suite, cette no-
tion a été généralisée & plusieurs autres situations (voir, par exemple,
[25], [32], [42], [89]). Ce développement a finalement abouti & la defini-
tion des algebres de corde ; une classe d’algébres spécifiquement adaptée

aux techniques de Gelfand et Ponomarev.

Soit @ = (Qo, Q1) un carquois avec @y I’ensemble des sommets et
Q1 'ensemble des fleches. Pour une fleche a : i — j, on note s(a) = ¢
sa source et t(a) = j son but. A chaque fleche a € Q, on associe un
inverse formel a~! tel que s(a™!) = t(a) et t(a~!) = s(c). Ecrivons Q7!
pour ’ensemble des inverses formels des fleches dans ;. On convient
que (a~')~! = a. Pour chaque i € Qg, notons e; le chemin stationnaire

associé au sommet 1.

DEFINITION 1.6.1. Une corde de longueur n > 1 sur un carquois lié
(Q, I) est une suite ¢ = a;a; - - - a, d’éléments a; € Q; U Q! telle que :
(1) t(a;) = s(ai+1) pourtout 1 <i<n-1
(2) a; #a;}, pourtout 1 <i<n-—-1.
(3) Pour chaque sous-suite v de w, ni v, ni v~ n’est contenu dans
I.

De plus, pour chaque sommet ¢ € Qp, on définit une corde ¢; de lon-

gueur nulle telle que s(e;) = t(g;) = i.
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Pour une corde ¢ = aja2- - - a,, on définit sa source s(c) = s(a,;),

son but t(c) = t(a,) et son inverse ¢! = a;!---a7'ar’.

DEFINITION 1.6.2. Soit k un corps algébriquement clos. Une k-
algebre A = kQ/I est une algébre de corde si :

(1) L’idéal I est engendré par des relations monomiales.

(2) Chaque sommet de Q est la source d’au plus deux fléches et le

but d’au plus deux fleches.

(3) Pour toute fleche B, il y a au plus une fléeche o telle que a8 ¢ I
et au plus une fléche v telle que By ¢ I.

Soit A = kQ/I une algébre de corde. Etant donné une corde ¢
sur (Q, ) il est possible de construire un A-module M(c) appelé un
module de corde. Ce module est construit comme suit : D’abord, si
¢ = @182 - G, on se fixe une k-base {21, z3,. .., 2,41} de M(c) que 'on
appelle la base canonique de M(c). Ainsi,

n+1
M(c) = P k=
i=1
en tant que k-espace vectoriel. Ensuite, pour conférer & M(c) une struc-

ture de A-module on commence par définir une application
ve: {1,2,...,lc| +1} = Qo

pour Chaque cordec=a1a,2--.cn par

) s(a;), sil<i<]|c
ve(f) =
t(a,), sii=|c|+1
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et pour les cordes de longueur nulle v,,(1) = i. Lorsque ¢ = a;a;- - - a,,
on définit
Zj, si ] € Uc(’i)-l
€2 =
0, sinon

et pour une fleche a € @

%41, Sila=a;, 1<i<n
a =91 z,, sial=a;, 2<i<n+1

0, sinon

Finalement, si ¢ = ¢;, alors on prend une base {z;} de M(c) et on

définit € - 21 = 0421 eta-2; = 0.

On peut montrer que le module M(c) est indécomposable (voir
[32]). De plus, deux modules de corde M(c;) et M(c;) sont isomorphes

si et seulement si ¢; =cy ouc; =¢5 L

1.6.1. Applications de graphes

En vertu d’un résultat dii & Crawley-Boevey [40] on peut décrire
explicitement une base de Hom,(M(c,), M(cz)) ol ¢; et c; sont des

cordes.

Soit ¢ une corde sur un carquois lié (@, I). Un triplet de cordes

(d, e, f) tel que ¢ = def s’appelle une trisection de c.

DEFINITION 1.6.3. Une trisection (d, e, f) de c telle que
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(1) Soit d est de longueur nulle, soit d se termine par une fléche

inverse.
(2) Soit f est de longueur nulle, soit f commence par une fléche.

est appelée une trisection en corde quotient. On dit que e est une corde

quotient de c.

S N

Dualement, une trisection (d, e, f) de c telle que

c

(1) Soit d est de longueur nulle, soit d se termine par une fléche.

(2) Soit f est de longueur nulle, soit f commence par une fléche

inverse.

est appelée une trisection en sous-corde. On dit que e est une sous-corde

de c.

c TN Nl ™ R e e e

AN

Les sous-cordes et les cordes quotients correspondent & des sous-

modules indécomposables et & des quotients indécomposables, respec-

tivement.

On note Q(c) 'ensemble des trisections en corde quotient de ¢ et
S(c) I'ensemble des trisections en sous-corde de ¢. Soient ¢; et ¢; deux

cordes, alors on dira qu'un couple ((d, ey, f1),(d2, €2, f2)) € Q(e1) x
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S(cz) est admissible si e; = e; ou e; = €7

dy / e1 \ A
cl B e PSS
C2 eSS aae i
dz \ ex=e1 ou ez=e;’ / fa

Notons A(c;, ¢2) I’ensemble des couples admissibles de Q(c1) x S(cz)

Pour chaque couple admissible

a = ((di, 1, f1), (d2, €2, J2)) € Alcy, c2)

on définit un morphisme de A-modules f, : M(c;) = M(c;) de la ma-
niére suivante : Soient {21, 22,...,2,41} €t {z{,zg, . ,z’m+1} les bases

canoniques respectives de M(c;) et M(c;). Si e; = ¢;, alors

fa(2dy144) = Zapp4i

et si e; = e7!, alors
fc(z|'11|+i) = z|’d2e2l+2-i

pour 1 <i < lej| +1 et f,(z) = 0 pour les autres éléments de la base

canonique. Un morphisme f, est appelé une application de graphes.

THEOREME 1.6.4 (Crawley-Boevey [40]). Soient A = kQ/I une al-
gébre de corde et 1, c; deux cordes sur (Q, I). Alors {f, | a € A(c1,¢2)}
est une base de Hom4(M(c1), M(ez)).
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Dans le cas particulier ol w, est une corde quotient de w;, on écrira
simplement w; —» w; au lieu de f, o a = ((z,ws,y), (&, w2, &5)),

lorsqu’il n’y aura aucun risque de confusion.
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1.7. MODULES DE MARKOFF

Les triplets mutables ont été introduit dans le mémoire de maitrise
de ’auteur [67] (voir aussi [68] pour une présentation améliorée). Ces
objets étaient définis afin de fournir un cadre catégorique pour ’étude
d’une certaine algébre amassée cyclique. Nous résumons ici les prin-
cipaux résultats sur ces triplets et, ensuite, nous présentons quelques
nouveaux développements de cette théorie. On s’intéressera par la suite
4 une exemple particulier de triplets mutables qui feront I'objet d’étude

dans la suite du chapitre.

1.7.1. Triplets mutables

Soit C une catégorie k-abélienne de Krull-Schmidt ot k est un corps.

DEFINITION 1.7.1. Un triplet (M;, M2, M3), o M;, M,, M3 sont
trois objets indécomposables deux-a-deux non-isomorphes de C, sera

dit mutable 8'il satisfait aux conditions suivantes :
(M1) Extz(M; & Mz ® M3, M, & Mz @ M3) = 0 pour tout n > 1.
(M2) dimy Ende(M;) =1 pour i =1,2,3.
(M3) Hom¢(M;, M;) = 0 lorsque i > j.

(M4) Hom¢(M,, M;) admet une base {5, 82} ol B; et B sont des
monomorphismes,
Hom¢(Mz, M3) admet une base {3, a2} ol a; et a; sont des

épimorphismes,
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Hom¢(M;, M3) admet une base {v;,7} telle que v, = a1 8, et
T2 = a2ﬂ21
a182, =0et azfy =0.

En particulier, les conditions (M2) a4 (M4) entrainent que le carquois
de 'algébre End¢e(M; & M, & M;) est de la forme

ol les lignes en pointillé représentent des relations monomiales. Remar-
quons qu’il n’est pas nécessaire de supposer que M;, My, M; soient indé-
composables et deux-a-deux non-isomorphes car ces propriétés suivent
directement de (M2) et (M3).
PROPOSITION 1.7.2 ([68, Proposition 4.1]). Soit (M;, M2, M3) un
triplet mutable, alors
(a) My n’est pas injectif.
(b) M; n’est pas projectif.
(c) M, n’est ni injectif, ni projectif.
PROPOSITION 1.7.3 ([68, Proposition 4.2]). Soit (M;, M3, M3) un

triplet mutable. Il existe des suites ezactes courtes dans C
0-——)M§—!—}M2€BM2L)M3—)0 3)

ou f est une add(M; @ M,)-approrimation minimale d gauche et g est
une add(M; ® M,)-approzimation minimale d droite, et

0— M L MeoM LM —0
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ou f est une add(M, & M3)-approzimation minimale é gauche et g est

une add(M; ® Mj;)-approzimation minimale d droite.

Soit T' = (M, My, M3) un triplet mutable. Puisque les approxima-
tions minimales sont uniques & isomorphisme pres, il en est de méme
pour les objets M; et M; de la proposition 1.7.3. Ce qui nous méne a
définir pp(T) = (Ma, M3, M3) et pur(T) = (M), M3, My). Les résultats
qui suivent serviront & démontrer que pr(T) et ur(T) sont des triplets

mutables.
LEMME 1.7.4 ([68, Proposition 4.3]). Soit ug(T) = (M, M}, My)
ou T = (M, My, M3) est un triplet mutable, alors
(a) dimy Home(M,, M}) = dimy Home (M}, M) = 2
(b) Home(Mj3, M1) = Home(M,, M3) =0
(c) dim; Home(Mj, M3) = 3 et Home(M;, M) =0
(d) dimy, Exte(Ms, M3) = 1
(e) dimy Ende(M3) = 1
LEMME 1.7.5 ([68, Proposition 4.4]). Soit p1(T) = (M,, M], M3)
ot T = (M, M,, M3) est un triplet mutable, alors
(a) dim; Hom¢(Ma, M}) = dimy Home (M}, M3) =2
(b) Home(Mj, Mz) = Home(Ms, Mj) = 0
(c) dimy Home(Mj, M7) = 0 et Home(M;, M]) = 3
(d) dim; Extg(M], M;) =1
() dimy Ende(M;) = 1



38 1. MOTS DE CHRISTOFFEL ET TRIPLETS DE MARKOFF

LEMME 1.7.6. Soit T = (M;, M2, M3) un triplet mutable.

(a) Soit ugr(T) = (My, M3, M,), alors il existe des bases {87, B3} et
{of, a4} de Home(My, M}) et Home(M3, M;) respectivement,
telles que B et B; sont des monomorphismes, a) et ay sont des
épimorphismes, et §1 = af;, P2 = o], ayf =0 = o f;.

(b) Soit ur(T) = (Ma, M}, M3), alors il eriste des bases {81, B3} et
{c},a} de Home(Ma, My) et Home(Mj, M;) respectivement,
telles que By et By sont des monomorphismes, o] et of, sont des

épimorphismes, et oy = 0, az = By, P =0 = a}f;.

DEMONSTRATION 1. On se contentera de prouver (a), la démons-

tration de (b) est semblable.

Soient a},0) : My — M, les composantes de f = kerg ou f et
g sont les morphismes de la suite exacte courte (3). En appliquant le

foncteur Home(—, M) & (3), on obtient une suite exacte
0 — Home(Ms, Mz) — Home(Ma® Mg, My) L5 Home (M), M3) — 0

car f est une add(M; ® M,)-approximation & gauche. Donc, le mor-

phisme induit f* est un isomorphisme car Hom¢(Mj, M;) = 0.

Soient m;, 72 les projections canoniques M, & My —» M,, il s’en-
suit de (M2) que {m,7;} est une base de Hom¢(M, & M,, M,). Ainsi
{c}, 4} = f*({m1,72}) est une base de Hom¢(Mj, M;). On doit main-
tenant montrer que o) and a; sont des épimorphismes. Considérons le

1. La démonstration dans [87] est incompléte. Nous présentons ici une version
corrigée.



1.7. MODULES DE MARKOFF 39

diagramme commutatif & lignes exactes :

I
0 bMé » My M, ———)g M3 — 0

[

0—§M2 Mg—————-)o

D’aprés le lemme du serpent, on a un diagramme a lignes et colonnes

exactes
0 0 0
b d ~ az l
0 —— Kerof M, y M;
-
! % 9
0 Mé $ Mz (a3} M2 M3 y 0
o} L3 ! 1
0 y M, M, » 0
Cokeraj — 0

De plus, il existe une suite exacte
M, '21) M; ——)Cokera’l —0

d’oti Coker o} = 0 car a2 est un épimorphisme. Le méme raisonnement

sert & montrer que a5 est un épimorphisme.
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On a une suite exacte courte
0 — Home(My, M}) & Home(My, Ma®M,) 22 Home(My, M3) — 0

donc Home(M, M3) = Im f, = Kerg. d’olt dimgIm f, = 2. D’aprés
(M4), o182 = 0 et a2 = 0 ainsi [%’] et [5’1] € Kerg, car g = [a1 a2].
Ces deux morphismes forment donc une base de Im f,. Par conséquent,
il existe une base {81, B3} de Hom¢(M;, M3) telle que

wef)s] < el
@b 0 ayB; B

De plus, $; et S2 sont des monomorphismes car £ and f; le sont. O

En combinant les lemmes 1.7.4 & 1.7.6 et en appliquant le corollaire

4.4 de [67], on obtient le résultat suivant :

THEOREME 1.7.7. Si T = (M, My, M3) est un triplet mutable,
alors les triplets py(T) et ur(T) sont mutables.

Soit 7 (Tp) I'ensemble des triples mutables obtenus par applications
itérées de u; et up & partir d’un triplet mutable Tg.

T(To):{R}U{T lTo_“_l.;...-'i"—)TOﬁ;j,-:pL oul-‘i=llR}

Les deux opérations u; and ur peuvent étre vues comme des ap-
plications 7(To) = T (To). Un triplet T est dit non initial si T €
T(To)\{To} pour un certain T,.
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LEMME 1.7.8. Soit T = (M;, M2, M3) un triplet mutable non initial.
On a la dichotomie : soit

a
[ ! ‘ : My — M3 & M3 est un monomorphisme,
(25]

soit

[ B Pa ] : My @ My = M, est un épimorphisme.

Le premier cas se produit lorsque T = pgr(T") et le second cas lorsque

T = p(T’) pour un certain triplet mutable T".

DEMONSTRATION. On considéra seulement le premier cas, le se-

cond étant semblable.

Soit T = (M;, M, M3) un triplet mutable et posons ugr(T) =
(M, M3, M,). 11 existe une suite exacte courte

o
0——)M£ Iﬁl MydM; — Mz — 0
d’aprés la proposition 1.7.3. En particulier [z,;‘ ] est un monomorphisme.

On a Home¢(Mj, My) = (B4, B3) ou les B sont les morphismes du

lemme 1.7.6. Supposons maintenant que [8; 8;] est un épimorphisme.

(6 ] =[50 % (PO
PO s s |0 A

o
a
Puisque B; et 5; sont des monomorphismes, on en déduit la contradic-
tion : [ B B ] : M; & M; — Mj est un isomorphisme. O
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Ce qui nous méne & définir I'application uc : T(To)\{To} = T(Tp)
par

(M, M3, Coker [31])  si [a1] est un mono.

pc(My, My, M3) =
(Ker [8: 82], My, M3) si [81 82] est un épi.

On montrera dans la proposition suivante que cette application vérifie
pcpr = Iy et pcpr = Irx) ; c’est-a-dire, uc est un inverse & gauche

de yuy et de ug.

PROPOSITION 1.7.9. Le triplet (T(To), s, #r) est un arbre binaire

de racine Ty.

DEMONSTRATION. D’aprés lemme 1.7.8, on a Im uz NIm ug = 0.

Pour établir 'injectivité de ug, il suffit de montrer que pucur =
Ir(1y)- Soit T = (M;, M;, M3) un élément de T (Tp), alors up(T) =T =
(My, M3, M;) ot Hom¢ (M3, M,) = (a}, aj) ol o}, of sont comme dans
le lemme 1.7.6. D’aprés le lemme 1.7.8, [2] est un monomorphisme.
Ainsi uc(T’) = (M, My, Coker [ ]). Mais, puisque T' = pp(T), il
existe une suite exacte

o
OHMé[ﬁJMz@Mz——)M3—¥0

Par conséquent, uc(ugr(T)) = T. L’injectivité de u; se démontre de la
méme fagon. O
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Les opérations uj, uc et pr peuvent étre vues comme analogues
aux mutations d’un objet inclinant dans une catégorie amassée (voir

[28)).

1.7.2. Modules de Markoff

EXEMPLE 1.7.10. Soit A la k-algébre de corde donnée par le car-
quois
a B
2= 1==3
¥ s
lié par les relations af = 0 et ¥6 = 0. Considérons les cordes w; = ¢,

wy = a~1yBé la"y and w3 = a7 1y.

a/ \‘7
Wy = 1 1 1 1 w3 = 1 1
N

£ 3
On vérifie aisément que les A-modules de corde correspondants forment

un triplet mutable Ty = (M(w;), M(w2), M (w3)).

DEFINITION 1.7.11. Soit Tj le triplet mutable de I’exemple 1.7.10.
Un élément de T (T) est appelé un triplet de modules de Markoff et un
module faisant partie d’un tel triplet s’appelle un module de Markoff.
Tout module de Markoff apparaissant comme terme médian d’un triplet

de modules de Markoff est dit propre.
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Nous allons maintenant nous concentrer sur le comportement des
triplets de modules de Markoff sous ’action des opérations ug et puy.
Pour un module M, on notera dim M son vecteur dimension. Remar-
quons que lorsque M(w) est un module de corde avec w = a;a; - - - ay,,
on & dim M(w) = (San)s + Tiea Setans) e, & A M (&) = (8i5) e,
ou §; ; est la fonction delta de Kronecker.

COROLLAIRE 1.7.12. Soit T = (M, My, M;) un triplet de modules
de Markoff.

(a) Siur(T) = (M, M3, My), alors dim M3 = 2dim M, — dim Mj.
(b) Si pr(T) = (M, M1, M3), alors dim M| = 2dim M, — dim M,.

De plus, st M est un module de Markoff avec dim M = (a, b, c), alors

a—b—-c=1.

DEMONSTRATION. Les propriétés (a) et (b) découlent directement
de la proposition 1.7.3 et de I’additivité de la fonction dim. D’autre
part, il est clair que le deuxiéme énoncé est vérifié pour chaque module
appartenant au triplet initial Tp car dim M(w,) = (1,0, 0), dim M (w;) =
(4,2,1) et dim M(w3) = (2,1,0). Supposons qu’il en est de méme
pour les modules d’un certain triplet T = (M;, M, M3). Considérons
ur(T) = (M2, M7, M3) et soit dim M] = (a, b, c), dim M; = (a;,b,,¢;)
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et dim M, = (az, ba, ¢2). Alors la partie (b) implique que

a—b—c= (2 —ay) = (2b — by) — (2¢3 — ¢1)
=2(az — by —¢3) — (a1 — by — c1)

=2-1-1=1

La preuve du cas pr(T) est semblable. O

PROPOSITION 1.7.13. Si T = (M(w,), M(wz), M(w3)) est un tri-
plet de modules de Markoff, alors

(a) wa = wsuy = usws pour certaines cordes ui,u; et les deuz
apparitions de wy sont des cordes gquotients de w,.

(b) wg = wyv; = vowy pour certaines cordes v,,v; et les deux
apparitions de w, sont des sous-cordes de w,.

De plus,
pr(T) = (M(w,), M(w3), M(w2)) ot wi = wats; = ugw,

et
“L(T) = (M(w2)’ M(w;)) M(w3)) ot wll = Wl = V2Wwa

o Uy, Uz, vy et vg sont les cordes décrites ci-dessus.

DEMONSTRATION. On vérifie aisément les conditions pour le triplet
initial Ty de la définition 1.7.11. Supposons que les propriétés soient
satisfaites pour un certain T = (M(w,), M(ws), M(w3)). Considérons
les morphismes a;, a2 : M(w2) & M(w;) ou a; : wy = wau; —» w;

et as : wo = uws —» w; sont les projections canoniques. Il est clair
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que g = [a1e2] : M(w;y) ® M(wp) = M(w3) est un épimorphisme.
Posons wj = wauy, alors on a8 wj = ugwy Car wol; = UgWaly = UsWs.
On définit o}, 0 : M(uwy) & M(w;) par o : w = wou; —» wy et
o : Wi = ugwy —» we. On a oo = oy et f = [f'é,z] : M(wg) —
M(wg) & M(ws) est un monomorphisme. Par conséquant, on obtient

une suite exacte courte
0 — M(wj) AN M(ws) & M(w,) -2+ M(wz) — 0

Par construction, il s’agit de la suite exacte décrite dans la proposi-
tion 1.7.3 d’ou ug(T) = (M(w1), M(w3), M(w;)). En outre, on note
que wj = wouy = wy(v1uy) et wh = ugwy = (upva)wy. La démonstra-

tion pour ug(T') est semblable. O

EXEMPLE 1.7.14. Considérons le triplet de modules de Markoff
To = (M(w,), M(w;), M(ws)) introduit dans la définition 1.7.11. Puisque
wy =a 196 ta 'y et wg=a"1y,on a
(-1 -1, -1\ _
wy = (@) - (B6  a™ ) = wauy
we = (@ 'B671) - (a™y) = uows
ol uy = B a1y et u3 = a~'yB51. De plus, w; = g,wy; = wyv; et

Wy = Wa€; = Vo) OU ¥; = ¥ = wy. En vertu de la proposition 1.7.13,

on en déduit que ug(T) = (M(w;), M(w;), M(w;)) est donné par

wh = wou; = (@~ B8 aty) - (B6 1o y)
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ou
wy = towy = (@~ yB67Y) - (e yB6 e My)
a 2 v « 2 Y a 2 Y
VAR VRN N\
wy= 1 1 1 1 1 1
AN , 7 AN . 7

et ur(T) = (M(wz), M(w;), M(ws)) est donné par

w) = wovy = vawe = (@ B8 a7 ly) - (1B laty)
a 2 Y [+ 4 2 2 Y o 2 Y
v N V4 7\« ™ v M
w = 1 1 1 1 1 1 1
N N/



48 1. MOTS DE CHRISTOFFEL ET TRIPLETS DE MARKOFF

1.8. MODULES DE MARKOFF ET MOTS DE

CHRISTOFFEL

Dans cette section, on établira un isomorphisme entre I'arbre des tri-
plets de modules de Markoff et ’arbre de Christoffel. Une conséquence
importante de cette construction est une démonstration simple du fait
que chaque triplet de modules de Markoff (M;, M2, M3) est uniquement
déterminé par le module M;. On définit d’abord une application qui

envoie chaque module de Markoff sur un mot de Christoffel.

A chaque module de Markoff M, on associe une paire d’entiers (M)

comme suit : soit (a, b, ¢) le vecteur dimension de M, alors
Mw§M)=(a—-2b+c,b-c)

EXEMPLE 1.8.1. Soit (M, M,, Mj) le triplet de modules de Markoff
de la définition 1.7.11. On a

gi_li = (1,0, 0), dez = (4, 2, 1) et ﬂl_lgMa = (2, 1, 0)
Donc
6(M1) = (1,0), &6(M2)= (1,1) et &(M;)=(0,1).

LEMME 1.8.2. Si[23] € SLy(Z), alors pged(a +¢,b+d) = 1.
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DEMONSTRATION. Soit [2 3] € SLy(Z). On a
det[25]) = ad — bc = (ad + cd) — (be +cd) = d(a + c) — (b + d).
D’aprés le lemme de Bézout, pged(a + ¢, b+ d) = 1. O

LEMME 1.8.3. Soit (My, M2, M3) un triplet de modules de Markoff
et posons (z;,y;) = 6(M;). Alors
(a) 6(Mz) = 6(My) + 6(Ms).

(b) det [zl yl} =1

z3 Y3

(c) pged(z;, y;) = 1 pour chaquei =1,2,3.

DEMONSTRATION. Pour le triplet initial on a
3(M,) = (1,0), 6(Mp)=(1,1) et &(M;)=(0,1).

Les trois conditions de 1’énoncé sont évidement satisfaites. Supposons
qu’un triplet T" = (M,, M2, M) satisfait & ces conditions. On montrera
qu'il en est de méme pour 1 (T) = (M2, M], M3); la preuve pour ug(T)
est semblable.

Posons §(M]) = (z,y), dim M; = (a;, b;, ¢;) et dim M] = (a,b,c).
D’aprés corollaire 1.7.12, on a dim M; = 2dim M, — dim M, ainsi
z=a—2b+c=(2a2—a;1) —2(2bs — 1) + (2¢; — 1)
= 2(02 ""2b2 +02) - (a1 — 2b1 +Cl)

=279 —1;
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et

y=b—c=(2b—b) - (2c0— 1)
=2(by —c2) — (b1 — 1)

=2y - 1.

En vertu de I’hypothése de récurrence, z; = z; + z3 et y2 = 1 + ¥3.
On en déduit 2z; — ) =22+ 73 et 2y2 — y1 = Y2 +y3. D'ol

§(M]) = (223 — 21, 242 — 41) = (T2 + T3, 2 + y3) = O(Mp) + 6(Ms).

De plus,
T2 Y2 T %
= Tays — Y23 = (T1 + Z3)ys — (11 + W3)T3 = =1
T3 Y3 I3 Y3
11 s’ensuit du lemme 1.8.2 que pged(z,y) = 1. O

Le lemme 1.8.3(c) nous permet d’associer a chaque module de Mar-

koff M le mot de Christoffel C(6(M)) que I’on notera C5(M).

PROPOSITION 1.8.4. Si (M, My, M3) est un triplet de modules de
Markoff, alors Cs5(M3) = C5(M;)Cs(Ms;) est la factorisation standard
du mot de Christoffel Cs5(M,).

DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe du lemme 1.8.3

et de la proposition 1.4.9. O
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EXEMPLE 1.8.5. Considérons le triplet de modules de Markoff
(M (w3), M (w}), M(w3)) ot wa = a 1y a1y, wy = waw, et wy =
a1y (voir 'exemple 1.7.14). Alors dim M(w2) = (4,2,1), dim M(uw}) =
(7,4,2) et dim M(ws) = (2,1,0). Donc Cs(M(wz)) = C(1,1) = zy,
Cs(M(wh)) = C(1,2) = zyy et C;(M(ws)) = C(0,1) = y. On constate
que la factorisation standard de zyy est donnée par zy - y.

Soient 7 I’ensemble des triplets de modules de Markoff et C l'en-
semble des triplets de Christoffel. On définit une application©® : 7 — C
par

(My, M3, M3) — (Cs(M,), C5(M3), Cs(Ms))

Cette application est correctement définie d’aprés la proposition 1.8.4.

THEOREME 1.8.6. Les diagrammes suivants sont commutatifs

T c T c
m,l ch unl lcn
T c T c

En outre, © est un isomorphisme d’arbres binaires.

e e
— —_—

e e
—_— —

DEMONSTRATION. Soit T = (M, My, M;) € T et posons i (T) =
(Mz,M{, M3) et [I,R(T) = (Ml, 5, Mz). Ona

OuL(T) = (M, My, Ms) = (Cs(Mz), Cs(M;), Cs(M3))

Our(T) = O(My, M3, M3) = (C5(My), Cs(M3), Cs(Mz))
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et
crO(T) = ¢ (Cs(My), Cs(My), Cs(M3))
= (C5(Mz), Cs(M2)Cs(Ms3), C5(Ms))
crO(T) = cgr (Cs(M,), C5(M3), C5(M3))

= (Cs(M), C5(M;)Cs(Mz), C5(M2))
La commutativité est donc une conséquence de la proposition 1.8.4 car

Cs(Mj) = Cs(M,)Cs(M3) et Cs(M3) = Cs(My)Cs(My).

Pour montrer que © est un isomorphisme, il suffit, selon le théo-
réme 1.2.6, d’établir que I'image de la racine de 7 est la racine de C.
Or cette image est

(cq, 0)’ O(I’ 1), C(O, 1)) = (.'E, TY,y)

ce qui est bien la racine de C. O

COROLLAIRE 1.8.7. Tout triplet de modules de Markoff est unique-

ment déterminé par son terme médian.

DEMONSTRATION. Soient T = (M, M, M;) et T = (M}, M, M})
deux triplets de modules de Markoff. Ecrivons O(T) = (wy, ws, w3)
et O(T') = (w}, wq, w;). Alors w3 = wyws et w; = wjwj; sont deux

factorisations standards du mot de Christoffel w,. De ’unicité de cette
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factorisation, on déduit que w; = w] et wy = w; donc O(T) = O(T").

On conclut que T = TY car © est un isomorphisme. O

COROLLAIRE 1.8.8. L’application M — Cs(M) définit une bijec-
tion entre l'ensemble des modules de Markoff et I’ensemble des mots de

Christoffel.

DEMONSTRATION. Soient M l'ensemble des modules de Markoff
propres et C P’ensemble des mots de Christoffel propres. Le corol-
laire 1.8.7 nous permet de définir une bijection M—=7. On a aussi
une bijection C—+C donnée par (w;, w,wsz) — w. On voit facilement

que la composition

M y T » C » C

est une bijection donnée par M — C;(M). En envoyant les deux mo-
dules de Markoff impropres sur les deux mots de Christoffel impropres,

on obtient la bijection cherchée. ()
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1.9. MODULES DE MARKOFF ET TRIPLETS DE

MARKOFF

L’objectif de cette section est d’établir notre théoréme principal.
On définira un isomorphisme entre I’arbre des modules de Markoff et
Parbre des triplets de Markoff en utilisant les traces de matrices dans
SL;(Z). Ainsi, il faudra d’abord associer une matrice & chaque module
de Markoff. Ensuite, pour faire le lien entre les traces de ces matrices et
les triples de Markoff, on fera appel aux identités matricielles de Fricke

[47).

Soit S I’ensemble de toutes les cordes sur un carquois lié (Q, 7). On

définit une application v : § — @ par

3

{ s(a1)s(a2) - - - s(an)t(a,) siw=a1az:--a,
v(w) =
i si w=g¢;

EXEMPLE 1.9.1. Considérons les cordes w;, w; et w3 définies dans
I’exemple 1.7.10. Dans ce cas, Qo = {1,2,3} et on a v(wy) =1, v(wp) =

1213121 et v(w;) = 121.

Définissons un homomorphisme de monoides p : {1,2,3}* — SL2(Z)
par
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Des matrices semblables (avec les diagonales renversées) apparaissent

dans les travaux de Cohn sur les formes de Markoff (voir [36], [38]).

Lorsque Qo = {1,2,3}, on notera la composition ¢ = pv.

EXEMPLE 1.9.2. Reprenons les cordes de I’exemple 1.9.1. On a

2 1
p(wr) = p(1) = [ ]
11

2 1 2 -1|]|21 5 2
p(ws) = p(1)p(2)p(1) = [ } [ ] [ } = [ }
11| -1 1|11 2 1

p(wz) = p(121)p(3)p(121) = {5 2] [0 “1] [5 2]= {12 5}
2 1l1 3|]21 7 3

LEMME 1.9.3. Soient v et w deux cordes. Si la concaténation vw

est une corde, alors

p(vw) = p(v)p(e:) p(w)

ou i est le but de v (et la source de w).

DEMONSTRATION. Siv =¢;, alorsvw =w.On a

p(vw) = p(w) = p(v)p(e:) " o(w)

Le cas w = ¢; est semblable.
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Supposons que v et w sont non-triviaux. Ecrivons v = a1a9 - - -

et w = byby - - - b,,. Puisque t(a,) =%, 0ona

p(t(an)) = p(i) = p(e;)

d’ou

p(v)p(e:) " p(w) = p(s(a1)-
= P(S(al) ..
= p(s(al) -

= p(s(ar) -

= p(vw).

- 8(an)t(an))ple:) " o(w)

- 8(an))e(es)e(es) " p(w)

8(an))p(s(br) - - - 3(bm)t(bm))

8(ar)s(b1) - - - 8(bm)t(bm))

1.9.1. Propriétés de la trace

Pour poursuivre notre étude de la fonction ¢, on aura besoin de
quelques identités matricielles. On s’intéresse particuliérement aux pro-

priétés de la trace des matrices dans SL2(Z). On rappelle que la trace

est invariante par permutations cycliques. En particulier,

Tr(AB) = Tr(BA) et

Tr(ABC) = Tr(CBA).

LEMME 1.9.4 (Fricke [47]). Pour tout A, B € SLy(Z),

Tr(AB?) + Tr(A) = Tr(AB) Tx(B).
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DEMONSTRATION. Soit B =[2%] € SL3(Z). On a

I a b d -b a+d O
B+B = + = = Tr(B) L.
c d —c a 0 a+d

D’ou
AB?>+ A= ABB+ AB"'B = ATx(B)I,B = TY(B)AB
en prenant la trace, on obtient

Tr(AB2) + Tr(A) = Tr(AB) Tx(B).

LEMME 1.9.5. Pour tout A, B € SLy(Z),

Tr(AB™!) = Tr(A) Tx(B) — TY(AB).

DEMONSTRATION. On a B~! + B = Tr(B)I; et en multipliant par
A on obtient
AB™' + AB = Tx(B)A

d’ou

Tr(AB~') + Tr(AB) = Tr(B) Tr(A).

a

THEOREME 1.9.6 (Identité de Fricke [47]). Pour tout A, B € SLy(Z),

Tr(A)?+Tr(B)2+Tr(AB)? = Tr(A) Tr(B) Tr(AB)+Tr(ABA™'B~1)+2.
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DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 1.9.4,
Tr(1,A%) + Tr(l;) = Tr(I;A) Tr(A)
ainsi
Tr(A?) = Tr(A)? - 2.
D’autre part, le lemme 1.9.5 entraine que
TY(ABA™'B) =Tr (AB(B™'A)™?)
= Tr(AB) Tr(B~'A) — Tt(ABB™'A).
En utilisant le lemme 1.9.4, on obtient
Tr(ABA™'B) = TY(AB™!) Tr(AB) — Tr(A?)
= (Tr(A) Tr(B) — Tr(AB)) Tr(AB) — Tr(A?)
= Tr(A) Tr(B) Tr(AB) — Tr(AB)? — Tr(A)% + 2.
De plus, il suit du lemme 1.9.5 que
TY(ABA™'B~') = Tr (ABA™")B™")
= Tr(ABA ') Tx(B) - Tr(ABA™'B)
= Tr(B)? — Tr(A) Tx(B) Tr(AB)

+ Tr(AB)? + Tr(A)? - 2.



1.9. MODULES DE MARKOFF ET TRIPLETS DE MARKOFF 59

LEMME 1.9.7. Soient R un anneau commutatif, A € My(R) et B €
SLz(R) Si %“(A) = A12 et %T‘I'(B) = Bn, alors

1 TY(AB™1A) = (AB™'A)y,.

DEMONSTRATION. Soient A = [24] et B = [24]. Supposons que

Bb=a+det3g=p+s.0na

a’s — abr + bep — acqg  abs — b*r + bdp — adg
acs — adr + cdp — c>q bes — bdr + d?p — cdg

AB'A =

d’ot

Tr(AB~1A) = a®s — abr + bep — acq + bes — bdr + d*p — cdg
=a’s+ d*p — br(a + d) + be(p + s) — cq(a + d)
= a%s + d’p — 3b?r + 3bcq — 3beg
= a’s + d’p - 3b°r
= (3b — d)as + (3b — a)dp — 3b*r
= 3abs — 3b*r + 3bdp — as(p + s)
= 3abs — 3b*r + 3bdp — 3adg

=3- (AB-IA)IQ.

O

PROPOSITION 1.9.8. Soit T = (M(w,), M(w2), M(w3)) un triplet
de modules de Markoff.
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(a) Si pr(T) = (M(ws), M(w1), M(ws)), alors
p(wy) = p(wa)p(wr) ™ p(ws).
(b) Si pr(T) = (M(w,), M(w3), M(w;)), alors
p(ws) = p(wa)p(ws) " p(wy).
DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 1.7.13, ws = wiv et w) =
wqv pour une certaine corde v. De la premiére égalité, on déduit
p(wa) = p(w1v) = p(w1)p(e:) " p(v)
ou i est le but de w;. Ainsi
p(wr) " p(wz) = (&) o(v).
En utilisant la deuxiéme égalité,
p(w)) = p(wav) = p(wa)p(es) (V) = p(wa)p(wr) p(ws).

La preuve du second énoncé est semblable. O

COROLLAIRE 1.9.9. Soit (M(w,), M(w2), M(w3)) un triplet de mo-
dules de Markoff. Les matrices p(w;) satisfont d § Tr p(w;) = (w;)12.

DEMONSTRATION. L’exemple 1.9.2 montre que I’énoncé est vérifié
pour le triplet initial. Le résultat découle du lemme 1.9.7 au moyen

d’une récurrence. O
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PROPOSITION 1.9.10. Si (M (w,), M(w2), M(w;3)) est un triplet de
modules de Markoff, alors

p(wz) = p(w1)p(ws).

DEMONSTRATION. Pour le triplet initial, on a

21 5 2
[ 2][21]-
11 21

Supposons maintenant que @(wq) = ¢(w;)p(ws) pour un certain

triplet T = (M(w), M(w3), M(ws3)). Posons

12 5
7 3

] = p(wy).

pr(T) = (M(w2), M(w}), M(ws))

on a donc

w(wh) = p(wa)p(wr) " p(wz) = p(w2)p(w1) " p(wr)p(ws)
= p(wa)p(ws).
D’autre part, soit up(T) = (M(w1), M(w3), M(w)), alors

p(ws) = p(wa)p(ws) " p(w2) = P(w1)p(ws)p(ws) p(ws)

= p(w1)p(ws).
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COROLLAIRE 1.9.11. Soit (M (w,), M(wz), M(w3)) un triplet de mo-
dules de Markoff. Les entrées des matrices p(w;) sont strictement po-

sttives.

DEMONSTRATION. Vrai pour le triplet initial (voir ’exemple 1.9.2).
On procede par récurrence en utilisant la proposition 1.9.10 et en re-
marquant que si (M (w,), M(wz), M(w3)) est non initial, alors M(w,)
et M(w;) apparaissent dans le triplet antécédent. Donc p(w;) est le
produit de p(w,) et p(ws) et les entrées de ces deux matrices sont

strictement positives d’aprés I’hypothése de récurrence. O

THEOREME 1.9.12. 8i (M(w), M(w;), M(w;)) est un triplet de
modules de Markoff, alors

(% Tr p(w1), % Tr p(w2), % Tr ‘P(w3))

est un triplet de Markoff propre.

DEMONSTRATION. Un calcul simple montre que le triplet initial

donne le triplet de Markoff propre (1,5, 2).
Supposons que 1’énoncé soit vrai pour un certain
T = (M(w1), M(w;), M(w3)).

Posons A = p(w,), B = p(w;) et C = p(w;). D’aprés I'identité de
Fricke, on a

Tr(A)?+Tr(B)*+Tr(AB)? = Tr(A) Tr(B) Tr(AB)+Tr(ABA~*B~1)+2
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et, puisque C = AB selon la proposition 1.9.10,
Tr(A)? + Tr(B)? + Tr(C)? = Tr(A) Tr(B) Tx(C) + TT(ABA B ') +-2.

L’hypothese que (% Tr(A), 3 Tx(B), %’D‘(C’)) est un triplet de Markoff,

implique que
Tr(A)? + Tr(B)? + Tr(C)? = Tr(A) Tr(B) Tx(C).
Donc TY(ABA'B1) = -2.

Soit pr(T) = (M(ws), M(w}), M(ws)) et posons A’ = p(w}). Alors
Tr(C)2+Tx(B)*+Tr(CB)? = Tr(C) Tx(B) Tr(CB)+Tr(CBC-1B~1)+2
mais A’ = CB, d’ou
Tr(C)2+Tr(B)? +Tr(A’)? = Tr(C) Tx(B) Tr(A')+ Tx(CBC~'B~')+2.
De plus, 1’égalité C = AB entraine que B = A~1C. Ainsi

CBC'B™'=CA™'CC'B™! = ABA™1B™.
Donc Tr(CBC—!B~1) = TY(ABA™1B~!) = —2. On conclut que

(31C)* + (v 4) + (3 B)” = } (Tr(C)* + Te(BY + Tx(4')?)

5 (Tr(C) Tr(B) Tx(4'))

3(3Tx(C) - Tx(4) - 1 TX(B))
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c'est-a-dire que
(3Tx(0), } Tx(4), } TX(B))

est un triplet de Markoff. Il nous reste & montrer que ce triplet est
propre. De I’hypothése de récurrence on déduit que 1 Tr(B) # § Tr(C).
En utilisant les corollaires 1.9.9 et 1.9.11, on obtient

%‘]}(A’) = '12 = C11B12 + C12B2
> B2+ Cy2

=1Tx(B) + 1 Tx(C)

d'ol 3 Tr(A’) > 1 Tr(B) et 3 Tr(A’) > 3 Tr(C). De fagon analogue, on
montre que pgr(T) est un triplet de Markoff propre. O

1.9.2. L’isomorphisme

Soit 7 D’ensemble des triples de modules de Markoff. Le théo-
réme 1.9.12 nous permet de définir une application ® : 7 — M par

o(T) = (1 Trp(wr), 3 Trp(ws), 1 Trp(uws))

ou T = (M(w;), M(w,), M(ws)) € T.

THEOREME 1.9.13. Les diagrammes suivants sont commutatifs

T2 M 72 M
I‘L‘l lmb I‘Rl 1"‘1&
T2 M T M
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En outre, ® est un isomorphisme d’arbres binaires.

DEMONSTRATION. Soit T' = (M (w,), M(w;), M(w;3)) € T et po-
sons ®(T) = (a, b,c) ou

a=3Tro(w), b=3Tro(w) et c=3Trpws).
Puisque m ®(T) = (b, 3bc — a,c) et
pr(T) = (M(wz), M (w;), M(ws3))

il suffit de montrer que } Tr(p(w})) = 3bc — a. D’aprés la proposi-
tion 1.9.10, p(w}) = p(w2)p(ws) et p(ws) = p(w1)p(ws) d'ou

p(wy) = p(w1)p(ws)p(ws).
Donc, en vertu du lemme 1.9.4,

Tr p(wy) = Tr(p(w1)p(ws)) Tr p(ws) — Tr p(w;)
= (Tr p(w2))(Tr p(w3)) — Trp(wn)
=3¢c-3b—3a

= 3(3bc — a).
Le second cas est semblable.

Que @ est un isomorphisme est une conséquence du théoréme 1.2.6

car I'image de la racine de 7 est (1, 5,2) ce qui est la racine de M. 0
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COROLLAIRE 1.9.14. La conjecture d’unicité des nombres de Mar-
koff est éguivalente & Uinjectivité de V'application M(w) — I Trp(w)
ot M(w) parcourt l’ensemble des modules de Markoff propres.

DEMONSTRATION. Supposons que la conjecture soit vraie. Soient
M(w;) et M(w;) deux modules de Markoff propres tels que Tr p(w;) =
Tr o(ws). Comme M(w,) et M(w,) sont propres, il existe 71,7, € T
tels que M(w;) et M(w;) sont les termes médians de T; et T, res-
pectivement. Posons ®(T3) = (a3, b, 1) et ®(T2) = (az,02,¢2). On a
by = 1 Trp(w1) = § Tr(w;) = b, et nous avons supposé que chaque
triplet de Markoff est uniquement déterminé par son terme maximal,

donc ®(T;) = ®(T;). Par conséquent M(w;) = M(w,).

Réciproquement, on sait que les triplets de Markoff (1,1,1) et (1,2, 1)
sont uniquement déterminés par leurs termes maximaux. Soient m; =
(@1,b1,¢1) et mg = (asz, ba, cz) deux éléments de M tels que by = b,.
Puisque ® est bijective, il existe des triplets de modules de Markoff
Ty = (M(wy), M(ws), M(w3)) et Ty = (M(v1), M(v2), M(v3)) tels que
®(Ty) = mq et ®(T2) = ma. En particulier, 1 Tr p(w,) = 1 Trop(vy).
Donc, d’aprés notre hypothése, M(w;) = M(v;). En appliquant le co-

rollaire 1.8.7, on obtient 77 = T3 ce qui entraine m; = ma,. O
PROPOSITION 1.9.15. Le diagramme d’arbres binaires

T — M

N
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est commutatif.

DEMONSTRATION. On a que I'image de la racine de 7 par ¥O
est ¥(z,zy,y) = (1,5,2) ce qui est la racine de 7. En utilisant la
proposition 1.2.5, on déduit que & = ¥ 0 ©. O






CHAPITRE 2

Dimensions projectives dans les catégories

inclinées amassées
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2.1. INTRODUCTION

Les catégories amassées ont été introduites dans [28)] afin de fournir
un cadre catégorique pour I’étude des algébres amassées acycliques.
Soit C une catégorie amassée. Un objet T de C est dit inclinant si la
condition suivante est satisfaite : Hom¢ (7T, X[1]) = 0 si et seulement si
X € add(T). Les objets inclinants servent & modéliser la combinatoire
de l'algébre amassée correspondante. Les algebres inclinées amassées
ont été définies dans [30] comme les algébres d’endomorphismes de la

forme Endg(T) o T est un objet inclinant de C.

Dans [15], Beaudet, Briistle et Todorov caractérisent les modules
de dimension projective infinie sur une algébre inclinée amassée en étu-
diant certains idéaux de End¢(T[1]). Un tel idéal, noté Iy, est composé
des endomorphismes de T[1] qui se factorisent par un objet M appar-
tenant & C. Ils montrent que le End¢(T)-module Hom¢(T, M) est de

dimension projective infinie si et seulement si Iy, est non nul.

Dans ce chapitre, nous cherchons & généraliser cette caractérisation
au contexte suivant : Soit C une catégorie triangulée Hom-finie de Krull-
Schmidt et soit 7~ une sous-catégorie pleine et contravariantement finie
de C. 1l est bien connu que mod 7, la catégorie des foncteurs contrava-
riants de présentation finie sur 7, est abélienne et admet suffisamment
d’objets projectifs. Ainsi, nous pouvons parler de la dimension projec-
tive d’un objet F dans mod 7 que ’on notera dp F.
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Pour une sous-catégorie pleine D de C, soit Zx(D) 'idéal de D
engendré par les morphismes entre objets de D qui se factorisent par
un objet X dans C. Notre but est I'étude des dimensions projectives
des foncteurs Home(—, X)|, en termes des idéaux de factorisation Tx.
Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME. Soit T une sous-catégorie pleine et contravariante-
ment finie de C telle que Home(T, T{1]) = 0. Soit X un objet de C
sans facteurs directs dans T[1]. S'il existe un triangle

T1 > To y X » T1 [1]
avec Ty, Ty € T, alors

dp Home(—, X)| < 1 si et seulement si Ix(T[1]) = 0.

La sous-catégorie T est dite inclinante amassée si pour tout ob-
jet X € C, Home(T, X[1]) = O si et seulement si X € T. Ces sous-
catégories sont une généralisation naturelle des objets inclinants dans
une catégorie amassée. Ainsi, leurs propriétés ont été étudiées dans plu-
sieurs articles, par exemple [60},[62],(63],(64]. Lorsque 7 est inclinante
amassée, on dira que mod 7™ est une catégorie inclinée amassée. Il a été
montré dans [64] que les catégories inclinées amassées sont Gorenstein
de dimension au plus 1. Par conséquent, tout objet est de dimension
projective zéro, un ou infinie. En utilisant cette remarque, on obtient
une caractérisation des objets dans mod 7" de dimension projective in-

finie.
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COROLLAIRE. Soit T une sous-catégorie inclinante amassée de C.

Pour tout X € C sans facteurs directs dans T[1],
dp Home(—, X)| = oo si et seulement si Ix(TT1]) # 0.
Dans la derniére section, nous explorons quelques généralisations de

ces résultats lorsque la sous-catégorie 7 satisfait & Hom¢(7,7[i]) = 0

pour tout 0 < i < n, ou lorsque 7 est n-inclinante amassée.
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2.2. PRELIMINAIRES

2.2.1. Catégories triangulées

La notion de categorie dérivée, congue par Grothendieck, a été for-
malisée dans la thése de doctorat de Verdier. Dans ce méme travail
apparait la définition des catégories triangulées qui servent & axiomati-
ser la structure des categories dérivées. Ces résultats n’ont été publiés
que beaucoup plus tard [92],[93]. Bien que les axiomes des catégories
triangulées ne semblent pas naturels & premiére vue, ce concept est

incontournable en mathématiques modernes.

Soient C une catégorie additive et [1] : C — C un automorphisme
de C appelé foncteur de suspension. On note [—1] I'inverse du foncteur
de suspension et [n] son n® itéré. Un triangle de C est un sextuplet
(X,Y, Z,u,v,w) ot X,Y et Z sont des objetsde Cetu: X = Y,
v:Y = Z et w: Z — X|[1] sont des morphismes de C. On représente

un tel triangle par un diagramme de la forme

u v

X Y 2 2 2 X[1)

Un morphisme de triangles de (X, Y, Z, u,v, w) vers (X', Y', Z’, v/, v/, w')
est un triplet (f,g,h) de morphismes f : X = X', g:Y = Y’ et
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h: Z — Z’' tels que le diagramme suivant soit commutatif :

u v

X — Y — 7 =5 X[1

b

v
y Z' —— X'[1)

U

X — Y

Un morphisme de triangles (f, g, k) est un isomorphisme si f, g et h

sont des isomorphismes.

DEFINITION 2.2.1. Une catégorie triangulée est une catégorie ad-
ditive C munie d’un ensemble de triangles appelés triangles distingués
possédant les propriétés suivantes :

(TR1) (a) L’ensemble des triangles distingués est stable par isomor-
phismes.
(b) Tout morphisme u : X — Y est la base d’un triangle

v

distingué X — Y — Z — X[1] .

(c) Pour tout objet X de C, le triangle

Ix

X » X » 0 y X[1)

est distingué.

v

(TR2) Letriangle X —— Y — Z —— X[1] est distingué si et

. v w —ufl] o g ,
seulement si Y » Z » X([1) » Y[1] est distingué.

(TR3) Soient (X,Y, Z,u,v,w) et (X',Y’, Z’,¥/,v,vw’) deux triangles
distingués. Tout couple (f, g) de morphismes f : X — X' et
g:Y =Y’ tels que gu = v/ f se compléte & un morphisme de
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triangles (f, g, h).

X vy sz, x[
I
I b |m
u v + v’
XI » Y'I N ZI > X’[]']
(TR4) (Axiome de I'octaédre) Soient
X —Y » Z + X[1]

v

Y » Y’ » X'[1] — Y1)

vy

X » Y’ v Z' » X[1]

trois triangles distingués. Il existe un diagramme commutatif

X = X'
|
|
. +
X — Y y 72— X[1]
I
| L
vu + +
X r Y’ y Z' » X[1]
I
|
3 +
X'1] == X'[1] — Y1}

ou

X' » Z » Z' » X'[1]

est un triangle distingué.
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Soit C une catégorie triangulée. Dorénavant, on convient que «tri-

angle de C» signifiera toujours «triangle distingué de C».

DEFINITION 2.2.2. Soit A une catégorie abélienne. Un foncteur F :

C — A est appelé foncteur cohomologique si pour tout triangle

u v

X >y -2z X[1 (4)

son image
Fex) 22 pivy 22 miz) 22 poxp))

est une suite exacte de A.

En utilisant ’axiome (TR2) on montre aisément qu’un foncteur co-

homologique F' associe au triangle (4) une suite exacte longue dans A :

oo s F(Z-1)) — 0, pty 22 myvy 22 2y 29 Rx)) — -

Soit Ab la catégorie des groupes abéliens additifs.

PROPOSITION 2.2.3. Pour tout objet X de C, les foncteurs
Hom¢(X,-):C—+Ab et Home(—,X):C?— Ab

sont cohomologiques.

COROLLAIRE 2.2.4. Soit X — Y —— Z -2 X[1] un tri-

angle de C. Alors vu =0 et wv = 0.
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COROLLAIRE 2.2.5. Soit (f,9,h) un morphisme de triangles. Si

deuz de ces morphismes sont des isomorphismes, alors (f,g,h) est un

isomorphisme.

v

PROPOSITION 2.2.6. Soit X — Y —— Z —— X[1] un tri-

angle de C. Les conditions suivantes sont éguivalentes :
(a) w=0.
(b) u est une section.

(¢) v est une rétraction.

LEMME 2.2.7. Soit
X —u—-) Y —v—-) 216322 ——lg—b X[l]

un triangle de C. Si w = [w1 0], alors Z, est isomorphe ¢ un facteur

direct de Y.

DEMONSTRATION. Soit i3 : Zz — Z; ® Z; 'inclusion canonique et
écrivons v = [} ]. Puisque wip = 0, il existe, d’aprés 1'axiome (TR3),
un morphisme de triangles

i

Ainsi ¢, = vg d’ol 129 = Iz,. Le morphisme g est donc une section. [

— Zy Zy ———— 0

Z.
s
19 ™

+

Y

hd > 21@22 —w-+X[1]

(Y
L4
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2.2.2. Notations et terminologie

Tout au long de ce chapitre, C désignera une catégorie triangulée
Hom-finie de Krull-Schmidt et 7 sera une sous-catégorie pleine de C
stable par isomorphismes, facteurs directs et sommes directes.

DEFINITION 2.2.8. La sous-catégorie 7~ est appelée n-rigide si
Home(T, TTi]) = 0 pour tout 0 < i < n.

Une sous-catégorie 2-rigide sera dite rigide. On dit que 7 est m-forte
si

Hom¢(Té], 7) = 0 pour tout 0 < i < m.
Notons que cette condition est équivalente &4 Home (7", 7[—:]) = 0 pour

tout 0 < 7 < m. Remarquons que si T est n-rigide, alors 7~ est aussi

k-rigide pour tout 2 < k < n (et de méme pour la propriété m-forte).

Les sous-catégories m-fortes jouent un réle important dans les ar-
ticles [59], [62] et [63]. La terminologie que nous employons («m-

strong» en anglais) est due & Beligiannis [18].

Un morphisme f : T — X avec T € T et X € C est une 7T-
approzimation d droite de X si

Hom¢(-.f)
Hom¢(—,T)|; ———— Home(—, X)|; — 0

est exacte en tant que foncteurs sur 7. On dit que 7 est une sous-

catégorie contravariantement finie de C si chaque X € C admet une
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T-approximation a droite. Les 7T -approximations & gauche et les sous-
catégories covariantement finies se définissent dualement. Une sous-
catégorie qui est & la fois contravariantement finie et covariantement

finie est appelée fonctoriellement finie.

2.2.3. Sous-catégorie d’extensions

Soient X’ et Y deux sous-catégories pleines de C.

DEFINITION 2.2.9. La sous-catégorie d’extensions X *) est la sous-
catégorie pleine de C formée par les objets Z apparaissant dans un

triangle

X y Z » Y » X[1]

avec X €eXetY €Y.

La définition de 'opération * remonte a ’article de Beilinson, Bern-
stein et Deligne [16]. L’étude des sous-catégories d’extensions est par-
ticulierement intéressante dans le contexte des catégories inclinantes
amassées (voir (18], [60]).

LEMME 2.2.10. Soient T, X et Y des sous-catégories pleines de C.
St
Homg(7T,X) =0 et Home(T,Y)=0

alors Home(7T,X *)Y) =0.
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DEMONSTRATION. Soit Z € X * ), alors il existe un triangle

X v Z r Y » X[1]

avec X €e X et Y € Y. Pour tout T € 7 on a une suite exacte
Hom¢(T, X) —— Home(T, Z) —— Home(T,Y) .

O

En utilisant ’axiome de I’octaédre, on peut facilement montrer que
X*(Y*Z)=(X*Y)*Z. Des expressions comme X x Y x Z s’écrivent

donc sans ambiguité.

COROLLAIRE 2.2.11. Si T est n-rigide alors

Home(7, T[] *---*T[n— 1)) =0.

Il est important de remarquer que A’ *)) n’est pas, en général, stable

par facteurs directs. Nous avons cependant une condition suffisante :

PROPOSITION 2.2.12 ([60, Proposition 2.1]). S Hom¢(X,Y) = 0,
alors X » )Y est stable par facteurs directs.

COROLLAIRE 2.2.13. Si T est n-rigide alors T+ T [1]*---*T [n—1]
est stable par facteurs directs.
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2.3. FONCTEUR COHOMOLOGIQUE

DEFINITION 2.3.1. Soit A une catégorie additive. Un foncteur ad-
ditif contravariant F' : A — Ab est de présentation finie s'il existe une

suite exacte
Homy(—, X) — Homy(—,Y) — F — 0

avec X et Y des objets de .A.

On notera mod 7 la catégorie des foncteurs additifs contravariants

de présentation finie sur 7 & valeurs dans Ab.

Soit 7" une sous-catégorie contravariantement finie de C. Dans ce
cas, T admet des pseudo-noyaux et, par conséquent, la catégorie mod 7~
est abélienne (voir [8]). De plus, mod 7" posséde suffisamment d’objets

projectifs.

Le foncteur H : C — mod7 défini par H(X) = Home(—, X)|,
induit une équivalence entre 7 et les objets projectifs de mod 7". Re-
marquons qu'un morphisme f est une 7-approximation & droite si et
seulement si H(f) est un épimorphisme. On pourra consulter [18] pour
davantage de propriétés du foncteur H.

En utilisant le fait que les foncteurs Hom sont cohomologiques, on

obtient la proposition suivante :

PROPOSITION 2.3.2. Le foncteur H est cohomologigue. O
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Soient A une catégorie additive et B une sous-catégorie pleine de
A stable par isomorphismes, facteurs directs et sommes directes. La
catégorie quotient .4/B a les mémes objets que .A et Hom,,/s(X,Y’) est
le quotient de Hom4(X,Y’) par le sous-groupe des morphismes qui se
factorisent par un objet de B.

PROPOSITION 2.3.3 ([60, Proposition 6.2(3)]). Soit T une sous-

catégorie rigide de C. Le foncteur H induit une équivalence

(T=T(1))/ T[] — modT.

Ce qui suit est une variation d’un résultat bien connu sur les caté-

gories quotients. Une preuve est incluse pour la commodité du lecteur.

COROLLAIRE 2.3.4. Soit T une sous-catégorie rigide de C et soient
X,Y € T*TI[l]. Si HX = HY, alors il existe T € T tel que X est
isomorphe d un facteur direct de Y @ T'[1).

DEMONSTRATION. Soit H(f) : HX — HY un isomorphisme. Alors,
il existe un morphisme g : Y — X tel que H(g)H(f) = Iux. D’ol
H(Ix — gf) = 0 donc Ix — gf se factorise par un objet dans 77[1}. On
en déduit l'existence de morphismes a : X — T[l} et 8: T[1] - X
avecT €T telsque Ix —gf = Ba. On a

K B][£]=gf+ﬁa=lx.

Donc [[]: X — Y @ TY[1] est une section. O
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2.4. SOUS-CATEGORIES INCLINANTES AMASSEES

Les sous-catégories inclinantes amassées ont été introduites dans les
articles de Iyama sur la théorie d’Auslander-Reiten de dimension n [57],
[58] sous le nom de sous-catégories n-orthogonales maximales. Cette
définition, une fois adaptée aux catégories triangulées [56}, [60], fournit
une généralisation naturelle des objets inclinants dans une catégorie
amassée.

DEFINITION 2.4.1. On dit que T est une sous-catégorie n-inclinante

amassée de C si :
(1) T est fonctoriellement finie dans C.

(2) Home(7, X[é]) = 0 pour tout 0 < ¢ < n si et seulement si
XeT.

(3) Home(X,TT[i]) = O pour tout 0 < i < n si et seulement si
XeT.

Une sous-catégorie 2-inclinante amassée sera simplement appelée incli-

nante amassée.

LEMME 2.4.2 ([64, Lemme 3.2]). Soit T une sous-catégorie contra-

variantement finie de C. Si
X €T si et seulement si Home(T, X[1]) =0

alors T est inclinante amassée.
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THEOREME 2.4.3 ([60, Théoréme 3.1]). Soit T une sous-catégorie
n-inclinante amassée de C. AlorsC =T xT[1]*---*T[n— 1].

2.4.1. La propriété Gorenstein

Soit A une catégorie abélienne. On dit que .A admet suffisamment
d’objets projectifs si pour tout X € A il existe un épimorphisme P — X
avec P un objet projectif de A. Dualement, A admet suffisamment
d’objets injectifs si pour tout X € A il existe un monomorphisme
X — I avec I un objet injectif de .A.

Soit A une catégorie abélienne avec suffisamment d’objets projectifs
et suffisamment d’objets injectifs. On peut donc parler de la dimension
projective dp X et la dimension injective di X d’un objet X dans .A.
On définit

dip A = sup {di P | P projectif dans A}
dp; A=sup{dp/ | I injectif dans A}
et
G-dim A = sup {dip A,dp; A} .

Si n = G-dim .A est fini, on dit que A est Gorenstein de dimension n.

LEMME 2.4.4 ([4, Corollaire X.1.4]). Soient A une catégorie abé-

lienne et
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une suite ezacte courte de A. On a
dpX <sup{dpY,dpZ -1} e dpZ <sup{dpY,dpX +1}.

LEMME 2.4.5. Soit A une catégorie abélienne qui est Gorenstein
de dimension n. Pour tout X € A, dpX < oo si et seulement si
di X < oo.

DEMONSTRATION. Supposons que dp X < oo. Alors, il existe une

résolution projective

0 » P y Py » Py -+ X » 0

Puisque chaque projectif est de dimension injective finie, il s’ensuit que

di X < oo. La réciproque se démontre dualement. O

PROPOSITION 2.4.6. Soit X un objet dans une catégorie abélienne

A. Si A est Gorenstein de dimension n, alorsdp X < n oudp X = oo.

DEMONSTRATION. Supposons que dp X < oo. Alors, d’apreés le
lemme 2.4.5, on a di X < 0o. Si di X = 0, alors X est injectif. Donc

dpX <dp; A £ G-dim A =n.

Supposons que 1'énoncé est vérifié pour tout objet X tel que di X < m.

Supposons que di X < m + 1. Alors il existe une résolution injective

00— X » IO y I e — Ml ___, 0
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Posons Y = Coker(X — I°), ainsi on a une suite exacte

0 yY y I y Jmtl + 0

d’ot diY < m. De I’hypothése de récurrence, on déduit que dpY < n.

De plus, on a une suite exacte courte

0 y X y IO » Y + 0
d’ou
dp X SSup{deo,de—l}.
DoncdpX <ncardpl®<netdpY <n. O

THEOREME 2.4.7 ([64, Théoréme 4.3]). Soit T une sous-catégorie
inclinante amassée de C. La catégorie mod T admet suffisamment d’ob-
jets projectifs et suffisamment d’objets injectifs. De plus, modT est

Gorenstein de dimension au plus 1.

COROLLAIRE 2.4.8. Soit T une sous-catégorie inclinante amassée

de C. Pour tout FEmodT, onadpF =0, 1 ou oc.
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2.5. IDEAUX DE FACTORISATION

Soient X et ) deux sous-catégories de C. Pourtout X € X, Y €Y
et M € C, définissons un sous-ensemble Zy(X,Y) de Hom¢(X,Y) par

Iu(X,Y)={f: X 5 Y | f se factorise par M}

Lorsque Z);(X,Y) = O pour tout X € X et Y € ), on écrira simple-
ment Tys(X,Y) =0. Si X =Y on écrit Z);(X) au lieu de Ty, (X, X).

LEMME 2.5.1. Soient M et N des objets de C. St M est isomorphe
d un facteur direct de N, alors Tyy(X,)) C In(&X,)).

DEMONSTRATION. Supposons que M soit isomorphe & un facteur
direct de N. Soient ¢« : M — N la section correspondante avec rétrac-
tionp: N> M. Pour X e XetY €, soit

X » M » Y

un élément de Z)s(X,Y’). Considérons la composition Spo ta.

X a;M ? » Y
o Bp
N

On a fa = fBpia car pt = Iy. Donc Ba € In(X,Y). O
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Soit 7 une sous-catégorie contravariantement finie de C. Pour un
objet X € C, soit go : To = X une T -approximation & droite de X. On
compléte go au triangle

]

QX v To » X » (X)) [1]

Une récurrence donne un triangle pour chaque i > 0
QHX — T} — BX — (OH1X) [1]

ol g; est une T-approximation & droite de QX et on convient que
2°X = X. Remarquons que les objets X ne sont pas uniquement

déterminés par X.

PROPOSITION 2.5.2. Soit D une sous-catégorie de C et soit T une

sous-catégorie contravariantement finie de C.

(a) Si T est n-rigide, alors pour tout0 < k<n—1eti>0,0na
Tait1x(D, TIk]) = 0 implique que Ioix(D[1], Tk +1]) = 0.
(b) SiT est m-forte, alors pour tout0 <k <m-—1eti>0,o0na

Taix (Tk + 1), D[1])) = 0 implique que Iai1x(T[k),D) = 0.

DEMONSTRATION. On se contentera de montrer (a), la preuve de
(b) est semblable. Soient a : D[1] — X et 8: QX — T[k + 1] deux
morphismes avec D € D et T € T. Considérons le triangle

x5 T, 2 aix L (@x) (1]
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ouT; € T. On a Bg; € Home(T;, Tk + 1)), ainsi Bg; = 0 car T est n-
rigide et 0 < k+ 1 < n. Il existe donc un morphisme u : (P**+1X) 1] -

T[k + 1] rendant commutatif le diagramme suivant :

hal-1) a hia
v % M hy e
QX — T, y B X y (X)) [1]
u[-1] B8 u
T —— 0 —— Tk+1] —— T[k+1]

Puisque (uh;0)[—1] € Igi1x(D, T[k]) =0, on conclut que Ba =0. O

COROLLAIRE 2.5.3. Soit T une sous-catégorie contravariantement
finie de C.

(a) Si T est n-rigide, alors
Tan-2x(T1]) = 0 impligue que Ix(T[n — 1]) =0.
(b) Si T est m-forte, alors

Ix(T[m]) = 0 implique que Iom-1x(T1]) =0.

PROPOSITION 2.5.4. Soit T une sous-catégorie n-inclinante amas-

sée de C. Alors X € T si et seulement si

Tu(Tl=n+1] -« TI-1, Tlt] -+« Tn — 1)) = 0.
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DEMONSTRATION. Pour alléger P’écriture, posons Y = T[-n +1] *
c~xT[-1) e¢ Z = T[1] *--- * T[n — 1]. Supposons que X € 7.
Comme 7 est n-rigide, Home(X, 77i]) = 0 pour tout 0 < ¢ < n. Donc
Hom¢ (X, Z) = 0 d’apres le lemme 2.2.10. Ainsi, une factorisation de
la forme

Y + X y Z

avecY € Y et Z € Z doit étre de composition égale & zéro.

Réciproquement, supposons que Zys(Y, Z) = 0. Puisque 7 est n-
inclinante amassée, on aC =T * T[l]*---* T[n — 1] = T x Z. Ainsi,

il existe un triangle

f
Z— T — X — Z[1
avec T € T et Z € 2. Soit h € Hom¢(Y,X) ot Y est un object
quelconque de Y. La composition gh est donc nulle car gh € Iy (Y, 2).

On en déduit ’existence d’'un diagramme commutatif

On a Hom¢(7[—i], T) = Home (T, TTi]) = 0 pour tout 0 < i < n, ce qui
implique Hom¢(Y, 7) = 0. Le morphisme u appartient & Home (Y, T') =
0, d'ott h = fu = 0. Donc Home(7[~i],X) =0 pour tout 0 < i < n
et, en utilisant le fait que 7 est n-inclinante amassée, il s’ensuit que
XeT. O
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2.6. SOUS-CATEGORIES RIGIDES

Cette section est consacrée & la démonstration de notre théoréme
principal. Tout au long, 7 est une sous-catégorie contravariantement

finie et rigide de C.

PROPOSITION 2.6.1. Soit X € T * T([1]. Si Ix(T[1]) = 0, alors
dpHX <1.

DEMONSTRATION. Puisque X € 7 * T1}, il existe un triangle

!
X[-1] = T} — Ty — X

avec Tp,T7 € T. En lui appliquant le foncteur H on obtient une suite

exacte dans mod T

#)

H H(g)
HX[-1] » HTy » Hh, — HX — 0 .

Soit h : T — X[—1] une T-approximation & droite de X[—1]. La com-

position

hi1] 1
T[] » X » Th{1]

est élément de Zx(71]), ainsi fh = 0. Alors H(fh) = 0 et, comme
H(h) est un épimorphisme, on a H(f) = 0. La dimension projective de
HX est donc au plus un. O

THEOREME 2.6.2. Soit X € T * T[1] sans facteurs directs dans
TT11]. Alors dpHX < 1 si et seulement si Ix(T[1]) = 0.
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DEMONSTRATION. La suffisance est une conséquence directe de la

proposition 2.6.1.

Supposons que dp HX = 0. Comme X ne contient pas de facteurs
directs dans 7[1], X appartient & 7. Ainsi, toute composition de mor-
phismes

T[] — X — T3]

avec T,T' € T doit étre nulle car 8 € Home(7,7T]1]) = 0. Donc
Ix(T[1}) =0.

Maintenant, supposons que HX est de dimension projective 1. Il y
a donc une résolution projective

H(#)
0 — HT, — HT; » HX » 0

dans mod 7 ou Ty, 73 € 7. On compléte le morphisme f au triangle

T1 » To » Y » T1[1] .

Puisque T;[1} € T1], on a une suite exacte

H(/)
HTl —— HTo y HY » 0 .

On en déduit que HX et HY sont isomorphes dans mod 7. Les objets
X et Y appartiennent tous les deux & 7 *7(1]. Ainsi, dans la catégorie
C, X est isomorphe & un facteur direct de Y & T5[1] pour un certain
T, € T. L'objet X n’a aucun facteur direct dans 771}, donc X est
isomorphe & un facteur direct de Y. On veut montrer que Ix(7[1]) =0
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mais, d’aprés le lemme 2.5.1, il est suffisant d’établir que Zy(71]) = 0.
Etant donné une factorisation

T[] o Y — T[]

avec T,T' € T, on montrera que Sa = 0. On construit un diagramme

commutatif ou les lignes sont des triangles

T » 0 » T[1] == T[]
9 o o]

’;1 d » ’;o » Y » T;il]
h B h1]

T — 0 —— T[1] = T'[1]

et I'existence de g est une conséquence de la commutativité du carré
central supérieur. En outre, le carré central inférieur commute car
Hom¢(7, T[1]) = 0, ce qui assure I'existence du morphisme h. La com-
mutativité du diagramme entraine que fg = 0, donc H(g) = 0 car H(f)
est un monomorphisme. Puisque H induit une équivalence sur 7, on a

g = 0. Par conséquent, Ba = h[l] o g[1] =0. 0

Il est important de noter que, d’aprés la proposition 2.3.3, tout
objet de mod 7 est isomorphe & un certain HX avec X € 7 71} sans
facteurs directs dans 771]). Pour chaque X € C on définit X comme
étant la somme directe des facteurs directs indécomposables de X qui
n’appartiennent pas & 77[1]. En particulier, X = 0 lorsque X € 771].
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COROLLAIRE 2.6.3. Soit T une sous-catégorie inclinante amassée
deC.

(a) Pour tout X € C sans facteurs directs dans T (1],

dpHX = oo si et seulement si Ix(TT[1]) # 0.

(b) Pour tout X € C, dpHX = oo si et seulement si T (T[1]) # 0.

DEMONSTRATION.

(a) Comme T est inclinante amassée, on a C = T » T[1]. Ainsi,
pour tout X € C sans facteurs directs dans 7[1), dpHX > 1
si et seulement si Zx(7[1]) # 0. D’aprés le théoréme 2.4.7,
mod 7 est Gorenstein de dimension au plus 1, d'ou dpHX > 1

si et seulement si dp HX = oo.

(b) Soit X € C. Par (a), on a dpHX = oo si et seulement si
Zx(TT1]) # 0. 1 est clair que HX = HX, donc dpHX = oo si
et seulement si dpHX = oo.

O

D’apreés le lemme 2.4.5 et le théoréme 2.4.7, on a dpHX = o0 si et
seulement si di HX = oo lorsque 7 est inclinante amassée.

COROLLAIRE 2.6.4. Soit T une sous-catégorie inclinante amassée
de C.

(a) Pour tout X € C sans facteurs directs dans T11],

diHX = oo si et seulement si Ix(TT1]) # 0.
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(b) Pour tout X € C, diHX = oo si et seulement si Ix(T[1]) # 0.
O
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2.7. QUELQUES GENERALISATIONS

Quand 7 est une sous-catégorie n-inclinante amassée de C ou n > 2,
la catégorie mod 7 n’admet pas, en général, la propriété Gorenstein.
Toutefois, ce probléme peut étre corrigé avec une hypothése supplé-

mentaire.

THEOREME 2.7.1 ([18, Théoréme 7.5]). Soit T une sous-catégorie
n-inclinante amassée de C. Si T est (n — k)-forte o1 0 < k < 2, alors

mod T est Gorenstein de dimension au plus k.

En particulier, dans le cas k = 1 nous avons le résultat suivant. Nous

en donnons une preuve alternative & I’aide de la proposition 2.6.1.

THEOREME 2.7.2. Si T est n-inclinante amassée et (n — 1)-forte,

alors mod T est Gorenstein de dimension au plus 1.

DEMONSTRATION. Lorsque 7 est une sous-catégorie n-inclinante
amassée de C, le foncteur H induit une équivalence entre 7[n] et les
objets injectifs de mod 7" (voir [18], [63], [64]). Montrons d’abord que
T[n) € T *T[1]. D’aprés le théoréme 2.4.3,0ona Tn] C T+ T[1]*---*
T[n — 1]. Donc, pour tout T € T il existe un triangle

X—-—-——-—bT[n]-f-——»Y-—>X[1}

avec X € T*T[l]etY € T[2]*---*T[n—1]. Puisque 7 est (n—1)-forte,
on a Hom¢ (T [n], T1i]) & Home (7 n—i],7) =O0pourtout2 <i < n-—1.
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D’ott Home (7 [n], T[2) #--- * T[n — 1]) = 0 et on en déduit que g = 0.
Ainsi, T'[n] est isomorphe & un facteur direct de X. Comme 7 x 7TT1]
est stable par facteurs directs, on obtient T'[n} € T » T1].

1l est clair que Zyy,)(7[1]) = 0 pour tout T € T car T est n-rigide.
En vertu de la proposition 2.6.1, on conclut que tout objet injectif de

mod 7 est de dimension projective au plus 1.

En utilisant le dual de la proposition 2.6.1, on montre que tout
objet projectif de mod 7 est de dimension injective au plus 1. O

Nous obtenons donc une généralisation du corollaire 2.6.3 :

COROLLAIRE 2.7.3. Soit T une sous-catégorie (n — 1)-forte et n-
inclinante amassée de C. Si X € T * T[1] sans facteurs directs dans

T(1], alors

dpHX = 0o si et seulement si Tx(TT1]) #0.

Soit T une sous-catégorie contravariantement finie de C. Pour X €

C, nous employons la notation X introduite dans la section 2.5.

LEMME 2.74. Soit T une sous-catégorie n-rigide de C. Si X €
T*T[1]*x---xT[n—1], alors on peut choisir O'X dans T+ T[1]*---*
Tln —i—1] pour tout 0 < i < n.
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DEMONSTRATION. Puisque Q%X =X € T*T[1] *---xT[n—1] il
existe un triangle

Zo — Ty —— X — Zo|1]

avec Ty € T et Zg[1] € T[1]*-- - *T[n — 1]. Notre hypothése que T est
n-rigide implique que Hom¢ (7", 71 *--- * Tn — 1]) = 0 en vertu du
corollaire 2.2.11. Ainsi Hom¢ (7, Zo[1]) = 0 et on en déduit que go est
une 7T-approximation & droite of X. Donc on peut choisir Q'X = Z, €
T *---*T[n — 2]. L’énoncé suit par récurrence en appliquant le méme

raisonnement. ]

Si, en outre, 7 est (n — 1)-forte, alors on voit facilement que X
n’ayant pas de facteurs directs dans 7 [1] * - - - * T[n — 1] implique que
X n’a pas de facteurs directs dans T[1] - --* T [n — i — 1]. En effet,
supposons que Q' X = Z; & Z; avec Z; € T[1]*---* T [n—2]. 1l existe

un triangle

To » X » (Zl & Zz)[l] — To[l]

avec Ty € T. Puisque T est (n — 1)-forte, on a Home(Z,[1], Tp[1}) = 0.
Donc Z,[1] est isomorphe & un facteur direct de X, une contradiction.

L’affirmation suit par récurrence.

Avec ce choix de £2'X, nous avons le résultat suivant :

PROPOSITION 2.7.5. Soit T une sous-catégorie n-rigide et (n — 1)-
fortedeC. Si X € T T[1] *--- x T[n — 1] sans facteurs directs dans
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T[] *---*T[n -1}, alors
Ix(Tn —1]) =0 si et seulement si dpHQ"2X < 1.
DEMONSTRATION. Supposons que 7 est n-rigide et (n — 1)-forte.
Alors, d’aprés le corollaire 2.5.3,
Tan-21x(T[1]) = 0 si et seulement si Zx(7[n — 1]) =0.

Comme Q*2X € T * T[1] n’a aucun facteur direct dans 771}, on a,

selon le théoréme 2.6.2,
Tan-2x(T[1]) = 0 si et seulement si dpHOQ*2X < 1.
O

LEMME 2.7.6. Soit T une sous-catégorie n-rigide et (n—1)-forte de
C.S5iXeT»T[1]x---xT[n—1] et HX[—i] =0 pour tout 0 < i < n,
aglorsdpHX <n-1.

DEMONSTRATION. La preuve est par récurrence sur n. Pour n = 2,

on a X € T * T[1] ainsi il existe un triangle

Ty y To y X » Th[1]

avec Ty, Ty € T. En appliquant H au triangle, on obtient une suite

exacte

HX[-1] » HT, » HT, »y HX 0 .
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Puisque HX[-1] = 0 on conclut que dpHX < 1.

Supposons que 1’énoncé soit vrai pour n — 1. Soit X € T * T1] »
+--*T[n—1]. 'y a donc un triangle

Y — T — X — Y[1]

avecT € TetY € T+ T[1]*---* Tn — 2]. Pour chaque i on a une

suite exacte
HX[-i - 1] — HY[-i] — HT[—z’] .

Comme 7T est (n — 1)-forte, HT'[—i] = 0 pour tout 0 < i < n — 1.
De plus, HX[—i — 1] = 0 pour tout 0 < ¢ < n — 1 ainsi HY[-i] = 0
pour tout 0 < i < n — 1. Donc dpHY < n — 2 d’aprés 'hypothése de

récurrence.

En outre, en utilisant le fait que HX[—1] = 0, on obtient une suite
exacte courte

0 — HY + HT y HX »y 0

ou HT est projectif. Donc

dpHX <sup{dpHT,dpHY +1}=n-1.



2.7. QUELQUES GENERALISATIONS 101

PROPOSITION 2.7.7. Soit T une sous-catégorie n-rigide et (n — 1)-
forte deC et soit X € T+T[1]*- - -«T[n—1]. SiIx(T[1]*---*xT[n—1]) =
0, alorsdpHX <n-—-1.

DEMONSTRATION. Puisque X € 7 * T[1] *--- * T[n — 1}, il existe
un triangle

Y » To y X h;Y[l]

avec To € T et Y[1] € T[1]*--- * T[n — 1}. On applique H au triangle

pour obtenir une suite exacte dans mod 7

H(A[—])
HX[~i] ————— HY[—i +1] — HTp[~i+1] .

Pour chaque 1 < i < n -1, soit f : T — X[—i] une T-approximation
a droite de X [—i]. La composition

T4
Ty

y X =2 Y[

est un élément de Zx(T1] *---* T[n — 1]), d’on h[—i]o f = 0. Ainsi
H(h[—i])o f) = 0 et comme H(f) est un épimorphisme, on a H(h[—i]) =
0. Puisque 7 est (n—1)-forte, on a HT[—i] = 0 pour tout 0 < i < n—1.
Donc HY[-i] =0 pour tout 0 <i <n—1et comme Y € T » T[1] »
.-+ % T[n — 2] on peut se servir du lemme 2.7.6 pour conclure que

dpHY < n — 2. De plus, on a une suite exacte courte

0 — HY — HT, » HX » 0
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car H(h[-1]) = 0. Donc la dimension projective de HX est au plus
n-1 O

En comparant le théoréme 2.6.2 et la proposition 2.7.7, on arrive

naturellement & la conjecture suivante :

CONJECTURE 2.7.8. Soit T une sous-catégorie n-rigide et (n — 1)-
forte deC. Si X € T xT[1]*--- * T[n — 1] sans facteurs directs dans
Ti]*:--%T[n— 1], alors

dpHX < n -1 si et seulement s Tx(T[1]*---*T[n-1]) =0.



Conclusion

Dans le premier chapitre, nous avons vu que les solutions de I’equa-
tion de Markoff ainsi que leur structure combinatoire se manifestent
dans la famille des modules de Markoff. Ce lien a été explicité en
construisant un isomorphisme entre ’arbre des triplets de modules de
Markoff et I’arbre des triplets de Markoff. Par conséquent, on a obtenu
une reformulation de la conjecture d’unicité des nombres de Markoff.
Malheureusement, cet énoncé ne semble pas plus facile & démontrer. 11
est facile de voir que la conjecture est équivalente a I’existence d’une
application f des nombres de Markoff vers ’ensemble des modules de
Markoff telle que ®~'(a, b,¢) = (f(a), f(b), f(c)). Pour étre en mesure
de trouver une telle fonction, il faudrait d’abord viser une meilleure
compréhension de l'application M(w) + 3 Tryp(w) ot M(w) est un
module de Markoff.

Soit M l'ensemble des modules de Markoff. On définit une appli-
cation $ : M — Mj(Z[z]) en utilisant la méme méthode que dans la

section 1.9 mais avec les matrices

p(1)=["’“ 1] p(2) =
1 1

103
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La trace d’une matrice $(M) semble étre de la forme
Tr (M) = z™(z + 2) P(x)

ou n = deg P(r) = dim Me, et P(z) = 30 4a;z* avec les a; des en-
tiers strictement positifs. Si c’est le cas, les résultats de la section 1.9
impliqueraient que P(1) est un nombre de Markoff. On se demande
donc si M — Tr (M) est une bijection et, en particulier, si ces po-
lynémes contiennent suffisamment d’information pour décrire son in-
verse. D’autre part, chaque polynéme P(z) induirait une partition du
nombre de Markoff correspondant. En effet, si P(z) = Y, a;z* alors
P(1) = 31, ai. On se pose la question : existe-t-il un algorithme pour
calculer une telle partition d’'un nombre de Markoff donné? A partir de
cette partition, il serait simple de reconstruire le polyndme Tr g(M).
Ce probléme est certainement trés difficile & dénouer, mais cela nous

donne une approche possible pour décrire ’application f.

En ce qui concerne le deuxiéme chapitre, nous avons caractérisé
les objets de dimension projective au plus 1 dans la catégorie mod 7"
oll 7 est une sous-catégorie contravariantement finie et rigide d’'une
catégorie triangulée C. Ce résultat nous a permis de montrer que lorsque
T est inclinante amassée, les objets de dimension projective infinie dans
mod 7 sont précisément les foncteurs isomorphes a un certain HX avec

Ix(TM1)) #0.

Il reste encore un probléme & résoudre :
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CONJECTURE. Soit T une sous-catégorie n-rigide et (n — 1)-forte
deC. Si X € T+T[1]*---%T[n — 1] sans facteurs directs dans T[1]
.-+ % T[n — 1), alors

dpHX < n—1 si et seulement si Ix(T1]*---*T[n—-1]) =0.

Ensuite, il serait intéressant de savoir si la caractérisation des ob-
jets de dimension projective au plus 1 (théoréme 2.6.2) pourrait &tre
adaptée au contexte suivant. Un couple de sous-catégories (X, Y) d’une
catégorie triangulée C est une paire de torsion si Home(X,Y) = 0 et
C = X x ). Cette définition généralise les sous-catégories inclinantes
amassées et les t-structures. Dans [79], Nakaoka montre que pour toute
paire de torsion (X, )), la catégorie

H=(x*W)n(W=Y[1]))/ W

est une catégorie abélienne, ot W = X[1] N Y. En outre, X admet
suffisamment d'objets projectifs lorsque X’[1] C ). Les auteurs de [1]
construisent un foncteur cohomologique C — H ayant des propriétés
convenables. Cependant, il n’est pas clair si cette structure est assez

riche pour nos besoins.
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