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SOMMAIRE

Le filtre de Kalman consiste & estimer ’état d’un systéme dynamique évoluant au
cours du temps a partir d’observations partielles et généralement bruitées. Typi-
quement, on dispose d’une suite (Y3,Ya,...,Y,) d’observations, obtenues aprés un
traitement préalable du signal brut au niveau des capteurs, telle que chaque obser-
vation Y,, est reliée 4 I’état inconnu X,, de fagon linéaire. Le but sera d’estimer 1’état
X, de facon optimale et récursive.

Dans ce mémoire on va étudier la théorie de base du filtre de Kalman sur des mo-
déles statistiques avec des bruits de type additif (gaussien, exponentiel ...), ensuite
nous allons proposer une adaptation du filtre de Kalman dans le cas ot les bruits du

modéle statistique sont 4 moyennes inconnues.

il
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INTRODUCTION

Dans de nombreuses applications telles qu’en traitement d’image, détection radar,
finance, controle industriel, séismologie, le signal vérité n’est pas accessible directe-
ment et est noyé dans le signal observé |5, 1, 19, 14, G]. Par exemple, pour le cas des
radars ou 'on désire suivre une cible, des mesures sur sa position, sa vitesse et son
accélération sont disponibles a chaque instant mais avec énormément de perturba-
tions dues aux erreurs de mesures. Le filtre de Kalman fait appel & la dynamique de
la cible qui définit son évolution dans le temps pour obtenir de meilleures données,
éliminant ainsi 'effet du bruit. Le développement de méthodes d’extraction du signal
vérité est en conséquence un enjeu important pour les différentes applications et est
a lorigine d’une littérature scientifique trés riche en traitement du signal [3, 9, 4]. La
problématique qui se pose alors est de savoir, au regard des mesures et des hypothéses

sur le systéme, comment estimer au mieux le signal utile.

En 1960, R.E. Kalman a publié son fameux article [3] intitulé " A new Approach to
Linear Filtering and Prediction Problems ". Ses recherches le ménent 4 y décrire un
processus qui sera connu plus tard comme le filtre de Kalman. En effet ce filtre est
un processus mathématique qui permet une meilleure estimation de 1’état futur d’un

systéme malgré l'imprécision de la modélisation et des mesures. En effet il vise &



estimer 1’état d’un systéme en fonction de son état précédent, des commandes appli-
quées et des mesures bruitées. Le filtre de Kalman ne nécessite pas toutes les données
passées pour produire une estimation a I'instant courant ce qui nous laisse deviner
Paspect récursif du filtre et rend son implémentation possible pour des applications

en temps réel.

Dans ce mémoire, nous présentons en premier la théorie de base sur 'estimation
d’une variable aléatoire par la mesure ou I’observation d’une autre variable aléatoire :
I’estimation au sens des mofndres carrés, l'estimateur linéaire optimal au sens des
moindres carrés et ’estimateur linéaire optimal récursif au sens des moindres carrés.
Dans le deuxiéme chapitre nous étudions le filtre de Kalman et plus précisément nous
établissons les différentes équations nécessaires sur lesquels reposent ce filtre. Ensuite
au chapitre trois, on adapte ce filtre pour estimer I’état d’un systéme dynamique
lorsque les bruits sont non centrés et de moyennes inconnues. Finalement dans le
dernier chapitre, nous donnons des applications du filtre de Kalman modifié sur
des systémes dynamiques avec des bruits blancs gaussiens, exponentiels, khi-deux et

riciens.



CHAPITRE 1

Estimateur linéaire optimal et

récursif

1.1 Introduction

Nous décrivons dans cette partie quelques principes de base de la théorie de la prévi-
sion d’'une variable aléatoire par la mesure ou I'observation d’une autre variable aléa-
toire. De fagon générale, les variables considérées sont vectorielles et nous distingue-
rons la variable aléatoire (en lettre majuscule) de sa réalisation (en lettre minuscule).
L’estimation optimale consiste a réaliser une estimation ponctuelle par optimisa-
tion d’un critére. Nous allons décrire essentiellement dans ce chapitre P'estimation
au sens des moindres carrés. Cette derniére estimation conduit & la construction de
P’estimateur linéaire optimal au sens des moindres carrés et & I’estimateur linéaire

optimal récursif au sens des moindres carrés |15, 10, 13, 4, 7, 17, 3].
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1.2 Espérance conditionelle

Déﬁhition 1.2.1. Soient X une variable aléatoire réelle définie sur un espace proba-
bilisé (Q, A) telle que E(|X|) < +00 et B C A une sous-tribu de A. L’unique variable
aléatoire W B-mesurable vérifiant les conditions :

- E(|W]) < +oo,

- E(XZ) =E(WZ) pour toute variable aléatoire Z B-mesurable et bornée,

est appelée ’espérance conditionelle de X sachant B et sera notée E(X|B).
Proposition 1.2.1. L’espérance conditionelle a les propriétés suivantes :
1. Linéarité :

E(\X + uY|B) = AE(X|B) + puE(Y|B) VA, peR.

NS

. Positivité :
X > 0= E(X|B) > 0 presque sirement (p.s).

3. Si X est B-mesurable alors :
E(X|B) = X p.s.
4. St X est indépendante de B alors
E(X|B) = E(X) p.s.

5. 51 Z est une variable aléatoire B-mesurable et bornée alors

E(ZX|B) = ZE(X|B) p.s.
6. Soit C une sous-tribu de B alors

E(E(X|B)|C) = E(X|C) p.s.

4



7. E(E(X|B)) = E(X) p.s.

Remarque 1.2.1. Lorsque la tribu B est engendrée par une variable aléatoire Y, on

note E(X|B) par E(X|Y).

Définition 1.2.2. Etant données deut vecteurs aléatoires X et Y dont les espérances

existent, on dit que X et Y sont corrélées si et seulement si Cov(X,Y) # 0.

Proposition 1.2.2. Soient X et Y deux variables aléatoires dont les espérances

ezistent. Alors les variables aléatoires X — E(X|Y) et Y sont décorrélées.

Démonstration. On pose W = X —E(X|Y), pour démontrer le résultat précédent,
il suffit de montrer que Cov(W,Y) = 0. En effet,

Cou(W,Y) = E(WY)—E(W)E(Y)
= E[(X - E(X|Y))Y] - E(X - E(X|Y))E(Y)
= 0 '

car E[(X — E(X|Y))Y] = E(XY) —E[E(X|Y)Y] =0 et E(X - E(X|Y)) =0. O

1.3 Estimateur au sens des moindres carrés

Soit X une variable aléatoire réelle. On va chercher une estimation 7 de la réalisation
z de X au sens des moindres carrés : 'estimation Z de z doit satisfaire le critére
d’optimalité suivant :

E[IX -2] <E[IX - 2]

pour tout réel z. On peut vérifier que cette meilleure estimation = est E(X).



Nous allons maintenant aborder une question plus difficile. Etant données deux va-
riables aléatoires X et Y, le probléme sera d’estimer la réalisation x de la variable
aléatoire X, tout en disposant d’une information supplémentaire, & savoir que y
est une réalisation de la variable aléatoire Y. Evidemment si X et Y sont indepen-
dantes, 'information Y = y n’a aucune utilité pour estimer la réalisation z de X, par

contre si X et Y sont liées, est-il possible d’améliorer notre estimation initiale E(X)?

Probléme : Soient deux vecteurs aléatoires X et Y liés de dimension n et m res-
pectivement et de densité conjointe fxy. Etant donnée une réalisation y du vecteur
aléatoire Y, on va chercher une estimation T de la réalisation correspondante z de

X vérifiant :
EIIX - Z|PIY = y] < E[||X — 2|*|Y = y] (1.1)
pour tout vecteur z € R".

Théoréme 1.3.1. L’estimation T de la réalisation x de X a partir de l'information

Y =1y qui vérifie l'inégalité (1.1) est donnée par l’espérance conditionnelle :
z=EX|Y =y).
Démonstration. Pour démontrer que T = E(X|Y = y) il suffit de montrer que
E(X|Y = y) vérifie 'inégalité (1.1). En effet
EIX —z|2|]Y =y] = E[X'X —22X +22]Y =y
= EX'X|Y =y] -2ZEX|Y =y] + 22
= E[|IX|*Y =y]+|lz - E(X]Y = )|l - ||[E[X]Y = g]|,

et cette derniére expression est minimale si et seulement si z = E(X|Y = y) et

E[||X]12]Y = y] est finie O



Remarque 1.3.1. L’estimation T est appelée estimation au sens des moindres carrés

de z.

Remarque 1.3.2. L’estimation T = E(X|Y = y) est en fait une réalisation du vec-
teur aléatoire X (V) =E(X|Y). X (Y) peut étre vu comme un opérateur de prédiction
qui prend comme valeur d’entrée une observation de Y et donne la valeur prédite T

de X. D’apres la construction de X Y)ona:
E[lIX - X(Y)IPIY = 4] S E[|IX — g(Y)|PlY = 9]

pour toute fonction g de R™ dans R™. Or on a :

EY[E[IX — gW)IP]Y =]l = E[lIX - g(¥)I],

donc

E[IX - X(V)|I*] < E[|X - g(Y)|]*]
ce qui tmplique que ’estimateur construit X (Y) satisfait le critére d’optimalité sui-
vant :

EXY[IX - X(Y)I[") < EXV]IIX - g(V)IP]

pour toute fonction g de R™ dans R™. Dans ce cas X(Y) est appelé estimateur au
sens des moindres carrés, ou bien lestimateur sans biais de variance minimale, de

X étant donnée une observation de Y.

Nous allons donner ici une définition précise de Pestimateur d’un vecteur aléatoire

X a partir de 'observation d’un autre vecteur aléatoire Y.

Définition 1.3.1. Soient X et Y deuz vecteurs aléatoires liés de dimension m et

n respectivement. Par définition un estimateur de X a partir de Uobservation Y est

7



une variable aléatoire noté X(Y). Pour chaque observation y de Y, T = X(y) est

appelée une estimation de X.

Lemme 1.3.1. L’estimateur X (Y') posséde les propriétés suivantes

1. L'estimateur X (Y) est linéaire, c’est-a-dire pour toute matrice A € M,,(R) et

tout vecteur b € R™ on a
E(AX +b|Y) = AE(X|Y) + b.
2. L'estimateur X (Y) est sans biais pour X, c’est-a-dire

E(X(Y)) = E(X).

" Démonstration.
1. Evident puisque I’espérance conditionelle est linéaire.

2. Il suffit d’appliquer la Définition 1.2.1 avec Z = 1.

O
Proposition 1.3.2. Si X et Y sont deuzx vecteurs aléatoires on a
1. Si X = f(Y) p.s.,alors E(X|Y)=X p.s.
2. Si X etY sont indépendantes, alors E(X|Y) =E(X) p.s.
Démonstration. Il suffit d’utiliser 3 et 4 de la Proposition 1.2.1. m]

Remarque 1.3.3. On va donner une interprétation de la Proposition 1.3.2.

1. La premiére propriété exprime que lorsque X dépend ezplicitement de Y alors

l’observation de Y permet de connaitre exactement X.

2. La deuziéme propriété montre que st X et Y sont indépendants, l'observation

de Y n’apporte rien de nouveau sur X.



1.4 Estimateur linéaire optimal

Dans cette partie, nous allons résoudre le méme probléme cité dans la section précé-
dente en imposant la linéarité de P'estimateur [15, 17]. Plus précisément si X et Y
sont deux vecteurs aléatoires liés, on va construire l’estimateur linéaire optimal E*

de X en fonction de Y :
E*(X|Y) =AY + By

minimisant la variance de I’erreur d’estimation
2
E(|X - AY - B|%),
avec Ay et By sont des matrices réelles (déterministes) de tailles convenables.

Proposition 1.4.1. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires ayant les moyennes

E(X) =mx et E(Y) = my respectivement et de matrices de covariances :

E[(X —mx)(X —mx)T] = Pxx
E[(Y —my)(Y - mY)T] = Py |
E[(X —mx)(Y —my)T] = Pxy.

St nous supposons de plus que Pyy est inversible, alors l’estimateur linéaire optimal

de X en fonction de Y est
E*(X]Y) =mx + nyP;}l,(Y - 'I’ny),
et la matrice de covariance de Uerreur d’estimation est

E[(X - E*(X|Y))(X — E*(X|Y))"] = Pxx — PxyPyy Pxy.



Démonstration. Posons X, =X —mx, Y. =Y —my et B, = B—mx + Amy.

Nous avons
E(|X — AY - B|*) = TrE[(X, — AY, — B.)(X. ~ AY. - B.)"].
Ainsi,
E(|| X — AY — B||*) = Tr[Pxx — PxyAT + APL,
+ APyy AT+ B
Lorsque Pyy est inversible, I'utilisation de 1’égalité

Pxx — PxyAT + AP%y + APyyAT = Pxx — PxyPyyPxy
-+ [A - nyP;}l,-]Pyy[A - nyP{;}% T

conduit & écrire

E(|X — AY — B|*) = Tr[Pxx — PxyPyy PLy] + || Bc|?
+ Tr[(A— PxxPyy)Pry(A = PxxPyy)|")].

Cette expression est optimale lorsque

A = PxyPyy
B. = 0,
ce qui implique que
Ay = PxyPyy
By, = mx+ PxyPyymy.

En conséquence I'estimateur linéaire optimal est
E*(XIY) =mx + nyp;}lf(y — my)

10



et la matrice de covariance de ’erreur d’estimation est

E[(X - E(X|Y))(X — E*(X|Y))"] = Pxx — Pxy Pyy Piy.

Proposition 1.4.2. §i X et Y sont deuz vecteurs aléatoires alors

1. L’estimateur linéaire optimal E*(X|Y') est sans biais dans le sens que
E(E*(X|Y)) = E(X).

2. L’erreur d’estimation X — E*(X|Y) et Uobservation Y sont décorrélées, c’est-
a-dire
E[(X - E(X|Y)Y"] =0,
et de fagon plus générale, l’erreur d’estimation est décorrélée avec toute fonction
linéaire de Y, en particulier E*(X|Y).

3. Pour toute matrice déterministe M de M, (R) et tout vecteur déterministe b de

R", Uestimeur optimal linéaire vérifie

E*(MX +b]Y) = ME*(X|Y) +b.

Démonstration.

(1) Nous avons

]E(E*(X|Y)) = E[mx + nypg)l/(y - my)]
= mx + nypf}l/]E(Y - my)
= E(X).

11



(2) En posant X, = X — mx et Y, =Y — my nous avons
E(X - E*(X[Y)YT] = E[(X - E*(X|Y))(Y — my)"]
= E[{(X¢ — PxyPyyYe)YZ)
= Pxy — PxyPyyPry

= 0.
(3) D’une part nous avons
ME*(XIY) +b= M[mx + nyP{,-}lz(Y -— my)} + b,

et d’autre part
E*(MX +b]Y) = mux+v) + Pax+oy Pry(Y —my)
= Mmx+b+ P(Mx+b)yp;11/(y — my).
Or puisque Pax4b)y = M Pxy, nous trouvons que : '

E"(MX +bY) = M[mx + PxyPyi(Y —my)] +b
= ME*X|Y)+b.

1.5 Estimateur linéaire optimal et récursif

Dans cette section nous essayons d’étendre le résultat de la section précédente pour
calculer 'estimateur linéaire optimal & partir d’une suite de variable aléatoires [17].
Plus précisément si X, Y7, Y3...Y,, est une suite de variables aléatoires, nous construi-

sons 'estimateur linéaire optimal de X en fonction de Y7, Y3...Y,, de fagon récursive.
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Proposition 1.5.1. Soient X, Yet Z trois vecteurs aléatoires tels que Y et Z sont

décorrélés. L’estimateur linéaire optimal de X a partir deY et Z est
E*{X|Y,Z} = E*{X|Y} + E* {)?|Y|Z}

avec )?|y = X—E*{X|Y}. La matrice de covariance de l’erreur d’estimation )?ly,z =

X — E*{X]|Y, Z} est donnée par

-1 pT -1 pT
XyvzXyvz = Pxx — PxyPyyPxy — PxzPz;Px .

Démonstration. En posant W7 = [XT,Y7T] et my = [m%, m¥], nous obtenons

E* {X|W} = mx + Pxw Py (W — mw).
Or Y et Z sont décorrélés et donc
Pxw = [Pxy,Pxz]
Pyw = (PSY P(z)z>
ce qui implique que

E* {XIW} =mx + nyP;}l,(Y - my) + szPZ_ZI(Z - mz).

E* {XIY} = mx+ nyP;)I/(Y - my)
Xy = X-E{X|y}

alors

E* {)”(,Y|Z} = E* {X|Z} — mx — PyzP;LE*(Y — my|Z).
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Puisque on a supposé que Y et Z sont décorrélés, on obtient donc
E*{X|W} = E* {X|Y} +E"* {fc[y]z} .

Nous déduisons que la matrice de covariance de I'erreur d’estimation Xy,z est don-

née par :

- -1pT  _ _ -1 pT _ -1pT
ce qui implique que

- _ -1pT _1pT
X,z Xyvz ~ Pxx — PxyPyyPxy — PxzP;;Px ;.

Rappelons un résultat sur I'inversion d’une matrice par blocs [5].

Lemme 1.5.1. Soit A une matrice par blocs définie par
An A12>
A =
<A21 Ags

—- Ay et Ay sont des matrices inversibles de taille n X n et m X m respectivement.

ol

- (A — A12A57 Agy) et (Ayp — Ay ATl Arz) sont des matrices inversibles.

Alors A est non singuliére et son inverse est donné par
Al [ G2
C21 Co2

iy = Aﬁl + A1_11A12(A22 - 1‘121AﬁlAm)—11421141—11

avec

a2 = —AfAp(An — AnAf Ap)™
e = —(Azp — AnAjf A) An Ay
e = (A — AnAjAn) L
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1.6 Vecteurs aléatoires corrélés

Dans la suite nous généralisons le résultat de la Proposition 1.5.1 pour des vecteurs
aléatoires corrélées. Cette idée a été presentée sans démonstration dans larticle "A
Tutorial Introduction to Estimation and Filtering" de Ian. B. Rhodes [15]. Dans cette

section, nous allons donner les démonstrations de ces résultats.

Proposition 1.6.1. Soient X, Yet Z des vecteurs aléatoires tels que Y et Z sont

possiblement corrélés. Alors
B {X|Y, 2} = B* { XY, Zy }

avec Z|y =7 — E*(Z|Y).

Démonstration. Pour démontrer ce résultat il suffit de calculer E*{X|Y, Z} et
E* {X|Y, Z]y}. D’une part, il découle de la Proposition 1.4.2 que Z|y =Z—-FE*(Z|Y)

est décorrélé avec Y et, en utilisant la Proposition 1.5.1, nous trouvons

E{Xv,Zy} = E{X|Y}+ B {Zy|Zy)
= mx + nyp;)l,(y — my) + P)?|Yy p-t ~|y(Z - E*(ZIY))

Z[Y Z|yz
ou
P)?xvzw = ]E[(X - mX)(ZlY)T]
= E[(X —mx)(Z — mz — Py Py (Y — my))7]
= Pxz — PxyPyy Py,
et
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Ps.zy, = ElZvZf]
= E[(Z —mz — PayPry(Y = my))(Z — mz — Pzy Pyy(Y — my)’]
= Pz — P2y Py Pzy — PoyPyy Pyz + Pay Pyl Pyy Pry Pry
= Pz — PsyPyyPzy — PyyPyyPrz + Pry Pyy Pry

= Pzz— PzyPyy Pyg.
Donc

E* {X|Y, Zy} = mx + Py PyL(Y — my)
+(Pxz — Pxy Pyt Pay)(Paz — Pay PrtPyz) ™ (Z — my — Pay Pyb(Y — my))
= mx + [PxyPyy — (Pxz — Pzy PyyPzy)(Pzz — P2y Pyy Prz) ' Poy Pyy (Y — my)
+(Pxz — Pzy Pyy Pzy)(Pzz — Pay Pyy Prz) H(Z — my).

D’autre part en posant WI = [Y'T, ZT] nous obtenons
ol

Pxwr = [PxyPxz]
P _ (Pyy Pyg
WIwE = \Pzv Pzz)’
En utilisant le Lemme 1.5.2, nous obtenons
by b
-1 _ [bu 012
PWIT wi — (bzl bgz)
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avec

b = Pyy + PyyPrz(Pzz — PoyPyyPrz) ' Pry Pry
biz = —PyyPyz(Pzz — PoyPyyPyz)™
bn = —(Pzz— PzyPyyPrz) 'PryPyy
bye = (Pzz — PzyPyyPyz)™".
Alors
E*{X|Y,Z} = mx
+[Pxy Pyy + Pxy Pyy Py 2(Pzz — Pzy Pyy Pyz) ' Pay Pyy, — Pxz(Pzz — Pzy Pyy Pyz)™?
Py Pyy](Y — my)
~[PxyPyyPyz(Pzz — PzyPyy Pyz) ™' + Pxz(Pzz — Pay Py Pyz) ')(Z — my)
=mx + [PxyPyy — (Pxz — ,szP)T)IzPZY)(PZZ — Pzy Py Pyz) ' Pzy Py (Y — my)
+(Pxz — Pzy Pyy Pzy)(Pzz — Pzy Pyy Prz) " (Z — mgz)
=5 {XIV,Zy}.

a

Proposition 1.6.2. Soient X, Yet Z des vecteurs aléatoires tels que Y et Z sont

corrélés. L’estimateur linéaire optimal de X a partir de Y et Z est

B {X|Y,2} = B {X|Y} + E* { Xy |2y }

avec XIY =X - E*X[|Y) et 2|y = 7 — E*(Z|Y). De plus, la matrice de covariance

de Uerreur d’estimation X|y z est donnée par

Py + =Pz & —Pyz = Pz, pL |
Xiv,z: X|v,z Xy Xy Xy 2iv” Ziy,Ziy” Xy Z)y
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Démonstration. Dans le cas oii Yet Z sont corrélés, nous pouvons se ramener au

cas décorrélé par I'intermédiaire du vecteur aléatoire :
Zy =Z - E*(Z]Y)
qui est décorrélé avec Y. D’aprés la Proposition 1.6.1 nous obtenons alors
E*{X|Y,Z} = E* {X:Y, Zy} .

Maintenant pour calculer E* {X Y, Z|y} nous utilisons la Proposition 1.5.1. En effet

puisque Y et Z;y sont décorrélés, on obtient
E {X|Y, Z,y} - E*{X|Y}+E" {)?IY|Z|Y} .
Enfin, la matrice de covariance de ’erreur d’estimation est bien égale & :

= = =P, - —pPs = pl_ pr _
PX]Y,Z’XIY,Z PX|Y1XIY PXY,ZW Z‘Y‘ZWPXW,Z[Y'

0

Proposition 1.6.3. Soient X,Y1,Ys,...,Yss1 des vecteurs aléatoires, alors l'estima-
teur linéaire optimal de X & partir de la suite des vecteurs aléatoires Y1,Y3, ..., Yiq1

est donné par :
X1 = Xp+E* {X1k|3~/k+1|k}
avec
Xk = X—Xp=X-E{X|N,Ys,..Yi},
Yieue = Yirr ~ Yiers = Yors — B {Yiu V1, Va, ., i}

La matrice de covariance de Uerreur d’estimation Xz, est donnée par :

T & =Py s — Pz & Pzl S .
X k41X k41 PX“ch]k Xk Ye+11k Yk+”k,Yk+1|kPX]kaYk+l|k

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, il suffit de poser

Y = (Y, ... Yx), Z = Yi41 et d’appliquer la Proposition 1.6.2. O
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1.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons établi la théorie de base sur la prévision d’une variable
aléatoire 4 I’aide d’une autre : ’estimation au sens des moindres carrés, I'estimateur
linéaire optimal au sens des moindres carrés et ’estimateur linéaire optimal récursif

au sens des moindres carrés.
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CHAPITRE 2

Filtre de Kalman discret

2.1 Introduction

Les problémes d’estimation de I'état d’un systéme dynamique peuvent étre classés
selon la quantité d’information disponible. En effet, considérons un systéme dyna-
mique dont on posséde un ensemble de mesures Y (I, I5) entre 'instant initial I, et
I'instant final I;. Op peut chercher & estimer I’état du systéme dynamique X & un
instant donnée 7 que 'on notera X (7|Y (Iy, If)). Suivant la valeur de 7 nous distin-
guons trois cas [10] :

-si 7 < Iy il s’agit d’un probléme de lissage (Smoothing);

-si 7 = Iy il s’agit d’un probléme de filtrage (Filtering);

-si 7 > I; il s’agit d’un probléme de prédiction (Prédiction).

Ces problémes consistent essentiellement a estimer ’état d’un systéme dynamique &
partir d’observations généralement bruitées. En effet, pour ces problémes, nous dis-

posons a linstant k& d’une suite Y}, Y5, Y5, ..., Y, d’observations recueillies au niveau
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des capteurs. Chaque observation Yj est reliée & 1'état inconnu X, par une relation
du type :
Y. = H. X+ Vi

ou Hj est la matrice de mesure et Vj est un bruit qui modélise I’erreur d’observation.

Le but sera d’obtenir le plus d’information possible sur I’état du systéme X; avec

Il <k  pour le lissage
=k pour le filtrage
[ >k  pour la prédiction.

Dans ce chapitre on va résoudre le probléme de filtrage a 1’aide de I’approche du

filtre de Kalman[153, &, 14, 7, 3].
Paternité

Le filtre de Kalman doit son nom & Rudolf Kalman né a Budapest, en Hongrie,
le 19 mai 1930. Ce dernier I'a inventé pour résoudre un probléme de poursuite de

trajectoire dans la préparation des missions Apollo en 1960.

Figure 2.1 — Rudolf Kalman, inventeur du filtrage de Kalman

2.2 Modéle

Rappelons en premier lieu ce qu’on entend par systéme dynamique et bruits blancs.
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Définition 2.2.1. Un systéme dynamique est un modéle permettant de décrire l’évo-
lution au cours du temps d’un ensemble d’objets en interaction dont l’état courant
dépend juste de l’état précédent, des commandes appliquées et d’un processus aléa-

toire.

Les équations décrivant le sysﬁéme sont appelées les équations d’état du systéme.

Ces équations contiennent également ce que nous appelons du " bruit blanc "

Définition 2.2.2. On appelle bruit blanc discret un processus aléatoire {X,}, oy tels
que E(X,,) eriste et

Var(X,) < oo pourtoutn €N
Cov(X,, X)) = 0 sin#l

Le filtre de Kalman repose sur deux équations :
- l'équation d’état X du systéme;
- 1'équation de I'observation Yj;
ou on note l'instant discret par un indice k. Typiquement, nous avons le systéme :
(s { X;ﬂ = ";Ik))gk + BUp + Wi (1)
k= HiXi + Vi (2)
ou
- X} est le vecteur d’état du processus, de taille n x 1, tel que I’état initial Xy du
processus est d’espérance et de variance connues, et décorrélé avec W, et V, pour
[=0,1,2...;
— Uy est un vecteur déterministe, de taille n x 1, qui représente la commande appli-
quée sur la dynamique de I'état X ; ‘
— Aj est la matrice déterministe de transition de 1’état, de taille n x n, qui décrit la

dynamique des Xy ;
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— By est une matrice déterministe qui décrit 1’application de la commande sur 1’état
Xk _

— W} est un bruit blanc qui modélise ’erreur du processus, de taille nx 1, de moyenne
connue et de matrice de covariance @)y connue (semi-définie positive);

- Y} est le vecteur d’observation a linstant k, de taille m x 1;

- Hj est la matrice déterministe de mesure de taille m x n;

— Vi est un bruit blanc qui modélise I’erreur d’observation, de taille mx 1, de moyenne
connue et de matrice de covariance Ry connue (définie positive) et non corrélée
avec Wy pour l =0,1,2....

Dans la suite en posant
1 si i=k
ik =
0 st i#k
Nous noterons :

- EW W) = Q0 (de taille n x n et semi-définie positive) ;

- EViVT) = Riby (de taille m x m et définie positive) ;

- EW,VT) =0 Vk,ieN.

L’objectif sera de déterminer une estimation optimale et récursive des états X, a

partir des mesures Y.

2.3 Développement

Le filtre de Kalman est un filtre optimal pour I'estimation de I’état du systéme, il
garantit que 'erreur sur l'estimation est en moyenne nulle et de variance minimale

[15, 10, 5]. Pour calculer cet estimateur aprés initialisation, nous procédons en deux
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étapes :
— Vétape de prédiction;

— 1’étape de correction.

Nous avons donc :
Initialisation : A linstant k = 0, nous n’avons aucune mesure disponible. La pre-
miére mesure arrive d l'instant k = 1. X, 1’état du systéme a l'instant k = 0, est
une variable aléatoire, il parait logique en I’absence de mesure de l’estimer par son
espérance. Nous avons alors :

Xo = E(Xo)
et la matrice de covariance de l'erreur est :

Py = E[(Xo — Xo)(Xo — Xo)T).

Notez que si nous connaissons parfaitement 1’état de départ du systéme nous prenons

)?0 = X, et dans ce cas Fj est nulle.

Etape de prédiction (Evolution du systéme dynamique) : Nous nous pla-
cons & D'instant discret k. A cet instant, nous disposons d’une estimation initiale
fondée sur la connaissance du processus et des observations jusqu’a linstant pré-
cédent, c’est-a-dire k — 1. Nous chercherons un estimateur )?k"c_l de X, sans tenir
compte de la mesure Y}, mais en utilisant uniquement I’équation (1) dans le systéme

(S™™). Nous obtenons :
Xipo1 = Ak—l)?k—llk—l + Bg-1Ug-1.
Nous définissons l’erreur de cette estimation par :
jzklk—l = Xj — )?klk—la
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ainsi que la matrice de covariance de l’erreur :

Pyk—1 = E[( X — )?klk—l)(xk — )?klk—l)T] = Ap-1Pi-aje 1451 + Qr_1.

Etape de correction (Prise en compte de la mesure) : Nous allons mainte-
nant utiliser I'observation Y, pour améliorer 'estimation Xjx_; et obtenir un nouvel

estimateur X ki de Xj. Pour cela nous utilisons la Propostion 1.6.3, nous obtenons :
Xie = Xik—1 + E"(Xjk—1|Yeje-1)
- ¥ - - -1 _V
= Xeje-1 + ka|k“1’Yk|k“‘1P?Hk—lv?klk——l(}/k Yete-1)

= Xy + Ke(Ye — Yipe1)

ot Ky = Pye—1HY (HxPej—1 HY + Ry)™! est appelé le gain du filtre de Kalman.

Mais, puisque les observations Yy, .., Yx_; dépendent linéairement que de X, et {Vj};.:é,
nous avons alors :
Yipor = E*(%ilYo, .., Yee1) = E*(HiXi + VilYo, ., Yicn)
= Hk)?k|k~1»
ce qui implique que :
Xk = Xeje-1 + Ki(Ye — HoXip-1). (2.1)

Nous pouvons alors définir I’erreur de cette estimation :
Xyk = Xi — )?k|lc7
ainsi que la matrice de covariance de 'erreur :
Pk = E[(Xx — X)) (Xee — Xie)T)-
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Remarque 2.3.1. Le gain du filtre de Kalman K, a les propriétés suivantes :
1. il existe toujours car la matrice Ry est définie positive;

2. il tient compte des caractéristiques statistiques du bruit des mesures mais ne

dépend pas des observations, donc il peut étre calculé avant l’étape de correction.

Proposition 2.3.1. On a
1. ]E(?klk‘lgc{k—l) = HkPk|k—1HZ + Rk.
2. E(Xklk“lykfk—l) = Pk|k-1H]Z-

Démonstration.

(1) Nous avons

Yie-1 = Y=Y

= HyXep-1+ Ve

Or Vj, est décorrélé avec Xy ;—, car Xy,—1 dépend linéairement de Xo,Wo,W1,...,Wy_s.
Donc

E(ﬁ]k—lffkfkq) = HyPyj H{ + Ry

(2) Nous avons ﬁclk——l = Hk)?klk~1 + Vk, d’ou ]E()?klk—li}k’llwk——l) = Pk|k-—1H]Z‘s car ?kik—l

est décorrélé avec V. O

Proposition 2.3.2. La matrice de covariance de l’erreur )?k[k est donnée par :

Py = [In — KiH) Pyjie—1-

Démonstration. Nous avons
Py = E[(Xk — )?k\k)(Xk - Xk“c)T]
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or

Xy — )?klk = Xi — )?klk—l - Ki(Yi — Hi Xge-1)
= Xk|k~—1 - Kk(?klk—l)-

Ceci implique

P = Pap-1 — E(Xupe1 Yo K
~  KiE(Yip-1 X7 1) + Ki(HiPug—1 HT + Ri)KT
= Pyk-1 — Ke(HePope—1H + Re) ' KT
= Pup-1— Pup—1 HE (HxPope—1HY + Ri) " Hy P
= [l — KiHi)Peor.

O

Remarque 2.3.2. La matrice de covariance Py, relative a U'erreur d’estimation

Xklk de X comporte deux termes :

~ Pyjk—1 est la matrice de covariance de l'erreur a l'issue de I’étape de prédiction qui
a été obtenue sans ['utilisation de Y.

- (—KkHgPyk—1) ezprime Vinfluence de Yy et entraine généralement une diminu-
tion de Py, ce qui correspond & un gain en précision, en remplacant K par son

expression, nous obtenons :
— Kk Hy Pejk—1 = — Pug1 HL (Hk Pepe—1HiY + Bi) "' Hi P

et nous remarquons bien que ce dernier terme est de la forme —MMT < 0.
En conséquence Uexploitation correcte d’une mesure Yy, méme de mauvaise qualité,
conduit & une amélioration de 'estimateur courant Xy.

Rappelons un résultat important d’inversion de matrice [3].
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Lemme 2.3.1. Soit A, B et C des matrices carrées telles que A et C soient inver-

stbles. Alors :
(A+ BCBT) ' = A" — A7'B(C'+ BTA'B)"'BTA
Proposition 2.3.3. Si R, = E(V,V,T) est inversible nous avons :

1. Pgp = Py, + H{R; ' Hy.

2. Ky = Pk|kHIZ1R;1-

Démonstration.

1. Il suffit d’appliquer le lemme précédent en posant :

A= Pk]k——l , B=Kipet C= (HkPk|k_1Hg + Rk)_l.

2. Nous avons Ky = Py—1HT (HiPop-1HF + Rx)™?, en utilisant le Lemme 2.3.1

nous obtenons :

(HePop—1H + Re)™ = RV — RV H(Pg)_ + H{ RUH{) ' HY Ry
= R;' — R;'H, Py HF R,

ce qui implique que :

Ky = Py_1HIR;' — Pyp_1HF R;' H Py HY R}
= Pue-1Hi R;' — Pop-1(Pg — Pp_y) P HE R

d’ot1 le résultat :

Ky = Py HT R
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2.3.1 Algorithme

En résumé ’algorithme proposé est le suivant

Xop = E(Xo)
Popo = B
_ pour k = 1,2, 31; .., faire
(K) < Xik—1 = Ap1Xk—1k—1 + Br-1Uk-1
Pyk-1 = Ap-1Po1p—1A4L_; + Qi1
Ky = Puy—1HI(HxPop-1HT + Ry)™!
Pye = [ — KiHy]Pejp1
\ Xie = Xig-1+ Ke(Ye — HeXie—1)

—Initialisation

Figure 2.2 - Principe du filtre de Kalman

2.3.2 Innovation

Revenons maintenant sur le terme correctif utilisé dans I’équation de la mise & jour
(2.1):

Yy, — H Xkr-1.
Ce terme s’appelle 'innovation (de 'observation) car il représente les informations

supplémentaires apportées par 'observation 4 l'instant k par rapport aux observa-

29



tions passées jusqu’a P'instant k& — 1. Dans la suite I'innovation sera notée par :
Yik—1 = Ye — He Xgje-1.

Proposition 2.3.4. L’innovation i}k[k—l est de moyenne nulle et de matrice de co-

variance

Hy Py H{ + Ry.

De plus linnovation Yy,—1 est décorrélée des innovations précédentes c’est-a-dire

Cov(Yak-1, Yyi5-1) = 0, Vj < k.

Démonstration. Nous avons

?k[k-l = Y- Hk)?klk—l
= Hk)?klk—l + Vk.

Ceci implique E(ﬁw_l) =0et Var(f/m_l) = HyPyj-1HF + Ry car Vj est décorrélé

avec X et )?k]k_l(donc avec jzklk—l)-

Montrons maintenant que Cov(Yk-1,Yjjj—1) = 0, Vj < k. En effet : Yj;;_; est une
combinaison linéaire de Yy, ...,Y;_1,Y}, or Yj—1 est décorrélé avec Yy, ..., Yy, d’olt

le résultat Cw(ﬁclk—la?ﬂj—l) =0, V_] < k. O

Remarque 2.3.3. Dans le cas o les bruits blancs du systéme(S™™) sont des bruits

blancs gaussiens, l'innovation {Yj]j_l, Jj€N } est un processus aléatoire gaussien.
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2.3.3 Analyse de la mise 4 jour

A partir de I’équation de mise & jour

Xklk = )?klk—l + Ky (Yy — ﬁlk—ﬂ
= )?k;k-l + K (Y — Hk)?klk—l)a

nOUS voyons que :

~ le premier terme de droite s’écrit encore )?klk_l, c’est I'étape de prédiction de X
en utilisant uniquement le modéle, mais pas 1’observation ;

- le second terme est la correction de la prédiction en utilisant les observations.

Nous pouvons aussi remarquer que le gain de Kalman varie selon la confiance que

I’on peut accorder aux mesures. En effet le gain de Kalman peut s’écrire :
Ky = Pog-1HE (Hp Py HY + Ri) ™Y,

- Si I'observation est de mauvaise qualité, c’est-a-dire si le bruit de mesure a une
forte variance (Rj est élevé ), et que nous avons confiance dans les estimations

précédentes (Py_; est faible ), le gain du filtre de Kalman
Ky =0
et la mise 4 jour sera réduite a
)?kuc ~ X’mk-l.

~ Au contraire, si 'observation est trés fiable ( Ry est faible) et que nous avons des
doutes sur les estimations précédentes, le gain du filtre de Kalman devient grand,
de sorte que la mise & jour repose de fagon prépondérante sur 'observation et trés

peu sur le modéle.
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D’aprés ce qui précéde nous pouvons conclure que le gain de Kalman fluctue et
- le gain K} diminue, si estimation par le modéle devient plus précise;

- le gain K} augmente, si les observations deviennent plus précises.

2.4 Modéle a bruits corrélés

Dans le cas oil les bruits de la dynamique de 1’état et de I'observation sont corrélés, il
est possible de reprendre toute I’étude précédente. Une fagon d’établir les équations
du filtre de Kalman consiste & se ramener au cas d’'un modéle & bruits décorrélés par
la construction d’un modéle équivalent. En effet, supposons qu’on a :

(Sm™ Xiy1 = AXe + BUp + Wi
1 Yk = Hka + ‘/k

avec -
E(ViW]) = ST 6.
Nous posons le nouveau vecteur de bruit de dynamique :

Wi =W, — SkR; Vi,

pour lequel il est facile de vérifier que E(V,W}) = 0. L’utilisation de ce bruit, dans les
équations du modéle initial (S7"™), conduit directement & un nouveau modeéle (S3™)
équivalent & (S7"™) :

Xev1 = 4Xe + BiUp + G + W
(S3™)
Y, = H.X: + Vi

avec A, = A — SkR,ZlHk et G = SkR,:l. Les propriétés statistiques des bruits de

ce modéle sont telles que :
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- E(V) =0, E(Wy) = 0.

- E(ViVT) = Ribyy et E(WW, ) = Qybu avec Qy = Qi — SyR;'ST.

- EWT)=0.

Il suffit alors d’appliquer, sur le systéme (S3'™), le filtre de Kalman discret défini

dans le cas d’un modéle a bruits non corrélés. Nous obtenons alors :

— Estimation :

)?kuc—i = Zk—l)?k—lik—l + By_1Us—1 + Gi-1Yi1
—_ —T —
Pk-1 = Ak1Peo1jp—145_1 + Qi

= (Ar-1 — Se-1 Ry Hi—1) Peotpe-1(Ak-1 — Sk-1 R Hi—1)T + Qr—1 — Sk—1 R SE-1-
— Correction :

Xig = )?Mk-—l + Ky (Y — HeXipe1)
Pok = (I — KiHg)Prj-1,

avec Ky = Pyp—1HF (HgPyk—1 HF + Ry)™! comme gain du filtre de Kalman. Dans ce

cas 'algorithme du filtre de Kalman est donné par :

Xop = E(Xo)
Foo = Fo
pour k = 1,2,3,..., faire ,
(K) ¢ Xik-1 = Ak-1Xe—1k-1 + Br-1Uk—1 + Sk-1R; Y
Pge-1 = (Ax-1 = Sko1 Ry Hi1) Preojp—1(Ak—1 — Sk—1 Ry He-1)T
+ Qk-—1 - Sk—lR;ilsg_l

Ki = Pup—1H{ (HePog-1HY + Ri)™!

Pae = [ — KgHg]Pepp-1

Xipe = X1+ Ke(Ye — HeXkji—1)
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2.5 Exemple : Position-Vitesse

Pour illustrer la théorie développée précédemment, nous allons considérer un pro-
bléme de poursuite. Nous désirons suivre une cible, en supposant que la dynamique
de celle-ci est & peu prés linéaire et de vitesse & peu prés constante. Cela n’est jamais
le cas en réalité (d’ot le terme "a peu prés") puisque la cible peut tourner légérement,
ou encore accélérer, et c’est pour cette raison qu’un modéle aléatoire se préte bien a
la modélisation de la dynamique de la cible. Nous disposons d’un capteur qui reléve
périodiquement des informations sur la Iposition de la cible (signal observé), la pé-
riode d’observation est notée T'. Le capteur n’est pas parfait ce qui induit des erreurs
de mesure. Le but sera d’estimer la trajectoire et la vitesse du mobile en fonction
du temps & l'aide du filtre de Kalman. Nous modélisons le probléme sous forme de
deux équations, appelées équation d’état (qui porte sur la dynamique de la cible)
et équation d’observation (qui porte sur les mesures du capteur). Ici, on s’intéresse
a la position de la cible dans le plan que nous notons par Z(t) = (x1(t), z2(t)) et &
sa vitesse ¥(t) = (v1(t),v2(t)), avec t € R. En effectuant un développement limité

d’ordre 2, nous obtenons :

2

vi((k+1)T) = v(kT)+ Te;p,

pour i = 1,2. En posant comme vecteur d’état X = [z1(k), zo(k), v1(k), v2(k)]7,

nous obtenons I’équation d’état :
X1 = AXy+ BW; (2.2)

avec
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0001 0 T
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ol W est un bruit blanc gaussien centré avec matrice de variance-covariance 0 o2 |
2,k

Puisque nous observons la position du mobile & chaque période T, ’équation d’ob-

servation est donnée par :
Yo = HXp+& (2.3)

ol

_Hz[looo

0100 } est la matrice de mesure;

- & = [ S1k } est un bruit blanc gaussien centré avec matrice de variance-covariance

&2k
o O
[ 0 og"’k '
Supposons que ’équation de la trajectoire (théorique) est de la forme :
z1(n) = n?
{ zo(n) = sin(27 fon)

avec' fo = 0.005. Cela implique que le vecteur vitesse (théorique) est :

{vl(n) = 2n
ve(n) = 27 fycos(2n fon)

Simulation sous Matlab

Pour notre exemple, fixons 013 = o2, = 0.01. Pour différentes valeurs de o, et
03, nous estimons la trajectoire et la vitesse a partir des observations bruitées grace
au filtre de Kalman, nous affichons dans les Figures 2.4, 2.6 et 2.8 4 gauche la

trajectoire théorique versus la trajectoire estimée (z; en abcisse et z; en ordonnée)
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et & droite la vitesse théorique versus la vitesse estimée (v; en abcisse et vy en
ordonnée), tandis que les Figures 2.3, 2.5 et 2.7 montrent la trajectoire théorique
versus les observations bruitées (x; en abcisse et z; en ordonnée). Nous remarquons,
d’aprés les Figures 2.4, 2.6 et 2.8 que la qualité d’estimation se dégrade au fur et &
mesure qu’on augmente la variance du bruit dans les observations (voir les Figures

2.3, 2.5 et 2.7).

Trapectone ongenal vs Trajsctors cbasrwbe
H T T

x2

Figure 2.3 — Trajectoire théorique vs Observations bruitées avec o; = 0.1.
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&
@

Figure 2.4 - Filtre de Kalman pour l'estimation du vecteur Position-Vitesse avec
o, = 0.1 et o; = 0.01. Graphique de gauche : trajectoire théorique (en bleu) et

trajectoire estimée (en rouge). Graphique de droite : vitesse théorique (en bleu) et
vitesse estimée (en rouge).

Trajnctons ongnal v Trajectons observie
T

T T T
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Figure 2.5 — Trajectoire théorique vs Observations bruitées avec o; = 0.7.
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Figure 2.6 - Filtre de Kalman pour l'estimation du vecteur Position-Vitesse avec
o; = 0.7 et o; = 0.01. Graphique de gauche : trajectoire théorique (en bleu) et
trajectoire estimée (en rouge). Graphique de droite : vitesse théorique (en bleu) et
vitesse estimée (en rouge).

Trajactoire onginal va Trajectons chaends

Figure 2.7 — Trajectoire théorique vs Observations bruitées avec o, = /2.

-
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Figure 2.8 —~ Filtre de Kalman pour I'estimation du vecteur Position-Vitesse avec
0; = V2 et 0; = 0.01. Graphique de gauche : trajectoire théorique (en bleu) et
trajectoire estimée (en rouge). Graphique de droite : vitesse théorique (en bleu) et
vitesse estimée (en rouge)
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CHAPITRE 3

Filtragé avec bruits de moyennes

1nconnues

3.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre une méthode de reconstruction de signal a 'aide du
filtre de Kalman dans le cas ot les bruits sont non centrés et de moyennes inconnues.
L’idée est de développer un algorithme similaire a celui du filtre de Kalman qui

permet de reconstruire le signal tout en estimant les moyennes inconnues des bruits.
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3.2 Modéle a bruits non centrés

Considérons le probléme classique d’estimation de signal & I'aide du filtre de Kalman

lorsque les bruits sur la trajectoire et I'observation ne sont pas centrés c’est-a-dire :

(S™m) Xiy1 = ArXi + €k
Yiti = HeaXenr + i

ou X; € R" et Y, € R™ avec €., €,; des vecteurs aléatoires de moyennes connues

m, et m, et de variances connues Qi et Ry respectivement tels que
E [(ezyk — mg)(ey) — my)T] = 0.

L’état initial X, du processus est d’espérance E(X,) et de variance Py connues et est
décorrélé des bruits €, et €, ;. L'objectif du filtre de Kalman sera de déterminer,
pour chaque instant k, une estimation optimale et récursive X Kk de 'état X, ainsi

ue la matrice de covariance de ’erreur Py, & partir des observations Y7, Y5, ..., Yi.
|k y L2y 00y

Pour ce probléme, le filtre de Kalman donne l'algorithme suivant{15, 3] :

( ‘ 5(\'010 = E(Xo)

Ppo = B
pour k = 1,2,3,..., faire
(K) < Xik—1 = Ap 1 Xp—1jk—1 + My
Pik-1 = Ar1Pecyp—1AT_ 1 + Qi

Ky = Py H{(HPogp Hi 4+ Ri)™
P = [£ — Ky Hi) Pejie—1 R

\ Xig = Xig—1 + Ke(Ye — (Hie Xige—1 + my)).

Cette méthode permet de donner une bonne estimation X kik du signal X lorsque les

moyennes m; et m, sont connues exactement. Donnons une illustration qui montre
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I'impact de la connaissance des moyennes sur 1'estimation du signal.

Considérons ’exemple simple suivant :

(E) Xppy1 = (0.9+0.2*(-—1)k)*Xk + €xk
Yiri = 05x X o+ ekl

avec des bruits gaussiens €, ; ~ N (2, (0.6)%) et e, ~ N (5, (0.6)?2).

Utilisons l'algorithme (K) avec les moyennes exactes, c’est-a-dire m, = 2 et m, = 5.
Le résultat, donné a la Figure 3.1(a), illustre bien que Pestimation du signal suit trés
bien ou reconstruit trés bien le signal. Par contre si nous utilisons cet algorithme
avec des valeurs arbitraires pour m, et m, au lieu des valeurs exactes, ici m, = 0 et
my = 0, la Figure 3.1(b) illustre bien que le signal n’est pas bien reconstruit. D’aprés
cet exemple simple, nous concluons que la connaissance des moyennes est primordiale
pour une estimation adéquate du signal & 1'aide de I’algorithme (K). Dans la section
suivante nous proposons une facon de reconstruire le signal tout en estimant les

moyennes des bruits lorsque ces moyennes sont inconnues.

3.3 Probléme avec estimation des moyennes

Considérons le systéme (S™™) en supposant que les moyennes m, et m,, sont incon-
nues. Nous voulons simultanément estimer les deux moyennes inconnues et recons-

truire le signal.

Le systéme (S™™) est équivalent au systéme suivant :

(Sn,m) Xk-H = Aka + my; + Ez,k
! Yisi = HppaXenn + my + €q
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Sigal onginal ve Signal recensink

(a) Vraies moyennes : my =2et my, =5

Signal ongenal vs Signal mconsin

(b) Moyennes arbitraires : m; = 0 et my, =0

Figure 3.1 - Reconstruction du signal avec (K) : Py = 10%.

avec les vecteurs aléatoires de bruits €, et €, de moyennes nulles et de variance
Ry et Q) respectivement. On modifie la dynamique du systéme en ajoutant les deux

équations d’état suivantes :

{mz,k+1 = Mgk + Sz,k (3 1)

Myk+1 = Myr + Gk
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ou
’1 2 ! 14
= Gk ~ N(0,Z; ) est non corrélé avec €0 €L €15
’% . 7 '] R
= Gk ~ N(0,Z, &) est non corrélé avec ¢, et €, ;;

~ Sz, €t G,k sont non corrélés .

Nous convenons que lorsque Z, , = 0 alors ¢, x = 0, c’est-a-dire que I’équation d’état

pour la moyenne correspondante est sans bruit.

Le systéme (S7™) devient alors

Xir1 = AXi + Mo + 6k
Mgkl = Mgk +  Szk
(52™) Myk+1 = Myr +  Syk
Yer1i = HeaXenn + mypear + e
qu’on peut réécrire
([ Xt A, 1 0 Xk €k
My k41 = 0 10 Mok | + | Sek | s
My k+1 0 01 My Sy,k
4
X1
Yin = [ Hyyn 01 ] M1 | + €yt
\ My k+1
Xk Ay, 1 0 €2k
Enposant Z; = | my, |, ~k = 0 I 0 ,ﬁk = [ H, 01 ] vk = | Sz
My k 0 01 Sy.k
- Qe O 0
et Qe=1] 0 X4 , nous obtenons la forme matricielle suivante :
0 0 X,

(Spm) Zry1 = %ka + &
3 Yeri1 = HippiZi + €ir-
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Appliquons le filtre de Kalman au systéme (S;), nous obtenons :

( Zoo = E(Z)
Ppo = B
pour k = 1,12’3L , faire
(K) < Zik-1 = Ap-1Zp-1jk-1 _ B
Peg-1 = ékqpli-uk:léf_l + Qi1
K, = Pk;k—-LHkN(HEPHk-—lHE + R;)7!
Pox = [1 — KiHy| Pyk-1 R
\ Zye = Zik—1+ Ki(Ye — HiZyyi-1)
EX) ] B 0 0
avec E(Zy) = M0 et Poo= | 0 X;0 O |[.Les valeurs initiales m,
my,o 0 0 Ey’o

et my o étant arbitraires, nous initialisons leurs variances ;o et ¥, a valeurs non
nulles et possiblement assez grandes étant donné 'incertitude sur les vraies valeurs

my et my,.

3.4 Expérimentation

Pour les équations d’évolutions de moyennes inconnues (3.1) nous allons tester trois

types d’équations :
— sans variabilité c’est-a-dire X, ; = 0 et ainsi ¢, , = 0 et
M k41 = Mk (3.2)
- avec variance décroissante c’est-a-dire
Mak+1 = Mk + Su ke (33)
1 Gup ~N(0,50x), Tug = 3T AER
Oou Sy 12w k)y Lawk = TIEx 20 AVEC A € R, .
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— avec variance constante ¢’est-a-dire

My k+1 = Mk + Sx,k (34)
avec G, ~ N(0,%,).

Revenons a 'exemple (E) en utilisant ce schéma. Avec Iinitialisation mgo = 0 et

— . . . 4 .
My, = 0, et de relativement grandes variances sur ces valeurs, » = 10%et 3 , =
104, nous obtenons les résultats illustrés aux Figures 3.2, 3.3 et 3.4. Nous observons
qu’aprés quelques étapes nous obtenons & la fois une bonne reconstruction du signal

tout en obtenant de bonnes estimations des moyennes m, = 2 et m, = 5.

Signal ongins v Sigral caconstrot
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Figure 3.2 — Reconstruction du signal et estimation des moyennes inconnues via la
méthode sans variabilité ou Zgp = 0 et Py = 10*]; .
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Signal onginal vs Signal reconstnst
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Figure 3.3 — Reconstruction du signal et estimation des moyennes inconnues via la
méthode avec variance décroissante ot Zgo = 0, Fyo = 10415 et A = 45.
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Figure 3.4 - Reconstruction du signal et estimation des moyennes inconnues via la
méthode avec variance constante (X, = 0.04) ot Zgp = 0 et Pyo = 10%/5.
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3.5 Calcul des erreurs de reconstruction

Nous donnons ici quelques calculs d’erreurs de reconstruction du signal et des moyennes
afin de comparer les trois types d’équations citées ci-dessus. Nous utilisons un échan-
tillon de taille 500. Plus précisément nous calculons la moyenne de I’erreur de recons-
truction du signal et les moyennes sur I'erreur d’estimation des moyennes inconnues
en reproduisant 500 fois la dynamique du systéme avec initialisation aléatoire de

I’état initial Xy du systéme.

Nous posons :
- Moyenne de l'erreur relative sur ’estimation de la moyenne m, (pour * = z,y).
Pour chaque répétition j nous calculons ’erreur relative de moindres carrées sur

les 10 étapes k = N —9,..., N. Nous avons

VI T olm. — mes)?

ma|

errt™)

(4

et nous prenons la moyenne de ces erreurs relatives

L 50
==={(N) — _— (N)(;
err,"’ = 00 jzz;terr,k ()-

-~ Moyenne de 'erreur relative sur le signal. Comme pour les moyennes, pour chaque
répétition j nous calculons l'erreur relative de moindres carrées du signal sur les

10 étapes k = N —9,..., N. Nous avons

oo _IXO=ZO), [ 1) - i)
B 0) = x0T, SN AL

et
500

1
Moy™ = — " ErrM(j),
oy 00 ;:1 rr(d)
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Le Tableau 3.1 donne les erreurs de reconstruction et d’estimation des moyennes et

du signal aprés N = 50 étapes du filtre pour notre exemple (E).

Ry 1 0.6* 0.14 1 0.1
0, 11 06 [0z [0 |1

e,,.r:(CSO) 0.0902 | 0.0420 | 0.0182 | 0.0521 | 0.1152
Sans variance Wl(f’o) 0.1003 | 0.0600 | 0.0092 | 0.1602 | 0.0495
Moy®™ 1 0.0901 | 0.0308 | 0.0102 | 0.0542 | 0.0480
o)) [ 0.0901 | 0.0425 | 0.0110 | 0.0552 | 0.1123
Variance décroissante | &7 | 0.0998 | 0.0598 | 0.0120 | 0.1623 | 0.0402
Moy®% | 0.0902 | 0.0509 | 0.0162 | 0.0556 | 0.0496
W:(IE)O) 0.1598 | 0.1202 | 0.0892 | 0.0905 | 0.1409
variance constante | &Fry ) | 0.1803 | 0.1490 | 0.0930 | 0.1417 | 0.0820
( ¥2 = 0.04) Moy®™ 10.1609 | 0.1285 | 0.0899 | 0.1010 | 0.1093

Tableau 3.1 — Variation de I'erreur sur I’estimation des moyennes et le signal pour
les méthodes : sans variabilité, variance décroissante et variance constante pour (E»)

avec 20|0 = O, ﬁo‘o = 104.[3, A=45et N =50.

Calculons également la décroissance de l'erreur tout au long de l'estimation des

moyennes inconnues et la reconstruction du signal pour les deux méthodes sans

variance et variance décroissante. Le Tableau 3.2 illustre cette décroissance pour

N = 10,15,20, 25, 30, 35, 40, 45, 50.

N |10 15 20 25 30 35 40 15 50
arr, ) | 0.2378 | 0.1424 | 0.0909 | 0.0888 | 0.0760 | 0.0610 | 0.0520 | 0.0497 | 0.0418
Sans variabilite [ &y | 0.3545 | 0.2915 | 0.2015 | 0.1536 | 0.1109 | 0.0905 | 0.0813 | 0.0684 | 0.0598
Moy™) | 0.1068 | 0.0885 | 0.0750 | 0.0662 | 0.0599 | 0.0455 | 0.0404 | 0.0392 | 0.0306
&FF, ) | 0.2480 | 0.1434 | 0.1010 | 0.0884 | 0.0758 | 0.0633 | 0.0567 | 0.0478 | 0.0423
variance décroissante | &7y | 0.3714 | 0.3002 | 0.2050 | 0.1534 | 0.1107 | 0.1004 | 0.0822 | 0.0696 | 0.0597
Moy™7 [ 0.1168 | 0.0965 | 0.0808 | 0.0792 | 0.0708 | 0.0675 | 0.0595 | 0.0555 | 0.0508

Tableau 3.2 — Décroissance de I'erreur sur ’estimation des moyennes et la recons-

o~

truction du signal avec (K) : 20|0 = 0, ﬁo:o = 10°L;, Ry = Qi = (0.6)%, A = 45 et

N=250.
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D’aprés les Tableaux 3.1 et 3.2 on remarque bien que la méthode sans variabilité
est la plus appropriée pour la reconstruction du signal et ’estimation des moyennes
inconnues comme le montrent les Figures 3.2, 3.3 et 3.4.

Finalement, notons que si on utilise la méthode sans variance et que nous initialisons

F, 00
(K) avec une matrice de covariance du type Pop = | 0 0 0 |, c’est-a-dire X0=0
0 00

et ¥, = 0, nous allons obtenir le méme résultat que celui donné par 'algorithme
du filtre de Kalman (K) appliqué directement sur le systéme (S). En effet, puisque
nous avons

Ky = Pyy_1HF (He Py HT + Ry,)™!

et que ﬁklk—-l est de la forme

_ *x 0 0
Pk]lc—l = 0 x 0
0 0 x
nous obtenons que Ky = | 0 |, ce qui implique, d’aprés (K), que
0
Zik = Zre—1 + | 0 | (Yo — HyZpjg—1)-
0

Ainsi d’aprés ce qui précéde nous remarquons que :

Mzgrt1 = Mg = Mgy
myyk+l = myvk - my’o.

Cette remarque est illustrée en comparant les Figures 3.1 et 3.5 qui donnent les

mémes résultats a l’aide des méthodes (K) et (K) sur 'exemple (E).
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(b) Moyennes quelconques : m; o =0 et my o =0

Figure 3.5 — Reconstruction du signal et estimation des moyennes inconnues avec
(K):Z;0=0et Z,0=0.

Remarque 3.5.1. On va donner un exemple multidimensionnel pour appliquer [’al-
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gorithme (K). Considérons le systéme dynamique dans R?

1.01 0.1
Xesy = {0.2 1.1}}(’c t ok

(s>
Yis1 = [1 2] Xen + €y kt1

avec

~ €, 6tant un vecteur aléatoire gaussien dans R? de moyenne (5,7) et de matrice
0.36 0.1
0.1 0.2

- €,k €tant une variable aléatoire gaussienne de moyenne 10 et de variance 0.5.

de variance-covariance [

La Figure 3.6 montre l’application de l’algorithme (R) sur le systéme (S*!) pour

estimer le vecteur d’état (qui est dans R?), la moyenne de Uétat et de la mesure.

x10* En 57230005
st e
3 —

S
10 1 L 1 ) ! 1 L L ! i
5 10 15 20 F3 20 » © “ 50
2 10 Er =7.02580005
I3
i e
5 PNy
° 1 L L 1 3 4 — 1 1
[ [] 15 2 3 £ % 0 [3 D
Er =0 060935
©
QF\/\/»
10 L 1 L Il ] L 1 L { 1
3 10 15 ] F3 0 3 ) [3 [
En 0 067708
15
'ny\/ \,4\
o
0 1 | 1 L £ L | 1 l 1
5 10 15 20 F3 » © 45 0
Err=0.10474
15
10}~
5
0 i 1 L 1 I 1 L 5 1 1
5 10 15 F) > 0 3 © [ 50

Figure 3.6 — Algorithme (f(’) appliqué sur (S*!) avec des bruits gaussiens ol 2010 =0
et Polg = 10415 .
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une méthode pour résoudre le probléme de
filtrage & P’aide de P’'approche du filtre de Kalman dans le cas ol les moyennes des
bruits sont inconnues. Cette méthode nous a conduit vers un algorithme similaire au

filtre de Kalman qui estime & la fois le signal et les moyennes inconnues.
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CHAPITRE 4

Autres types de bruit

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous donnons des applications de 1’algorithme (I~() sur le probléme
(8™™) avec des bruits blancs pas nécessairement gaussiens. En effet, dans les équa-
tions du modéle, la distribution du bruit peut étre quelconque. Ceci vient du fait que
le filtre de Kalman reste valable pour des bruits blancs non gaussiens avec espérances

et variances connues.

4.2 Transformation de vecteur aléatoire

Rappelons un résultat sur les matrices symétriques semi-définies positives [5].

Lemme 4.2.1. Soit A une matrice symétrique réelle semi-définie positive alors il
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exsite une unique matrice symétrique réelle semi-définie positive B tel que
A= B?

. . ) . . 1
la matrice B est appelée une racine carrée de A et sera notée par Az.

Démonstration. A est une matrice symétrique réelle alors elle est diagonalisable
via une matrice de passage orthogonale P et une matrice diagonale D qui contient

les valeurs propres de A :

A= PDP7,

oit D = diag(A, Ae,..., A\n) avec A; sont les valeurs propre de A pour tout i €
{1,2,...,n} Mais puisque on a supposé que A est positive alors les valeurs propres de

A sont positives ou nulles, ceci nous laisse écrire :
A= PD:D%PT = PD:PTPD:P” = B.
Ou B = PD:PT et D? = diag(v/21, V22 -0 VOm) 0

Proposition 4.2.1. Supposons qu’on a un vecteur aléatoire U qui suit une certaine
lot de moyenne p et de matrice de variance-covariance Ly définie positive, gu’on note
par U ~ L(m,%,), il est possible de faire des transformations linéaires sur U afin
d’obtenir une certaine moyenne m et une certaine matrice de variance-covariance ¥

(définie positive) données. Il suffit de définir un second vecteur aléatoire V tel que :
V=m+W({U - p)

la~t ol gL . , - .
avece W = ¥32%,? ou X2 désigne la racine carrée de ¥ et ¥ * désigne Uinverse de

¥2,
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4.3 Type exponentiel

Définition 4.3.1. On dira que le vecteur aléatoire € = (€1(my), e2(my), ..., €4(my))
dans R? suit une loi exponentielle, et on le note par € ~ £(m) o m = (my, my, ..., my),

st

- pour tout i, €;(m;) est une variable aléatoire exponentielle de moyenne m; ;

- les €; sont deur a deuz indépendantes.

Considérons un probléme d’estimation du signal a ’aide du filtre de Kalman lorsque
les bruits sur la trajectoire et ’observation ne sont pas centrés (4 moyennes incon-

nues) et de type exponentiel c’est-a-dire :

nm X1 = ArXk + €k
(8¢°™)
Yiri = HeXer1 + €un

avec €z p = My + Wi(e — m) et €, = my, + Wa(¢' —m’) ot € ~ £(m) et ¢ ~ E(m’),

ce qui implique que :

E(ezk) = me et Var(ezp) = WiVar(eWf
{ | E(Ey:k) = my et Var(ey:k) = WyVar(¢)WT; (4.1)
m: 0 .. O m?2 0 .. 0
avec Var(e) = 0 m - 0 et Var(e') = 0 mf
0 0 m? 0 . n?',g

Exemple

Considérons I’exemple simple suivant :

(E) {Xk+1 = (09+02+(~1)F) x Xy + enn
! Yisi = 0.5% X + €1

avec €z1 =2+0.6(e —1) et €, =5+0.6(¢ —1) ot e ~ E(1) et € ~ E(1).

La Figure 4.1 montre 'application de I’algorithme (IN() sur le.systéme (E;) pour
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estimer le vecteur d’état, la moyenne de 1'état et de la mesure. On remarque qu’aprés
quelques étapes nous obtenons & la fois une bonne reconstruction du signal tout en

obtenant de bonnes estimations des moyennes m, = 2 et m, = 5.

At g« Sep e

'/\/\/\

1!

I

‘/\fﬂ\f\/\/w lf\/\/\/\/\/\/v\vﬁ VA

i

+ 5 H & :-==:; + v * = ) + ¥ & ;;*:;:l
(a) Vraies moyennes : my; =2 et my, =5 (b) Moyennes quelconques : m, =0 et my, =0
(erreur = 0.0161) ( erreur = 0.2061)

s st 4 S e

NN A A A A A e S A A A

(c) Algorithme (R) appliqué sur (E,) avec my =
2, my =5, Zgjo =0, Pojo =10*I3;, m=m' =1
et S; = S2 = v/0.3. (erreur = 0.0404)

Figure 4.1 — Algorithmes (K) et (K) appliqués sur (E,) avec des bruits de type

exponentiel ol Zgg = 0 et Pyjp = 10* x I;.

4.4 Type khi-deux

Définition 4.4.1. On dira que le vecteur aléatoire ¢ = (Ty, Ty, ..., Ty) dans R? suit

une loi de khi-deuz , et on le note par € ~ x*(m) ot m = (my, my,...,my), i :
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- pour tout i, T; ~ xfm est une variable aléatoire khi-deur de paramétre m; ;

- les x? sont deuz & deur indépendants.

Considérons un probléme d’estimation du signal a ’aide du filtre de Kalman lorsque
les bruits sur la trajectoire et ’observation ne sont pas centrés et de type khi-deux
c’est-a-dire :

(Sp™ Xenn = AXa + g
Yisi = HpnXenn + i

avec €, = m; + Wi(e —m) et e, = my, + Wa(e —m’) ol € ~ x%(m) et € ~ x*(m'),

ce qui implique que :

E(ezx) = m, et Var(ezx) = WVar(e)WT (4.2)
E(e,x) = my, et Var(e,r) = WoVar(e)W]; '
2m; 0 .. 0 2my 0 .. 0
0 2m, 0 / .
avec Var(e) = _ 2 . ) et Var(e') = O 2m,
P e P 0
0O ... 0 2m, 0 ... 0 2m,

Exemple

Considérons I'exemple simple suivant :

(09+02%(-1)F)x X} + €xx
Yk+1 = 0.5 x Xk+1 + €y k+1

&3
b
N—

>

+
Pk
I

€k =2+ 22(e—1) et eyp =5+ 22(¢' — 1) ol e ~ x*(1) et € ~ x*(1).

La Figure 4.2 montre 'application de l'algorithme (K) sur le systéme (E;) pour
estimer le vecteur d’état, la moyenne de ’état et de la mesure. On remarque qu’aprés
quelques étapes nous obtenons a la fois une bonne reconstruction du signal tout en

obtenant de bonnes estimations des moyennes m, = 2 et m,, = 5.
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(a) Vraies moyennes : my =2 et my, =5 {b) Moyennes quelconques : my =0et my, =0
(erreur = 0.0147) ( erreur = 0.2141)
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(c) Algorithme (ﬁ) appliqué sur (E2) avec m; =
2, my = 5, Z()m = 0, Po|0 = 104I3, m=m'=1
et Wy = Wy = 0.15. (erreur = 0.04)

Figure 4.2 - Algorithmes (K) et (R) appliqués sur (E;) avec des bruits de type
khi-deux ou Zg'() =0et Po[() = 104 * 13.

4.5 Type ricien

Définition 4.5.1. Etant donnée deuz variables aléatoires indépendantes X et Y tel

que (X,Y) ~ N(u,021,), alors

1 X24Y? ~ 02X 3(E4) ot x3(0?) désigne une loi de khi-deuz avec deus degrés de liberté
et paramétre de décentralité o.
2. R =+v/X?+Y? suit une loi dite de Rice avec paramétre (v = ||u||, o), notée Rice(v, o).
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On peut démontrer que la densité de la distribution de la loi de Rice est [12, 16] :

fyexp(j%ﬂ)lo(%) siz>0
f(zlv,0) =

0 stz <0

ot Io(.) est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce et d’ordre 0 définie par :

1= ()

k=0

L’espérance et la variance de la distribution ricienne sont données par :

E(R) = oy/3L(5%)
E(R?) V2 + 207
Var(R) = E(R?) —(E(R))? =12 +20% — 2212 (3%)

ou L 1 (.) représente un polynéme de Laguerre défini par :

L%(z) = et [(1 — x)Io(:z—aE) - 3711(:;2)
avec o (i_z)k
h{z) 2 2 Kk +1)!

La Figure 4.3 illustre la densité ricienne pour o = 1 et différentes valeurs de v
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Figure 4.3 - Densité de probabilité de la loi de Rice pour ¢ = 1 et différentes valeurs
de v

Définition 4.5.2. On dit que le vecteur aléatoire ¢ = (Ricey(v1, 01), Rices(va, 02), ..., Riceq(va, 04))
dans R? suit une loi de rice , et on le note par € ~ Rice(v,0) oit v = (v1, 13, ..., 1)

et 0 = (01,09,...,04), St :

- pour tout i, Rice;(v;,0;) est une variable aléatoire ricienne de paramétres v; et o; ;

- les Rice(v;, 0;) sont deuz d deuzx indépendants.

Considérons un probléme d’estimation du signal a I’aide du filtre de Kalman lorsque
les bruits sur la trajectoire et 'observation ne sont pas centrés et de type riciens

c’est-a-dire :
(ST { Xey1 = ArXi + €k
3 Yivi = HenXepn + i

avec €, = my + Wi(Rice(v,0) — E(Rice(v,0))) et €, = my + Wao(Rice(V',0’) —
E(Rice(v',0"))), ce qui implique que :

(4.3)

E(ezx) = m, et Var(e.x) = SiVar(Rice(v,0))ST
E(e,x) = my et Var(ex) = SVar(Rice(V,d'))ST
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Exemple

Considérons I'exemple simple suivant :

Xipr = (09+02x(-1F)xXe + e
(Es)

Yeri = 0.5% Xepr +  €yk4
avec
€k = mg + 3.68(Rice(0.3,0.2) — E(Rice(0.3,0.2)))
Var(Rice(0.3,0.2)) = 0.0265
Var(es ) = 3.68 +0.0265 % 3.68 = 0.36
et
Exk = my + 3.68(Rice(0.3,0.2) — E(Rice(0.3,0.2)))
Var(Rice(0.3,0.2)) = 0.0265
Var(e; i) = 3.68 x 0.0265 x 3.68 = 0.36

La Figure 4.4 montre I'application de l'algorithme (I~{) sur le systéme (E3) pour
estimer le vecteur d’état, la moyenne de I'état et de la mesure. On remarque qu’aprés
quelques étapes nous obtenons a la fois une bonne reconstruction du signal tout en

obtenant de bonnes estimations des moyennes m, = 2 et m, = 5.

Remarque 4.5.1. Le tableau suivant résume l’erreur sur la reconstruction du signal
et estimation des moyennes inconnues pour les ezemples (E;), (E;) et (E3).

Le Tubleau 4.1 illustre bien qu’il y a une bonne reconstruction du signal pour les
differents types de bruits. Cela nous laisse dire que l’algorithme (K) ne tient pas
compte de la distribution du bruit et converge si les bruits utilisés dans le systéme

dynamique sont de type additifs et @ variances finies et connues.
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(c) Algorithme (I~{) appliqué sur (E3) avec m, =
2, my =5, 20|0—0et130|0=1013,u=03
=020V =030 =02e W, =Wy =03
(erreur = 0.0105)

Figure 4.4 - Algorithmes (K) et (K) appliqués sur (E3) avec des bruits de type riciens
ou Z0|0 =0et P0|0 = 10413 .

4.6 Exemples multidimensionnels

Dans cette section nous donnons des exemples multidimentionnelles de 1’algorithme
(K) avec des bruits de type exponentiel, khie-deux et ricien.

Premier exemple. Considérons le systéme dynamique dans R? avec des bruits de
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Var(e, ) | 0.36
Var(e,x) | 0.36
700 | 0.0302
Type exponentiel | e77’" | 0.0202
Mog®™ [ 0.0404
Z700 [ 0.0295
Type khi-deux | errl? 0.0265
Moy®? 1 0.04
Zre0 | 0.0245
Type ricien erry>) 0.028
Moy®Y | 0.0285

Tableau 4.1 — Erreur sur I'estimation des moyennes et la reconstruction du signal
pour les exemples (E;), (E3) et (Eg).

type exponentiel

1.01 0.1 | .
(SZI) X‘H—l - {02 11:|Xk t Co.k
1'
Yisp = [1 2]ch+1 + €y k+1

avec

— €5k est un vecteur aléatoire de type exponentiel dans R? de moyenne [5,7] et de

0.36 0.1 ], en effet

matrice de variance-covariance ¥ = [ 01 02

€z k= My + VVI('E - m)

Lt

€~ S(S,G)avechz[

avec

25 0
0 36

_ wie-d [ 01184 0.0162
Wi = 2ak," = [0.0194 0.0728
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~ €, est une variable aléatoire de type exponentiel de moyenne 10 et de variance

¥ = 0.3, en effet

€yk = My + Wa(e —m')

avec

my, = 10

€ ~ El)etXy=1

W, = 25,1 =03
La Figure 4.5 montre 'application de I’algorithme (I~{) sur le systéme (S>') pour
estimer le vecteur d’état, la moyenne de I’état (qui sont dans R?) et la moyenne
de la mesure. On remarque qu’aprés quelques étapes nous obtenons a la fois une

bonne reconstruction du signal tout en obtenant de bonnes estimations des moyennes

ng[?}etmyglo.

o
3
&
uh
®
“
o
)
&
8

-

I
5 10 15 F] F3 0 * « [ )
un’—
e o
A0 \/1 1 { 1 i L 1 | | I
5 10 15 o > 0 *x 40 % 50
100
0
.MF‘/T L L 1 | i 1 1 1 1
5 10 18 x F3 ) E3 0 3 50
asE
10 = =
5
o I ! 1 i L ] 1 I 1 1
5 [ 15 2 F3 £ E3 © s 50

o~

Figure 4.5 — Algorithme (K) appliqué sur (S*!) avec des bruits de type exponentiel
ol ZOIO =0et Po{o = 10415 .
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Deuxiéme exemple. Considérons le systéme dynamique dans R?

Xk+1

[ 1.01 0.1

0.2 1.1]X’c Tk

(S31)
Yer1 = [1 2] Xin + €yt

avec

— €,k st un vecteur aléatoire de type khie-deux dans R* de moyenne [5,7] et de

matrice de variance-covariance ¥ = [ 00'316 8; }, en effet

€xk = Mg + Wi(e —m)

- (3]

{ € ~ x%5,6)avec Ty = {

avec

10
0 12

_ wlw-i [ 04187 0.0687 ]
| W= BEE T = [0.0687 0.3087 |

~ €,k est une variable aléatoire de type khie-deux de moyenne 10 et de variance
¥ =0.3, en effet
€y =My + Wa(e' —m/)
avec

m, = 10
/

€ ~ x*(1)avecXf=2

W, = £15,-2 =0.15
La Figure 4.6 montre l’épplication de l'algorithme (ﬁ) sur le systéme (S5') pour
estimer le vecteur d’état (qui est dans R?), la moyenne de I'état et de la mesure. On
remarque qu’aprés quelques étapes nous obtenons a la fois une bonne reconstruction

du signal tout en obtenant de bonnes estimations des moyennes m, = [ .5,} et
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Figure 4.6 — Algorithme (K) appliqué sur (S*!) avec des bruits de type khie-deux ou
Z[)|0 =0et Pglo = 10415 .

Troisi¢éme exemple. Considérons le systéme dynamique dans R?

101 0.1
Xer1 = [0.2 1.1]X’c T ok

Yetr = [1 2] Xin + €+l

avec

— €,k st un vecteur aléatoire de type ricien dans R? de moyenne [5, 7]’ et de matrice

0.36 0.1 }’ en offet

de variance-covariance ¥ = [ 0.1 0.2

€z = My + Wi(e — m)
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avec

e [7]

o 7031 __[ o023 00362 0
R’ce(”"’)ou”‘[o.:),}"’“[0.155]etz"_[ 0 0.0198]

i

= 2
W L " = | 05651 0.9810

\

! [3.4414 0.2185]

~ €,k st une variable aléatoire de type ricien de moyenne 10 et de variance ¥’ = 0.3,
en effet

€y = Ty + W2(€, - m’)

avec
m, = 10
€ ~ Rice(V,0')ouv' =03, ¢/ =0.2et ¥ = 0.0294
W, = T/i%,"7 = 3.8925

La Figure 4.7 montre 'application de ’algorithme (R) sur le systéme (S2') pour
estimer le vecteur d’état (qui est dans R?), la moyenne de I’état et de la mesure. On
remarque qu’aprés quelques étapes nous obtenons a la fois une bonne reconstruction

. o 5
du signal tout en obtenant de bonnes estimations des moyennes m, = [ J et

7
m, = 10.

Remarque 4.6.1. L’algorithme (I~() est capable de reconstruire et estimer les moyennes
inconnues dans le cas ou les bruits dans l’équation d’évolution et I’équation de mesure
n’ont pas forcément la méme dstribution. En effet, considérons le systéme dynamique
dans R? ou les bruits dans I’équation d’évolution sont de type exponentiel or que le

bruit sur I’équation de mesure est de type khie-deux.

101 0.1
Key1 = [02 11]){’c T Gk

(St oo
Yitr = [1 2] Xen + €y kt1
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Figure 4.7 - Algorithme (K) appliqué sur (S*!) avec des bruits de type riciens ou
Zojp =0 et Fyp = 10475 .

avec

- €z est un vecteur aléatoire de type exponentiel dans R* de moyenne [5,7) et de

matrice de variance-covariance ¥ = [ 06316 8; J, en effet

€z k = Mg +‘P@q(6 —-rn)

- (3]

{ € ~ 8(5,6)avec20=[

avec

25 0
0 36

W,

f

1-1 _ [ 0.1184 0.0162
2k " = [0.0194 0.0728

\

— €y est une variable aléatoire de type khi-deuz de moyenne 10 et de variance 0.3,
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en effet

€y = My + Wa(e —m/)

avec

my 10
€ ~ x%1) avec Ty =

W, = $:1%,1=+015

La Figure 4.8 montre Uapplication de lalgorithme (K) sur le systéme (S>) pour

estimer le vecteur d’'état, la moyenne de U'état (qui sont dans R?) et la moyenne de

la mesure.
«16* Er245040-005
s [ -
o L L I L L X O ettt O 1 1
s 10 15 20 E3 ) E3 0 [ 50
» it Er=d 51040005
2
. I ——
2 1 1 L 1 1 1 1 1 i i
3 0 15 F % 0 » © 3 50
En 200015773
20~
100
0 i 1 1, 1 1 1 A J
v 5 0 15 2 E E] E3 ) 3 =0
E =0 020822
100~
s
o
sk N
1 1 1 | 1 1 1 1 1 1
3 10 15 2 % £ ¥ [} 3 2
i =0.08254
5
10 T
5
ol 3 L 1 1 L 1 | 1 { |
3 10 15 a0 % 0 E3 0 “ 50

Figure 4.8 — Algorithme (R) appliqﬁé sur (S2') out 20,0 =0et 130|0 = 10%]; .
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4.7 Conclusion

~

Dans ce chapitre nous avons appliqué ’algorithme du filtre de Kalman modifié (K) sur
des modéles statistiques linéaires avec différents type de bruit ( gaussien, exponentiel,

~

khi-deux et ricien) afain de le comparer avec le filtre de Kalman standard (K).
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CONCLUSION

Le filtre de Kalman est une méthode récursive visant a estimer des paramétres d’un
systéme évoluant dans le temps 4 partir de mesures bruitées. La force de ce filtre est
sa capacité de prédiction des paramétres et de rectification des erreurs, non seule-
ment des mesures, mais aussi du modéle lui-méme. En effet, pour appliquer un filtre
de Kalman, il faut modéliser de maniére linéaire le systéme pour lequel on veut
estimer les paramétres. Dans une méthode d’estimation classique (par exemple, la
méthode des moindres carrés), une simple erreur dans la modélisation du systéme
entraine forcément une erreur au niveau de I'estimation. La force du filtre de Kal-
man est d’intégrer un terme d’imprécision sur le modéle lui-méme, ce qui lui permet
de donner des estimations correctes malgré les erreurs de modélisétion (& condition
que ces erreurs restent raisonnables). Un autre pdint fort du filtre de Kalman est
sa capacité & déterminer I’erreur moyenne de son estimation. En effet, le filtre de
Kalman fournit un vecteur contenant les paramétres estimés, mais aussi une matrice
de variance-covariance de |'erreur. Cette matrice nous renseigne donc sur la précision
de P'estimation, ce qui peut étre utile dans de nombreuses applications.

Le filtre est méme capable de reconstruire le signal et d’estimer les moyennes incon-
nues des bruits dans le cas ol les moyennes des bruits sont inconnues. Une des limites

du filtre de Kalman est le cas ou la modélisation est trop approximative, le filtre n’est
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pas assez performant et l'erreur des estimations ne convergera pas assez rapidement.
Une autre limite importante d’une telle méthode est que le filtre de Kalman permet
de prendre en compte uniquement un modéle de bruit additif, cette restriction limite
I'utilisation du filtre de Kalman.

Dans ce mémoire nous avons résolu le probléme de reconstruction du signal dans le
cas ol les bruits sont de type additif et 4 moyennes non nulles et inconnues. Nous
espérons que ce travail sera utile en imagerie médicale et plus précisément en IRM
(imagerie par résonance magnétique) pour le débruitage d’un signal corrompu par
un bruit ricien non additif. Des travaux ont déja été faits dans le cas ou le bruit est
gaussien additif [¢i], mais le défi est d’adapter le filtre de Kalman au cas d’un bruit

qui n’est pas additif.
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