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Sommaire

Ce travail est consacré & 1’étude de Pexistence et de 'unicité des solutions, d’abord
périodiques pour une équation périodique de premier degré avec retard et impulsions,
ensuite presque périodiques pour ’équation de Duffing avec retard et impulsions.

Le premier chapitre est consacré aux préliminaires. Dans le deuxiéme chapitre, a
Paide du théoréme du point fixe de Banach et du principe d’approximation successive, on
montre ’existence et 'unicité des solutions périodiques & variation bornée de ’équation
périodique du premier degré avec retard et impulsions dans le cas ou les impulsions
dépendent de 1’état et dans le cas ou les impulsions ne dépendent pas de 1’état. Dans le
chapitre trois, on montre I’existence et 'unicité des solutions presque périodiques pour
I’équation de Duffing avec retard et impulsions dépendant de la moyenne de ’état. A
la fin de ces deux chapitres, on montre ’existence des bornes a priori comme condition

supplémentaire d’existence de ces mémes solutions.
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Introduction

Les processus d’évolution sous impulsions, comme rencontrés dans la théorie du
controle et la dynamique de la population, provoquent souvent une équation avec re-
tard de la forme

gt)+ gt —1zt—1) = f(t)+ Z a;(2)0%, () () (1)

On peut trouver quelques résultats récents sur P'existence et la stabilité des solutions
de cette équation dans [4] et [11,13], [17] et [28] dans le cas o1 les moments d’impulsions
t;(x) sont indépendants de ’état z, tandis que dans [1] et [18], les résultats sont obtenus
pour le cas ou les impulsions dépendent de 1’état. Les processus soumis aux influences T-
périodiques pour T' > 0 ont aussi été étudiés dans le cas oli les t;(z) sont indépendants de
I’état. Par exemple le comportement global d’un systéme logistique périodique avec des
perturbations impulsives périodiques est analysé dans [19], tandis que dans [20] ’équation
(1) est étudiée dans le contexte de conditions aux bornes périodiques.

Dans le premier chapitre, nous donnons dans la premiére partie des préliminaires sur
I’équation périodique du premier degré avec retard et impulsions dépendant de 1’état.
Dans la seconde partie, nous commengons I’étude de I’équation de Duffing avec retard et
impulsions dépendant de la moyenne de 1’état.

Dans le second chapitre, nous montrons que sous certaines conditions, il existe une
solution généralisée T-périodique de I’équation (1) et elle est & variation bornée sur [0, T').
L’équation logistique avec abattage périodique est donnée comme exemple. L’équation (1)
peut é&tre exprimée sans l’addition des impulsions pourvu que nous ajoutions la condition
que la solution subit un saut d’amplitude a;(z) & Pinstant t;(z) pour tout j. Cette
notation alternative est souvent la plus utilisée dans la littérature et peut étre trouvée
dans [1] et [4]. Notre notation, qui est inspirée de celle trouvée dans [11], nous permet de

manipuler (1) de fagon plus concise par le biais des fonctions généralisées.

1



Dans le chapitre trois, nous obtenons, pour une constante ¢ # 0 donnée, les conditions
suffisantes pour 'existence d’une solution presque périodique  : R — R (avec une valeur
—_1: 1 T 1z : .
moyenne T = Tll_rgo 5= J_p f) de Péquation de Duffing :

2" (t) + 22’ (t) + g (2 (t — 7)) = f () + z a; (Z) 0y @y; (1) ()

avec retard 7 € R et impulsions aux instants t; (Z)+kT; (k € Z) pourT; >0 (j = 1,2,3,...)
d’amplitudes a; (Z) € R et dépendantes de la moyenne de ’état. C’est un important
exemple, qui comprend le cas du pendule forcé, de processus dynamique soumis a un
forcing impulsionnel presque périodique dépendant de I’état x.

Dans [2] et [23,29], on peut trouver des résultats récents sur l’existence de solutions
presque périodiques de réseaux de neurones et des systémes d’équations différentielles
impulsionnelles. Des résultats sur I'existence de solutions d’équations différentielles im-
pliquant une infinité d’impulsions dépendant de ’état peuvent étre trouvés dans [11,13]
par exemple. Ici, (2) implique nombreuses impulsions périodiques qui dépendent de 1’état.
La somme de ces impulsions donnent des impulsions presque périodiques tout comme la
somme des fonctions périodiques qui ne sont pas nécessairement de la méme période est
presque périodique. La propriété la plus utile d’une fonction presque périodique est sans
doute sa valeur moyenne. Ainsi, nous allons nous limiter & la situation ou les impul-
sions dépendent seulement de la valeur moyenne de ’état. En conséquence, il ne sera
pas nécessaire d’imposer des conditions de Lipschitz sur les fonctions a; et t; comme
cela semble nécessaire dans le cas plus général ou les impulsions dépendent de I’état. Ces
conditions ont été imposées dans [11,13], dans [7] pour ’équation de Duffing périodique
impulsionnelle, dans [8] pour 'équation de Liénard périodique impulsionnelle et dans (5]

pour I’équation logistique impulsionnelle périodique.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous ferons I'inventaire de quelques résultats élémentaires qui nous

seront utiles dans les chapitres suivants.

1.1 Généralités

On notera L}(T) pour désigner I’ensemble des fonctions réelles z : R — R & valeurs
réelles, intégrables au sens de Lebesgue et telles que z(t + T) = z(t) presque partout sur

R. LY(T) sera muni de la norme

T
el =7 [ le(elids

et la moyenne T de € L}(T') s’écrira

1 T
= T/o z(s)ds.

Une fonction z € L*(T") peut étre identifiée & sa série de Fourier

o(t) = #(n)e™

nez
avecw =2, i =+/—1et
1 /T .
ﬂm=fémmea



Ainsi £(0) = Z et puisque z est & valeurs réelles, £(—n) est le conjugué complexe de Z(n).

Deux fonctions T-périodiques sont égales au sens des fonctions généralisées si leurs
séries de Fourier ont des coefficients identiques. De plus, la moyenne Z d’une fonction
généralisée T-périodique z est définie comme étant le terme constant dans sa série de
Fourier et on écrit ¥ = « — Z. En particulier, la série de Fourier de la fonction delta de
Dirac T-périodique §;, associée aux impulsions arrivant aux instants {to + kT : k € Z}
pour ¢y € [0,7] et w = 2% g'écrit

5t0 (t) — Z einw(t—-to)

neZ

et donc &, = 1 et

5;; (t) — Z einw(t—to).

nezZ~{0}

Une fonction est dite solution généralisée d’une équation différentielle si en substituant
cette fonction dans ’équation, nous avons égalité au sens des fonctions généralisées. Ainsi,
au sens des fonctions généralisées, ;5;; est la dérivée de la fonction A,, T-périodique définie
par

ginu(t—to) T3t0) Gy o f <ty 4T
Do()= D, —o—= ’ . o+ T (1.1)
neZao} W 0 sit=1tyout=ty+T.

L’ensemble des fonctions z € L'(T) & variation totale var(z) < oo sur [0,T] et

normalisées dans le sens que
1
z(t) = i[x(t—) + 2(t+)]

pour tout ¢ € R, est noté NBV(T). D’aprés un résultat bien connu de Lebesgue (voir
par exemple [15]), toute fonction x € NBV(T) admet, presque partout, une dérivée
z' € LYT). On écrit C (R?) pour noter 'ensemble de toutes les fonctions réelles conti-
nues définies sur R?.

Pour un ensemble quelconque S C L!(T'), on note par S le sous ensemble de L1 (T)



donné par S = {z—Z:2 €S} Tout z € NBV(T) admet, presque partout, une dérivée
«' € LN(T) telle que inw#(n) = z'(n) pour tout n € Z. Muni de la variation totale var(z),
NBV(T) est un espace de Banach et tout x € NBV(T') satisfait 'inégalité

var(x)

i < 1.2
2| < 22 (12)
pour tout n € Z\{0}. (Voir par exemple [16].)
Remarque 1. Pour tout x € J@T/ (T), nous avons pour tout t,
|z (t)] < var(z). (1.3)

Pour montrer ceci, il suffit de considérer le cas ot t € [0,T). Puisque T = 0, il eziste
t' € [0,T] tel que z(t') a un signe opposé de x(t) et donc

2 (1)) < |2 (8) — o (¢)] < vax ().

En général, on a
T
/ |z' (s)| ds < var (z)
0
pour tout T € ]VEI//(T)

Soit AC(T') la classe des fonctions absolument continues sur [0,7]. Une fonction x
appartient & ZE(T) ( et donc & NBV(T)) si et seulement si elle est 'unique primitive

de moyenne nulle sur [0,7] de sa dérivée 2, et dans ce cas, on a

/OT |z’ (8)] ds = var(z).

(Voir par exemple [22] ou [3]). En particulier, si [ ¢ y(s)ds désigne 'unique primitive de

moyenne nulle de toute fonction y € L}(T') alors

/OT ly (s)| ds = var (/ty(s) ds) . (1.4)



Il suit alors que pour la fonction f € L*(T) dans (1),

gp=/tf(s) ds € AC(T).

Si on note L*(T') ensemble des fonctions de L*(T) telles que

1 /T 3
loll, = (T/O 22 (5) ds) <o

alors on a NBV (T") ¢ L*(T) puisque par (1.2),

lzlI3= Y E@PF< Y

neZ\{0} neZ\{0}

var (z)
2mn

2 var (z)
12

(1.5)

pour tout z € NBV(T).

1.2 Préliminaires sur I’équation périodique de pre-
mier degré avec retard et impulsions

Nous considérons 1’équation avec retard et impulsions
[e ]

() +gt—Taet—71)=Ft)+ > a;(@)b (1) (1.6)
j=1

Au sens des fonctions généralisées, ) :°,
m(T) donnée par } 22, a;(z)Ay; pour Ay comme dans (1.1), avec t; & la place de to.
Ainsi, pour obtenir une solution généralisée de (1.6) dans N BV (T'), il suffit de considérer,

pour tous n € Z\ {0}, r € Ret z € ]VEX//(T) I’équation

aj(m)étj admet une unique primitive dans

e —

2 = -2 4 50+ Y0, ) K ()

mnw

avec la condition

Gl =T+ 13 0yl



ol nous avons les notations abrégées suivantes

gro [z (®) =gt -+ 2 (t—7))

et

ajr [t =a; (r+2).

Pour alléger les notations, nous introduisons aussi la fonction suivante J,, sur NBV(T')

définie par

Irr 1ZIN) i
@) =— Y Sl @ (1.7)
neZ\{0}
Il est clair que
Jrp () = —Do * grp [7] (1.8)

ol la convolution * est définie par

(hy % ho) (£) = %/0 ha (s) ha (£ — 5) ds

pour toutes fonctions hy, hy € L(T).

1.3 Préliminaires sur ’équation de Duffing presque
périodique avec retard et impulsions dépendant

de la moyenne de 1’état

Soit AP (R, R) la classe des fonctions réelles continues sur R presque périodiques au
sens de Bohr [10]. Nous allons étudier (2) sous les hypotheses suivantes :

H;i : g (u) est une fonction réelle continue sur R satisfaisant la condition de Lipschitz

g (u2) — g (u1)| < v uz — w1 (1.9)

pour un vy € [0, 00| fixe et pour tous ui, us € R.



Hy: f € AP (R,R) de moyenne f est telle que I’équation
oo = [~ F (110

admet une solution ¢ € AP (R,R) presque périodique, deux fois continiiment
différentiable et de moyenne @ = 0.

Hj3 : Pour chaque j = 1,2,3, ... la fonction a; est continue sur R et prend ses valeurs
dans le segment [—a;, o5] olt a5 > 0 et tel que

o0
Zaj < 00. (1.11)
=1

Hy : Pour chaque j = 1,2,3, ... la fonction ¢; est continue sur R et prend ses valeurs
dans lintervalle [0, T;[ olt T; > 0 et tel que

o0
D T} < oo. (1.12)
j=1

Hs : Pour chaque j = 1,2,3,..., ()1, la fonction de Dirac Tj-périodique associée
aux impulsions T;-périodiques d’amplitudes a; (r) arrivant aux instants t; (1) + kT
pour tous r € Ret k € Z.

Les propiétés des fonctions presque périodiques peuvent étre trouvées dans la plupart
des livres d’analyse harmonique (tels que [16], [14] ou [9]). Par la caractérisation de Bohr
des fonctions presque périodiques [10], une fonction A : R — R est dans AP (R,R) si,
pour tout € > 0, il existe N (g,h) > 0 tel que tout intervalle de longueur N (e, h) dans R
contient une e-presque période de h. Rappelons qu’une e-presque période de h consiste

en un nombre réel g, > 0 tel que
sup |h(t —o.) — h(t)] < e.
teR

" En vertu de (1.9) nous avons
goh e AP (R,R) (1.13)

pour tout h € AP (R, R). Toute fonction h € AP (R, R) peut étre identifiée & une unique
série de Fourier



ol =+—-1,
—~ 1 T »
_ 13 - —is
h(s)—llgrgozT/-Th(t)e dt
e 2 ~~ —_~
et Y .er ‘h (s)‘ < 0. De plus, h (—s) est le complexe conjugué de h (s) en vertu du fait
que h est une valeur réelle.

Un polynéme trigonométrique réel p : R — R est une fonction de la forme

p(t)=> B(s)e

seR

ou p(s) = 0 sauf pour un nombre fini de s € R et p(—s) est le complexe conjugué de
P (s). Par rapport & la norme uniforme ||z||, = sup,cg |z (¢)], la classe de tels polyndmes
est dense dans AP (R,R). En outre, AP (R,R) est complet par rapport & cette norme.

Une fonction généralisée réelle presque périodique g dans R peut étre vue ici comme
une série de Fourier ), 5 7(s) €** telle que §(s) est le complexe conjugué de §(—s). La
classe des fonctions généralisées réelles presque périodiques contient clairement AP (R, R).

Deux fonctions généralisées réelles presque périodiques ¢; et g sont égales si

S (@) —@i(s)P(s)=0

s€ER

pour tout polyndme trigonométrique p € AP (R,R). Ceci est clairement équivalent a
dire que ¢; et ¢o admettent le méme développement en série de Fourier. La moyenne g
d’une fonction généralisée réelle presque périodique q est le terme constant g (0) dans son

développement en série de Fourier et on écrit

q(t)=q(t) -7 (1.14)

Clairement nous avons



lorsque ¢ € AP (R,R). Pour tout r € R, le développement en série de Fourier de la
fonction de Dirac delta &;;(-),r; associée aux impulsions arrivant aux instants t; (r) + kT
ol k € Z pour t; (r) € [0, T;], est donné par

neZ

w; = 2m/T;.

Ainsi nous avons d,(y),r; = 1 et

6tj W (t Z e'mw] (t—t; ('r))
neZ~{0}

Comme pour une fonction généralisée réelle périodique, une fonction généralisée réelle
presque périodique est une solution généralisée d’une équation différentielle si en substi-
tuant cette fonction dans ’équation, nous avons égalité au sens des fonctions généralisées.

—

Ainsi, au sens des fonctions généralisées, d;, (-7, est la dérivée de la fonction Ay, 7, Ty~

périodique définie par
einw; (E=t;5(r))

Ay (8) = Z i,

nezZ~{0}
ce qui est équivalent a
[T =20t —t;(r)]/2 sit;(r) <t <t;(r)+T;
Atj(r);Tj (t) = .
0 sit=t;(r) out=t;(r)+1Tj;.

A son tour, Ay (r);r; est la dérivée généralisée de la fonction Dyrr, : R — ]—%i, 221[
Tj-périodique donnée par

ginw; (t-t5(7))

Dyygyr, (1) =~ Y ———

neZ~{0} J

et donc
6T (t — t; (1)) — 6 (t — t; (r))* — T?

Dyry; (t) = 1 g

10



pour tout ¢ € [t; (r),t; (r) + T;[.

Soit Fi,yr; : R — R la fonction continue Tj-périodique donnée par

gine; (6t5(r))

Etl(,.);T. (t) = Z ; -
P neg oy W3 (inw; + 2c)

qui peut s’écrire aussi

Tje—Qc(t—t;‘ (r)) 1 (t _ tj (T)) T]
P, 1) = (m i) T e T

pour tout ¢ € [t; (r),t; (r) + T;{. Nous avons

T2 X1 T?
HEtj(T);Tj (t)” < QZ—z 2 ol ﬁ < 00.

De (1.12) et (1.16) il suit que

o0

1
2 (1) By, (1) <3 a5 By O < g5 eTf <o
J=1 o J=1 4=1
et donc
. 1 >
i, Za] (") Eyorm O < g5 Jim 3 o7 =
o) J=

Si E;j ()T désigne la fonction T};-périodique définie par

etnw; (E—t;(r))

Bty oy ( nezz{o} (tnw; + 2¢)

qui est équivalente &

T‘e—2c(t—tj(r)) 1
1-e~2%7) T2

Ti(1+€—2CTj) )

2(1_6—2ch) ~ 2

si tj (’l") <t tj (’f’) +TJ
Ey oy, (1) =

alors Ej (.1, est la dérivée généralisée de Eiry; et satisfait

E;j(rﬁTj (t) + 2cEy; (t) = Dw,tj(r);Tj (t)

11

sit=t;(r) out=2t;(r)+7T;

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)



ponctulellement pour tout ¢ # ¢, (r) +n1; (n € Z). Ainsi en différenciant les deux c6tés
de 1’égalité précédente, nous obtenons

e

E’;;’(”)?Tj + 2CE£j (T = Ot (r)iTy

au sens des fonctions généralisées.

12



Chapitre 2

Equation périodique de premier
degré avec retard et impulsions
dépendant de 1’état

Dans ce chapitre nous montrons que sous certaines conditions, il existe une unique
solution généralisée T-périodique de ’équation (1) et elle est & variation bornée sur [0, T
dans le cas ou les impulsions ne dépendent pas de ’état et dans le cas ou les impulsions

dépendent de 1’état. Les résultats de ce chapitre sont parus dans [5].

2.1 Cas ou les instants d’impulsions ne dépendent

pas de P’état

Si les instants d’impulsions dans 1’équation (1) ne dépendent pas de ’état, nous avons

le théoréme suivant.

Théoréme 2. Soient T > 0 et g : R2 — R une fonction telle que g(t,z) est T-périodique
par rapport & t pour tout x € R et satisfait

Ig (tax2) _g(t,$1)| S A|.’I72 _xll (21)
pour un A > 0 et tous t,x1, %, € R. On suppose que f € L*(T) et soienta; : NBV(T) —

R telles que Y32, |aj(wo)| < 0o pour un zo € NBV(T) et satisfont pour tous j =1,2,3...

13



et tous x1,x2 € NBV(T), la condition
la; (22) — a; (@) < X; (|72 — x| + var (22 — 71))] (2.2)

ot Aj > 0 sont des constantes telles que A =Y 72, A; < o0.
Sia<1 ot n
a=T(—=+2A 2.3
(g5 +20) 2.9

alors, pour une suite donnée {t;}3° C (0,7, il existe pour tous 7,r € R, une constante
k., et une unique fonction y., € NBV(T)de moyenne Yr, = r, telle que x = y,, est

une solution généralisée de ’équation avec retard

W) +gt—Txt—7)=FE)+ ) a; (@), (t)+ker (2.4)

i=1

Avant de donner la démonstration de ce théoréme qui commence & partir du lemme 5,
nous discutons le cas ou les fonctions a; satisfont la condition de Lipshitz (2.2), puis nous
donnons un exemple dans le cas ou la fonction g ne satisfait pas la condition de Lipshitz
(2.1).

Discussion autour du théoréme 2

Trouver des fonctions a; qui satisfont (2.2) est facile comme nous allons montrer
maintenant. Pour tous j = 1,2,3... et tous ry,7; € R, soient des fonctions b; : R — R

qui satisfont la condition de Lipshitz
|6 (r2) — b (r1)| < Ajlra — r|

ot A =3 22, A < oo. Soit une suite {t;}7° C [0,T], et définissons les fonctionnelles
a;j : NBV(T) — R par aj(z) = b;(z(t;)). Alors nous avons

la; (z2) — a; (z1)] = |b; (22 (¢;)) — b; (21 (7))
<N 172 — 7l + |72 (t) — 21 (85)]]

< N\ |Zz — Ta| + var (22 — 21)]
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ol la derniere inégalité vient de
[@2(t;) — 8(t;)] < var(ds — &) = var(es — o)

d’apres la remarque 1.
Habituellement, la fonction g dans (1) ne satisfait pas la condition de Lipshitz (2.1),

mais dans le contexte de solutions périodiques, elle peut souvent étre modifiée de maniére
& satisfaire (2.1) sans changer le probléme.

Exemple 3. Soit a > 0 une constante, et considérons I’équation logistique

2 (1) = (p(t) - az (£)) 2 (t) (2.5)

avec un tauz de croissance intrinséque p (t) > 0, T-périodique et continue .
L’équation (2.5) est un cas particulier de (1) pour =0, f=0,a; =0 (j =1,2,3...) et

gt z)=—(p()—az)z.
Par le théoréme de la valeur moyenne, nous avons
g(ta"];?) _g(taml) = 9z (tve(t)) ($2 _xl) T1,22 S R

pour un 6 (t) entre ;1 et x5, et donc

lg (t,@2) — g (¢, 21)| = [ (t) — 20 (¢)] |22 — 2] (2.6)

Sotent Pmax €t pmin les valeurs mazimale et minimale de p (t) respectivement. Les équations

Y (t) = (Pmax — ay (t)) y (t)
et
Y () = (pmin — ay () y (t) (2.7)

admettent, respectivement, les solutions

yma.x (0) Kma.x
Ymax (0) + (Kmax — Ymax (0)) e~ tPmsx

Ymax (t) =
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et

Ymin (0) Kmin
mi 1) =
y ? ( ) Ymin (0) + (Kmin — Ymin (0)) e_tpmin
ou
Kmax - pﬂx‘
a

et

Pmin

Kuin = 2 > 0. (2.8)

Mais l'inégalité
(Pmin —02) 2 < (p(t) —a2) 2 < (Pmax —a2) 2 V2 >0

(Avec le fait que Ymax (t) — Kmax €t Ymin (t) = Kuin lorsque t — 0o indépendamment de
Ymax (0) > 0 et de ymin (0) > 0) implique que toute solution T-périodique x (t) de (2.5)
doit satisfaire

Kin < 2 (t) < Kax vt > 0. (2.9)

Ainsi, si nous cherchons une solution T-périodique non triviale de (2.5), alors nous

devons juste étudier le cas

- (p (t) — aKmin) Kmin st < Kmin
gt,z)=< —(p(t)—ax)z 81 Kuin < & < Kax
—(p(t) — aKmax) Kmax 8t & > Kax

qui par (2.6), satisfait (2.1) pour
A = 3pmax.

Nous allons poursuivre cet exemple plus loin.

Si g satisfait
lg (ta2, 22) — g (t1,21)| < Alza — 1| + B |t2 — t1] (2.10)
pour des constantes A > 0, B > 0 et tous (2, z2), (f1, 1) € R? alors
var (g (¢ = 7, oy (¢ = 7)) < Avar (3) + BT < .
Ainsi sous la condition (2.10) et en vertu de I’équation (2.4), y,, € L'(T) peut étre
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exprimée comme somme de trois fonctions, la premiere f, la deuxiéme une fonction de

NBV(T) donnée par —g(t — 7,y-»(t — 7)) et la troisieme de la forme Z‘;’;l Cjrr0; OU

2
Cjrr = @j(Yry) pour tous j = 1,2,3.... Nous avons automatiquement (2.10) si simul-

tanément g(t,z) = g(x) et (2.1) est satisfaite pour un A > 0 et pour tous ¢, zy, 72 € R.

Si 37721 laj(zo)| < 0o pour un zp € NBV/(T) et si la condition de Lipshitz (2.2) est
vérifiée pour des constantes A; > 0 telles que A = E;’;l Aj < 00, alors par I'inégalité du
triangle, 327, |a;(z)| < oo pour tout x € NBV(T). De plus, la constante k., définie en
(2.4), est donnée par

oo =7 [ 9(tiume @) e~ [ 70) e ol (1

ol = = y,, est une solution généralisée de
—~ w ~
F(t)+ Gt -zt —1)=Ft)+ ) a;(@)d, ().
j=1

Pour 7 € R, nous pouvons éliminer k., dans (2.4) et obtenir la solution de (1.6) sil existe

un 7, € R tel que

Gty ) =T @) +D_ 05 (0rr) 3y (1

(c-a-d tel que k,,, = 0). Nous montrerons un peu plus loin que g(t,y-(t)) et a; (yrs)
sont continues en r, et donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, une condition
nécessaire et suffisante pour que k,, = 0 pour r = r, € R est d’avoir f bornée comme

suit
inf 77 (t, yrr (t) < f < sup¥r (¢, yrr (1)) (2.12)
reR reR

ou pour tout x € NBV(T),
T (trt)=gt—Trzt-1)-> az). (2.13)
j=1
Ceci mene au résultat suivant.

Corollaire 4. Si dans le contexte du théoréme 2, f est bornée comme dans (2.12) ot
5, est donnée par (2.13), alors l’équation (1.6) avec retard T € R admet une solution
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généralisée y. € NBV (T).

Sil'inégalité (2.10) est satisfaite pour des constantes A > 0, B > 0 et tous (¢1,x1), (t2, x2) €
R?, alors ¢/ € L}(T') peut étre exprimée comme somme de trois fonctions, la premiere f,
la deuxieme une fonction de NBV(T') donnée par —g(t — 7,y,(t — 7)) et la troisieme une

fonction de la forme 322, ¢;-0:; ol ¢;r = a;(y,) pour tous j =1,2,3....
Dans ce qui suit, nous allons donner la démonstration du théoreme 2.

Lemme 5. Si g € C (R?) est T-périodique en t b pour tout x et satisfait la condition de
Lipshitz (2.1), alors J., est une application de N BV(T) dans AC(T).

Preuve. Pour tout z € ]VE?T/(T), nous avons par (1.8)

var (Ag) [T T
var (7o () = var (B0 ¢ gr o) < 2020 [V g el =2 [ o, Lol

Par (2.1) et le fait que g, [0] € L* (T'), nous avons

/0 g0 [a]] < / (199 [2] = g [0]] + lgnr [O11)

T
< A/ (& = 0] + T llgso [0]], < 0.
0

Il suit alors que —g,.[z] € L(T) et donc, var(J;,(z)) < oo (c-a-d. J,.(z) € ]VBT/(T))
Mais par (1.7), nous avons

J‘:',r (IE) = =Grpr [:E] (214)

au sens des fonctions généralisées. (C-a-d. J,(z) est 'unique primitive de moyenne nulle
de —g,,[z]) et donc J,, (z) € AC(T). ®

Lemme 6. Si g € C (R?) est T-périodique en t pour tout © et satisfait la condition de
Lipshitz (2.1), alors

Var (Jop () = Jop (2) < T var(y =) (2.15)

—

pour tous x,y € NBV(T).

Preuve. Par (1.4),(2.14) et I'inégalité de Holder, nous avons pour tous z,y € NBV (T),
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e

Grr 9] (5) = 9y [5) (5)| ds

T
var (7, (4) = Jor (2)) = [
0
ST llgrr Y] = grr [2]ll,
< AT ||y —=|l,
et ainsi, & partir de (1.5) nous avons le résultat. B

P

2.1.1 Principe de contraction sur NBV(T)
Soit G, définie dans NBV (T) par
Grr (2) (1) = Jrp (@) (&) + 0 () + D [2] Ay, (2). (2.16)
j=1

Proposition 7. Dans le contexte du théoréme 2, si @ < 1 ot a est donné par (2.3),
alors G, est une contraction de NBV (T') dans lui méme.

Preuve. Pour tous z,y € NBV(T'), nous avons

var (GT,’I‘ (y) - Gr,r (fL’)) < var (JT,'r (y) - J-r,r (i(}))

+ var (Z (a5, Y] — a;, [2]) A, (t))

ou par (2.2),
var (Z (@ [y] — ajr [2]) At]) <2TAvar(y —x).
j=1
1l suit de cette inégalité et de (2.15) que

var (Grr (y) — Grp () < avar (y — ) (2.17)

——

avec @ donné par (2.3). Ainsi G, est une contraction de NBV(T)sia < 1. B

Le principe de contraction fournit ’existence d’un unique point fixe z, , € m(T) de
G si a < 1. Maintenant, nous avons le théoréme 2 en prenant y,, = r+z,, € NBV(T)
et k,, comme dans (2.11) cqfd.

Lemme 8. Pour tout 7 € R, on a var(y,, — ¥r,,) — 0 quand r — p.
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Preuve. Nous avons

var (y-r,r - yr,p) = var (G‘r,r (?/T,r) - GT,p (Z‘/T,p))
<var (Jrp (Yrpr) = Jrp (Yrp)

+ var (Z (@ Wrr] = @jp [Yr,p]) Ay (t)> :

=1

En répétant les étapes de la preuve du lemme 6 pour y = y,, et £ = y, , nous obtenons

var (Jrp (Yrp) — Jrp (Yrp)) < AT (r — p) + % var (Yrr — Ur.p)

et

( a’J, [yr,r j.p [yr,p]) Atj (t)>

8

2T Z |aJ r [yT,'r] aj,p [yT,p”

< 2TA |r — p| + 2T Avar (yrr — Yrp) -
Ainsi, nous avons
var (Yryr — Yr,p) < avar (Yr,r — yrp) + (AT +2TA) |r — p

pour a donné par (2.3). D’oti le résultat sia < 1. B

Par (2.2) et le lemme précédent a;, [y.,| est continue en r. Il suit de (1.3) et du
lemme ci-dessus que y., — ¥, uniformément si r — p. Pour r € Ret z € J/V‘E‘// (1),
la substitusion de r + ¢ + z & la place de = dans (1.6) fournit ’équation équivalente

suivante :

Z)+glt—Tr+et—T)+a(t-7)=F+ Zaj(r + ¢+ 2)d,(1).
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Pour résoudre cette équation, il suffit de résoudre simultanément les équations

() + Grrlo + At = 3 sl + 216, (1) (2.18)
et -
Grrlo+2 =T+ Z ajslp + 2] (2.19)

D’apres ce qui précede, z = 2, OU 2z, = Yr,r — @ — T est I'unique solution de (2.18)
et 2z, — 2, uniformément quand r — p. Puisque g € C(R?) alors Gr [ + 2:r] =
1 fOT 9rr[e(t)+27,.(t)] dt est continue en r € R. Par le théoréme des valeurs intermédiaires,
il est nécessaire et suffisant que (2.12) soit vérifiée pour qu’il existe r € R tel que 2., est
aussi solution de (2.19). Ce qui compléte la démonstration du théoreme 2.

2.1.2 Bornes a priori pour f

Les bornes en (2.12) sont difficiles & calculer, il est utile d’avoir des bornes & priori

plus pratiques qui impliquent celles de (2.12). Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 9. Soient T > 0 et g : R2 — R une fonction T-périodique en t pour tout z € R
qui satisfait la condition de Lipshitz (2.1) pour un certain A > 0 et pour toust,zy,z2 € R.
On suppose que f € L'(T) et soient a; : NBV(T) — R telles que ) 52, laj(@o)| < oo
pour un g € NBV(T) et satisfont pour tous j = 1,2,3... et tous z1,29 € NBV(T), la
condition de Lipshitz (2.2) avec A =332, \; < oo.

Sia <1 ot a est donnée par (2.8) et si

infc [w, r 4 o) + 2T(A58) 3 |aj<r>|] e
<7 (2.20)
< suprer [w Pt ) — 2T(A) 30 Iaj(r)l] iy

ot p € NBV(T) est l'unique primitive de (f — f) de moyenne zéro, 7, est donnée par

(2.13) et Q par

Q:a(:l+A

Yvar(y), (2.21)

alors équation (1.6) avec retard 7 € R admet une solution généralisée y, € NBV(T).
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Preuve. Soit H;, la fonctionnelle définie sur ]T/:E’T/ (T) par
H., (2) =G (p+2)—o. (2.22)

Nous avons par (2.17),
var (Hr, (2) — Hyr (y) < avar (z — y) (2.23)

pour tous y,z € NBV (T) et par suite si & < 1, alors H., est une contraction sur

e

NBV (T) avec un point fixe unique 2., donné par les itérations de Banach-Picard :

oo

Zep = lim H?, (2) =Y (HZ™ (2) — H (2)) + HE, (2) (2.24)

pour tout z € NBV (T) et tout n € N. Ainsi,

var (2,,) < Z var (H:'f:‘l (z) — H. (2)) + var (Hf,,, (2))

m=n

et donc par (2.23)

o0
var (2ry) < Z o™ var (H., (2) — z) + var (HZ, (2))

i

var (H., (z) — z) + var (H}, (2)) .

Ainsi, par (2.1) et (1.3),

Grr [ + 20| < Grr ] + Avar (27)
- var (Hry (2) — 2) + Avar (HZ, (2))

an

SgTr[w]JrAl

Gr [0 + 200] 2 Grr [p] — Avar (2r,r)

> Gor ] — Aloi - var (Hry (2) — 2) — Avar (H?, (2))
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et par (2.2)

=i [0 + 20 < —aj [p] + Njvar (2,,)

n

< —aj, o] + )\ — var(H,, (z) — z) + A; var (H}, (2))

—jp [ + 2r0) = —ajr [©] — Ajvar (z.,)

> —ajr (0] — A 1a var(H,y (z) — z) — A var(H?, (2)) .
ainsi . -
Gr Lo + 2rp] — Z @i [+ 2rp] <Gy l0] — Z ajr [o] + Qn,r (2)
j=1 j=1
et
v [0+ 2] — Zan<p+zn]>gn[<p] Zagr[w] nr (2)
7=1
ol n
Qnr(2)=(A+A) [(101 ) var (H,, (z) — z) + var (H}, (z))] .
ainsi, si

infreg |77 [] — 52, e 9] + Qs (2)]
<f
< sup,ex |7 [] = 52 0 ] = Oy (2)]

pour un z € m(T) et un n € N alors (2.12) est satisfaite. Puisque H,,(—y) =
;°°=1 ajr [0] Ay;, alors Qy, . () devient pour z = —p and n = 1,

Ql,r (_ ) (A + A)

— var ((p + Zaﬂ [0] Atj>

j=1

+ (A + A)var (i ajr 0] Atj>

< (A+A) (La) var ()
+2T(A+A) ( )Zlaﬂ[o]l
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Ainsi (2.12) est satisfaite si nous avons (2.20) avec 2 donné par (2.21).

2.1.3 Application

Dans le contexte de I'équation logistique, nous avons ce qui suit.

Exemple 10. Soit a > 0 une constante. Considérons ’équation logistique
[e o]
2 (0) = (p(t) ~ v () (1) + Y 05 (2) &, (1 (2.25)
j=1

régissant une population avec un tauzx de croissance intrinséque p(t) > 0 continue et
T-périodique, et des abattages T-périodiques auzx instants t; € [0,T[ (t; < tx si j < k)
d’amplitudes a; (z) dépendant de ’état définies par

a; (z) = —Xj [z (t;~) — Kmia], Ve € NBV (T) (2.26)

pour des t; € 10,T[ fizes et \; € [0,1[. De Uexemple 3 et par (2.26), il suit que toute
solution z (t) de (2.25) T-périodique satisfait (2.9) et par suite, puisque nous voulons
r =T (t), i suffit de considérer Kiin < 1 < Kmax dans (2.20). De plus, (2.2) est satisfaite
d’aprés la remarque 1, A = Z;";l )\j que nous supposons finies, a = T(2A + A/V/12),
7=0, To = Kunin, A = 3pmax €t puisque f =0, nous avons ¢ =0, 2 =0, et

T (t,r+o)==@—ar)r+ Ar — AKpin = —[(p— A) —ar]r — AKuin
pour tout v € [Kuyin, Kmax)- Ainsi
e A+ A\ &
inf [% (t,r+p)+2T <TI> ; la; (r)]

< inf [- (5 —A) —ar]r+ 2T (M) Ar]

- Knin<r<Kmax 1 —

— AKpin (1 +oT (A + A))
11—«
-  inf - [(ﬁ— (1 +2T3—p“—‘a—"—ﬂ) A) - ar] r
Knnin <r<Kmax ]. —

— AKoi (1+2T <A+A)>
l—«
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et donc, puisque 0 < aKmin = Prin < 0 < Pmax = 0K max, NOUS QUONS :

inf +0Q<0
reR

¥ (t,r + @)+ 2T <A+A) Z|aj ()]

st A est assez petit. De méme

sup

A+ A
7= (¢, T+¢)-2T(1 )ZI a;j (r)| ]—Q
reR
> sup — [(ﬁ— <1 - 2TM> A) — ar] r
Kinin <r<Kmaox 1—«

— AR <1 —or (A+A)>
l—a

7 (t,r+ ) — 2T (A+A)Z|aj r)|} +Q>0

et donc

sup
reR

si A est assez petit. Puisque f = 0, il suit que si o < 1 et si A est assez petit alors
Déquation logistique (2.25) admet une solution généralisée T-périodique dans NBV (T).

2.2 Cas ou les instants d’impulsions dépendent de
I’état

On considére maintenant le cas le plus difficile ou, pour tout j, les instants d’impul-
sions sont fonctions de ’état z. Des résultats similaires a ceux ci-dessous sont obtenus en
cherchant des solutions non dans N BV (T) mais dans L*(T).

Théoréme 11. Soient T > 0 et g : R2 — R une fonction continue telle que g(t, ) est
T-périodique par rapport & t pour tout x € R et telle que la condition de Lipschitz (2.1)
est satisfaite pour un certain A > 0 et pour tous t,z1,T2 € R. On suppose que f € L(T)
et pour tous j = 1,2,3..., soient les fonctionnelles a; : L*(T') — [—A;, A;] pour un certain
A; >0 tel que 3372, Aj < oo et t;: LN(T) — [0, T sont telles que

la;j(y) —a;(@)| < lly— =z |a (2.27)
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et
t;(y) —t;(@)| < v ly — 2 |Ih (2.28)

pour tous z,y € L*(T) et des constantes u;,v; € [0, ool.
SiN<oetd <1 ou

’ = T
A= Z(%—— +24,1;) (2.29)
=1
et AT
O[, = T + A, (230)

alors il existe pour tous T, € R, une constante k., et une unique fonction y,, € NBV(T)

de moyenne Yr, =, telle que x = y,, est une solution pour l’équation avec retard
Z'(t) +g(t —7,2(t — 7)) t) + Z% ()84, (8) + Err (2.31)

Preuve. Nous supposons que les fonctionnelles a; : L' (T') — [—A;, A;] pour un 4; >0

tel que 72, A; < oo et t;: L' (T') — [0, T satisfont les conditions de Lipschitz (2.27) et
(2.28) pour tous z,y € L' (T) et des constantes p;,v; € [0,00] telles que ij“:luj < 00
et Y 52, Ajv; < oo. Alors

||a’] (v) Atj(y) a; (z Atj(ac “1 < X ly — || (2.32)

pour tous z,y € NBV (T) et X; > 0 tel que A’ = > %2, X} < 0o, comme nous allons
montrer.
Sans perte de généralité, nous supposons que 0 < ¢; (z) < t; (y) < T. Puisque IAth <

T /2, nous avons (par l'inégalité du triangle)
|a; () Agyw) — a5 (2) Djw| < AT

et donc

ti (y)
[ a5 0) B 4) = 05 @) Ay (5)] ds < AT 1t () = & (@)

tj(x)

< AyT |y — 2l -
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De plus, sur |t; (y) ,t; (z) + T'[ nous avons par (1.1)

|a; () Dy 0 (2) By

< |(aj (y)—a; (z)) Atj(y)' + |a]- (=) (D) = Ata‘(w))l
< willy = 2lly [Bey| + A 1t (9) — ¢ (2)]

< (i |Atj(y)| + Av5) lly — =l

tj(:n)+T T2
At' = -
L lel=

t; (z)+T
3 /J,T
/t( ) la; () Ay (8) — a5 (2) Agy@) (5)| ds < T (——2 + AM) ly — ||, .
\Y

ainsi, puisque

nous avons

Ainsi

lla; () Ay 015 () Ay

1 [t
<5 @) |aJ' (y) At; () (8) — a3 (7) Ay (s)| ds
1 t; (x)+T
+ T |aj (y) At,-(y) (s) —a; (x) Atj(m) (8)| ds
ti(y)

pil
< (—i— + 2Aj”j> ly — zl|;

et nous avons (2.32) pour

uiT
/\; = —]4‘" + ZAJ'VJ'.

Pour finir la preuve du théoréeme 11, nous avons besoin du principe de contraction
pour montrer 'existence d’un point fixe de H,,.

2.2.1 Principe de contraction sur E(T)

Proposition 12. H,, est une fonctionnelle de It (T') dans lui méme et telle que

[Hrr () = Hep (2)ll; < 0 [ly — 2]y (2.33)
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pour o donné par (2.30) et tous x,y € I (7).

Preuve. La substitution de tous z,y € L (T') dans (2.16) donne pour H,, donnée par
(2.22)

[ Hrr (y) = Her @)y < 1Jrr (0 +y) = T (0 + 2)

+ Z ”aj,r [0+ U] A fpral — Giir [ + 2] Ay, fpta] “1
=1

ou tj, [2] = t; (r + z) pour tous z € L (T'). Nous avons par (1.1) et (2.1),

e (0 + 1) = Jop (@ + D), = |1 A0 * (grr [ + ] = grr [0 + 2]l
< ||A0”1 ”gr,r [90 + y] — Grr [(P + "E]”1

T
=7 grr [0 + Yl = grr [0 + ]|,

AT
< Ve ly — =||,

et cette inégalité en conjonction avec (2.32) fournit (2.33) pour o/ donné par (2.30). Il
en découle que H,, est une application de L! (T") dans lui méme.

Si nous avons o < 1 alors (2.33) implique que H,, est une contraction sur f (T) elle
admet un point fixe unique z,, € Ii (T). Ainsi, nous avons le théoréme 11 en prenant
Yrr =T +@+2,, et k; ., comme dans (2.11), et en observant qu’a partir du (2.16) (avec t;
dépendent de ’état) nous avons y., = G, (Yrs) € NBV (T') et par suite y, . € L1 (T).
Ce qui complete la preuve du théoreme 11.

Remarque 13. Dans le contexte du théoréme 11, la dérivée généralisée y . peut étre
exprimée comme somme de fonctions dans L' (T') données par f (t)— g (t — T, Yrr (t—7))
et en terme de E;‘;l CirOtjpe + krp 00 Cjrp = a5 (Yry) €t tjrp = t; (yry) pour tous
3=1,2,8,---. Encore k., de (2.31) est donnée par (2.11) et 322, |Cjrr| < 00.

Par un argument similaire & celui ci-dessus, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 14. Si dans le contexte du théoréme 11, linégalité (2.12) est vérifiée avec ¥r
donné par (2.18), alors ’équation (1) avec retard 7 € R admet une solution généralisée
yr € NBV (T).
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La dérivée généralisée y,, dans le corollaire ci-dessus peut étre exprimée comme
somme de fonctions dans L' (T') données par f (t) — g(t — 7,y (t — 7)) et en terme de
D ie1 0ty Ol €7 = a5 (Yr) et tj- = t; (y,) pour tous j =1,2,3,---.

2.2.2 Bornes a priori pour f

L’évalution des bornes dans (2.12) étant en général treés difficle, nous pouvons obtenir
des bornes & priori pour f qui impliquent la condition (2.12). Nous avons le théoréme

suivant comme résultat.

Théoréme 15. Soient T > 0 et g : R? — R, telle que g (t,x) est une fonction continue
T-périodique en t pour tout z € R et telle que la condition de Lischitz (2.1) est satisfaite
pour un A > 0 et tous t,x1,x, € R. On suppose que f € L1 (T) et, pour j = 1,2,3,---,
soient les fonctionnelles a; : L* (T) — [—A;, Aj] pour un A; > 0 tel que Zj‘;l A; < o0,
et t; : L' (T) — [0, T satisfont les conditions (2.27) et (2.28) pour tous z,y € L*(T) et
des constantes p; > 0 et v; > 0. SiA <oo et <1 ou A’ et o sont donnés par (2.29)
et (2.31) et si

infrer [ (67 + ) + 5 (£5) T2, la; ()] + 9
<7F (2.34)

< supen [T (6,7 + ) = 5 (£25) 52, oy ()] -

ot ¢ est l'unique primitive de (f — f) de moyenne nulle, ¥; est donnée par (2.13), T’ par

T=> u (2.35)
i=1

et Q par

A+T
o= ($27) bl (2.36)

alors Uéquation (1) avec retard 7 € R admet une solution généralisée y, € NBV (T).
Pour la preuve, nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 16. Si o’ <1 alors, pour tout 7 € R, ||z, — 2;,,||; — 0 lorsque r — p.

Preuve. En procédant de la méme maniére que dans la preuve de la Proposition 12,
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nous avons pour @ + 2., = Z,,

20 = 2r0lly = | Her (27,r) = Hrp (20) Iy

< Ao * (grr [r.r] = grp [,y

oo
+ Z ”aj,r [xf,r] Atj,'r[xT,r] — Gjp [xf,p] Atj,p[wr,p] “1

j=1
<d |(r+2rp) = (p+ :177-,,,)”1

< lzry — 2l + 0 Ir =gl

et par suite ||z;, — 27|/, =0 quand r — psic/ <1. W
Par le lemme 16 et (2.1), si o/ < 1 alors G, [¢ + 2] est continue en r € R. Ainsi,
par le théoréme des valeurs intermédaires, il faut et il suffit que (2.12) soit vérifiée pour

qu'il existe 7 € R tel que z = z,, est aussi une solution de (2.19).

Nous remplagons maintenant les bornes en (2.12) (avec 7 + ¢ + 2, & la place de y,.,)
par des bornes & priori plus pratiques.

Si nous supposons que o' < 1 alors H., est une contraction sur It (T) avec un point
fixe unique 2z, donné par les itérations de Banach-Picard (2.24) pour tout z € Lt (T) et
tout n € N. Ainsi,

o

Z (H':T,Lr+1 (Z) - H;?r (Z)) + H‘?,r (Z)

m=n

||Zm||1 =

1

< HE &) = B )+ | 2 ()],
et donc par (2.33)

lzrslly < Y @™ 1 Hyp (2) = 21l + || HE, (2)]

m=n
n
o

= e (2) - 2l + [ ()]
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Alors par (2.1),

Irr [ + Zrr) < Grr [o] + A “z‘r,rnl

) —2lly + A[|HE, (2)]],

™r

Zﬁ; [(P + zT,r] > g-;? [‘P] —A |Iz7',7“||1

In

2 Grr ] = = 2ll, — A[|HZ, (2)]|,

et par (2.27)

—Qj,r o+ 2:,] < —a;r o] + Ky “z'r,r“1

I

< =t [p] + sy [ e (2) = 2l + 3 | 2, ()]

—Qjr [ + 270] > —ajr [0] — Hj Hzm‘ll

m

2 a5, [¢] =ty 1 Hep (2) = 2l = 3 | HE, ()]

Ainsi
o0 [o 0]
Gryr [+ 2] — z ajr [0+ 2rp] < Grr o] — Z ajy ] + Q;'t,'r (2)
et
Grr [ + 2r0] = Zajr[90+zrr]>grr[§0] Zayr ~ O, (2)
j=1 j=1
ou

o™

— | 1o (2) = 2l + || 2, (2]
7) |

%, ()= +D) (5

avec I' donné par (2.35). Ainsi, si

infrex [T ] — X524 0 ] + O, (2)]
<f
< supyer [T ] — 52 aie o] — %, (2)]
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pour un z € ]VEX//(T) et un n € N alors (2.12) (avec r + ¢ + 2., & la place de y,, et
t; dépendent de I'état) est satisfaite. Puisque H., (—p) = 3" a;, [0] A, (o), alors €, . (2)
devient, pour z = —p et n =1,

1 (—p)=d (114_:1;)

Z ajr [0] Ay; (o)

i=1

A+T
<o/ (55) el

A+T
( )Zlagr[o A, 0]l

et donc puisque ||Atj’r[0] “1 =T/4,

%, (-9) =o' (1257 ) ol + (A”)Z;aﬂ[ou

Alors (2.12) est satisfaite si nous avons (2.34) avec €' donné par (2.36). Ce qui démontre
le théoréme 15.

+ Z aj, 7' 0] Ata (0]

j=1

1

+(A+T)

1

2.2.3 Application

Exemple 17. Soient a > 0 une constante et x € NBV (T') une solution périodique de
(2.5), la solution de (2.7) avec la condition initiale

Ymin (0) =7

est donnée par

E‘Z:<1'nl].’l
min (£) =
y n ( ) f + (Kmln —_ x) —{Pmin

et puisque
Ymin QT) <2 (t)  VE20.
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(par le fait que x(t) va prendre des valeurs plus grandes que T en certains points sur
[0,T]) et
Kmin < Ymin (2T) S z (t)

nous obtenons par (2.8)

Z17_[{min
+ (Kmin — T) e 2TPpmin —

O<Kmin<T z (t) Yt > 0.

Ainsi, si a Uinstant t; (z) la population subit un abattage d’amplitude

mein
T + (Kpin — T) e~ 2T Pmin

a1 (z) = —p ~ Kuin

pour un p € 10,1[ alors, puisque la nowvelle solution x € NBV (T) T-périodique doit

encore satisfaire

Kin < Ymin () L 2(t) < Ymax () < Kmax ~ t > 1 (2)
POUT Ymax €6 Ymin tels que

Ymax (t1 (€) ) = thmin (81 (2) +) = 2 (02 (2) =) — a1 (2),
nous obtenons que toute solution T-périodique de

' () = (p(t) — az (£) 2 (t) + a1 (2) ) (¢) (2.37)

satisfait (2.9). Nous notons que dans (2.37) nous avons f = 0 et donc ¢ = 0. Si nous

définissons t, (z) la fonctionnelle sur L' (T') donnée par
1 -
th(z) = §T (1—vsinZ)
pour un v € 10, 1] alors pour tous z1,z2 € NBV (T) nous avons

17 VT
|t1 (z2) — 11 (21)] < > |Zz — T1| < > |lzo — ]|, -
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Nous avons aussi, si x, et o satisfont (2.9),

2T pmin

las (2) — a1 (21)| < pePmin T3 — T3] < pe®Pmin ||zg — |,

par suite les conditions (2.27) et (2.28) sont satisfaites pour u; = pe*TPmin yy = T/2,
A; = g (Kmax — Kmin) €t 7 = p; = v; = A; = 0 pour tous j = 2,3,4,.... De plus, nous
avons ¢ =0, Q' =0,

— — erin
’YT (t7 r + 80) - = (p - a'f') r + /J’ l:,r + (Kmm . T) 6_2Tﬂmin - Kmin:l

— ,U/Kmin
- - - Kmin
P (o s e )|

pour Kuyin < 1 < Kpax,

T T62Tpmin
N = 'ujl + 2A1 v = #—4“— + ,U'VT (Kmax - min)
i AT 3Tp T 2T Pmin
o = e +A = 4max + 1 + /T (K max — Kuin) -

Ainsi, nous obtenons pour Kuyin < 1 < Kpax et I' donnée par (2.85),

{%(tr+cp)+ 1 (A+F)Z| a; (r) }+Q’

N P ,UKmin _ .

o |:p (Q/I‘ + r+ (Kmin — 7’) e—2T Pmin ):l T MKmm
T (A+pu

+1 (8 o)

et

[w@w+wy—§(ff§)§:mxﬂq—w

— ,UKmin
= — — - Kmin
[p (ar T (Roin — 1) o )] TR
T (A+
-2 (L) mm
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et par suite, puisque Kyin < /0 < Kpax, nous obtenons (2.34) pour tout y assez petit,

et par conséquent existence d’une solution T-périodique & variation bornée de (2.37).
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Chapitre 3

Equations de Duffing avec retard et

impulsions dépendant de la moyenne
de I’état

Dans ce chapitre, nous obtenons pour une constante ¢ # 0 donnée des conditions
suffisantes pour I'existence et 1’unicité d’une solution presque périodique z : R — R de

I’équation de Duffing (2) avec retard et impulsions dépendant de la moyenne de 1’état.

3.1 Un espace de Hilbert avec une inégalité de type

Sobolev

Dans [6], les espaces de Hilbert introduits étaient utiles pour justifier 'existence de
solutions presque périodiques de I’équation Josephson sous des conditions naturelles.
Dans cette section, nous construirons un espace de Hilbert, qui contient ceux trouvés
dans [6], pour démontrer I’existence de solutions presque périodiques de 1’équation de
Duffing presque périodique (2). L’approche trouvée ici est plus intuitive que celle donnée
dans [6].

Une classe de fonctions utiles dans la théorie des équations différentielles ordinaires

est 'espace de Hilbert L? (R,R) de fonctions & valeurs réelles et de carré intégrables au
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sens Lebesgue sur R avec le produit scalaire

@)= [ 2@y @

—00

Iz, = [/_: 22 (8) dt} & (3.1)

C (R, R) désigne la classe de toute les fonctions réelles continues sur R et C! (R, R) la

et la norme associée

classe de toutes les fonctions contintiment différentiables dans C (R, R). Sur ’ensemble
S(R,R) = {w € C*'(R,R) : 2,7 € L*(R,R), tlilin z(t) = O}
—LoO
nous introduisons, pour ¢ € R\ {0} donné, le produit scalaire

(x,y)c = ('T, + cx, y, + cy)2 = <xl7y,>2 + 02 <£B, y>2 (32)

et la norme associée

2
el = ll2' + call, = /2’112 + ¢ [l (3.3)

L’inégalité de type Sobolev

le]l., < ﬁ Izl (3.4)

est vérifiée dans S (R, R). En effet, pour tout ¢t € R nous avons

/t (eldlz (s)) ds

—o0

|elltz (t)] =

_ ‘/t el (|| z (s) + 2 (s)) ds

< ( N 2|c,sds> (/ (Icl 2 (5) + 2’ (s))° ds)%

2|c|t

le] 1
€ 2 2\ 2
<(5m |) (||x'||2+c2||w||2)

d’ou (3.4).
Pour une fonction z € L% (R,R), ¢'il existe y € L (R,R) tel que (z,2), = — (y, 2),
pour tout z € S (R, R), alors y est la dérivée faible de z dans L? (R, R) et notée par z'.
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Puisque I'ensemble S (R, R) est dense dans L? (R, R), la dérivée faible de la fonction dans
L? (R, R) est nécéssairement unique.

Lemme 18. Si une suite {z,} C L*? (R,R) avec une dérivée faible {z],} C L?(R,R) est
telle que x,, — x et z,, — y faiblement dans L* (R,R), alors y est la dérivée faible de x
dans L? (R, R).

Preuve. Pour tout z € S (R,R) nous avons

(2,7), = nh_{{.lo (Tn, 2')y = _7}1_{20 (2, 2)y = — (Y, 2),

et donc nous obtenons le résultat. B

Soit H (R, R) la complétion de S (R, R) par rapport & la norme (3.3). (Il est clair que
H (R,R) est indépendent de ¢ # 0.)

Proposition 19. Tout z € H (R,R) est une fonction continue bornée dans L? (R, R) et
admet une dérivée faible unique z' € L? (R,R) et satisfait

lim z(¢t) =0.

t—+to00

Preuve. Puisque H (R,R) est la complétion de S (R,R) par rapport & la norme (3.3),

tout élément de H (R, R) peut étre vu comme une suite de Cauchy {z,} C S (R,R) par

rapport a la méme norme. Par (3.4) nous avons

1
l|lzn — wm”oo < —llzn ~ xm”c
V2|c|

pour tous m,n. Ainsi, {z,} converge uniformément vers une fonction continue bornée
z : R — R. Puisque lim; 1« @y, (£) = 0 pour tout n, 'uniforme convergence de la suite
donne lim; 1o, z (t) = 0. Nous avons aussi |c| ||Zn, — Zm|ls < ||Zn — Zm||, Pour tous m, n et
donc {z,} est une suite de Cauchy dans L? (R, R) qui converge nécéssairement fortement
(et donc faiblement) vers une fonction unique z € L? (R, R). Mais, il existe une sous suite
{xnj} C {z,} qui converge presque partout vers z. (Voir, par exemple [21].) Ainsi z = 2z
presque partout et donc z € L? (R,R). De plus, nous avons ||z}, — zi,|ls < [|Zn — Zmll,
pour tous m,n et donc la suite {z/,} converge fortement (et donc faiblement) dans

L% (R,R) vers une fonction y. Par le lemme précédent, nous obtenons '’ = y dans

*(R,R). &
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Nous utilisons les mémes notations que (3.2) et (3.3) pour désigner le prolonge-
ment continu du produit scalaire et de la norme de S (R,R) & H (R, R). La proposition

précédente nous donne le résultat suivant.

Corollaire 20. L’ensemble H (R,R) muni du produit scalaire (8.2) (et la norme (3.3))
est un espace de Hilbert dans lequel l'inégalité (3.4) est vérifiée.

Une fonction presque périodique est entierement déterminée par ses valeurs dans
les intervalles |—o0,1] et [I,00[ pour tout I € R. Ce fait que nous n’allons pas utiliser,
néanmoins motive la discussion qui va suivre. On note la classe des fonctions deux fois
continfiment différentiables sur R par C? (R, R). Pour tout ! € R et ¢ € R\ {0}, nous
choisissons une fonction positive arbitraire g; € C? (R, R) telle que ¢, ¢} € L? (R,R),

. — . ! —
tlgtnoo alt) = tl}gloo e (t)=0

et £, = e pour tout ¢ <[ lorsque ¢ > 0, ou pour tout ¢ > [ lorsque ¢ < 0. Soient

————

AP(R,R)={h€ AP(R,R): h =0},

&a&Ry=&m:heA§@§R&

(qui est contenu dans S (R, R)) et soient H; (R, R) la complétion de S; (R, R) par rapport
(3.3) et L? (R,R) celle par rapport & la norme (3.1). Clairement, nous avons

H,(R,R) ¢ L? (R,R) C L? (R,R).

Nous avons aussi
H,(R,R) C H(R,R) C L* (R,R)

de laquelle nous obtenons la conségence immédiate du corollaire précédent.

Corollaire 21. L’ensemble H; (R, R) avec le produit scalaire (3.2) est un espace de Hil-
bert dans lequel ’inégalité de Sobolev (8.4) est vérifiée.

Si z € H;(R,R), alors il existe une suite de Cauchy {z,} € S;(R,R) qui converge
vers z par rapport a la norme (3.3). En vertu de (1.9) nous avons pour tout r € R fixé,

llewg (r + zm/e1) — €19 (r + Zn/sl)”oo < lom — zn“oo
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et donc il suit par (3.4) que g9 (¢,r + 2n/€;) converge (uniformément sur R) lorsque
n — oo vers une fonction notée par ;9 (r + z/¢;). Cette fonction est bien définie dans le
sens qu’elle est indépendante de la suite {z,} C S; (R, R) qui converge vers z par rapport
& la norme (3.3). Ainsi, nous avons étendu g (r + z/¢;) pour z € S;(R,R), au cas ou
z € H (R, R). De plus, nous avons

g9 (r + z/g;) € L* (R,R) Vz € H(R,R).
Ceci suit de

lewg (r+ z/e)|l; < llewg (r + 2/€1) — €19 (r)lly + llerg (7l
< 7ll2ll; + llewg ()l

ol la seconde inégalité est une conséquence de (1.9). Notons que ||g;g ()|, < 0o puisque

g (r) est constante dans t.

3.2 Reformulation du probleme

L’existence d’une solution z € AP (R,R) de (2) est trivialement équivalente & I’exis-
tence d’une constante r € R et d’une fonction z € AP (R, R) telles que

o (t) + 2ca’ (t) + g, [r + 2] (t) = £ () + Z a; (1) 8¢t (2) (3.5)
g r+z](t)=g(r+z(t—r1)). (3.6)

Puisque ¢ est I'unique solution dans AP (R,R) de (1.10), la fonction

Y [T] (t) = (t) + Z a; ('I") Etj(r);Tj (t) (37)

j=1

——

est 1'unique élément de AP (R, R) (par (1.17) et (1.18)) qui satisfait

W ] (8) + 200 [r] (6) = T (8) + > a5 (1) Gy (©)

i=1
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au sens des fonctions généralisées.

Lemme 22. La limite
lim i [r] — 4 [pllloc =0 (3.8)

est vérifiée pour tout p € R.

Preuve. Par (1.18) nous pouvons rendre

k k .
(Z a; () E;(ryry — z a; (p) Emp);n) — @ [r] = p])

sup
reR

o0
arbitrairement petit en choisissant & € N arbitrairement grand. De plus, par (1.15) nous
avons

lim ”aj (r) Bty — a5 () By oyry ||oo =0

r—p

pour tous j =1, ...,k et donc nous avons le résultat. W

L’équation (3.5) peut étre écrite comme
@—9r) +2@—yF) +olr+al=F+) a;(r)
j=1
et par suite, en substituant y = x — ¢ [r], (3.5) devient

y"+2(:y’+gT[r+y+v,b[r]]=—f_+2aj(r)

=1

qui est équivalente a

Y + 2y + G r+y+ o+ +y ol =T+ e (r)
j=1

A

pour tous r € R et y € AP (R, R) puisque g, [r +y + ¢ [r]] € AP (R,R) (voir (1.13)), ce
qui nous permet d’écrire

grir+y+olrll=gr+y+oill+ar+y+drl.
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Ainsi, il suffit de trouver y, € AP (R, R) (pour tout € R) tel que y = y, est une solution
de

Y +2c + g r+y+y[r]] =0 (3.9)
et apres trouver r € R tel que

g_T[r-l-yr-I-w[T]]:?-f—iaj (r). (3.10)

=1

3.3 Principaux résultats

———

Pour le moment, nous fixons y € AP (R,R). Si nous multiplions (3.9) par ¢; nous

obtenons
(e)' = () +eag- r+y+yr]] =0

sur |—o0, {] lorsque ¢ > 0 et sur [I, 0o[ lorsque ¢ < 0. Cette équation est un cas particulier
de
("= z+eagr+y+or]],v),=0 (3.11)

pour un z € S;(R,R) et tout v € H (R,R). Pour établir nos résultats, nous utilisons
Pinégalité de Cauchy-Schwarz

1
(2,0); < llzllz lIvll; < —= lI=ll2 ]l (3.12)
c2

pour tous v,z € H (R, R). L’équation (3.11) pour tout z € S; (R, R) et tout v € H (R, R)
est équivalente a
(2 + ez, v + cv), = (ag: [r+y+ 9 [r],v),.

Soient r € R, y € AP/(?I_{Q/ R) et Ay [y] la fonction dans L? (R, R) définie par

Ayl =eagr[r+y+9Ir].

Nous introduisons la fonctionnelle linéaire Ay, [y] (v) sur L? (R, R) donnée par

Ap [y] (v) = (A [], v),
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(pour tout v € L2 (R,R)). Par (3.12) nous avons

A [y]s v)ol < i W]z [l0ll; < % 1A [l 1]l

pour tout v € H (R,R), ce que implique que Ay [y] (v) est une fonctionnelle linéaire
bornée sur H (R,R). Donc par le théoréeme de Riesz-Fréchet, pour tout y € AP (R,R)
donné, il existe un unique wy, [y] € H (R, R) tel que

{wir [y],v), = (A [y],0), (3.13)

pour tout v € H (R, R). Il suit maintenant de (3.13) que

{wi [y], ')y = <Al" [y] — Cwir [y] "U>2

pour tout v dans H (R,R) (qui est dense dans L? (R, R)), et donc —Ay, [y] + Cwy, [y] €
L? (R, R) est la dérivée faible de wj, [y] dans L? (R, R) notée w}. [y], et par suite

wp [y] = Cwie [y] — A [y] - (3.14)
dans L? (R, R).

Remarque 23. La seule solution dans H (R,R) de l’équation homogéne 2" — c*z = 0
est la solution triviale z = 0. Pour cette raison wy, [y] est unique dans H (R,R). De plus,
pour tout y € AID/(\RIE,/R) donné, et I,I' € R, nous avons wy, [y] = wy, [y] sur |—oo,l Al']
lorsque ¢ > 0, comme suit & partir de (3.138) en prenant des fonctions arbitraires v dans
H (R,R) avec support dans |—oo,l A l'] en conjonction avec le fait que g; (t) = ey (t) = e
dans |—o0,l Al'l. De méme, nous avons wy [y] = wy, [y] dans [[ V1, 00[ lorsque ¢ < 0.
Ce qui nous permet de définir, pour tout y € Aﬂﬁj R), la fonction

Lim v, lors 0
wy [y] (8) = Jim wie [y] (¢) )/ ei(t) lorsque c >

llim wir [Y] () /e (t) lorsque ¢ < 0

puisque, d’aprés ce que nous venons de démontrer, la limite existe pour tout t € R.

—

Proposition 24. Pour tout r € R, w, [y] € AP (R,R) pour tout y € AP (R,R) (et par
suite w, : AP (R,R) — AP (R,R)).
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Preuve. Sans perte de généralité, nous donnons la preuve dans le cas ou ¢ > 0. Pour

tous [, 0,7 € R nous avons

e Jwy [y] (I — o) — wr [y] ()]
=|e“e_o (I — o) w, [y] (I — o) — & (D) w, [y] ()]
= lec"'w(l_a)r [y] (l —0) — Wy [y] (l)i

ce qui par (3.4) donne

e Jw, [y] (1 — U) —w, [y] (7)]

\/— e wi-oyr ] (¢ = &) — wir [y] ()],

<\/__Ilsup (e wa-ay Y] (t — 0) — wir Y] (£) ,0),

Cllvjl <
veH

et donc, par (3.13),

e lwy [y] (¢ U) ~wr [y] (1)]
< —= sup <ecaA(l—a)r [y] (t - U) Al'r [y U>2

\/_ll'uu <1

veH

L’inégalité du triangle, (3.12), (1.14) et (1.11) donnent maintenant

e |w [y] (l — o) —w, [y ()]
< —\/——:"sup (€ (e1—oGr [r+y+ ¥ [r]])(t —0) = (gr [r +y+ 9 [r]]) &),v),

vl <1
veH

< } 17 (€1age [+ 3+ $ 1)) (¢ = 0) — (190 [r + y+ 0 1) D,

\/— (e e1—o (t — ) — et ()5 g7 [r +y + 2 [r]].

Les fonctions ¢;_, et €; peuvent étre choisies telles que les intégrales fl°° g2 (t—o)dt

et [ €7 (t) dt soient arbitrairement petites et donc
e 1o (t — o) — e (B)ll;
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peut étre rendue arbitrairement petite et

€% (€109 [r +y + 9 [r]]) (t = 0) = (e19- [r +y + ¢ [r]]) (D)l

peut étre rendue arbitrairement proche de

=

l 2
(/_ e (gr [r+y + 9t —0) — g [r +y + ¥ [r]) (1)) dt)

qui & son tour est bornée par

ecl

\/2—6Ilgr[r+y+¢[r]](t—0)—gr[r+y+¢[r]](t)||oo-

Par (1.9) et (3.6), nous avons

lg-[r +y+o[rll(t—0) —g-Ir +y+ ¥ [r]] Bl
<yly+oDE—o—71) =+ D) (¢t — 7).

et donc

lwe [yl (1 = o) — wr [y] (D)]

< Lly+vb)t—o—7) = G+o i) ¢ -l

2c?

pour tout [ € R, ce qui donne

e ] (¢ = @) = w, 1] (0)] (3.15)
<SS I@+e I (=0 =7) = G +¥ 1) ¢t = Dl

Mais la fonction y + ¢ [r] est presque périodique par rapport a ¢. Ainsi, pour tout € > 0,
il existe N (g,y + ¢ [r]) > 0 tel que tout intervalle de longueur N (g,y + ¢, [r]) contient
un point o, pour lequel

I+ t—oe—7)= W+ Y[ -7, <&

45



Ceci implique, si nous avions pris ¢ = ¢, pour commencer, nous aurions

e ] (¢ = 02) = w, 1] Dl < 552

pour le point o, dans l'intervalle de longueur N (e, y + ¥ [r]), ce qui prouve que w, [y] €

e

AP (R,R). Ainsi w, [y] € AP (R,R) pour tout y € AP (R,R). &

——

Soient y € AP (R,R), I € R et ¢ > 0, nous avons par (3.14)

(e®w, [y])" = Pew, [y] — A [y], —00 <t <1 (3.16)

—

et donc w = w, [y] est I'unique solution dans AP (R, R) de ’équation
W'+ 2w = —g; [r+y+¢r] (3.17)

sur |—00,1]. Le terme & droite de (3.16) est continu et donc (ew, [y])” est continue sur
]—00,1]. Puisque w, [y] € AP (R, R) implique que w, [y] est bornée, nous pouvons prendre
t

(urbd®) = [ (@eurlol - Al

—00

pour tout ¢ < I, ce qui rend w}, [y] (et donc w [y] par (3.17)) continue sur |—o0,l], et
donc sur tout R (puisque [ est arbitraire. Ce qui prouve le résultat suivant.

——

Corollaire 25. Pour tous y € AP (R,R) et r € R, la fonction w = w, [y] est 'unique
solution deuz fois contindment différentiable dans AP (R,R) de (8.17), ot g, est définie
par (3.6).

Lemme 26. Pour tout r € R, l'inégalité

Y
llwr [y2] — wr 1]l o < 2 v — 1l o

P g

est vérifiée pour tous y1,y2 € AP (R,R).

Preuve. Sans perte de généralité, nous considérons le cas ol ¢ > 0. En procédant
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comme dans la preuve de la proposition précédente, nous avons pour tous y;,ys €
AP (R,R),

e wr [ya] (1) — wr [11] (1))

< \/—%2: sup (A [y2] — Aur [11],0)

Clvll <1
veEH
1

= \/_2_0“5,‘1]121 (e1grlr +ya + o)) —agr r +y + ¥ 7], v,

veH

< le_c lewds [+ o + ¥ [7]] — e [r + 31 + ¥ 7]l

1
cvVae

< ledlz 9= Ir + 32 + 9 [l = gr [r + 31 + P[]l o

lgrlr +ye+ o)l =g lIr + 1 + ¥ Irllllo
Slg-lr+ye+9[r] —g- [r+y + ¥ Irlllo
g r+y -+l - r+y + o[
< 27ly2 — %1lloo

et €; peut étre choisi tel que ||g;||, est arbitrairement proche de sa borne inférieure
inf {||ei||, : tous les &; admissibles pour I donné} = e?/v/2c.

Ainsi, nous avons
] yed
e lwr [ya] () — wr [yl (O] < 5~ 192 — 1llo

pour tout [ € R et donc

y
llwr [y2] — wr [91]ll o < ) ly2 — v1lloo
qui est le résultat désiré. B

Remarque 27. Supposons que g satisfait aussi
lg (u)| < 70 lul (3.18)
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pour un Yo > 0 et tout u € R. Si dans la preuve de la proposition précédente, nous com-

mengons avec e \w, [y] (1)| @ la place de e |w, [y] (I — o) — wy [y] (1)| alors nous finirons
avec

<o
lwr llloe < 55 ly + % [r]lloo
a la place de (8.15). Ainsi, en vertu de

w7 Y]l oo = llwr fy] = @r Y]l o < llwr 9]l + 0 0]l

nous obtenons
—~ Y
1 Wl < 5 Ily + 9 [l (3.19)

pour tout y € AP (R, R).
Dans la section suivante, nous allons montrer le résultat suivant.

Théoréme 28. Nous supposons que suppose les hypothéses Hy — Hy et la condition

0< A< ou 0
_
A_cz.

sont vérifiées. Alors pour tout r € R donné, il existe une unique fonction réelle y, presque

(3.20)

périodique, deux fois continiment différentiable et de moyenne nulle telle que y = y, est
une solution de (8.9). De plus, si les deux inégalités

inf {“g (@ (t=7) =D a (7')} <f (3.21)

j=1
et -
sup {?(wr t—7)) - ; a; (T)} >f (3.22)
sont vérifiées, ot -
Te=T+%+o+ Y a;(r) By (3.23)
j=1

pour ¢ définie dans Hy, a; dans Hs, t; et T; dans Hy et Ey, )1, est donné par (1.15) avec
wj = 2w /Tj, alors il existe o € R tel que y, est une solution réelle presque périodique de
(8.10) pour r = ry.

Comme conséquence du théoreme 28, nous avons ce qui suit.
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Corollaire 29. Dans le contexte du théoréme 28, x = x,, est une solution généralisée

presque périodique de (2).

3.3.1 Principe de contraction sur AP (R,R)

Nous procedons maintenant a la démonstration du théoréme. En vertu du lemme

précédent, nous avons

wr (2] — wr [y1]ll o < llwr 2] — wr (1]l + W5 [y2] — @r [y:]|
< 2 [|wy [ya] — wr [91]] o

2y

et par suite, lorsque 0 < A < 1, le principe de contraction de Banach implique I'existence
d’un point fixe y, = w, [y.] € AP (R,R) pour tout r € R. Maintenant, nous introduisons
la fonction réelle

o9}
T(r)=glr+uvl—-F-> a().
j=1
Le résultat suivant est la premiere étape pour montrer que I' est continue sur R.

Lemme 30. Pour tout p € R,
tim [l ] — w, 4]l = 0

est vérifiée pour tout y € AP (R, R).

Preuve. Sans perte de généralité, nous considérons le cas oli ¢ > 0. En procédant encore
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comme dans la preuve de la proposition précédente, pour tout y € AP (R, R) nous avons

e |w, [y] (l) —w, [y] (1]

s x/_=||§|1|151 o] = Ao ol 00,

veH

\/—_—_ sup (a1g; [r+y+ o]l —ag:lp+y+ 9o, v),

Cllvjl.<1
veH

smg§M@V+y+wvn—aam+y+¢mm2

sC;EMMA¢v+y+¢vn—¢m+y+wmmw
ou, par (1.9),

g [r+y+¢[rll =gz lo+y+ ¥ [l
Slgrlr+y+9rll —g- [o+y+ v [allll
+g-r+y+olrll -7 lp+y+ 4ol
<2g- fr+y+ylrl—g-lp+y+ ¥ ol
<2y(Ir—pl+ ¥l =¥ o)

et £, peut étre choisi tel que |||, est arbitrairement proche de e/+/2c. Ainsi

e |wy [y] (1) — w, W] (D] < %l (Ir —pl + 19 [r] = ¥ olllc)

est vérifiée pour [ € R et done, nous avons

e 8] = w5 1l < 55 (16 = )|+ 18 [r] = (oDl

Le résultat suit maintenant par (3.8). B

Maintenant, nous allons exploiter ce lemme pour établir le résultat suivant.

Proposition 31. Si0 < X <1 alors pour tout p € R, ’égalité
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est vérifiée et donc I' est continue sur R.

Preuve. Par I'inégalité du triangle et la preuve du lemme précédent, nous avons

9 = olloo = Il [9] = w0, il
< lwe [yr] = wr [Yolll o + llwr (0] — w5 (Y]l o
< 5 19 = el + s [ = s [0
et donc
0< (1= ) lim e = Wl < lim 1y [y] = w0 [l -

Le résultat suit maintenant du lemme précédent. W

Par le théoréme des valeurs intérmédiaires, si

infI'(r) <0 < supI'(r)
reR reR

alors il existe rg € R tel que
r (7”0) = 0.

Ainsi I’équation
_ [o 0]
' +2ey + G fro+y+9froll = —Fr lro+y + ¥ Iroll + F+ ) aj(ro) (3.24)
j=1
admet une solution généralisée y = y,, si (3.21) et (3.22) sont vérifiées. De plus, puisque
(edyro)” = c2 (edyro) - ectg;_ [TO + yO]
et puisque les fonctions presque périodiques y,, et gr [ro + yo] sont nécessairement bornées,
alors en supposant que ¢ > 0, nous avons
t

@) = [ [ () =5 o+ ]

—00

ce qui implique que (e®y,, (t))’ est continue, et donc ¥/, (t) est nécessairement conti-
nue aussi. Par (3.24), il suit maintenant que ' (t) est continue. Nous avons la méme

conclusions si ¢ < 0. Ce qui compléte la preuve du théoreme.
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3.3.2 Bornes a priori pour f

Dans cette section nous obtenons des bornes & priori pour f qui sont relativement

faciles & vérifier et impliquent les inégalités (3.21) et (3.22). Si nous écrivons

g lr+o+ ol =g r+90ll+ @ r+y+ ¢ -gr+9 )

alors

inf {E[Tﬂﬁ +o[r =D o (7‘)}

Jj=1

<up{mr v -Soo)

+§g£1g—,[r+y,+w[r]] — G [r+ 4 [r]]

Il
—

< inf {g—, r+yr]—) a (r)} + vsup [|yr|lo
r€ reR

1M

——

o, pour tout y € AP (R, R), nous avons par le principe de contraction
ol < lim (37" Bl

@)+ 3 (57 ] - 7 )

k=1

< 17 Bl + > |

= lim
n—oo

o0

& [y] - @

o0

—

< 17 5l + 2 17 ] — vl

1 - A
< PR [

et donc (3.21) est vérifiée si

e} . by _
inf {?17 r+elrll =D g (7‘)} +7 1 S0P {17 [l + 17_—A 1¥lloe < f

=1
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est vérifiée pour un y € AP (R, R). De méme, (3.22) a lieu si

sup {g:[r +oll -3 (r)} - @ il - T ol > T (320

J=1

est vérifié pour un y € AP (R,R). Le théoréme précédent fournit le résultat suivant.

Théoreme 32. Supposons que les hypothéses Hy — Hg sont vérifiées et que 0 < X\ < 1
ot A est donnée par (3.20). Encore, pour tout r € R, soit y, l'unique solution réelle
deux fois continiment différentiable presque périodique, de moyenne nulle de (3.9) avec
Y [r] donnée par (3.7). Si (3.25) est vérifiée pour uny € A];a{fR) et si (3.26) est aussi
vérifiée pour uny € AP/(EQT R) alors, il existe 1o € R tel que x,, dérivée de y,, par (3.23)
est une solution généralisée réelle presque périodique de (2).

e

Si nous prenons y = — [r] (qui est dans AP (R, R) par (1.15) ), alors
grlr+y+olrll=g1lrl=5(r)=0

et donc W, [y] = 0 puisque w = W, [y] est 'unique solution de (3.17) dans AF@T R). De
plus, par (1.17) et (3.7) nous obtenons

1 [e 0]
1llo0 < liglloo + 35 D s TF-
j=1

Ainsi (3.25) et (3.26) sont vérifiées lorsque

inf {g—T r+ 4[] - Zlaj (r)} + % (llsonoo + —1-15 Zaﬂ?) <7 (327)

j=1
et o 7)\ . ~
sup {g:[r + il =3 <r>} R (Ilwllm +o ZaT) S ANCE)
(respectivement). Ceci montre le résultat suivant.
Corollaire 33. Supposons que les hypothéses Hy — Hs sont vérifiées et que 0 < A <

1 ot X\ est donnée par (8.20). Pour tout r € R, soit y, l'unique solution réelle deux
fois continiment différientiable presque périodique de moyenne nulle de (3.9) avec ¢ [r]
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donnée par (3.7). Si (3.27) et (3.28) sont vérifiés, alors il existe o € R tel que Tp, dérivé
de yr, par (3.23) est une solution généralisée presque périodique de (2).

3.3.3 Application

Exemple 34. Soient A, 6,0, € R des constantes. Nous considérons ’équation du pen-
dule forcé

" (t) + 2cx’ (t) + Asin (2 (t — 7)) = 61 sin (T) 01 sin2(z)1 () (3.29)
+ 62 cos (T) 6% cos?(%);2m (t)

avec retard T > 0 et impulsions dépendant de la moyenne de l’état et d’amplitudes
01sin (T) et B3 cos(T) en tous instants §sin® (T) + k et 1 cos® (T) + 2rk respectivement
(k € Z). (Ici, les timpulsions périodiques sont respectivement de période 1 et 2w et donc
les impulsions résultantes de la somme dans le terme & doite de (8.29) ne sont pas
périodiques puisque 2nZ N7Z ={0}.)
Nous avons

g(z) = Asin(z (t — 7))

(et donc vy =|A|), f(z) =0 (et donc F=0 et f =0), Ty =1, et Ty = 2. De plus, pour
tout r € R, nous avons t; (r) = $sin’r, to (r) = % cos®r, a; (r) = 6y sinr, ag (r) = G cosr
et A\ = 2A/c?. L’unique solution presque périodique de (1.10) de moyenne nulle est donnée
par

e(t)=0 (3.30)

et donc par (8.7) nous obtenons
Y [r] (¢) = 61 (sinr) By )1 (t) + 02 (cos ) Eyy(rys2n (2) (3.31)

pour tout 7 € R, ot par (1.15),

ei2n7r(t—% sin? r)

. = E or(t) =
Baon = > ur (@ v 20 () 2

nezZ~{0} neZ~{0}

ein(t—% cos? r)

in (in + 2c)

et donc

B i1 () B o (1) =0 Vi#k, jkeN. (3.32)
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En outre

cos (¢ [r] (t)) = Z ﬁ P [r] (1)
= Z ﬁ [01 sinr By, ()1 + 02 cos r Eiy ), 27r] 2

B
It

0

et donc par (3.32) nous avons

1

cos (w [’I“] (t)) 2—](,') l(ﬁl sin TEtl('r) 1)2k + (92 cos ’I'Et2(,.);2ﬂ.)2kJ
1

>
I

Eﬁg

0

ok ) [(91 sin 7 Ey, 1) + (62 cos rEy, 2,r) J

>
I

Eﬂg

0

1
(2k)' ——[61 sinrEo;y + 0 cosTEy, 2,r]

O| I M8

05 (0, sinrEgq + 02 cosTEgar) -
De méme, nous avons

sin (¢ [r] (t)) = sin (6 sinrEp, + 03 cos T Eo.o, ) -
Nous avons également

gr[r+ 9 [r]] = Asin(r + 9 [r])
= A (sinr)cosy [r] + A (cost) sing [r]

et donc

G- [r+ ¢ [r]] = A(sinr)cos (6 sinrEg,;y + 02 cosrEg.2r)
+ A (cosr)sin (8, sinr By, + 02 cos T Ep,2r )
= Asin (r + 6y sinr Eg;1 + 02 cos T Eg.2r)
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ou par (1.16), | Eo,1| et |Eoar| sont uniformément bornées par 1/12 et w2 /3 respectivement.
A partir de

Grlr+9[r]] — bisinr — Oycosr < g7 [r + ¢ [r]] + |61] + |02]
nous obtenons
inf {77 7+ rl] — Gusinr — by cosr} < inf (7 -+ ]} + [61] + 6o

et donc
11~I€1Hf§ {Grlr +¢[r]] —brsinr — Oycosr} < —|A| + |61] + |62] - (3.33)

De méme, nous avons
su]g {Grlr+¢[r]] — O1sinr — Oy cosr} > su}g {Gr[r + 9 [r]]} — |61] — |62]
re re

et donc
sup{g- [r + ¢ [r]] — O1sinr — By cosT} > |A| — |61| — |09] - (3.34)
reR

Par suite maintenant (3.27) et (3.28) sont vérifides si

2A% 6 fq|
|61] + 62| + m—l <% + | 2:|3 ) < |Aj. (3.35)

Donc, si 2|A| < ¢ et si 6 et O, sont suffisamment petites pour que (8.85) soit vérifiée,

alors, il existe une solution généralisée réelle presque périodique de (3.29).

3.3.4 Cas particulier

Pour y = 0, (3.17) devient

w’ () +2cw’ (t) = =g (r+[r](t — 7)) (3.36)

——

et son unique solution dans AP (R, R) est donnée par w = w, [0]. Dans ce cas (3.25) et
(3.26) deviennent

inf {y:[rw[rn T (r)} + =L sup @ 0], < F (3.37)

=1 reR
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et

e {97 P+l =2 o m} -y @ 0]l > 7 (3.38)

(respectivement) et donc nous avons montré le résultat suivant.

Corollaire 35. Supposons que (3.37) et (3.38) sont vérifiés ot w, [0] est I'unique solution
réelle presque périodique de moyenne nulle de (3.36) avec 1 [r] donnée par (3.7). Alors,
sous les hypothéses Hy — Hj et la condition 0 < XA < 1 ot A est donnée par (3.20), il existe
pour un g € R une unique fonction réelle y,, deuz fois continiment différentiable presque
périodique de moyenne nulle telle que x,, dérivée de y,, par (3.28) est une solution réelle
presque périodique de (2) au sens des fonctions généralisées.

Quand g satisfait aussi (3.18) pour un 7y > 0, alors par (3.19) nous avons

o~ 1 0
[ 0]l < g 1 [r]ll0 < ’g (IIsolloo + Ezaﬂ’f) :
j=1

Il suit maintenant par (3.37) et (3.38) que (3.25) et (3.26) sont vérifiées si nous avons

inf {Q_T r+ ol - ;“ﬁ (’")} + (% (”90“00 + Ili ;m?) <F (339

et
up {m[r +oll =Yg (r)} ~oNa (nsonoo i Z%Tf> >7  (340)

Exemple 36. Considérons l’équation (3.29). Alors o = | A| et nous avons (3.30), (3.31),
(8.88), (3.834) et donc, pour y =0, (8.89) et (3.40) sont satisfaites si

A? 61] = |62| 72
|011+|02|+_c2—2|A[ <§+ . ) <4l

C’est une amélioration par rapport ¢ (3.35).
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Conclusion

Cette these a porté sur I’étude de existence de solutions de deux types d’équations
différentielles. La premiére une équation de premier degré périodique avec retard et impul-
sions. La seconde est 1’équation de Duffing avec retard et impulsions presque périodiques
dépendant de la moyenne de 1’état.

On a montré a l'aide du théoréme du point fixe de Banach, du principe d’approxima-
tion successive et du théoreme des valeurs intermédiaires, que la solution est a variation
bornée dans le cas de I’équation du premier degré avec retard et impulsions dépendent
de I’état et intégrable au sens de Lebesgue pour la méme équation mais dans le cas ou
les impulsions ne dépendent pas de I’état.

Pour I’équation de Duffing avec retard et impulsions presque périodiques dépendant
de la moyenne de I’état, on a construit un espace de Hilbert qui nous a permis d’obtenir
des conditions suffisantes pour 'existence d’une solution presque périodique. Pour toutes
ces solutions on a montré P’existence de bornes & priori comme condition supplémentaire
d’existence des solutions.

Les résultats de cette these sont nouveaux et originaux. L’existence de solutions
presque périodiques dans le cas de ’équation du premier degré avec retard et impul-
sions, et presque périodique dans le cas de I’équation de Duffing avec retard et impul-
sions presque périodiques dans le cas général (cas ou les impulsions ne dépendent pas

nécessairement de la moyenne de I’état ), reste un probleme ouvert.
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