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Sommaire

L’électrodynamique quantique en cavité et en circuit étudie 1'interaction lumiére-
matiére & son stade le plus fondamental, dans lequel un atome unique, qu’il soit naturel
ou artificiel, interagit avec un seul mode du champ électromagnétique. Dans ce systéme,
le confinement du champ augmente lintensité de Pinteraction jusqu’a permettre d’ob-
server 1'échange cohérent de quanta entre lumiére et matiére [1, 2, 3]. Récemment, des
expériences réalisées a 'aide de qubits supraconducteurs ont démontré des couplages re-
cord caractéristiques d’un nouveau régime, dit ultra-fort, dans lequel I’état fondamental
n’est plus le vide, mais un état fortement intriqué entre I’atome et le champ [4, 5].

Malgré cet accroissement gigantesque du couplage‘ lumiére-matiére, ce dernier est
le plus souvent négligé lorsqu’on considére l'interaction de ce systéme avec son envi-
ronnement. En effet, la plupart des travaux théoriques publiés récemment décrivent la
dynamique dissipative du systéme atome-cavité en se basant sur ’équation maitresse de
P’optique quantique, un modéle valide seulement dans le cas de 'atome ou du résonateur
séparés [6, 7, 8, 9]. '

Dans ce travail, on démontre qu’employer I’équation maitresse de ’optique quantique
en couplage ultra-fort méne & des prédictions qui violent la conservation de ’énergie. Pour
pallier & ce probléme, on établit un modéle de la dissipation qui inclut le couplage atome-
champ. On montre en particulier que des fluctuations aléatoires dans la fréquence de
Patome artificiel peuvent générer des excitations dans le systéme a des fréquences précises.
On indique aussi que des oscillations cohérentes a ces fréquences dans I’espacement des
niveaux de I’atome pourraient étre utiles pour accélérer le controle cohérent du systéme
quantique. Notre modéle prédit finalement une asymétrie dans les raies de spectroscopie
du systéme atome-cavité qui pourrait étre exploitée pour sonder la densité spectrale de
bruit de ’environnement a des fréquences jusqu’a ce jour inexplorées.

Mots-clés: Qubits supraconducteurs ; électrodynamique quantique en circuit ; interac-
tion lumiére-matiére ; systémes quantiques ouverts; bruit quantique ; couplage ultra-fort
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Introduction

A mécanique quantique enseigne que tout systéme physique fermé évolue de maniére
L réversible. Connaissant I’hamiltonien et 1’état au temps ¢ d’un tel systéme, son état
en tout temps antérieur peut étre déduit.

Cependant, méme s’ils existaient dans la nature, de tels systémes fermés ne pourraient
pas en toute rigueur étre observés. En effet, le contréle et la mesure nécessitent un
couplage du systéme quantique au monde extérieur, ce qui le rend sujet 4 la relaxation et
4 la décohérence. Autrement dit, une fois couplé & son environnement, le systéme tombe
dans son état fondamental et toute superposition d’états qu’il contient est transformée
en mélange statistique. '

Cette dynamique irréversible, bien comprise d'un point de vue théorique, a aussi été
étudiée expérimentalement dans le contexte de I’électrodynamique quantique en cavité
(EDQ-cavité) [1]. Dans ce contexte, en exploitant le couplage fort d’un atome unique avec
un seul mode du champ électromagnétique, des superpositions macroscopiques d’états
quantiques de la lumiére ont été construites et leur destruction due a leur interaction
avec un réservoir a été observée par le groupe de Serge Haroche a I’Ecole Normale Su-
périeure [10]. Ce méme groupe a également pu contempler en laboratoire la naissance de
photons uniques et leur fuite dans I'environnement |11, 12].

L’électrodynamique quantique en circuit (EDQ-circuit), un analogue de 'EDQ-cavité
basé sur des circuits supraconducteurs |3, 13], offre aussi une compréhension détaillée
des phénoménes de relaxation et de décohérence. L’émission spontanée d’un atome ar-
tificiel, ou qubit, a été caractérisée en tenant compte de I'influence de plusieurs modes
de la cavité [14]. De plus; 'impact de la mesure sur la cohérence de ’atome est bien
compris [15, 16], en particulier dans le régime dispersif, dans lequel I’atome et la cavité
sont & des fréquences trés séparées, rendant ’échange de quanta difficile [17]. La mesure
a bifurcation, qui exploite I'effet Kerr dans une cavité non linéaire pour augmenter dra-

matiquement le rapport signal sur bruit, a également une influence bien connue sur ’état
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2 Introduction

de Vatome artificiel [18].

Bien que I'EDQ-cavité et 'EDQ-circuit permettent tous deux d’étudier la dissipation,
les dispositifs de ’état solide ont typiquement des taux d’interaction lumiére-matiére
beaucoup plus élevés. Par exemple, le couplage par le courant d’un qubit de flux [19] 4 une
jonction Josephson placée dans un résonateur peut accentuer ce taux d’échange jusqu’a
ce qu'il devienne de 'ordre des fréquences naturelles du qubit et du résonateur [20]. Ce
couplage ultra-fort, pour lequel ’approximation dite séculaire est brisée, a été obtenu
expérimentalement en utilisant pour résonateur un guide d’ondes coplanaire [5] et un
circuit LC [21]. Parallélement A ces efforts expérimentaux, la dynamique des états purs
a été étudiée théoriquement dans ce régime [22, 23, 24, 25]. Par ailleurs, un modéle
rigoureux décrivant la dissipation du systéme due & 'amortissement du résonateur en
couplage utra-fort a été élaboré par Hausinger et Grifoni [26]. Néanmoins, une description
compléte de la dissipation incluant la relaxation du qubit ainsi que les phénoménes de
décohérence qui lui sont intrinséques manque toujours a ’appel.

" Le couplage atome-cavité est au coeur du probléme de la dissipation en couplage
ultra-fort. Lorsque le couplage entre ces deux sous-systémes est faible, I'interaction avec
I’environnement peut &tre traitée séparément pour le qubit et pour le résonateur [1].
Cependant, lorsque le taux d’échange entre I’atome et l'oscillateur est suffisant pour bri-
ser ’approximation séculaire, cette approche méne & des prédictions non physiques. Par
exemple, tel qu’il le sera illustré plus tard & la figure 3.1, 'environnement peut sortir
le systéme de son fondamental méme & température nulle, ce qui est en contradiction
évidente avec la conservation de 1’énergie. En outre, en présence de couplage fort entre
atome et cavité, des transitions & des fréquences trés détachées I'une de 'autre appa-
raissent, ce qui brise I’approximation du bruit blanc, coutumiére dans un tel systéme.
Pour éviter ces ennuis, le couplage qubit-résonateur doit étre inclus dans le traitement
de la dissipation. '

Dans ce travail, on obtient une équation du mouvement i température finie pour le
systéme qubit-résonateur dans le contexte de 'EDQ-circuit. Cette équation tient compte
des trois principaux phénoménes irréversibles qui sont connus dans ces-dispositifs : la
relaxation du qubit, I’amortissement de la cavité et le déphasage pur de I’atome artificiel.
Elle tient également compte de l'interaction atome-cavité, ce qui permet de ’employer
méme en régime de couplage ultra-fort. A

Dans le chapitre 1, on introduit ’hamiltonien du systéme par analogie avec le cas
de l'interaction lumiére-matiére en EDQ-cavité. Le régime de couplage ultra-fort est en-
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suite défini comme brisant I’approximation séculaire. On définit également le régime de
Bloch-Siegert, pour lequel les termes qui rendent cette approximation caduque peuvent
étre inclus dans une théorie de perturbation au deuxiéme ordre. Les états fondamental
et excités sont par la suite présentés a I'intérieur de ce cadre, puis on survole quelques
méthodes approximatives permettant d’étudier le systéme qubit-résonateur au-dela de
Papproximation de Bloch-Siegert. Aprés avoir expliqué comment l'interaction lumiére-
matiére peut en pratique étre rendue ultra-forte, on suggére quelques applications pos-
sibles pour un tel systéme dans le contexte de la physique du solide et de I’information
quantique.

Alors qu’au chapitre 1, le systéme qubit-résonateur isolé était considéré, au chapitre 2,
on couple séparément chacun des sous-systémes & un environnement. On présente d’abord
le modéle de Caldeira-Leggett, qui permet d’introduire ’irréversibilité dans la mécanique
quantique. On exploite ensuite ce dernier pour obtenir I’équation du mouvement d’un
oscillateur anharmonique amorti, puis d’un systéme 4 deux niveaux soumis a la relaxation.
On introduit ensuite la notion de déphasage pur dans un tel systéme, puis on la généralise
& N niveaux. _

Le troisiéme chapitre regroupe ’essentiel des résultats originaux de ce travail. On ex-
plique d’abord comment I’approche du chapitre précédent, valide pour le qubit et le réso-
nateur séparés, échoue lorsqu’une interaction est introduite entre les deux sous-systémes.
Puis, on présente ’équation maitresse obtenue ici pour le systéme qubit-résonateur cou-
plé. Différents phénoménes sont ensuite analysés a la lumiére de cette équation du mou-
vement. Premiérement, on décrit comment ce modéle éclaircit notre compréhension d’un
analogue de l'effet Casimir dynamique prédit dans un tel systéme. Subséquemment,
on propose une expérience qui, sous certaines approximations, permettrait d’étudier le
spectre du bruit qui constitue une source intrinséque de décohérence pour le qubit en
EDQ-circuit.
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Chapitre 1

L’électrodynamique quantique en

circuit et le couplage ultra-fort

Dans ce chapitre, on présente I’hamiltonien du systéme atome-cavité : ’hamiltonien
de Rabi. En EDQ-circuit, il existe plusieurs variétés de qubits dont 'interaction avec le
résonateur est décrite par cet hamiltonien. On introduit donc ce dernier dans le contexte
plus facile d’approche de PEDQ-cavité. On définit ensuite ’approximation séculaire ainsi
que le régime de couplage ultra-fort. Aprés avoir introduit des méthodes approximatives
pour obtenir les états propres de I’hamiltonien de Rabi dans ce régime, on explique
qu’il est fondamentalement impossible d’atteindre le couplage ultra-fort en EDQ-cavité
et comment ’EDQ-circuit I'autorise. Aprés avoir expliqué la technique employée jusqu’a
ce jour pour rendre le taux d’interaction qubit-résonateur comparable aux fréquences de
résonance du systéme, on s’attaque aux applications possibles de ce nouveau régime.

1.1 L’interaction lumiére-matiére et 1’hamiltonien de
Rabi

En EDQ-cavité tout comme en EDQ-circuit, I'interaction d’un atome 4 deux niveaux
avec un mode du champ électromagnétique est décrite par I’hamiltonien de Rabi. Ce
modéle quantique est d’un intérét fondamental pour ’étude microscopique du couplage
atome-champ, mais également d’un intérét pratique sans équivoque, puisqu’il est a la
base d’une des architectures les plus prometteuses pour la réalisation d’un ordinateur
quantique [3, 13]. Que l'on traite I'interaction d’un atome naturel ou artificiel avec la

5



6 Chapitre 1 : L’électrodynamique quantique en circuit et le couplage ultra-fort

FIGURE 1.1 — Atome de Rydberg. Un tel atome est préparé dans un état hautement excité -

de fagon & maximiser le rayon des orbites électroniques et donc le dipdle électrique.
Typiquement, les expériences d’EDQ-cavité se font avec des atomes de césium ou de
rubidium préparés dans un état pour lequel le nombre quantique principal n est de I’ordre
de 50. Dans le traitement théorique fait ici, on suppose que, dans cet état, 'orbite d’un
des électrons est tellement éloignée du reste du nuage électronique que ’atome devient
effectivement monoélectronique.

lumiére, on obtient le méme hamiltonien. Nous justifierons donc ce modéle dans le cas
plus simple de I'atome naturel. L’essentiel de la discussion s’inspire de la référence [27].

Tel qu’illustré a la figure 1.1, dans 'approximation dipolaire et en considérant un

atome monoélectronique, I’hamiltonien du systéme atome-champ est |
H=HA+HC—EI’-E. (11)

Ici, E est le champ électrique, e la charge électronique et r I’opérateur position. On entend
par atome un systéme & N niveaux caractérisé par ’hamiltonien

Ha= LERNG | (12)

Quant au champ électromagnétique, il est modélisé par un ensemble de modes harmo-
niques, donc par [h = 1]
Hc = Y uwalay, (1.3)
‘ k

ou les af:) sont les opérateurs d’échelle pour le mode k. Dans I’hamiltonien ci-dessus, on
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ignore I'énergie du point zéro, qui ne fait ici qu’ajouter une constante non pertinente a
tous les niveaux d’énergie. En optique quantique [27], on décrit le champ électrique par

E=) eéi(ax+al), (1.4)
k

ol €, est un vecteur unitaire dans la direction de k et & = (wi/ ZeoV)l/ 2 avec V le volume
occupé par le champ et 'eo la permittivité du vide. Cela constitue la quantification du
champ électrique. Enfin, on peut réécrire I'opérateur moment dipolaire électrique en
employant la relation de fermeture de I’espace de Hilbert de 1’atome

~er ==Y eli)(ilrli)il = 3 #pisliNil, ()

ol p; ; = —e(i|r]7). En injectant les équations (1.2) & (1.5) dans ’équation (1.1), on obtient
I’hamiltonien suivant pour 'interaction dipolaire entre un atome et le champ électrique

H= ZE,|z)(z| + ZwkaLak + Z Zi‘ - €k i, ;Ek[i) (7] (ak + aL) . (1.6)
i k k ij

L’hamiltonien ci-dessus, quoique général, est peu satisfaisant du fait de sa complexité.
Pour simplifier le tout, on imagine un atome & seulement deux niveaux couplé & un seul
mode du champ électrique. C’est la situation standard en EDQ-cavité [1] et en EDQ-
circuit [13] (voir figure 1.2), oul la présence d’un résonateur de trés haute qualité permet
d’obtenir un espacement entre les raies spectrales de chacun des modes du champ élec-
tromagnétique qui est trés grand devant leur largeur ainsi que devant la fréquence du
couplage lumiére-matiére. Dans ce cas, I’atome n’interagit effectivement qu’avec un de
ces modes. On introduit alors la base dite nue, engendrée par I'ensemble des produits
tensoriels possibles entre les états de Fock |n) du mode pertinent du champ électroma-
gnétique et les états fondamental | |) et excité | 1) de 'atome & deux niveaux. On définit
également les opérateurs d’échelle o, = | 1){l | et o = | {1 | de atome, ainsi que les
matrices de Pauli 0, = 0_ +0,, 0, =i(0_-0,) et g, = | t}{t | - | I){{ |. Dans cette base,
I’hamiltonien ci-dessus se réduit i I'expression

Hp=w,ala+ %0’:4‘9(0’- +0,)(a+al), (1.7)

qu’on appelle I'hamiltonien de Rabi. Dans cette équation, w, est la fréquence du mode
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b)

ttransit

o
~—

Transmission
| —

FIGURE 1.2 - Electrodynamique quantique en cavité et en circuit. a) Un atome de Ryd-
berg & deux niveaux traverse une cavité supraconductrice en un temps tyansit- 11 échange
des photons avec la cavité & un taux g. Dans le cadre de ’équation maitresse de ’optique
quantique, expliquée au chapitre 2, la cavité fuit & un taux «, I’atome relaxe 4 un taux
71 et perd sa cohérence & un taux 7,. b) Amplitude du champ électrique pour les trois
modes de plus basse fréquence dans la cavité. ¢) Spectre de transmission correspondant,
avec les fréquences normalisées par rapport i celle du premier mode du résonateur. Les
modes de la cavité sont en vert, alors que la raie de transmission de ’atome est en bleu.
Si cette raie est suffisamment proche du premier mode (A « w,), olt w, est I'intervalle
de fréquence entre les modes et si g, k,¥1, 74 << wr, on peut garder seulement ce premier
mode dans ’hamiltonien. d) Electrodynamique quantique en circuit. Un qubit supracon-
ducteur fait office d’atome artificiel et est placé dans un guide d’ondes coplanaire qui,
lui, joue le role de la cavité.
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pertinent du résonateur, w, est la fréquence de séparation des deux niveaux de ’atome
et g = p1; - ex &. On suppose ici que py; = p;1 € R? afin de simplifier la discussion.

On peut mettre deux processus en évidence en réécrivant le terme d’interaction atome-
champ dans 'équation (1.7) comme '

Hpc = g(ao, +a'o ) + g(ao_ +ala.). (1.8)

Le premier, représenté par un terme en g(ao, + a'c_), est I’échange cohérent d’une exci-
tation entre I’atome et le champ & la fréquence g. C’est le terme dit séculaire ou rotatif.
. Le second, qui correspond & g(ao. + als,), est la création ou la destruction simulta-
- née d’excitations virtuelles dans les deux sous-systémes. C’est le terme non séculaire ou
contre-rotatif. La prochaine section précise I'importance relative de ces deux processus
en fonction du couplage.

1.2 L’approximation séculaire et le couplage ultra-fort

Bien que l'’hamiltonien de Rabi ait une forme trés simple, sa forme diagonale, dé-
couverte récemment par Braak [28] est trés complexe. En effet, les niveaux d’énergie
correspondants se définissent par la solution en séries d’équations transcendantes. Cepen-
dant, pour de faibles valeurs de g devant w, et w,, il est possible de négliger les termes
non séculaires pour le ramener & un hamiltonien simplifié, celui de Jaynes-Cummings.
Dans cette section, on obtient d’abord les critéres pour lesquels 'hamiltonien de J aynes-
Cummings peut étre employé au lieu de celui de Rabi. On décrit ensuite les principales
différences entre I’état fondamental Jaynes-Cummings et ’état fondamental Rabi dans
la limite g «< w, + w,. On explore ensuite quelques propriétés de ce fondamental au-dela
de cette limite. '

1.2.1 Conditions pour négliger les termes non séculaires

Afin de simplifier le traitement de I’hamiltonien de Rabi et de mettre en lumiére les
limites & l'intérieur desquelles on peut négliger les termes non séculaires, on applique la
transformation unitaire suivante, apportée par Hausinger et Grifoni [29, 26, 21]

U = exp{A(ao- - a'a,) +£(a® - at?)o.}, | (1.9)
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ou A = g/%, £ = gA/2w, et £ = w, + w,. On emploie la formule de Campbell-Baker-
Hausdorff ‘ 22
e HeX = H+ A\[H,X]+ 5 [[H,X],X], (1.10)

au deuxiéme ordre en g, ce qui suppose g < X. On obtient alors I’hamiltonien efficace de
Bloch-Siegert

U'HRU =~ Hgg = (w, + po,)ata + u—;a—az + g(ao, +ala), (1.11)

ol W, =w,+puetu=g?xL.

Pour g « X, Pimpact des termes non séculaires est donc de déplacer les fréquences
de I'atome et du mode du champ électromagnétique par u, le décalage de Bloch-Siegert.
En effet, poser 4 = 0 revient & négliger complétement les termes non séculaires dans
I’hamiltonien de Rabi pour obtenir I’hamiltonien de Jaynes-Cummings

Hijc=wrala+ %oz +g(ao, +alo.). | (1.12)

Dans cette situation, on dit que !’approrimation séculaire a été réalisée.

Le plus souvent, c’est ’hamiltonien de Jaynes-Cummings qui est utilisé. Typiquement,
en EDQ-cavité [30, 11|, g/w, ~ 10-6. Dans ce cas, prendre w, /27 = w,/27 = 50 GHz méne &
u/2n ~ 10-2 Hz, ce qui est complétement négligeable devant la largeur des raies spectrales
reliées aux transitions du systéme. On peut alors négliger complétement les termes contre-
rotatifs et on appellera par la suite cette situation régime séculaire.

Dans les expériences habituelles d’EDQ-circuit [3, 31], on a plutét g/w, ~ 1072
Prendre des paramétres typiques comme g/27 = 100 MHz et w, /27 = w,/27m = 6 GHz
méne & p/2r ~ 0.8 MHz. Cette valeur est trés proche de la largeur des raies en EDQ-
circuit. Méme si 'approximation séculaire donne en pratique des prédictions comparables
aux résultats expérimentaux, il suffit d’augmenter g d’un ordre de grandeur pour que y
devienne beaucoup plus grand que la largeur des raies et que des effets des termes contre-
rotatifs deviennent évidents. On dit alors du couplage qu’il est ultra-fort et on appelle

cette situation régime non séculaire.

1.2.2 . L’état fondamental

On s’attarde maintenant & une des différences les plus évidentes entre les régimes

séculaire et non séculaire : ’état fondamental du systéme. Pour simplifier le traitement,



§1.2. L’approximation séculaire et le couplage ultra-fort . 11

on choisit g «< X de fagon & utiliser la transformation (1.9). Le cas séculaire est par la
suite obtenu simplement en posant A =£ = 0.

Dans la base de I'hamiltonien transformé donné par I’équation (1.11), I’état fondamen-
tal est le vide, qu’on écrit | | 0). Si on revient dans la base nue, soit celle de I’hamiltonien
de Rabi, on obtient I’expression suivante pour le fondamental au deuxiéme ordre en g

I50) = U 4,0) = (1 . %-) 11,0)— Al 1, 1)+ £v3] 1, 2). (1.13)

La différence la plus marquée entre cet état fondamental et celui de Jaynes-Cummings,
qui se réduit a | | 0), est la présence d’excitations virtuelles dans ’atome et dans le
champ. En moyenne, le nombre de photons virtuels et la population de I'état excité de
I’atome sont donnés par

(aa) = (P,) ~ A? = ( g )2. (1.14)

Wr + W,

Ce nombre donne aussi approximativement 1-|({, 0] {,0)J? et est donc relié¢ au recouvre-
ment des états fondamentaux Jaynes-Cummings et Bloch-Siegert.

11 serait tentant de proposer une expérience o ’on observerait ces pdpulations dues
aux termes contre-rotatifs [32], par exemple par une mesure dispersive sur le qubit [3, 13]
ou sur le résonateur [33, 16]. Ce serait oublier le caractére virtuel de ces excitations.
En effet, puisque ces mesures se font par spectroscopie, elles donnent des résultats qui
dépendent des niveaux d’énergie du systéme et se comprennent donc dans la base habillée,
soit celle dans laquelle ’hamiltonien est diagonal. Dans cette base, il n’y a évidemment
pas d’excitations dans le fondamental, qui s’écrit | {,0) dans le régime Bloch-Siegert. 11
n’est pas trivial de mesurer séparément ’état du qubit ou du résonateur en couplage
ultra-fort, car dans ce régime, ces deux systémes sont enchevétrés.

En plus d’exhiber des excitations virtuelles, 1’état fondamental de ’hamiltonien de
Rabi exprimé dans la base nue manifeste de l'intrication entre ’atome et le champ. Nous
verrons plus loin qu’a de trés fortes valeurs de g, cette intrication peut étre exploitée
pour générer des états non classiques du champ électromagnétique.

1.2.3 Les états excités

On donne ici la forme des états et énergies propres excités pour les hamiltoniens de
Jaynes-Cummings et de Bloch-Siegert. Commengons par définir 'opérateur nombre total
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de quanta comme
N, =ala+|t)}{(t] (1.15)

On obtient facilement [ Hgs, Ny] = [Hjc, Ng] = 0. Cela signifie que ces opérateurs ont une
base de vecteurs propres communs. Cette base est donnée par les paires d’états com-
prenant le méme nombre total d’excitations n, soit {|{,n), |t,n - 1)}. En effet, ces états
sont des états propres de N,. Cependant, comme chacun de ces doublets est dégénéré par
rapport & N, il reste & diagonaliser I’hamiltonien & l'intérieur des sous-espaces associés
4 chacun d’eux pour obtenir le spectre de Hgg et donc aussi de Hjc.

Dans la base du doublet {|},n), |t,n ~ 1)}, 'hamiltonien.de Bloch-Siegert s’écrit

HES = (’l" n|HBS| lin) <l1n!HBS| Tan— 1) (116)
(t,n-1|Hps|{,n) (t,n-1|Hgs|t,n~1)
| (wr—p)n-(wa+ n)/2 NG (117
gvn - (wr+ p)n+ (wa + p)/2

En diagonalisant cette matrice, on trouve les énergies et les états propres de ’hamiltonien
efficace .

En* =Wy £ 5\/(AES)2 + 49277,, (118)

In,+) = —sinf,| t,n - 1) + cosb,| |,n), (1.19)

In,~)= cosf,|1,n-1)+sinb,||,n), (1.20)

ol ABS = A +2un. Sont également définis le désaccord en fréquence A = w, ~w, et 'angle
de mélange

(1.21)

BS _ BS)2 b)
0n=arctan(A" VIAP) +4g n)

29 /n

La figure 1.3a) illustre la signification physique des états propres obtenus ci-dessus.
Comme l'indiquent les équations (1.19) et (1.20), dans la base de ’hamiltonien efficace,
les états propres sont une superposition des états | 1,n-1) et | |, n) ayant le méme nombre _
total d’excitations. La contribution de chaque état dans cette superposition est donnée
par 'angle 6,,, lui-méme déterminé par n, g et ABS. Pour g/ABS — (, 'atome et le champ
sont découplés et les états propres sont les états produit tensoriel |t /1) ® |n). Pour des
valeurs finies de ce rapport, I’atome devient en partie champ et le champ en partie atome.
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FIGURE 1.3 - Diagonalisation des hamiltoniens de Bloch-Siegert et de Jaynes-Cummings.
a) Signification de ’angle de mélange dans ces deux hamiltoniens. Pour un doublet de
nombre d’excitations n, les états propres sont une superposition des états orthogonaux
| t,n—1) et | },n). La contribution de chacun de ces états de la base nue est déterminée
par l’angle 6,,. b) Structure des niveaux d’énergie de ’hamiltonien de Jaynes-Cummings
pour un atome en résonance avec le mode du champ électromagnétique. Le couplage léve
la dégénérescence des niveaux | t,n - 1) et | §,n). Se forment alors des doublets dont la
séparation est 2g,/n. Cette structure peut étre sondée spectroscopiquement en mesurant
la transmission d’un signal rf. ¢) Représentation schématique des résultats attendus pour
la spectroscopie du premier doublet Jaynes-Cummings pour w,/2n = w, /27 = 6 GHz et
g/2m = 100 MHz.
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Dans le cas extréme pour lequel ABS = 0, 6, = -7 /4 et les états propres deviennent

1

|n,+)=ﬁ(|T,n—1)+|l,n)), (1.22)
1

ln,-)=\—/'-§(| t,n-1)-{i,n)). (1.23)

L’atome et le mode du champ électromagnétique sont alors dits en résonance. Dans ce
contexte, il devient impossible d’associer une excitation purement a 'atome ou au champ,
les deux systémes étant maximalement intriqués. Pour cette raison, on parle alors d’une
« molécule lumiére-matiére ». Une telle interaction de la lumiére peut aussi survenir en
physique du solide, par exemple avec des modes phononiques ou plasmoniques. Cet objet
fortement couplé porte alors le nom de « polariton » [34, 35].

Il vaut la peine de s’attarder un peu sur l'influence des termes non séculaires sur la
condition de résonance. Sous l’approximation séculaire, c’est-a-dire lorsque les décalages
de Bloch-Siegert sont négligeables, cette condition se réduit & ABS = A = 0. Autrement
dit, I'atome et le mode du champ électromagnétique doivent avoir la méme fréquence.
Cependant, dans le régime ou les termes non séculaires sont inclus de maniére perturba-
tive, les fréquences du qubit et du résonateur sont changées par le couplage. Pour avoir
résonance, et donc 8, = —m/4, il faut donc tenir en compte ce décalage de Bloch-Siegert.

La condition de résonance se réécrit alors

Wi = [1-2n (1)2. (1.24)
Wr

Puisque, dans le régime séculaire, g/w, — 0, les termes non séculaires ont pour effet

de décaler la fréquence de résonance -d’une quantité différente pour chaque doublet. I1

est donc impossible d’avoir chaque doublet simultanément en résonance en dehors de

I’approximation séculaire, c’est-a-dire qu’un seul des doublets 4 la fois peut présenter un

mélange maximal entre 'atome et le champ.

Lorsqu’il y a résonance dans un doublet de méme nombre d’excitations dans ’hamil-
tonien’ efficace de Bloch-Siegert, les énergies associées aux états |n,+) sont simplement
E, . = nw, + gy/n. La figure 1.3b) illustre ce phénoméne dans le régime séculaire. Sans
interaction atome-champ, pour w, = wy, les états a P'intérieur d’'un méme doublet ont la
méme énergie nw, et sont donc dégénérés. Le couplage vient lever cette dégénérescence
par la formation d’'une paire de niveaux séparés par I’énergie 2g\/n. Tel qu’illustré a



§1.2. L’approximation séculaire et le couplage ultra-fort : 15

la figure 1.3c), cette levée de dégénérescence peut étre observée expérimentalement par
spectroscopie si g > I', ou I' est la largeur des raies spectrales due a la relaxation et
au déphasage du systéme. Ce régime porte le nom de couplage fort. Il est couramment
obtenu expérimentalement avec des atomes de Rydberg dans des cavités supraconduc-
trices [30, 11, 12, 10] ainsi qu'avec des qubits supraconducteurs dans des résonateurs
coplanaires [31, 3]. Il vaut cependant la peine de préciser qu’en régime de Bloch-Siegert,
cette description n’est plus aussi simple, puisqu’il est impossible d’y avoir résonance pour
plus d’un doublet & la fois. Par exemple, s’il y a résonance pour le premier doublet, 1’es-
pacement entre les niveaux des doublets supérieurs n’est plus strictement 2¢./7, mais
approximativement 2g/n(1+ A%2(n -1)/2n).

1.2.4 Au-dela du régime Bloch-Siegert

Dans la section précédente, l'influence des termes non séculaires est incluse de ma-
niére perturbative, ce qui permet de se placer dans la base d’un hamiltonien efficace qui
conserve N,. Cependant, si la condition g « w,+w, n’est pas remplie, il n’est plus possible
de se placer dans la base de Bloch-Siegert. Puisque [ N,, Hg] # 0, la structure des doublets
décrite ci-dessus est perdue, car alors une interaction apparait entre les paires d’états de
méme nombre total d’excitations. Il reste cependant possible d’énoncer quelques carac-
téristiques générales des états propres de ’hamiltonien de Rabi. Ces vecteurs et énergies
propres peuvent aussi étre écrits analytiquement sous certaines approximations ou obte-

nus numériquement.

Définissons d’abord V'opérateur parité du nombre d’excitations
Il = (_vl)a'a+|1)(fl = (_1)Nq . (1.25)

Il est facile de constater que [Hg,II] = 0. En effet, les termes séculaires préservent tri-
vialement la parité, puisqu’ils préservent le nombre total d’excitations. Par ailleurs, les
termes non séculaires créent ou détruisent des excitations par paires, de sorte qu’ils ne
peuvent changer Il. Cela permet de définir les chaines d’états de parité paire (+1) ou
impaire (-1) [23]

+1: llvo)‘"’IT?1)91l72)‘"’.]T’3)‘_’H’4)
-1: |1,0) « | 1,1) & |1,2) & ||,3) < | 1,4).
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FIGURE 1.4 - Spectre de '’hamiltonien de Rabi. Les lignes bleues représentent les états
propres pairs (II = +1), alors que les lignes rouges représentent les états impairs (IT = -1).
A faible couplage, ces états sont bien décrits dans la base de Bloch-Siegert par des kets
In,q), ot n est le nombre total d’excitations et ¢ = +. A fort couplage, cependant, ce
modéle n’est plus valide. Pourtant, la parité reste un bon nombre quantique. Puisque
seuls les niveaux d’énergie de parité distincte peuvent se croiser, les états propres de
Phamiltonien de Rabi peuvent s’écrire comme |7, n;), ot 7 est la valeur propre de II et
n; est un second nombre quantique permettant d’identifier les états propres pour chaque
valeur de la parité. La figure est tirée de la référence [28].

Dans ce schéma, les fléches noires représentent le couplage par les termes séculaires et les
fleches rouges celui par les termes non séculaires. Ainsi, si un systéme décrit entiérement
par Hg est placé dans une superposition arbitraire d’états de méme parité, il restera
dans cette chaine. Dans cette optique, le régime séculaire est caractérisé par la brisure
des chaines de parité entre les doublets de méme nombre total d’excitations, c’est-a-dire
par la disparition des fléches rouges dans le schéma ci-dessus.

L’idée de la conservation de la parité met en évidence une propriété importante de
’hamiltonien de Bloch-Siegert. Puisque, dans la base de ’hamiltonien efficace, les états
appartenant & un méme doublet ont le méme nombre d’excitations, ils ont aussi trivia-
lement la méme parité. Cette propriété sera exploitée a la section 3.2 pour traiter la
dissipation dans ce régime.

En plus d’étre utile d’un point de vue strictement intuitif, la conservation de la parité
est au coeur de la solution analytique de I’hamiltonien de Rabi obtenue par Braak [28].
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En effet, ce dernier introduit le nombre quantique =, correspondant a la parité +1 ou
-1. Fixer la parité du systéme atome-champ permet de le réduire & deux sous-systémes
dans lesquels il est alors possible de définir un nombre quantique n; qui numérote chacun
des états propres. Cette idée est motivée par le fait que, si on trace le spectre de Hg en
fonction de g, les états propres de méme parité ne se croisent jamais, tel qu’illustré a la
figure 1.4. Les énergies propres correspondant aux états sont alors obtenues en trouvant
le ny-iéme zéro d’une fonction spéciale G, (z). Ce résultat est majeur, car il prouve
que I’hamiltonien de Rabi est intégrable, alors que la communauté scientifique a cru le
contraire pendant des décennies. Cependant, une question reste ouverte : celle d’exprimer
ces états propres dans la base nue. Une telle démarche permettrait par exemple de mieux
comprendre comment la molécule lumiére-matiére se couple a son environnement.

Bien que la solution analytique de Braak ne donne pas directement les états propres de
I’hamiltonien de Rabi dans la base nue, plusieurs techniques analytiques précises ont été
développées pour diagonaliser approximativement Hp et exprimer la solution en fonction
des états propres sans couplage. En premier lieu, des méthodes variationnelles ont été
élaborées pour obtenir un état fondamental approximatif. Dans la référence [36], les au-
teurs obtiennent un estimé du fondamental en prenant pour ket d’essai une superposition
de deux états déplacés et comprimés. D’autres auteurs [37] choisissent une combinaison
de méthodes perturbatives et variationnelles pour arriver 4 un fondamental approximatif
qui reste passablement prés du résultat numérique pour g < 0.7w,. Ils utilisent ensuite
cette méthode pour estimer {(ata) dans I’état de plus basse énergie. En appliquant un
opératéur déplacement [27, 38| ainsi que la théorie de perturbation de Van Vleck [29],
Hausinger et Grifoni [25] obtiennent une expression pour tous les états propres de Hp
pour g arbitrairement grand, mais valide seulement dans la limite w, < w,. Enfin, Zueco
et. al [39] lévent également la contrainte g << w, + w, dans le cadre d’un régime dispersif
généralisé, donc pour g < w, — wy.

1.2.5 Les approximations adiabatiques

Pour décrire sommairement les phénoménes qui apparaissent lorsque g devient de
'ordre de w, et w,, nous allons favoriser ici deux approches adiabatiques [40, 41, 42, 43],
qui permettent d’explorer les deux régimes extrémes w, < w, et w, <« w,. Certaines
approches mentionnées ci-dessus sont plus précises, mais les méthodes adiabatiques sont
utiles pour développer une intuition physique. La discussion est similaire dans son contenu
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FIGURE 1.5 — Deux approches adiabatiques pour la diagonalisation de ’hamiltonien de
Rabi. Dans les deux figures, g = 0. Pour g ~ w;,, w,, I’'oscillateur rapide favorise la formation
d’états chats de Schrédinger alors que 1'atome rapide favorise la compression.

a celle donnée dans la référence [40].

L’essence de ’approximation adiabatique est de supposer qu’un systéme a une fré-
quence caractéristique beaucoup plus rapide qu'un autre. Cela signifie que la dynamique
du systéme rapide peut toujours s’ajuster a celle du systéme lent. Autrement dit, du
point de vue du systéme rapide, le systéme lent a un état toujours bien défini, ce qui
permet d’éliminer certains degrés de liberté dans P’hamiltonien total.

La figure 1.5 illustre les niveaux d’énergie du systéme atome-champ dans deux régimes
extrémes pour g = 0 : l'oscillateur rapide et ’atome rapide. La question est de savoir
comment ces niveaux se couplent lorsque g > 0 et quelles sonf les propriétés générales des
états correspondants. Nous verrons que le régime de l'oscillateur rapide favorise des états
non classiques nommés chats de Schrédinger, alors que I’atome rapide est favorable aux
états comprimés. Pour bien comprendre la suite, nous allons commencer par introduire

ces états non classiques.

1.2.6 Les états non classiques

Les états non classiques mentionnés a la section 1.2.5 se comprennent par comparaison
avec un état cohérent ou semi-classique [27, 3§]

la) = D()|0), (1.26)
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FIGURE 1.6 — Représentation d’états classiques et non classiques dans I’espace des phases.
a) Déplacer le vide par un nombre complexe « crée un état cohérent ou semi-classique.
b) L’opérateur compression diminue ’incertitude dans une quadrature au prix d’un gain
d’incertitude dans l'autre. Un tel état est dit comprimé. ¢) Fonction @ d’un état chat.
d) Fonction de Wigner d’'un état chat. Les franges négatives proviennent du caractére
quantique de la superposition. Voir les références [27, 38] pour une description détaillée
des distributions quasi-classiques.

ou D(a) = exp (aa' - a*a) est I'opérateur déplacement. Cet opérateur déplace les états
cohérents dans I’espace des phases, tel qu’illustré a la figure 1.6. Cette action se décrit
mathématiquement par D(a’)|a) = Ja + a'). L’état cohérent |a) est donc le vide déplacé.
Une propriété importante de cet état est que sa variance selon les quadratures X et P est
égale tout en ayant le produit minimal permis par la relation d’incertitude de Heisenberg

AXAP = %, (1.27)

ou X = (a+a')/2=Re(a) et P=(a-al)/2 =Im(a).

On définit un état comprimé comme un état pour lequel AX <1/4o0u AP < 1/4. L’état
comprimé est dit idéal si en plus AXAP = 1/4. Ces états sont utiles en métrologie [44,
45, 46], car si une quadrature en particulier est d’intérét, on peut diminuer grandement
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I'incertitude sur cette derniére au prix d’une erreur plus grande dans 'autre axe.
Un état comprimé est obtenu mathématiquement en appliquant ’opérateur unitaire
‘ 1 * 2 1 12
S(€) = exp 55 a’ + Efa (1.28)

sur un état cohérent |a), tel qu'illustré a la figure 1.6b). Physiquement, ce résultat est
obtenu en diagonalisant ’hamiltonien d’un oscillateur paramétrique dégénéré

Hopp = wyata + ea? + €*at?, (1.29)

ou ¢ = |ele*. En effet, si on prend £ = re~*, avec

T= %arctanh (—il)—i—l), (1.30)
on obtient, & une constante prés [47]
S'(€)HoppS(€) = Jw? - 4lePata. (1.31)

L'opérateur de compression raméne donc ’hamiltonien de l'oscillateur paramétrique a
celui d’'un oscillateur harmonique. Cela permet de déduire que I’état fondamental de
'oscillateur paramétrique est le vide comprimé, soit S(£)|0). Par inspection de I’équa-
tion (1.29), on conclut également que la compression est obtenue en ajoutant un terme en
kX2 a I’hamiltonien d’un oscillateur harmonique Hoy, ol k est une constante arbitraire.
Dans la base des états propres de Hoy, les kets propres de Hoy + kX2 sont des états de
Fock comprimés.

Un autre état non classique pertinent est I’état chat de Schrédinger

%[ (69)a) + | - a)), (1.32)

ou N est une constante de normalisation. Tel qu’illustré a la figure 1.6, il s’agit d’une
superposition de deux états quasi-classiques. En ce sens, il s’agit d’'une superposition
quantique d’états macroscopiques, d’oli le nom de chat tiré du célébrissime paradoxe.

On distingue deux exemples importants de chats. Il s’agit des chats pair |P,) et impair



§1.2. L’approximation séculaire et le couplage ultra-fort 21

|P.) [48, 49]

P,) = J;v:uam-a» (1.33)

ou N, = 2(1  exp[-2|a/?]). On comprend rapidement le nom donné a ces états en déve-
loppant les états cohérents en série

|P,) = 2N, e7lol*/2 Z \/(Q—n)_' (1.34)
|P_) = 2N_elel*/2 Z ot |2n + 1). (1.35)

=0y/(2n +1)!

Le chat pair est une superposition d’états de Fock contenant un nombre pair de photons,
alors que le chat impair contient seulement des états de Fock impairs.

Tout comme les états comprimés, les états chats sont cruciaux pour le traitement
quantique de 'information avec des variables continues [50, 48]. Cette branche de 'infor-
mation quantique s’est développée quand Knill, Laflamme et Milburn ont découvert que
le calcul quantique peut étre réalisé avec seulement les outils de 'optique linéaire [51],
a condition de disposer d’états non classiques comme des états de Fock et de pouvoir
mesurer 1’opérateur nombre. Il s’avére que les états comprimeés et les états chats [52] per-
mettent de réduire le nombre de port&s logiques nécessaires aux opérations par rapport
a cette proposition originale [51]. Le Saint-Graal de cette discipline est donc de trouver
comment produire efficacement ces configurations exotiques de la lumiére.

Les prochaines sections expliquent comment ces états non classiques apparaissent
naturellement dans ’état fondamental de ’hamiltonien de Rabi.

1.2.7 Le régime de ’atome rapide

Dans le régime, de ’atome rapide, w, > w,. On écrit d’abord ’hamiltonien de Rabi
en utilisant les opérateurs X et P.et en faisant une rotation de 90 degrés autour de 'axe
des y des opérateurs de Pauli de I’atome

P2 1 w '
Hg = ot -Z-mwaz—?aa,+gon, (1.36)
avec m une masse effective pour 1'oscillateur. Pour représenter le fait que, dans I’approxi-

mation adiabatique, l'oscillateur a toujours un état bien défini, on remplace I'opérateur
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X par une variable classique z. L’hamiltonien de ’atome et de I'interaction atome-champ
est alors
Hoor = '%Uz + 910, (137)

ce qui, une fois diagonalisé, donne les états et énergies propres [40]

Eoslz = i%\/wz +4g%1? (1.38)

[+2) = sin| 1) - cos¢| I) (1.39)
|-z) = cos | 1) +sinep| |) ~(1.40)
w,
tan2yp = ——. 1.41
an2p =g (1.41)
Cela permet de définir un potentiel effectif pour I'oscillateur qui dépend de I’état de
I’'atome ) )
Ve (z) = Emwfxz + -2-\/w§ +4g212. (1.42)
Dans la limite ou 2¢g|z| < w,, on peut écrire [40]
1 1 2x2
Ve () = Emwfﬁ + 5Wa (1 + 2gw:;’ ) . (1.43)

I1 s’agit donc du potentiel d’un oscillateur harmonique avec en plus un terme en X?2.
Selon la discussion de la section 1.2.6, I’état fondamental doit donc étre comprimé. Cette
compression est d’autant plus forte que le rapport g/w, est grand. Cependant, cette
approximation se brise pour des rapports g/w, trop élevés, de sorte qu’alors des phéno-
ménes apparaissent qui ne sont pas simplement pris en compte par une compression. Des
exemples de résultats dans ’espace des phases sont donnés a la figure 1.7.

Noter que ce résultat peut étre prédit plus grossiérement a 1’aide de la transforma-
tion de I'équation (1.9). En effet, si on remplace £o, - 3£ et 0, — 1, il s’agit d’un
opérateur de déplacement et de compression. Puisque, dans le régime Bloch-Siegert,
€ = ¢2/[ 2w, (wr +w,)], on s’attend & voir une compression dans 1’état fondamental qui est
surtout importante dans le régime w, > w;,, c’est-i-dire le régime de I'atome rapide.

1.2.8 Le régime de oscillateur rapide

On donne ici un apercu de la méthode adiabatique trés précise élaborée par Irish et
al [42] pour diagonaliser ’hamiltonien de Rabi dans le régime de I'oscillateur rapide, soit
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FIGURE 1.7 — Compression de ’état fondamental dans la limite de I’atome rapide. Dans
les deux cas, w, = 11 GHz et w, = 1 GHZ. La fonction @ du résonateur est tracée et
obtenue par diagonalisation numérique. a) g = 1.5 GHz. b) g = 2.25 GHz. La compression
n’est clairement pas suffisante pour décrire I’état du résonateur. Par ailleurs, méme si
I’état ressemble & un chat, il est plus complexe, car dans ce régime, I'intrication entre
'atome et I'oscillateur est trés importante [40].

wy > w,. Aprés une rotation appropriée des matrices de Pauli, ’hamiltonien de Rabi
s’écrit

1
Hg=wrala+ 5Wa0z ¥ gla+at)o,. (1.44)

Dans le régime de 'oscillateur rapide, I’atome est toujours dans un état bien défini. On
remplace donc o, - +1. Si on se concentre sur la partie de I’hamiltonien qui implique
seulement les opérateurs de 1’oscillateur, on obtient

Hp ~w,ala + g(a+al), (1.45)

ce qui peut étre réécrit
Ho = w.D(%a)a'aD'(7a), (1.46)

ol a = g/w,. Les états propres de cet hamiltonien sont donc des états de Fock déplacés
|n.) = D(Fa)|n). (1.47)

Le signe du déplacement dépend de I’état du qubit. Si a > 0, ces états déplacés forment
une base quasi-orthogonale sur laquelle on peut réécrire ’hamiltonien de Rabi, sachant
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que
(milni) = Omn (148)

| e (-2a)mn/nlm! L7 [(22)?], m2n
fm-in.) = { e-22% (2a)n-m™\/m!/n! Lr-m[(22)?], m<n, (1.49)

ou les Lf sont des polyndmes de Laguerre associés. Une approximation supplémentaire
est ensuite faite : celle de négliger les termes qui ne sont pas diagonaux par blocs dans
I’hamilonien de Rabi exprimé dans la base déplacée. Les états propres obtenus sont alors

1
Vi) = 7 ([+,n.) £ |-,n)), (1.50)
avec les énergies propres correspondantes
E, n = nw, 2wa{n_|n,). (1.51)

En particulier, les deux états de plus basse énergie forment un doublet qui, dans la base
originale de I’équation (1.7), s’écrit

1.0)= 5 {411 @ (0 £]- a)) 1 1) © (ja) | - a))}. (152)

I1 s’agit donc d’états intriqués entre ’atome et 1’oscillateur. Plus prééisément, Poscilla-
teur est dans un état chat dont la parité (voir la section 1.2.6 ou la référence [48]) est
déterminée par 1’état du qubit. Tel qu’attendu, dans 1’état fondamental, le nombre total
d’excitations est bien toujours pair. Par ailleurs, le premier état excité a un nombre impair
d’excitations. Enfin, la séparation en énergie du doublet est E, g - E_¢ = wee 29/w7 | de
sorte que le fondamental devient de plus en plus prés d’étre dégénéré lorsque g augmente.

Contrairement au cas de I’atome rapide, ici I’approximation adiabatique s’améliore
lorsque g augmente. Pour des rapports g/w, > 1, la différence entre les niveaux d’énergie
approchés et le résultat numérique devient trés faible [42], sauf lorsque w, > w;.

Advenant la conception en laboratoire d’'un systéme physique adéquat, le couplage
ultra-fort permettrait donc naturellement I’observation d’états non-classiques. Loin d’étre
difficile & produire, comme c’est la norme en optique quantique, ces états apparaitraient

comme |’état fondamental du systéme.
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FIGURE 1.8 — Un atome dans une cavité Fabry-Pérot.

1.3 La réalisation du couplage ultra-fort

La section précédente donne un apercu des états exotiques qui pourraient étre générés
par le couplage ultra-fort. Ici, on mentionne d’abord 'impossibilité de ce régime en EDQ-
cavité, puis on explique sommairement comment le couplage peut atteindre une fraction

importante de w, en EDQ-circuit.

1.3.1 Le role de la constante de structure fine en EDQ-cavité

Soit un atome monoélectronique 4 deux niveaux dans une cavité Fabry-Pérot de
volume V = hl?, tel qu'illustré a la figure 1.8. Dans cette situation, avec w, ~ w,, le

couplage relatif de I’atome au premier mode du champ électromagnétique est [53]
ERN- (1.53)

ol  est la constante de structure fine, n est le nombre quantique principal de I’atome et
ou 'on a défini le volume modal relatif

(1.54)

Evidemment, A représente ici la longueur d’onde des photons. Le couplage relatif est
optimal pour n = 1 avec V le plus petit possible. Or, la longueur d’onde émise par I’atome
doit étre de I’ordre de grandeur du rayon de ’orbite électronique. Puisqu’il est impossible
de fabriquer une cavité plus petite que I’atome lui méme, on a au minimum V ~ 1. Méme
dans cette situation absurde, on a g/w, ~ a3/2. Puisqu’il s’agit d’'une puissance positive
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de la constante de structure fine, elle méme un trés petit nombre ~ 1/137, g ne peut en
aucun cas étre de l'ordré de w,. Il y a donc une contrainte fondamentale qui empéche la
réalisation du couplage ultra-fort avec un seul atome en EDQ-cavité.

1.3.2 La réalisation du couplage ultra-fort en EDQ-circuit

Tel qu’expliqué a 'annexe B, en EDQ-circuit, on couple un atome artificiel & un réso-
nateur coplanaire. Pour la simplicité, on représente ici ’atome artificiel par une jonction
Josephson en paralléle avec une capacité, ce qui est valide pour un qubit de charge [54].
Comme le montre la figure 1.9, il est possible de coupler ’atome au résonateur de maniére
soit capacitive, soit inductive. Le cas capacitif correspond a la figure 1.2d) ; le qubit est
connecté i la masse, ol le courant est nul, a travers une capacité. Dans cette situation,
ce sont les fluctuations du point zéro du voltage qui sont responsables de l'interaction
atome-champ. La valeur relative de ce couplage est alors [53]

1/4 C :
9oy [ 2 (“—2&) Zo o aih, (1.55)
Wy 2n3 EC Zvide Cg + CJ
ou E; est I’énergie Josephson de la jonction, Ec = (2e)?/2C; est 1'énergie capacitive

du qubit, Zs = \/L/C est 'impédance de la ligne & transmission et Z,q4 = 377 2. En
général! | Zy/Z,4e < 1. Puisque la puissance de a est positive, le couplage relatif est

ici relativement faible, méme si ’amélioration par rapport au cas de 'EDQ-cavité est
considérable [31, 3].

La deuxiéme technique de couplage, illustrée a la figure 1.9b), correspond & brancher
le qubit sur le conducteur central du guide d’onde. L’interaction atome-champ provient
alors des fluctuations du point zéro du courant et sa grandeur relative est [53]

1 (Ec\'* [z,
LRy (_C) Luide 172 (1.57)
Wy 87 \2F J Zo
Puisque, dans I’expression ci-dessus, a est élevé & une puissance négative, le couplage
1. En effet, Zyige o< \/t10/€0 €t Zp o< \/p,pofer€o, d’ont

Zo Hr
— —_. ' 1.56
Zyvide * €r ( )

Comme les guides d’onde sont faits de matériaux métalliques non magnétiques, en général u, = 1 et
€y ~ 10, d’ou ZO/Zvide <1.
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FIGURE 1.9 - Couplages a) capacitif et b) inductif.

relatif peut atteindre ici des valeurs beaucoup plus grandes que par couplage capacitif.
En prenant les paramétres réalistes Zp = 50 2 et E¢/2E; = 100, on obtient g/w, ~ 20.
Le couplage ultra-fort semble donc réalisable en EDQ-circuit. Cependant, un calcul plus
rigoureux [55] permet de montrer que dans cette configuration, le rapport g/w, est quant
a lui limité & environ 20%. Cette limitation provient du fait que I’élément de circuit qui
est responsable du couplage lumiére-matiére, ici la jonction Josephson, détermine aussi
la fréquence de P’'atome artificiel. Par ailleurs, la condition E¢ > 2E;, nécessaire ici pour
un fort couplage, n’est pas désirable en pratique, car elle maximise la sensibilité au bruit
de charge qui détruit les superpositions d’états quantiques. Ainsi, méme si de trés forts
couplages brisant ’approximation séculaire seraient réalisables avec cette méthode, il est
impossible de I’exploiter pour obtenir des valeurs de g 4 la fois du méme ordre de grandeur
que wy et w,.

Une fagon d’augmenter le couplage sans é&tre limité ni par w, ni par o est de maximiser
le courant du point zéro qui circule & travers le qubit. Dans la référence [20], Jérome
Bourassa et al proposent d’augmenter cette quantité en insérant une jonction Josephson
dans le résonateur. Le courant & I’emplacement z; de la jonction Josephson est

1 d®(z)
Lo(x) dx 21’

I((El) =- (158)

ot Lo(x) est I'inductance par unité de longueur et ®(z) = f_tw dt'V(z,t"), avec V(z,t)
le potentiel électrique au point z au temps ¢. Le couplage augmente dont avec la pente
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FIGURE 1.10 — Proposition pour la réalisation du couplage ultra-fort en EDQ-circuit.
Figures tirées de la référence [20]. a) Un qubit de flux [19] est branché sur une non-
linéarité introduite au centre du résonateur. b) Amplitude (normalisée & un) du flux
dans le premier mode d’une ligne & transmission en niobium (ligne pointillée noire) ou en
aluminium (ligne pleine bleue) intersectée par une jonction Josephson. En encadré figure
une vue agrandie du mode & proximité de la jonction. La variation abrupte de ce mode
rend le couplage atome-champ significativement plus grand.

de ®(z) en z;. Comme le montre la figure 1.10, la présence de la jonction Josephson
rend cette pente dramatiquement plus abrupte. Les couplages obtenus peuvent alors
étre en principe de 'ordre de plusieurs dizaines de % de w,. Cette idée est appliquée
expérimentalement dans la référence [5], ot un couplage relatif de lordre de 12 % est
obtenu. Le principal défaut de cette méthode est qu’a ces valeurs de g, le qubit se couple
a plusieurs modes du résonateur. Le traitement théorique est alors plus complexe et
d’éventuelles opérations cohérentes sur le systéme en seraient rendues plus difficiles. Pour
éviter ce probléme, il est possible d’employer un résonateur LC monomode i la place du
résonateur coplanaire. Par couplage inductif & un qubit de flux, le décalage de Bloch-
Siegert a été observé avec ce type de dispositif [4]. Enfin, une amélioration peut étre
apportée a cette technique en remplacant la jonction Josephson par un SQUID. Un tel
dispositif, composé de deux jonctions, agit exactement comme une jonction Josephson
dont I’énergie est contrdlée par un flux externe. Avec un tel circuit, le couplage atome-
champ deviendrait modulable [24].

Le couplage ultra-fort fait donc maintenant partie de la boite a outils de 'EDQ-
circuit. La question est alors la suivante : comment exploiter au mieux cette nouvelle
technologie et que peut-elle nous apprendre de fondamental sur la physique ?
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1.4 Quelques apphcatlons posmbles du couplage ultra-
fort en EDQ-Clrcult

L’idée d’application la plus immédiate pour le couplage ultra-fort vient en constatant
les propriétés décidément non classiques du fondamental de ’hamiltonien de Rabi. Par
exemple, tel que suggéré a la section 1.2.8, ce fondamental est un état chat enchevétré avec
Patome dans la limite ol w, > w,. Plus généralement, tel que démontré a I'annexe A,
pour un atome couplé & N modes du champ électromagnétique, ce qui correspond a
I’hamiltonien . '

N
HY - 70 +3 [wﬁa}aj +g5(a;+al)(o- +a.)], (1.59)
51

I’état fondamental est approximativement

o) =35 [IT( Filag) =T | = ag)) = [4) (T slas) + LY | = o)) ], (1.60)

ouq; = g, /wl Dans I’expression ci-dessus, w?, g; et a; sont respectivement la fréquence, le
couplage a ’atome et 'opérateur d’annihilation du mode j. Les états des modes électro-
magnétiques forment donc des chats enchevétrés avec ’atome. Comme il s’agit de I’état
fondamental du systéme, un tel chat est robuste face a la relaxation et a la décohérence,
contrairement au cas habituel oi le chat est formé d’une superposition d’états de Fock
excités [10, 56]. Cependant, justement parce qu'il s’agit de ’état fondamental, I’étude
expérimentale de ce dernier devient trés difficile, puisque les photons qu’il contient sont
virtuels. Ils restent donc en quelque sorte attachés au circuit et il ne faut pas s’attendre
& avoir émission de photons dans de tels états du résonateur. Pour pouvoir manipuler
et observer cet état, il faut ramener les couplages 4 0 de maniére non adiabatique par
rapport a g. Alors, le systéme est décrit par ’état |¥_ o) dans la base nue, ce qui permet
de faire une mesure sur le qubit ou les résonateurs. Dans une série d’expériences, le qubit
pourrait étre mesuré dispersivement [57, 58] ou par bifurcation [59, 60, 18], alors qu’une
tomographie des résonateurs pourrait étre réalisée [56]. Une telle expérience montrerait
que des chats enchevétrés pairs ou impairs sont créés dans les modes du champ élec-
tromagnétique de maniére corrélée a I’état du qubit. Si le qubit est | 1), les chats sont
impairs. S’il est | |), ils sont pairs. Quoique simple en principe, une telle technique serait
extrémement ardue en pratique, car elle nécessiterait de passer de ¢ ~ 10 GHz 4 g = 0
en un temps beaucoup plus court que 1/gmey, OU gmoy €st la valeur moyenne de g durant
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I’'opération. Cela signifie un temps d’opération inférieur 4 la nanoseconde. Non seulement
ce temps d’opération trés court est-il en soi un trés grand défi expérimental, il faudrait
également choisir trés précautionneusement la forme de I’impulsion dans le couplage pour
éviter d’exciter le systéme en générant des fréquences trop élevées. Cependant, dans la
référence [24], les auteurs font une proposition qui selon eux permettrait d’atteindre une
telle rapidité~ d’exécution.

En augmentant le couplage jusqu’a ce qu’il devienne la fréquence dominante, ou en
ajbutant des atomes artificiels dans le circuit, on finit par atteindre un régime qui rappelle
celui des systémes de la matiére condensée. Jonas Larson propose d’utiliser le systéme
qubit-résonateur en couplage ultra-fort pour obtenir, dans différents jeux de paramétres,
divers hamiltoniens tels que les modéles Jahn-Teller 8 x E et € x E, le modéle Renner-
Teller, ainsi que des potentiels de jauge abéliens et non-abéliens, ou méme Veffet Hall
anormal [61, 62, 63, 43]. Dans cette optique, une des prédictions les plus surprenantes
est celle par Nataf et Ciuti [64] d’une transition de phase quantique superradiante rap-
pelant celle obtenue avec I’hamiltonien de Dicke {65, 66]. Pour obtenir ce résultat, les
auteurs font un traitement théorique de N atomes artificiels de fréquence identique w,
interagissant avec K modes. L’architecture choisie pour les atomes est celle du fluxo-
nium [67, 68, 69, 70] pour éviter le bruit de charge. L’interaction avec les résonateurs
est inductive, de maniére & maximiser sa valeur jusqu’a atteindre le régime du couplage
dominant : g/w, > 1. En supposant N > 1, un hamiltonien effectif est obtenu dans la
base des opérateurs bosoniques collectifs by = 2.;?:1 (-1)io? /Vk, oit V'indice j numérote les
atomes artificiels. Cet hamiltonien manifeste une transition de phase quantique lorsque
le couplage gy atteint un point critique gt = \/wf—w; /2. Aprés cette transition, le spectre
révéle une excitation bosonique collective sans gap : le fondamental devient un doublet
quasi-dégénéré dont ’espacement § en énergie décroit comme w, exp (-—2N g2/ (wk )2) Ce
comportement est typique de la transition superradiante des hamiltoniens de Dicke. Ce-
pendant, ces hamiltoniens sont obtenus en négligeant un terme en A? dans Pinteraction
lumiére-matiére, ot A est le potentiel vecteur [71, 72, 73]. L’apparition de la transition
superradiante ne survient habituellement que sous cette approximation. Le grand mérite
du traitement de Nataf et Ciuti est qu’il inclut ’équivalent du terme en A2 et que ce
dernier participe a la transition de phase. Le couplage ultra-fort promet donc d’étre un
outil intéressant pour étudier les transitions de phase quantique dans les systémes de la
matiére condensée.

Accessoirement, le mode collectif introduit par Nataf et Ciuti pourrait aussi trouver



§1.4. Quelques applications possibles du couplage ultra-fort en EDQ-circuit 31

une application intéressante du point de vue du traitement quantique de I'information.
En effet, pour N atomes artificiels couplés & un mode du champ électromagnétique, le
doublet quasi-dégénéré de plus basse énergie dans le régime du couplage dominant est,

approximativement
1 .
192} = 5 (w1 1+); 7~ an)IL -);), (1.61)

ot ay = VNg/w, et |£) = (| ) £] {))/v2. Nous verrons a la section 2.4 que les sources
intrinséques de décohérence en EDQ-circuit peuvent étre modélisées par des fluctua-
tions aléatoires dans la fréquence du qubit et donc par des hamiltoniens de la forme
f;(t)al, ou f;(t) est une fonction aléatoire du temps. Selon la régle d’or de Fermi, de
telles fluctuations induisent des transitions entre des états propres [i) et |f) & un taux
proportionnel & |(iJo,|f)|? ainsi que de la décohérence & un taux relié aux éléments de
matrice diagonaux de o, dans la base diagonale du systéme. Comme les deux états du
doublet donné a ’équation (1.61) ont des parités différentes, (¥,|0Z|¥;) = 0. Par ailleurs,
(V.]oi|¥.) = 2exp(-2a%), de sorte que pour ay > 1, le doublet est insensible au bruit
en o, dans les qubits. Ainsi, pour un systéme pour lequel cette source de bruit domine,
ce qui est le cas du fluxonium, travailler dans cette base pourrait augmenter dramatique-
ment le temps de cohérence. Le défi est de choisir un ensemble de paramétres qui permet
d’atteindre ce régime tout en gardant ’espacement é >> kgT'. Ce travail est fait par Nataf
et Ciuti dans la référence [74].

La discussion faite ci-dessus permet d’entrevoir quelques applications possibles au
couplage ultra-fort. Cependant, pour passer a4 des prédictions quantitatives sur des ré-
sultats expérimentaux, une bonne compréhension de la dissipation dans ce régime est
nécessaire. Les prochains chapitres s’attardent d’abord sur le sujet du comportement du
qubit et du résonateur séparés en présence de leur environnement respectif, puis sur celui

de l'interaction de la molécule lumiére-matiére avec son milieu extérieur.
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Chapitre 2

Relaxation et déphasage pour un

atome et un résonateur découplés

Le premier postulat de la mécanique quantique stipule qu’a un instant ¢, toute I'in-
formation accessible sur un systéme physique est contenue dans un ket |(¢)). Cette
affirmation n’est valide que si le systéme d’intérét est isolé; si ce dernier est en inter-
action avec un milieu extérieur, il faut en principe connaitre le vecteur d’état |(t)) du
systéme et-de ’environnement couplés. Une telle description devient vite intraitable, de
sorte qu’un arsenal de méthodes théoriques a été développé pour décrire le comportement
du systéme seul, connaissant les paramétres de son couplage au milieu externe. Dans ce
chapitre, on évacue temporairement tout couplage entre atome et champ pour expliquer
comment, dans le cadre du modéle de Caldeira-Leggett, on peut obtenir une dynamique
irréversible emblématique des systémes quantiques ouverts en traitant ’environnement
comme un bain infini d’oscillateurs harmohiques. On trouve ensuite 1’équation d’évolu-
tion, dite équation maitresse, d’un oscillateur interagissant avec un tel environnement.
Pour des raisons de généralité, on inclut une non linéarité dans ’hamiltonien de I'oscil-
lateur, ce qui permet d’explorer deux régimes : celui de I'oscillateur harmonique, pour
lequel on obtient 1’équation maitresse de 1'optique quantique, ainsi que celui de l'oscil-
lateur fortement anharmonique, pour lequel toutes les transitions se produisent & des
fréquences distinctes, de maniére incohérente. Enfin, on décrit comment un atome & deux
niveaux s’amortit et comment les superpositions quantiques s’estompent en présence d’un

environnement.

33
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2.1 Le modéle de Caldeira-Leggett

Connaissant ’hamiltonien H d’un systéme quantique, I’évolution temporelle de son
état |1p(t)) est obtenue en résolvant ’équation de Schrédinger

H(OR(0)) = o). (21)

De maniére tout a fait générale, on peut écrire la solution de cette équation différentielle

comme

[ (2)) = U(t, to)lp(to)), (2.2)

ou U(t,to) = T exp[-i ft(t) dt' H(t')] est 'opérateur unitaire d’évolution du systéme et T’
est 'opérateur de produit chronologique, tel que

T H(t)H(tz)... H(tn) = H(E)H(LY)...H(2.). (2.3)

Dans le membre de gauche, les hamiltoniens sont évalués & des temps quelconques alors
que, dans le membre de droite, ils sont placés selon la permutation telle que t] > ¢} > ¢} >
-3 A

L’opérateur d’évolution étant unitaire, il admet un inverse U-1(t,¢p) = Ut(¢,%9). Au-
trement dit, si ’hamiltonien du systéme est connu, sachant ’état du systéme au temps
t, il est toujours possible de reconstruire son état en tout temps antérieur ¢y en appli-
quant Ut(¢,tp). En ce sens, I’équation de Schrodinger est dite réversible, tout comme la

mécanique classique de Newton.

Dans la plilpart des systémes réels, cependant, on observe une dynamique irréversible.
Par exemple, prenons un atome & deux niveaux dans le vide et initialement dans ’état
| 1). Son hamiltonien, comme celui de I’atome d’hydrogéne, est indépendant du temps.
Pourtant, I’observation montre qu’un tel atome tombe spontanément dans son état fon-
damental | |} aprés un certain temps caractéristique 7. Connaitre I’état de ’atome & un
temps £ > T ne renseigne alors en rien sur son état initial : il aurait tout aussi bien pu étre
au départ dans 1'état | |). Ce phénoméne est donc en totale contradiction avec I’équation
de Schriodinger. Comment donc peut-on concilier cette observation avec la théorie ?

Le probléme vient du fait que ’atome n’est jamais un systéme isolé, puisqu’il inter-
agit en tout temps avec le champ électromagnétique qui ’environne. Cet environnement

électromagnétique se décrit comme un ensemble infini d’oscillateurs harmoniques, ce qui
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FIGURE 2.1 — Modéle de Caldeira-Leggett.

s’exprime mathématiquement par I’équation (1.6), & la condition de prendre la limite
continue pour le vecteur d’onde k. L’atome peut alors émettre son excitation sous la
forme d’un photon qui se propage dans ce bain, de sorte qu’un observateur qui mesure
Pétat du systéme & deux niveaux sans compter les photons dans le champ électromagné-

tique croit a tort observer une dynamique irréversible.

Cette description peut se généraliser a tout systéme quantique en interaction avec le
champ électromagnétique et prend alors le nom de modéle de Caldeira-Leggett [75]. En
particulier, ce modéle décrit bien la situation standard en EDQ-cavité et en EDQ-circuit,
ol atome et résonateur sont en interaction avec leur environnement. La figure 2.1 illustre
la situation d’un circuit supraconducteur, ici décrit par un oscillateur LC, en interaction
avec un milieu externe constitué d’une infinité d’autres résonateurs LC, dont les induc-
tances et les capacités sont notées respectivement L, et C,. Si on note ’hamiltonien du
systéme d’intérét Hg ainsi que les opérateurs charge et flux Q,, et ¢,, = f_too dt' Vo, (t'),
I’hamiltonien total H du systéme et de I’environnement se réduit a

2 _ 2
H = Hg + ;{2%; + (“"; Lm¢) } , (2.4)
) 2 2 2
(m2o) Slae ) -ox g 29
= Hé + HB + HSB- (26)

On a défini ci-dessus ’hamiltonien du systéme ayant subi un décalage de Lamb dt & son
milieu ‘
Hi=Hs+ Y 2 @2.7)

$THUST Liop - ‘

m
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Par ailleurs, tel qu’expliqué a I’annexe B, un résonateur LC correspond a un oscillateur
harmonique quantique. L’hamiltonien de chaque mode du bain s’exprime donc sous la
forme diagonale
' Hg = Z Uy b1 by, (2.8)
m

ol Vp,, b, et b, sont la fréquence de résonance et les opérateurs d’échelle du mode m de

I'environnement. Enfin, I’interaction systéme-bain est
Pm
Hgp =-¢ Z I (2.9)
m m

Si le systéme est un oscillateur harmonique, le flux ¢ correspondant se quantifie a I’aide
de I’équation (B.2), ce qui donne ’hamiltonien d’interaction

Hsp =Y am(a+at) (bm +b},), (2.10)

avec 0y, = —\/Z9Zm/2, Zo = \/-ITC'_ et Z,, = \/m Cet hamiltonien permet au systéme
d’échanger des quanta avec son environnement. Dans la limite ot ce dernier comprend
un nombre infini d’oscillateurs harmoniques, un quantum reldché dans le bain ne revient
jamais dans le systéme qui affiche alors une dynamique irréversible. Ce comportement
est décrit en détail dans la prochaine section.

2.2 L’oscillateur anharmonique amorti dans les limites

de Redfield et de 'optique quantique

Le modéle de Caldeira-Leggett est appliqué ici pour obtenir I’équation du mouvement
d’un oscillateur amorti. Puisqu’un oscillateur harmonique a une structure atypique, avec
des niveaux d’énergie également espacés, ce systéme présente des ca.réctéristiques qui lui
- sont uniques. Pour inclure également des effets qui apparaissent lorsque les transitions
possibles dans le systéme n’ont pas toutes la méme fréquence, on ajoute un terme en
(ata)?, dit non linéaire, dans ’hamiltonien du systéme

Hs = w,ata + K(a'a)2 (2.11) |
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Cet hamiltonien est celui d’un oscillateur de Duffing. L’environnement est représenté par
un bain d’oscillateurs harmoniques et son hamiltonien ainsi que celui de son interaction
avec le systéme sont donnés par les équations (2.8) et (2.10). L’approche choisie ici
est proche de celle employée dans la référence [76] pour obtenir 'équation maitresse de
I’'optique quantique pour un oscillateur harmonique, mais nous allons au-dela de cette
démarche en incluant la non linéarité. Cette approche originale nous permet de distinguer
deux régimes d’amortissement selon la grandeur de K. '

Tel que le démontre la référence [76], dans Papproximation ou le couplage entre le sys-
téme et 'environnement est faible, I’évolution du systéme d’intérét est donnée par ’équa-
tion maitresse de Born, qui s’exprime dans la représentation d’interaction par rapport a
Hy = Hg + Hp. En passant dans cette représentation, on obtient, puisque [Hs, Hg] = 0,

HéB (t) = eiHotHSBe—iHot = Z ameiHstXe"iysteiHB‘(bm + bzn)e_iHBt, (212)
m ,

ou l'on a défini X = a + a'. Nous allons donc commencer par obtenir les opérateurs X,

b, et bl, dans ce référentiel.

Pour simplifier le calcul de e*fstXe iHst on écrit I’hamiltonien libre Hg comme sa
décomposition spectrale

Hs = 3" Ejli)il, (2.13)

ou les E; et les |j) sont respectivement les énergies et les vecteurs propres de Hs. Dans
cette situation, on obtient 'identité suivante, valide pour tout hamiltonien diagonal?

ot = BNl (214

1. La preuve se fait en introduisant la relation de fermeture des deux cotés de I’exponentielle

etfist = g |k){k|exp (z Z Ejlj)(jlt) [2)¢Y
J
=Y 6k, B k(1]
e I

= T Bl
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Avec cette formule, on obtient

X'(t) = etlst X emHHst = 3" XIk|j)(kleto+, (2.15)
ik '

ou Aji = E; - Ey et X% = (j|X|k) est ’élément de matrice qui représente le recouvrement
des états j et k.dd & I'interaction avec ’environnement. De maniére analogue & la régle d’or
de Fermi, cet élément de matrice intervient dans le calcul de la probabilité de transition
entre les états j et k et peut dépendre de maniére complexe des paramétres du systéme,
comme on le verra & la section 3.2.1. Ici, cependant, les états propres de I’hamiltonien
sont simplement les états de Fock |n}, tels que Hg|n) = n{w, + nK)|n). On déduit que

X7* = (IX|k) = V& 8 k-1 + VE + 18 .1, (2.16)

et donc que seules les transitions de la forme |n) < |[n+1) sont permises par I’hamiltonien
d’interaction (2.12) dans le cas de l'oscillateur de Duffing. Il s’agit d’un premier exemple
de régle de sélection. Dans ces conditions, X s’écrit, dans la représentation d’interaction

X1(t) =Y X3 15)(j + 1|e™4s* + c.h, (2.17)
j

ou l'on a E, = n(w, + nK) et donc A; = Ej;; - Ej = w, + (2§ + 1)K. Evidemment,
X3#i*1 = \/7+1, mais la notation est choisie ici de maniére & rendre le réle de 1’élément
" de matrice plus transparent pour une meilleure compréhension des sections suivantes.

Sachant que eif/8th, e-iHlBt = b, e-¥mt hamiltonien d’interaction de ’équation (2.12)
s’écrit

Hg(2) = X otm (b X39415)(5 + e @smsmt 4 b8 X391} + Ufe@smm)t (2.18)
jm
+ b (XP741)7 |5 + 1) (gl Asmvmt 4 bt (X 3941)7 |5 + 1)(jlei(Af+”"‘)‘).
En supposant un hamiltonien d’interaction de la forme

Hine(t) = 3 Si(t)Bi(2), (2.19)

ce qui est le cas ici, I’équation maitresse de Born?2, qui décrit I'évolution de la matrice

2. L’équation maitresse de Born est obtenue a partir de ’équation de Schrodinger pour Hioe =
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densité pr(t) du systéme dans la représentation d’interacti;)n, s’écrit
)= 2 [ at {5005, - S,)aIS U] (BOB)
+[o(t)S;(t)Si(t) - Si(t)p()S;(t)] (Bj(t')Bs(t))}, (2.20)

tel que démontré dans la référence [76]. On définit ici

S(t) = LX) + e, (2:21)
B(t) =) tm bme ™, (2.22)
et on prend
Si(t)=S(t),  Bi(t)=B'(t), (2.23)
Sy (t) = ST(¢), Bsy(t) = B(t). . (2.24)

Si le bain contient beaucoup plus de degrés de liberté que le systéme, on peut supposer
qu’il reste toujours & I’équilibre dans un état thermique, de sorte que les corrélateurs
(Bi(t)Bt(t")) et (B(t)B(t')) sont trivialement nuls. L’équation maitresse de Born se
réduit alors a ‘

= [ at {[SOS' @) - SISO (B OBE)
+[STO)SE)p(t) - SE () ST (2)] (B(t)B"(t’))} +ch. (2.25)

Les corrélateurs restants pour un état thermique du bain sont

(BY()B(t')) = ¥ a2 Fimem (1), (2.26)

(B(t)BY(t')) = Y. a2, (1 +Tiy )& m(t), (2.27)

ol 7, est le nombre moyen d’excitations dans le mode ! du bain & la température T'.

Hg+ Hg + Hgp grace a trois approximations. Premiérement, on suppose que P'interaction entre le systéme
et le bain est allumée a ¢ = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de corrélations entre eux pour ¢ < 0. Ensuite,
on considére que le bain est tellement gros que son état reste constant. Autrement dit, il n’est jamais
affecté par 1’état du systéme. Enfin, ’'approximation la plus importante est I’approzimation de Born. 11
_s’agit de négliger les termes d’ordre supérieur a4 deux en Hgp dans I'équation du mouvement [76].
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Dans I'hypothése ot le nombre de. modes dans le bain tend vers l'infini, on fait la

conversion
3 [0 Twd),  vmov,  am-oa(V), T -T) (2.28)

ol l'on a défini la densité d’états d(v) de I’environnement. Si I’environnement est telle-
ment grand par rapport au systéme qu'’il agit comme un réservoir thermique, il ne doit
pas étre affecté par 1’état de l'oscillateur de Duffing. Cet état d’équilibre thermique se
" traduit en termes temporels par des fonctions de corrélation du bain trés courtes par
rapport a I’évolution du systéme. Autrement dit, p(¢t') varie de maniére insignifiante sur
le trés petit intervalle de temps nécessaire aux fonctions de corrélation du bain pour
s’annuler. Dans ces conditions, on peut faire I’approzimation de Markov [76], c’est-a-dire
approximer p(t') par p(t) et prendre t - oo dans la borne supérieure de I’intégrale pour
obtenir ’

at)=- [ “dr[ZlX"‘”"“l"’ m)mler(t) - zmna)]e"mm*(Bf(t)B(t-r»

- -/O-m dr [Z IX""""“I'2 Im +1){(m + 1pi(t) - > Z,’,m(t)] eA"(B(t)Bi(t - 7))
+c.h., (2.29)

ol l'on a défini 7 =t -t et

Zomn () = (X™™1)" X7 m + 1)(m|p1(2)[n)(n + 1]ei(Bn-2n)t, (2.30)
Zh () = X™m (X ) Im) (m + 1pr(t)[n + 1){nfefGn-am)t, (2.31)

L’intégration sur 7 donne alors

fo " dre-Bem(BY(8)B(t - 1)) = %H(Am)n(Am) vill, (232

fo " dr ¢mm(B(¢)BH(t - 1)) = %[1 e (Am)]K(Bm) + i(Lon + ). (2.33)
On a défini ci-dessus le taux de relaxation

Kk(w) = 2ma?(w)d(w), o (2.34)
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ainsi que les décalages de Lamb

ﬂ(”)
L. zﬂ f dv )
. ®4 n(V)'i(V)
L= [ SR (2.36)

ol P représente la partie principale de Cauchy. Les termes qui impliquent les décalages
de Lamb peuvent tous se réécrire comme —i [Hyg., p1(t)], 0

Hyge. = ZIX”‘"‘”[z[(L + L}, ) Im+ 1){m + 1| + L, |m){m]]. (2.37)

Ces termes agissent donc simplement comme un hamiltonien supplémentaire qui peut étre
inclus dans la description du systéme par des changements appropriés dans ses énergies
et états propres. On se concentre ici sur la dissipation et on laisse donc tomber ces
décalages de Lamb, ce qui permet de réécrire ’équation maitresse dans la représentation
d’interaction comme

nEm

(t) Zn(Am) {n(Am) [lX"‘ m+1| D[lm + 1){m|]es(t) + 3 Zm,,(t)] (2.38)
+[1+7(An)] [IX"‘ "‘”l D[lm Ym + ll]pl(t) Z (t)]}

n+m
oll D[O]p =1 (20p0’f -O0t0p - p@fé) est un superopérateur appelé dissipateur. Un su-
peropérateur est une transformation qui agit sur un opérateur par la gauche et par la
droite pour donner un autre opérateur.

L’équation maitresse obtenue ci-dessus peut se simplifier davantage dans les deux
situations limites illustrées a la figure 2.2. En effet, les termes en Zmn(t) et en Z!  (t)
tels que m # n oscillent & une fréquence dont la valeur absolue est A, — A,,. Il s’agit donc
de la différence de fréquence entre deux transitions dans P'oscillateur. Dans la limite ou
K >» k(Ap) ¥ m, toutes ces fréquences sont beaucoup plus grandes que x(A,,), de sorte
que ces termes se moyennent temporellement approximativement & zéro et ils peuvent étre

négligés. Cette situation est représentée a la figure 2.2a) et méne & ’équation maitresse

pl(t) = ;W(Am)rm,mﬂ D[Im + 1)(ml]pl(t)

+ 3 [1+7(Am)] Tmme1 D[Im)(m + 1] (2), (2.39)
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FIGURE 2.2 - Régimes de Refield et de ’optique quantique, correspondant respectivement
a A, - Ayl » k(Ap) et |Ap - Ayl < K(Ap) YV m,n. Les deux graphiques du haut
illustrent les niveaux d’énergie dans les deux régimes, alors que les deux graphiques du bas
schématisent la réponse du systéme & un rayonnement externe selon qu'il est initialement
dans ’état |0), |1) ou |2). a) Dans le cas d’un oscillateur trés anharmonique, les transitions
se produisent toutes i des fréquences différentes. Elles peuvent alors étre vues comme
des processus indépendants qui n’ont pas de cohérence entre eux et donc se décrivent
par ’équation de Redfield. b) Dans le cas d’un oscillateur harmonique, les transitions se
produisent toutes i la méme fréquence et sont donc corrélées. Les cohérences entre ces
transitions sont décrites correctement dans le cadre de I’équation maitresse de 1’optique

quantique.
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ol Tpyma1 = |X™™*12k (A,) est le taux de transition de |m +1) & |m) a température
nulle. Nous appellerons par la suite toute expression ayant cette forme égquation maitresse
de Redfield. Dans ce régime, les termes hors diagonaux de la matrice densité sont absents
dans la représentation d’interaction. Autrement dit, la dissipation ne présente pas de
cohérences entre les transitions qui se produisent simplement & un taux donné par la
régle d’or de Fermi. Un résultat important dans ce régime est le fait que le taux de
transition dépend de la fréquence du couplage systéme-environnement a la fréquence de
cette transition. Ainsi, si ce couplage n’est pas constant en fonction de la fréquence, les
taux de transition varient selon I’état du systéme.

Dans la limite opposée, A, - Ay, < £(Ap) ¥V m. Cela signifie que toutes les tran-
sitions se font 4 la méme fréquence. On dit alors qu’il y a dégénérescence de Liouville
entre toutes les transitions du systéme [77]. Les termes en Z,,(t) et en Z. .(t) de-
viennent donc a toutes fins pratiques indépendants du temps. En réorganisant les termes
de I’équation (2.38), on obtient

p1(t) = A(wr)k(wr)Dla']pr(t) + [1 + 7(wr)] 6(w, ) D[a]pr(2). (2.40)

Il s’agit de I’équation maitresse de l'optique quantique, valide pour un oscillateur harmo-
nique. Contrairement au cas précédent, ici les cohérences jouent un réle important dans
la dissipation qui est pris en compte par le fait que ce sont les opérateurs a et at qui appa-
raissent dans les dissipateurs. Par ailleurs, puisque toutes les transitions se produisent &
la méme fréquence, il suffit d’un seul taux de relaxation x(w,) pour décrire la relaxation.
Cette équation est couramment utilisée en EDQ-cavité et en EDQ-circuit pour décrire la
relaxation d’une cavité résonante [1, 78, 13]. Nous verrons au chapitre 3 qu’en couplant
fortement un atome au résonateur, on peut rendre cette équation maitresse inapplicable.

Autant dans le cas de 1’équation de Redfield que dans celui de I’équation de 'optique
quantique, si la température est nulle, seules les transitions vers les niveaux d’énergie
inférieurs sont permises. Cela vient simplement du fait que si le bain est dans son état
fondamental, il ne peut transférer d’énergie au systéme.

Une description intuitive de la dissipation dans le cas optique quantique est donnée
dans le mémoire de M. Boissonneault [79]. Par ailleurs, 'équation maitresse de 1’oscilla-
teur harmonique amorti est discutée en profondeur dans les références [1, 80, 76).
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2.3 La relaxation dans un systéme & deux niveaux

La détermination de ’équation maitresse pour un systéme & deux niveaux est déci-
dément le cas le plus simple, car une seule paire de transitions est possible : | 1) « | {).
En prenant pour hamiltonien du sytéme

We .

Hg =20, (2.41)

et en supposant une interaction systéme-bain de la forme
Hsp =Y om (0-+0.) (bm + bL,), (2.42)
m

qui correspond simplement & un couplage dipolaire, on obtient, en utilisant exactement
les mémes approximations que dans la section précédente, I’équation maitresse qui suit

dans la représentation d’interaction

A1(t) = Awr)v1(wa) Do ]r(2) + [1 + A(wa) ] 11 (wa)Dlo-]or(2)- (2.43)

Ici, le taux de relaxation est v, (v) = 27 |a(v)[2d(v) et est évalué A la fréquence de sépa-
' ration des deux niveaux.

2.4 Le déphasage pur dans un systéme a deux niveaux

Lorsqu'ils interagissent avec leur environnement, les systémes quantiques ne font pas
que relaxer dans leur état fondamental. Ils ont aussi tendance & perdre leur caractére
quantique : s’ils sont initialement dans une superposition d’états, I’interaction avec le bain
les fait évoluer vers un mélange statistique. Ce phénoméne porte le nom de décohérence
et est caractérisé par la disparition des termes hors-diagonaux de la matrice densité du
systéme.

Une telle évolution a nécessairement lieu lorsqu’un systéme quantique est soumis a
de la relaxation, car de tels processus finissent par annuler les cohérences dans la matrice
densité. Cependant, dans plusieurs systémes, cette description n’est pas suffisante, car
un systéme peut aussi interagir avec son environnement de maniére non radiative. Dans

cette situation, |'interaction avec le bain ne doit pas affecter les populations, mais peut
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quand méme détruire les superpositions quantiques. On parle alors de déphasage pur.

Dans un systéme a deux niveaux, une telle interaction se modélise bien par une source
de bruit classique '
Hgepn = f(t)o2, (2.44)

ou f(t) est une fonction aléatoire du temps. Avec une méthode similaire a celle employée
a I'annexe D.1, on peut démontrer que I’ajout de cet hamiltonien méne 4 une équation
maitresse de la forme [81]

pi(t) = 2D o= (o), (2.45)

dans la représentation d’interaction. On a défini ici le taux de déphasage pur v, = 254(0),
ou Sf(v) est la densité spectrale de bruit provenant de la fonction aléatoire f(t)

Syw)= [ dre ™ E[f(t)f(t+ 7)), (2.46)

avec E[-] I'espérance mathématique. Pour arriver 4 un tel résultat, il faut supposer que

S(v) est blanche autour de la fréquence pertinente, c¢’est-a-dire ici la fréquence nulle.

Ce modéle semi-classique, ol les niveaux d’énergie du qubit fluctuent aléatoirement,
permet de décrire efficacement le déphasage pur tel qu'observé expérimentalement en
EDQ-circuit [82]. Ceci porte a croire que la décohérence dans de tels systémes provient
réellement de fluctuations dans les paramétres. Dans le cas du qubit présenté 4 ’annexe B,
les paramétres qui peuvent fluctuer sont E¢ et E;, ce qui correspondrait respectivement
4 du bruit de charge et & des fluctuations de courant critique. Par ailleurs, dans certains
cas, comme lorsqu’une jonction Josephson est remplacée par un SQUID, E; dépend du
flux magnétique externe . Des fluctuations de ¢ modifient donc la fréquence du qubit,
ce qui correspond & du bruit de flux.

Le bruit de charge provient d’électrons piégés a la surface du substrat ou du film su-
praconducteur du qubit qui sautent aléatoirement d’un défaut a I’autre [83]. Ce probléme
est largement éliminé dans le cas du transmon [84, 85], un type de qubit supraconducteur
qui est insensible & cette source de bruit. Du déphasage pur peut également étre induit par
des fluctuations dans le courant critique des jonctions Josephson. Plusieurs phénoménes
peuvent provoquer ces fluctuations, comme du bruit en crénaux provenant du piégeage et
du dépiégeage d’électrons dans la barriére isolante des jonctions [86, 87, 88, 89] ou encore
des électrons subissant de I'effet tunnel entre des états de Kondo [90]. Enfin, dans le cas
de qubits de flux [19], du bruit dans le flux magnétique provenant de fluctuations dans
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les spins d’électrons non appariés & la surface du supraconducteur peut aussi provoquer
du déphasage pur [91, 92]. '

Un modéle moins bien connu qui méne aussi exactement i ’équation (2.45) se base
sur une interaction non radiative avec un bain quantique [76]. Comme dans le modéle de
Caldeira-Leggett, le bain est un ensemble d’oscillateurs harmoniques, mais le couplage

systéme-environnement est
HSB = Zajkb;'.bkcuo_. (2.47)
ik

Il s’agit donc du transfert d'un quantum d’énergie d’'un mode du bain a4 un autre &
travers une désexcitation et une excitation virtuelle du qubit. Comme I’équation mai-
tresse obtenue est exactement la méme, il n’y a pas de différence observable entre les
modéles quantique et classique dans le cas d’un qubit seul. Nous verrons cependant a
la section 3.2.2 que cette équivalence disparait pour un qubit couplé fortement a un

résonateur.

2.5 Exemple: le systéme a deux niveaux amorti et sou-

mis au déphasage pur

Pour fixer les idées, on calcule ici la dynamique d’un systéme quantique soumis &
la relaxation et au déphasage pur dans le cas le plus simple : celui du systéme & deux -
niveaux a température nulle. Dans la représentation de Schrédinger, I’équation maitresse
d’un tel systéme est

p(t) =i[H,p(t)] + nD[o_]p(t) + 3221; [o:1p(2), (2.48)

ot H = w,0,/2. En écrivant la matrice densité comme

_ pre(t)  pri(t)
o(t) (Pn(t) put) ) (249)
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on obtient ’ensemble d’équations différentielles qui suit pour chacune des composantes
de la matrice densité

P (t) = —m1pn (), (2.50)
pu(t) =mpyu(t), (2.51)
@)= (iwa- 2 =) o - (2.52)
pu(t) = (iwa - % - ’Y¢) Pit- (2.53)
La solution est
i prr(0) et pri(0) eiet exp - (1;+7¢)])
o ( p11(0) et exp [‘ (12l + ’7¢)] 1~ p1p(0) e . 254

Le taux de relaxation intervient partout dans la matrice densité. 1l fait tomber exponen-
tiellement la population de I'état excité vers 0 et détruit exponentiellement les cohérences
4 un ‘taux deux fois plus lent. Quant au déphasage pur, il n’affecte que les cohérences,
les faisant disparaitre au taux 4. Ceci permet de définir deux temps caractéristiques
pour un qubit. Le premier est le temps de relaxation T; = 1/v;, ¢’est-a-dire le temps
nécessaire & un qubit initialement dans I’état | 1) pour que la population de 1’état excité
soit 1/e. Le deuxiéme est le temps de déphasage T = 1/(71/2 + 74), C’est-a-dire le temps
caractéristique de disparition des cohérences. En définissant aussi 74 = 1/7,, on obtient
une relation fondamentale entre T} et T5

- .1 (2.55)

Ainsi, méme si 74 — o0, il faut que T, = 27;. On dit alors que le temps de cohérence du
~ qubit est limité par T;.

2.6 Le déphasage pur dans un systéme & N niveaux

Bien souvent, comme dans le cas du transmon, les systémes quantiques d’intérét ont
plusieurs niveaux. Dans cette situation, le déphasage n’est plus simplement décrit par un
dissipateur de o,, mais par le dissipateur d’un opérateur hermitique O qui contient des
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projecteurs sur tous les niveaux du systéme. De maniére générale, cet opérateur s’écrit
0= 3 auli)il, (2.56)

ou o; est un paramétre réel. Dans cette section, on montre qu'un terme de dissipation
aya.nt'cette forme méne nécessairement & du déphasage pur. Ce résultat sera utile a la
section 3.2, ot I’on obtient. une équation maitresse pour un systéme atome-résonateur en
interaction forte, ce qui correspond a4 un systéme a plusieurs niveaux.

Pour qu’un terme d’une équation maitresse méne & du déphasage pur, il doit faire dé-
croitre les cohérences sans affecter les populations. Pour prouver que c’est bien le cas pour
D[0O], on écrit I’équation maitresse correspondante dans la représentation d’interaction

pi(t) = D [0 pu(). (2.57)

Avec p1(t) = Xun Pmn(t)im){n|, on obtient, en développant le dissipateur et en égalant
terme a terme les coefficients devant les opérateurs.de base [m){n|

pn(®) = [aman - 3 (02, + 02) | pmn®) (2.58)
_ _.;. (am = @n)? prn(2). (2.59)

La solution pour chacune des composantes de la matrice densité est alors

Prn(t) = Prun(0) exp [—%(am-anf]. (2.60)

Alors que les cohérences décroissent exponentiellement, les populations, qui correspondent
aux éléments de p tels que m = n, ne sont évidemment pas affectées. Le dissipateur d’un
opérateur de la forme donnée par I’équation (2.56) méne donc nécessairement a du dé-
phasage pur.



Chapitre 3

Relaxation et déphasage pour un

atome et un résonateur couplés

Dans le dernier chapitre, la relaxation et le déphasage pur ont été considérés sé-
parément pour ’'atome et la cavité, ce qui a mené & I’équation maitresse de I'optique
quantique. Cette approche ne convient pas lorsqu’une interaction importante est intro-
duite entre le qubit et le résonateur. Dans ce chapitre, qui contient la plupart des résultats
originaux de ce travail, on présente d’abord quatre prédictions non physiques découlant
de I’équation de ’optique quantique dans le contexte de I'interaction lumiére-matiére. On
présente ensuite ’équation du mouvement du systéme qubit-résonateur couplé dans la
base qui diagonalise I’hamiltonien de Rabi et on explique pourquoi ce modéle ne souffre
pas des maux qui affligent I’équation maitresse de I'optique quantique. Puis, on revisite
I'effet Casmir dynamique da au bruit en o, et on applique le nouveau modéle dans les
régimes séculaire et non séculaire. En particulier, 4 la lumiére de la nouvelle équation mai-
tresse, on calcule le spectre de séparation de Rabi et on explique comment une expérience
de spectroscopie pourrait étre employée pour étudier le spectre du bruit en o,.

3.1 Les échecs de I’équation maitresse de I’optique quan-

tique

Dans cette section, on montre que les fréquences des transitions causées par le couplage
a 'environnement sont mal évaluées par le modéle de V'optique quantique dans le cadre
de trois phénoménes bien connus en EDQ-circuit : le déphasage habillé, I'effet Purcell

49
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et 'effet Casimir dynamique. On mentionne également qu’en couplage ultra-fort, des
excitations sont générées méme par un bain de relaxation & température nulle, ce qui

viole la conservation de ’énergie.

3.1.1 Le déphasage habillé et I’effet Purcell

L’équation maitresse obtenue a la section 2.4 pour le déphasage pur dans un qubit
tient seulement & condition de faire approximation du bruit blanc. Cela revient a sup-
poser que la densité spectrale de bruit est constante autour de la fréquence nulle. Cette
approximation ne peut tenir que lorsque le bruit en o, n’est sondé qu’a une seule fréquence
par ’équation maitresse, ici par le taux de déphasage v, = 257(0). Puisque le bruit en o,
est souvent en 1/f [93, 87, 94, 95|, c’est bien la fréquence nulle qui domine sur tous les
autres processus. Cependant, puisque, dans le cadre de I’équation standard, tous les phé-
nomeénes dus au bruit en o, sont pris au taux relié 4 la contribution & w = 0, d’éventuels
processus dépendant en réalité de fluctuations de fréquence du qubit & des fréquences
élevées sont surestimés. C’est le cas dans le modéle du déphasage habillé [81, 96].

Le modéle du déphasage habillé est valide dans le cadre du régime dispersif, dans
lequel |A| > g. Dans ces conditions et en régime séculaire, on peut appliquér la transfor-

mation suivante
Up = exp [/\ (a'o- - ao+)] (3.1)

sur ’hamiltonien de Jaynes-Cummings, donné a ’équation (1.12), pour obtenir, au qua-

triéme ordre en A = g/A

Hp = U} HycUp = (w + x0. + () ala + w,,2+ X5, + (o, (afa)2. (3.2)

Cet hamiltonien diagonal inclut un couplage effectif dispersif entre le qubit et le résona-
teur x = g?/A, ainsi qu’une petite non linéarité Kerr ¢ = g4/A3, habituellement négligée.
Alors que, dans la base dispersive, les états propres sont simplement | 1 / |,n), dans la
base nue, ils sont, au deuxiéme ordre en g,

2 .
Ir,n—l)z(1-2"’7"2-)|1,n—1)+9f|¢,n),  (33)
- 2
Tn) = (1 - -2%’-;-)| L) - -g-%—ﬁ| t,n-1), (3.4)

ot [1f) = Uplyy). L'interprétation physique de ces états est essentiellement la méme que’



§3.1. Les échecs de 1 ’équatidn maitresse de I’optique quantique 51

celle donnée 3 la figure 1.3; les états du qubit et du résonateur sont mélangés. Le cas
du couplage dispersif correspond cependant & un angle de mélange 8,, << 1, de sorte que
I'interaction n’agit que comme une correction.

Si on ajoute une source de bruit classique de la forme f(t)o, dans 'hamiltonien de
Jaynes-Cummings pour décrire le déphasage pur du qubit et qu'on passe dans la base
dispersive, on obtient I’hamiltonien de déphasage transformé qui suit

HY(t) = £(t) [az - A(ato- - ao+)] . (3.5)

Il apparait donc un terme qui échange des excitations entre le qubit et le résonateur. Tel
que démontré dans la référence [81], pour f(t) représentant une source de bruit incohé-.
rent, cette interaction se produit & un taux v.a = 4A2S; (+A), ot le signe « + » correspond
a la désexcitation du qubit et le signe « - » a son excitation. Ce processus est décrit dans
le cadre d’une équation maitresse exprimée dans la base dispersive qui comprend les dis-
sipateurs D [a'o_] et D [ao.]. En appliquant directement la transformation dispersive sur
I’équation maitresse (2.45), obtenue pour un qubit seul, on obtient les mémes processus,
mais ils se produisent tous au taux v, = 257(0). Utiliser cette équation maitresse revient
donc a supposer que le bruit en o, est blanc et méne & une surestimation des taux de
renversement du qubit. Cette erreur provient du fait que le couplage dispersif est ignoré
dans le développement menant i 1’équation (2.45).

Une autre conséquence importante du couplage dispersif qui est ignorée dans le trai-
tement standard est V'effet Purcell. Ce phénomeéne correspond a la relaxation du qubit
par émission d’un photon & 1’extérieur de la cavité. Le taux associé & ce processus est

oo - (%)2 K(we +X)- (3.6)

Alors que ce résultat dépend du taux de relaxation de la cavité a la fréquence du qubit,
le résultat obtenu avec 1'équation (2.40) évalue plutdét 'amortissement a la fréquence du
" résonateur. Cette distinction est importante dans plusieurs expériences d’EDQ-circuit [97,
98, 2.

3.1.2 L’effet Casimir dynamique

En plus d’accentuer le taux de renversement du qubit et de mal évaluer 'effet Pur-

cell, I’équation maitresse standard amplifie un processus caractéristique du bruit en o,
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en régime non séculaire : 'effet Casimir dynamique. A ma connaissance, cet effet est
mentionné pour la premiére fois dans ce contexte dissipatif par Werlang et al [8], ou les
auteurs calculent numériquement I’évolution du systéme qubit-résonateur en interaction

sous I’équation maitresse

p(1) = [ Hr, p(t)] + FD[0:] p(1). 3.7)

Il s’agit de I’hamiltonien de Rabi avec une contribution de déphasage pur. En prenant
initialement le systéme dans son état fondamental, les auteurs calculent numériquement
le nombre moyen de photons en fonction du temps sous I’action du déphasage pur et
constatent que cette quantité augmente au taux constant

A )2, | (38)

Wg + Wy

avec W, = Wy. 4

Dans le modéle de 'optique quantique, 74 = 257(0). Autrement dit, les auteurs ob-
tiennent un processus radiatif & partir de bruit a fréquence nulle. Dans un traitement
correct, de tels processus radiatifs devraient dépendre du bruit & une fréquence com-
parable & celle des photons émis dans le résonateur. Comme dans le cas du déphasage
habillé, sous le modéle de I'optique quantique, ce bruit est blanc, ce qui fait en sorte que
les processus radiatifs sont fautivement évalués & la fréquence nulle. Comme le bruit en
o, est le plus souvent décrit comme étant en 1/f, le traitement standard fait par Werlang
et al accentue sans doute ce phénomeéne bien au-dela du raisonnable.

3.1.3 La génération d’excitations parasites

Dans les sections précédentes, on a montré que, dans les régimes dispersif et ultra-fort,
le'modéle de 'optique quantique surestime certains processus qui dépendent du bruit a
haute fréquence en o,. On montre maintenant qu’en plus d’exagérer des mécanismes
néanmoins possibles, I’équation maitresse standard prédit un phénoméne non physique :
I’'excitation du systéme par un environnement a température nulle.

Si on inclut seulement les processus de relaxation, ’équation maitresse standard
s'écrit, a T = 0,

p(t) = i [Hr, ()] + xD[a) p(t) + nD -] p(2). (39)
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En régime séculaire, cette expression, méme si elle n’est pas rigoureuse [99, 100] décrit
néanmoins avec précision plusieurs expériences d’EDQ-cavité et d’EDQ-circuit [3, 1].
En effet, les termes D[a] et D[o-] tendent correctement & ramener le systéme dans le
fondamental | },0) de ’hamiltonien de Jaynes-Cummings.

En régime non séculaire, cependant, | |,0) n’est plus ’état fondamental et ’équa-
tion (3.9) emméne le systéme qubit-résonateur ultra-fortement couplé en dehors de son
vrai fondamental Im) Ainsi, méme & T = 0, alors qu’aucune énergie ne devrait pouvoir
étre ajoutée au systéme, la relaxation génére des photons réels en plus des photons vir-
tuels déja présents dans le fondamental. Pour tester cette prédiction, on simule I’évolution
temporelle de la matrice densité correspondant i I’état initial III)) sous 1’équation mai-
tresse (3.9)! . Les excitations additionnelles obtenues sont représentées en fonction de g &
la figure 3.1 par le trait noir plein. Cette courbe suit de prés le comportement de I’erreur
faite en estimant I’état fondamental Rabi par le vide, représentée par les points rouges.
Il est important de souligner que ces résultats sont obtenus simplement en calculant la
dynamique dissipative du systéme en ’absence d’excitation externe.

Une théorie satisfaisante de la dissipation devrait ramener le systéme dans son état
fondamental & température nulle. Or, ce critére n’est pas rempli par ’équation maitresse
standard. Par contre, une équation maitresse ayant cette propriété essentielle peut étre
obtenue & condition de ne pas négliger le couplage qubit-résonateur dans le traitement
de la dissipation. Ce modéle plus réaliste est présenté a la section suivante.

3.2 La dissipation dans le systéme atome-résonateur

en couplage fort et ultra-fort

On introduit ici une équation maitresse prenant en compte I'interaction lumiére-
matiére. A la lumiére de ce nouveau résultat, on revisite 'effet Casimir dynamique dii au
bruit en ¢, 4 ’aide d’un modéle semi-classique permettant de s’en faire une intuition phy-
sique, pour ensuite utiliser notre équation du mouvement pour faire des prédictions plus
exactes. Enfin, aprés avoir employé I’exemple intuitif du modéle de Jaynes-Cummings
pour illustrer la physique de cette équation maitresse, on applique le modéle au phéno-

1. Pour ce faire, on utilise SQUACK (Sherbrooke QUantum pACKage), la bibliothéque de calcul
congue par Maxime Boissonneault et Steve Allen. Cet outil permet de définir Phamiltonien et les dis-
sipateurs d’un systéme quantique et de calculer son évolution par solution numérique de I’ensemble
d’équations différentielles correspondant [101].
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FIGURE 3.1 — Excés dans le nombre de photons moyen di a la relaxation dans ’état
stationnaire du systéme qubit-résonateur en couplage ultra-fort. Initialement, le systéme
est dans son vrai fondamental |{,0), mais, sous 'équation maitresse (3.9), le bain P’ex-
cite de maniére non physique méme a4 7 = 0. La ligne noire, qui correspond a 'axe de
gauche, représente le nombre de photons additionnel introduit par la dissipation dans
I’état stationnaire. Les points rouges, associés a 'axe de droite, désignent 'erreur faite
en approximant I’état fondamental de Rabi |{,0) par le vide | |,0). Les parameétres sont

We /27 = w, /21 = 6 GHz et /2w = 7, /2w = 0.1 MHz. En encadré, on trouve le nombre de
- photons moyen en fonction du temps pour le systéme initialement dans son fondamental
avec g = 2 GHz. Dans les graphiques principal et secondaire, la ligne bleue pointillée
indique les résultats de 'équation maitresse présentée a la section 3.2.1 pour le nombre
de photons. '
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meéne de séparation de Rabi. On montre qu’une signature non séculaire apparait dans le
spectre de transmission de la molécule lumiére-matiére et on explique comment une telle

expérience de spectroscopie pourrait servir i étudier le spectre du bruit en o,.

3.2.1 Présentation générale du modéle

On prend maintenant en compte le couplage qubit-résonateur dans les étapes menant
4 I’équation maitresse du systéme. La démarche est essentiellement la méme que pour
celle présentée au chapitre 2 pour le calcul de ’équation maitresse standard. Le qubit et
le résonateur sont chacun couplés & leur propre environnement. Ces environnements sont
indépendants et sont tous deux représentés par un bain d’oscillateurs harmoniques

Hgp = ) Vbl bm. (3.10)
Les interactions qubit-bain et résonateur-bain ont la forme
Hsp =Y am(c+ct)(bm+0},), (3.11)

Pour le qubit, ¢ - o_, alors que pour le résonateur, ¢ - a Finalement, le déphasage est

représenté classiquement par

Hdep = f(t)UZs (312)

ou f(t) est une fonction aléatoire du temps, ou par le modéle quantique de I’équa-
tion (2.47). La différence fondamentale avec le chapitre précédent est dans le choix de
I’hamiltonien du systéme. Alors que, précédemment, on choisissait séparément le qubit
ou le résonateur, ici, on considére ’hamiltonien de Rabi dans l'interaction avec chacun
des bains mentionnés ci-dessus. Ainsi, tandis que dans le traitement standard, on obtient
des transitions entre les états propres de ’hamiltonien libre Hy = wrata+w,0,/2, inclure le
terme d’interaction qubit-résonateur fait en sorte que les transitions ont maintenant lieu
entre les états propres {lﬁ:’i ) |f,7))} de 'hamiltonien de Rabi. Ces états propres peuvent
étre estimés analytiquement, comme expliqué a la section 1.2, ou trouvés numériquement.

La démarche a faire pour obtenir ’équation maitresse dans cette situation ressemble
énormément & celle présentée a la section 2.2. En effet, tel qu’illustré a la figure 1.3b), le
couplage avec le qubit introduit une non linéarité dans I’hamiltonien. Cette non linéarité
correspond dans le régime disperéif au terme en ¢ (ata)? dans I'équation (3.2), ou ( =
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g*/A3. Dans le régime ol cette non linéarité est beaucoup plus forte que le couplage avec
V’environnement, toutes les transitions entre les états propres du systéme induites par la
dissipation peuvent étre traitées comme étant incohérentes. Cette situation correspond au
cas ou g est une fraction significative de A et donc au bris de ’approximation dispersive.
Tel que démontré aux annexes C et D, cette approche méne, & T = 0, & une équation
maitresse de type Redfield

A1(t) = Luavpr(t), (3.13)

Luab: =D[Z<I>fm<j|}-+ Y Ty DliNk]-+ ¥ (T +TF) DNk,  (3.19)
J J.k+j J.k>j
ou les |7} et les |k) sont les états propres de ’hamiltonien de Rabi. On appellera par la
suite cette formule ’équation de Redfield ou I’ équation maitresse habillée. La dépendance
en température est laissée de coté ici pour simplifier la discussion, mais se trouve dans
les annnexes C et D. Les deux premiers termes de cette équation sont les contributions
du bruit en o, qui ne causaient que du déphasage dans I’équation maitresse standard.
Ici, comme démontré a la section 2.6, le premier terme correspond 4 du déphasage pur

&=/ légldi" : (3.15)

ol Yp(w) = 255(w) est le taux correspondant & la densité spectrale de bruit a la fréquence

dans la base des états propres avec

w et
0¥ = (jlo.|k). (3.16)

Puisque o, n’est pas diagonal dans la base des états propres de I’hamiltonien de Rabi, le
bruit selon cette composante induit aussi des transitions parasites entre les niveaux j et

k au taux

rj = 2600) o, (317)

ol Ax; = Ex - E;. Cette contribution n’est donc importante que si le bruit en o, a un
poids spectral aux fréquences potentiellement hautes Ay;. Finalement, le dernier terme
de I’équation (3.14) est la contribution des bains du qubit et du résonateur qui était entié-
rement responsable de la relaxation dans le traitement standard. Ils causent maintenant
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FIGURE 3.2 — Régles de sélection sur les transitions induites par ’environnement entre les
états propres de ’hamiltonien de Rabi. Les bains de relaxation du qubit et du résonateur
peuvent seulement générer des transitions entre états de parité différente. Le bruit en o,
peut provoquer des transitions entre n'importe quelle paire de niveaux de méme parité.

des transitions entre les états propres aux taux

T3 = k(Axj) x | X (3.18)
T = y(A;) x ot (3.19)
ol
X7* = (j1X |k) (3.20)
o = (jlolk). (3.21)

Ici, k(w) = 27 | (w)]? du(w) et Y(w) = 27 |, (w)]* d,(w), 0t ce(w) et a,(w) sont respec-
tivement les constantes de couplage & ’environnement du résonateur et du qubit, alors
que les d;(w) sont les densités d’états des bains correspondants. Des formules analytiques
pour les éléments de matrice dans le régime Bloch-Siegert sont données & I’annexe F.

La figure 3.2 illustre les transitions permises par les symétries de ’hamiltonien de
Rabi. Tel qu’expliqué & la section 1.2.4, Phamiltonien de Rabi préserve la parité du
nombre total d’excitations. Comme le décrit plus en détail ’annexe C, les états propres
de 'hamiltonien de Rabi changent de parité sous I’application des opérateurs X et o,.
Ainsi, X7 = g3* = 0 pour des états |j) et |k) de méme parité. De la méme fagon, la matrice
o, préserve la parité, de sorte que le bruit en o, ne peut pas induire de transitions entre
états de parité distincte.

En permettant des transitions entre états propres de méme parité, I’équation maitresse
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obtenue ici rappelle le modéle du déphasage habillé, ot le bruit en o, induit des transitions
de la forme | t,7 - 1) <> | |,n). Cependant, les deux équations différent dans leur régime
d’applicabilité. Dans le modéle du déphasage habillé, le terme non linéaire proportionnel
a ¢ est négligé dans la dérivation de ’équation maitresse. Cette approximation se brise
lorsque ¢ > max{x(w,),v(ws)}. Dans ce cas, le modéle développé ici est plus approprié.
Cependant, lorsque £ < min{x(w,),v(w,)}, les différentes transitions du résonateur se
produisent toutes a la méme fréquence et leur interaction avec I’environnement ne peut
étre traitée comme incohérente. C’est alors 'approche du déphasage habillé qui doit étre
utilisée [81, 96]. Le régime de validité de 1’équation maitresse de Redfield est discuté plus
en détails a 'annexe E.

3.2.2 Les problémes réglés par I’équation de Redfield

Différents problémes inhérents a I’utilisation de ’équation maitresse standard ont été
présentées a la section 3.1. Les principales difficultés surviennent lorsque la dynamique du
systéme est évaluée en couplage ultra-fort. Dans ces conditions, les transitions générées
par le bruit en o, représentées a la figure 3.2 sont évaluées 4 la mauvaise fréquence et la
relaxation ne raméne pas le systéme dans son fondamental & 7 = 0. Ces obstacles sont
surmontés par I’équation maitresse habillée. ‘

Selon I’équation (3.17), le taux de transition entre deux états |j) et |k) de méme pa-
rité dépend du bruit & la fréquence Ay; = Ej - E;, c’est-a-dire la séparation entre les
niveaux d’énergie F; et Ej. Ce résultat correspond bien a l'intuition physique derriére un
phénomeéne radiatif. Des fréquences élevées doivent donc étre présentes dans le spectre
du bruit en o, pour que ces transitions soient observées. Par ailleurs, les transitions de
la forme |k) — |j) telles que j > k requiérent une fréquence A; < 0. La signification de
telles fréquences est discutée, par exemple, dans la référence [102]. Essentiellement, les
fréquences positives correspondent & des processus d’émission par le systéme vers le bain,
alors que les fréquences négatives sont associées 4 de ’absorption par le systéme d’éner-
gie provenant du bain. Dans le modéle classique du bruit présenté a I’équation (3.12),
ces fréquences négatives existent toujours. En effet, le bruit classique, qui peut étre dé-
crit par une fonction scalaire aléatoire, a toujours une densité spectrale S(w) telle que
S(w) = S(-w) [102]. Ainsi, il est impossible dans ce modéle que le bruit en o, provoque
de la relaxation sans en méme temps exciter le systéme. Alors que la relaxation est un
phénoméne tout & fait raisonnable & température nulle, c’est loin d’étre le cas de 1’ab-
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sorption. Pour pallier & ce défaut, un modéle quantique, basé sur une interaction avec un
bain d’oscillateurs harmoniques donnée par 1’équation (2.47), est présenté a I'annexe D.
Dans un tel modéle quantique, il est possible que S(w) # S(-w). Puisque le bain employé
ici est supposé étre toujours a 1’équilibre thermique, les fréquences positives et négatives
du bruit quantique sont reliées par le principe du bilan détaillé

w/kpT

To(-w) = € g (w). (3.22)

Ainsi, alors que le cas du bruit classique est retrouvé lorsque T — oo, lorsque T — 0,
le bruit a fréquence négative, et donc 'absorption, disparait. Ainsi, dans un tel mo-
déle quantique, la génération de photons par le bruit en o, telle que présentée dans la
référence (8] est un effet intrinséquement thermique. ,

Non seulement 1’équation maitresse permet-elle de comprendre ’influence thermique
de la génération de photons par le bruit en o, elle permet aussi d’obtenir analytiquement
la dépendance en g2/¥? obtenue numériquement par Werlang et al. Le calcul correspon-
dant est présenté & 'annexe G et le résultat est donné a ’équation (3.36).

Enﬁn; I'équation maftresse (3.14) rameéne effectivement le systéme dans son état fon-
damental & la température nulle. En effet, si un modéle quantique est pris pour le bruit en
o, tous les dissipateurs impliquant des transitions sont dans cette situation de la forme
D[| j)(k|]~, avec k > j. Une telle équation maitresse raméne explicitement dans I’état fon-
damental, car chaque dissipateur ne peut que faire descendre le systéme dans son échelle
de niveaux d’énergie. Ce résultat a été vérifié en résolvant 'numériquement I’équation
maitresse dans un espace de Hilbert tronqué au 16¢ niveau d’énergie de I’hamiltonien de
Rabi. Comme le montre la figure 3.1, si le systéme est initialement dans son état fonda-
mental, il reste dans ce dernier & T = 0, contrairement au cas de I’équation maitresse de -
l'optique quantique. L’équation maitresse habillée permet donc bien de panser les plaies
de I’équation maitresse de 'optique quantique en couplage ultra-fort.

3.2.3 Modéle semi-classique de ’effet Casimir dynamique

Méme si le modéle semi-classique du bruit en o, présenté & ’équation (3.12) suppose
ksT > Aj V j,k, il permet d’identifier une éventuelle génération de photons par des
fluctuations aléatoires dans la fréquence du qubit a I'effet Casimir dynamique [103, 104].
Pour simplifier la discussion, on considére d’abord le cas ou f(t) est une modulation

controlée de la fréquence du qubit (par eéxemple, & I’aide d’un flux magnétique externe)
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avant de se pencher sur la situation o f(t) représente un bruit incohérent.

L’hamiltonien du systéme total est ici H(t) = Hg + f(t)o,. En supposant que g « &
et g «< A, on applique sur cet hamiltonien la transformation dispersive [1], généralisée ici
pour tenir compte des termes non séculaires

Up = exp {A (afa_ - aa,,) +A (aa_ - a+af)} . (3.23)
Au deuxiéme ordre en g, on trouve

Hp(t) ~ Hy+ X' (t)alao, + f(t)o, - 2f (t)( NI, + AICR)
- 2f(t)AAo,(a? + a'?), (3.24)

ol x'(t) = -2(A2+A2)f(t) et H} = [w,+ (x + u)o,]ata +[w, + x + ], /2 est Phamiltonien
libre, mais ayant subi des décalages de Lamb et de Bloch-Siegert. Par ailleurs, I, =
ao, + ato_ et Icp = ao. + ato,. On veut maintenant trouver pour quelles fréquences
d’oscillation de f(t). Pour: ce faire, on applique la transformation unitaire suivante sur

Hp(t)

: w(,-a-'(x+,u) (2aTa+1)oz]t}. (3.25)

V(t) =exp {—i [wra*a + 5
L’hamiltonien qui en résulte est, sans aucune approximation,

Hi (1) = X (Dalas, + f(1)o.
-2f(t)A [aa+ exp {4 [A +(x+u)(2ata-o0,- 1)] t} + c.h.] (3.26)
-2f(H)A [aa_ exp {—i [2 +(x+p) (2a_*a +0,— 1)] t} + c.h.]
- 2f(t)M\Ao, [a® exp {~2i [w, + (x + p) 0.1t} + chl].

En supposant un signal cohérent de la forme
f(t) = €, cos (wyit) = 523 (e%rt + e”‘“ﬁ‘) , - (3.27)

on obtient dans I’équation (3.26) des termes qui oscillent aux fréquences wys, wrs + w; €t .
lwes ~ w;], ot les w; peuvent étre A, ¥ ou 2w,. Lorsque wy ~ w;, il y a résonance, car -
les termes oscillant & la fréquence |ws - w;| deviennent indépendants du temps alors que
tous les autres oscillent rapidement. Dans la limite ol £, est beaucoup plus petit que
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ces fréquences d’oscillation rapides, on peut faire I’approximation séculaire et conserver
seulement le terme constant. Ainsi, on peut réécrire 'hamiltonien ci-dessus en gardant
seulement les termes pertinents, c’est-a-dire ceux qui oscillent aux fréquences |wys — wj

HL(t) = -\ [am, exp {z [A +(x+p)(2ata-o0, - 1) - w,f] t} + c.h.]
-&,A [aa_ exp {-—i [Z‘ +(x+u) (2a*a +0,— 1) - w,f] t} + c.h.] (3.28)
-e.AAo, [a2 exp {-2i [wr + (X + p) 0, - wi]t} + c.h.] .

Ainsi, dépendamment du choix de la fréquence de modulation wyy, il est possible de
sélectionner un terme de ’hamiltonien ci-dessus en laissant tomber les autres. Ce résultat
est représenté schématiquement a la figure 3.3a), ol la réponse attendue pour chaque
choix de wys est illustrée. Premiérement, pdur wit 2 A, on a Hp(t) = Hy - e,\],, ce qui
- correspond 4 une transition de bande latérale rouge, processus représenté 3 la figure 3.3b).
Pour wy = X, on a plutdt Hp(t) = Hj — e, Alcr, associé & une bande latérale bleue.
Enfin, pour wis = 2w,, I’hamiltonien se réduit & Hp(t) ~ Hj — e, Ao (a® + at?), soit celui
d’un oscillateur paramétrique dégénéré [38]. Cet hamiltonien correspond a celui donné
a I’équation (1.29) et méne donc & de la compression dans 1’état propre de l'oscillateur.
Contrairement au design habituel, ou c¢’est la fréquence du résonateur qui est modulée
dans le temps {105}, ici, ¢’est le qubit qui agit comme une condition de frontiére fluctuante.
Dans la référence [7], cet hamiltonien est aussi relié a ’effet Casimir dynamique.

En plus de pouvoir choisir le processus & stimuler avec le choix de la fréquence du
signal, il est possible d’inhiber certains processus en changeant ’état du qubit ou du
résonateur de maniére appropriée. Cela provient du fait que I’argument des exponentielles
dans I’hamiltonien donné a I’équation (3.28) est sensible a I’état du qubit et au nombre
de photons. Autrement dit, la fréquence wys & choisir pour induire les processus décrits
ci-dessus change selon I’état du systéme. Pour illustrer ce phénoméne, concentrons nous
d’abord sur la bande latérale rouge, tout en gardant en téte que les mémes résultats sont
obtenus pour la bande bleue 4 condition de remplacer A - X et A — A. Puisque cette
transition conserve le nombre total d’excitations, si I’on ignore d’abord la dissipation, on
peut en tout temps écrire 1’état du systéme comme

W(8)) = cr(®)l 1,n - 1) + i (B)] 4, ). (3.29)
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FIGURE 3.3 — Effet d’'une modulation cohérente de la fréquence du qubit sur le sys-
téme qubit-résonateur en régime dispersif. a) Processus pouvant étre stimulés selon la
fréquence w;s du flux externe. Le graphique est une représentation schématique de la
réponse attendue en vertu de ’hamiltonien donné a I'équation (3.28). Si wys ~ |w, + wy| la
bande latérale rouge ou bleue est excitée. Si wyt ~ 2w,, il y a oscillations paramétriques
dégénérées. Encadré : fréquence de la bande latérale rouge selon I’état initial du systéme.
Les transitions de type |1,n-1) « |{,n) et | t,n) « | |,n+ 1) sont séparées par 2(x + u).
b) Illustration des bandes latérales rouge et bleue. La bande rouge correspond & 1’échange
d’un quantum entre le qubit et le résonateur. La bande bleue correspond a la création ou a
la destruction simultanée d’une excitation dans le qubit et dans le résonateur. ¢) Simula-
tion numeérique de la transition de bande latérale rouge. Initialement, le systéme est dans
Pétat | 1,0). On calcule la probabilité de transfert de ’excitation du qubit au résonateur
en fonction du temps. Pour simplifier, les calculs sont faits avec 1’équation maitresse de
Poptique quantique, car elle donne de bons résultats dans ce contexte pour g tel que I'ap-
proximation séculaire est valide. Les paramétres sont : ¢, /27 = 500 MHz, w,¢/27 = 1010.83
MHz, g/2r = 100 MHz, w,/27 = 6.5 GHz, w,/27 = 5.5 GHz et /21 =y, /2 = 7, /27 = 0.1
MHz. L’inversion de population est obtenue en environ 5 ns, ce qui correspond au résultat
analytique pour une fréquence de Rabi Q = 2¢, .
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A l'aide de I’équation de Schrédinger

HyOW() = i 9(), . (330)

on trouve les équations du mouvement

é(t) = ie.\v/nexp {i[A+2(x + p)n - wi)]t} e (t) (3.31)
¢,(t) = e Av/nexp {-i[A + 2(x + p)n - wir) ]t} e (2). (3.32)

Une solution simple est obtenue pour ces équations couplées lorsque wys = A + 2(x + u)n

¢4 (t) = cos (Gt), (3.33)
¢,(t) =1 sin (Gt) (3.34)

oil I’on a choisi pour conditions initiales ¢;(0) = 1 et ¢;(0) = 0. Le systéme oscille donc
entre les deux états | 1,n - 1) et | |,n) a la fréquence de Rabi 2 = 2G = 2¢,\\/n. Une
conclusion importante & tirer du résultat ci-dessus est que la fréquence & choisir pour
le signal rf est déterminée par le nombre de photons dans le résonateur. Ainsi, si la
largeur ~ max{k,m,7s} des raies spectrales du systéme est inférieure & 2(x + p), il
est possible de résoudre les états de Fock avec cette transition, tel que représenté dans
T’encadré de la figure 3.3a). Cette sensibilité au nombre de photons de la fréquence de
la bande latérale pourrait étre exploitée pour implémenter des portes conditionnelles &
deux qubits ou plus encore. Il convient également de noter que ce systéme constitue une
source de photons uniques. En effet, si on prépare initialement le qubit dans 1'état | 1),
il est possible de transférer ’excitation de I’atome artificiel au.résonateur en appliquant
une impulsion de durée t = #/2G & la fréquence de la bande latérale rouge. Cette idée
est testée numériquement 4 la figure 3.3c). Enfin, la fréquence d’oscillation paramétrique
dépend quant a elle de I’état du qubit, valant 2[w, + (x + )] selon que ce dernier est dans
’état | 1) ou | {). En principe, on peut alors mettre le résonateur dans un état comprimé
de maniére conditionnelle & ’état du qubit. Malheureusement, le taux de compression
obtenu dans ce systéme est trop faible pour espérer utiliser ce phénoméne en pratique?.

2. En effet, ’écart type de la quadrature X dans l'oscillateur paramétrique dégénéré lorsque wys =
2[wy,  (x + p)] est donné par AX = 2e727 [38], od

(3.35)

r=%a.rctanh -452—/\1\]

wy
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Un des aspects les plus intéressants des résultats mentionnés ci-dessus est que, autant
pour la bande latérale rouge que pour la bande latérale bleue, la fréqueﬁce de Rabi est du
premier ordre en g. Cela contraste avantageusement avec les autres méthodes employées
jusqu'’ici pour générer expérimentalement des transitions de bande latérale, qui sont des
processus de deuxiéme ordre, donc nécessairement plus lents [106, 107]. En effet, dans
ces expériences, au lieu de coupler leurs modulations externes par le flux, les auteurs
controlent le résonateur ou le qubit avec un voltage externe. Ces modulations se tra-
duisent par des hamiltoniens de la forme ae™t + c.h. ou o_e™rt + c.h.. Ces perturbations
ne préservent pas la parité du nombre d’excitations, alors que les bandes latérales sont
des processus qui préservent cette parité. Un mécanisme 4 deux photons est donc néces-
saire pour arriver a exciter des bandes latérales avec de telles modulations, ce qui rend
le temps d’opération plus long. Avec 'approche présentée ici, la modulation est en o,
ce qui a la méme parité que les bandes latérales, permettant en principe d’atteindre des
temps d’opération aussi petits que 5 ns, tel que le montre la figure 3.3¢). Ceci correspond
4 un gain d’un ordre de grandeur par rapport aux techniques employées jusqu’a aujour-
d’hui. Cependant, ce temps d’exécution rapide n’est pas facilement compatible avec la
sélectivité mentionnée ci-dessus, qui requiert une résolution en fréquence trés fine. En

effet, typiquement, dans les systémes expérimentaux en EDQ-circuit, 4 << x et donc le
. décalage entre les états de Fock distincts est environ 2x ~ 20 MHz. Or, si 2 est plus
grand ou de l'ordre de cette quantité, ce qui est le cas a la figure 3.3c), la modulation
est assez forte pour exciter une transition de la forme | 1,7 - 1) - | |,n) méme si elle est
a la fréquence A +2(x + p)(n - 1), qui correspond plutdt & | t,n-2) - | |,n - 1). Pour
pallier & cette difficulté, il faudrait augmenter g de maniére a rendre |x + | assez grand
pour permettre des fréquences de Rabi élevées tout en gardant 2 « |x + u|. Dans cette
optique, les récents développements permettant d’atteindre des couplages de ’ordre du
GHz pourraient étre utiles [4, 5].

Enfin, dans le cas ot f(t) n’est pas une perturbation cohérente contrdlée mais bien
une fonction aléatoire représentant un bain classique, le contenu spectral de la modula-
tion peut contenir une ou plus des fréquences pertinentes mentionnées ci-dessus. Si ce
contenu spectral s’étend jusqu’a de trés hautes fréquences, il peut agir sur le systéme a
travers une combinaison de bandes latérales rouges et bleues ainsi qu’a travers des os-
cillations paramétriques, ’emmenant dans un état excité qui peut manifester une légére

Puisque, pour que le modéle décrit ci-dessus soit valide, il faut avoir A\, A « 1, il faut que £, > w, pour
que r 2 1. Or, une telle condition est incompatible avec I’approximation séculaire faite ci-dessus.
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FIGURE 3.4 — Génération de photons due au terme de dissipation en o, dans 1’équa-
tion (3.14). Ligne pleine : bruit blanc. Lignes pointillées : bruit blanc coupé a une fré-
quence w; telle que seules les transitions jusqu’a |z, +) sont stimulées. Pour la courbe
du haut, les transitions de |{,0) 4 |8, %) sont incluses. Encadré : taux de génération de
photons 3 en fonction de g pour du bruit blanc. Points : résultat numérique. Lignes :
équation (3.36). .

compression. Méme si cette discussion n’est valide que dans le régime dispersif, elle peut
étre généralisée a des ratios gf/A arbitraires en employant le formalisme développé a la

section 3.2.1. C’est ce qui est fait & la prochaine section.

3.2.4 L’effet Casimir dynamique dans le formalisme de I’équation
de Redfield

En général, le bain en o, peut provoquer n’importe quelle transition entre les états
propres de ’hamiltonien de Rabi de méme parité, tel qu’illustré & la figure 3.2. Si les
fréquences correspondantes sont présentes dans la transformée de Fourier de f(t), des
combinaisons d’excitations photoniques et atomiques voient le jour. Dans le cas le plus
simple, dans lequel les bains en X et en o, sont négligés et le bruit en o, est blanc, cela
méne & un taux de création de photons constant 3. Tel que démontré a4 I’annexe G, au
deuxiéme ordre en g

8= 29A2 T(8,), (3.36)
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" o 'on a défini T(8;) = 1 + 2cos28,sin?f,. Cette expression est comparée aux résultats
numériques dans I'encadré de la figure 3.4. Elle explique analytiquement le taux observé
numériquement dans le cas spécial ol w, = w, par Werlang et al [8]. Dans cette étude,
les auteurs ont employé I'équation maitresse de I'optique quantique, qui suppose du
bruit blanc, et qui correspond a la ligne pleine dans la figure 3.4. Comme l'indique la
section 3.1.2, si le bruit qui cause le déphasage a un spectre en 1/f, ’équation standard
surestime de beaucoup ce processus. Par ailleurs, si le bruit décroit & haute fréquence,
la génération de photons est plus lente, mais doit aussi saturer, tel qu'illustré par les
lignes pointillées & la figure 3.4. Cela constitue une autre démonstration claire de ’échec
de I'approche standard pour le traitement de la dissipation en présence des termes non

séculaires.

Finalement, puisque 1’équation maitresse est exactement la méme pour le traitement
quantique du bruit en ¢, montré a l’annexe D, les résultats ci-dessus sont également
valides dans ce cas. Cependant, I’approche quantique inclut la température d’une maniére
qui respecte le principe du bilan détaillé. Cela implique qu'a T = 0, y4(w) = 0 si w < 0.
Puisque, tel que démontré a ’annexe G, cette génération de photons a la Casimir requiert
ces fréquences négatives, un bain quantique ne peut générer d’excitations & 7 = 0. Dans
ce modeéle, la production de photons & travers le déphasage est donc intrinséquement un
effet thermique.

3.2.5 La dissipation dans le modéle de Jaynes-Cummings

Dans cette section,on considére la situation dans laquelle 'approximation dispersive
ne tient pas, mais ’approximation séculaire est toujours valide. Ceci généralise essen-
tiellement les résultats du modéle du déphasage habillé [81, 96]. Sous I’approximation
séculaire, le fondamental est simplement | |,0). Les états excités sont donnés par les
équations (1.19) et (1.20), avec ’angle de mélange 6,, défini par ’équation (1.21), ot ’on
choisit 1 = 0, de sorte que ABS = A,

On considére d’abord les matrices X et o,, dont les éléments sont impliqués dans les
taux de relaxation donnés aux équations (3.18) et (3.19). Pour garder la discussion simple,
on se limite ici au sous-espace {| ,0),[1,-),]1,+)}. Les résultats complets sont donnés &
I’annexe F. Puisque les états propres Jaynes-Cummings ont un nombre total d’excitations
bien défini, seules les transitions qui impliquent le gain ou la perte d’exactement un
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FIGURE 3.5 — Représentation géométrique des éléments de matrice impliqués dans la
relaxation dans l’équation de Redfield sous I’approximation séculaire et dans le sous-
“espace {| {,0),]1,-),(1,+)}. a) Eléments de matrice reliés aux bains de relaxation du qubit
et du résonateur. Les états propres sont un mélange d’excitations purement photoniques
et purement atomiques, avec un angle 6;. La fraction du taux de relaxation qui provient
du bain du résonateur ou du qubit est déterminée respectivement par la projection de
I’état propre sur I'axe du qubit | 1,0) ou du résonateur | },1). b) Eléments de matrice
reliés au bruit en o,. Appliquer o, tourne les vecteurs d’état autour de ’axe | 1,0). Les
vecteurs résultants ont une projection sur ’état propre orthogonal & I’état initial, ce qui
génére des transitions entre |1,+) et |1,-) si 8, > 0.

quantum sont permises, ce qui interdit toute transition entre |1,+) et |1,-). Il en résulte .

(0 sin 0 cosb,
X =] sinf, 0 0 (3.37)
\ cos 01 0 0

{ 0 Cos 91 —sin 01
0. =| cost 0 0 . (3.38)
\ -~ sin 6, 0 0

En variant #,, on change le caractére des états propres du systéme entre principalement
photonique et principalement atomique. Les éléments de matrice ci-dessus suivent cette
méme tendance, tel que représenté géométriquement i la figure 3.5a). En particulier,
lorsque le qubit et le résonateur sont en résonance, les contributions de leurs bains de
relaxation respectifs ont exactement le méme poids. Par exemple, les éléments de matrice
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de X se réduisent a

1 ’ .
Xl,oﬂy* = 3.39
vl (3.39)
Xn,+;ﬂ+lr+ = Xnv’;n+1’_ = % (\/TI"' vn+ 1) 3 . . (3'40)
il e _ ynemele | % (\/—_ Jnrl 1), | (3.41)

ce qui méne exactement & 1’équation maitresse donnée dans la référence [99] et trouvée
dans le cas limité aux seules pertes photoniques avec wq = wy.

Sous ’approximation séculaire, o2* peut seulement étre non nul pour des états qui im-
pliquent le méme nombre total d’excitations, c’est-a-dire qui sont dans le méme doublet.
Les éléments de matrice résultants sont

o090 = -1 (3.42)
O.;u:n* =F 003(2011) (343)
olF"* = ~2cos 6, sinf,. (3.44)

Généralisant le modéle du déphasage habillé, les formules ci-dessus montrent que le bruit
en o, induit des transitions entre les états dans le méme doublet Jaynes-Cummings. Tel
qu’illustré a la figure 3.5b), ceci survient seulement lorsqu’il y a un mélange non nul
entre le qubit et le résonateur. En particulier, & la résonance, o7*™ = 0 et o5 * = 1.
Autrement dit, les éléments de matrice impliqués dans le calcul du taux de déphasage
pur selon les équations (3.14) et (3.15) s’annulent. Ainsi, les processus de déphasage pour
les états qui n’impliquent pas | ,0) sont entiérement dus aux transitions a ’intérieur
des doublets causées par le bruit en o, 4 la fréquence de séparation 2g/n. Puisque ce
sont des fréquences potentiellement trés hautes et que le bruit de déphasage est souvent
en 1/f [94], on s’attend & ce que les taux de transitions a I'intérieur des doublets soient
faibles. Ainsi, en résonance, les états qui ne contiennent pas | {,0) devraient étre peu ou
prou immunisés au déphasage pur.
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3.2.6 Une application de I’équation habillée : ’étude du bruit

selon o,

Tel qu’expliqué a la section 1.2.3, il est possible de caractériser expérimentalement
’échelle des niveaux d’énergie de ’hamiltonien de Rabi par spectroscopie. En résonance,
le couplage qubit-résonateur se traduit par une séparation en deux de la raie de trans-
mission de la cavité portant le nom de séparation de Rabi3. En laboratoire, les quantités
physiques obtenues par mesure homodyne [38] sont les valeurs moyennes des quadratures
du champ électrique, c’est-a-dire Re(a) et Im{a). On s’intéresse ici au signal obtenu dans
le régime de Bloch-Siegert. En présence d’un signal rf, ’hamiltonien du systéme est

Hyi(t) = Hg + € ae™tt + ¢* ale ™t ' (3.45)

ou ¢ est I'amplitude du signal et w;s sa fréquence. En supposant que g << X, on trouve
dans ’annexe H sous une approximation a trois niveaux que, dans I’état stationnaire et

a la résonance ABS = 0,

Inle): =~ a7 T (AR @40

ou
T = % (r-+73+7;) ' (3.47)
Ty = % (7+_ Y+ 78) - (3.48)

Les divers taux entrant dans cette expression sont illustrés  la figure 3.6a) et sont donnés
a 'annexe H. Comme dans le cas standard, c’est-a-dire sous ’approximation séculaire et
avec I’équation maitresse de 1’'optique quantique [1}, la transmission est composée de deux
raies lorentziennes séparées par 2g. Cependant, ici, deux taux distincts I'y et I'; dictent
la largeur et la hauteur de ces raies. Il en résulte un spectre de séparation de Rabi qui
peut étre asymétrique, méme lorsque le qubit et le résonateur sont en résonance. Une
asymétrie en présence des termes contre-rotatifs est aussi rapportée dans la littérature en
considérant uniquement ’amortissement de la cavité dans le spectre de fluorescence du

qubit [108], ainsi que dans la transformée de Fourier de {c,(t)), c’est-a-dire de I'évolution

3. En anglais, vacuum Rabi splitting.
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b)

Im(a),

Wrf

FIGURE 3.6 — Séparation de Rabi. a) Taux de transition impliqués dans le calcul pertur-
batif dans ’approximation & trois niveaux. b) Représentation schématique de Im{a), en
fonction de wys. En général, le résultat n’est pas symétrique.
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temporelle moyenne du qubit initialement dans 1'état | 1) [26].
Ici, trois situations peuvent mener i une asymétrie :

1. Le bruit de relaxation n’est pas égal aux fréquences correspondant aux deux tran-
sitions [1, ) <> |i,0). Cette situation est baptisée tauz de relazation non constant.

2. Le bruit en o, n’est pas égal aux fréquences A;, . :. Puisque le bruit classique
est toujours symétrique en fréquence [102], nous appellerons cette situation bruit

quantique.

3. En gardant les termes contre-rotatifs, c’est-a-dire en prenant A # 0, les éléments de
matrice pour les transitions |1, %) < |{,0) ne sont pas égaux, tel que démontré a
Pannexe F. C’est le cas ultra-fort. Cette situation est illustrée a la figure 3.7.

Pour représenter cette asymétrie, on définit le paramétre nn ="y — I's. Il s’agit simple-
ment de la différence entre la largeur des deux raies spectrales illustrées a la figure 3.6.
A partir des considérations du paragraphe ci-dessus, on déduit que pour caractériser 7
en résonance & mesure que le couplage g augmente, il faut connaitre le spectre du bruit.
Nous allons donc faire quelques hypothéses sur ce dernier et en étudier les conséquences.
Premiérement, on isole ’influence des termes contre-rotatifs en choisissant du bruit oh-
mique en X et en 0,. Le choix d’une telle densité spectrale de bruit correspond & un taux
de relaxation constant & toutes les fréquences et garantit donc que les taux de relaxation
des transitions |1,%) < |],0) sont les mémes [80]. Ce choix correspond également & peu
prés aux observations faites a ce jour [109]. On commence également par négliger le bruit
en o,. Dans ces conditions, la contribution du deuxiéme ordre dans ’asymétrie n =I'; - T’y

s’annule et on obtient pour cette derniére une augmentation linéaire avec g

A
MUF = 5(5 +m), (3.49)

ol K = K(Ais,0) €t 71 =7 (A1s,0)- Avec les paramétres réalisés expérimentalement dans
la référence [5], c’est-a-dire g/2r = 636 MHz, w, /27 = 5.357 GHz et /27 = 3.7 MHz, on
obtient, en choisissant 7y, /2r = 0.1 MHz, une asymétrie 7/27 ~ 0.11 MHz. Cela revient a
une asymétrie relative de ~ 6 % dans I'amplitude des raies de transmission. Tel qu’illustré
a la figure 3.7, il en résulte que, dans le régime non séculaire, il est impossible de trou-
ver expérimentalement la résonance qubit-résonateur en variant la fréquence du qubit
jusqu’a ce que les raies de transmissions soient identiques, comme c’est coutume jusqu’a
maintenant [3]. Un meilleur critére serait de chercher 4 trouver la fréquence w, telle que

la distance entre les raies de transmission soit minimale. Alors, le qubit et le résonateur
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sont en résonance en tenant compte du décalage de Bloch-Siegert, et une asymétrie dans
le spectre de transmission devrait étre observée.
En général, cependant, il peut y avoir du bruit en o,. Dans cette situation, I’asymétrie
totale devient
1 = NuF + N, (3.50)
2
Ny = 1 —_84A ['Y¢(A1~,l+) - 7¢(A1+,1—)] . (351)

Tel que discuté a la section 3.2.2 et 4 ’annexe D, dans un modéle quantique, le bruit en

0. a fréquence négative n’apparait qu’a des valeurs non nulles de température effective du
bain. Autrement dit, les taux respectent le principe du bilan détaillé. Pour Ay, 15 = +2g,
on obtient alors

Y4(~2g) = exp (—%)w@g), (3.52)

d’ot la contribution du bruit quantique en o, & 'asymétrie

5 [ew (-&r) i 1] 7(29). | @

‘On distingue maintenant deux limites. Si kgT > 2g, 15 — 0 et on retrouve la limite du
bruit classique. L’asymeétrie est alors entiérement due au couplage ultra-fort. Il est donc
possible d’isoler la contribution ultra-forte en augmentant la température effective du
bain, par exemple en injectant un fort bruit classique dans w, a la fréquence 2g a 'aide
d’une ligne de flux. A l'inverse, si kgT $ 2g, la contribution 74 du bruit en o, devient
importante. En particulier, si T — 0, elle prend sa valeur maximale

1-4A2
8

6 = Y6(29)- ' (3.54)

Connaissant la contribution ultra-forte de ’asymétrie, calculée avec ’équation (3.49) ou
mesurée expérimentalement, on peut isoler I'effet du bruit quantique en prenant 7y =
n-nur. La valeur de 7, devient alors une sonde pour le bruit en o, 4 la fréquence 2g. Le
couplage ultra-fort élargit le spectre des valeurs accessibles de couplage qubit-résonateur.
Ainsi, le spectre du bruit qui apparait dans le taux 7y,(w) pourrait réalistement étre
investigué jusqu’a des fréquences ~ 2 GHz, pour lesquelles les données expérimentales
manquent [109] et ot une transition du comportement en 1/f au comportement linéaire
en fréquence est attendue [93].
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FIGURE 3.7 — Asymétrie du spectre de transmission de Rabi due aux termes non sécu-
laires. a) Spectre pour différentes valeurs de fréquence du qubit selon 1’équation (H.29)
donnée a I’annexe H. b) Spectre pour deux valeurs spécifiques de w,. Dans la courbe 1,
w, est tel que ABS = 0. Dans la courbe 2, ABS % 0, mais les amplitudes des raies sont
‘égales. Encadré : courbe pleine : vue agrandie de la raie de gauche, obtenue analytique-
ment. Points noirs : résultats numériques obtenus par évolution temporelle de 'équation
maitresse (3.14) avec SQUACK. Les paramétres sont w,[2r = 6 GHz, g/27r 500 MHz et
K[2m = '71/271' v¢ =1 MHz.
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Conclusion

On a démontré I'importance de traiter le systéme qubit-résonateur comme un tout
lorsqu’on considére son interaction avec son environnement. En particulier, on a montré
" que la description simple donnée par ’équation maitresse de 'optique quantique peut
échouer, notamment en produisant des excitations parasites, telles que des renversement
de qubit ou la génération de photons, méme & T = 0. Pour réparer ces failles, on a inclus le
couplage atome-cavité dans les étapes menant & ’obtention de I'équation maitresse. Les
taux impliqués dans ’équation maitresse de type Redfield obtenue de la sorte dépendent
du spectre du bruit aux fréquences des transitions du systéme habillé. Ces taux ont été
obtenus analytiquement pour g assez grand pour que les transitions individuelles du qubit
et du résonateur soient résolues dans le régime de Bloch-Siegert, oll g << w,+w,. Méme en
incluant les termes non séculaires, 1’équation maitresse obtenue peut étre utilisée au-dela
du régime de Bloch-Siegert simplement en diagonalisant numériquement 1’hamiltonien
de Rabi. Des résultats dans le régime de Bloch-Siegert ont été présentés.

Dans notre modéle, le bruit qui était responsable du déphasage pur dans I’équation
maitresse de I'optique quantique peut maintenant provoquer des transitions dans le sys-
téme. En ce sens, I'équation maitresse développée ici peut étre interprétée comme une
généralisation du modéle du déphasage habillé [96, 81]. Dans le régime de Bloch-Siegert,
on trouve que le spectre de séparation de Rabi peut étre asymétrique. Cette asymétrie
peut étre exploitée comme une sonde de la densité spectrale du bruit en o, & des fré-
quences iriexploré% de ~ 1 GHz ou plus. Par ailleurs, des modulations dans la fréquence
du qubit peuvent étre employées pour générer des bandes latérales, ou comme un oscil- .
lateur paramétrique induisant de la compression. Finalement, alors que cela signifie que
le bruit en o, peut générer des photons [8, 110, 6], notre modéle montre raisonnablement

que ces excitations parasites ne peuvent pas étre générées 4 température nulle.

Les conclusions de ce travail ménent & plusieurs questions d’intérét pour le dévelop-
pement de 'EDQ-circuit. D’abord, I'idée d’étudier le bruit selon o, avec 'asymétrie du
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spectre de séparation de Rabi repose sur la supposition que le bruit selon X et o, est
ohmique. Il serait donc pertinent de déterminer & quel point c’est réellement le cas en
situation expérimentale et de prédire quelles erreurs seraient induites si cette approxi-
mation est inadéquate. Par ailleurs, il serait nécessaire de déterminer & quel point cette
asymeétrie est une sonde sensible du bruit en o, a haute fréquence. En effet, si ce dernier
est trés faible, il se pourrait que le temps d’intégration du signal soit trop long pour
que 'expérience soit réalisable en pratique. Une autre idée découlant de ce travail est
celle d’utiliser un signal cohérent en o, pour le controle quantique du systéme qubit-
résonateur. Par exemple, la bande latérale rouge pourrait étre employée pour transférer
tres rapidement des excitations d’un qubit & un résonateur. Dans la plupart des systémes
réels, comme le transmon, les qubits sont des systémes & N niveaux et les différences
de fréquence entre ces états sont déterminées par un flux externe. Il serait donc d’office
de vérifier si les transitions de bandes latérales peuvent étre stimulées aussi rapidement
en présence de niveaux supplémentaires et si les modulations de flux requises requiérent
un signal trop puissant en pratique. Les bandes latérales étant un excellent outil pour
générer de 'enchevétrement [106] et pouvant étre employées pour des portes logiques a
deux qubits [78], on peut aussi se demander quelle est la meilleure fagon d’exploiter la
plus grande rapidité d’opération prédite dans ce travail pour le calcul quantique. Ainsi,
en plus de résoudre des problémes passés, ce travail apporte de nouvelles idées pouvant
faire ’objet de recherche future.



Annexe A

Approximation adiabatique avec un

résonateur multi-modes rapide

Dans cette section, on généralise les résultats obtenus 4 la section 1.2.8 pour les deux
états de plus basse énergie du systéme atome-résontateur au cas d’un atome couplé a N
modes. Ces différents modes peuvent étre interprétés comme les différentes harmoniques
d’un résonateur multi-modes, ou bien comme plusieurs résonateurs monomodes couplés

au méme qubit.

Un tel systéme a pour hamiltonien celui donné par I’équation (1.59)

N
Ny _ W ;
H}g ) - —2302 + JZ; [wia;aj +g;(a; + a;-)(a_ + a+)] . (A.1)
Exactement comme dans la section 1.2.8, on peut appliquer une rotation de 7/2 autour
de I’axe des y sur les opérateurs du qubit. En supposant w, <« i V j, on peut remplacer
o, — 1 dans ’expression obtenue. L’hamiltonien résultant pour w, = 0 est alors

HY|

wa—0

N
=~ Z; wia;'.a]- *g; (a;+ a}) . (A.2)

7

11 s’agit donc de la somme d’hamiltoniens distincts pour chaque mode. Chacun s’exprime,
a l'instar du cas monomode, comme un oscillateur harmonique déplacé

HY|

wa~—+0

N
~ Y wiD; (xa;) ala; D} (xa;), (A3)
5=
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ol I'on emploie les opérateurs déplacement D;(a;) = exp [aj (a; - aj)] eta; = gj/wi. Ceci
permet de construire la base des états de Fock déplacés

N
1-1 In}), (A.4)

o [n;) = D;(xqa;)|n;) et |n;) est I'état & n photons du mode j. Comme dans la sec-
tion 1.2.8, ’hamiltonien Hl(iN) est exprimé dans cette base. On obtient alors les éléments
de matrice de cet hamiltonien

N
(|® H( *IH(N)lnt) ® [2) = En; ny,.onn H iln = Eny naynn H‘sm,,ng’ (A.5)
i i

<+.|®H (m31HEInj) © %) = 5 [T(m3n3), (A6)

ol Epyny,.ony = L win; et (m3|n7) est donné par I’équation (1.49) en remplagant m —

m;, n—>n; et a > aqj.

Comme précédemment, ’astuce consiste & négliger les termes contenant {m}|n}) tels
que m # n. Pour o; < 1, cette approximation se justifie trés bien, car ces termes sont
des polynémes en a; de degré supérieur aux termes contenant contenant (n|n7). Dans
la limite inverse, soit a; > 1, faire I'approximation ne change pas non plus le résultat
puisque, de toute fagon, tous les termes en (m;|n7) tombent exponentiellement avec ;.
‘Ainsi, on s’attend & une excellente comparaison entre 1’analytique et le numérique dans
les régimes o; <« 1V j et o; > 1V j, avec un régime intermédiaire pour lequel les

résultats sont moins fiables.

Si I'on écrivait la matrice représentant ’hamiltonien qui résulte des approximations
ci-dessus, on verrait qu’il contient trés peu d’éléments hors-diagonaux non nuls. Ceux-ci
sont limités aux termes contenant (n}|n}). Néanmoins, la matrice serait trés compliquée,
car les n; peuvent étre différents. Cependant, il resterait un bloc 2 x 2 dans le coin
supérieur gauche qui n’est pas couplé au reste de ’hamiltonien, ce qui permet de trouver
les deux états propres de plus basse énergie en solutionnant

EO,O,...,O %wa<—, O—a 0_1 ey O—|+a 0+1 0+7 sy 0+)

1 - — - + + + I‘I’) = Elq’)'
§wa(—,0 ,0 ,...,0 l+,0 ,0 ,...,-0 ) E()’o’,_.,o

(A.7)



79

10_1 ’ 11} ! ’ ' '
10_2 . s‘é“ annRaN T Ray “""l,:I e
é 1073
110§
_5 we =1 GHz, w, = 11 GHz
10 ws = 3 GHz, w, = 9 GHz
Wy = 4 GHZ Wy = 8 GHZ unnun |
10_6 - R N wa - 6 HZ wr = 6 GHZ nasnse
2 4 6 8 10 12
g9 (GHz)

FIGURE A.l1 - Erreur faite en approximant 1’état fondamental d’un qubit couplé & deux
modes du champ électromagnétique par le chat enchevétré présenté & 1’équation (A.11)
en fonction de g pour différentes valeurs de w, et de w, =w} = W2.

Le résultat est

1
¥,00..0=—=(+0,0,...,0)x|-,0*,0%...,0%)), A8
I¥.00,..0) \/E(I )| )) (A.8)
2
Yar_ o-.0" * 0 2i
Euptn.o =+ 510707, 007,07, 0) - £ 2 (A.9)

En ramenant les matrices de Pauli dans la base de I’équation (A.1), on trouve comme
états de plus basse énergie le doublet quasi-dégénéré

1920 = 5 [11) (ko) & T - ) = [4) (M) + Tl - )] (A10)

Il s’agit donc d’un état “chats enchevétrés". En particulier, le fondamental pour un qubit

couplé & deux modes est

19-0) = {1 1) (o, 2) - |- en,—aa)) - | 4) G, en) # |- en-zD) ] (A1)

La figure A.1 présente ’erreur 1 - F,,,. faite en prenant ce fondamental approximatif
au lieu du fondamental |¥,,, ) obtenu par diagonalisation numérique exacte, ot Fpyn,, =

{_ 0|W¥pum.)|?. L'erreur reste toujours de l'ordre de 1 % ou moins pour w,fw, < 1/2.
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Annexe B

Introduction & I’électrodynamique

quantique en circuit

L’oscillateur LC et la jonction Josephson peuvent étre pergus comme les deux briques
fondamentales de PEDQ-circuit, 1'une étant ’élément linéaire et 'autre 1’élément non li-
néaire primordial. A la maniére de la référence [111], dans cette annexe, on présente
I’hamiltonien de ces deux composantes principales pour donner une intuition de ’archi-

tecture employée.

L’hamiltonien de ’oscillateur LC monomode est obtenu simplement en écrivant ’éner-

gie totale du S}-fstéme '
Q2 @2
H X e— e —
“Tac "o
ol la charge @ et le flux magnétique ® sont considérés comme des opérateurs. Cet

(B.1)

hamiltonien a exactement la méme forme que celui d’une particule massive dans un
potentiel quadratique, donc il s’agit d’un oscillateur harmonique avec pour analogues
respectifs de X et P les opérateurs

A
= \/—2——(a'r +a), (B.2)

Q- ﬁ%(a*—a). (B.3)

On a défini ici I'impédance caractéristique Zg = \/L/C du circuit ainsi que les opérateurs
d’échelle a(at) de I'oscillateur harmonique. A I'instar de la position et de la quantité de
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mouvement, $ et () obéissent 4 une relation de commutation canonique

[®,Q] =i. | (B.4)

A T'aide des équations (B.3) et (B.2), ’hamiltonien de I’oscillateur LC se réécrit comme
celui d’un oscillateur harmonique dans la base diagonale : Hic = wyata, on w, = VLC.
Le circuit LC peut donc étre interprété comme un mode stationnaire du champ électro-
magnétique.

Pour avoir un atome artificiel, il faut introduire une non-linéarité qui léve la dégé-
nérescence entre les transitions. Tel qu’illustré a la figure B.1, c’est ce qui permet de
s’adresser séparément & deux niveaux en particulier et donc de contrdler I'état quan-
tique du systéme. La non linéarité est obtenue a 1’aide d’une jonction Josephson, dont
hamiltonien est

2 éﬂ@) , (B.5)

H;= -2—%—; —EJcos(—(—ﬁ)—
ou Py = /e est le quantum de flux et E; = ®olc/27 est 'énergie Josephson de la jonction.
I- est le courant critique & partir de laquelle elle perd son état supraconducteur. En
écrivant le cosinus comme sa série de Fourier, I'équation (B.3) permet de conclure qu’un
tel hamiltonien est effectivement non-linéaire. Au quatriéme ordre (ce qui est valide pour
de grandes valeurs de Ej),

Hj=wbb+ K (b))’ (B.6)

ot wy = /8ECE] et K = -E¢/2, avec E¢ = €2/2C;. On a écrit ici les opérateurs d’échelle
comme b(bt) pour les différencier de ceux de 'oscillateur LC'. La non-linéarité potentielle-
ment trés forte de la jonction Josephson permet de lever la dégénérescence des transitions
et de contréler une seule paire de niveaux d’énergie en utilisant des impulsions rf a leur
fréquence de séparation. On obtient alors un atome artificiel qui peut interagir avec un
mode du champ électromagnétique en couplant un tel systéme & un résonateur LC.
Ceci n’est qu’un exemple d’atome artificiel pouvant étre obtenu avec des jonctions
Josephson. Ce modéle porte dans la littérature le nom de transmon[85, 112]. Il existe
une myriade d’autres designs de qubits. Ils se distinguent notamment par le nombre
de jonctions Josepshon employées ainsi que par des ratios E;/E¢ différents. Une bonne

introduction & ces différentes catégories d’atomes est donnée dans la référence [113].
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FIGURE B.1 - Circuits linéaires et non linéaires. L’introduction d’une jonction Josephson
permet de lever la dégénérescence entre les fréquences de transition entre les différents
niveaux d’un oscillateur harmonique. Le contrdle des deux premiers états a I’aide d’une
source de rayonnement micro-ondes devient alors possible.
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Annexe C

Dissipateurs pour les bains en X et en

Og

Dans cette annexe, on dérive les dissipateurs associés au couplage au bain en X et
en o, dans la base habillée. On considére un systéme qubit-résonateur fortement couplé
avec pour seule hypothése & propos de son hamiltonien que le nombre total d’excitations
a une parité bien définie. Tel que mentionné 3 la section 3.2.1, on suppose que le systéme
est couplé & deux bains indépendants d’oscillateurs harmoniques avec une interaction de
la forme donnée par 1’équation (3.11). En se concentrant ici sur un seul bain, on trouve
que, dans la représentation d’interaction par rapport & ’hamitlonien du systéme et de
I’environnement découplés, le couplage prend la forme

Hsp(t) = Y aue™st(c + ct)e st (be ™t + plet). (C.1)
1 , .
En exprimant I’hamiltonien du systéme dans sa base propre
Hg = ;Ejlj)(jl, , (C.2)
on trouve

Hsp(t) = Y ayCiilg) (k| (bie™* + ble™1t) eiPirt
gkl

(C.3)
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ot Cjk = (jl(c+ c')|k) et Ajx = E; — Ej. On divise maintenant la somme en trois parties

Hsp(t) = Y aiCyli) il (et + ble™t)
Lj

+ {Z IR Z }alekU)(kl (bze'i(”"Aj*)t + bfei(”‘*‘}‘f*)‘). (C.4)

U gks T k<

Puisque Cy; = C};, cela devient

HSB(t) = Z Za,C,,Ij)(J] (ble-w't + b}e"’") + E Z [a;Cij)(klbIei(uﬁAﬁ)t + Ch] (05)
Jj 1

Jk>j 1

On introduit maintenant 'opérateur II = (~1)¢'e*o+o- dont les valeurs propres marquent
la parité dans le nombre total d’excitations du systéme qubit-résonateur. Puisque [Hg, IT] =
0, les états propres |j) ont une parité bien définie. Puisque ¢ et c' changent le nombre
d’excitations de un, ¢ + ct renverse la parité lorsqu’appliqué sur un état. Ainsi, Cj; = 0,
ce qui raméne ’hamiltonien &

Hsp(t) = s(t) B! () + s' (1) B(2), (C6)
s(t) = 3 Conli) (ke (c.7)
B(t) = Y aube . | (C.8)

!

Cette formulation simplifie I’écriture de I’équation maitresse de Born du systéme. En
effet, suivant la procédure standard, on trouve [76]

pi(6)= [ @[5 or(#)s(2)-5(0)s(E s ) B! (1) BY(E))
v [Mat [s)or ()51 0) - st )or ()] (B BE)
v [ a [ @)or()s(6) - s@5!(#)on ()] (B B())

+ [ at [s)or(#)s1 (1) - st Nor (€N BB (X))
+c.h (C.9)
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A partir de ce point, on fait des hypothéses qui sont standard dans le traitement de Born-
Markov de la dissipation [76], sauf pour les considérations suivantes. A Iinstar du cas de
Poscillateur anharmonique expliqué & la section 2.2, dans chaque terme de 1’équation de
Born, on trouve des exponentielles oscillantes de la forme exp[i(Ajx — Ajx)t]. Puisque
k > jet k' > j, V’argument de ces exponentielles est zéro pour j = j' et k = k', ou lorsque des
paires de transitions différentes dans le systéme se passent i la méme fréquence. On parle
alors de dégénérescences de Liouville. Tel que discuté a Pannexe E, en pratique, on est
souvent intéressé seulement & un sous-ensemble d’états propres du systéme pour lesquels
toutes les transitions ont des fréquences distinctes. Dans ce cas, on peut négliger les termes
oscillant rapidement pour obtenir 1’équation maitresse suivante dans la représentation de
Schrédinger '

p(t) =~ [Hs, p(t)] (C.10)
+ 3 DAk, TYD[RGAE) + 3 T (1+ 7( Ak, T)) DI Ko (D),

Jk>j k>3

avec I'* = 21d(Ax;)a?(Ak;)|Cjil? et ot I'on a introduit la densité d’états d(v) du bain.
On a aussi défini I’ ha,mlltomen décalé

Hg(t) = Hs - Zk ICul? { Lklk) (k| + L (k) (el = 1)1} - (C.11)

Les L, sont des décalages de Lamb causés par le couplage avec I'environnement et donnés

par
P [ I'(v)
ij = 2 f dv 'V—:-A—J: (012)
I‘(u)n(u T) : »
= 2m [ dv v+ (C.13)

et P est la partie principale de Cauchy. La fonction I'(v) est un taux de relaxation. Dans
le cas de pertes photoniques, ¢ - a et on remplace I'(v) par x(v). Dans le cas de la
relaxation du qubit, ¢ - o_ et on remplace I'(v) par «(v). Dans le corps principal de ce
texte, on néglige ces décalages de Lamb.
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Annexe D

Dissipateurs pour le bain en o,

Les deux modéles présentés a la section 2.4 pour 'impact du bruit en o, sur la dyna-
mique du systéme sont employés ici pour obtenir rigoureusement une équation maitresse
de type Redfield. Deux régimes se distinguent alors selon la température effective du
bain, le régime classique et le régime quantique.

D.1 Le modéle classique

Dans cette section on obtient la partie de I’équation 3.14 qui provient du bruit en
o, dans le modéle classique, pour lequel on introduit une fonction stochastique f(t)
modulant la fréquence du qubit

Hgep = f(t)o, (D.1)

ou la moyenne de f(t) est nulle. Suivant 'annexe C, on exprime ’hamiltonien dans sa
base propre et on passe dans la représentation d’interaction par rapport i ’équation (D.1)
pour obtenir

Haep(t) = /() )Rl k). (D2)

De maniére similaire au calcul fait dans la référence [81], on exprime f(¢) en termes
de sa décomposition spectrale

10 = [ dw f)e, (D.3)
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pour trouver

Hgep(t) = leai"lj Wkl f-a;(t), (D.4)
F]
oll 'on a défini
Ajk"Bjk A
fan®= [ dw p)eite-amr (D.5)
? Ajx—Bjx .

En écrivant cette expression, on a considéré que la principale contribution 4 la dynamique
provient d’une bande étroite de fréquences 2B, autour de la fréquence A, de chaque
transition. Pour que cette approximation soit valide, il faut que Bjx < Ajx. En employant
le théoréme de Wiener-Khintchin [114] :

E[f(w)f(-w")] =(w - w')Ss(w), (D.6)

ol E[z] est I'espérance mathématique de z et Sy(w) est la densité spectrale de f(t), on
découvre que

f(w) = VS(w)E(w), (D.7)

avec £(v) tel que E[€(w)] = 0 et E[§(w)é(w')] = 6(w - w'), c’est-a-dire du bruit blanc.
Prenons maintenant Sy(w) approximativement constant sur chaque Bj; et considérons

que ces bandes ne se recouvrent pas. Cela nous permet d’écrire

fan(®) = VB [ dw (s e, (03

En supposant une échelle de temps pour le déphasage et la relaxation beaucoup plus
courte que 1/Bji, on peut prendre Bjx — oo et obtenir

fAj‘k(t) =V Sf(Ajk) Ajk (t)7 (Dg)

ce qui nous méne finalement a
Hyep(t) = Zk:ag"ﬂj)(klf_Ajk )V Ss(-Ajk). (D.10)
i

Si les fréquences Aj; des transitions sont bien -séparées, on peut traiter chaque terme
de la somme ci-dessus comme du bruit indépendant. Cette derniére forme pour Hgep(t)
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méne alors aux termes suivant dans 1’équation maitresse

) -;-%(—Ajk)laiklzp [15)k0 + %%(0)75 [Z ‘I’ﬁm(ﬂ] . (D

avec Yo(—Ajk) = 2S5(-Djk).

D.2 Le modéle quantique

Pour modéliser le bruit en o, de maniére quantique, on introduit le bain d’oscilla-
teurs harmoniques mentionné a la section 2.4 avec I’hamiltonien d’interaction donné a
I’équation (2.47). Cette interaction correspond au transfert d’'un quantum d’un mode du
bain 4 un autre & travers une excitation virtuelle du qubit. On passe maintenant & la
représentation d’interaction par rapport & Hg + Hg-

Hi(t) = zajkb;bke"("i"”‘)‘eiHsta_a+e‘iHS‘. (D.12)
7k

En employant la relation de fermeture du systéme, on trouve

Hi(t)= Y ajublboge®i ) Z, . lm)(nle2ms, (D.13)

Jkmn

ol 'on a défini I’élément de matrice suivant, qui conserve la parité,
Zmn = {m|o.o_|n). (D.14)

Dans ’annexe C, pour obtenir I’équation (C.10) pour le couplage aux bains en X et
en 0., on a bénéficié du fait que tous les opérateurs du bain qui interagissent avec le
systéme sont en moyenne nuls & ’équilibre thermique [76]. Ce n’est pas le cas ici, puisque
les termes tels que 7 = k£ ont une moyenne thermique non nulle. Pour régler ce probléme,
on doit inclure ces termes dans ’hamiltonien, ce qui donne un hamiltonien efficace décalé

H{=Hs+ Y, aj;blbizmn(t), (D.15)

jmn

ol
Zmn(t) = ZppnIm){n|e?dmnt, (D.16)
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En supposant le bain & ’équilibre thermique, on obtient

Hé = Hs+ Z ajfﬁ‘j(T)zmn(t)- (D'17)

jmn

On peut maintenant écrire ’hamiltonien d’interaction comme

Hi(t) = B(t)s(2), (D.18)

ot
B(f) = ‘;.ajkb;bke"("i"’k)i  (D.19)
s(t) = :z;m(t). | O (D20)

Ceci permet d’employer ’équation maitresse de Born

i) == [ {[s@sIor() - Opr@)sOUBOBE)s  (D21)
+[p1(t)s(t)s(8) - s(@®pr()s()](BE)B(E))s},

ou f indique une moyenne prise dans un état thermique. Les corrélateurs ci-dessus
prennent donc la forme '

(B(t)B(t,)) = Z a?kﬁj(T) (1 + ﬁk(T)) etvi—m)T

Jikj
(B(t)B(t)) = ). af;(T) (1 +7p(T)) e i), (D.22)
Jk#j
od 7 =t -1’ et ol 'on a pris le couplage systéme-bain réel et symétrique sous I'échange

des modes j et k. L’équation maitresse de Born devient

pi(t) = - Z ’ | (D.23)

Lo (e (Op1(t = 7) = 2 (D1t~ T)oma(8)] [ dr &0t (B)B(2 - 7))

+ [Pl(t - T)Zmm (t)zmn(t) = Zmn(t)p1(t = T)Zmens (t)] /;t dr e-iA'"'"'T(B(t - T)B(t))}v

En remplagant ps(t — 7) et p;(t) et en prolongeant la borne supérieure des intégrales
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jusqu’a l’infini, c¢’est-a-dire en faisant I’approximation de Markov, on trouve

t
[ dr e imnm(BE)B(E - 7)) = Yo (T) - i L
t
fo dr e BmwT(B(t - 7)B(t)) = %’ym,,,,'(T) Lo, (D.24)

-

ou

Ymn = 27 [)w dv (v, v + B )d(v)d(V + An )7 (v, T) (1 + (v + App, T)),  (D.25)

o?(v,v)d(v)d(v
Vi-v-Qmn

Lym=P fo Tavas D a(v, T (1 + 7, T)). (D.26)
Comme dans I'annexe C, on suppose I’absence de toute dégénérescence de Liouville,
ce qui permet de laisser tomber les termes oscillants. Les conditions sous lesquelles cette
approche pourrait étre inadéquate sont expliquées a ’annexe E.
Sachant que Z,,,, = (0mn + 0™") /2, on obtient I’équation maitresse suivante dans la
représentation de Schrodinger

p0) == i1, + 0D Sz o)+ %) 3Dl o), (027

mn+m

avec Ig™ = Y4 (Anm)|o7™?/2, ¥4(Anm) = Tam/2, et o

Hg =Hg+ )| Zmal® Lingln)(n| (D.28)

est I'hamiltonien sous de multiples décalage de Lamb. L’équation (D.27) est exactement
celle trouvée pour le bain classique si on néglige ces décalages, ce qui peut étre fait a
basse température et a faible couplage systéme-bain.

Finalement, puisque I’équation maitresse ci-dessus a été obtenue pour un bain a I’équi-
libre thermique, les taux doivent obéir au bilan détaillé [102]

Yo(-w) = eXP(—E%) Yo (W) (D.29)

Le cas classique, pour lequel la densité spectrale de bruit doit étre symétrique, est retrouvé
quant T — ooc.
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Annexe E

Conditions auxquelles I’équation de
Redfield est applicable

Dans les annexes précédentes, on néglige toute dégénérescence de Liouville. Ici, on
discute des conditions sous lesquelles cette approximation est stire. Tel qu’établi a la
section 3.2.1, si { < K, les transitions du résonateur se recouvrent. D’un autre coté, si
le rapport g/A est assez grand pour avoir ( >» k, cette dégénérescence est levée, du
moins pour de faibles nombres d’excitations. En effet, pour des états hautement excités,
certaines transitions pourraient accidentellement avoir la méme fréquence.

On définit maintenant un nombre d’excitation critique 7.y sous lequel il n’y a pas de
dégénérescence de Liouville, étant donné un rapport g/A suffisant. On se limite au régime
de Bloch-Siegert, pour lequel g « X. Dans ce cas, les niveaux d’énergie sont donnés par
I’équation (1.18) et manifestent une non-linéarité en /n. Par ailleurs, tel qu’illustré a
la figure E.1, les opérateurs du bain couplent seulement les états a I'intérieur du méme
doublet ou & ’écart d’un ou deux doublets I'un de I'autre. En outre, tel qu’expliqué a
la section 3.2.1, des régles de sélection de parité s’appliquent, de sorte que les bains en
X et en o, peuvent seulement générer des transitions entre doublets adjacents (type 1),
alors que le bruit en o, n'induit des transitions qu’a l'intérieur d’un méme doublet ou
entre doublets deuxiémes plus proches voisins. Ceci permet de trouver un 7,y distinct
pour chaque bain en inspectant chaque combinaison possible de transitions et en trouvant
quand certaines peuvent se recouvrir.

On considére d’abord lés transitions provoquées par les bains impaiis, qui sont de type
1. A faible n, elles sont essentiellement non dégénérées a cause de la non-linéarité en \/n.
Cependant, alors que n augmente, \/n devient comparable a Vn+1 et ces transitions se
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a,) 0 ~——"T"|n, +)
| — ln + 1, :h)
1: T ,
— _|n,£) T |n + 2, £)
2: T In+1,)
_ 1 _|n, )
b) 40 — . —
:E e}
g 20 - e
R 10— —
%% 500 1000 1500 2000
g (MHz)

FIGURE E.1 - a) Types de transitions permis dans le régime de Bloch-Siegert (¢ « X).
En gris (rouge en version électronique) : les transitions induites par le bain en o, qui sont
paires. En noir : les transitions provoquées par les bains en X et en o,, qui sont impaires.
b) Niveaux d’énergie de I’hamiltonien de Rabi trouvés numériquement en augmentant
le couplage. Des croisements entre des niveaux dans le spectre ménent & des paires de
transitions dégénérées. Cependant, puisque, dans chacune d’elles, une transition est paire
et 'autre impaire, elles appartiennent i des bains différents et ces dégénérescences sont
impertinentes pour I’équation maitresse. Les paramétres sont w, /27 = w,/2n = 6 GHz.
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rapprochent. Lorsque la différence de fréquence entre deux transitions devient de 'ordre
de nk, leur largeur de raie typique, notre modéle échoue. On obtient un ordre de grandeur
de ce n critique avec la condition (Ep,1, — Fn+) - (Ens1,- - En-) ~ nk. En omettant les
termes d’ordre supérieur & g2 et en supposant g > k et g 2 |A|, autrement dit que le
systéme est hors du régime dispersif, on trouve

2/3 )
Al » [% (1 + -2%)] . (E.1)

Typiquement, cela signifie que I'on peut avoir des centaines d’excitations avant que la
non-linéarité ne disparaisse et que le modéle ne s’ébréche. 1l en résulte que cette limite
est en pratique impertinente. |

On se tourne maintenant vers les transitions produites par le bain pair. Les transitions
de type 2 se recouvrent dans des conditions similaires aux précédentes, mais & des n
plus grands, puisqu’elles comprennent des niveaux d’énergie plus largement détachés.
Ainsi, ces transitions ne fixent pas la valeur de 7. Par ailleurs, 4 cause de la non-
linéarité en \/7, toutes les transitions de type 0 ont des fréquences différentes. Cependant,
les transitions de type 0 et 2 peuvent accidentellement se recouvrir. Ces recouvrements
dépendent des paramétres g, w, et w, de maniére non triviale, mais un n critique a péﬂir
duquel cette possibilité survient peut étre établi avec la condition E,.1-—En 14 = E, . -
E,_, qui méne 3 une expression compliquée pour i . Cependant, on peut commodément

obtenir un estimé de ce nombre critique avec le critére E,, , — E,,_ ~ w,, qui méne &

~(0-2) _ _wi—A?

ncrit - 4(92+UA) (E2)

Avec w,[27 = w, /27 = 6 GHz et g/2r = 1 GHz, 70D - 9, ce qui est bien assez pour

crit
décrire avec précision plusieurs expériences comme la spectroscopie.

. . , ~(0-2
Finalement, on souligne qu’au-dessus de g/27 = 1 GHz, nfm )

, on peut seulement dire
que certaines paires de transitions pourraient se recouvrir. Si les niveaux impliqués ne
jouent pas le role déterminant dans la dynamique du systéme étudié, I'équation maitresse

présentée ici peut tout de méme donner des résultats trés raisonnables en pratique.
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Annexe F

Eléments de matrice apparaissant dans
I’équation de Redfield

Dans cette annexe, on évalue les éléments de matrice entre les états propres |j) et |k)
de I'hamiltonien de Rabi pour les opérateurs X, o; et o,. Ce calcul est fait dans le cadre
de la théorie de perturbation présentée a la section 1.2 au deuxiéme ordre en g, de sorte
que

O ~ (jIUtOU|k), (F.1)

ot O est un des opérateurs mentionnés ci-dessus et |) est un état propre dans la base de

- ’hamiltonien de Bloch-Siegert, obtenue par la transformation U donnée & ’équation (1.9).

En employant les équations (1.19) et (1.20), on peut calculer les éléments de matrice.
Pour O = X, on obtient

X1~ = (1+1)sinf; -l cos, (F.2)
X101+ = (1+1)cosb, +1sinb;
Xmtlr o [\/ﬁ(l -1)sin@, + Il cos 0,,] §infn,q + v+ 1(1 + 1) cosb, cos O,
Xl o [\/ﬁ(l ~1)sinf, + lcosﬂ,,] c080ps1 + Vn + 1(1 +1) cos B, sin b,
D Gatiati g [—\/ﬁ(l -1)cosf, + lsinﬂn] sinfy,,1 + \/77+—1(1 +1)siné,, cos b,
X =~ [—/n(1- 1) cosf, +Isinb,] cosfpey + Vn+ 1(1+ 1) sin b, sinbp..,

oul=26+A?/2; £ = gA/2w, est défini sous 1'équation (1.9). On note que X% = X 7. Tous
les autres éléments de matrice sont nuls au deuxiéme ordre.
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Similairement, pour O = o, on trouve

ol%" = r2 cos; - spsiné, (F.3)

ol01* = —rZsin ), — spcosb;

grHntls o [r2 Sin9n+1 + Spaq COS 0,”1] cosfy, + [s,8in0p.1 +t,, c0s0,41]sInG,
n+,n+1 - [ r2 COSO-,H] + Spa1 s]anH] cos @, + [-Sn cosf,.q +1t, sm0n+1]81n9
ol o [ SN0, + Sps1 COS 6,,+1] sinf, - [sp5in0p.1 + tn cOs0psy] cos by
gn-in+l- [ 2 080,41 + Spsp Sin 0,,+1] sinf, — [~8n c08Op.1 + tysin 0,,.,,1] cosf,,

avec 72 = 1-A%(n+1/2), sp = AVn+1, et t, = 2§y/n(n +1).

Finalement, O = o, donne

o040 = 2A% - : (F.4)
ai%%* = 2Asiné,
019 = ~2A cos 6,

ot = [2A%(n -~ 1) - 1] cos(26,,) + 4A% cos® b,

o™ = 2(2A%n - 1) sind, cos b,

om7" = ~[2A%(n - 1) - 1] cos(26,,) + 4A% sin® 6,
o™ ™2 = 2AVn + 1 cosf,sinb,,,,
o™ ™2~ = _9AV/n + 1cosb, cosb,,s
o ™*2% = 2AvV/n + 1sinf, sinf,,,
o™ ™2~ = ~2AV/n + 1siné, cos b,

Quelques exemples de comparaison de ces formules analytiques avec les résultats de
la diagonalisation numérique sont présentés 4 la figure F.1. La comparaison est excellente
jusqu’au rapport g/ ~ 0.15 pour tous les éléments de matrice. '
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FIGURE F.1 — Comparaison de quelques éléments de matrice analytiques et numériques.
Dans tous les cas, une ligne grise (rouge en version électronique) signifie un résultat
analytique donné par une des équations (F.2) & (F.4) alors qu’un trait noir représente
les valeurs obtenues par diagonalisation numérique. Dans tous les cas, w, = w, = 6 GHz.
Le calcul analytique est trés prés du résultat numeérique jusqu'a g/X ~ 10 %, c’est-
a-dire g/w, ~ 20 %. Cet intervalle inclut donc toute la gamme des couplages réalisés
expérimentalement jusqu’a ce jour [5], qui va jusqu'a g/w, ~ 12 %.
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Annexe G

Taux de création de photons sous du

bruit en o,

Dans cette section, on calcule le taux de création de photons donné par I’équa-
tion (3.36) et causé par du bruit blanc dans la fréquence du qubit. Pour simplifier la
discussion, on inclut seulement les transitions au premier doublet accessible, c’est-a-dire
2, %).

Le taux moyen de création de photons est donné par
d 1 ; 1 |
B(t) = 3:{a'a)(®) = Te[p(t)ata) . (G.1)

On prend || 0) pour état initial. Pour obtenir un taux constant, on se limite & des temps
t trés petits, tels que B(t) ~ B(0). Tel qu’illustré a la figure 3.4, cette approximation ne
cause pas de probléme pour du bruit blanc, pour lequel on trouve numériquement que
(ata) augmente linéairement en tout temps. Puisque p(t)|,.o = ~i[Hg, p(0)] + Lhabp(0)
et que p(0) commute avec Hg, on trouve

B = Tr[aaLyup|l 0T 0] - (G.2)

Tel que montré a ’équation (3.14), si on considére le bruit en o,, Ly, a une composante
responsable du déphasage pur et une autre qui induit des transitions. Puisque p(0) est

un état propre, le terme de déphasage n’a pas d’effet et s’annule. Ainsi, en se plagant
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dans la base de Bloch-Siegert, on obtient

B - (U574 +T574) (4 0l(ata)™S| | 0) (G.3)
+T57%%(2~|(ata)PS|2-) + T54%(2 + |(a'a)BS|2+).

Avec

(ata)®® = ata - A(ao_ +a'o,) - 26(a® + a'?)o,

- A2 (a*a + %) o, + —;—A2, ) (G.4)

et en utilisant 1'équation (3.17) pour les taux de transition ainsi que les équations (F.4)

pour les éléments de matrice correspondants, on trouve

B = 202 [To_(82) 74 (—w2-) + Tau (82) 76 (—w2. )], (G.5)

ol
T, = (1 +sin? ;) cos? 6, (G.6)
Ty, = (1 + cos®6) sin? 6,, (G.7)

et wo, = B, — Eyp.

L’équation (G.5) montre clairement que le spectre du bruit & de trés hautes fréquences
négatives doit étre important pour que le bain en o, génére des photons de facon signi-
ficative. Or, dans le modéle quantique présenté ici, ce bain respecte le principe du bilan
détaillé. En effet, v,(—w) = exp(-w/kpT )7s(w), de sorte que y4(-w) - 0 pour w > kgT, .
ce qui signifie que ces contributions devraient étre trés faibles pour de basses températures
effectives.

Enfin, lorsque kT > wo,, on a y(-wa.) = y(-w2+) = 74, donc du bruit blanc, et
I’équation (G.5) se réduit a la forme plus simple ‘

g= 27¢A2 T(6,), (G.8)

qui correspond & I’équation (3.36).



Annexe H

Calcul du spectre de séparation de
Rabi

Tel que souligné a la section 3.2.6, on calcule ici {a), sous ’approximation de la faible
f.e.m externe. On suppose que le bruit en o, i de hautes fréquences négatives est faible,
de sorte que les transitions du fondamental au doublet |2, %) sont négligeables. Comme
le montre ’annexe G, ceci est valide pour un bain ayant une basse température effective.
En supposant que la f.é.m externe est trés faible, cela signifie que seuls les trois premiers
niveaux du systéme sont pertinents. .

Pour la simplicité, on commence par se mettre dans la base de Bloch-Siegert, définie
par I’équation (1.9), pour obtenir

HES (t) = UTH(t)U = Hps + ea®Se™r + h.c. : (H.1)

forcé

Il est aussi utile de passer dans un référentiel tournant en appliquant
V(t) = eiwal(a'a)®+a®/21e (H.2)

pour obtenir ’hamiltonien indépendant du temps

BS
HES = ABSqgta + Aé’ o, + gl, + e(aP® + a'®), (H.3)

forcé
avec
BS
AP =w, —ws-p ABS = w, — wit + . (H.4)
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L’équation du mouvement de Heisenberg pour un opérateur arbitraire O est
d,~ . A A
(00 = ([ HES, O]) + (£2u0), (15)
o1, dans le sous-espace {|{ 0),[1-),|1+)}

= (0017 + T491%) Do [[T0)(Ta1) -+ Do [F=)(TH]- 413 Do [ TN

o=

+ Do [0 0)(1 0] + &1 [T-(T-| + @[T+ )(T+]] , (H.6)
ot Do[Q]0 = (2010Q - QtQO - 0Q*Q)/2. Les taux sont définis a la section 3.2.1.

Nous sommes intéressés a obtenir les valeurs moyennes de a et de o_. Puisque les
valeurs moyennes ne dépendent pas du référentiel, nous allons simplifier les calculs en
travaillant dans la base de 'Bloch-Siegert. Pour ce faire, on calcule d’abord 'effet des
dissipateurs sur aBS et 0BS, sachant que

Do[GP10S = (Do[G10)™. (H.7)

Cela signifie que nous pouvons traiter les états et les opérateurs dans la base de ’ha-
miltonien de Jaynes-Cummings efficace et ensuite utiliser la transformation unitaire U
définie a 1’équation (1.9) pour revenir i la base de Bloch-Siegert, qui prend en compte

les termes non séculaires. Dans ’approximation & trois niveaux, on trouve

a= cosfy|O0)1+]|+sind;|0){1-|, (H.8)
o- =-sinf|{ 0){(1+ |+ cosfy| | 0)(1-], (H.9)

ce qui donne les dissipateurs

Dol| 4 01 +|]a = —% cosf;(acosb; — o_sinb,),
Do[| 4 0){1-]]a = —%Sinel(asinel + o_cosby),
Do[l1-H1+]|]e = -—% cosf;(acosf; — o_sinb,),

Do[|1+){1-|]a = —%sinol(asinﬂl +0_cosfy),

Do[|l 1 01 +|]Jo- = +-;-sin01(acos6’1 - o_siné,),
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Dof| LON1-[]o- = -% cos6y(asinb; + o cosby),
Do[|1-H1+|]o- = +%sin01(acos¢91 - o_siné,),

Do[|1+}{1-|]o- = —-;— cosf;(asinf, + o_ cost;).

Procéder de maniére similaire pour les dissipateurs reliés au déphasage pur donne

1 1 '

deph . ) _

DgPa = - 5 (7; cos? 6; + 5 sin? 91) a-sin 6, cos 6, ('7¢ - ) o. (H.10)
deph 1. - 1 . - .

DoPlo.=- 3 sinf; cos 6, ('7¢ - 7;) a- 3 ('y; sin 6, + Y cos? 01) o_, (H.11)

. ol nous avons défini

T S T

Si on additionne maintenant les contributions i ’équation de Heisenberg pour {a) de
tous les dissipateurs de 1’équation (H.5), on obtient

-, (61)(a) - n(6:1){o-), (H.13)
alors que pour o_, on a ‘ ,
' -n(61){a) - T-(6:1){c-). (H.14)
Ici, on a défini
T.(61) = Ty sin6; + Ty cos? 6y, (H.15)
' I"-(Hl) = Fl COS2 01 + Fz sin2 61, . (Hlﬁ)
n(6;) = (I'y - T'3) sin 6, cos by, (H.17)
avec les taux
_+ s L+ At '
= 7_._1'2_12; 9= :7__’1?;_1‘!’., (H.18)
2 2 4
Cette formule implique a son tour les expressions
¥e = £(A12.10) [X O + ¥(Ara o) [0 22, (H.19)

1 2
7;/* = §7¢(A1;,h)|a;*’l*| ) (H.20)
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On calcule maintenant [ Haryn, aB%] et [ Harva, 035]. En négligeant les termes qui ménent a
la fuite de I’état hors du systéme a trois niveaux efficace de Jaynes-Cummings, on obtient

des formes plus simples pour aB8 et ¢BS dans la base nue

, .
aBs » (1 + %—) a- Ao, +2al (H.21)

A2
oB5 » (1 + 3-) o_ - Aadl. (H.22)

De ces expressions, on obtient facilement

2

A2 A2 '
[Hdnm, 01_35] ~ - (1 + —-2-)AGBSO'_ - (1 + T)ga - AABSat - po, (H.24)

2 2
[Hdm,, aBS] S (1 + A—) ABSq - (1 + %—)ga_ + (26ABS- p)at + (26g-AABS)0, (H.23)

On exprime maintenant ceci dans la base de Bloch-Siegert. A partir des équations (H.21)
et (H.22), on trouve

A2
o= (1 + —2—) 25 + Aa'tBS, (H.25)

Sachant que aB = a + O(A), 'équation (H.21) méne a
A? |
ax (1 - —2—) aBS + AoBS - 2¢a'B5, (H.26)
Cela permet de trouver les commutateurs appropriés

2
[Harvn, B8] » — e - ABSaPS - (1 + A?)ga_

+ 2(£APS - pu)atBS - [A(ABS + ABS) - 2691075, (H.27)
[Harva, 025] = = [(1+ A?)AZS + AAP5] 058 - gaPs
- [AE AP - 2eg]a™ - 20 (.28)

On peut maintenant écrire les équations du mouvement pour aBS et oBS. Alors que les
contributions hamiltoniennes sont purement imaginaire, les termes reliés 4 la dissipation
son purement réels. Les termes imaginaires ménent & un comportement oscillatoire, alors
que les termes réels sont responsables de la dynamique non conservative, c’est-a-dire
le forgage et 'amortissement du systéme. Les termes en aBS et en 0B ont tous deux

des composantes réelles et imaginaires, mais les termes en a'BS et en 0BS ont seulement
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une contribution imaginaire. Ces derniers ont donc uniquement pour effet d’ajouter des
oscillations dans la dynamique. Puisqu’on s’intéresse seulement au comportement de
P’état stationnaire, on peut les négliger. Cela permet d’obtenir les équations suivantes
pour I’état stationnaire en négligeant les termes d’ordre supérieur a g2 .

[iA3S +T.,(61)] (a®S), + [ig + n(61)] (055), + ie = 0,
[ig +1(61)] (a®S), + [iABS + T_(8,)] (¢55), = 0,

ot nous avons défini ABS = (1+A2)ABS + AZABS, En solutionnant ’ensemble d’équations

ci-dessus, on trouve finalement

_ i€ G’q(01)
@)= G2y -G, (6)G ) (H.29)
ol
G,(6,) =T_(6,) +iABS (H.30)
Gr(01) = F+(01) + zAfs (H31)
Gy (1) = ig +n(61). (H.32)

Dans le régime du couplage fort, c’est-a-dire quand 2g est beaucoup plus grand que tous
les taux de relaxation et de déphasage du systéme, la partie imaginaire de cette formule
se réduit approximativement a 1’équation (3.46).
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