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Sommaire 

L'électrodynamique quantique en cavité et en circuit étudie l'interaction lumière-

matière à son stade le plus fondamental, dans lequel un atome unique, qu'il soit naturel 

ou artificiel, interagit avec un seul mode du champ électromagnétique. Dans ce système, 

le confinement du champ augmente l'intensité de l'interaction jusqu'à permettre d'ob­

server l'échange cohérent de quanta entre lumière et matière [1, 2, 3]. Récemment, des 

expériences réalisées à l'aide de qubits supraconducteurs ont démontré des couplages re­

cord caractéristiques d'un nouveau régime, dit ultra-fort, dans lequel l'état fondamental 

n'est plus le vide, mais un état fortement intriqué entre l'atome et le champ [4, 5]. 

Malgré cet accroissement gigantesque du couplage lumière-matière, ce dernier est 

le plus souvent négligé lorsqu'on considère l'interaction de ce système avec son envi­

ronnement. En effet, la plupart des travaux théoriques publiés récemment décrivent la 

dynamique dissipative du système atome-cavité en se basant sur l'équation maîtresse' de 

l'optique quantique, un modèle valide seulement dans le cas de l'atome ou du résonateur 

séparés [6, 7, 8, 9]. 

Dans ce travail, on démontre qu'employer l'équation maîtresse de l'optique quantique 

en couplage ultra-fort mène à des prédictions qui violent la conservation de l'énergie. Pour 

pallier à ce problème, on établit un modèle de la dissipation qui inclut le couplage atome-

champ. On montre en particulier que des fluctuations aléatoires dans la fréquence de 

l'atome artificiel peuvent générer des excitations dans le système à des fréquences précises. 

On indique aussi que des oscillations cohérentes à ces fréquences dans l'espacement des 

niveaux de l'atome pourraient être utiles pour accélérer le contrôle cohérent du système 

quantique. Notre modèle prédit finalement une asymétrie dans les raies de spectroscopie 

du système atome-cavité qui pourrait être exploitée pour sonder la densité spectrale de 

bruit de l'environnement à des fréquences jusqu'à ce jour inexplorées. 

Mots-clés: Qubits supraconducteurs ; électrodynamique quantique en circuit ; interac­

tion lumière-matière ; systèmes quantiques ouverts ; bruit quantique ; couplage ultra-fort 
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Introduction 

A mécanique quantique enseigne que tout système physique fermé évolue de manière 

réversible. Connaissant l'hamiltonien et l'état au temps t d'un tel système, son état 

en tout temps antérieur peut être déduit. 

Cependant, même s'ils existaient dans la nature, de tels systèmes fermés ne pourraient 

pas en toute rigueur être observés. En effet, le contrôle et la mesure nécessitent un 

couplage du système quantique au monde extérieur, ce qui le rend sujet à la relaxation et 

à la décohérence. Autrement dit, une fois couplé à son environnement, le système tombe 

dans son état fondamental et toute superposition d'états qu'il contient est transformée 

en mélange statistique. 

Cette dynamique irréversible, bien comprise d'un point de vue théorique, a aussi été 

étudiée expérimentalement dans le contexte de l'électrodynamique quantique en cavité 

(EDQ-cavité) [1]. Dans ce contexte, en exploitant le couplage fort d'un atome unique avec 

un seul mode du champ électromagnétique, des superpositions macroscopiques d'états 

quantiques de la lumière ont été construites et leur destruction due à leur interaction 

avec un réservoir a été observée par le groupe de Serge Haroche à l'Ecole Normale Su­

périeure [10]. Ce même groupe a également pu contempler en laboratoire la naissance de 

photons uniques et leur fuite dans l'environnement [11, 12]. 

L'électrodynamique quantique en circuit (EDQ-circuit), un analogue de l'EDQ-cavité 

basé sur des circuits supraconducteurs [3, 13], offre aussi une compréhension détaillée 

des phénomènes de relaxation et de décohérence. L'émission spontanée d'un atome ar­

tificiel, ou qubit, a été caractérisée en tenant compte de l'influence de plusieurs modes 

de la cavité [14]. De plus, l'impact de la mesure sur la cohérence de l'atome est bien 

compris [15, 16], en particulier dans le régime dispersif, dans lequel l'atome et la cavité 

sont à des fréquences très séparées, rendant l'échange de quanta difficile [17]. La mesure 

à bifurcation, qui exploite l'effet Kerr dans une cavité non linéaire pour augmenter dra­

matiquement le rapport signal sur bruit, a également une influence bien connue sur l'état 
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2 Introduction 

de l'atome artificiel [18]. 

Bien que l'EDQ-cavité et l'EDQ-circuit permettent tous deux d'étudier la dissipation, 

les dispositifs de l'état solide ont typiquement des taux d'interaction lumière-matière 

beaucoup plus élevés. Par exemple, le couplage par le courant d'un qubit de flux [19] à une 

jonction Josephson placée dans un résonateur peut accentuer ce taux d'échange jusqu'à 

ce qu'il devienne de l'ordre des fréquences naturelles du qubit et du résonateur [20]. Ce 

couplage ultrarfort, pour lequel l'approximation dite séculaire est brisée, a été obtenu 

expérimentalement en utilisant pour résonateur un guide d'ondes coplanaire [5] et un 

circuit LC [21]. Parallèlement à ces efforts expérimentaux, la dynamique des états purs 

a été étudiée théoriquement dans ce régime [22, 23, 24, 25]. Par ailleurs, un modèle 

rigoureux décrivant la dissipation du système due à l'amortissement du résonateur en 

couplage utra-fort a été élaboré par Hausinger et Grifoni [26]. Néanmoins, une description 

complète de la dissipation incluant la relaxation du qubit ainsi que les phénomènes de 

décohérence qui lui sont intrinsèques manque toujours à l'appel. 

Le couplage atome-cavité est au coeur du problème de la dissipation en couplage 

ultra-fort. Lorsque le couplage entre ces deux sous-systèmes est faible, l'interaction avec 

l'environnement peut être traitée séparément pour le qubit et pour le résonateur [1]. 

Cependant, lorsque le taux d'échange entre l'atome et l'oscillateur est suffisant pour bri­

ser l'approximation séculaire, cette approche mène à des prédictions non physiques. Par 

exemple, tel qu'il le sera illustré plus tard à la figure 3.1, l'environnement peut sortir 

le système de son fondamental même à température nulle, ce qui est en contradiction 

évidente avec la conservation de l'énergie. En outre, en présence de couplage fort entre 

atome et cavité, des transitions à des fréquences très détachées l'une de l'autre appa­

raissent, ce qui brise l'approximation du bruit blanc, coutumière dans un tel système. 

Pour éviter ces ennuis, le couplage qubit-résonateur doit être inclus dans le traitement 

de la dissipation. 

Dans ce travail, on obtient une équation du mouvement à température finie pour le 

système qubit-résonateur dans le contexte de l'EDQ-circuit. Cette équation tient compte 

des trois principaux phénomènes irréversibles qui sont connus dans ces dispositifs : la 

relaxation du qubit, l'amortissement de la cavité et le déphasage pur de l'atome artificiel. 

Elle tient également compte de l'interaction atome-cavité, ce qui permet de l'employer 

même en régime de couplage ultra-fort. 

Dans le chapitre 1, on introduit l'hamiltonien du système par analogie avec le cas 

de l'interaction lumière-matière en EDQ-cavité. Le régime de couplage ultrar-fort est en­
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suite défini comme brisant l'approximation séculaire. On définit également le régime de 

Bloch-Siegert, pour lequel les termes qui rendent cette approximation caduque peuvent 

être inclus dans une théorie de perturbation au deuxième ordre. Les états fondamental 

et excités sont par la suite présentés à l'intérieur de ce cadre, puis on survole quelques 

méthodes approximatives permettant d'étudier le système qubit-résonateur au-delà de 

l'approximation de Bloch-Siegert. Après avoir expliqué comment l'interaction lumière-

matière peut en pratique être rendue ultra-forte, on suggère quelques applications pos­

sibles pour un tel système dans le contexte de la physique du solide et de l'information 

quantique. 

Alors qu'au chapitre 1, le système qubit-résonateur isolé était considéré, au chapitre 2, 

on couple séparément chacun des sous-systèmes à un environnement. On présente d'abord 

le modèle de Caldeira-Leggett, qui permet d'introduire l'irréversibilité dans la mécanique 

quantique. On exploite ensuite ce dernier pour obtenir l'équation du mouvement d'un 

oscillateur anharmonique amorti, puis d'un système à deux niveaux soumis à la relaxation. 

On introduit ensuite la notion de déphasage pur dans un tel système, puis on la généralise 

à N niveaux. 

Le troisième chapitre regroupe l'essentiel des résultats originaux de ce travail. On ex­

plique d'abord comment l'approche du chapitre précédent, valide pour le qubit et le réso­

nateur séparés, échoue lorsqu'une interaction est introduite entre les deux sous-systèmes. 

Puis, on présente l'équation maîtresse obtenue ici pour le système qubit-résonateur cou­

plé. Différents phénomènes sont ensuite analysés à la lumière de cette équation du mou­

vement. Premièrement, on décrit comment ce modèle éclaircit notre compréhension d'un 

analogue de l'effet Casimir dynamique prédit dans un tel système. Subséquemment, 

on propose une expérience qui, sous certaines approximations, permettrait d'étudier le 

spectre du bruit qui constitue une source intrinsèque de décohérence pour le qubit en 

EDQ-circuit. 



Introduction 



Chapitre 1 

L'électrodynamique quantique en 

circuit et le couplage ultra-fort 

Dans ce chapitre, on présente l'hamiltonien du système atome-cavité : l'hamiltonien 

de Rabi. En EDQ-circuit, il existe plusieurs variétés de qubits dont l'interaction avec le 

résonateur est décrite par cet hamiltonien. On introduit donc ce dernier dans le contexte 

plus facile d'approche de l'EDQ-cavité. On définit ensuite l'approximation séculaire ainsi 

que le régime de couplage ultra-fort. Après avoir introduit des méthodes approximatives 

pour obtenir les états propres de l'hamiltonien de Rabi dans ce régime, on explique 

qu'il est fondamentalement impossible d'atteindre le couplage ultra-fort en EDQ-cavité 

et comment l'EDQ-circuit l'autorise. Après avoir expliqué la technique employée jusqu'à 

ce jour pour rendre le taux d'interaction qubit-résonateur comparable aux fréquences de 

résonance du système, on s'attaque aux applications possibles de ce nouveau régime. 

1.1 L'interaction lumière-matière et l'hamiltonien de 

Rabi 

En EDQ-cavité tout comme en EDQ-circuit, l'interaction d'un atome à deux niveaux 

avec un mode du champ électromagnétique est décrite par l'hamiltonien de Rabi. Ce 

modèle quantique est d'un intérêt fondamental pour l'étude microscopique du couplage 

atome-champ, mais également d'un intérêt pratique sans équivoque, puisqu'il est à la 

base d'une des architectures les plus prometteuses pour la réalisation d'un ordinateur 

quantique [3, 13]. Que l'on traite l'interaction d'un atome naturel ou artificiel avec la 

5 



6 Chapitre 1 : L'électrodynamique quantique en circuit et le couplage ultra-fort 

FIGURE 1.1 - Atome de Rydberg. Un tel atome est préparé dans un état hautement excité 
de façon à maximiser le rayon des orbites électroniques et donc le dipôle électrique. 
Typiquement, les expériences d'EDQ-cavité se font avec des atomes de césium ou de 
rubidium préparés dans un état pour lequel le nombre quantique principal n est de l'ordre 
de 50. Dans le traitement théorique fait ici, on suppose que, dans cet état, l'orbite d'un 
des électrons est tellement éloignée du reste du nuage électronique que l'atome devient 
effectivement monoélectronique. 

lumière, on obtient le même hamiltonien. Nous justifierons donc ce modèle dans le cas 

plus simple de l'atome naturel. L'essentiel de la discussion s'inspire de la référence [27]. 

Tel qu'illustré à la figure 1.1, dans l'approximation dipolaire et en considérant un 

atome monoélectronique, l'hamiltonien du système atome-champ est 

Ici, E est le champ électrique, e la charge électronique et r l'opérateur position. On entend 

par atome un système à N niveaux caractérisé par l'hamiltonien 

Quant au champ électromagnétique, il est modélisé par un ensemble de modes harmo­

niques, donc par [/i = 1] 

H = HA  + H c-e  r E. (1.1) 

HA = Y,Ei\'iM (1.2) 

Hc = (1.3) 
k 

où les aj^ sont les opérateurs d'échelle pour le mode k. Dans l'hamiltonien ci-dessus, on 
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ignore l'énergie du point zéro, qui ne fait ici qu'ajouter une constante non pertinente à 

tous les niveaux d'énergie. En optique quantique [27], on décrit le champ électrique par 

E = ^ eic£it (ajc + ajj, (1.4) 
k 

où eic est un vecteur unitaire dans la direction de k et £k = (a>fc/2eoV)^2, avec V le volume 

occupé par le champ et e0 la permittivité du vide. Cela constitue la quantification du 

champ électrique. Enfin, on peut réécrire l'opérateur moment dipolaire électrique en 

employant la relation de fermeture de l'espace de Hilbert de l'atome 

-ex = -£e|»)<*|r|j)0'| = E*Pvjl*)0"l. (L5) 
».i » J 

où pij  = -e(i \r \ j ) .  En injectant les équations (1.2) à (1.5) dans l'équation (1.1), on obtient 

l'hamiltonien suivant pour l'interaction dipolaire entre un atome et le champ électrique 

H  = E +  EW»cakak +  EE f ' e k  Pij£k\ i)( j \(°k + 4) • (L6) 
t  k  k  i , j  

L'hamiltonien ci-dessus, quoique général, est peu satisfaisant du fait de sa complexité. 

Pour simplifier le tout, on imagine un atome à seulement deux niveaux couplé à un seul 

mode du champ électrique. C'est la situation standard en EDQ-cavité [1] et en EDQ-

circuit [13] (voir figure 1.2), où la présence d'un résonateur de très haute qualité permet 

d'obtenir un espacement entre les raies spectrales de chacun des modes du champ élec­

tromagnétique qui est très grand devant leur largeur ainsi que devant la fréquence du 

couplage lumière-matière. Dans ce cas, l'atome n'interagit effectivement qu'avec un de 

ces modes. On introduit alors la base dite nue, engendrée par l'ensemble des produits 

tensoriels possibles entre les états de Fock \n) du mode pertinent du champ électroma­

gnétique et les états fondamental 1j) et excité 11) de l'atome à deux niveaux. On définit 

également les opérateurs d'échelle a+ = | î){4 | et <r_ = | i)(t | de l'atome, ainsi que les 

matrices de Pauli ox = <r_ + er+, oy = i(<r_ - er+) et az - \ f)(t | - | j)(j |. Dans cette base, 

l'hamiltonien ci-dessus se réduit à l'expression 

HR = ura)a + Y<?z 
+ 9{O- + ^+)(a + at)> C1-7) 

qu'on appelle l'hamiltonien de Rabi. Dans cette équation, wr est la fréquence du mode 
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transit 

A = 

1 2 3 
^trans/ 

FIGURE 1.2 - Électrodynamique quantique en cavité et en circuit, a) Un atome de Ryd-
berg à deux niveaux traverse une cavité supraconductrice en un temps transit • Il échange 
des photons avec la cavité à un taux g. Dans le cadre de l'équation maîtresse de l'optique 
quantique, expliquée au chapitre 2, la cavité fuit à un taux k, l'atome relaxe à un taux 
7i et perd sa cohérence à un taux 7^. b) Amplitude du champ électrique pour les trois 
modes de plus basse fréquence dans la cavité, c) Spectre de transmission correspondant, 
avec les fréquences normalisées par rapport à celle du premier mode du résonateur. Les 
modes de la cavité sont en vert, alors que la raie de transmission de l'atome est en bleu. 
Si cette raie est suffisamment proche du premier mode (A « ur), où uv est l'intervalle 
de fréquence entre les modes et si g,K, 71,7^ « ur, on peut garder seulement ce premier 
mode dans l'hamiltonien. d) Électrodynamique quantique en circuit. Un qubit supracon­
ducteur fait office d'atome artificiel et est placé dans un guide d'ondes coplanaire qui, 
lui, joue le rôle de la cavité. 
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pertinent du résonateur, ua est la fréquence de séparation des deux niveaux de l'atome 
et 9 = Pu • £k- On suppose ici que = pit € R3 afin de simplifier la discussion. 

On peut mettre deux processus en évidence en réécrivant le terme d'interaction atome-

champ dans l'équation (1.7) comme 

Le premier, représenté par un terme en g(aa+ + aV_), est l'échange cohérent d'une exci­

tation entre l'atome et le champ à la fréquence g. C'est le terme dit séculaire ou rotatif. 

Le second, qui correspond à g(aa~ + aV+), est la création ou la destruction simultar 

née d'excitations virtuelles dans les deux sous-systèmes. C'est le terme non séculaire ou 

contre-rotatif. La prochaine section précise l'importance relative de ces deux processus 

en fonction du couplage. 

1.2 L'approximation séculaire et le couplage ultra-fort 

Bien que l'hamiltonien de Rabi ait une forme très simple, sa forme diagonale, dé­

couverte récemment par Braak [28] est très complexe. En effet, les niveaux d'énergie 

correspondants se définissent par la solution en séries d'équations transcendantes. Cepen­

dant, pour de faibles valeurs de g devant ur et cua, il est possible de négliger les termes 

non séculaires pour le ramener à un hamiltonien simplifié, celui de Jaynes-Cummings. 

Dans cette section, on obtient d'abord les critères pour lesquels l'hamiltonien de Jaynes-

Cummings peut être employé au heu de celui de Rabi. On décrit ensuite les principales 

différences entre l'état fondamental Jaynes-Cummings et l'état fondamental Rabi dans 

la limite g «uT + oja. On explore ensuite quelques propriétés de ce fondamental au-delà 

de cette limite. 

1.2.1 Conditions pour négliger les termes non séculaires 

Afin de simplifier le traitement de l'hamiltonien de Rabi et de mettre en lumière les 

limites à l'intérieur desquelles on peut négliger les termes non séculaires, on applique la 

transformation unitaire suivante, apportée par Hausinger et Grifoni [29, 26, 21] 

Hac = p(ocr+ + aV_) + g(acr_ + aV+). (1.8) 

U = exp{A(aa_ -aV+) +£(a2-at2)<r2} (1.9) 
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où A = #/£, £ = gA/2ujr et E = uir + uia. On emploie la formule de Campbell-Baker-

HausdorfF 

e x xHe x x  = H + A [H, X] + ̂  [[H, X],X),  (1.10) 

au deuxième ordre en g, ce qui suppose g « S. On obtient alors l'hamiltonien efficace de 

Bloch-Siegert 

WHrU =; Hbs  = (UT  + f icr z)^a + -PR^z + g(o.o+ + aV_), (1H) 

où ô>a = u)a + p et n = g2/T>. 

Pour g « Y,, l'impact des termes non séculaires est donc de déplacer les fréquences 

de l'atome et du mode du champ électromagnétique par /z, le décalage de Bloch-Siegert. 

En effet, poser n = 0 revient à négliger complètement les termes non séculaires dans 

l'hamiltonien de Rabi pour obtenir l'hamiltonien de Jaynes-Cummings 

HjC  = uva*a + ̂ o z  + g(aa+ + aV_). (1-12) 

Dans cette situation, on dit que l'approximation séculaire a été réalisée. 

Le plus souvent, c'est l'hamiltonien de Jaynes-Cummings qui est utilisé. Typiquement, 

en EDQ-cavité [30, 11], g/ujr ~ 10-6. Dans ce cas, prendre ujrj2Tt = u;a/27r = 50 GHz mène à 

n/2it ~ 10~2 Hz, ce qui est complètement négligeable devant la largeur des raies spectrales 

reliées aux transitions du système. On peut alors négliger complètement les termes contre-

rotatifs et on appellera par la suite cette situation régime séculaire. 

Dans les expériences habituelles d'EDQ-circuit [3, 31], on a plutôt g/ur ~ 10~2. 

Prendre des paramètres typiques comme g/2it = 100 MHz et o;r/27r = u;a/27r = 6 GHz 

mène â ^i/2n ^ 0.8 MHz. Cette valeur est très proche de la largeur des raies en EDQ-

circuit. Même si l'approximation séculaire donne en pratique des prédictions comparables 

aux résultats expérimentaux, il suffit d'augmenter g d'un ordre de grandeur pour que n 

devienne beaucoup plus grand que la largeur des raies et que des effets des termes contre-

rotatifis deviennent évidents. On dit alors du couplage qu'il est ultra-fort et on appelle 

cette situation régime non séculaire. 

1.2.2 L'état fondamental 

On s'attarde maintenant à une des différences les plus évidentes entre les régimes 

séculaire et non séculaire : l'état fondamental du système. Pour simplifier le traitement, 
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on choisit g « £ de façon à utiliser la transformation (1.9). Le cas séculaire est par la 

suite obtenu simplement en posant A = £ = 0. 

Dans la base de l'hamiltonien transformé donné par l'équation (1.11), l'état fondamen­

tal est le vide, qu'on écrit | 4 0). Si on revient dans la base nue, soit celle de l'hamiltonien 

de Rabi, on obtient l'expression suivante pour le fondamental au deuxième ordre en g 

La différence la plus marquée entre cet état fondamental et celui de Jaynes-Cummings, 

qui se réduit à | 4 0), est la présence d'excitations virtuelles dans l'atome et dans le 

champ. En moyenne, le nombre de photons virtuels et la population de l'état excité de 

l'atome sont donnés par 

Ce nombre donne aussi approximativement 1 - |(4,0| 4,0)p et est donc relié au recouvre­

ment des états fondamentaux Jaynes-Cummings et Bloch-Siegert. 

Il serait tentant de proposer une expérience où l'on observerait ces populations dues 

aux termes contre-rotatifs [32], par exemple par une mesure dispersive sur le qubit [3, 13] 

ou sur le résonateur [33, 16]. Ce serait oublier le caractère virtuel de ces excitations. 

En effet, puisque ces mesures se font par spectroscopie, elles donnent des résultats qui 

dépendent des niveaux d'énergie du système et se comprennent donc dans la base habillée, 

soit celle dans laquelle l'hamiltonien est diagonal. Dans cette base, il n'y a évidemment 

pas d'excitations dans le fondamental, qui s'écrit | 4,0) dans le régime Bloch-Siegert. Il 

n'est pas trivial de mesurer séparément l'état du qubit ou du résonateur en couplage 

ultrarfort, car dans ce régime, ces deux systèmes sont enchevêtrés. 

En plus d'exhiber des excitations virtuelles, l'état fondamental de l'hamiltonien de 

Rabi exprimé dans la base nue manifeste de l'intrication entre l'atome et le champ. Nous 

verrons plus loin qu'à de très fortes valeurs de g, cette intrication peut être exploitée 

pour générer des états non classiques du champ électromagnétique. 

|i, 0) a t/||, 0) = (l - y ) U, 0) - A| t, 1) + eV2| i, 2) (1.13) 

(1.14) 

1.2.3 Les états excités 

On donne ici la forme des états et énergies propres excités pour les hamiltoniens de 

Jaynes-Cummings et de Bloch-Siegert. Commençons par définir l'opérateur nombre total 
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de quanta comme 

NQ = A!A + | î)(î |- (1.15) 

On obtient facilement [Hbs, NQ] = [HJC ,  NQ] = 0. Cela signifie que ces opérateurs ont une 

base de vecteurs propres communs. Cette base est donnée par les paires d'états com­

prenant le même nombre total d'excitations n, soit {|i,n), |î,n- 1)}. En effet, ces états 

sont des états propres de NQ. Cependant, comme chacun de ces doublets est dégénéré par 

rapport à NQ, il reste à diagonaliser l'hamiltonien à l'intérieur des sous-espaces associés 

à chacun d'eux pour obtenir le spectre de Hbs et donc aussi de i/jc-

Dans la base du doublet |î,n- 1)}, l'hamiltonien.de Bloch-Siegert s'écrit 

Hn = l  U>4#BSU ,n)  { l ,n\HB S \ t ,n- l)  \  
BS \ (t.w- 1|-^BSU,w) <t,n-l|/fBs| î,n-1) ) 

( (u r  -  n)n -  (ua  +  f i ) / 2  g^/n 
gyjn (u) r  + n)n + (ua  + n)/2 

En diagonalisant cette matrice, on trouve les énergies et les états propres de rhamiltonien 

efficace 

En± = nu;r ± (A^s)2 + 4g2n,  (1.18) 

(1.16) 

(1.17) 

|n,+) = -sin0n |  î ,n - 1) + cos#n |  | ,n), (1-19) 

|n,-)= cos^n |  t ,n - 1) + sin0n |  | ,n), (1-20) 

où À®s = A + 2fj ,n.  Sont également définis le désaccord en fréquence A = ua  - u> r  et l'angle 

de mélange 
(A* s-J(A* sy + 4g2n\ ,  x  

#" = arCtan( 2g*jn )• (121) 

La figure 1.3a) illustre la signification physique des états propres obtenus ci-dessus. 

Comme l'indiquent les équations (1.19) et (1.20), dans la base de l'hamiltonien efficace, 

les états propres sont une superposition des états 11, n-1) et | j, n) ayant le même nombre 

total d'excitations. La contribution de chaque état dans cette superposition est donnée 

par l'angle 9n, lui-même déterminé par n, g et A®s. Pour g/A®s -* 0, l'atome et le champ 

sont découplés et les états propres sont les états produit tensoriel | î /1) ® \n). Pour des 

valeurs finies de ce rapport, l'atome devient en partie champ et le champ en partie atome. 
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FIGURE 1.3 - Diagonalisation des hamiltoniens de Bloch-Siegert et de Jaynes-Cummings. 
a) Signification de l'angle de mélange dans ces deux hamiltoniens. Pour un doublet de 
nombre d'excitations n, les états propres sont une superposition des états orthogonaux 
11, n - 1) et | i, n). La contribution de chacun de ces états de la base nue est déterminée 
par l'angle 9n. b) Structure des niveaux d'énergie de l'hamiltonien de Jaynes-Cummings 
pour un atome en résonance avec le mode du champ électromagnétique. Le couplage lève 
la dégénérescence des niveaux | î,n - 1) et | |,n). Se forment alors des doublets dont la 
séparation est 2g^/ri. Cette structure peut être sondée spectroscopiquement en mesurant 
la transmission d'un signal rf. c) Représentation schématique des résultats attendus pour 
la spectroscopie du premier doublet Jaynes-Cummings pour a>0/27r = u/r/27r = 6 GHz et 
<7/2ÎT = 100 MHz. 
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Dans le cas extrême pour lequel A®s = 0, 0n = -7r/4 et les états propres deviennent 

|n,+)*-^=(|t,n- l )  + |i,n)), (1.22) 

(1.23) 

L'atome et le mode du champ électromagnétique sont alors dits en résonance. Dans ce 

contexte, il devient impossible d'associer une excitation purement à l'atome ou au champ, 

les deux systèmes étant maximalement intriqués. Pour cette raison, on parle alors d'une 

« molécule lumière-matière ». Une telle interaction de la lumière peut aussi survenir en 

physique du solide, par exemple avec des modes phononiques ou plasmoniques. Cet objet 

fortement couplé porte alors le nom de « polariton » [34, 35]. 

Il vaut la peine de s'attarder un peu sur l'influence des termes non séculaires sur la 

condition de résonance. Sous l'approximation séculaire, c'est-à-dire lorsque les décalages 

de Bloch-Siegert sont négligeables, cette condition se réduit à A®s = A = 0. Autrement 

dit, l'atome et le mode du champ électromagnétique doivent avoir la même fréquence. 

Cependant, dans le régime où les termes non séculaires sont inclus de manière perturba-

tive, les fréquences du qubit et du résonateur sont changées par le couplage. Pour avoir 

résonance, et donc 9n = -7r/4, il faut donc tenir en compte ce décalage de Bloch-Siegert. 

La condition de résonance se réécrit alors 

u;£res) = uryjl-2n[^. (1.24) 

Puisque, dans le régime séculaire, gjur -* 0, les termes non séculaires ont pour effet 

de décaler la fréquence de résonance d'une quantité différente pour chaque doublet. Il 

est donc impossible d'avoir chaque doublet simultanément en résonance en dehors de 

l'approximation séculaire, c'est-à-dire qu'un seul des doublets à la fois peut présenter un 

mélange maximal entre l'atome et le champ. 

Lorsqu'il y a résonance dans un doublet de même nombre d'excitations dans l'hamil-

tonien efficace de Bloch-Siegert, les énergies associées aux états |n,±) sont simplement 

Eni± = nur ±gy/n. La figure 1.3b) illustre ce phénomène dans le régime séculaire. Sans 

interaction atome-champ, pour ua = u>r, les états à l'intérieur d'un même doublet ont la 

même énergie nur et sont donc dégénérés. Le couplage vient lever cette dégénérescence 

par la formation d'une paire de niveaux séparés par l'énergie 2g>Jn. Tel qu'illustré à 
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la figure 1.3c), cette levée de dégénérescence peut être observée expérimentalement par 

spectroscopie si g » T, où F est la largeur des raies spectrales due à la relaxation et 

au déphasage du système. Ce régime porte le nom de couplage fort. Il est couramment 

obtenu expérimentalement avec des atomes de Rydberg dans des cavités supraconduc-

trices [30, 11, 12, 10] ainsi qu'avec des qubits supraconducteurs dans des résonateurs 

coplanaires [31, 3]. Il vaut cependant la peine de préciser qu'en régime de Bloch-Siegert, 

cette description n'est plus aussi simple, puisqu'il est impossible d'y avoir résonance pour 

plus d'un doublet à la fois. Par exemple, s'il y a résonance pour le premier doublet, l'es­

pacement entre les niveaux des doublets supérieurs n'est plus strictement 2g^/n, mais 

approximativement 2gy/n(l + A2(n - l)/2n). 

1.2.4 Au-delà du régime Bloch-Siegert 

Dans la section précédente, l'influence des termes non séculaires est incluse de mar 

nière perturbative, ce qui permet de se placer dans la base d'un hamiltonien efficace qui 

conserve Nq. Cependant, si la condition g « ua+uT n'est pas remplie, il n'est plus possible 

de se placer dans la base de Bloch-Siegert. Puisque [Nq, HR] * 0, la structure des doublets 

décrite ci-dessus est perdue, car alors une interaction apparaît entre les paires d'états de 

même nombre total d'excitations. Il reste cependant possible d'énoncer quelques carac­

téristiques générales des états propres de l'hamiltonien de Rabi. Ces vecteurs et énergies 

propres peuvent aussi être écrits analytiquement sous certaines approximations ou obte­

nus numériquement. > 

Définissons d'abord l'opérateur parité du nombre d'excitations 

n = (-l)ata+lîMîl = (-1)"«. (1.25) 

Il est facile de constater que [Ha, II] = 0. En effet, les termes séculaires préservent tri­

vialement la parité, puisqu'ils préservent le nombre total d'excitations. Par ailleurs, les 

termes non séculaires créent ou détruisent des excitations par paires, de sorte qu'ils ne 

peuvent changer II. Cela permet de définir les chaînes d'états de parité paire (+1) ou 

impaire (-1) [23] 

+ i :  U , o ) ~ | î , i > ~ U , 2 ) H î ,3) H M )  

- 1 :  | î , 0 )HU)Hî , 2 )H i , 3 )H î , 4 ) .  
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FIGURE 1.4 - Spectre de l'hamiltonien de Rabi. Les lignes bleues représentent les états 
propres pairs (II = +1), alors que les lignes rouges représentent les états impairs (II = -1). 
À faible couplage, ces états sont bien décrits dans la base de Bloch-Siegert par des kets 
|n,q), où n est le nombre total d'excitations et q = ±. À fort couplage, cependant, ce 
modèle n'est plus valide. Pourtant, la parité reste un bon nombre quantique. Puisque 
seuls les niveaux d'énergie de parité distincte peuvent se croiser, les états propres de 
l'hamiltonien de Rabi peuvent s'écrire comme |TT,ni), où n est la valeur propre de II et 
n 1 est un second nombre quantique permettant d'identifier les états propres pour chaque 
valeur de la parité. La figure est tirée de la référence [28]. 

Dans ce schéma, les flèches noires représentent le couplage par les termes séculaires et les 

flèches rouges celui par les termes non séculaires. Ainsi, si un système décrit entièrement 

par Hr est placé dans une superposition arbitraire d'états de même parité, il restera 

dans cette chaîne. Dans cette optique, le régime séculaire est caractérisé par la brisure 

des chaînes de parité entre les doublets de même nombre total d'excitations, c'est-à-dire 

par la disparition des flèches rouges dans le schéma ci-dessus. 

L'idée de la conservation de la parité met en évidence une propriété importante de 

l'hamiltonien de Bloch-Siegert. Puisque, dans la base de l'hamiltonien efficace, les états 

appartenant à un même doublet ont le même nombre d'excitations, ils ont aussi trivia­

lement la même parité. Cette propriété sera exploitée à la section 3.2 pour traiter la 

dissipation dans ce régime. 

En plus d'être utile d'un point de vue strictement intuitif, la conservation de la parité 

est au coeur de la solution analytique de l'hamiltonien de Rabi obtenue par Braak [28]. 



§1.2. L'approximation séculaire et le couplage ultra-fort 17 

En effet, ce dernier introduit le nombre quantique n, correspondant à la parité +1 ou 

-1. Fixer la parité du système atome-champ permet de le réduire à deux sous-systèmes 

dans lesquels il est alors possible de définir un nombre quantique ni qui numérote chacun 

des états propres. Cette idée est motivée par le fait que, si on trace le spectre de HR en 

fonction de g, les états propres de même parité ne se croisent jamais, tel qu'illustré à la 

figure 1.4. Les énergies propres correspondant aux états sont alors obtenues en trouvant 

le ni-ième zéro d'une fonction spéciale Gno(x). Ce résultat est majeur, car il prouve 

que l'hamiltonien de Rabi est intégrable, alors que la communauté scientifique a cru le 

contraire pendant des décennies. Cependant, une question reste ouverte : celle d'exprimer 

ces états propres dans la base nue. Une telle démarche permettrait par exemple de mieux 

comprendre comment la molécule lumière-matière se couple à son environnement. 

Bien que la solution analytique de Braak ne donne pas directement les états propres de 

l'hamiltonien de Rabi dans la base nue, plusieurs techniques analytiques précises ont été 

développées pour diagonaliser approximativement HR et exprimer la solution en fonction 

des états propres sans couplage. En premier lieu, des méthodes variationnelles ont été 

élaborées pour obtenir un état fondamental approximatif. Dans la référence [36], les au­

teurs obtiennent un estimé du fondamental en prenant pour ket d'essai une superposition 

de deux états déplacés et comprimés. D'autres auteurs [37] choisissent une combinaison 

de méthodes perturbatives et variationnelles pour arriver à un fondamental approximatif 

qui reste passablement près du résultat numérique pour g < 0.7wr. Ils utilisent ensuite 

cette méthode pour estimer {a)a) dans l'état de plus basse énergie. En appliquant un 

opérateur déplacement [27, 38] ainsi que la théorie de perturbation de Van Vleck [29], 

Hausinger et Grifoni [25] obtiennent une expression pour tous les états propres de HR  

pour g arbitrairement grand, mais valide seulement dans la limite ua « u>r. Enfin, Zueco 

et al [39] lèvent également la contrainte g « uia + u>r dans le cadre d'un régime dispersif 

généralisé, donc pour g «ua- ur. 

1.2.5 Les approximations adiabatiques 

Pour décrire sommairement les phénomènes qui apparaissent lorsque g devient de 

l'ordre de ua et uv, nous allons favoriser ici deux approches adiabatiques [40, 41, 42, 43], 

qui permettent d'explorer les deux régimes extrêmes ua « u>r et u>r « uja. Certaines 

approches mentionnées ci-dessus sont plus précises, mais les méthodes adiabatiques sont 

utiles pour développer une intuition physique. La discussion est similaire dans son contenu 
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FIGURE 1.5 - Deux approches adiabatiques pour la diagonalisation de l'hamiltonien de 
Rabi. Dans les deux figures, 5 = 0. Pour g ~ uir, u)a, l'oscillateur rapide favorise la formation 
d'états chats de Schrôdinger alors que l'atome rapide favorise la compression. 

à celle donnée dans la référence [40]. 

L'essence de l'approximation adiabatique est de supposer qu'un système a une fré­

quence caractéristique beaucoup plus rapide qu'un autre. Cela signifie que la dynamique 

du système rapide peut toujours s'ajuster à celle du système lent. Autrement dit, du 

point de vue du système rapide, le système lent a un état toujours bien défini, ce qui 

permet d'éliminer certains degrés de liberté dans l'hamiltonien total. 

La figure 1.5 illustre les niveaux d'énergie du système atome-champ dans deux régimes 

extrêmes pour g - 0 : l'oscillateur rapide et l'atome rapide. La question est de savoir 

comment ces niveaux se couplent lorsque g > 0 et quelles sont les propriétés générales des 

états correspondants. Nous verrons que le régime de l'oscillateur rapide favorise des états 

non classiques nommés chats de Schrôdinger, alors que l'atome rapide est favorable aux 

états comprimés. Pour bien comprendre la suite, nous allons commencer par introduire 

ces états non classiques. 

1.2.6 Les états non classiques 

Les états non classiques mentionnés à la section 1.2.5 se comprennent par comparaison 

avec un état cohérent ou semi-classique [27, 38] 

| a) = D(a)|0), (1.26) 
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FIGURE 1.6 - Représentation d'états classiques et non classiques dans l'espace des phases. 
a) Déplacer le vide par un nombre complexe a crée un état cohérent ou semi-classique. 
b) L'opérateur compression diminue l'incertitude dans une quadrature au prix d'un gain 
d'incertitude dans l'autre. Un tel état est dit comprimé, c) Fonction Q d'un état chat, 
d) Fonction de Wigner d'un état chat. Les franges négatives proviennent du caractère 
quantique de la superposition. Voir les références [27, 38] pour une description détaillée 
des distributions quasi-classiques. 

où D(a) = exp (aa+ - a*a) est l'opérateur déplacement. Cet opérateur déplace les états 

cohérents dans l'espace des phases, tel qu'illustré à la figure 1.6. Cette action se décrit 

mathématiquement par jD(a')|a) = |a + a'). L'état cohérent |a) est donc le vide déplacé. 

Une propriété importante de cet état est que sa variance selon les quadratures X et P est 

égale tout en ayant le produit minimal permis par la relation d'incertitude de Heisenberg 

où X = (a + at)/2 = Re(a) et P = (a-  al ) /2 i  = Im(a). 

On définit un état comprimé comme un état pour lequel AX < 1/4 ou A P < 1/4. L'état 

comprimé est dit idéal si en plus AXA P = 1/4. Ces états sont utiles en métrologie [44, 

45, 46], car si une quadrature en particulier est d'intérêt, on peut diminuer grandement 

AXAP=] 
4 

(1.27) 
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l'incertitude sur cette dernière au prix d'une erreur plus grande dans l'autre axe. 

Un état comprimé est obtenu mathématiquement en appliquant l'opérateur unitaire 

5(0 = eq>(|r«2 + ^at2) (1-28) 

sur un état cohérent \a), tel qu'illustré à la figure 1.6b). Physiquement, ce résultat est 

obtenu en diagonalisant l'hamiltonien d'un oscillateur paramétrique dégénéré 

#OPD = Vrata + ea2 + e*at2, (1.29) 

où e = |e|eiv3. En effet, si on prend £ = re~*^, avec 

r = ^arctanh (—), (1.30) 
2 \ u)r / 

on obtient, à une constante près [47] 

SKOHoroStf) - sjuï - 4|£|2a»a. (1.31) 

L'opérateur de compression ramène donc l'hamiltonien de l'oscillateur paramétrique à 

celui d'un oscillateur harmonique. Cela permet de déduire que l'état fondamental de 

l'oscillateur paramétrique est le vide comprimé, soit 5(^)10). Par inspection de l'équa­

tion (1.29), on conclut également que la compression est obtenue en ajoutant un terme en 

kX2 à l'hamiltonien d'un oscillateur harmonique Hoh, on k est une constante arbitraire. 

Dans la base des états propres de Hoh, les kets propres de Hou + kX2 sont des états de 

Fock comprimés. 

Un autre état non classique pertinent est l'état chat de Schrôdinger 

-^(e*|Q) + e-'*|-a)), (1.32) 

où M est une constante de normalisation. Tel qu'illustré à la figure 1.6, il s'agit d'une 

superposition de deux états quasi-classiques. En ce sens, il s'agit d'une superposition 

quantique d'états macroscopiques, d'où le nom de chat tiré du célébrissime paradoxe. 

On distingue deux exemples importants de chats. Il s'agit des chats pair \P+) et impair 
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|P_) [48, 49] 
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|P±) = (|a) ± | - a» (1.33) 

où M± = 2(1 ± exp[-2|a|2]). On comprend rapidement le nom donné à ces états en déve­

loppant les états cohérents en série 

Le chat pair est une superposition d'états de Fock contenant un nombre pair de photons, 

alors que le chat impair contient seulement des états de Fock impairs. 

Tout comme les états comprimés, les états chats sont cruciaux pour le traitement 

quantique de l'information avec des variables continues [50, 48]. Cette branche de l'infor­

mation quantique s'est développée quand Knill, Laflamme et Milburn ont découvert que 

le calcul quantique peut être réalisé avec seulement les outils de l'optique linéaire [51], 

à condition de disposer d'états non classiques comme des états de Fock et de pouvoir 

mesurer l'opérateur nombre. Il s'avère que les états comprimés et les états chats [52] per­

mettent de réduire le nombre de portes logiques nécessaires aux opérations par rapport 

à cette proposition originale [51]. Le Saint-Graal de cette discipline est donc de trouver 

comment produire efficacement ces configurations exotiques de la lumière. 

Les prochaines sections expliquent comment ces états non classiques apparaissent 

naturellement dans l'état fondamental de l'hamiltonien de Rabi. 

1.2.7 Le régime de l'atome rapide 

Dans le régime, de l'atome rapide, ua » u>r. On écrit d'abord l'hamiltonien de Rabi 

en utilisant les opérateurs X et P et en faisant une rotation de 90 degrés autour de l'axe 

des y des opérateurs de Pauli de l'atome 

,2n+l 

(1.34) 

(1.35) 

j j P^ 1 o v2 v Hr = — + -tthj^X -  —ox + gXoz, 
2m 2 2 

(1.36) 

avec m une masse effective pour l'oscillateur. Pour représenter le fait que, dans l'approxi­

mation adiabatique, l'oscillateur a toujours un état bien défini, on remplace l'opérateur 
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X par une vaxiable classique x. L'hamiltonien de l'atome et de l'interaction atome-champ 

est alors 

Ha,ar = -+ 9X&Z, (1-37) 

ce qui, une fois diagonalisé, donne les états et énergies propres [40] 

Ea,±\x = + V*2 (1-38) 

|+x) = sinv?| t) - costp\ |) (1.39) 

|-x) = cosy| t) + sinip| 4.) (1-40) 

tan2y? = -^2-. (1.41) 

Cela permet de définir un potentiel effectif pour l'oscillateur qui dépend de l'état de 

l'atome 

Vef i (x)  = ^ma;r2i2 ± + 4g2x2. (1.42) 

Dans la limite où 2g\x\ « ua, on peut écrire [40] 

KffOO - ^mu?x2 ± ^ua |l + 2^- j. (1.43) 

Il s'agit donc du potentiel d'un oscillateur harmonique avec en plus un terme en X 2 .  

Selon la discussion de la section 1.2.6, l'état fondamental doit donc être comprimé. Cette 

compression est d'autant plus forte que le rapport g/u>a est grand. Cependant, cette 

approximation se brise pour des rapports <?/u;0 trop élevés, de sorte qu'alors des phéno­

mènes apparaissent qui ne sont pas simplement pris en compte par une compression. Des 

exemples de résultats dans l'espace des phases sont donnés à la figure 1.7. 

Noter que ce résultat peut être prédit plus grossièrement à l'aide de la transforma­

tion de l'équation (1.9). En effet, si on remplace Çcrz -* et <T± -> 1, il s'agit d'un 

opérateur de déplacement et de compression. Puisque, dans le régime Bloch-Siegert, 

£ = g2/[2u>r(ujr + uia)], on s'attend à voir une compression dans l'état fondamental qui est 

surtout importante dans le régime u;a » ujt, c'est-à-dire le régime de l'atome rapide. 

1.2.8 Le régime de l'oscillateur rapide 

On donne ici un aperçu de la méthode adiabatique très précise élaborée par Irish et 

al [42] pour diagonaliser l'hamiltonien de Rabi dans le régime de l'oscillateur rapide, soit 
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FIGURE 1.7 - Compression de l'état fondamental dans la limite de l'atome rapide. Dans 
les deux cas, u>a = 11 GHz et ujr = 1 GHZ. La fonction Q du résonateur est tracée et 
obtenue par diagonalisation numérique, a) g = 1.5 GHz. b) g = 2.25 GHz. La compression 
n'est clairement pas suffisante pour décrire l'état du résonateur. Par ailleurs, même si 
l'état ressemble à un chat, il est plus complexe, car dans ce régime, l'intrication entre 
l'atome et l'oscillateur est très importante [40]. 

ur » uta. Après une rotation appropriée des matrices de Pauli, l'hamiltonien de Rabi 

s'écrit 

H r = ura<a + -u>aax  + g(a + at)(Tz. (1-44) 

Dans le régime de l'oscillateur rapide, l'atome est toujours dans un état bien défini. On 

remplace donc oz -»• ±1. Si on se concentre sur la partie de l'hamiltonien qui implique 

seulement les opérateurs de l'oscillateur, on obtient 

Ho - ura}a ± p(a + a^), (1-45) 

ce qui peut être réécrit 

Ho = urD{ra)(J aD^ Fa), (1-46) 

où a = gjuT. Les états propres de cet hamiltonien sont donc des états de Fock déplacés 

|n4) = Z}(T<*)|n). (1.47) 

Le signe du déplacement dépend de l'état du qubit. Si a > 0, ces états déplacés forment 

une base quasi-orthogonale sur laquelle on peut réécrire l'hamiltonien de Rabi, sachant 
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que 

(m ± \n ± )  = ô m n  (1.48) 

e~2a2(-2a)m~ny/n\/m\ L™~n[(2a:)2], mtn 
(m_|n+) = Cl.49) 

e_2t,2(2a)n~my/m\/n\ L^m[(2a)2], m<n, 

où les L\ sont des polynômes de Laguerre associés. Une approximation supplémentaire 

est ensuite faite : celle de négliger les termes qui ne sont pas diagonaux par blocs dans 

l'hamilonien de Rabi exprimé dans la base déplacée. Les états propres obtenus sont alors 

l*±,n) = ^=(l+,n+)±hn_)), (1.50) 

avec les énergies propres correspondantes 

E±tn = nuv ±u;0(n_|n+). (1-51) 

En particulier, les deux états de plus basse énergie forment un doublet qui, dans la base 

originale de l'équation (1.7), s'écrit 

lf.,0) = 5 {±11) ® (|ûr) ± I - a» * 11) ® (|a) * I - a»}. (1.52) 

Il s'agit donc d'états intriqués entre l'atome et l'oscillateur. Plus précisément, l'oscilla­

teur est dans un état chat dont la parité (voir la section 1.2.6 ou la référence [48]) est 

déterminée par l'état du qubit. Tel qu'attendu, dans l'état fondamental, le nombre total 

d'excitations est bien toujours pair. Par ailleurs, le premier état excité a un nombre impair 

d'excitations. Enfin, la séparation en énergie du doublet est E+t0 - o - ujae~292!wr, de 

sorte que le fondamental devient de plus en plus près d'être dégénéré lorsque g augmente. 

Contrairement au cas de l'atome rapide, ici l'approximation adiabatique s'améliore 

lorsque g augmente. Pour des rapports g/ujr > 1, la différence entre les niveaux d'énergie 

approchés et le résultat numérique devient très faible [42], sauf lorsque uia > ur. 

Advenant la conception en laboratoire d'un système physique adéquat, le couplage 

ultra-fort permettrait donc naturellement l'observation d'états non-classiques. Loin d'être 

difficile à produire, comme c'est la norme en optique quantique, ces états apparaîtraient 

comme l'état fondamental du système. 
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h 

FIGURE 1.8 - Un atome dans une cavité Fabry-Pérot. 

1.3 La réalisation du couplage ultra-fort 

La section précédente donne un aperçu des états exotiques qui pourraient être générés 

par le couplage ultra-fort. Ici, on mentionne d'abord l'impossibilité de ce régime en EDQ-
/ 

cavité, puis on explique sommairement comment le couplage peut atteindre une fraction 

importante de ur en EDQ-circuit. 

1.3.1 Le rôle de la constante de structure fine en EDQ-cavité 

Soit un atome monoélectronique à deux niveaux dans une cavité Fabry-Pérot de 

volume V = hl2, tel qu'illustré à la figure 1.8. Dans cette situation, avec ur ~ ua, le 

couplage relatif de l'atome au premier mode du champ électromagnétique est [53] 

•2. = 2^±, (1.53) 
UJr n V 

où (X est la constante de structure fine, n est le nombre quantique principal de l'atome et 

où l'on a défini le volume modal relatif 

hl2 

(A/2 )' 
V = 777^3- (1-54) 

Évidemment, A représente ici la longueur d'onde des photons. Le couplage relatif est 

optimal pour n = 1 avec V le plus petit possible. Or, la longueur d'onde émise par l'atome 

doit être de l'ordre de grandeur du rayon de l'orbite électronique. Puisqu'il est impossible 

de fabriquer une cavité plus petite que l'atome lui même, on a au minimum V ~ 1. Même 

dans cette situation absurde, on a gjur ~ a3/2. Puisqu'il s'agit d'une puissance positive 
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de la constante de structure fine, elle même un très petit nombre ~ 1/137, g ne peut en 

aucun cas être de l'ordré de tur. E y a donc une contrainte fondamentale qui empêche la 

réalisation du couplage ultra-fort avec un seul atome en EDQ-cavité. 

1.3.2 La réalisation du couplage ultra-fort en EDQ-circuit 

Tel qu'expliqué à l'annexe B, en EDQ-circuit, on couple un atome artificiel à un réso­

nateur coplanaire. Pour la simplicité, on représente ici l'atome artificiel par une jonction 

Josephson en parallèle avec une capacité, ce qui est valide pour un qubit de charge [54]. 

Comme le montre la figure 1.9, il est possible de coupler l'atome au résonateur de manière 

soit capacitive, soit inductive. Le cas capacitif correspond à la figure 1.2d) ; le qubit est 

connecté à la masse, où le courant est nul, à travers une capacité. Dans cette situation, 

ce sont les fluctuations du point zéro du voltage qui sont responsables de l'interaction 

atome-champ. La valeur relative de ce couplage est alors [53] 

où Ej est l'énergie Josephson de la jonction, Ec = (2e)2/2Cj est l'énergie capacitive 

du qubit, Z0 = \jLfC est l'impédance de la ligne à transmission et Zvide = 377 fl. En 

général1 , Zo/Z^de < 1- Puisque la puissance de a est positive, le couplage relatif est 

ici relativement faible, même si l'amélioration par rapport au cas de l'EDQ-cavité est 

considérable [31, 3]. 

La deuxième technique de couplage, illustrée à la figure 1.9b), correspond à brancher 

le qubit sur le conducteur central du guide d'onde. L'interaction atome-champ provient 

alors des fluctuations du point zéro du courant et sa grandeur relative est [53] 

Puisque, dans l'expression ci-dessus, a est élevé à une puissance négative, le couplage 

Comme leq guides d'onde sont faits de matériaux métalliques non magnétiques, en général /xr = 1 et 
er ~ 10, d'où Z0/.Zvide < 

(1.55) 

(1.57) 

1. En effet, Zvide oc y/no/eo et Z0 oc >//ir^o/ere0, d'où 

(1.56) 
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FIGURE 1.9 - Couplages a) capacitif et b) inductif. 

relatif peut atteindre ici des valeurs beaucoup plus grandes que par couplage capacitif. 

En prenant les paramètres réalistes Z0 - 50 Q et Ec/2Ej = 100, on obtient g/uT - 20. 

Le couplage ultra-fort semble donc réalisable en EDQ-circuit. Cependant, un calcul plus 

rigoureux [55] permet de montrer que dans cette configuration, le rapport gjoja est quant 

à lui limité à environ 20%. Cette limitation provient du fait que l'élément de circuit qui 

est responsable du couplage lumière-matière, ici la jonction Josephson, détermine aussi 

la fréquence de l'atome artificiel. Par ailleurs, la condition Ec » 2Ej, nécessaire ici pour 

un fort couplage, n'est pas désirable en pratique, car elle maximise la sensibilité au bruit 

de charge qui détruit les superpositions d'états quantiques. Ainsi, même si de très forts 

couplages brisant l'approximation séculaire seraient réalisables avec cette méthode, il est 

impossible de l'exploiter pour obtenir des valeurs de g à la fois du même ordre de grandeur 

que u>r et ua. 

Une façon d'augmenter le couplage sans être limité ni par ua ni par a est de maximiser 

le courant du point zéro qui circule à travers le qubit. Dans la référence [20], Jérôme 

Bourassa et al proposent d'augmenter cette quantité en insérant une jonction Josephson 

dans le résonateur. Le courant à l'emplacement x\ de la jonction Josephson est 

I (x  j )  = 
1 

LQ(X) dx 
(1.58) 

Xï 

où LQ{X) est l'inductance par unité de longueur et $(x) = f^d t 'VÇx,?), avec V(x , t )  

le potentiel électrique au point x au temps t. Le couplage augmente dont avec la pente 
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FIGURE 1.10 - Proposition pour la réalisation du couplage ultra-fort en EDQ-circuit. 
Figures tirées de la référence [20]. a) Un qubit de flux [19] est branché sur une non-
linéarité introduite au centre du résonateur, b) Amplitude (normalisée à un) du flux 
dans le premier mode d'une ligne à transmission en niobium (ligne pointillée noire) ou en 
aluminium (ligne pleine bleue) intersectée par une jonction Josephson. En encadré figure 
une vue agrandie du mode à proximité de la jonction. La variation abrupte de ce mode 
rend le couplage atome-champ significativement plus grand. 

de <Ê(:E) en x 2 .  Comme le montre la figure 1.10, la présence de la jonction Josephson 

rend cette pente dramatiquement plus abrupte. Les couplages obtenus peuvent alors 

être en principe de l'ordre de plusieurs dizaines de % de u>r. Cette idée est appliquée 

expérimentalement dans la référence [5], où un couplage relatif de l'ordre de 12 % est 

obtenu. Le principal défaut de cette méthode est qu'à ces valeurs de g, le qubit se couple 

à plusieurs modes du résonateur. Le traitement théorique est alors plus complexe et 

d'éventuelles opérations cohérentes sur le système en seraient rendues plus difficiles. Pour 

éviter ce problème, il est possible d'employer un résonateur LC monomode à la place du 

résonateur coplanaire. Par couplage inductif à un qubit de flux, le décalage de Bloch-

Siegert a été observé avec ce type de dispositif [4]. Enfin, une amélioration peut être 

apportée à cette technique en remplaçant la jonction Josephson par un SQUID. Un tel 

dispositif, composé de deux jonctions, agit exactement comme une jonction Josephson 

dont l'énergie est contrôlée par un flux externe. Avec un tel circuit, le couplage atome-

champ deviendrait modulable [24]. 

Le couplage ultra-fort fait donc maintenant partie de la boîte à outils de l'EDQ-

circuit. La question est alors la suivante : comment exploiter au mieux cette nouvelle 

technologie et que peut-elle nous apprendre de fondamental sur la physique ? 
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1.4 Quelques applications possibles du couplage ultra­

fort en EDQ-circuit 

L'idée d'application la plus immédiate pour le couplage ultra-fort vient en constatant 

les propriétés décidément non classiques du fondamental de l'hamiltonien de Rabi. Par 

exemple, tel que suggéré à la section 1.2.8, ce fondamental est un état chat enchevêtré avec 

l'atome dans la limite où u>r » uia. Plus généralement, tel que démontré à l'annexe A, 

pour un atome couplé à N modes du champ électromagnétique, ce qui correspond à 

l'hamiltonien 

H(r } = + £ [uJra]aJ + 9j(aj + a])(<7- + a+)], (1.59) 
z j=i 

l'état fondamental est approximativement 

= 5 [I t) (nf,,|Qj) - n£,| - -1 i) (n&h) + nf„| - a,))], (î.eo) 

où ctj = gj/urf-. Dans l'expression ci-dessus, u4, gj et aj sont respectivement la fréquence, le 

couplage à l'atome et l'opérateur d'annihilation du mode j. Les états des modes électro­

magnétiques forment donc des chats enchevêtrés avec l'atome. Comme il s'agit de l'état 

fondamental du système, m tel chat est robuste face à la relaxation et à la décohérence, 

contrairement au cas habituel où le chat est formé d'une superposition d'états de Fock 

excités [10, 56]. Cependant, justement parce qu'il s'agit de l'état fondamental, l'étude 

expérimentale de ce dernier devient très difficile, puisque les photons qu'il contient sont 

virtuels. Ils restent donc en quelque sorte attachés au circuit et il ne faut pas s'attendre 

à avoir émission de photons dans de tels états du résonateur. Pour pouvoir manipuler 

et observer cet état, il faut ramener les couplages à 0 de manière non adiabatique par 

rapport à g. Alors, le système est décrit par l'état |^-,o) dans la base nue, ce qui permet 

de faire une mesure sur le qubit ou les résonateurs. Dans une série d'expériences, le qubit 

pourrait être mesuré dispersivement [57, 58] ou par bifurcation [59, 60, 18], alors qu'une 

tomographie des résonateurs pourrait être réalisée [56]. Une telle expérience montrerait 

que des chats enchevêtrés pairs ou impairs sont créés dans les modes du champ élec­

tromagnétique de manière corrélée à l'état du qubit. Si le qubit est | î), les chats sont 

impairs. S'il est | 4), ils sont pairs. Quoique simple en principe, mie telle technique serait 

extrêmement ardue en pratique, car elle nécessiterait de passer de g ~ 10 GHz à g = 0 

en un temps beaucoup plus court que l/gmoy, où gmoy est la valeur moyenne de g durant 
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l'opération. Cela signifie un temps d'opération inférieur à la nanoseconde. Non seulement 

ce temps d'opération très court est-il en soi un très grand défi expérimental, il faudrait 

également choisir très précautionneusement la forme de l'impulsion dans le couplage pour 

éviter d'exciter le système en générant des fréquences trop élevées. Cependant, dans la 

référence [24], les auteurs font une proposition qui selon eux permettrait d'atteindre une 

telle rapidité d'exécution. 

En augmentant le couplage jusqu'à ce qu'il devienne la fréquence dominante, ou en 

ajoutant des atomes artificiels dans le circuit, on finit par atteindre un régime qui rappelle 

celui des systèmes de la matière condensée. Jonas Larson propose d'utiliser le système 

qubit-résonateur en couplage ultra-fort pour obtenir, dans différents jeux de paramètres, 

divers hamiltoniens tels que les modèles Jahn-Teller /? x E et e x E, le modèle Renner-

Teller, ainsi que des potentiels de jauge abéliens et non-abéliens, ou même l'effet Hall 

anormal [61, 62, 63, 43]. Dans cette optique, une des prédictions les plus surprenantes 

est celle par Nataf et Ciuti [64] d'une transition de phase quantique superradiante rap­

pelant celle obtenue avec l'hamiltonien de Dicke [65, 66]. Pour obtenir ce résultat, les 

auteurs font un traitement théorique de N atomes artificiels de fréquence identique ua 

interagissant avec K modes. L'architecture choisie pour les atomes est celle du fiuxo-

nium [67, 68, 69, 70] pour éviter le bruit de charge. L'interaction avec les résonateurs 

est inductive, de manière à maximiser sa valeur jusqu'à atteindre le régime du couplage 

dominant : g/uja » 1. En supposant TV » 1, un hamiltonien effectif est obtenu dans la 

base des opérateurs bosoniques collectifs bk = où l'indice j numérote les 

atomes artificiels. Cet hamiltonien manifeste une transition de phase quantique lorsque 

le couplage atteint un point critique = y/u*u}a/2. Après cette transition, le spectre 

révèle une excitation bosonique collective sans gap : le fondamental devient un doublet 

quasi-dégénéré dont l'espacement S en énergie décroît comme u>a exp {-2NgH(oj£)2). Ce 

comportement est typique de la transition superradiante des hamiltoniens de Dicke. Ce­

pendant, ces hamiltoniens sont obtenus en négligeant un terme en A2 dans l'interaction 

lumière-matière, où A est le potentiel vecteur [71, 72, 73]. L'apparition de la transition 

superradiante ne survient habituellement que sous cette approximation. Le grand mérite 

du traitement de Nataf et Ciuti est qu'il inclut l'équivalent du terme en A2 et que ce 

dernier participe à la transition de phase. Le couplage ultra-fort promet donc d'être un 

outil intéressant pour étudier les transitions de phase quantique dans les systèmes de la 

matière condensée. 

Accessoirement, le mode collectif introduit par Nataf et Ciuti pourrait aussi trouver 
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ime application intéressante du point de vue du traitement quantique de l'information. 

En effet, pour N atomes artificiels couplés à un mode du champ électromagnétique, le 

doublet quasi-dégénéré de plus basse énergie dans le régime du couplage dominant est, 

approximativement 

hM = * | - , (i.6i) 

où aN ^ \/Ng/ujr et |±) = (| t) ± 11))/\/2. Nous verrons à la section 2.4 que les sources 

intrinsèques de décohérence en EDQ-circuit peuvent être modélisées par des fluctua­

tions aléatoires dans la fréquence du qubit et donc par des hamiltoniens de la forme 

fj(t)cri, où fj(t) est une fonction aléatoire du temps. Selon la règle d'or de Fermi, de 

telles fluctuations induisent des transitions entre des états propres |i) et |/) à un taux 

proportionnel à |(Î|<Tz|/)|2 ainsi que de la décohérence à un taux relié aux éléments de 

matrice diagonaux de crz dans la base diagonale du système. Comme les deux états du 

doublet donné à l'équation (1.61) ont des parités différentes, = 0. Par ailleurs, 

= 2exp(-2ajy), de sorte que pour aN » 1, le doublet est insensible au bruit 

en oz dans les qubits. Ainsi, pour un système pour lequel cette source de bruit domine, 

ce qui est le cas du fluxonium, travailler dans cette base pourrait augmenter dramatique­

ment le temps de cohérence. Le défi est de choisir un ensemble de paramètres qui permet 

d'atteindre ce régime tout en gardant l'espacement S » kBT. Ce travail est fait par Nataf 

et Ciuti dans la référence [74]. 

La discussion faite ci-dessus permet d'entrevoir quelques applications possibles au 

couplage ultra-fort. Cependant, pour passer à des prédictions quantitatives sur des ré­

sultats expérimentaux, une bonne compréhension de la dissipation dans ce régime est 

nécessaire. Les prochains chapitres s'attardent d'abord sur le sujet du comportement du 

qubit et du résonateur séparés en présence de leur environnement respectif, puis sur celui 

de l'interaction de la molécule lumière-matière avec son milieu extérieur. 
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Chapitre 2 

Relaxation et déphasage pour un 

atome et un résonateur découplés 

Le premier postulat de la mécanique quantique stipule qu'à un instant t, toute l'in­

formation accessible sur un système physique est contenue dans un ket Cette 

affirmation n'est valide que si le système d'intérêt est isolé ; si ce dernier est en inter­

action avec un milieu extérieur, il faut en principe connaître le vecteur d'état \ip(t)) du 

système et de l'environnement couplés. Une telle description devient vite intraitable, de 

sorte qu'un arsenal de méthodes théoriques a été développé pour décrire le comportement 

du système seul, connaissant les paramètres de son couplage au milieu externe. Dans ce 

chapitre, on évacue temporairement tout couplage entre atome et champ pour expliquer 

comment, dans le cadre du modèle de Caldeira-Leggett, on peut obtenir une dynamique 

irréversible emblématique des systèmes quantiques ouverts en traitant l'environnement 

comme un bain infini d'oscillateurs harmoniques. On trouve ensuite l'équation d'évolu­

tion, dite équation maîtresse, d'un oscillateur interagissant avec un tel environnement. 

Pour des raisons de généralité, on inclut une non linéarité dans l'hamiltonien de l'oscil­

lateur, ce qui permet d'explorer deux régimes : celui de l'oscillateur harmonique, pour 

lequel on obtient l'équation maltresse de l'optique quantique, ainsi que celui de l'oscil­

lateur fortement anharmonique, pour lequel toutes les transitions se produisent à des 

fréquences distinctes, de manière incohérente. Enfin, on décrit comment un atome à deux 

niveaux s'amortit et comment les superpositions quantiques s'estompent en présence d'un 

environnement. 

33 
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2.1 Le modèle de Caldeira-Leggett 

Connaissant l'hamiltonien H d'un système quantique, l'évolution temporelle de son 

état \ip(t)} est obtenue en résolvant l'équation de Schrôdinger 

«mm=i j jwo) -  (2 . i )  

De manière tout à fait générale, on peut écrire la solution de cette équation différentielle 

comme 

m))=u( t , t 0 )m 0 ) ) ,  (2.2) 

où {/(Mo) = Texp[-i f ^d t 'H( t ' ) ]  est l'opérateur unitaire d'évolution du système et T 

est l'opérateur de produit chronologique, tel que 

TH(t 1 )H( t 2 ) . . .H( t n )  = (2.3) 

Dans le membre de gauche, les hamiltoniens sont évalués à des temps quelconques alors 

que ,  dans  le  membre  de  dro i te ,  i l s  sont  p lacés  se lon  la  permuta t ion  te l le  que  t \>t ' 2 >t ' z > 

...>t'n. 

L'opérateur d'évolution étant unitaire, il admet un inverse U~ 1 ( t , to )  = W(t , t 0 ) .  Au­

trement dit, si l'hamiltonien du système est connu, sachant l'état du système au temps 

t, il est toujours possible de reconstruire son état en tout temps antérieur t0 en appli­

quant W(t,t0). En ce sens, l'équation de Schrôdinger est dite réversible, tout comme la 

mécanique classique de Newton. 

Dans la plupart des systèmes réels, cependant, on observe une dynamique irréversible. 

Par exemple, prenons un atome à deux niveaux dans le vide et initialement dans l'état 

| t)- Son hamiltonien, comme celui de l'atome d'hydrogène, est indépendant du temps. 

Pourtant, l'observation montre qu'un tel atome tombe spontanément dans son état fon­

damental | i) après un certain temps caractéristique r. Connaître l'état de l'atome à un 

temps t » T ne renseigne alors en rien sur son état initial : il aurait tout aussi bien pu être 

au départ dans l'état | 4). Ce phénomène est donc en totale contradiction avec l'équation 

de Schrôdinger. Comment donc peut-on concilier cette observation avec la théorie ? 

Le problème vient du fait que l'atome n'est jamais un système isolé, puisqu'il inter­

agit en tout temps avec le champ électromagnétique qui l'environne. Cet environnement 

électromagnétique se décrit comme un ensemble infini d'oscillateurs harmoniques, ce qui 
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FIGURE 2.1 - Modèle de Caldeira-Leggett. 

s'exprime mathématiquement par l'équation (1.6), à la condition de prendre la limite 

continue pour le vecteur d'onde k. L'atome peut alors émettre son excitation sous la 

forme d'un photon qui se propage dans ce bain, de sorte qu'un observateur qui mesure 

l'état du système à deux niveaux sans compter les photons dans le champ électromagné­

tique croit à tort observer une dynamique irréversible. 

Cette description peut se généraliser à tout système quantique en interaction avec le 

champ électromagnétique et prend alors le nom de modèle de Caldeira-Leggett [75]. En 

particulier, ce modèle décrit bien la situation standard en EDQ-cavité et en EDQ-circuit, 

où atome et résonateur sont en interaction avec leur environnement. La figure 2.1 illustre 

la situation d'un circuit supraconducteur, ici décrit par un oscillateur LC, en interaction 

avec un milieu externe constitué d'une infinité d'autres résonateurs LC, dont les induc­

tances et les capacités sont notées respectivement Lm et Cm. Si on note l'hamiltonien du 

système d'intérêt Hs ainsi que les opérateurs charge et flux Qm et 4>m = dt'Vm(t'), 

l'hamiltonien total H du système et de l'environnement se réduit à 

j ï  =  »S+E{ 
771 V 

= ("s + £ 
\ m 

)2 

'm 

ym 
k2 

9. 
2 Ct 

JL 
2 L 

h^ + hb + hsb. 
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2 Lm 

UW-SL 
; tucm 

} 

2 Lri 
}-<^s 
' m 

&rn 
Lm 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

On a défini ci-dessus l'hamiltonien du système ayant subi un décalage de Lamb dû à son 

milieu 
<t>2 

H^Hs + Y. 
m 2Z<fn 

(2.7) 
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Par ailleurs, tel qu'expliqué à l'annexe B, un résonateur LC correspond à un oscillateur 

harmonique quantique. L'hamiltonien de chaque mode du bain s'exprime donc sous la 

forme diagonale 

#b = Yj (2.8) 
m 

où vm, bm et bln sont la fréquence de résonance et les opérateurs d'échelle du mode m de 

l'environnement. Enfin, l'interaction système-bain est 

Usb' -^T 1-  <2'9> 
m 

Si le système est un oscillateur harmonique, le flux <j) correspondant se quantifie à l'aide 

de l'équation (B.2), ce qui donne l'hamiltonien d'interaction 

H sb = X>m (a + at) (b m  + bl ) , (2.10) 
m 

avec ctm = — \/Zq Zm / 2, Z0 = \/LjC et Zm = y/Lm/Cm. Cet hamiltonien permet au système 

d'échanger des quanta avec son environnement. Dans la limite où ce dernier comprend 

un nombre infini d'oscillateurs harmoniques, un quantum relâché dans le bain ne revient 

jamais dans le système qui affiche alors une dynamique irréversible. Ce comportement 

est décrit en détail dans la prochaine section. 

2.2 L'oscillateur anharmonique amorti dans les limites 

de Redfield et de l'optique quantique 

Le modèle de Caldeira-Leggett est appliqué ici pour obtenir l'équation du mouvement 

d'un oscillateur amorti. Puisqu'un oscillateur harmonique a une structure atypique, avec 

des niveaux d'énergie également espacés, ce système présente des caractéristiques qui lui 

sont uniques. Pour inclure également des effets qui apparaissent lorsque les transitions 

possibles dans le système n'ont pas toutes la même fréquence, on ajoute un terme en 

(a+a)2, dit non linéaire, dans l'hamiltonien du système 

H§ = u}raïa + K{a)a)2. (2.11) 
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Cet hamiltonien est celui d'un oscillateur de Duffing. L'environnement est représenté par 

un bain d'oscillateurs harmoniques et son hamiltonien ainsi que celui de son interaction 

avec le système sont donnés par les équations (2.8) et (2.10). L'approche choisie ici 

est proche de celle employée dans la référence [76] pour obtenir l'équation maîtresse de 

l'optique quantique pour un oscillateur harmonique, mais nous allons au-delà de cette 

démarche en incluant la non linéarité. Cette approche originale nous permet de distinguer 

deux régimes d'amortissement selon la grandeur de K. 

Tel que le démontre la référence [76], dans l'approximation où le couplage entre le sys­

tème et l'environnement est faible, l'évolution du système d'intérêt est donnée par l'équa­

tion maîtresse de Born, qui s'exprime dans la représentation d'interaction par rapport à 

Hq = H$ + HB- En passant dans cette représentation, on obtient, puisque [Hs, HB] = 0, 

#SB(*)  = e i H o t H S B e- i H o t  * Y ,  a m e i H s t Xe- Œ s t e i H B t (b m  + (2.12) 
m 

où l'on a défini X = a + a*. Nous allons donc commencer par obtenir les opérateurs X, 

bm et bln dans ce référentiel. 

Pour simplifier le calcul de eiHstXe~iHst, on écrit l'hamiltonien libre Hs comme sa 

décomposition spectrale 

= (2.13) 
i 

où les Ej et les \ j )  sont respectivement les énergies et les vecteurs propres de Hs-  Dans 

cette situation, on obtient l'identité suivante, valide pour tout hamiltonien diagonal1 

= (2.14) 
j 

1. La preuve se fait en introduisant la relation de fermeture des deux côtés de l'exponentielle 

e»Hs t = g|fc)<fc|exp^z]ÇjE7jL7)0|<^ |!)<J| 

jkl 
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Avec cette formule, on obtient 

X\t )  = e i H s t Xe~ i H s t  = (2.15) 
jk 

où Ajk = Ej-Ek et X j k  = ( j \X\k)  est l'élément de matrice qui représente le recouvrement 

des états j et fc.dû à l'interaction avec l'environnement. De manière analogue à la règle d'or 

de Fermi, cet élément de matrice intervient dans le calcul de la probabilité de transition 

entre les états j et k et peut dépendre de manière complexe des paramètres du système, 

comme on le verra à la section 3.2.1. Ici, cependant, les états propres de l'hamiltonien 

sont simplement les états de Fock |n), tels que Hs\n) = n(ujr + nK)\n). On déduit que 

X* = ( j \X\k)  = Vk 8 j y k . x  + Vkï Î6 j M 1 ,  (2.16) 

et donc que seules les transitions de la forme |n) <-• |n+1) sont permises par l'hamiltonien 

d'interaction (2.12) dans le cas de l'oscillateur de Duffing. Il s'agit d'un premier exemple 

de règle de sélection. Dans ces conditions, X s'écrit, dans la représentation d'interaction 

X l ( t )  -  + l|e"'Ajt + c.h., (2.17) 
3 

où l'on a E n  = n(u;r + nK)  et donc Aj = Ej+i - Ej = ur + (2j + 1 )K. Évidemment, • 

Xi'i+1 = + 1, mais la notation est choisie ici de manière à rendre le rôle de l'élément 

de matrice plus transparent pour une meilleure compréhension des sections suivantes. 

Sachant que eiHBtbme~iHBt = bme~iUmt, l'hamiltonien d'interaction de l'équation (2.12) 

s'écrit 

#SB(0 (bmX^ + 1 \ j ) {J  + l|e-i(^+"m)< + blX^\ j ) ( j  + l|e_i(Aj_I/m)t (2.18) 
jm 

+ bm (X"+1)* \j + l)01e<(Ai_1/m)t + bl (X^+lY \ j  + l)0|e^A-,+'/m)t)-

En supposant un hamiltonien d'interaction de la forme 

= (2.19) 
i 

ce qui est le cas ici, l'équation maîtresse de Born2, qui décrit l'évolution de la matrice 

2. L'équation maîtresse de Born est obtenue à partir de l'équation de Schrôdinger pour Htot = 
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densité pi ( t )  du système dans la représentation d'interaction, s'écrit 

M O = z  £ a*'  { [S iWSMnW) -  SjtoMmw] 

+ [pi(t')^(t')-Si(0 " Si(0/>i(t')S,(t')] (Bj(f )ft(0)}. (2.20) 

tel que démontré dans la référence [76]. On définit ici 

S(0 = £X"rtLî)0' + l |e-iaj', (2.21) 
j 

£(0 = £«-&-e~il/ra<> (2-22) 
m 

et on prend 

S 1 ( t )  = S( t ) ,  B x ( t )  = B \ t ) ,  (2.23) 

.  S 2 ( t )  = &( t ) ,  B 2 ( t )  = B( t ) .  (2.24) 

Si le bain contient beaucoup plus de degrés de liberté que le système, on peut supposer 

qu'il reste toujours à l'équilibre dans un état thermique, de sorte que les corrélateurs 

(B^(t)B^(t')) et (B(t)B(t')) sont trivialement nuls. L'équation maîtresse de Born se 

réduit alors à 

MO = £df {[S(t)S»(i')p,(t') - S»((')MOS(0] 

+ [S'(i)S(t')w(C) - S(f>,(f)S*(t)] (B(t)B<(t'))} + c.h. (2.25) 

Les corrélateurs restants pour un état thermique du bain sont 

(Bt(t)B(t')) = (2.26) 
m 

(B( t )B\ t ' ) )  = £c£(l + (2.27) 
m 

où ni est le nombre moyen d'excitations dans le mode l du bain à la température T. 

HS + HB + Hsb grâce à trois approximations. Premièrement, on suppose que l'interaction entre le système 
et le bain est allumée à t - 0, c'est-à-dire qu'il n'y a pas de corrélations entre eux pour t < 0. Ensuite, 
on considère que le bain est tellement gros que son état reste constant. Autrement dit, il n'est jamais 
affecté par l'état du système. Enfin, l'approximation la plus importante est Y approximation de Born. Il 
s'agit de négliger les termes d'ordre supérieur à deux en Hsb dans l'équation,du mouvement [76]. 



40 Chapitre 2 : Relaxation et déphasage pour un atome et un résonateur découplés 

Dans l'hypothèse où le nombre de. modes dans le bain tend vers l'infini, on fait la 

conversion 

Jr-  oo dvd(u) ,  am  -*•  a( i / ) ,  nm -*n(u) ,  (2.28) 
o 

où l'on a défini la densité d'états d(y)  de l'environnement. Si l'environnement est telle­

ment grand par rapport au système qu'il agit comme un réservoir thermique, il ne doit 

pas être affecté par l'état de l'oscillateur de Duffing. Cet état d'équilibre thermique se 

traduit en termes temporels par des fonctions de corrélation du bain très courtes par 

rapport à l'évolution du système. Autrement dit, p(t') varie de manière insignifiante sur 

le très petit intervalle de temps nécessaire aux fonctions de corrélation du bain pour 

s'annuler. Dans ces conditions, on peut faire l'approximation de Markov [76], c'est-à-dire 

approximer p(t') par p(t) et prendre t-*• oo dans la borne supérieure de l'intégrale pour 

obtenir 

e- i A -»T{Bl( t )B ( t  -  T))  

eiAmr (B(t)Bi(t-r)) 

P\{t)  = ~ f  dr \m)(m\pi( t )  -  £Zmn(<) 
JO l  m mn 

J
fOO j ey 
[ dr ]•£ | m + l)(m + l|p,(() - £ 
G L m mn 

+ c.h., (2.29) 

où l'on a défini T - t - t '  Et 

Zmn(t)  = (JX"m'm+1 )  *  x n ' n + 1  \m + l ){m\pi( t ) \n)(n + l|e^Am"An^, (2.30) 

Z'mn{t) = Xm,TO+1 (Xn'n+1)* |m)(m + l \pi( t ) \n  + l){n|ei(A"-Am)t. (2.31) 

L'intégration sur r donne alors 

= + (2.32) 
J 0 z 

Jroo 1 
' dreii-'(B(()B,(t-r)) = i[l + îï(A„)]K(Am) + î(Lm + i^). (2.33) 
0 L 

On a défini ci-dessus le taux de relaxation 

k(uj)  = 2na 2 (u))d(uj) ,  (2.34) 
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ainsi que les décalages de Lamb 

L M'RR A"~A"- <235) 2ir Jo v- Am 

L"- = teJo (236) 

où P représente la partie principale de Cauchy. Les termes qui impliquent les décalages 

de Lamb peuvent tous se réécrire comme -i [H^éc.1 Pi WL °ù 

ffd*. = I (Ljjt + Lln) |m+ l)(m+ 1| + ijm)(m|]. (2.37) 
m 

Ces termes agissent donc simplement comme un hamiltonien supplémentaire qui peut être 

inclus dans la description du système par des changements appropriés dans ses énergies 

et états propres. On se concentre ici sur la dissipation et on laisse donc tomber ces 

décalages de Lamb, ce qui permet de réécrire l'équation maîtresse dans la représentation 

d'interaction comme 

Pi{t)  =£/c(Am) jn(Am)  |XTO-m+1|22>[|m+1>(m|]pI(t)+ Y, zmnit) 
n*m 

(2.38) 

+ [1 + n(Am)] pr».-if2>[|m)<m+ 1|]M0+ £ Z'm(t) 

où V[Ô\p = \  (2ÔpÔ^ - Ô^Ôp - pÔ^Ô) est un superopérateur appelé dissipateur. Un su­

peropérateur est une transformation qui agit sur un opérateur par la gauche et par la 

droite pour donner un autre opérateur. 

L'équation maîtresse obtenue ci-dessus peut se simplifier davantage dans les deux 

situations limites illustrées à la figure 2.2. En effet, les termes en Zmn(t) et en Z'mn{t) 

tels que mïn oscillent à une fréquence dont la valeur absolue est Am - An. Il s'agit donc 

de la différence de fréquence entre deux transitions dans l'oscillateur. Dans la limite où 

K » /c(Am) V m, toutes ces fréquences sont beaucoup plus grandes que /c(Am), de sorte 

que ces termes se moyennent temporellement approximativement à zéro et ils peuvent être 

négligés. Cette situation est représentée à la figure 2.2a) et mène à l'équation maîtresse 

pi( t )  = £ n(Am)rm,m+1 T>[\m + l)(m|]pI(i) 
m 

+ Y, t1 + "(A™)] Tm,m+i V[\m)(m + l|]pi(0, (2-39) 
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FIGURE 2.2 - Régimes de Refield et de l'optique quantique, correspondant respectivement 
à |Am - An| » /c(Am) et |Am - An| « >c(Am) V m,n. Les deux graphiques du haut 
illustrent les niveaux d'énergie dans les deux régimes, alors que les deux graphiques du bas 
schématisent la réponse du système à un rayonnement externe selon qu'il est initialement 
dans l'état |0), |1) ou |2). a) Dans le cas d'un oscillateur très anharmonique, les transitions 
se produisent toutes à des fréquences différentes. Elles peuvent alors être vues comme 
des processus indépendants qui n'ont pas de cohérence entre eux et donc se décrivent 
par l'équation de Redfield. b) Dans le cas d'un oscillateur harmonique, les transitions se 
produisent toutes à la même fréquence et sont donc corrélées. Les cohérences entre ces 
transitions sont décrites correctement dans le cadre de l'équation maîtresse de l'optique 
quantique. 
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où rm,m+i = |Xm'm+1|2/c(Am) est le taux de transition de \m + 1) à |m) à température 

nulle. Nous appellerons par la suite toute expression ayant cette forme équation maîtresse 

de Redfield. Dans ce régime, les termes hors diagonaux de la matrice densité sont absents 

dans la représentation d'interaction. Autrement dit, la dissipation ne présente pas de 

cohérences entre les transitions qui se produisent simplement à un taux donné par la 

règle d'or de Fermi. Un résultat important dans ce régime est le fait que le taux de 

transition dépend de la fréquence du couplage système-environnement à la fréquence de 

cette transition. Ainsi, si ce couplage n'est pas constant en fonction de la fréquence, les 

taux de transition varient selon l'état du système. 

Dans la limite opposée, Am - An « «(Am) V m. Cela signifie que toutes les tran­

sitions se font à la même fréquence. On dit alors qu'il y a dégénérescence de Liouville 

entre toutes les transitions du système [77]. Les termes en Zmn(t) et en Z'mn{t) de­

viennent donc à toutes fins pratiques indépendants du temps. En réorganisant les termes 

de l'équation (2.38), on obtient 

Pi(t )  = n{u} r )K{uj r )V[a^pi{ t )  + [1 + n(u;r)] /c(uv)î>[a]pi(£). (2.40) 

Il s'agit de Y équation maîtresse de l'optique quantique, valide pour un oscillateur harmo­

nique. Contrairement au cas précédent, ici les cohérences jouent un rôle important dans 

la dissipation qui est pris en compte par le fait que ce sont les opérateurs a et a* qui appa­

raissent dans les dissipateurs. Par ailleurs, puisque toutes les transitions se produisent à 

la même fréquence, il suffit d'un seul taux de relaxation /c(a>r) pour décrire la relaxation. 

Cette équation est couramment utilisée en EDQ-cavité et en EDQ-circuit pour décrire la 

relaxation d'une cavité résonante [1, 78, 13]. Nous verrons au chapitre 3 qu'en couplant 

fortement un atome au résonateur, on peut rendre cette équation maîtresse inapplicable. 

Autant dans le cas de l'équation de Redfield que dans celui de l'équation de l'optique 

quantique, si la température est nulle, seules les transitions vers les niveaux d'énergie 

inférieurs sont permises. Cela vient simplement du fait que si le bain est dans son état . 

fondamental, il ne peut transférer d'énergie au système. 

Une description intuitive de la dissipation dans le cas optique quantique est donnée 

dans le mémoire de M. Boissonneault [79]. Par ailleurs, l'équation maîtresse de l'oscilla­

teur harmonique amorti est discutée en profondeur dans les références [1, 80, 76]. 



44 Chapitre 2 : Relaxation et déphasage pour un atome et un résonateur découplés 

2.3 La relaxation dans un système à deux niveaux 

La détermination de l'équation maîtresse pour un système à deux niveaux est déci­

dément le cas le plus simple, car une seule paire de transitions est possible : | f) ** | i). 

En prenant pour hamiltonien du sytème 

H s -=Y a* (2-41) 

et en supposant une interaction système-bain de la forme 

#SB = £ «M (<r- + A+ ) (6M + 6^ ), (2.42) 
m 

qui correspond simplemeat à un couplage dipolaire, on obtient, en utilisant exactement 

les mêmes approximations que dans la section précédente, l'équation maîtresse qui suit 

dans la représentation d'interaction 

pi( t )  = n( u Jrhi(u a ) 'D[cr+]pi( t )  + [1 + n{u} a )]^i{u a ) 'D[o.]pi{ t ) .  (2.43) 

Ici, le taux de relaxation est 7i(f) = 2n \a(u) \ 2d(u)  et est évalué à la fréquence de sépa­

ration des deux niveaux. 

2.4 Le déphasage pur dans un système à deux niveaux 

Lorsqu'ils interagissent avec leur environnement, les systèmes quantiques ne font pas 

que relaxer dans leur état fondamental. Ils ont aussi tendance à perdre leur caractère 

quantique : s'ils sont initialement dans une superposition d'états, l'interaction avec le bain 

les fait évoluer vers un mélange statistique. Ce phénomène porte le nom de décohérence 

et est caractérisé par la disparition des termes hors-diagonaux de la matrice densité du 

système. 

Une telle évolution a nécessairement lieu lorsqu'un système quantique est soumis à 

de la relaxation, car de tels processus finissent par annuler les cohérences dans la matrice 

densité. Cependant, dans plusieurs systèmes, cette description n'est pas suffisante, car 

un système peut aussi interagir avec son environnement de manière non radiative. Dans 

cette situation, l'interaction avec le bain ne doit pas affecter les populations, mais peut 
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quand même détruire les superpositions quantiques. On parle alors de déphasage pur. 

Dans un système à deux niveaux, une telle interaction se modélise bien par une source 

de bruit classique 

#deph = (2.44) 

où f{ t )  est une fonction aléatoire du temps. Avec une méthode similaire à celle employée 

à l'annexe D.l, on peut démontrer que l'ajout de cet hamiltonien mène à une équation 

maltresse de la forme [81] 

Pi(t )  = jV[* 2]p l ( t ) ,  (2.45) 

dans la représentation d'interaction. On a défini ici le taux de déphasage pur 7^ = 25/(0), 

où Sf{y)  est  la  densi té  spectrale  de brui t  provenant  de la  fonct ion aléatoire  f ( t )  

Sf(v)  = ["dre-^E [m fi t  + r)], (2.46) 
J - OO 

avec £[•] l'espérance mathématique. Pour arriver à un tel résultat, il faut supposer que 

S{u) est blanche autour de la fréquence pertinente, c'est-à-dire ici la fréquence nulle. 

Ce modèle semi-classique, où les niveaux d'énergie du qubit fluctuent aléatoirement, 

permet de décrire efficacement le déphasage pur tel qu'observé expérimentalement en 

EDQ-circuit [82]. Ceci porte à croire que la décohérence dans de tels systèmes provient 

réellement de fluctuations dans les paramètres. Dans le cas du qubit présenté à l'annexe B, 

les paramètres qui peuvent fluctuer sont Ec et Ej, ce qui correspondrait respectivement 

à du bruit de charge et à des fluctuations de courant critique. Par ailleurs, dans certains 

cas, comme lorsqu'une jonction Josephson est remplacée par un SQUID, Ej dépend du 

flux magnétique externe (p. Des fluctuations de ip modifient donc la fréquence du qubit, 

ce qui correspond à du bruit de flux. 

Le bruit de charge provient d'électrons piégés à la surface du substrat ou du film su­

praconducteur du qubit qui sautent aléatoirement d'un défaut à l'autre [83]. Ce problème 

est largement éliminé dans le cas du transmon [84, 85], un type de qubit supraconducteur 

qui est insensible à cette source de bruit. Du déphasage pur peut également être induit par 

des fluctuations dans le courant critique des jonctions Josephson. Plusieurs phénomènes 

peuvent provoquer ces fluctuations, comme du bruit en crénaux provenant du piégeage et 

du dépiégeage d'électrons dans la barrière isolante des jonctions [86, 87, 88, 89] ou encore 

des électrons subissant de l'effet tunnel entre des états de Kondo [90]. Enfin, dans le cas 

de qubits de flux [19], du bruit dans le flux magnétique provenant de fluctuations dans 
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les spins d'électrons non appariés à la surface du supraconducteur peut aussi provoquer 

du déphasage pur [91, 92]. 

Un modèle moins bien connu qui mène aussi exactement à l'équation (2.45) se base 

sur une interaction non radiative avec un bain quantique [76]. Comme dans le modèle de 

Caldeira-Leggett, le bain est un ensemble d'oscillateurs harmoniques, mais le couplage 

système-environnement est 

Il s'agit donc du transfert d'un quantum d'énergie d'un mode du bain à un autre à 

travers une désexcitation et une excitation virtuelle du qubit. Comme l'équation maî­

tresse obtenue est exactement la même, il n'y a pas de différence observable entre les 

modèles quantique et classique dans le cas d'un qubit seul. Nous verrons cependant à 

la section 3.2.2 que cette équivalence disparaît pour un qubit couplé fortement à un 

résonateur. 

2.5 Exemple : le système à deux niveaux amorti et sou­

mis au déphasage pur 

Pour fixer les idées, on calcule ici la dynamique d'un système quantique soumis à 

la relaxation et au déphasage pur dans le cas le plus simple : celui du système à deux 

niveaux à température nulle. Dans la représentation de Schrôdinger, l'équation maîtresse 

d'un tel système est 

-HSB = £AIFC&T6FEO-+<7_. 
j*  

(2.47) 

MO = •  [H,  />( ' )]+ 71® ["-]  l ' ( t )  + - jD [",] p(t) ,  (2.48) 

où H = u>a<r2/2. En écrivant la matrice densité comme 

(2.49) 
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on obtient l'ensemble d'équations différentielles qui suit pour chacune des composantes 

de la matrice densité 

Ptt(0 = -7ilPtt(0. 

Pu(t)  = 7iPu(t) ,  

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

La solution est 

p(t)  = Pn(0)e~ 7 l t  

Pit(0) e~^at exp [- (^- + 

Pu (°) eW exP [" (f + 7*)] 

7*)] 1 ~Ptt(0)e"7lt 
(2.54) 

Le taux de relaxation intervient partout dans la matrice densité. Il fait tomber exponen-

tiellement la population de l'état excité vers 0 et détruit exponentiellement les cohérences 

à un taux deux fois plus lent. Quant au déphasage pur, il n'affecte que les cohérences, 

les faisant disparaître au taux 7^. Ceci permet de définir deux temps caractéristiques 

pour un qubit. Le premier est le temps de relaxation Ti = I/71, c'est-à-dire le temps 

nécessaire à un qubit initialement dans l'état | î) pour que la population de l'état excité 

soit 1/e. Le deuxième est le temps de déphasage T2 = 1/(71/2 + %), c'est-à-dire le temps 

caractéristique de disparition des cohérences. En définissant aussi = 1/7on obtient 

une relation fondamentale entre T\ et T2 

1  j _ _  J _  
2Ti T<t> T2 

(2.55) 

Ainsi, même si -+ 00, il faut que T2 = 2T\. On dit alors que le temps de cohérence du 

qubit est limité par T\. 

2.6 Le déphasage pur dans un système à N niveaux 

Bien souvent, comme dans le cas du transmon, les systèmes quantiques d'intérêt ont 

plusieurs niveaux. Dans cette situation, le déphasage n'est plus simplement décrit par un 

dissipateur de oz, mais par le dissipateur d'un opérateur hermitique O qui contient des 
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projecteurs sur tous les niveaux du système. De manière générale, cet opérateur s'écrit 

C?=£ai|i)<*|, (2.56) 
t 

où a t  est un paramètre réel. Dans cette section, on montre qu'un terme de dissipation 

ayant cette forme mène nécessairement à du déphasage pur. Ce résultat sera utile à la 

section 3.2, où l'on obtient une équation maîtresse pour un système atome-résonateur en 

interaction forte, ce qui correspond à un système à plusieurs niveaux. 

Pour qu'un terme d'une équation maîtresse mène à du déphasage pur, il doit faire dé­

croître les cohérences sans affecter les populations. Pour prouver que c'est bien le cas pour 

T)\0], on écrit l'équation maîtresse correspondante dans la représentation d'interaction 

p 1 ( t )  = V [ 0 ] p î ( t ) .  (2-57) 

Avec pi( t )  = Y.mnPmn{Olm)(nl, on obtient, en développant le dissipateur et en égalant 

terme à terme les coefficients devant les opérateurs de base |m)(n| 

Pmn(0 ~ g (®m ®n)| Pmn(0 (2.58) 

= (<*m - a„)2 Pmn(t)- (2.59) 

La solution pour chacune des composantes de la matrice densité est alors 

Pmn(0 — Pmn(O) GXp 
1 / n2 
2 an)  (2.60) 

Alors que les cohérences décroissent exponentiellement, les populations, qui correspondent 

aux éléments de p tels que m = n, ne sont évidemment pas affectées. Le dissipateur d'un 

opérateur de la forme donnée par l'équation (2.56) mène donc nécessairement à du dé­

phasage pur. 



Chapitre 3 

Relaxation et déphasage pour un 

atome et un résonateur couplés 

Dans le dernier chapitre, la relaxation et le déphasage pur ont été considérés sé­

parément pour l'atome et la cavité, ce qui a mené à l'équation maîtresse de l'optique 

quantique. Cette approche ne convient pas lorsqu'une interaction importante est intro­

duite entre le qubit et le résonateur. Dans ce chapitre, qui contient la plupart des résultats 

originaux de ce travail, on présente d'abord quatre prédictions non physiques découlant 

de l'équation de l'optique quantique dans le contexte de l'interaction lumière-matière. On 

présente ensuite l'équation du mouvement du système qubit-résonateur couplé dans la 

base qui diagonalise l'hamiltonien de Rabi et on explique pourquoi ce modèle ne souffre 

pas des maux qui affligent l'équation maîtresse de l'optique quantique. Puis, on revisite 

l'effet Casmir dynamique dû au bruit en az et on applique le nouveau modèle dans les 

régimes séculaire et non séculaire. En particulier, à la lumière de la nouvelle équation maî­

tresse, on calcule le spectre de séparation de Rabi et on explique comment une expérience 

de spectroscopie pourrait être employée pour étudier le spectre du bruit en az. 

3.1 Les échecs de l'équation maîtresse de l'optique quan­

tique 

Dans cette section, on montre que les fréquences des transitions causées par le couplage 

à l'environnement sont mal évaluées par le modèle de l'optique quantique dans le cadre 

de trois phénomènes bien connus en EDQ-circuit : le déphasage habillé, l'effet Purcell 

49 
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et l'effet Casimir dynamique. On mentionne également qu'en couplage ultra-fort, des 

excitations sont générées même par un bain de relaxation à température nulle, ce qui 

viole la conservation de l'énergie. 

3.1.1 Le déphasage habillé et l'effet Purcell 

L'équation maîtresse obtenue à la section 2.4 pour le déphasage pur dans un qubit 

tient seulement à condition de faire l'approximation du bruit blanc. Cela revient à sup­

poser que la densité spectrale de bruit est constante autour de la fréquence nulle. Cette 

approximation ne peut tenir que lorsque le bruit en oz n'est sondé qu'à une seule fréquence 

par l'équation maîtresse, ici par le taux de déphasage 7^ = 25/(0). Puisque le bruit en oz 

est souvent en 1/f [93, 87, 94, 95], c'est bien la fréquence nulle qui domine sur tous les 

autres processus. Cependant, puisque, dans le cadre de l'équation standard, tous les phé­

nomènes dus au bruit en oz sont pris au taux relié à la contribution àw = 0, d'éventuels 

processus dépendant en réalité de fluctuations de fréquence du qubit à des fréquences 

élevées sont surestimés. C'est le cas dans le modèle du déphasage habillé [81, 96]. 

Le modèle du déphasage habillé est valide dans le cadre du régime dispersif, dans 

lequel |A| » g. Dans ces conditions et en régime séculaire, on peut appliquer la transfor­

mation suivante 

sur l'hamiltonien de Jaynes-Cummings, donné à l'équation (1.12), pour obtenir, au qua­

tr ième ordre  en A = g/A 

Cet hamiltonien diagonal inclut un couplage effectif dispersif entre le qubit et le résona­

teur x - 52/A, ainsi qu'une petite non linéarité Kerr C = g4/A3, habituellement négligée. 

Alors que, dans la base dispersive, les états propres sont simplement | î / j,n), dans la 

base nue,  i ls  sont ,  au deuxième ordre  en g,  

(3.1) 

HD = U<DHICUn = (wr *X",*0 a'a + + Ca, (a'a)2. (3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

où |xp)  = U-o\ip) .  L'interprétation physique de ces états est essentiellement la même que 
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celle donnée à la figure 1.3 ; les états du qubit et du résonateur sont mélangés. Le cas 

du couplage dispersif correspond cependant à un angle de mélange 6n « 1, de sorte que 

l'interaction n'agit que comme une correction. 

Si on ajoute une source de bruit classique de la forme f ( t )a z  dans l'hamiltonien de 

Jaynes-Cummings pour décrire le déphasage pur du qubit et qu'on passe dans la base 

dispersive, on obtient l'hamiltonien de déphasage transformé qui suit 

Hdepit)  = /(0 [<*z ~  A (oV_ - aa+ )] .  (3.5) 

Il apparaît donc un terme qui échange des excitations entre le qubit et le résonateur. Tel 

que démontré dans la référence [81], pour f(t) représentant une source de bruit incohé­

rent, cette interaction se produit à un taux 7±A = 4À2S/ (±A), où le signe « + » correspond 

à la désexcitation du qubit et le signe « - » à son excitation. Ce processus est décrit dans 

le cadre d'une équation maîtresse exprimée dans la base dispersive qui comprend les dis­

sipateurs V [at<7_] et V [a<7+]. En appliquant directement la transformation dispersive sur 

l'équation maîtresse (2.45), obtenue pour un qubit seul, on obtient les mêmes processus, 

mais ils se produisent tous au taux 7^ = 25/(0). Utiliser cette équation maîtresse revient 

donc à supposer que le bruit en oz est blanc et mène à une surestimation des taux de 

renversement du qubit. Cette erreur provient du fait que le couplage dispersif est ignoré 

dans le développement menant à l'équation (2.45). 

Une autre conséquence importante du couplage dispersif qui est ignorée dans le trai­

tement standard est l'effet Purcell. Ce phénomène correspond à la relaxation du qubit 

par émission d'un photon à l'extérieur de la cavité. Le taux associé à ce processus est 

= «(". + *)• (3.6) 

Alors que ce résultat dépend du taux de relaxation de la cavité à la fréquence du qubit, 

le résultat obtenu avec l'équation (2.40) évalue plutôt l'amortissement à la fréquence du 

résonateur. Cette distinction est importante dans plusieurs expériences d'EDQ-circuit [97, 

98, 2]. 

3.1.2 L'effet Casimir dynamique 

En plus d'accentuer le taux de renversement du qubit et de mal évaluer l'effet Pur­

cell, l'équation maîtresse standard amplifie un processus caractéristique du bruit en oz 
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en régime non séculaire : l'effet Casimir dynamique. À ma connaissance, cet effet est 

mentionné pour la première fois dans ce contexte dissipatif par Werlang et al [8], où les 

auteurs calculent numériquement l'évolution du système qubit-résonateur en interaction 

sous l'équation maîtresse 

p(t)  = i  [ t fR ,  p( t )]  + y V [a z]  p{t) .  (3.7) 

Il s'agit de l'hamiltonien de Rabi avec une contribution de déphasage pur. En prenant 

initialement le système dans son état fondamental, les auteurs calculent numériquement 

le nombre moyen de photons en fonction du temps sous l'action du déphasage pur et 

constatent que cette quantité augmente au taux constant 

f3 oc ^ A— ^ }  ,  ( 3 . 8 )  
Wa + U)r J 

avec u>a=ur. 

Dans le modèle de l'optique quantique, 7^ = 25/(0). Autrement dit, les auteurs ob­

tiennent un processus radiatif à partir de bruit à fréquence nulle. Dans un traitement 

correct, de tels processus radiatifs devraient dépendre du bruit à une fréquence com­

parable à celle des photons émis dans le résonateur. Comme dans le cas du déphasage 

habillé, sous le modèle de l'optique quantique, ce bruit est blanc, ce qui fait en sorte que 

les processus radiatife sont fautivement évalués à la fréquence nulle. Comme le bruit en 

oz est le plus souvent décrit comme étant en 1//, le traitement standard fait par Werlang 

et al accentue sans doute ce phénomène bien au-delà du raisonnable. 

3.1.3 La génération d'excitations parasites 

Dans les sections précédentes, on a montré que, dans les régimes dispersif et ultra-fort, 

le modèle de l'optique quantique surestime certains processus qui dépendent du bruit à 

haute fréquence en oz. On montre maintenant qu'en plus d'exagérer des mécanismes 

néanmoins possibles, l'équation maîtresse standard prédit un phénomène non physique : 

l'excitation du système par un environnement à température nulle. 

Si on inclut seulement les processus de relaxation, l'équation maîtresse standard 

s'écrit, à T = 0, 

p(t)  = i  [Hr ,  p( t )]  + kD [a] p{t)  + 71V [a.] p(t) .  (3.9) 
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En régime séculaire, cette expression, même si elle n'est pas rigoureuse [99, 100] décrit 

néanmoins avec précision plusieurs expériences d'EDQ-cavité et d'EDQ-circuit [3, 1]. 

En effet, les termes V [a] et V [cr_] tendent correctement à ramener le système dans le 

fondamental 11,0) de l'hamiltonien de Jaynes-Cummings. 

En régime non séculaire, cependant, | 4,0) n'est plus l'état fondamental et l'équa­

tion (3.9) emmène le système qubit-résonateur ultra-fortement couplé en dehors de son 

vrai fondamental |i,0). Ainsi, même à T = 0, alors qu'aucune énergie ne devrait pouvoir 

être ajoutée au système, la relaxation génère des photons réels en plus des photons vir­

tuels déjà présents dans le fondamental. Pour tester cette prédiction, on simule l'évolution 

temporelle de la matrice densité correspondant à l'état initial ||, 0) sous l'équation maî­

tresse (3.9)1 . Les excitations additionnelles obtenues sont représentées en fonction de g à 

la figure 3.1 par le trait noir plein. Cette courbe suit de près le comportement de l'erreur 

faite en estimant l'état fondamental Rabi par le vide, représentée par les points rouges. 

Il est important de souligner que ces résultats sont obtenus simplement en calculant la 

dynamique dissipative du système en l'absence d'excitation externe. 

Une théorie satisfaisante de la dissipation devrait ramener le système dans son état 

fondamental à température nulle. Or, ce critère n'est pas rempli par l'équation maîtresse 

standard. Par contre, une équation maîtresse ayant cette propriété essentielle peut être 

obtenue à condition de ne pas négliger le couplage qu'bit-résonateur dans le traitement 

de la dissipation. Ce modèle plus réaliste est présenté à la section suivante. 

3.2 La dissipation dans le système atome-résonateur 

en couplage fort et ultra-fort 

On introduit ici une équation maîtresse prenant en compte l'interaction lumière-

matière. À la lumière de ce nouveau résultat, on revisite l'effet Casimir dynamique dû au 

bruit en oz à l'aide d'un modèle semi-classique permettant de s'en faire une intuition phy­

sique, pour ensuite utiliser notre équation du mouvement pour faire des prédictions plus 

exactes. Enfin, après avoir employé l'exemple intuitif du modèle de Jaynes-Cummings 

pour illustrer la physique de cette équation maîtresse, on applique le modèle au phéno-

1. Pour ce faire, on utilise SQUACK (Sherbrooke QUantum pACKage), la bibliothèque de calcul 
conçue par Maxime Boissonneault et Steve Allen. Cet outil permet de définir l'hamiltonien et les dis­
sipateurs d'un système quantique et de calculer son évolution par solution numérique de l'ensemble 
d'équations différentielles correspondant [101]. 
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FIGURE 3.1 - Excès dans le nombre de photons moyen dû à la relaxation dans l'état 
stationnaire du système qubit-résonateur en couplage ultra-fort. Initialement, le système 
est dans son vrai fondamental |i,0), mais, sous l'équation maîtresse (3.9), le bain l'ex­
cite de manière non physique même à T = 0. La ligne noire, qui correspond à l'axe de 
gauche, représente le nombre de photons additionnel introduit par la dissipation dans 
l'état stationnaire. Les points rouges, associés à l'axe de droite, désignent l'erreur faite 
en approximant l'état fondamental de Rabi |j, 0) par le vide | 4,0). Les paramètres sont 
Ua/2ir - UIr/2ir = 6 GHz et K/2TX = 7i/27r = 0.1 MHz. En encadré, on trouve le nombre de 
photons moyen en fonction du temps pour le système initialement dans son fondamental 
avec g = 2 GHz. Dans les graphiques principal et secondaire, la ligne bleue pointillée 
indique les résultats de l'équation maîtresse présentée à la section 3.2.1 pour le nombre 
de photons. 
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mène de séparation de Rabi. On montre qu'une signature non séculaire apparaît dans le 

spectre de transmission de la molécule lumière-matière et on explique comment une telle 

expérience de spectroscopie pourrait servir à étudier le spectre du bruit en o2. 

3.2.1 Présentation générale du modèle 

On prend maintenant en compte le couplage qubit-résonateur dans les étapes menant 

à l'équation maîtresse du système. La démarche est essentiellement la même que pour 

celle présentée au chapitre 2 pour le calcul de l'équation maîtresse standard. Le qubit et 

le résonateur sont chacun couplés à leur propre environnement. Ces environnements sont 

indépendants et sont tous deux représentés par un bain d'oscillateurs harmoniques 

HB = Ytumblbm. (3.10) 
m  

Les interactions qubit-bain et résonateur-bain ont la forme 

#sb = (c  + c*) (bm  + &*,) , (3-11) 
m  

Pour le qubit, c -»• a_, alors que pour le résonateur, c ->• a Finalement, le déphasage est 

représenté classiquement par 

H d e p  = f( t )<r z ,  (3.12) 

où f ( t )  est une fonction aléatoire du temps, ou par le modèle quantique de l'équa­

tion (2.47). La différence fondamentale avec le chapitre précédent est dans le choix de 

l'hamiltonien du système. Alors que, précédemment, on choisissait séparément le qubit 

ou le résonateur, ici, on considère l'hamiltonien de Rabi dans l'interaction avec chacun 

des bains mentionnés ci-dessus. Ainsi, tandis que dans le traitement standard, on obtient 

des transitions entre les états propres de l'hamiltonien libre H0 = ura^a+uaaz/2, inclure le 

terme d'interaction qubit-résonateur fait en sorte que les transitions ont maintenant lieu 

entre les états propres {|«7±), |i, 0)} de l'hamiltonien de Rabi. Ces états propres peuvent 

être estimés analytiquement, comme expliqué à la section 1.2, ou trouvés numériquement. 

La démarche à faire pour obtenir l'équation maîtresse dans cette situation ressemble 

énormément à celle présentée à la section 2.2. En effet, tel qu'illustré à la figure 1.3b), le 

couplage avec le qubit introduit une non linéarité dans l'hamiltonien. Cette non linéarité 

correspond dans le régime dispersif au terme en £ (a*a)2 dans l'équation (3.2), où C = 
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g 4 /A3. Dans le régime où cette non linéarité est beaucoup plus forte que le couplage avec 

l'environnement, toutes les transitions entre les états propres du système induites par la 

dissipation peuvent être traitées comme étant incohérentes. Cette situation correspond au 

cas où g est une fraction significative de A et donc au bris de l'approximation dispersive. 

Tel que démontré aux annexes C et D, cette approche mène, à T = 0, à une équation 

maîtresse de type Redfield 

Pl(t) = £habPl(0> (3.13) 

£hab' = î* 

L J 
+ E r?»[u>W] •+ E (r? + r?) 2>[b)<fc|]-, (3.14) 

iMi j,k>j 

où les |j) et les |A:) sont les états propres de l'hamiltonien de Habi. On appellera par la 

suite cette formule l'équation de Redfield ou Véquation maîtresse habillée. La dépendance 

en température est laissée de côté ici pour simplifier la discussion, mais se trouve dans 

les annnexes C et D. Les deux premiers termes de cette équation sont les contributions 

du bruit en az qui ne causaient que du déphasage dans l'équation maîtresse standard. 

Ici, comme démontré à la section 2.6, le premier terme correspond à du déphasage pur 

dans la base des états propres avec 

=  V 2^'  ( 3 1 5 )  

où = 25/(eu) est le taux correspondant à la densité spectrale de bruit à la fréquence 

u et 

*ik = ti\?z\k). (3.16) 

Puisque az n'est pas diagonal dans la base des états propres de l'hamiltonien de Rabi, le 

bruit selon cette composante induit aussi des transitions parasites entre les niveaux j et 

k au taux 

(3.17) 

où Ajfcj = Ek~ Ej. Cette contribution n'est donc importante que si le bruit en oz a un 

poids spectral aux fréquences potentiellement hautes A*j. Finalement, le dernier terme 

de l'équation (3.14) est la contribution des bains du qubit et du résonateur qui était entiè­

rement responsable de la relaxation dans le traitement standard. Ils causent maintenant 
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FIGURE 3.2 - Règles de sélection sur les transitions induites par l'environnement entre les 
états propres de l'hamiltonien de Ilabi. Les bains de relaxation du qubit et du résonateur 
peuvent seulement générer des transitions entre états de parité différente. Le bruit en oz 

peut provoquer des transitions entre n'importe quelle paire de niveaux de même parité. 

des transitions entre les états propres aux taux 

r? = k(Akj) x \x*f (3.18) 

If = (3.19) 

OÙ 

X j k  = ( j \X\k)  (3.20) 

4" = (JW*\K). (3.21) 

Ici, k( l j )  = 2ir  |aK(u;)|2 dK (ui)  et 7(0;) = 27r |q:7(w)|2 d y (ui) ,  où ««(a;) et a7(a;) sont respec­

tivement les constantes de couplage à l'environnement du résonateur et du qubit, alors 

que les di(u>) sont les densités d'états des bains correspondants. Des formules analytiques 

pour les éléments de matrice dans le régime Bloeh-Siegert sont données à l'annexe F. 

La figure 3.2 illustre les transitions permises par les symétries de l'hamiltonien de 

Rabi. Tel qu'expliqué à la section 1.2.4, l'hamiltonien de Rabi préserve la parité du 

nombre total d'excitations. Comme le décrit plus en détail l'annexe C, les états propres 

de l'hamiltonien de Rabi changent de parité sous l'application des opérateurs X et ox. 

Ainsi, Xik = ai* = 0 pour des états |j) et |A:) de même parité. De la même façon, la matrice 

oz préserve la parité, de sorte que le bruit en az ne peut pas induire de transitions entre 

états de parité distincte. 

En permettant des transitions entre états propres de même parité, l'équation maîtresse 
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obtenue ici rappelle le modèle du déphasage habillé, où le bruit en oz induit des transitions 

de la forme | î, n - 1) ++ | j, n). Cependant, les deux équations diffèrent dans leur régime 

d'applicabilité. Dans le modèle du déphasage habillé, le terme non linéaire proportionnel 

à £ est négligé dans la dérivation de l'équation maîtresse. Cette approximation se brise 

lorsque Ç > max{/c(av), 7(u;a)}. Dans ce cas, le modèle développé ici est plus approprié. 

Cependant, lorsque k < min{/î(uv), 7(u>a)}, les différentes transitions du résonateur se 

produisent toutes à la même fréquence et leur interaction avec l'environnement ne peut 

être traitée comme incohérente. C'est alors l'approche du déphasage habillé qui doit être 

utilisée [81, 96]. Le régime de validité de l'équation maîtresse de Redfield est discuté plus 

en détails à l'annexe E. 

3.2.2 Les problèmes réglés par l'équation de Redfield 

Différents problèmes inhérents à l'utilisation de l'équation maîtresse standard ont été 

présentées à la section 3.1. Les principales difficultés surviennent lorsque la dynamique du 

système est évaluée en couplage ultra-fort. Dans ces conditions, les transitions générées 

par le bruit en az représentées à la figure 3.2 sont évaluées à la mauvaise fréquence et la 

relaxation ne ramène pas le système dans son fondamental à T = 0. Ces obstacles sont 

surmontés par l'équation maîtresse habillée. 

Selon l'équation (3.17), le taux de transition entre deux états |j )  et |k)  de même pa­

rité dépend du bruit à la fréquence Akj = Ek - Ej, c'est-à-dire la séparation entre les 

niveaux d'énergie Ej et Ek. Ce résultat correspond bien à l'intuition physique derrière un 

phénomène radiatif. Des fréquences élevées doivent donc être présentes dans le spectre 

du bruit en <jz pour que ces transitions soient observées. Par ailleurs, les transitions de 

la forme |k) -*• |j) telles que j > k requièrent une fréquence Afcj < 0. La signification de 

telles fréquences est discutée, par exemple, dans la référence [102]. Essentiellement, les 

fréquences positives correspondent à des processus d'émission par le système vers le bain, 

alors que les fréquences négatives sont associées à de l'absorption par le système d'éner­

gie provenant du bain. Dans le modèle classique du bruit présenté à l'équation (3.12), 

ces fréquences négatives existent toujours. En effet, le bruit classique, qui peut être dé­

crit pax une fonction scalaire aléatoire, a toujours une densité spectrale S{u>) telle que 

S{u) = S(-u) [102]. Ainsi, il est impossible dans ce modèle que le bruit en oz provoque 

de la relaxation sans en même temps exciter le système. Alors que la relaxation est un 

phénomène tout à fait raisonnable à température nulle, c'est loin d'être le cas de l'ab­
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sorption. Pour pallier à ce défaut, un modèle quantique, basé sur une interaction avec un 

bain d'oscillateurs harmoniques donnée par l'équation (2.47), est présenté à l'annexe D. 

Dans un tel modèle quantique, il est possible que S(u>) * S(-w). Puisque le bain employé 

ici est supposé être toujours à l'équilibre thermique, les fréquences positives et négatives 

du bruit quantique sont reliées par le principe du bilan détaillé 

7,(-w) = e^ksT^(u). (3.22) 

Ainsi, alors que le cas du bruit classique est retrouvé lorsque T -* oo, lorsque T -* 0, 

le bruit à fréquence négative, et donc l'absorption, disparaît. Ainsi, dans un tel mo­

dèle quantique, la génération de photons par le bruit en oz telle que présentée dans la 

référence [8] est un effet intrinsèquement thermique. 

Non seulement l'équation maîtresse permet-elle de comprendre l'influence thermique 

de la génération de photons par le bruit en erz, elle permet aussi d'obtenir analytiquement 

la dépendance en g2/H2 obtenue numériquement par Werlang et al. Le calcul correspon­

dant est présenté à l'annexe G et le résultat est donné à l'équation (3.36). 

Enfin, l'équation maîtresse (3.14) ramène effectivement le système dans son état fon­

damental à la température nulle. En effet, si un modèle quantique est pris pour le bruit en 

az, tous les dissipateurs impliquant des transitions sont dans cette situation de la forme 

avec k > j. Une telle équation maîtresse ramène explicitement dans l'état fon­

damental, car chaque dissipateur ne peut que faire descendre le système dans son échelle 

de niveaux d'énergie. Ce résultat a été vérifié en résolvant numériquement l'équation 

maîtresse dans un espace de Hilbert tronqué au 16e niveau d'énergie de l'hamiltonien de 

Rabi. Comme le montre la figure 3.1, si le système est initialement dans son état fonda­

mental, il reste dans ce dernier à T = 0, contrairement au cas de l'équation maîtresse de 

l'optique quantique. L'équation maîtresse habillée permet donc bien de panser les plaies 

de l'équation maîtresse de l'optique quantique en couplage ultra-fort. 

3.2.3 Modèle semi-classique de l'effet Casimir dynamique 

Même si le modèle semi-classique du bruit en az présenté à l'équation (3.12) suppose 

kBT » Ajk V j,k, il permet d'identifier une éventuelle génération de photons par des 

fluctuations aléatoires dans la fréquence du qubit à l'effet Casimir dynamique [103, 104]. 

Pour simplifier la discussion, on considère d'abord le cas où f(t) est une modulation 

contrôlée de la fréquence du qubit (par exemple, à l'aide d'un flux magnétique externe) 
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avant de se pencher sur la situation où f ( t )  représente un bruit incohérent. 

L'hamiltonien du système total est ici H ( t )  =  H R  +  f ( t ) a z .  En supposant que g «  S 

et g « A, on applique sur cet hamiltonien la transformation dispersive [1], généralisée ici 

pour tenir compte des termes non séculaires 

Ui) = exp {A (aV. - aa+) + A {air_ - a+a*)}. (3.23) 

Au deuxième ordre en g,  on trouve 

H v ( t )  * H Q + x'(t)aWz + f ( t )cr z  -  2f( t ) ( \ I+ + A/CR) 

-2/(0AAaz(a2 + at2), (3.24) 

où x'CO = ~2(A2 + A2 ) f ( t )  et HQ = \ur + (x + A0°z]a*a + [a;a + x + /^]^/2 est l'hamiltonien 

libre, mais ayant subi des décalages de Lamb et de Bloch-Siegert. Par ailleurs, 1+ = 

ao+ + at<7_ et Jcr = aer_ + côo+. On veut maintenant trouver pour quelles fréquences 

d'oscillation de f(t). Pour ce faire, on applique la transformation unitaire suivante sur 

HD ( t )  

- i  
_ t _  .  w a +  ( x  +  A * )  ( 2 a t o  +  1 )  

uj t  a a H — < V (t ) = exp 

L'hamiltonien qui en résulte est, sans aucune approximation, 

i f .  ( 3 . 2 5 )  

= x ' ( t )a^aa z  + f( t )a z  

- 2 f ( t )X [aa+ exp {i [A + (x + A4) (2 a* a -a z -  l)] <} + c.h.] (3.26) 

- 2/(i)A [acr_ exp {-i [E + (x +//) (2a^a + crr - l)] i} + c.h.] 

-  2f( t ) \Aa z  [a2 exp {-2ï  [u/r + (x + A4) °"z] *} + c.h.]. 

En supposant un signal cohérent de la forme 

f ( t )  = cos f a t )  = (e^ft + ), (3.27) 

on obtient dans l'équation (3.26) des termes qui oscillent aux fréquences u}Tf, u>rf + ut et 

|cbVf - w,|, où les u>i peuvent être A, E ou 2u?r. Lorsque ~ coi, il y a résonance, car 

les termes oscillant à la fréquence \urf - u>i\ deviennent indépendants du temps alors que 

tous les autres oscillent rapidement. Dans la limite où ez est beaucoup plus petit que 
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ces fréquences d'oscillation rapides, on peut faire l'approximation séculaire et conserver 

seulement le terme constant. Ainsi, on peut réécrire l'hamiltonien ci-dessus en gardant 

seulement les termes pertinents, c'est-à-dire ceux qui oscillent aux fréquences |u/rf - uii\ 

H^(t) ^ - ez\ [aav exp {i [A + (x + A4) (2a*a - oz - l) - wrf] i} + c.h.] 

- ezA [aa_ exp {-i [S + (x + m) (2a* a + oz - l) - wr f ] t }  + c.h.] (3.28) 

- ez\Aez [a2 exp {-2i  [u) r  + (x + AO Qz ~  ̂ rf] 0 + c.h.]. 

Ainsi, dépendamment du choix de la fréquence de modulation u>T{, il est possible de 

sélectionner un terme de l'hamiltonien ci-dessus en laissant tomber les autres. Ce résultat 

est représenté schématiquement à la figure 3.3a), où la réponse attendue pour chaque 

choix de a;rf est illustrée. Premièrement, pour cul{ =* A, on a ffb(t) - H'Q- ez\I+, ce qui 

correspond à une transition de bande latérale rouge, processus représenté à la figure 3.3b). 

Pour uirf - S, on a plutôt Hv(t) m H'Q - ezAIQR, associé à ime bande latérale bleue. 

Enfin, pour ^ 2dt, l'hamiltonien se réduit à Hn(t) - H'Q- ezXAaz(a2 + a*2), soit celui 

d'un oscillateur paramétrique dégénéré [38]. Cet hamiltonien correspond à celui donné 

à l'équation (1.29) et mène donc à de la compression dans l'état propre de l'oscillateur. 

Contrairement au design habituel, où c'est la fréquence du résonateur qui est modulée 

dans le temps [105], ici, c'est le qubit qui agit comme une condition de frontière fluctuante. 

Dans la référence [7], cet hamiltonien est aussi relié à l'effet Casimir dynamique. 

En plus de pouvoir choisir le processus à stimuler avec le choix de la fréquence du 

signal, il est possible d'inhiber certains processus en changeant l'état du qubit ou du 

résonateur de manière appropriée. Cela provient du fait que l'argument des exponentielles 

dans l'hamiltonien donné à l'équation (3.28) est sensible à l'état du qubit et au nombre 

de photons. Autrement dit, la fréquence à choisir pour induire les processus décrits 

ci-dessus change selon l'état du système. Pour illustrer ce phénomène, concentrons nous 

d'abord sur la bande latérale rouge, tout en gardant en tête que les mêmes résultats sont 

obtenus pour la bande bleue à condition de remplacer A E et A -*• A. Puisque cette 

transition conserve le nombre total d'excitations, si l'on ignore d'abord la dissipation, on 

peut en tout temps écrire l'état du système comme 

kKO) = ct(0l î, n - 1) + c^t)11, n). (3.29) 
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FIGURE 3.3 - Effet d'une modulation cohérente de la fréquence du qubit sur le sys­
tème qubit-résonateur en régime dispersif. a) Processus pouvant être stimulés selon la 
fréquence u>T( du flux externe. Le graphique est une représentation schématique de la 
réponse attendue en vertu de l'hamiltonien donné à l'équation (3.28). Si u>T{ ^ \u)a ±u>r\ la 
bande latérale rouge ou bleue est excitée. Si u>rf - 2ur, il y a oscillations paramétriques 
dégénérées. Encadré : fréquence de la bande latérale rouge selon l'état initial du système. 
Les t ransi t ions de type 11,  n -1)  ** |  i ,  n)  et  11,  n)  ** |  4, n +1)  sont  séparées  par  2(\  + n)-
b) Illustration des bandes latérales rouge et bleue. La bande rouge correspond à l'échange 
d'un quantum entre le qubit et le résonateur. La bande bleue correspond à la création ou à 
la destruction simultanée d'une excitation dans le qubit et dans le résonateur, c) Simula­
tion numérique de la transition de bande latérale rouge. Initialement, le système est dans 
l'état 11,0). On calcule la probabilité de transfert de l'excitation du qubit au résonateur 
en fonction du temps. Pour simplifier, les calculs sont faits avec l'équation maîtresse de 
l'optique quantique, car elle donne de bons résultats dans ce contexte pour g tel que l'ap­
proximation séculaire est valide. Les paramètres sont : ez/27r = 500 MHz, u>rf/27r = 1010.83 
MHz, gj2ir = 100 MHz, cur/27r = 6.5 GHz, u/a/27r = 5.5 GHz et k/2tt = 7i/27r = 7^/2^ = 0.1 
MHz. L'inversion de population est obtenue en environ 5 ns, ce qui correspond au résultat 
analyt ique pour  une fréquence de Rabi  f i  =  2e zX. 
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À l'aide de l'équation de Schrôdinger 

tf£(i)hKO> - (3.30) 

on trouve les équations du mouvement 

ct(i) = ie zXy/n exp {i [A + 2(x + Al)n ~ ^rf)] 0 

c;(i) = iezXy/nexp {-i [A + 2(x + fi)n - Wrf)] t} cj(£). 

(3.31) 

(3.32) 

Une solution simple est obtenue pour ces équations couplées lorsque u/rf = A + 2(x + f j )n  

où l'on a choisi pour conditions initiales cT(0) = 1 et C;(0) = 0. Le système oscille donc 

entre les deux états | t, n - 1) et | j,n) à la fréquence de Rabi 0 = 2G = 2ez\y/n. Une 

conclusion importante à tirer du résultat ci-dessus est que la fréquence à choisir pour 

le signal rf est déterminée par le nombre de photons dans le résonateur. Ainsi, si la 

largeur ~ max{/î,7i,7^} des raies spectrales du système est inférieure à 2(x + A4), il 

est possible de résoudre les états de Fock avec cette transition, tel que représenté dans 

l'encadré de la figure 3.3a). Cette sensibilité au nombre de photons de la fréquence de 

la bande latérale pourrait être exploitée pour implémenter des portes conditionnelles à 

deux qubits ou plus encore. Il convient également de noter que ce système constitue une 

source de photons uniques. En effet, si on prépare initialement le qubit dans l'état 11), 

il est possible de transférer l'excitation de l'atome artificiel au résonateur en appliquant 

une impulsion de durée t = n/2G à la fréquence de la bande latérale rouge. Cette idée 

est testée numériquement à la figure 3.3c). Enfin, la fréquence d'oscillation paramétrique 

dépend quant à elle de l'état du qubit, valant 2[wr± (x+A4)] selon que ce dernier est dans 

l'état 11) ou 11). En principe, on peut alors mettre le résonateur dans un état comprimé 

de manière conditionnelle à l'état du qubit. Malheureusement, le taux de compression 

obtenu dans ce système est trop faible pour espérer utiliser ce phénomène en pratique2. 

2. En effet, l'écart type de la quadrature X dans l'oscillateur paramétrique dégénéré lorsque u/rf = 
2[U)R ± (x + m)] donné par AX = |e~2r [38], où 

Cf(i) = cos (Gt) ,  

Ci(t) = i sin(Gt) 

(3.33) 

(3.34) 

r = — arctanh 
2 

(3.35) 
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Un des aspects les plus intéressants des résultats mentionnés ci-dessus est que, autant 

pour la bande latérale rouge que pour la bande latérale bleue, la fréquence de Rabi est du 

premier ordre en g. Cela contraste avantageusement avec les autres méthodes employées 

jusqu'ici pour générer expérimentalement des transitions de bande latérale, qui sont des 

processus de deuxième ordre, donc nécessairement plus lents [106, 107]. En effet, dans 

ces expériences, au lieu de coupler leurs modulations externes par le flux, les auteurs 

contrôlent le résonateur ou le qubit avec un voltage externe. Ces modulations se tra­

duisent par des hamiltoniens de la forme ae*u'rft + c.h. ou o-e™*1 + c.h.. Ces perturbations 

ne préservent pas la parité du nombre d'excitations, alors que les bandes latérales sont 

des processus qui préservent cette parité. Un mécanisme à deux photons est donc néces­

saire pour arriver à exciter des bandes latérales avec de telles modulations, ce qui rend 

le temps d'opération plus long. Avec l'approche présentée ici, la modulation est en az, 

ce qui a la même parité que les bandes latérales, permettant en principe d'atteindre des 

temps d'opération aussi petits que 5 ns, tel que le montre la figure 3.3c). Ceci correspond 

à un gain d'un ordre de grandeur par rapport aux techniques employées jusqu'à aujour­

d'hui. Cependant, ce temps d'exécution rapide n'est pas facilement compatible avec la 

sélectivité mentionnée ci-dessus, qui requiert une résolution en fréquence très fine. En 

effet, typiquement, dans les systèmes expérimentaux en EDQ-circuit, fx « x et donc le 

décalage entre les états de Fock distincts est environ 2\ ~ 20 MHz. Or, si fl est plus 

grand ou de l'ordre de cette quantité, ce qui est le cas à la figure 3.3c), la modulation 

est assez forte pour exciter une transition de la forme | î, n - 1) -»• | j,n) même si elle est 

à la fréquence A + 2(x + £t)(n ~ 1), qui correspond plutôt à 11, n - 2) -+ | 1, n - 1). Pour 

pallier à cette difficulté, il faudrait augmenter g de manière à rendre \x + n\ assez grand 

pour permettre des fréquences de Rabi élevées tout en gardant fi « |x + fi\. Dans cette 

optique, les récents développements permettant d'atteindre des couplages de l'ordre du 

GHz pourraient être utiles [4, 5]. 

Enfin, dans le cas où f i t )  n'est pas une perturbation cohérente contrôlée mais bien 

une fonction aléatoire représentant un bain classique, le contenu spectral de la modula­

tion peut contenir une ou plus des fréquences pertinentes mentionnées ci-dessus. Si ce 

contenu spectral s'étend jusqu'à de très hautes fréquences, il peut agir sur le système à 

travers une combinaison de bandes latérales rouges et bleues ainsi qu'à travers des os­

cillations paramétriques, l'emmenant dans un état excité qui peut manifester une légère 

Puisque, pour que le modèle décrit ci-dessus soit valide, il faut avoir A, A « 1, il faut que e z  » u>r pour 
que r > 1. Or, une telle condition est incompatible avec l'approximation séculaire faite ci-dessus. 
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FIGURE 3.4 - Génération de photons due au terme de dissipation en oz dans l'équa­
tion (3.14). Ligne pleine : bruit blanc. Lignes pointillées : bruit blanc coupé à une fré­
quence a;» telle que seules les transitions jusqu'à \i, ±) sont stimulées. Pour la courbe 
du haut, les transitions de |j,0) à |8, ±) sont incluses. Encadré : taux de génération de 
photons (3 en fonction de g pour du bruit blanc. Points : résultat numérique. Lignes : 
équation (3.36). 

compression. Même si cette discussion n'est valide que dans le régime dispersif, elle peut 

être généralisée à des ratios g/A arbitraires en employant le formalisme développé à la 

section 3.2.1. C'est ce qui est fait à la prochaine section. 

3.2.4 L'effet Casimir dynamique dans le formalisme de l'équation 

de Redfïeld 
« 

En général, le bain en oz peut provoquer n'importe quelle transition entre les états 

propres de l'hamiltonien de Rabi de même parité, tel qu'illustré à la figure 3.2. Si les 

fréquences correspondantes sont présentes dans la transformée de Fourier de f(t), des 

combinaisons d'excitations photoniques et atomiques voient le jour. Dans le cas le plus 

simple, dans lequel les bains en X et en ox sont négligés et le bruit en oz est blanc, cela 

mène à un taux de création de photons constant /?. Tel que démontré à l'annexe G, au 

deuxième ordre  en g 

/? = 27*A2T(02), (3.36) 



66 Chapitre 3 : Relaxation et déphasage pour un atome et un résonateur couplés 

où l'on a défini T(û 2 )  = 1 + 2 cos2 0 2  sin2 û 2 .  Cette expression est comparée aux résultats 

numériques dans l'encadré de la figure 3.4. Elle explique analytiquement le taux observé 

numériquement dans le cas spécial où uja = u>r par Werlang et al [8]. Dans cette étude, 

les auteurs ont employé l'équation maîtresse de l'optique quantique, qui suppose du 

bruit blanc, et qui correspond à la ligne pleine dans la figure 3.4. Comme l'indique la 

section 3.1.2, si le bruit qui cause le déphasage a un spectre en 1 //, l'équation standard 

surestime de beaucoup ce processus. Par ailleurs, si le bruit décroît à haute fréquence, 

la génération de photons est plus lente, mais doit aussi saturer, tel qu'illustré par les 

lignes pointillées à la figure 3.4. Cela constitue une autre démonstration claire de l'échec 

de l'approche standard pour le traitement de la dissipation en présence des termes non 

séculaires. 

Finalement, puisque l'équation maîtresse est exactement la même pour le traitement 

quantique du bruit en oz montré à l'annexe D, les résultats ci-dessus sont également 

valides dans ce cas. Cependant, l'approche quantique inclut la température d'une manière 

qui respecte le principe du bilan détaillé. Cela implique qu'à T = 0, 7^(a>) = 0 si u < 0. 

Puisque, tel que démontré à l'annexe G, cette génération de photons à la Casimir requiert 

ces fréquences négatives, un bain quantique ne peut générer d'excitations à T = 0. Dans 

ce modèle, la production de photons à travers le déphasage est donc intrinsèquement un 

effet thermique. 

3.2.5 La dissipation dans le modèle de Jaynes-Cummings 

Dans cette section,on considère la situation dans laquelle l'approximation dispersive 

ne tient pas, mais l'approximation séculaire est toujours valide. Ceci généralise essen­

tiellement les résultats du modèle du déphasage habillé [81, 96]. Sous l'approximation 

séculaire, le fondamental est simplement | j,0). Les états excités sont donnés par les 

équations (1.19) et (1.20), avec l'angle de mélange 6n défini par l'équation (1.21), où l'on 

choisit n = 0, de sorte que A®s = A. 

On considère d'abord les matrices X et ax, dont les éléments sont impliqués dans les 

taux de relaxation donnés aux équations (3.18) et (3.19). Pour garder la discussion simple, 

on se limite ici au sous-espace {| j, 0), |1, -), |1, +)}. Les résultats complets sont donnés à 

l'annexe F. Puisque les états propres Jaynes-Cummings ont un nombre total d'excitations 

bien défini, seules les transitions qui impliquent le gain ou la perte d'exactement un 
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11,1) 

Xi0<1+ |1,+) |1,+) 

FIGURE 3.5 - Représentation géométrique des éléments de matrice impliqués dans la 
relaxation dans l'équation de Redfield sous l'approximation séculaire et dans le sous-
espace (|4,0),|l,-),|l,+)}.a) Éléments de matrice reliés aux bains de relaxation du qubit 
et du résonateur. Les états propres sont un mélange d'excitations purement photoniques 
et purement atomiques, avec un angle 6\. La fraction du taux de relaxation qui provient 
du bain du résonateur ou du qubit est déterminée respectivement par la projection de 
l'état propre sur l'axe du qubit | |,0) ou du résonateur | 1). b) Éléments de matrice 
reliés au bruit en oz. Appliquer oz tourne les vecteurs d'état autour de l'axe | î,0). Les 
vecteurs résultants ont une projection sur l'état propre orthogonal à l'état initial, ce qui 
génère des transitions entre |1, +) et |1, -) si > 0. 

quantum sont permises, ce qui interdit toute transition entre |1, +) et |1, -). Il en résulte . 

En variant Q\, on change le caractère des états propres du système entre principalement 

photonique et principalement atomique. Les éléments de matrice ci-dessus suivent cette 

même tendance, tel que représenté géométriquement à la figure 3.5a). En particulier, 

lorsque le qubit et le résonateur sont en résonance, les contributions de leurs bains de 

relaxation respectifs ont exactement le même poids. Par exemple, les éléments de matrice 

0 sin#i cos 0\ 

X = sinflj 0 0 

^ cos#i 0 0 . 

0  c o s - s i n # !  ̂  

(3.37) 

ox = cos#i 0 0 

^ -sin#i 0 0 

(3.38) 
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de x se réduisent à 

= ±-~, (3.39) 

Xn,+;n+l)+= = * (>/£+\Z»»7î) , (3 4Q) 

Xn,+;n+l,- = Xn,-;n+l,+ = | ̂ f (3 41) 

ce qui mène exactement à l'équation maîtresse donnée dans la référence [99] et trouvée 

dans le cas limité aux seules pertes photoniques avec u>a = uT. 

Sous l'approximation séculaire, o{k peut seulement être non nul pour des états qui im­

pliquent le même nombre total d'excitations, c'est-à-dire qui sont dans le même doublet. 

Les éléments de matrice résultants sont 

af'90 = -1 (3.42) 

<*;n± = =Fcos(20n) (3.43) 

cr"*'"* = -2cos0nsin0n. (3-44) 

Généralisant le modèle du déphasage habillé, les formules ci-dessus montrent que le bruit 

en az induit des transitions entre les états dans le même doublet Jaynes-Cummings. Tel 

qu'illustré à la figure 3.5b), ceci survient seulement lorsqu'il y a un mélange non nul 

entre le qubit et le résonateur. En particulier, à la résonance, cr"±;n± = 0 et a**'n± = 1. 

Autrement dit, les éléments de matrice impliqués dans le calcul du taux de déphasage 

pur selon les équations (3.14) et (3.15) s'annulent. Ainsi, les processus de déphasage pour 

les états qui n'impliquent pas | |, 0) sont entièrement dus aux transitions à l'intérieur 

des doublets causées par le bruit en az à la fréquence de' séparation 2gy/n. Puisque ce 

sont des fréquences potentiellement très hautes et que le bruit de déphasage est souvent 

en 1// [94], on s'attend à ce que les taux de transitions à l'intérieur des doublets soient 

faibles. Ainsi, en résonance, les états qui ne contiennent pas | 4,0) devraient être peu ou 

prou immunisés au déphasage pur. 
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3.2.6 Une application de l'équation habillée : l'étude du bruit 

selon <jz 

Tel qu'expliqué à la section 1.2.3, il est possible de caractériser expérimentalement 

l'échelle des niveaux d'énergie de l'hamiltonien de Rabi par spectroscopie. En résonance, 

le couplage qubit-résonateur se traduit par une séparation en deux de la raie de trans­

mission de la cavité portant le nom de séparation de Rabi3. En laboratoire, les quantités 

physiques obtenues par mesure homodyne [38] sont les valeurs moyennes des quadratures 

du champ électrique, c'est-à-dire Re{a) et Hm{a). On s'intéresse ici au signal obtenu dans 

le régime de Bloch-Siegert. En présence d'un signal rf,l'hamiltonien du système est 

HTf(t) = HR  + e ae^ f t  + e* aV^', (3.45) 

où e est l'amplitude du signal et u;rf sa fréquence. En supposant que g « E, on trouve 

dans l'annexe H sous une approximation à trois niveaux que, dans l'état stationnaire et 

à la résonance ABS = 0, 

ÏÏ™/ \ _ ^^1/2 ^2/2 fo AC^ 

M«)-- r2 + (ABS + p)2 r| + (ABS-0)2' ^ ^ 

où 

ri = |(7-+7j + 7^) (3-47) 

r2 = ^(7++7j + 7^)- (3.48) 

Les divers taux entrant dans cette expression sont illustrés à la figure 3.6a) et sont donnés 

à l'annexe H. Comme dans le cas standard, c'est-à-dire sous l'approximation séculaire et 

avec l'équation maîtresse de l'optique quantique [1], la transmission est composée de deux 

raies lorentziennes séparées par 2g. Cependant, ici, deux taux distincts et T2 dictent 

la largeur et la hauteur de ces raies. Il en résulte un spectre de séparation de Rabi qui 

peut être asymétrique, même lorsque le qubit et le résonateur sont en résonance. Une 

asymétrie en présence des termes contre-rotatifs est aussi rapportée dans la littérature en 

considérant uniquement l'amortissement de la cavité dans le spectre de fluorescence du 

qubit [108], ainsi que dans la transformée de Fourier de (az(t)), c'est-à-dire de l'évolution 

3. En anglais, vacuum Rabi splitting. 
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FIGURE 3.6 - Séparation de Rabi. a) Taux de transition impliqués dans le calcul pertur-
batif dans l'approximation à trois niveaux, b) Représentation schématique de Im(a)8 en 
fonction de uTf. En général, le résultat n'est pas symétrique. 
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temporelle moyenne du qubit initialement dans l'état 11) [26]. 

Ici, trois situations peuvent mener à une asymétrie : 

1. Le bruit de relaxation n'est pas égal aux fréquences correspondant aux deux tran­

sitions |1, ±) +• |i,0). Cette situation est baptisée taux de relaxation non constant. 

2. Le bruit en crz n'est pas égal aux fréquences Ài±)lT. Puisque le bruit classique 

est toujours symétrique en fréquence [102], nous appellerons cette situation bruit 

quantique. 

3. En gardant les termes contre-rotatifs, c'est-à-dire en prenant A * 0, les éléments de 

matrice pour les transitions |1, ±) ** ||, 0) ne sont pas égaux, tel que démontré à 

l'annexe F. C'est le cas vitra-fort. Cette situation est illustrée à la figure 3.7. 

Pour représenter cette asymétrie, on définit le paramètre 77 = Ti - T2- Il s'agit simple­

ment de la différence entre la largeur des deux raies spectrales illustrées à la figure 3.6. 

À partir des considérations du paragraphe ci-dessus, on déduit que pour caractériser 77 

en résonance à mesure que le couplage g augmente, il faut connaître le spectre du bruit. 

Nous allons donc faire quelques hypothèses sur ce dernier et en étudier les conséquences. 

Premièrement, on isole l'influence des termes contre-rotatifs en choisissant du bruit oh-

mique en X et en ax. Le choix d'une telle densité spectrale de bruit correspond à un taux 

de relaxation constant à toutes les fréquences et garantit donc que les taux de relaxation 

des transitions |1,±) «-• |4,0) sont les mêmes [80]. Ce choix correspond également à peu 

près aux observations faites à ce jour [109]. On commence également par négliger le bruit 

en az. Dans ces conditions, la contribution du deuxième ordre dans l'asymétrie 77 = Ti 

s'annule et on obtient pour cette dernière une augmentation linéaire avec g 

mjF^Oc + Ti), (3.49) 

où k = k (Ai±ii0) et 71 = 7 (Ai±i;o)- Avec les paramètres réalisés expérimentalement dans 

la référence [5], c'est-à-dire gftn = 636 MHz, av/27r = 5.357 GHz et K/2n = 3.7 MHz, on 

obtient, en choisissant 7i/27r = 0.1 MHz, une asymétrie rj/2-n ^ 0.11 MHz. Cela revient à 

une asymétrie relative de ~ 6 % dans l'amplitude des raies de transmission. Tel qu'illustré 

à la figure 3.7, il en résulte que, dans le régime non séculaire, il est impossible de trou­

ver expérimentalement la résonance qubit-résonateur en variant la fréquence du qubit 

jusqu'à ce que les raies de transmissions soient identiques, comme c'est coutume jusqu'à 

maintenant [3]. Un meilleur critère serait de chercher à trouver la fréquence ua telle que 

la distance entre les raies de transmission soit minimale. Alors, le qubit et le résonateur 
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sont en résonance en tenant compte du décalage de Bloch-Siegert, et une asymétrie dans 

le spectre de transmission devrait être observée. 

En général, cependant, il peut y avoir du bruit en oz. Dans cette situation, l'asymétrie 

totale devient 

1 - Wvf + (3.50) 

où 

(3.51) 

Tel que discuté à la section 3.2.2 et à l'annexe D, dans un modèle quantique, le bruit en 

<rz à fréquence négative n'apparaît qu'à des valeurs non nulles de température effective du 

bain. Autrement dit,  les taux respectent le principe du bilan détaillé. Pour A1 ± ) l T  = ±2g, 

on obtient alors 

7*(-20) = exp ^-^^74(20), (3.52) 

d'où la contribution du bruit quantique en oz à l'asymétrie 

Hp ("^r ) "1] (353) 

On distingue maintenant deux limites. Si kBT » 2g, 77^ -»• 0 et on retrouve la limite du 

bruit classique. L'asymétrie est alors entièrement due au couplage ultra-fort. Il est donc 

possible d'isoler la contribution ultra-forte en augmentant la température effective du 

bain, par exemple en injectant un fort bruit classique dans ua à la fréquence 2g à l'aide 

d'une ligne de flux. À l'inverse, si ksT < 2g, la contribution 77^ du bruit en oz devient 

importante. En particulier, si T -* 0, elle prend sa valeur maximale 

1 -4A2 

ru » —g—7^2»). (3.54) 

Connaissant la contribution ultra-forte de l'asymétrie, calculée avec l'équation (3.49) ou 

mesurée expérimentalement, on peut isoler l'effet du bruit quantique en prenant 77^ = 

V ~ t?uf- La valeur de 77^ devient alors une sonde pour le bruit en oz à la fréquence 2g. Le 

couplage ultra-fort élargit le spectre des valeurs accessibles de couplage qubit-résonateur. 

Ainsi, le spectre du bruit qui apparaît dans le taux 7^,(0;) pourrait réalistement être 

investigué jusqu'à des fréquences ~ 2 GHz, pour lesquelles les données expérimentales 

manquent [109] et où une transition du comportement en 1// au comportement linéaire 

en fréquence est attendue [93]. 
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FIGURE 3.7 - Asymétrie du spectre de transmission de Rabi due aux termes non sécu­
laires. a) Spectre pour différentes valeurs de fréquence du qubit selon l'équation (H.29) 
donnée à l'annexe H. b) Spectre pour deux valeurs spécifiques de u)a. Dans la courbe 1, 
ua est tel que ABS = 0. Dans la courbe 2, ABS t 0, mais les amplitudes des raies sont 
égales. Encadré : courbe pleine : vue agrandie de la raie de gauche, obtenue analytique-
ment. Points noirs : résultats numériques obtenus par évolution temporelle de l'équation 
maîtresse (3.14) avec SQUACK. Les paramètres sont av/27r = 6 GHz, g/2-n = 500 MHz et 
k/27t = 7I/27t = 7^ = 1 MHz. 
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Conclusion 

On a démontré l'importance de traiter le système qubit-résonateur comme un tout 

lorsqu'on considère son interaction avec son environnement. En particulier, on a montré 

que la description simple donnée par l'équation maîtresse de l'optique quantique peut 

échouer, notamment en produisant des excitations parasites, telles que des renversement 

de qubit ou la génération de photons, même à T = 0. Pour réparer ces failles, on a inclus le 

couplage atome-cavité dans les étapes menant à l'obtention de l'équation maîtresse. Les 

taux impliqués dans l'équation maîtresse de type Redfield obtenue de la sorte dépendent 

du spectre du bruit aux fréquences des transitions du système habillé. Ces taux ont été 

obtenus analytiquement pour g assez grand pour que les transitions individuelles du qubit 

et du résonateur soient résolues dans le régime de Bloch-Siegert, où g « ua+u;r. Même en 

incluant les termes non séculaires, l'équation maîtresse obtenue peut être utilisée au-delà 

du régime de Bloch-Siegert simplement en diagonalisant numériquement rhamiltonien 

de Rabi. Des résultats dans le régime de Bloch-Siegert ont été présentés. 

Dans notre modèle, le bruit qui était responsable du déphasage pur dans l'équation 

maîtresse de l'optique quantique peut maintenant provoquer des transitions dans le sys­

tème. En ce sens, l'équation maîtresse développée ici peut être interprétée comme une 

généralisation du modèle du déphasage habillé [96, 81]. Dans le régime de Bloch-Siegert, 

on trouve que le spectre de séparation de Rabi peut être asymétrique. Cette asymétrie 

peut être exploitée comme une sonde de la densité spectrale du bruit en oz à des fré­

quences inexplorées de ~ 1 GHz ou plus. Par ailleurs, des modulations dans la fréquence 

du qubit peuvent être employées pour générer des bandes latérales, ou comme un oscil­

lateur paramétrique induisant de la compression. Finalement, alors que cela signifie que 

le bruit en az peut générer des photons [8, 110, 6], notre modèle montre raisonnablement 

que ces excitations parasites ne peuvent pas être générées à température nulle. 

Les conclusions de ce travail mènent à plusieurs questions d'intérêt pour le dévelop­

pement de l'EDQ-circuit. D'abord, l'idée d'étudier le bruit selon az avec l'asymétrie du 

75 



76 Conclusion 

spectre de séparation de Rabi repose sur la supposition que le bruit selon X et ax est 

ohmique. Il serait donc pertinent de déterminer à quel point c'est réellement le cas en 

situation expérimentale et de prédire quelles erreurs seraient induites si cette approxi­

mation est inadéquate. Par ailleurs, il serait nécessaire de déterminer à quel point cette 

asymétrie est une sonde sensible du bruit en az à haute fréquence. En effet, si ce dernier 

est très faible, il se pourrait que le temps d'intégration du signal soit trop long pour 

que l'expérience soit réalisable en pratique. Une autre idée découlant de ce travail est 

celle d'utiliser un signal cohérent en oz pour le contrôle quantique du système qubit-

résonateur. Par exemple, la bande latérale rouge pourrait être employée pour transférer 

très rapidement des excitations d'un qubit à un résonateur. Dans la plupart des systèmes 

réels, comme le transmon, les qubits'sont des systèmes à N niveaux et les différences 

de fréquence entre ces états sont déterminées par un flux externe. Il serait donc d'office 

de vérifier si les transitions de bandes latérales peuvent être stimulées aussi rapidement 

en présence de niveaux supplémentaires et si les modulations de flux requises requièrent 

un signal trop puissant en pratique. Les bandes latérales étant un excellent outil pour 

générer de l'enchevêtrement [106] et pouvant être employées pour des portes logiques à 

deux qubits [78], on peut aussi se demander quelle est la meilleure façon d'exploiter la 

plus grande rapidité d'opération prédite dans ce travail pour le calcul quantique. Ainsi, 

en plus de résoudre des problèmes passés, ce travail apporte de nouvelles idées pouvant 

faire l'objet de recherche future. 



Annexe A 

Approximation adiabatique avec un 

résonateur multi-modes rapide 

Dans cette section, on généralise les résultats obtenus à la section 1.2.8 pour les deux 

états de plus basse énergie du système atome-résontateur au cas d'un atome couplé à N 

modes. Ces différents modes peuvent être interprétés comme les différentes harmoniques 

d'un résonateur multi-modes, ou bien comme plusieurs résonateurs monomodes couplés 

au même qubit. 

Un tel système a pour hamiltonien celui donné par l'équation (1.59) 

Exactement comme dans la section 1.2.8, on peut appliquer une rotation de 7t/2 autour 

oz -* ±1 dans l'expression obtenue. L'hamiltonien résultant pour ua = 0 est alors 

Il s'agit donc de la somme d'hamiltoniens distincts pour chaque mode. Chacun s'exprime, 

à l'instar du cas monomode, comme un oscillateur harmonique déplacé 

de l'axe des y sur les opérateurs du qubit. En supposant ua«uP r
si  j ,  on peut remplacer 

o ~ ^T (ai + ai) * U>a-U (A.2) 

n " Eu3rDi (±ai)a]a3D\ (="*;) > 'Wa-o j=1 
(A.3) 
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où l'on emploie les opérateurs déplacement Dj(ctj) = exp [a^ (aj - a^)] et otj = gj/u4. Ceci 

permet de construire la base des états de Fock déplacés 

nw>, (a.4) 
J=I 

où |r i j )  =  D j  (±Ofj) |r i j )  et |r i j )  est l'état à n  photons du mode j .  Comme dans la sec­

tion 1.2.8, l'hamiltonien est exprimé dans cette base. On obtient alors les éléments 

de matrice de cet hamiltonien 

<±i®nKK'K) ®i±> - nKK)= .» n*»,-,. (a-v 
j=i j=i j=i 

(±| ® YKM^H^LN]) ® |=F> = ~ NWW). (A-6) 
j=î ^ i=î 

où ^ni,n2,...,n/v = et (m||nj) est donné par l'équation (1.49) en remplaçant m -» 

rrij,  n -+ rij  et a -> otj.  

Comme précédemment, l'astuce consiste à négliger les termes contenant tels 

que m * n. Pour otj « 1, cette approximation se justifie très bien, car ces termes sont 

des polynômes en a3 de degré supérieur aux termes contenant contenant (n*|rc,J). Dans 

la limite inverse, soit aj » 1, faire l'approximation ne change pas non plus le résultat 

puisque, de toute façon, tous les termes en tombent exponentiellement avec otj. 

Ainsi, on s'attend à une excellente comparaison entre l'analytique et le numérique dans 

les régimes otj « 1 V j et otj » 1 V j, avec un régime intermédiaire pour lequel les 

résultats sont moins fiables. 

Si l'on écrivait la matrice représentant l'hamiltonien qui résulte des approximations 

ci-dessus, on verrait qu'il contient très peu d'éléments hors-diagonaux non nuls. Ceux-ci 

sont limités aux termes contenant (n*|nj). Néanmoins, la matrice serait très compliquée, 

car les rij peuvent être différents. Cependant, il resterait un bloc 2x2 dans le coin 

supérieur gauche qui n'est pas couplé au reste de l'hamiltonien, ce qui permet de trouver 

les deux états propres de plus basse énergie en solutionnant 

/ |o;a<-,0-,0-,...,0-|+,0+,0+,...,0+) V = 

\  IWB<-,0",0",-->0"M+ ,0V--*0+) EO A . . . ,O / '  
(A.7) 
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FIGURE A.l - Erreur faite en approximant l'état fondamental d'un qubit couplé à deux 
modes du champ électromagnétique par le chat enchevêtré présenté à l'équation (A. 11) 
en fonction de g pour différentes valeurs de ua et de uir = u)j = u%. 

Le résultat est 

|*±,o,o,..,o> = (|+, 0-,0-,0") ± I-, 0+, 0+,0+)), (A.8) 

^,0,0 o = ^(-O-10-t..,0-K0+
10+

1...,0+)-5;^ (A.9) 

En ramenant les matrices de Pauli dans la base de l'équation (A.l), on trouve comme 

états de plus basse énergie le doublet quasi-dégénéré 

l*..o> - \ [I t) (nf.,1^) ± n&i - aj)) - M) (n?„|a,) * n£,| - <*,))]. (a.io) 

Il s'agit donc d'un état "chats enchevêtrés". En particulier, le fondamental pour un qubit 

couplé à deux modes est 

l*-,o) - ̂ [| t) (k*i, <X2) - | - ai, -a2)) - | i) (|ai, a2) + | - ai, -a2)) ]. (A.ll) 

La figure A.l présente l'erreur 1 - Fnum, faite en prenant ce fondamental approximatif 

au Heu du fondamental |\&num.) obtenu par diagonalisation numérique exacte, où Fnum. = 

L'erreur reste toujours de l'ordre de 1 % ou moins pour uja/uir < 1/2. 
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Annexe B 

Introduction à l'électrodynamique 

quantique en circuit 

L'oscillateur LC et la jonction Josephson peuvent être perçus comme les deux briques 

fondamentales de l'EDQ-circuit, l'une étant l'élément linéaire et l'autre l'élément non li­

néaire primordial. À la manière de la référence [111], dans cette annexe, on présente 

l'hamiltonien de ces deux composantes principales pour donner une intuition de l'archi­

tecture employée. 

L'hamiltonien de l'oscillateur LC monomode est obtenu simplement en écrivant l'éner­

gie totale du système 
Q 2  $ 2  

"»-è + 5E- (R1> 

où la charge Q et le flux magnétique $ sont considérés comme des opérateurs. Cet 

hamiltonien a exactement la même forme que celui d'une particule massive dans un 

potentiel quadratique, donc il s'agit d'un oscillateur harmonique avec pour analogues 

respectifs de X et P les opérateurs 

4> = V§V+a)' (B-2) 

Q = -  a). (B.3) 

On a défini ici l'impédance caractéristique Zq = yjL/C du circuit ainsi que les opérateurs 

d'échelle a(at ) de l'oscillateur harmonique. À l'instar de la position et de la quantité de 
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mouvement, $ et Q obéissent à une relation de commutation canonique 

[*,«] = '• (B.4) 

À l'aide des équations (B.3) et (B.2), l'hamiltonien de l'oscillateur LC se réécrit comme 

celui d'un oscillateur harmonique dans la base diagonale : //LC = u>ra^a, où ur = \fhC. 

Le circuit LC peut donc être interprété comme un mode stationnaire du champ électro­

magnétique. 

Pour avoir un atome artificiel, il faut introduire une non-linéarité qui lève la dégé­

nérescence entre les transitions. Tel qu'illustré à la figure B.l, c'est ce qui permet de 

s'adresser séparément à deux niveaux en particulier et donc de contrôler l'état quan-

tiqiie du système. La non linéarité est obtenue à l'aide d'une jonction Josephson, dont 

l'hamiltonien est 

(B.5) 

où $0 = 71"/e est le quantum de flux et Ej = $qIc/2tt est l'énergie Josephson de la jonction. 

Ic est le courant critique à partir de laquelle elle perd son état supraconducteur. En 

écrivant le cosinus comme sa série de Fourier, l'équation (B.3) permet de conclure qu'un 

tel hamiltonien est effectivement non-linéaire. Au quatrième ordre (ce qui est valide pour 

d e  g r a n d e s  v a l e u r s  d e  E j ) ,  

H j * u j t f b  +  K ( t f b ) 2  (B.6) 

où lûj — y/8EçEj et K = -Ecj2, avec Ec = e2/2Cj .  On a écrit ici les opérateurs d'échelle 

comme b(tf) pour les différencier de ceux de l'oscillateur LC. La non-linéarité potentielle­

ment très forte de la jonction Josephson permet de lever la dégénérescence des transitions 

et de contrôler une seule paire de niveaux d'énergie en utilisant des impulsions rf à leur 

fréquence de séparation. On obtient alors un atome artificiel qui peut interagir avec un 

mode du champ électromagnétique en couplant un tel système à un résonateur LC. 

Ceci n'est qu'un exemple d'atome artificiel pouvant être obtenu avec des jonctions 

Josephson. Ce modèle porte dans la littérature le nom de transmon[85, 112]. Il existe 

une myriade d'autres designs de qubits. Ils se distinguent notamment par le nombre 

de jonctions Josepshon employées ainsi que par des ratios Ej/Ec différents. Une bonne 

introduction à ces différentes catégories d'atomes est donnée dans la référence [113]. 
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FIGURE B.l - Circuits linéaires et non linéaires. L'introduction d'une jonction Josephson 
permet de lever la dégénérescence entre les fréquences de transition entre les différents 
niveaux d'un oscillateur harmonique. Le contrôle des deux premiers états à l'aide d'une 
source de rayonnement micro-ondes devient alors possible. 
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Annexe C 

Dissipateurs pour les bains en X et en 

Dans cette annexe, on dérive les dissipateurs associés au couplage au bain en X et 

en ax dans la base habillée. On considère un système qubit-résonateur fortement couplé 

avec pour seule hypothèse à propos de son hamiltonien que le nombre total d'excitations 

a une parité bien définie. Tel que mentionné à la section 3.2.1, on suppose que le système 

est couplé à deux bains indépendants d'oscillateurs harmoniques avec une interaction de 

la forme donnée par l'équation (3.11). En se concentrant ici sur un seul bain, on trouve 

que, dans la représentation d'interaction par rapport à l'hamitlonien du système et de 

l'environnement découplés, le couplage prend la forme 

HS B(t) = 2>,eiifst(c + c^)e~ i H s t(bié~ i l / l t  + bje^). (C.l) 
i 

En exprimant l'hamiltonien du système dans sa base propre 

= (c.2) 
3 

on trouve 

= Y,<xiC j k\j)(k | {ln* i V l t  + ble^e^ 
jkl 

(C.3) 
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où Cjk = 0'|(c + rf)\k) et Ajk = Ej - Eh. On divise maintenant la somme en trois parties 

ffsu(t) = E°'c«l>>0l (M"4" + 

+1E E+ E E1 . (c.4) 
( / j,k>j l iMi ) 

Puisque Ckj = C*k, cela devient 

HSB(<) = E E^WOI (he-"' + fcje"") + E E b><*!«>?>* + c.h.] (C.5) 
j l j,k>j l 

On introduit maintenant l'opérateur II = (-l)ata+cr+cr-, dont les valeurs propres marquent 

la parité dans le nombre total d'excitations du système qubit-résonateur. Puisque [HR, II] = 

0, les états propres |j) ont une parité bien définie. Puisque c et c* changent le nombre 

d'excitations de un, c + é renverse la parité lorsqu'appliqué sur un état. Ainsi, Cjj = 0, 

ce qui ramène l'hamiltonien à 

HS B(t) = + s*(t)B(t),  (C.6) 

ou 

s ( t )  =  Y ,  C j k \j){k\e i A j k t  (C.7) 
j,k>j 

B(t) = Y,aih#iVlt- (C.8) 
i 

Cette formulation simplifie l'écriture de l'équation maîtresse de Born du système. En 

effet, suivant la procédure standard, on trouve [76] 

J o 

+ jf df  [(HfWfWi) - )] m ) B ( 0 )  

+ jf ' df [»t ((>,(«>(') - )w(f)] 

+ jf ' d f [»(f )/>,(« V(0 - S,(()S(É')P;((')] (B(.t)BHt')) 

+ c.h. (C.9) 
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À partir de ce point, on fait des hypothèses qui sont standard dans le traitement de Born-

Markov de la dissipation [76], sauf pour les considérations suivantes. À l'instar du cas de 

l'oscillateur anharmonique expliqué à la section 2.2, dans chaque terme de l'équation de 

Born, on trouve des exponentielles oscillantes de la forme exp[i(Ajfc - Aj'k')t]- Puisque 

k>jetk'>j, l'argument de ces exponentielles est zéro pour j = j'et k = k', ou lorsque des 

paires de transitions différentes dans le système se passent à la même fréquence. On parle 

alors de dégénérescences de Liouville. Tel que discuté à l'annexe E, en pratique, on est 

souvent intéressé seulement à un sous-ensemble d'états propres du système pour lesquels 

toutes les transitions ont des fréquences distinctes. Dans ce cas, on peut négliger les termes 

oscillant rapidement pour obtenir l'équation maîtresse suivante dans la représentation de 

Schrôdinger 

/'(') =-«[Ws,/>(/)] (C.10) 

+ Y. Fkn(&ki,T)T>[\k)(j\])p(t) + £ r> t(l + ft(A» j,T))l>[li><*IMO. 
j£>j j,k>j 

avec = 2 /ïïd(A k j )a 2(A k j ) \Cj k \ 2  et où l'on a introduit la densité d'états d(v) du bain. 

On a aussi défini l'hamiltonien décalé 

« m  ' « s -  E IQ*P {M*X*I+£jt(i*x*i - m\)} • (c.ii) 
jk 

Les L'jk sont des décalages de Lamb causés par le couplage avec l'environnement et donnés 

par 

P r°° j i» 

u Pr-toWgÙ. 
1 2w Jo i/ + A jk 

et P est la partie principale de Cauchy. La fonction r(i>) est un taux de relaxation. Dans 

le cas de pertes photoniques, c -»• a et on remplace T(i/) par K(v). Dans le cas de la 

relaxation du qubit, c -*• a- et on remplace T(i/) par Dans le corps principal de ce 

texte, on néglige ces décalages de Lamb. 

(C.12) 

(C.13) 
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Annexe D 

Dissipateurs pour le bain en az 

Les deux modèles présentés à la section 2.4 pour l'impact du bruit en az sur la dyna­

mique du système sont employés ici pour obtenir rigoureusement une équation maîtresse 

de type Redfield. Deux régimes se distinguent alors selon la température effective du 

bain, le régime classique et le régime quantique. 

D.l Le modèle classique 

Dans cette section on obtient la partie de l'équation 3.14 qui provient du bruit en 

o z  d a n s  l e  m o d è l e  c l a s s i q u e ,  p o u r  l e q u e l  o n  i n t r o d u i t  u n e  f o n c t i o n  s t o c h a s t i q u e  f ( t )  

modulant la fréquence du qubit 

#dep = /(0^ (D.l) 

où la moyenne de f ( t )  est nulle. Suivant l'annexe C, on exprime l'hamiltonien dans sa 

base propre et on passe dans la représentation d'interaction par rapport à l'équation (D.l) 

pour obtenir 

HdeP(t) = f(t) £\j)(k\(j\e z\k)e i A*k t .  (D.2) 
i* 

De manière similaire au calcul fait dans la référence [81], on exprime f ( t )  en termes 

de sa décomposition spectrale 

f ( t ) =  [ " â u (D.3) 
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pour trouver 

W) = (D.4) 
jk 

où l'on a défini 

J
fAjk+Bjic 

do; /(ùj)ei("-Aik)t. (D.5) 
Ajk-Bjk 

En écrivant cette expression, on a considéré que la principale contribution à la dynamique 

provient d'une bande étroite de fréquences 2Bjk autour de la fréquence Ajk de chaque 

transition. Pour que cette approximation soit valide, il faut que Bjk « Ajk- En employant 

le théorème de Wiener-Khintchin [114] : 

E[f(u>)f(-u/)]=6(u-u, ')Si(U),  (D.6) 

où E [ x ]  est l'espérance mathématique de x  et S f ( u )  est la densité spectrale de f ( t ) ,  on 

découvre que 

/(<") = y/S,(w)t(w), (D.7) 

avec £ ( v )  tel que £[£(0;)] = 0 et i?[£(u;)£(a/)] = 8(LU - a;'), c'est-à-dire du bruit blanc. 

Prenons maintenant Sf(u) approximativement constant sur chaque Bjk et considérons 

que ces bandes ne se recouvrent pas. Cela nous permet d'écrire 

/A,1(0 = VSÂÂ^)/J"<k,<(L,+ Ajt)e™«. (D.8) 

En supposant une échelle de temps pour le déphasage et la relaxation beaucoup plus 

courte que 1/Bjk, on peut prendre Bjk -* oo et obtenir 

U„(t) = s/S,(A j k)U l k(t),  (D.9) 

ce qui nous mène finalement à 

W) - X>?LfX*K-A ,k(tWSf(-A j k).  (D.10) 
jk 

Si les fréquences Ajk des transitions sont bien séparées, on peut traiter chaque terme 

de la somme ci-dessus comme du bruit indépendant. Cette dernière forme pour H<iep(t) 
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mène alors aux termes suivant dans l'équation maîtresse 

£ \*T> [|j)<*|] + 
jk ^ " 
j*k 

(D.ll) 

avec 74,(-Ajfc) = 2Sf(-Ajk). 

D.2 Le modèle quantique 

Pour modéliser le bruit en oz de manière quantique, on introduit le bain d'oscilla­

teurs harmoniques mentionné à la section 2.4 avec l'hamiltonien d'interaction donné à 

l'équation (2.47). Cette interaction correspond au transfert d'un quantum d'un mode du 

bain à un autre à travers une excitation virtuelle du qubit. On passe maintenant à la 

représentation d'interaction par rapport à. H s  + H& 

H i ( t )  = Ya3^M i { u '~U k ) t Q l H s t ( y-a^' i H s t- (D.12) 
jk 

En employant la relation de fermeture du système, on trouve 

Hi(t) = £ aiJfc6J
t6jfcei^-^>tZmn|m)(n|eiA"»'t, (D.13) 

jkmn 

où l'on a défini l'élément de matrice suivant, qui conserve la parité, 

Zmn = (m|<T+cr_|n). (D-14) 

Dans l'annexe C, pour obtenir l'équation (C.10) pour le couplage aux bains en X et 

en ax, on a bénéficié du fait que tous les opérateurs du bain qui interagissent avec le 

système sont en moyenne nuls à l'équilibre thermique [76]. Ce n'est pas le cas ici, puisque 

les termes tels que j = k ont une moyenne thermique non nulle. Pour régler ce problème, 

on doit inclure ces termes dans l'hamiltonien, ce qui donne un hamiltonien efficace décalé 

H's = Hs + £ ajib%zmn(t), (D.15) 
jmn 

OÙ 

Zmn(t) = Zm n\m)(n\e i A m n t .  (D.16) 
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En supposant le bain à l'équilibre thermique, on obtient 

Hs = H s  + Y ia j jn j(T)zm n(t).  (D.17) 
jmn 

On peut maintenant écrire l'hamiltonien d'interaction comme 

H.it) = B(t)s(t),  (D.18) 

où 

B ( t )  =  £ ajkblhe^-"*» (D.19) 
j,k*j 

«(0 = £*m»(0- (D.20) 
mn 

Ceci permet d'employer l'équation maîtresse de Born 

Pi(t) = - f d£'{[s(Os(OMO-s(Op/(*'MO](£(0#(0}/3 (D.21) 
«/ 0 

où (3 indique une moyenne prise dans un état thermique. Les corrélateurs ci-dessus 

prennent donc la forme 

j,k*j 

(B(t ')B(t))= Za»"i(T)(l+MT))e-«1 ' '""'K (D.22) 
iMi 

où r = t -1' et où l'on a pris le couplage système-bain réel et symétrique sous l'échange 

des modes j et k. L'équation maîtresse de Born devient 

M*)'- E (D.23) 
mnm'n' 

*  { [ Z m n (t )Zm 'n ' ( t)pj(t - T ) - Zm>n>(t)pj(t-T)zm n(t)] F AT E~IAM'N'T {B(t)B(t -  T)) 
<J 0 

+ [pi(t -  T ) Z m ' n ' ( t )zm n ( t )  - zm n ( t )pi( t  - T)zm . n . ( t ) ]  d T E-IA™'»'R (B( t  - R)B( t ) ) } ,  

En remplaçant pj(t - t) et Pi(t) et en prolongeant la borne supérieure des intégrales 
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jusqu'à l'infini, c'est-à-dire en faisant l'approximation de Markov, on trouve 

Tdr e-^'^i- r)> = j m'n' ( T )  -  i L m , n ,  
j 0 

f l  d r  -  r ) B { t ) )  ̂  U m , n , ' { T )  -  i L m , n , \  (D.24) 
j o l 

où 

V, u + Amn)d(v)d(v + Amn)n(i/, T) (1 + n(u + A. 

du du' 

T)), (D.25) 

(D.26) 

Comme dans l'annexe C, on suppose l'absence de toute dégénérescence de Liouville, 

ce qui permet de laisser tomber les termes oscillants. Les conditions sous lesquelles cette 

approche pourrait être inadéquate sont expliquées à l'annexe E. 

Sachant que Zmn = (Smn + er™n) /2, on obtient l'équation maîtresse suivante dans la 

représentation de Schrôdinger 

est l'hamiltonien sous de multiples décalage de Lamb. L'équation (D.27) est exactement 

celle trouvée pour le bain classique si on néglige ces décalages, ce qui peut être fait à 

basse température et à faible couplage système-bain. 

Finalement, puisque l'équation maîtresse ci-dessus a été obtenue pour un bain à l'équi­

libre thermique, les taux doivent obéir au bilan détaillé [102] 

= + E Tyv[\fn)(n\]p(t),  (D.27) 

avec rjm = 7^(A„ m ) |<7f n | 2 /2 ,  7<*>(Anm) = 7nm/2 ,  et où 

m=H's + Y,\Zmn\2Lm n\n){n\ (D.28) 
mn 

(D.29) 

Le cas classique, pour lequel la densité spectrale de bruit doit être symétrique, est retrouvé 

quant T -*• oo. 
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Annexe E 

Conditions auxquelles l'équation de 

Redfield est applicable 

Dans les annexes précédentes, on néglige toute dégénérescence de Liouville. Ici, on 

discute des conditions sous lesquelles cette approximation est sûre. Tel qu'établi à la 

section 3.2.1, si Ç < k, les transitions du résonateur se recouvrent. D'un autre côté, si 

le rapport g/A est assez grand pour avoir Ç » k, cette dégénérescence est levée, du 

moins pour de faibles nombres d'excitations. En effet, pour des états hautement excités, 

certaines transitions pourraient accidentellement avoir la même fréquence. 

On définit maintenant un nombre d'excitation critique hait sous lequel il n'y a pas de 

dégénérescence de Liouville, étant donné un rapport g/A suffisant. On se limite au régime 

de Bloch-Siegert, pour lequel g « E. Dans ce cas, les niveaux d'énergie sont donnés par 

l'équation (1.18) et manifestent une non-linéarité en \/n. Par ailleurs, tel qu'illustré à 

la figure E.l, les opérateurs du bain couplent seulement les états à l'intérieur du même 

doublet ou à l'écart d'un ou deux doublets l'un de l'autre. En outre, tel qu'expliqué à 

la section 3.2.1, des règles de sélection de parité s'appliquent, de sorte que les bains en 

X et en ax peuvent seulement générer des transitions entre doublets adjacents (type 1), 

alors que le bruit en az n'induit des transitions qu'à l'intérieur d'un même doublet ou 

entre doublets deuxièmes plus proches voisins. Ceci permet de trouver un nCTit distinct 

pour chaque bain en inspectant chaque combinaison possible de transitions et en trouvant 

quand certaines peuvent se recouvrir. 

On considère d'abord lés transitions provoquées par les bains impairs, qui sont de type 

1. À faible n, elles sont essentiellement non dégénérées à cause de la non-linéarité en y/n. 

Cependant, alors que n augmente, s/n devient comparable à y/n+T et ces transitions se 
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EK±) 

n + 1,  ±)  

n -4- 2, ±) 

n -+-1, ±) 

500 1000 1500 
g (MHz) 

2000 

FIGURE E.l - a) Types de transitions permis dans le régime de Bloch-Siegert (g « £). 
En gris (rouge en version électronique) : les transitions induites par le bain en crz, qui sont 
paires. Ep noir : les transitions provoquées par les bains en X et en <rx, qui sont impaires, 
b) Niveaux d'énergie de l'hamiltonien de Rabi trouvés numériquement en augmentant 
le couplage. Des croisements entre des niveaux dans le spectre mènent à des paires de 
transitions dégénérées. Cependant, puisque, dans chacune d'elles, une transition est paire 
et l'autre impaire, elles appartiennent à des bains différents et ces dégénérescences sont 
impertinentes pour l'équation maîtresse. Les paramètres sont ujTf2ir = oja/2,n = 6 GHz. 
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rapprochent. Lorsque la différence de fréquence entre deux transitions devient de l'ordre 

de TIK, leur largeur de raie typique, notre modèle échoue. On obtient un ordre de grandeur 

de ce n critique avec la condition (£"„+ii+ - £„,+) - (En+1,- - -En,-) ~ nn. En omettant les 

termes d'ordre supérieur à g2 et en supposant g » k et g > |A|, autrement dit que le 

système est hors du régime dispersif, on trouve 

« a - K K f -  ( E 1 )  

Typiquement, cela signifie que l'on peut avoir des centaines d'excitations avant que la 

non-linéarité ne disparaisse et que le modèle ne s'ébrèche. Il en résulte que cette limite 

est en pratique impertinente. 

On se tourne maintenant vers les transitions produites par le bain pair. Les transitions 

de type 2 se recouvrent dans des conditions similaires aux précédentes, mais à des n 

plus grands, puisqu'elles comprennent des niveaux d'énergie plus largement détachés. 

Ainsi, ces transitions ne fixent pas la valeur de ficru. Par ailleurs, à cause de la non-

linéarité en x/n, toutes les transitions de type 0 ont des fréquences différentes. Cependant, 

les transitions de type 0 et 2 peuvent accidentellement se recouvrir. Ces recouvrements 

dépendent des paramètres g, u;a et ur de manière non triviale, mais un n critique à partir 

duquel cette possibilité survient peut être établi avec la condition En+\ _ - En-ii+ = En,+ -

En-, qui mène à une expression compliquée pour ncrit. Cependant, on peut commodément 

obtenir un estimé de ce nombre critique avec le critère En^ - E„r ~ ur, qui mène à 

^(E'2) 

Avec ua/27r = a>r/27r = 6 GHz et gj2n = 1 GHz, = 9, ce qui est bien assez pour 

décrire avec précision plusieurs expériences comme la spectroscopie. 

Finalement, on souligne qu'au-dessus de <J/27T = 1 GHz, n^t
2\ on peut seulement dire 

que certaines paires de transitions pourraient se recouvrir. Si les niveaux impliqués ne 

jouent pas le rôle déterminant dans la dynamique du système étudié, l'équation maîtresse 

présentée ici peut tout de même donner des résultats très raisonnables en pratique. 
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Annexe F 

Eléments de matrice apparaissant dans 

l'équation de Redfield 

Dans cette annexe, on évalue les éléments de matrice entre les états propres |j) et |k) 

de Phamiltonien de Rabi pour les opérateurs X, ax et az. Ce calcul est fait dans le cadre 

de la théorie de perturbation présentée à la section 1.2 au deuxième ordre en g, de sorte 

que 

où O est un des opérateurs mentionnés ci-dessus et \ j )  est un état propre dans la base de 

l'hamiltonien de Bloch-Siegert, obtenue par la transformation U donnée à l'équation (1.9). 

En employant les équations (1.19) et (1.20), on peut calculer les éléments de matrice. 

Pour O = X, on obtient 

Xm+ = (l + Ocos^ + Zsinfli 

Xn+;n+1'+ = [\/n(l - Z)sin#n + /cos0n] sin 9n+i + \/n + 1(1 + /)cos0ncos0n+i 

Xn+;n+1'- = - [\/w(l - 0sin0n +1cosé>„] cos0n+i + \/n + 1(1 +1)cos9nsiné?n+i 

^n-;n+i,+ _ _ /)Cos0n +1sin6n] sin6n+i + Vn + 1(1 + l)sm8ncos#n+i 

Xn+;n+1~ = - [—^/«(l - l)cos8n + Zsin0n] cos0n+i + Vn + 1(1 + Z)sin0„sin0n+i, 

où l = 2f + A2/2 ; £ = gA/2u>r est défini sous l'équation (1.9). On note que X^ = XTous 

les autres éléments de matrice sont nuls au deuxième ordre. 

O j k  2 ( j \WOU\k) ,  (F.l) 

Xi0;1 = (1 + Z)sin#i - Zcos#i (F.2) 
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Similairement, pour O = ax, on trouve 

<r^0;1_ = r\j cos $i - s0 sin 9\ (F.3) 

0"i°;1+ = ~RO sin - SQ cos 0I 

(T?+;n+i'+ = - [rn sin0n+i + sn+i cos0n+1] cosOn + [s„ sin0n+i + tn cos(9„+i] sin0n 

<r"+;n+i " = - [-r2 cos ôn+ï + sn+i sin 0n+i] cos 9n + [~sn cos 9n+l + tn sin 9n+i ] sin 9n 

C;n+1,+ = - [rn sin^n+i + sn+1 cos $n+1] Sin0n - [sn sinfln+i + tn cos0n+i] cos 9n 

^n-jn+1,- _ _ [_r2 cos9n+i + sn+i sin0n+1] sin9n - [~s„ cos9n+1 + t„sin9n+1] cos9n, 

avec r2 = 1 - A2(n + 1/2), sn = A\/n + 1, et tn = 2£,\Jn(n + 1). 

Finalement, O = donne 

af'i0 = 2A2 - 1 (F.4) 

<rf;2+ = 2 A sin 02 

al
z
0;2' = -2A cos 

crn+;n+ = [2A2(n - 1) - l] COS(20n) + 4A2 COS2 9n 

a"+;n~ = 2(2A2n - 1) sin 9n cos 9n 

az~,n~ = ~ [2A2(n - 1) - l] cos(20„) + 4A2 sin2 9n 

an+;n+2,+ _ 2A\/n+ï COS 9n sin 9n+2 

^.n+jn+2_ _2A\/n + 1 cos 0n COS 0n+2 

crn-;n+2,+ _ 2A\/n + 1 sin 0n sin 0n+2 

an-;n+2,- _ _2A\/n + 1 sin 0n COS 0n+2-

Quelques exemples de comparaison de ces formules analytiques avec les résultats de 

la diagonalisation numérique sont présentés à la figure F.l. La comparaison est excellente 

jusqu'au rapport g/T, ~ 0.15 pour tous les éléments de matrice. 
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a) 

h-

-h 
*-< t» 
b 

b) 

-h <N 
© 

c) 

-h 
rH 

O 

0.25 

1 Numérique -
Analytique -

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 
0/E 

(i 0 az 2+) 

(I 0|cr2|2—) 

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 
0/E 

a  o x i -

1 0 X l + >  

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 
0/E 

FIGURE F.l - Comparaison de quelques éléments de matrice analytiques et numériques. 
Dans tous les cas, une ligne grise (rouge en version électronique) signifie un résultat 
analytique donné par une des équations (F.2) à (F.4) alors qu'un trait noir représente 
les valeurs obtenues par diagonalisation numérique. Dans tous les cas, wa = ur = 6 GHz. 
Le calcul analytique est très près du résultat numérique jusqu'à g/Y, ~ 10 %, c'est-
à-dire glujr ~ 20 %. Cet intervalle inclut donc toute la gamme des couplages réalisés 
expérimentalement jusqu'à ce jour [5], qui va jusqu'à g/uT ~ 12 %. 
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Annexe G 

Taux de création de photons sous du 

bruit en az 

Dans cette section, on calcule le taux de création de photons donné par l'équar 

tion (3.36) et causé par du bruit blanc dans la fréquence du qubit. Pour simplifier .la 

discussion, on inclut seulement les transitions au premier doublet accessible, c'est-à-dire 

On prend || 0) pour état initial. Pour obtenir un taux constant, on se limite à des temps 

t très petits, tels que f3(t) - 0(0). Tel qu'illustré à la figure 3.4, cette approximation ne 

cause pas de problème pour du bruit blanc, pour lequel on trouve numériquement que 

(a^a)  augmente l inéairement  en tout  temps.  Puisque p(t) | t = 0  = - i[Hn,p(0)]  + £habP(0)  

et que p(0) commute avec Hr, on trouve 

Tel que montré à l'équation (3.14), si on considère le bruit en az, £hab a une composante 

responsable du déphasage pur et une autre qui induit des transitions. Puisque p(0) est 

un état propre, le terme de déphasage n'a pas d'effet et s'annule. Ainsi, en se plaçant 

|2, ±>. 

Le taux moyen de création de photons est donné par 

(G.l) 

(G.2) 
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dans la base de Bloch-Siegert, on obtient 

0"- (It*'40 + r?''°) Ci 0|(o,o)BS| i 0) (G.3) 

+ rJ-J0(2 - |(ata)BS|2-) + rJ*J°(2 + |(afa)BS|2+). 

Avec 

(atfl)BS = a*a - A(ocr_ + aV+) - 2£(a2 + at2)az 

-A2(ata+i)trs + iA2, . (G.4) 

et en utilisant l'équation (3.17) pour les taux de transition ainsi que les équations (F.4) 

pour les éléments de matrice correspondants, on trouve 

(3 s  2 A 2  [ T 2 _ ( 0 2 ) +  r 2 + ( 0 2 ) 7 * ( - u ; 2 + ) ] ,  ( G . 5 )  

où 

T2_ = (1 + sin2 0 2 )  cos2 d 2  

T 2 +  = (1  + cos 2  0 2 )  sin 2  d 2 ,  

et u;2± = E2± - Eio-

L'équation (G.5) montre clairement que le spectre du bruit à de très hautes fréquences 

négatives doit être important pour que le bain en oz génère des photons de façon signi­

ficative. Or, dans le modèle quantique présenté ici, ce bain respecte le principe du bilan 

détaillé. En effet, ^(-u) = expÇ-uj/fcBT)^^), de sorte que ^(-u) -* 0 pour u; » ksT, 

ce qui signifie que ces contributions devraient être très faibles pour de basses températures 

effectives. 

Enfin, lorsque kBT »  u; 2 ± ,  on a - 7(-u;2+) = 7^, donc du bruit blanc, et 

l'équation (G.5) se réduit à la forme plus simple 

/? = 27*A 2T(02), (G.8) 

(G.6) 

(G.7) 

qui correspond à l'équation (3.36). 



Annexe H 

Calcul du spectre de séparation de 

Rabi 

Tel que souligné à la section 3.2.6, on calcule ici (a)s sous l'approximation de la faible 

f.é.m externe. On suppose que le bruit en az à de hautes fréquences négatives est faible, 

de sorte que les transitions du fondamental au doublet |2, ±) sont négligeables. Comme 

le montre l'annexe G, ceci est valide pour un bain ayant une basse température effective. 

En supposant que la f.é.m externe est très faible, cela signifie que seuls les trois premiers 

niveaux du système sont pertinents. 

Pour la simplicité, on commence par se mettre dans la base de Bloch-Siegert, définie 

par l'équation (1.9), pour obtenir 

tffo L(0 = U*H{t)U = HBS + 6aBse^' + h.c. (H.l) 

Il est aussi utile de passer dans un référentiel tournant en appliquant 

V i t )  =  e - ^ f [ ( a t a ) B S
+ < r B S / 2 ] t j  (H.2) 

pour obtenir l'hamiltonien indépendant du temps 

tffoL = A?Va + ̂ -<7, + ah * e(aBS 
+ a**»), (H.3) 

avec 

A®S = ÙJr - Urf - fl ABS = U>a - Wrf + //. (H.4) 
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106 Chapitre H : Calcul du spectre de séparation de Rabi 

L'équation du mouvement de Heisenberg pour un opérateur arbitraire Ô est 

(H.5) 

où, dans le sous-espace {|i 0), |1-), |1+)} 

= E (ri0-1" + rf") vQ [|i ohm] • +r;--uc0 [|i-)(i+|] • +r^-v0 [|i+)(i-|] • 

où T>o[Q]Ô = (2Q^ÔQ -  Q^QÔ -  ÔQ^Q)/2.  Les taux sont définis à la section 3.2.1. 

Nous sommes intéressés à obtenir les valeurs moyennes de a et de <x_. Puisque les 

valeurs moyennes ne dépendent pas du référentiel, nous allons simplifier les calculs en 

travaillant dans la base de Bloch-Siegert. Pour ce faire, on calcule d'abord l'effet des 

dissipateurs sur aBS et <r?s, sachant que 

Cela signifie que nous pouvons traiter les états et les opérateurs dans la base de l'ha-

miltonien de Jaynes-Cummings efficace et ensuite utiliser la transformation unitaire U 

définie à l'équation (1.9) pour revenir à la base de Bloch-Siegert, qui prend en compte 

les termes non séculaires. Dans l'approximation à trois niveaux, on trouve 

+ Vo [«'°',0|i 0)(i 0| + 4>1' ,-|1-)(1-| + «'••'•|1+)<1+|] -, (H.6) 

Po[(3bs]Ôbs = (PO[<?]Ô)BS. (H.7) 

a= cos#i| i 0)(1 + | + sin0i| i 0)(1 - |, 

<r_ = -sin#i| J 0){1 + | + cos#i| 4 0){1- |, 

(H.8) 

(H.9) 

ce qui donne les dissipateurs 
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V0[\ _ 1]°"- = -^cos^i(asin0i + a_cos0i), 
£t 

2?o[|l-)(l + |]f- = +^sin^i(acos0i - a.sin^), 
z 

Po[|l+)<l ~ 1]°"- = -^cos0i(asin#i + cr_ cos0j). 
z 

Procéder de manière similaire pour les dissipateurs reliés au déphasage pur donne 

£>opha = - | (7* cos2 6i + % sin2 6\) a - ̂  sin6X cos6X (7^-%)<?- (H. 10) 

2>oph<7_=-isin0icos0i(7^-7£)a-!(7^sin20i+7^cos20i)(r_, (H.ll) 

où nous avons défini 

T^^PK0-10-^1*!2. (H. 12) 

Si on additionne maintenant les contributions à l'équation de Heisenberg pour (a) de 

tous les dissipateurs de l'équation (H.5), on obtient 

-  r+ (0i)(a)  -  T](di)(a-) ,  (H.13) 

alors que pour a_, on a 

Ici, on a défini 

avec les taux 

-(0i)<a_). (H.14) 

r+(0j) = rasin201 + r2cos201, (H.15) 

r_(0i) = ricos201 + r2sin201, (H.16) 

v(9i) = (ri - r2)sin01 oàselt (H.17) 

ri = L12£l2£; (H. 18) 
2 2 

Cette formule implique à son tour les expressions 

7± = k(AI4jW) |X10>u| +7(A1±40)|<Ti°'1=t| , (H.19) 

i f •  ( H .20) 
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On calcule maintenant [Hdr™, aBS] et [iîdrvn, ^fs]- En négligeant les termes qui mènent à 

la fuite de l'état hors du système à trois niveaux efficace de Jaynes-Cummings, on obtient 

des formes plus simples pour aBS et cxfs dans la base nue 

aBS » ^1 + ~ A<7+ + 2£a* (H.21) 

cT?s * (l + y ) - A al (H.22) 

De ces expressions, on obtient facilement 

[tfdrvn, aBS] K -c - ̂ 1 + Y) ABSa ~ + 9<*- + (2£ABS- f j , )af + (2£0-AABS)cr+,(H.23) 

[ I Î D R V N , ^ ? S ]  * - ^ 1  +  Y ) A ® S < T - - ^ 1  + ( H . 2 4 )  

On exprime maintenant ceci dans la base de Bloch-Siegert. À partir des équations (H.21) 

et (H.22), on trouve 

£ 7"~( 1 +y)C T - s + A a t B S '  ^H* 2 5^ 

Sachant que aBS = a + 0(A), l'équation (H.21) mène à 

a s (i - y ) aBS + A<r?s - 2£atBS. (H.26) 

Cela permet de trouver les commutateurs appropriés 

[tfdrvn, 0BS] ~ - € - ABSaBS - ̂ 1 + y) 9*-

+ 2(f ABS - /i)atBS - [A(ABS + A?S) - 2&]<x?s, (H.27) 

[^DRVN, V™] = - [(1 + A2)ABS + A2ABS] <T?S - gaBS 

- [A(ABS + ABS) - "2^g\ a^BS - 2/i<rfs. (H.28) 

On peut maintenant écrire les équations du mouvement pour aBS et <r?s. Alors que les 

contributions hamiltoniennes sont purement imaginaire, les termes reliés à la dissipation 

son purement réels. Les termes imaginaires mènent à un comportement oscillatoire, alors 

que les termes réels sont responsables de la dynamique non conservative, c'est-à-dire 

le forçage et l'amortissement du système. Les termes en aBS et en <r?s ont tous deux 

des composantes réelles et imaginaires, mais les termes en a^BS et en cr?s ont seulement 
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une contribution imaginaire. Ces derniers ont donc uniquement pour effet d'ajouter des 

oscillations dans la dynamique. Puisqu'on s'intéresse seulement au comportement de 

l'état stationnaire, on peut les négliger. Cela permet d'obtenir les équations suivantes 

pour l'état stationnaire en négligeant les termes d'ordre supérieur, à g2 

[îA®S + R+(0I)] (aB S ) s  + [ig + tj(6i)]  {a®s)s + ie = 0, 

[ig + r f(0j)] (aBS)s + [iÂ®s + T-^)] (<r?s)s = 0, 

où nous avons défini Â®s = (1 + A2)A®S + A2A®S. En solutionnant l'ensemble d'équations 

ci-dessus, on trouve finalement 

ia\ i£G q{6\)  
1 )s~ G^-G^G^y 

ou 

G9(01) = r_(01) + ZÂF (H.30) 

+ (H.31) 

G v (d 1 )  = ig  + r J (d  I)- (H.32) 

Dans le régime du couplage fort, c'est-àrdire quand 2g est beaucoup plus grand que tous 

les taux de relaxation et de déphasage du système, la partie imaginaire de cette formule 

se réduit approximativement à l'équation (3.46). 
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