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SOMMAIRE

La fonction appelée gaussienne généralisée est largement utilisée dans plusieurs domaines.
Dans ce mémoire, nous présontons quelques propriétés de la gaussienne généralisée et
nous étudions plus spécifiquement sa transformée de Fourier. Nous débutoné notre étude
de la transformée de Fourier de la gaussienne généralisée en rappelant le calcul pour
quelques cas particuliers. Ensuite, nous discutons des cas ou le parameétre de forme
prend,'des valeurs entiéres. Nous distinguons selon la parité du paramétre d.e forme: le
cas ot le paramétre de forme est pair et le cas ou le parameétre de forme est impair. A la
lumiére de cette étude nous en concluons que la transformée de Fourier de la gaussienne
généralisée peut étre obtenue de facon semblable pour toute valeur du paramétre de forme
supérieure ou égale & 1. Nous discutons également du cas bidimensionnel pour lequel nous
présentons deux facons de définir la gaussienne généralisée et calculons les transformées
de Fourier correspondantes. Nous terminons par une application au domaine de la vision

par ordinateur.
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INTRODUCTION

Au cours des derniéres années la fonction appelée gaussienne généralisée GG a été large-
ment utilisée dans des domaines tels que la vision par ordinateur [27], le traitement
d’image [19, 29|, le traitement de la voix [32], le traitement du signal '[9], etc. La GG
a de nombreuses propriétés, par contre sa transformée de Fourier TF a été peu étudiéé.
Notons que la fonction gaﬁssienne généralisée est aussi connue sous le nom de distribu-
tion normale généralisée [30, 45|, de distribution de Laplace généralisée [20, 21, 24], de
distribution exponentielle généralisée [5], ou de distribution des erreurs généralisées [38].
Plusieurs auteurs se sont intéressés & I'application de cette distribution dans divers prob-
1émes de statistique. Par exemple 'estimation des paramétres [2, 11, 23, 28, 41, 43, 44, 46],
T'analyse statistique bayésienne [3, 4, 5, 8, 12, 42], et d’autres problémes [10, 14, i5, 17,

30, 31, 35, 37, 39, 40]. Pour plus d’information concernant cette distributibn et ses ap- |

plications nous pouvons consulter [5, 20, 21, 24].

Dans ,Ce mémoire nous nous sommes intéressés aux propriétés et au calcui de la TF
de la GG. Au Chapitre 1, nous établissons les propriétés de la GG ainsi que les résultats
d’existence. Nous rappelons également quelques résultats qui seront utiles dans la suite.
Au Chapitre 2, nous rappelons les calculs de la TF de quelques cas particuliers de la
GG. Au Chapitre 3, nous discutons des cas ou le paramétre de forme prend des valeurs

entiéres. Nous distinguons deux cas suivant la parité du parameétre de forme: le cas



ot le paramétre de forme est pair et le cas ou le paramétre de forme est impair. A la
lumiére des résultats de ce chapitre nous concluons, au Chapitre 4, que la TF péut étre
obtenue de fagon semblable pour toute valeur de paramétre de forme supérieure ou égale
a 1. Au Chapitre 5, nous discutons du cas bidimensionnel. Nous présentons deux facons
de déf_inir' la GG et calculons les TF correspondantes. Finalement, au Chapitre 6, nous

donnons une application au domaine de la vision par ordinateur.
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CHAPITRE 1

Préliminaires mathématiques

Dans ce texte la GG de parameétre A est définie pour toute valeur de z dans R par la

formule fy(z) = e~12I* . La famille de GG que nous étudierons est donnée par :
T={h) =" x>0}

Dans ce chapitre nous identifions quelques propriétés des éléments de J et leurs con-
séquences sur leur TF. Nous citons - également quelques résultats mathématiques que

nous allons utiliser par la suite.

1.1 Propriétés de la fonction fy(z).

La fonction fy(z) est une fonction paire et continue sur R. Nous pouvons écrire fy(z) de -

la maniére suivante
. e siz >0,
Hlz)=1¢ 1 , siz=0,
e (9% &z <0,

11
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et nous avons

if (z) = “aprle® = Az elelt iz >0,
dz ' A(=z)lem 0 = A g} el sz <0,
dou

A=1 _|g*
elwl’

d
= f(@) = —xsgn(a) lo

Il

sauf peut étre pour x = 0. Ainsi, la dérivée est continue lorsque A > 1. La dérivée

d’ordre k est donnée par
V(@) = Peea(Jal) ||~ sgn(a)Fe
sauf p.éut étre pour x = 0. En effet, pour £ = 1 nous avons
(@) = Po(|z*) 2] sgn(z)e ",
avec P0(|x|’\) = —\. Supposons que nous ayons pour k ’expression
V(@) = Pooa(a]) 2" sgn(a)*e
et mohtrons le resultat pour k + 1. vNous avons

e SR TRPY
(@) = Po(|z) 2] sgn(z)FH e,

-avec

Pe(l2]*) = (l21* + (A = &) Peca(J2]) + Ale]* Pos(|2])
qui est un polynome de degré k en |z|*. Comme conséquence de la parité de fi(z), ses
dérivées d’ordre paires sont paires et ses dérivées d’ordre impaires sont impaires. '
La fonction fy(z) = e~121" est non seulement continue mais aussi a décroissance rapide.
En effet pour tout entier p € N nous avons

lim :E%"‘”P :
|2]—o0

12



Définition 1.1 [26] Soit 2 un ouvert de (R) et 1 < p < 4o00.

(i) LP(QY) est l’ensemble des fonctions f définies sur 2, & un ensemble négligeable pres,
telles que [, |f(z)]P < +oo. |

(ii) L¥ () est l’ensemble des fonctions f € LP(K) pour tout compact K C Q O

En utilisant la proposition suivante on en déduit, que pour tout p € N, la fonction z? f(z)

est un élément de L'(R).

Proposition 1.2 [18] Si f(z) est une fonction L} (R) a décroissance rapide alors, pourv

tout p € N, la fonction zP f(z) appartient ¢ L*(R) O

En fait pour tout p € N, 2? f(z) appartient & L?(R) pour tout ¢ > 1.

1.2 Propriétés de la T.F. de f\(z).

Dans ce texte la transformée de Fourier d’une fonction f(x) est définie par
400 '

flw) = f(z)e 2™z, (1.1)

Nous utiliserons le résultat suivant.

Proposition 1.3 [18] Si f(z) est une fonction L

1 (R) a décroissance rapide alors f(w)
est indéfiniment dérivable et ses dérivées d’ordre p = 1,2,3, ..., sont données par
+o0 ]
P (W) = (z)(—2irz)Pe 2™ dy O
Nous avons
Hilw) = f(z)e ™ dg, (1.2)

-
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et en vertu des Propositions 1.1 et 1.2 on en déduit que fy(w) est indéfiniment dérivable

avec
+oo

AP = [ f@)(-zinayetmrde (13)

et
+oc

]/f:\(p)(O) =/ hH(z)(—2imz)Pdz.

Par conséquent '

0 si p est impair,

AR s p et i

ol nous avons utilisé la fonction I'(.) pour tout A > 0

r(a) = /0+0<> e tdz. (14) .

Comme f)(.) est paire on en déduit que 71() est & valeurs réelles. De plus fa(—w) =

]?,\(w) = J/‘:\(w) et ]/”:\() est une fonction paire. On a

FPlw) = /_ +°°(—2mx>z’fA(x)e-Z%"wxdx (15)

2(—1)0+V/2(2nz)P [ 27 f, (z) sin(2rwz)dz  si p impair ‘
- | (1.6)
2(=1)P2(2mz)? [T 2P f\() cos(2mwa)dz si p pair . :

1.3 Résultat de convergence.

Avant de donner un résultat de convergence de série que nous utiliserons dans la suite,

nous introduisons la notion de fonction & croissance lente.

Définition 1.4 [16] Soit f: R — C. On dit que f est une fonction a croz'é;sance lente

st 1l existe un réel ¢ > 0 et un entier N tel que pour tout z € R on a |f(x)] < c(1+22)VO

14



Si g(z) est une fonction & croissance lente alors

+o0 B
f@gaide = lim [ A@g(e)ds.
0 B—+o0 fo
Supposons qu’on puisse développer g(x) en série entiére, c’est-a-dire g(z) = ;L:Og JE2N

et que cette série converge pour tout z € R (son rayon de convergence est +00). Alors

la convergence uniforme de la série sur [0, B] nous permet d’écrire

/OB H@)g(x)dxr = /OB Hinz) iﬁjxjdx

+oo B ‘
= ]goﬁj/o f)\(iﬂ)xjdl‘

En observant que fOB fr(z)2/dz est croissant avec B, il suit que

BETOO/O I(z)ddz :/o e dx = XF (j—j\_—> .

De plus, si la série 1% 3,17 (&£1) est absolument convergente, nous aurons alors
3=0 "~ X A

+00 B ‘ Yoo . |
J}:;Bj /0 fAu)xndx_;gj /0 (@)da| <
s [ j = oo s i +00 .
S0 [ powas- 320 [ powad vz 5 161 [ s
j=0 0 ‘= 0 2 i

En choisissant J, tel que Zj;} +1 165 f0+°° fr(z)z? < € et en faisant tendre B vers +oo,
nous obtenons ’

< 2e.

00 +oo +o0 )
| n@e@ =38 [ penia
0 e 0
Comumie € est arbitraire nous avons '

+00

0

+oo +00 ‘
N(z)g(z)dr = Zﬂj i f(z)ddz.
=0

15



Nous appliquerons ce résultat avec les deux fonctions & croissance lente (en fait méme .
bornées) sin(2rwz) et cos(2mrwz). Notons que ce résultat est un cas particulier du

théoréme suivant (Théoréme de Fubini pour les séries).

Théoréme 1.5 [26] Si {F,(x)} 12

n=0

(1) est une suite de fonctions mesurables définies presque partout (p.p.), et

(2) S5 [ | Fu(z)| dz < +00,

alors _
(a) la série 32 F,(z) converge presque partout (p.p.), et
(0) ok [o Fu(@)dr = [ 30% Fu(z)de O

1.4 Propriétés de la fonction Gamma.

Nous présentons quelques propriétés de la fonction Gamma qui nous_seront utiles dans

~la suite de ce travail. Premiérement on obtient facilement pour A >0 que
LA+ 1) = A[(N). (1.7)

Ensuite pour @ > 0 et # > 0 en faisant un changement de variables en posant t = z“

© i 1 ' .
/ e” x'gdxl/ e ity dt = Ir (é—-'_—) . (1.8)
0 0

(¢4 & (6%

nous avons

Nous utilisons les résultats asymptotiques suivants.

Proposition 1.6 [1] Soit z € C avec |arg z| <7 et a > 0, alors

z

T(az +b) = \/é?e—M(az)az+b-% (1 +o (1» .

avec
- lim o <1> =0 O
|z]—00 Z

16



Proposition 1.7 [1] Soit z € R, alors lim, o+ 2T'(2) =1 O
Proposition 1.8 [1] Soit A > 0, alors /7I'(2z) =227'T'(2)[(z + 3) O

Cette propriété étant connue sous le nom de formule de duplication.

17



CHAPITRE 2
Quelques cas particuliers

Dans ce chapitre nous présentons les cas pour lesquels la transformée de Fourier de f)(x)
s’exprime sous forme simple sans I'aide d’une série. Ces cas se présentent pour les valeurs

du paramétre A = 1,2 et +o0.

2.1 Cas A =1.

Pour A = 1 nous avons fi(z) = ™'l et sa transformée de Fourier est

A~ ) +(x> .
fl(w) — / e—|m[e—2@wxwd$

(o]

0 +00
— / ez(l—Zimu)dx _+_/ 6-z(1+2z’7rw)dx

00 0

em(l—inw) z=0 e_w(1+2iﬂ.w) =400
- [1—2i7er: o [1+2i7rw] '
1 + 1
1 —-2irw 1+ 2imw
2
1+ (2rw)?

z=0

18



2.2 Cas A =2.

Pour A = 2, nous calculons la transformée de Fourier selon deux méthodes. La premiére
méthode utilise 'intégration dans le plan complexe tandis que la seconde méthode est

basée sur une équation différentielle.

2.2.1 Premiére méthode : intégration dans le plan complexe.

La transformée de Fourier fo(w) est définie par

R foo '
fQ(W) — / e—[:z:| e—217rzwdx
-00
—(7w)? /+Oo —(z+imw)?
= e e dz.
v —00

Nous utilisons alors le Théoreme de Cauchy suivant.

Théoréme 2.1 [85] Si f(z) est une fohction analytique dans un domaine D simplement .

connezxe alors pour toute courbe fermée C dans D on a

]{f(z)dzzo O

Ce théoréme appliqué & l'intégrale définissant j‘;(w) suivant le contour de la Figure 2.1

nous donne la démonstration suivante [33]. Nous avons

19



A ]y

" D(-R.izo) o C(R;I'Jm)) .

&

!

. -
Lt Lt

CA(-R.0) B(R.0)

Figure 2.1: Le domaine d’intégration.
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Ici la fonction f(z) = e~?" est analytique dans C. En utilisant le contour C de la

Figuré 2.1 nous avons

0 = %e'zgdz ,

+R ) ww s
e ¥ dx +/ e~ B+ gy
0

L
—R )2 /[ )2
/ e—(m+z7rw) dCL‘+/ e—(-—R+zy) dy.

+R Tw

Mais
Jo e By 4 [0 emRrn?ay

_  [™ _—R24+y?-2iRy 0 —R241y?42iRy
= J"e dy+ [ e dy

— fow e-—(Rz—yQ) [e—QiRy _ e2iRy]dy

= =2 [ e~ (B =v") 5in(2Ry)dy,

et

Tw Tw '
}_27, / e‘(Rz—yQ) sm(2Ry)dy‘ < 2/ e~(R2—y2)dy
0 0

~(R?—(mw)?)

= 2nwe

Nous avons alors

lim 2nwe (B =) — g,

R—+o0
Donec
W o W g
lim (/ e~ Frw’ gy —/ e” R gy =0,
R—s+00 0 0
d’oit
R ;Y2 R 2
lim e~ @) gr —  lim e dr =7
R—+oo J_p R—+o0 J_p
et ainsi

falw) = /e,

21



2.2.2 Seconde méthode : une équation différentielle.

Nous remarquons que la fonction fo(2) = e *’est solution de I'équation différentielle
1 . .
(a) = —2zfo(z). (2.1)

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de (2.1) nous obtenons
+00

1 .
‘_}‘2(1)(60) — _2/ xe-—x2e—2mwxdx

o0

400
—x2 _9; = . _p2 _9;
— [6 x e QM:KW]:;:i—g—{-QZTFUJ/ e % e 2171w:cd‘r

o

= 2i7rwf2(w)

et alors

fg(l)(w) = ~27r2wf2(w).

Cette équation différentielle a pour solution

o~

f2 (w) — ce—(wn)g

avec

~ - +o00
c= f2(0) = / e dr = /7
) —00
d’otl le résultat.
2.3 Cas A = +o0.
Dans ce cas posons
: 1 sifz| <1,
froo(®) = lim fo(z) =4 e silz| =1,
n-—>~+00 0

si jz| > 1.

22



Alors

—szwa:dx

e~ 2imwz z=+1
[ 227rw]
€

f+oo(w) = / Je™ M dg
N ,

z=-1
—2iTw __ 62171'111

 2imw
sin(27w)
W
= 2sinc(27w).

2.3.1 Cas \ — 0+,

1 siz =0,

lim fi(z)=
A0t el siz#0,

on en déduit que
‘ T
Jm fiw) = e ow),

ol la convergence est au sens des distributions.

2.4 Figures des cas particuliers.

Dans cette section nous donnons les graphes de fy(z) et de J/‘:\(w) pour les cas particuliers.
Comme les graphes sont symétriques par rapport & l'axe des y, nous ne donnons les

graphes que pour z > 0 et w > 0.
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CHAPITRE 3

Cas a parameétre A entier

Lorsque le paramétre A est entier, il est possible d’obtenir la transformée de Fourier de v
fr(z) comme solution d’une équation différentielle ordinaire semblable au cas A = 2 du
Chapitre 2. Nous distinguons deux cas. premiérement le cas o A est pair, dans ce
premiér cas nous déterminons la solution d’une équation différentielle par la méthode
de Frobenius [6]. Ensuite le cas ou X est impair, dans ce deuxiéme cas nous utilisons
une représentation sous forme d’intégrale, un développement en série de Maclaurin et le

Théoréme de Fubini (Théoréme 1.4).

3.1 Cas ou A est pair.

Posons dans ce cas A = 2/ avec | € N*. Nous avons
(@) = —202% fo(z) | (3.1)

et en prenant la transformée de Fourier des deux cotés de (3.1) nous obtenoﬁs

2i7rw]?21( )= ( 217r)

= B W), | (3.2)
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d’ol

. h 2 _
FED () = (—1)1(221) w far(w). | (3.3)

L’équation différentielle (3.3) se résoud par la méthode des séries. Rappelons une défini-

tion et un résultat concernant cette méthode.

Définition 3.1 [6] Un point 2y € R est un point ordinaire de 'équation différentielle a

coefficients b;(x) polynomiauz suivante

Z bi(z)y ™ (z) = R(z), (3.4)

lorsque bo(xg) #0 O

Théoréme 3.2 [6] Si zo est un point ordinaire de Uéquation différentielle ordinaire &

coefficients polynomiauzx (3.4) alors il existe une série

+00
= Z an(x — x0)"
n=0

qui’est solution de (3.4) telle que
(1) les constantes d’intégration a;, i =0,1,...,n — 1, sont arbitraires, et

(2) son rayon de convergence est non nul [

Posons

fgl Zapwp (3.5) '
Ainsi
"(2( 1) p—(20-1) '
p;lap 21 T w : (3.6)

et en substituant dans (3.3), nous obtenons

21-1 27)21 S
Z ap 2l i — gy (@1 wZapw” . (3.7)
p=2l—1

2



En changeant I'indice de sommation, ¢ = p — (2] — 1), nous avons

+o0 | +oo
> (q+ (20— 1) (2r)?
qzoaml—l_?—wq,:(_l)l 5 2w

p=0

et alors

+oo .
+ 20)! 2m)%
a21_1(21 - 1)' -+ E [CLP+21 (p ) (—l)lapﬂ.]wiﬂ*l =0,
p=0

(p+1) 21

Ainsi agp_1 =0 etpour p=0,1,2,... nous avons

(p+1)!

z(27r)2l
G2t = Ay, oy (1) '

2l

En utilisant

si p est impair,

fw) =
H=2im)PT (B2)  si p est pair,

et en remplagant p par 2p, nous avons

2% p(2’/T)2p 2p+1
) = (-1 (22

pour p =0,1,...,0 — 1. Alors

oL sen g _ p,(27r)2”1 2t

et

AQ2p+1 = O)

pour p=0,1,...,] — 1. Par induction, si on suppose que

2m)2PH2kl 1 /op'+ 2kl 4+ 1
={—1 pt+kl ( : T
Gopront = (—1) (2p + 2k0)! | 2 ’
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ce qui est vrai pour k£ = 0, nous avons

Qop42(k+l) =  Q2p+(2ki+210)
- I (2p + 2kl + 1)! (-1 (2m)%
2p+ 2+ 2l
(2m)P 204D 1 (2p + 2kl + 1)F (2p + 2kl + 1)
(2p+2(k+ 1)) 21 2l
(27r) 2P+ 20k 1)L I (2p + 2(k + 1)l + 1)
) 21 '

(_1)p+(k+1)l

— (_1)p+(k+1)l
2p+2(k+ 1)l

Nous en concluons que

(1P @0 (1
“ = (Qp)!r( 2 )

pour p=0,1,2,..., et

> 1 X 2m)® (2 +1\ o,
f”(w):iz(_l)p((zp))! F( o >w '

p=0

Les Figures 3.1,3.2,3.3 et 3.4 présentent quelques graphes des fonctions fy(z) et far(w):
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Figure 3.1: Graphes de (a) fi(z) et (b) fa(w)
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Figure 3.2: Graphes de (a) fs(z) et (b) fg(w)
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Figure 3.3: Graphes de (a) fis(z) et (b) fis(w).
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3.2 Cas ou A est impair.

Nous avons déja obtenu une formule pour A = 1. Posons alors A = 2{ + 1 avec

l e N*=1{1,2,3,...}, nous avons

fali(@) = —(2L + 1)sgn(z)z? for1 (@):

(313)

Nous obtiendrons 3 équations différentielles équivalentes que nous allons résoudre par

simple intégration successive pour obtenir fa+1(w).

3.2.1 Premiére équation différentielle.

Prenons la transformée de Fourier des deux membres de (3.13), nous obtenons
S~ +oo .
2i7rwf2l+1(w) = —(21 + 1)/ sgn(x)x21f21+l(l.)e—%rwzdx,

ce qui donne au sens des distributions [22]

—(@2+1)

W sgh(w )*72”( ).

2imw for41(w) = 241

En utilisant la distribution valeur principale noté VP(.) (voir [16]), nous avons
o 1 1
sgn(w) = —VP (—) .
i w
Alors

1 2m)2+2 .
VP (;) 1?2(12}31( )= g—(;ﬁwﬁlﬂ(w)'

Pour résoudre cette équation, utilisons (3.14) pour obtenir
| N ‘ +oo 2041
2irw forp1(w) = 2(21 + 1)2/ e sin(2rwz)dz.
0
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En développant la fonction sin(27wz) en série et en appliquant le Théoréme de Fubini

(Théoréme 1.4), nous obtenons

+o0 +oo 25+1
o ~ . o g2t ; (2mwz)® :
2irw faa(w) = 2(20+ 1)1/0' ve ;;(—I)Jde
+00 j
‘ (2mw) AL E i gt
_ 2(2[‘{‘1)2 (_1)]_—_—_ x +25+ e z dl‘
JZ; 25+ 1! Jo .
27rw 2j+1 204+ 25+ 2
= 2 r
ZZ (23+1 ( 20+ 1 ) ’
et ainsi ' | '
R 2 X, 2w (2541
= 2 NT(_1y r . 3.17

3.2.2 Deuxiéme équation différentielle.
Multiplions (3.13) par sgn(z) pour obtenir
sen(z) fyn, (@) = (2 + D fura(z). o (318)

‘En prenant la transformée de Fourier des deux membres de (3.18) nous avons

oo —iwwm 20+1
[ s @e e = 2 i ), (.19)

d’ou

. 1 n
2901 1(2“T)2IVP (;) *w for 11 (w).

2
fiith(w) = -
Résolvons cette identité en utilisant (3.19) et (3.13). Nous avons

+00
72 (w ) = 2(2i7r)21/ 2" cos(2rwz)dz. (3.20)

20+1
JO
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En utilisant le développement de Maclaurin de cos(2nwz) et en appliquant le Théoréme
de Fubini (Théoréme 1.4), nous obtenons

+00 25

f’;(l?i)l( ) _ 2(_1)l(27_‘_)2!/0 Ooxm?_ﬁzﬂ Z;(_l)j@?—;‘;?!)_dx

+o00 i
: 271'(4))21 too ; 20+1
= 2(—1 ! o 21 -1 ]( : / xQH-?]e—z dzr
(-1 S |
o m)¥ 1 (21 +2)+ 1>'

= 2(—1)1(%)”2('1)] e a1 \ o

En intégrant alors successivement, il suit que

20-1 72(p) 400
f2l+1(w) _ Z Sz (0 )u) " 2 1(21,”)2122(*1)17(2@% w2p+2l . (2p+2l+1>

= P 20 + — (2p + 21)! 2l +1

201 7 +o0 )
_ f;ll( )w + 2 (__1)p+l (27r)2p+21 r 20+ 20+ 1 el
Z p! 20+1 szo (2p + 21)! 20+1

p=0

En utilisant les 2/ — 1 premiéres dérivées de ]/";Hl(w) en w = 0, nous obtenons

2-1 7ip) too 5
7 Ja11(0) 2 o 2rw)P o 2p+ 1N
= _Z —1)? T p
S () " (2p)! "o 2 +1 & (=1) (2p)! 2n+1)"
p=0 p=l
+o0 2p 1
_ 2 (—1y (2rw) r 2p+ '
20+ 1 rt (2p)! 20+1
3.2.3 Troisiéme équation différentielle.
Prenons (3.19) et intégrons par partie pour obtenir
' 242 +o0 o
A =280 [1mimo [ s (e tmas] a2

d’ol




Résolvons en réécrivant (3.21) comme suit

]?2(1221< ) = (22;:)1 El — 27w /(:%O e sin(27rwx)dx}
= 2(22;1) il Tl — 27w /O T Z( 27;;}_3;)?)“ dx}
- oS oS ggwj;“ [ el
- oS L Sl e ()]

2A+1 (2 + 2)! 20+ 1
A2 25420+ 1
— l+] J J
21+1Z( wF( 20+ 1 )

En intégrant, nous obtenons

1 2:+1(0) , 2 145 (2) gjqap (27 H20+1
=3 3 (—1) jap (LT
fara(w) o Y a2V g A+1 )
) p=0 7=0 ‘

" [< o+ S B (U2

d’ou -

~ AP0 L, 2 &0, (1.
) = Z e a1 2 (i)

Nous utilisons les dérivées de fo41(w) en w = 0 pour obtenir

+o0

~ 2 p(27rw)2” 2p+1
fap(w) = A+1 ;:;(“1) (2p)! r <2l + 1) "

Les Flgures 3.5,3.6,3.7, et 3.8 présentent quelques graphes de fonction f21+1( ) et f21+1( ).
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Figure 3.5: Graphes de (a) f3(z) et (b) fa(w).
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Figure 3.6: Graphes de (a) f7(z) et (b) fr(w).

37



1, -~
h fses)
i \
0 { \
' \
:\‘ 134
| \
: !
‘\ wl
04 } |
} \
| : |
. w\’ 154 \
\ ]
| | :
\ N
0 ‘ — . 0 ! L ey
0 0 10 Xy W 185
) o
'-.__/"':
Figure 3.7: Graphes de (a) fi5(x) et (b) fis(w)
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Figure‘3.8: Graphes de (a) fa(z) et (b) fa1(w).



CHAPITRE 4

Cas général & parameétre A\ réel

strictement positif

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme pour le cas ol la constante de forme A est
réel et stfictement positive. D’aprés le chapitre 3, il suit que la technique utilisant un
déveldppement de Maclaurin est adéquate pour le cas A € [1,+oo)f Nous exprimoné
la transformée de Fourier de f\(z) & 'aide de son développement de Maclaurin et nous
étudions son comportement. Ensuite, nous donnons des approximations de f y(w) surtout
intervalle de la forme [—,§]. Pour les A € (0,1), la technique précitée ne fonctionne

pas et nous conservons le T.F. sous forme d’intégrale.
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4.1 Développement de Maclaurin de Fr(w).

Nous avons déja remarqué que fy(w) est indéfiniment dérivable, ainsi nous pouvons lui

associer son développement de Maclaurin de tout ordre

L-1 30) /(). |
; S (0)w?
fA(w):ZLﬁ_""RL(W), (41)
p=0 '
ou Ry (w) est le reste de la série donné par
(L)
Rp(w) = ’\T(OwL. : (4.2)
Comme .
+o00 ’ .
0 () = / (—2imz)lele e~ 2imow g (4.3)
entralne
. e 2 1
| fy)(w)‘ <2 / (2m)iate™ dz = =(27)'T (i) , (4.4)
0 A v A
et
0 si [ est impair,

FD0) =
fr (0) =
: 2(2m)'T (l"'Tl) si | est pair,

nous en déduisons que-

) P-1 2(2p) ' I
A) = S Rupl
— 2 — . pF (2&1) 2p
= 3 p:O(—i) (2p/\)!. (27w)? + Rop(w)
avec or)
Rgp(w) = ’EQP()f)w?P (45)
et oy )
r(2E:1 |
Raplo] < 20 (amo” (46)



4.2 Série de Maclaurin et convergence.

4.2.1 Convergence de la série de Maclaurin.

Nous considérons la série de Maclaurin

Si(w) = ;Z;'(—l)p%f)(wa)Zp, | (47)

étudions sa convergence. Utilisons le test d’Alambert et posons

p202m*_ (2p4+ 1Y\
A”z(‘”ﬂzp)nr( 5 >

Ainsi nous avons

A | _ (2p+2)2p+ 1T (3B
Ap (@r)?> T (D)

Mais d’apres la formule asymptotique de la Proposition 1.5, nous avons

AP

Apt1

(2p+1)(2p + 2) <2p+ 1>_% 1+o (TJiif>
(2r)? ) 140 (sk)

A
(1+i)<1+l) 1\ % 1+o(#)
= VTV s (iz) Lrolma))

(2r) V) e ()

Donc le rayon de convergence est

0 sil <A<,

1 Cy
5. SLA=1,

400 si A > 1.

AP

Ry, = lim
g Apir

p—>+00

Ainsi la série diverge pour 0 < A < 1, elle converge pour A = 1 & la condition d’avoir

lw] < —2{;, et elle converge pour tout A > 1 avec w quelconque dans R.
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4.2.2 Limite de la série de Maclaurin.

‘Montrons que cette série converge vers f,\(w) pour A > 1.

(I) Cas A = 1. Nous avons

Silw) = 22 P(27w)? (4.8)
2
1+ (2rw)?’

Donc pour |w| < 2=, nous aurons Si(w) = fi(w).
(IT) Cas X > 1. Pour montrer que la série converge vers f,\ (w) dans ce cas nous pouvoné
procédé de deux maniére differente. Soit en montrant que Ryp(w) tend vers 0 ou bien
nous utilisons le résultat de convergence de la section 1.3, ou le théoréme de Fubini pour
les séries .

(A) Ryp(w) tend vers 0. Pour montrer que Ryp(w) tend vers 0, il suffit de montrer que

21’\(2P+1)
lim oA (2mw)?F = 0.
PN 2Py )T =0

D’apres la formule asymptotique de la Proposition 1.5, nous obtenons

r(&s) _ riEss)
(2P)! T(2P + 1

) _
= 2P TV = (- 1) In(2P) (1) <1+o<1)).
A p
Ainsi
2P+1 1
1 a P(1 In(27w 2 1-3)In(2P
IRgp(w)| =2 X) 2P(1-5)In( ﬂ'wﬁ)e—( —5)In(2P) 140
et
lim. Rpp(w)=0.
P—+o0

42



Donc pour A > 1, nous pouvons écrire que

)= 231

p=0

2p+1)
(27w)?

(B) Reésultat de convergence ou Théoréme de Fubini pour les séries. Nous

savons que la fonction f) est paire, donc la transformée de Fourier de la fonction f)(z)

vérifie
R +00 N
Hlw) = 2/ cos(2rwzx)e* dx. - (4.10)
0
Remplagons cos(2rwz) par sa série entiére équivalente. Nous aurons
+00 +°° : 2 . :
,(2 P
—2 / W))' s?e=" . o (4.11)
(2p)!

Pour appliquer le Théoréme de Fubini pour les séries nous devons montrer que

+ o0
i i 2 (27w)® e dg < +o0
p—0 0 (217)!

Nous avons

+o0 o0 00 o
Z/+ 2(27Tw)2px2pe_zxdx = 25: (ZTW)ZP /+ 2Pe " dg
0 (2p)! ‘ =0 2p)! Jo

27rw 2p+1
-G ()

=0

Nous avons vu d'aprés (4.2.1 ) que la serie (4.12 ) est convergente sur tout R pour A > 1.
Alors par application du Théoréme de Fubini pour les séries ou par application du résultat

de convergence de la Section 1.3 & 4.11 nous obtenons

+00
f(w) = 22 1)” / e~ dz.

D’aprés la définition de la fonction I'(.), nous avons

\ 2 &% 2w [2p+1
fw) =2 ;<—1>”< (2.
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4.3 Retour aux cas particuliers.

4.3.1‘ Cas A =1.

Nous avons

i) —22( 1 2“”( 2m)?”,

et comme I'(2p + 1) = (2p)!, alors

= 22 27Tw

Cette série converge lorsque |w| < %, et nous avons alors

2

hiw) = 1+ (2mw)?

Notons que cette formule est vraie pour tout w € R.

4.3.2 Cas \=2.

Nous avons

. I r (2&1)
fow) = S (-1 2L amw),
2 ()
Or, on sait que :
2p+1Y _ (2p)!
g ( 2 ) 22”19'[
ainsi, nous obtenons
f) = v ST et
W) = — =
2 2 ol

pour tout w € R.
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4.3.3 Cas A — +00.

Nous savons que
Jim fu(2) = freo(@) = X-1n(2)

presque partout car

| 1 sifzl<1,
- lim fi(z) = et sifz] =1,
Ao 0 silz| > 1.

f-i-oo(x) =

Aussi

Xi-11(w) = 2sinc(2mw).

Selon la Proposition 1.5 nous avons

2 9
lim p+11“<p+1):1.

A——+o0 A A
En écrivaht N :
R 1 = (2mw)?P+ (2p 41 2p+1
= — —1)? r
@) W g( ) (2p + 1)! A A ’

nous obtenons, du moins formellement,

Tw
= sinc(7mw)

=. f+oo(w)'

4.4 Approximation.

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Nous allons considérer deux types d’approximation pour le calcul de fA() En premier

lieu nous approximerons a ’aide d’une intégrale tronquée et ensuite a 'aide de la série

de Maclaurin tronquée.
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4.4.1 Approximation par intégration.

Nous avons

R +o0
Hw) = flx)e ™ dg
= 2 " fr(x) cos(2rwz)dx
’ A +0o0
= 2 [/ fr(z) cos(2nwa)dx + Hr(z) cos(27rw:c)d:cJ ,;
0 A ,
avec

" fr(z) cos(2rwz)dx

A

1./1 1[4

Ce qui revient & trouver une bonne approximation de la fonction I'(.) en % Notons que

le probléme est de plus en plus difficile lorsque A — 0*. Pour A > 1 avec un A > 1 nous

avons
—+00 +o00 N
fn(x) cos(2rwz)dz| < / e " dz
A A
= —e % |XOOZ B_A,
et on peut choisir A pour avoir e=4 < 5. Ainsi
A A A
Hlw) ~ 2/ Hi(z) cos(2rwz)dz| < €.
0
De plus |
A .
lim / () cos(2rwz)dr = 0, ’ (4.21)
wW—=-+0C 0 .

en vertu du Lemme de Riemann-Lebesgue [26].
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4.4.2 Approximation a 1’aide de la série de Maclaurin.

Pour Papproximation de fi(w) & Paide de la série de Maclaurin nous considerons deux

situations: 0 < A < 1let A > 1. Le cas fl (w) ne nécessitant pas d’approximation.

Cas 0 < A < 1.

En utilisant le développement de Maclaurin, il est possible d’obtenir une approximation
de f,\(w) au voisinage de l'origine. Pour cela, il suffit que le reste ne soit pas trés élevé.

Sur l'intervalle [—€2, §2], nous avons

2 r (2P+1)

|Rap(w)] <

Notons que pour une précision ¢ demandée sur [—Q,Q], Paugmentation de P entraine

une diminution de ).
Pour X > 1.

Nous désirons approximer f,\(w) sur un intervalle [—€, Q2] en tronquant la série de fx (w).
Pour une erreur maximale d’une valeur donnée ¢ > 0, le probleme est alors de déterminer
le plus petit nombre de termes P,(£2) tel que Perreur maximale ne soit pas supérieure &

€, sur [—, Q] c’est-a-dire

min max
P lwISQ

L
A 2 27rw 2p+1
_XZ r( . )<e

Notons ’erreur par




done, il existe un P,(Q) tel que

vp > F(Q) | et

' 4.23
4, | < 1 (4.23)

Alors, d’aprés le théoréme de la série alternée nous avons pour P,(§2) assez grand .

: )Rmm(w)) < )AE(Q)+14 )

donc,

2 (27rQ)2E(9>_+2F (2?6(9) + 3)

'RE(Q) () ’ =3 (2P(2) +2)! ;)

Notons par E,(P.(£2),Q) la valeur maximal de cette expression sur [—2,2]. Pour € > 0

donné on peut trouver P. > 0 tel que

|Brze ()| < AT, 0) < ¢

avec

2 2 (2P(Q) + 3 (27w)? P42
_&uumxn—;r( ! )@E«n+mr

Donnons quelques illustrations de Ey(2F.(€2), §2).
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Figure 4.1: Graphes de E; 5(P.(Q2),) pour P.(Q) = 20, 30 et 40.

E\(P..Q)
10°
ool E3(12,9)
E3(16.Q)
" ' B(20,0)
5.0 ’ :
‘)Sﬂ !
00 T "’f TT TT TT
0 05 10 15 20 §)

- Figure 4.2: Graphes de E3(P.(Q),Q) pour P.(Q) = 12, 16 et 20.
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E\(P.Q)

L Ee(8.9)
10.04 .
F1o(15.Q)
754
501
25}  En(20.9)
" ’ | 2082

Figure 4.3: Graphes de E19(P(2), Q) pour P() = 8, 15 et 20.

Nous allons maintenant expliquer les graphes de I'erreur. Prenons comme exemple la
Figuré 4.3. Nous avons A = 10, fixons e = 1074, posons — 0,5. Alors nous constatons
d’aprés le graphe qu'il suffit de prendre P1y-4(0.5) = 8 pour avoir Ejg(P1p-4(0.5),0.5) <
107* ce qui veut dire que 'erreur maximale est inferieure 4 10~*. Posons maintenant
€ = 1, alors nous constatons, d’aprés le graphe, qu’il suffit de prendre Pyy-4(1) = 15

pour avoir E1p(Pyo-4(1),1) <107

4.5 TIllustration graphique.

Pour illustration nous donnons dans la suite les représentations graphiques de certaines
fonctions et de leurs transformées de Fourier. Pour A > 2, la transformée de Fourier est

donnée sous la forme d’une série, alors nous devons tronquer la série & un certain nombre

o0



de termes de telle sorte que la série vérifie deux conditions:

(1) la propriété (4.23) doit étre verifiée;

(ii ) pour un intervalle [—£2, Q] donné et un ¢ > 0 donné, la valeur calculée avec la série
tronquée en ce nombre de terme sont, & € prés, la vraie valeur. Pour étre stir-que les deux -

conditions précédentes sont vérifiées, nous tronquons la série & ’ordre 2000.

Pour 1 < X < 2 il vaut mieux tracer les graphes par la méthode d’approximation paf

intégrale (4.21).
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Figure 4.4: Graphes de (a) fias5(z) et (b) fia5(w).
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Figure 4.5: Graphes de (a) fi5(z) et (b) fis(w).
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Figure 4.6: Graphes de (a) fir75(x) et (b) fizs(w).
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Figure 4.7: Graphes de (a) fis(z) et (b) fis(w).
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Figure 4.9: Graphes de (a) f35(z) et (b) fas(w).
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CHAPITRE 5

La transformée de Fourier de la
gaussienne généralisée en deux

dimensions

Dans ce chapitre, nous calculons la transformée de Fourier de la gaussienne généralisée
GG en dimension 2. Deux formes sont suggérées pour cette gaussienne généralisée. Nous
donnons quelques propriétés communes aux deux formes et ensuite, nous calculerons leurs

transformées de Fourier.

5.1 Formes de la GG en dimension 2.

La premiére forme de la GG en dimension 2 est le produit de deux GG en dimension 1.

"~ Nous posons
_ A . A
Fi(z1,22) = fa(z1) fa(z2) = € (211 +zal )
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Notons qu’ici nous pourrions avoir deux paramétres A différents. Nous savons que cette
forme n’est pas invariante par rotation. C’est pour cela que nous introduisons la seconde

forme donnée par

A
(2 2\
G(z,20) = e~ (®1772)7

Notons que ces deux formes vérifient les propriétés de symétrie dans R? données par
F)\(:lzflfl, :tCEQ) = F)\(.Il, .’172),

et
G,\(il’], :f:$2) = G)\(.fl,.rg).
La forme F\(z1,z2) est de classe C* sur R?\ {(0,0)} comme produit de deux fonctions

de classe C'*®. Elle est aussi & décroissance rapide. La forme G)(x1, z2) est de classe C™

sur R\ {(0,0)} . De plus nous avons

+o0 +0o0 i m
/ G)‘(Clll,xg)(.’ﬂ% + $3)7d$1d$2 < 40

—00 - 00

pour tout entier positif m, donc G a(w1,ws) la transformée de Fourier de Gy(zy,z2), est

de classe C™ pour tout entier m.

5.2 Cas particulier A = 2.

Lorsque A = 2, les deux formes coincident et nous avons

Fg(wl,a}g) = ég(wl,wg) » (51)
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avec

Fy(wy,ws) = Gaolwr,wa)
+0o0 +oo 2 2 )

— / / 6—(z1+z?_)G—Qlw(x1w1+m2w2)dl‘1d.’1}2
—00 —o0 :

+00 5 ) +oo 2 ] .
— / e—zl»e—Qurzlwl de' / efx26—2z7rx2w2 dZEQ

—0 00

— 7re—7r2(wf+w§)

~ ~

= fa(wi)fa(ws).

5.3 Calcul de la transformée de Fourier de F)(z1,x2).

Dans le cas général, nous avons
R +oo  ptoo N N N .
Fy(wy,wq) = / / e~z +loal") g=2im(@iwi+oawa) g o, (5.2)
—-00 J —00 :

Or la fonction fy(z1,z2) est séparable, donc sa transformée de Fourier est le produit de

deux transformées de Fourier.

A’ 400 N _ +o00 N ) )
F\(wy,ws) =/ Ae”'””ll 6‘2’”1‘*’1d:1:1./ e~ le2l g~ Zimzawadas (5.3)

[o.¢] -0

Nous obtenons alors pourA =1

= A

L+ (2mwi)? ) |14 (27ws)?
et poﬁr A>1
Fy(wy,wy) = (;) {Z(_—l)”(%wi)%zg)—l—)} [Z(_i)p(%w)zp_r((g_)} y
p=0 : p=0 !



que nous pouvons également écrire

2j+1
)
2k — 1

)r(

2i+1
A

(
)

~

12 (=1 (dn?)
(20127

>
0<i<+ o0

)r (5.

20+1
A

12 2%

l

kK
D
=0

(=1)*(4n%)
(2k)!

0<i<+00
+oo
k=0

4
22

Illustration graphique.

5.3.1

Nous donnons maintenant des représentations graphiques de certaines fonctions et de

leurs transformées de Fourier.

.5(X1a Xz)

Fi

(b)

Raa
i W
___,_,,//w.%., i

B N
) ﬁ?ﬂﬂdﬂa--.“
e
ﬁwmﬁ-..““

~

Figure 5.1: Graphes de (a) Fys(x1,22) et (b) Fis(wr,w2).
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F2.5(X1 . X2)

a)

Figure 5.2: Graphes de (a)

F4.5(X1~X2)

A

Figure 5.3: Graphes de (a) Fy5(z1,22) et (b) Fys(wi,wa).
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5.4 Calcul de la transformée de Fourier de G AT, x2).

Nous avons
“+00 +00 2 o1 2
A . 3 o,
Ga(wr, wa) =/ / e~ (@iHeR) 2 g im(wimitwaza) o o,

Posons x; = rcos @ et x93 = rsin 8. Nous obtenons

400
G)‘((.dh w2) — / / —217r(w1r cos 0+rwy sin O)Tdrdﬁ
— / ’l"d’l‘ / e—2i7r(w1rcos f+rwa sin G)dg’
0 } —T
donc .
R —+00 T oo _2 . h
Gilwy, ws) = / e““rdr/ Z (—:'Ii(wl cos f + wi cos 0)"d8.
) ] -7 h=0 : ’

Or, nous avons

/—”ho

2 . 7 too h
z7rr) ——— (w1 cos8 + w; cose)hdér < / Z(an)h(lwﬂ*’lwzl)

™
/ 627rr(|w1|+|w2|)
-7

< 27T€2"T(|w1|+lwzl)-

IA

Alors pour r fixé, nous aurons

/ﬂ'ho

ce qui nous permet d’intervertir somme- et intégrale, d’ou

h
2” ) ~———(wy cos § + wy cos G)hdﬁ‘ < 400

. too 2 (—2imr)? (7 Nk
Gi{wy,ws) = e " rdr Z - (wy cos B + wy cos B)"db,
0 h=0 : -

pour intervertir somme et intégrale une-deuxiéme fois, nous devons montrer que

400 +0oo o h T
/ ey Z ﬂ@— / (wq cos @ + wy.cos 6)"do
0 _

dr < +00
1
— h! .

61



Nous avons pour A > 1

+oo +00 . h
| e —2
/ e Z (———;;'ri / (wy cos 8 + wy cos 6)"de
0 h=0 ’

—T

oo ~
dr < 27r/ re T 2w+l gy
0

Or, on sait que

lim T.3e—r"\+27rr(|w1|+|w2|) =0,

7r—+00

donc, il existe un B > 0 tel que pour tout 7 > B nous avons r3e™" t2rr(wiitle) « 1,
D’on pour tout r > B nous avons

— A 27 (|wi |+wal) < i

re .
r2

Alors,

+00 B +o0
o / re-T (o Heal) g — o / e +2rr(wil+al) g 4 o / e H2E (o +w2l) g
0 ' 0 B

+o00

B .
< 27r/ re"”uQW(llel“’Ql)dr-f—w/ : 1 < 400
— o B 7'2 ?

dr < +o0.

+00 T 5. \h pm
/ e r E (—%TL) / (w1 cos B + wy cos 0)"d
0 - -

h=0 ™
Ceci nous permet d’intervertir somme et intégrale, d’on

A R s (=2imr)h [T b
Grlwy,ws) = Z e 'r‘dr——h'— (w1 cos 0 + w, cos §)"df
h=0 T

-7

—T

+00 o0 T
_ Z 227rr / e_MTh+1dr/ (w1 cos B + wi cos 8)dA.
h=

Nous avons

/ (w1 cosf + wysin)9 = / Clwlwh=!(cos §)!(sin 6)"~'do

- 7r10

= ZCQhwlwgh l/ (cos 0)!(sin §)*~"d8 .

2h+1 x

+ Z Chyypqwhwah 1= l/ (cos 0)(sin 8)*+1-4dg.

-1
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ou

Nous avons

i 0 si | est impair,
/ (cos 8)!(sin 8)*+~dh = :
o 2 [ (cos 0)!(sin §)*~'d6 il est pair,

et pour [ = 2k, nous avons

/ (cos@)%(sinG)Q(h_k)dG:f2(cosé))2k(sin9)2(h_k)d9+/v(cos@)Qk(sinﬁ)Z(h_k)dG.
0 0

jus

Alors, par un changement de variable dans la deuxiéme intégrale en posant 1) = m — 6,

nous aurons

s

2 / (cos 6)*(sin )>*~M)df = 4 / (cos 6)% (sin 6)2h=*)dg,
0 0

De méme,

r 0 ‘ si | est pair,
/ (cos 0)!(sin §)*1~tdg = |
- ' 2 [ (cos ) (sin )*+1~4dg si [ est impair,

et pour | = 2k

fid

/(COSQ)%H(SIHW whdp = /2(cos9)2k+1(sin9)2(h”'°)d0+
o 0 ,

m\:\

(cos §)%+1(sin §)2h =R 4

:O'

Ainsi, nous obtenons

™

. + . )
T ) . 2
/ 6—27,7"7T(w1 cos 64wy sin 6) do = 4 Z ( ’L7T7" Z Cg;cl %k ;(h k) / (COS 9)214: (sin 0)2(h—k)d9.
_ b ‘ 0 '

™

Comme nous avons l'identité suivante [1]

) 12r_ 1 F(Q(h—k)+1)r(2k+l)
2k (i p\2(h—k) 79 _ = 2 2
/0 (cos 8)“"(sin 6) do 5 NGRS ,
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nous obtenons

2(h—k)+1) T (2k2+1)

T ; i R 227‘(’7" 2(h—k) r ( 2
/ e—?m‘w(wl cos §+wa sin 0)d9 =9 Z Z C2ﬁwfl

. 2 T(h+1)

+00 .
2h+1 _—r* — lr 2h +2
/0 r e " dr 3 ( X ,

Comme

alors, nous avons

' ' 2(h- k)+1 T (2k+1 |
5 _ 2 h(27r)2h & F( ) ( 2 ) 2% 2(h—k)

P o
T2k + 1) K
et
r (—h—zk)i) 9-2(h—k)

e+~ VT Ry

finalement, nous obtenons

A 27 $e = k
Gx(wl,wz)=7k=0(.—1)k (k!;2 [ (W] +wi)]".

Notons que pour le cas A = 2 nous avons

Ga(wr,wa) = n}_j h| w*(w] +w3))"

2
= Te ”( t+ed),

5.4.1 Illustration graphique.

Quelques graphes sont présentés pour illustrer nos résultats.
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Figure 5.4: Graphes de (a) G15(z1,x2) et (b) Grs5(wr,w2).

(w1, w2)

Gas

Ga.5(x1,x2)

~

Figure 5.5: Graphes de (a) Gos(z1,22) et (b) Gas(wr,ws).
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Graphes de (a) Gys5(x1, 22) et (b) Gas(wr,ws).

Figure 5.6
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5.5 Approximation.

5.5.1 Sur le carrée [—Q, Q) pour Fj(wy,ws).

Nous désirons tronquer la série de telle sorte que 'erreur maximale faite sur-le carré de
coté 2€) ne soit pas supérieure a4 une valeur ¢ donnée. Le probléme est de déterminer le

plus petit P. tel que

. 4 o (_1)i+j(47r2)z‘+j 2%+ 1 27+1
P 2 : 1, 0\2 r 'f———1 <e
|Lrll|a<>§2 /\(M’wz) A2 05i<P€—1(W1W2) (2025)! A 2 B

<0
w2l < 0<j<Pe—1

Notons ’erreur par

RP(wl,wz) = Fx(wl,&&) - :
| 4 i e (1) (4m?)d <2i+1) (2j+'1)
— wiwd r r :
22 0<KZP€_1( 13)’ (20)1(25)! h\ A
0<j<P.—1
= ﬁ/\(wth)_ .
2p+i 2 1 P—1 2 2p+1 9 1
—Z 27'('(,(}1 F( p+ >Z(—-1)p( 7T(.d2) ' F( p+
(2p + 1) ) (2p + 1) )

p=0

= F/\(WI,WQ) — (fa(wr) = Rep, (w1))(fa(ws) — Rap, (w2))
= falwi)Rep,(wo) + fr(wz) Rop, (w1) — Rap, (w1) Raop, (w2).

Donc
|Rp(wr,wq)| < ‘f)\(wl)RQPE(C‘Q) +«\fA(W2)R2P€(W1)‘ + | Rap, (w1) Rep, (w2)] -

‘Nous savons que

PN

Alw)| <




et on a aussi pour A > 1 et pour tout p > 0

Donc

[Rp(wiwn)l < 2|fA(0)] |Rar ()] + | Ror (DI
|Rar, (@] (2| A0)] + | Bar ()]

IA

d’oll

X) (2P

L’erreur est donc majorée par la borne F) (P, (1) avec

iRP(OJl,(Ug)] < %1—‘ (l) l_—ET_-)(Zn-Q)QPE [2 + (27TQ>2P€] )

E\(P.,Q) = %I‘ (%) F(<21:’/\5)!)(27TQ)2P€ 2+ (QWQ)QPE} _

Nous donnons quelques illustrations graphiques.
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Figure 5.7: Graphes de E;5(15,2), E15(20,2) et E,5(30,2).
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Figure 5.8: Graphes de E5(8,1), F5(16,1) et E5(20,1).
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1
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Figure 5.9: Graphes de E10(8,2), E10(15,2) et E19(20,2).

5.5.2 Dans le disque D(0;(2) pour la forme GA(wl,wg).

Nous désirons tronquer la série de telle sorte que l'erreur maximale faite sur le disque
de rayon {, noté D(0; Q) = {(w1,w2) € R? | w? + wi < Q%) ne soit pas supérieure & une
valeur ¢ donnée. Dans la Section 5.4, la fonction G alwr,ws) est donnée par une série.
D’aprés 'unicité du développement de Maclaurin nous pouvons dire que cette série est

la série de Maclaurin pour la fonction G a(w1,ws). Son reste & I'ordre L, noté Ry, est
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donné par

- (2L) (w1wz

_ 2”9 2L, 2k, 2L—2k
= Cowy ws

G,\(0w1 y 9(.4}2)

Ry, (w1 ) w2\)

+o0 +oo 2. o 7/} ) :
x / / ?chgL 2k —(ml+z2) e—2zw(w1z1+w2zg)dxldx2,

avec 0 < 6 < 1, alors

2L L
“RzL(thz

400
' 2L 2k: 2L 2lc/ / ‘Tl CIZQL 2k —(w1+x2)7dmldx2

Par un simple calcul, nous pouvons montrer

or [(2L£2)
| Rar(wy, wa)|} < T(T!A)Q—(WQ)QL
Poson_S oL
2n [(==)
Q — _—)\_ 2L
E)\(L7 ) A (L|)2 (WQ)

L’objectf de cette section est de déterminer le plus petit nombre de termes P, tel que
Ey\(L,Q) < e. Nous allons donner quelques illustrations graphiques de

/\ (pv) B (T

Ex(Pe, ) =
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Figure 5.10: Graphes de E5(15,9), E15(20,9) et E;5(30,9).
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Figure 5.11: Graphes de E5(8,Q), E5(16,Q) et E5(20, ).
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Figure 5.12: Graphes de E1o(8,£2), F19(15,Q) et £10(20, ).
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CHAPITRE 6

Application dans le domaine de la

vision par ordinateur

Dans ce chapitre nous allons traiter un probléme issu du domaine de la vision par or-
dinateur et du traitement d’image, & savoir ’estimation des paramétres atmosphériques
- a partir de deux images de la méme scéne prises sous des conditions atmosphériques
Jdifférentes et inconnues. Sachant qu’une image dégradée peut étre vue comme étant
le produit de convolution de sa version nette avec un filtre modélisant le voile atmo-
sphérique, l'estimation des paramétres atmosphériques relatifs a chaque image réside
alors dans ’estimation des paramétres du filtre approprié a l'image en quéstion. Dans
I’application nous devrons estimer deux paramétres atmosphériques: 1’épaisseur optique
et la diffusion atmosphérique. Dans ce chapitre nous utilisons un filtre qui est inspiré de
la gauésienne généralisée, ce qui nous permet d’introduire deux paramétres: lé paramétre

de forme et le paramétre de dispersion.
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6.1 Le voile atmosphérique.

Dans {27] les auteurs ont proposé un nouveau filtre permettant de modéliser les effets des
différentes conditions atmosphériques sur les images. Ce filtre est inspiré de la gaussienne
généralisée et est donné par

kT
(z3423) 2

e |a0mi50)]

APSFq’T(xl,Z'g) = (61)

aT2(1+ 1)A (l_cT, 1;—‘1)2

ou APSF est 'abréviation de (amplitude point-spread function.)

_(z%+z§)§
APSE, (21,2) = ——— """ (6.2)
o,p\+t1, 42 4112(1-{-%)14(]7,0')27 .

ou T -est ’épaisseur optique de ’atmosphére, ¢ est le paramétre de diffusion atmo-

sphérique et k£ est une constante donnée. Ici nous prenons k = % Posons p = kT

1
~ lxg (2R
et o ==, alors A(p, o) = (a F(:é,) .

6.2  La transformée de Fourier du voile atmosphérique.

Dans le Chapitre 5, nous avons calculé la transformée de Fourier d’une fonction définie

par

. P
fo(T1,20) = e~ (@i+ad)? : (6.3)

Rappelons que la transformée de Fourier de cette fonction est donnée par

] _2_7T+OO_ hr(%_:l a2(w? + W)
fp(wlaWQ)— D ;( 1) (h1)? (m*(wi +w3))™ ) (6.4)

Le filtre donné par I’équation (6.2) est basée sur une GG. Ainsi, on pourra adapter

I’expression analytique de la fp pour ce filtre (il nous reste juste & mettre les parameétres
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du filtre en correspondance avec ceux de la fonction f,). Ainsi, la transformée de Fourier

du voile atmosphérique APSF, , sera donnée par

_ ok
. rey e T2 (ol |
(APSFU,,)(wl,wQ) QPFQ(i_)FEg;(_l)k (/g)2 (p)) (7r2(wf+w§))k, (6.5)

Comme la série de Fourier de cette gaussienne généralisée est peu pratique, nous allons

I'approximer par l’expression suivante

2P 5
(2) F(l) _'g_) w2+ )%
- 2 E wiTwy ,
P T3 '
APSFypfwn, ) = (BT [1+u(w1+w2)1 0

Dans cette expression p est un parameétre supplémentaire d’ajustement de forme que

nous poserons égal a 2 dans la suite.

6.3 La représentation graphique de Ng,p et ]/\\fa,p.

Maintenant, nous allons donner quelques graphes qui illustrent la comparaison entre la,
transfbrr_née de Fourier du filtre atmosphérique AﬁS’E’p et son approximation Af’gfg,p.
Puisque les deux formes sont symétriques, il suffit alors d’illustrer les graphes dans le cas.
unidimensionnel. Pour comparer les for'mes des APSF et 1@7 , nous les normalisons
a 'origine.

]V;;, _ AfS\Fg,p(w)

: AP/SEW(O)

~ APSF, ,(w)

a\p = N
APST, ,(0)
ol w = (wl+w?)2. Les différents graphiques qui suivent illustrent 'effet de p et de o sur

les formes des courbes.
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6.3.1 Effet de p.
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Figure 6.1: Graphes de (a) No.zs,l.z, N0.25,1.2 et (b) N0,25,1.25, N0.25,1.25 .
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Figure 6.2: Graphes de (a) N0.25,1.3, ]\70.25,1.3 et (b) N0.25,1.35, N0.25,1.35 .
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6.3.2 Effet de o.
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Figure 6.3: Graphes de (a) N0.15,1.25, N0.15,1.25 et (b) N0.2,1.25 ) N0.2,1.25-
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Figure 6.4: Graphes de (a) N0‘3,1.25, N0.3,1.25 et (b) N0.35,1.25, N0.35,1.25.
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6.4 Application.

6.4.1 Maéthodes de calcul des parameétres atmosphériques.

L’objectif principal de cette application est I'estimation des paramétres atmosphériques,
a savoir ’épaisseur optique 7" et le paramétre de diffusion atmosphérique ¢, & partir de
deux images de la méme scéne prises sous des conditions atmosphériques différentes et
inconnues. Pour ce faire, considérant les deux images dégradées [; et I, données par les

équations de convolution suivantes

[1 = Io * APSF(ql,TI),

IQ = ]0 %‘APSF(QQJB),

ou I est I'image originale de la scéne et correspond au voile atmosphérique de 'image
I;. En appliquant la transformée de Fourier au systéme d’équations mentionné ci-dessus

prés de 'origine (0,0), nous obtenons

]:(Il)(wl,wg) = f(]g)(wl,wg)m(qhn)(wl,wz), (67)
~ f(IO)(wl,WQ)APEEq:,Tl)(wlaw2)'

et

F()(wr,ws) = ]:(Io)(wl,wg)m(@@)(wl,‘m), (6.8)
F(Io)wr, ws) APS Fogy iy (wi, w).

Q
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Prenant le rapport de (6.6) et (6.7) nous obtenons

.7:(11) APSF(,H T1) wl,wg)-

(
(wi,we) = (6.9)
Fik) APSF(qz Tz) (w17w2)
APSF
R ——= (.1 (W1, w2) (6.10)
APSF(QQ,:’E ( 17w2) A . »
_T F( ) ( ) ( ’l_v_ﬂ)le T
2Ty rz(&) r(kg) e~ . le2 7 (WP +wd) T
= - F(kTQ) F(sz A(kT2,1_gEqZ)kT2 %,2 (611)
R (G T e eired)
2

F(l1)(w1,w2)

Nous savons d’aprés les graphes qu’au voisinage du point (0, 0) la quantité Fha) (o oa) St
positive, alors en prenant le logarithme, nous obtenons '
awy,ws) ~ In K — B (w? + wd)™ + Bo(w? + wi)F, (6.12)
A(KT;, 129K T; )
avec owy,ws) = In (’;glg(wl,wg)), G; = (—73’1—) P = k—T—, avec (¢ =1,2) . Nous

obtenons une équation non linéaire dont les inconnus sont K, 3,, Py, 3, et Ps.

Pour estimer ces inconnus nous utilisons la méthode des moindres carrés pour des valeurs

de (w1, ws) pres de lorigine. Nous utilisons SAS [36] ou Matlab [25] pour résoudre le prob- -

2P,

leme. Une fois les I calculés nous pouvons déterminer les paramétres T; car T; = 5%,

en posant k = % Aprés avoir calculer les §; et les T}, nous pouvons calculer les ¢;. Nous

avons f3; = A(M;k—%’)k’ d’otr A(KT;, q’) = Q(ﬂz)kT Or on sait que

1 q; 1_% F('Ig%)
AT, = )—<( g )F(,fi)>

d’oll

=2 A kT < .
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Finalement on a

q; 1
1 T(FE) ) 2
ET;

o
14 2(8;)*% e

6.4.2 - Résultats.

Dans ce qui suit nous donnons les résultats de cette approche sur deux images réelles de
la méme scéne (cf. Figure 6.5) prises & partir de la base de données "WILD" ("Weather

and Illumination Database", [7]). La vérité terrain des deux images est donnée dans le

(a) (b)

Figure 6.5: Des images réelles extraites a partir de la base de données "WILD": (a) buée,
(b) brume. :

Tableau 6.1. Ce dernier renferme pour chaque image, la valeur du paramétre de diffusion
q qui permet de déduire le type de condition atmosphérique, la visibilité de I'atmosphére
74 ainéi que ’épaisseur optique de 'atmosphére.. Rappelons que 1’épaisseur .optique est
donnée par

391

T="-7 - ' 1
v (6.13)

avec Z est la profondeur de la scéne. Notons que la vérité terrain révele une profondeur
moyenne estimée a 3 miles. L’estimation des parameétres obtenue par notre approche est
donnée dans le Tableau 6.2. A partir de ce tableau on voit que Pidentification des types de

conditions atmosphériques ainsi que des types d’atmosphére sont effectuées avec succes.
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Image"a" | Image"b"
Visibilité "V" 4 miles 4 miles
Profondeur de la profondeur "Z" | 3 miles 3 miles
Epaisseur optique "T" 2.93 2.93
Paramétre de diffusion "q" [0.8..0.85] | [0.7..0.8]
Type de condition Buée Brume

Tableau 6.1: Vérité terrain relative aux deux images.

Image"a" | Image"b"
Epaisseur optique estimée T 2.71 2.60
| Paramétre de diffusion estimé ¢ 0.81 0.75
Type de condition Buée Brume

Tableau 6.2: Résultat de l'estimation des paramétres atmosphériques.

Rappelons que la relation entre le paramétre o et le paramétre de diffusion atmosphérique
g est donnée par

(6.14)
et que la mise en correspondance entre le paramétre de diffusion atmosphérique q et les

types de conditions atmosphériques est donnée par le tableau suivant.

0.85-0.9 | 0.9-1.0

Pluie

q 0.0-0.2 ] 0.2-0.7 | 0.7-0.8 | 0.8-0.85

Air

Brouillard

Aérosols | Brume Buée

- Type de condition

Tableau 6.3: Tableau de correspondance entre le paramétre de diffusion atmosphérique
g et les types des conditions atmosphériques.
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CONCLUSION

La gaussienne généralisée est largement utilisée dans des domaines tels que la vision par
ordinateur [27], le traitement d’image [19], le traitement de la voix [7], le traitement du
signal [9]. Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés a I’étude de la transformée de -
Fourier de la gaussienne généralisée dans le cas unidimensionnel et bidimensionnel. A
“cette fin, nous avons présenté une forme de la gaussienne généralisée dans le cas unidi-
mensionnel et deux formes de la gaussienne généralisée pour le cas bidimensionnel. Nous
avons obtenu des expressions analytiques de la transformée de Fourier de la gaussienne
généralisée sous forme de séries de Maclaurin. Finalement nous avons donné une appli;
cation de la transformée de Fourier de la gaussienne généralisée dans le domaine de la

vision par ordinateur.

Ce travail peut étre poursuivi dans différentes directions. Par exemple d’'un point de
vue purément mathématique il serait intéressant de faire I’étude des zéros de la série
tronquée de la transformée de Fourier de la gaussienne généralisée [13]. De méme le
caractére oscillatoire de la transformée de Fourier et 'apparition des zérés de celle-ci
pourraient étre étudiés [34]. Egalemen‘g, les résultats obtenus pourraient servir & définir

des approximations de filtres en analyse d’'image.

En terminant, nous espérons que ce mémoire pourra susciter un quelconque intérét auprés
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du lecteur et qu'il saura inspirer le développement de nouveaux concepts et résultats sur

les propriétées de la gaussienne généralisée.

84



BIBLIOGRAPHIE

[1] M. Abramowitz et I.A. Segun, Handbook of Mathematical Functions, Dover Publi-
cations, Inc., New York, 1965.

[2] G. Agrdo, Maximum likelihood estimation for the exponential power function param-

eters, Computational Statistics and Data Analysis, 24 (1995), 523-536.

3] G.E.P. Box, A note on regions for test of kustosis, Biometrika, 40 (1953), 465-468.

[4] G.E.P. Box et G. Tiao, A further look at robustness via Bayes’s theorem, Biometrika,
49 (1962), 419-432.

[5] G.E.P. Box et G. Tiao, Bayesian [nferencé in Statistical Analysis, Reading, MA,
A,vddison_-Wevsley, 1973. '

[6] W.E. Boyce et R.C. DiPrima, Elementary Differential Equations, John Wiley et
Sons, Inc, 2005.

[7] J.H. Chang, J.W. Shin et N.S. Kim, Voice activity detector employing generalized
Gaussian distribution, Electronics letters, 40 (2004), 1561-1563 '

[8] S.T.B. Choi et S.G. Walker, The extended exponential power distribution and
Bayesian robustness, Statistics and Probability Letters, 65 (2003), 227-232.

85



[9] M. Clément, C. Adrien et B. Frédéric, Lidar waveform analysis and processing fof
cartography and pattern recognition : application to urban areas, Laboratoire MA-
TIS - Institut Géographique National et UMR TETIS Cemagref/Cirad/ENGREF,
Maison de la Télédétection, 2008

[10] A. Desgagné et J.-F. Angers, Importance sampling with the generalized exponential

power density, Statistics and Computing, 15 (2005), 189-196.

[11] P.H. Dianada, Note on some properties of maximum likelihood estimates, Proceed-

ings of the Cambridge Philosophical Society, 45 (1949), 536-544.

[12] T.J. DiCiccio et A.C. Monti, Inferential aspects of the skew exponential power dis-
tribution Journal of the American Statistical Association, 99 (2004), 439-450. |

[13] J. Dieudonné, Sur les zéros des polynémes-sections de e*, Bulletin Sci-Math, 70

(1935), 333-350.

[14] J.A. Dominguez-Molina, G. Gonzalez-Farias, et R.M. Rodriguez-Dagnino, A prac-
tical procedure to estimate the shape parameter in the generalized Gaussian distri-
bution, Technical Report [-01-18, Investigation Center in Mathematics (CIMAT),

Guanajuato, Mexico, 2001.

[15] M. Fréchet, Sur la loi des erreurs d’observations, Mathematicheskii Sbornik, 32

(1924), 1-8.
[16] G. Gasquet et P. Witomski Analyse de Fourier et applications, Masson, Paris 1990.

[17] E. Gémez, M.A. Gémez-Villegas, et J.M. Marin, A multivariate generalization of the
power exponential family of distributions, Communications in Statistics, Theory and

Methods, 27 (1998), 589-600.

[18] D.W. Kammler, A First Course in Fourier Analysis, Prentice Hall, New Jersey 2000.

86



[19] H. Kim, R. Sakamoto, I. Kitahara, T. Toriyama et K. Kogure, Background subtrac-
tion using generalized Gaussian family mode, Electronics letters, 44 (2008), 189-190.

[20] C. Kleiber et S. Kotz, Statistical Size Distributions in Economics and Actuarial
Sciences, Wiley, 2003.

[21] S. Kotz, T.J. Kozubowski et K. Podgorski, The Laplace Distribution and General-

izaiz"ons, Birkhauser, 2001.
[22] T.W. Koérner, Fourier Analysis, Cambridge University Press, Carhbridge, 1988.

[23] H. Jakuszenkow, Estimation of the variance in the generalized Laplacé distribution

with quadratic loss function, Demonstratio Mathematica, 12 (1979), 581-591.

[24] N.L. ‘Johnson, S. Kotz et N. Balakrishnan, Continuous Univariate Distributions, Vol.
11, Wiley, 1995. ' ’

[25] Matlab User’s Guide version 7.2, The MathWorks Inc., USA, 2006. reference 16

[26] M. Maumy et J. Vauthier, Calcul différentiel et intégral, licence de mathématiques,
Ellipse, Paris, 1998. |

[27] S. Metari et F. Deschénes, A new convolution kernel for atmospheric point spread
function applied to computer vision, IEEFE 11th Conference on Computer Vision

(ICCV 2007), Rio de Janeiro, Brazﬂ, 14-20 oct. 2007.

[28] A.C. Monti, A note on estimation of the skew normal and skew exponential power

distributions7 Metron, 61 (2003), 205-219.

[29] G. Moser, J. Zerubia et S.B. Serpico, SAR amplitude probability density function
estimation based on a generalized Gaussian scattering model, Technical Report N°

5153, INRIA, 2004.

87



[30] S. Nadarajah, A generalized normal distribution, Journal of Applied statistics, 32
(2005), 685-694.

[31] S. Nadarajah, Acknowledgement of priority : the generalized normal distribution,

Journal of Applied statistics, 33 (2006), 1031-1032.

[32] S.G. Narasimhan et S.K. Nayar, Shedding light on the weather, IEEE Computer
Society Conference on Computer Vision and Pattern Recognition, USA, 1 (2003),
665-672. |

[33] H.A. Priestley, Introduction to Complex Analysis, Clarendon Press. OXFORD 1990

|34] R. Varga et A. Carpenter , Zeros of the partial sums of cos(z) and sin(z), Numerical

~Algorithms, 25 (2000), 363-375.

[35] E.G. Sénchez-Manzano, M.A. Gémez-Villegas et J.-M. Marin-Diazaraque, A matrix
variate generalization of the power exponential family of distributions, -Communica-

tions in Statistics, Theory and Methods, 31 (2002), 2167-2182.
[36] SAS User’s Guide version 9.2, SAS Institute Inc., Cary, NC,USA, 2002-2008.

[37] D. Sharma, On estimating the variance of a generalized Laplace distribution,

Metrika, 31 (1984), 85-88.

[38] M.T. Subbotin, On the law of frequency of error, Mathematicheskii Sbornik, 31
(1923), 296-300. | |

[39] P.R. Tadikamalla, Random sampling from the exponential power distribution, Jour-

nal of the American Statistical Association, 75 (1980), 683-686.

[40] J.M.G. Taylor, Properties of modelling the error distribution with an extra shape
parameter, Computational Statististics and Data Analysis, 13 (1992), 33-46.

38



[41] G.C. Tiao et D.R. Lund, The use of OLUMV estimators in inference robustness
sfudies of the location parameter of a class of symmetric distributidns, Journal of

the American Statistical Association, 65 (1970), 370-386.

[42] C.A. Tojéiro, F. Louzada-Neto et H. Bolfarine, A Bayesian analysis for accelerated
lifetime tests under an exponential power law model with threshold stress, Journal

of Applied Statististics, 31 (2004), 685-691.
[43] M.C. Turner, On heuristic estimation methods, Biometrics, 16 (1‘960), 299-301.

[44] M.K. Varanasi et B. Aazhany, Parametric generalized Gaussian denéity function,

Journal of the Acoustical Society of America, 86 (1989), 1404-1415.

[45] S, Vianelli, La misura della variabilita condizionata in uno schema generale delle

curve normali di frequenza, Statistica, 42 (1963), 155-176.

[46] R. Zeckhauser et M. Thompson, Linear regression -with non—normal'error terms,

Review of Economics and Statistics, 52 (1970), 280-286.

89



