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Sommaire

Une boucle incassable est une boucle ne contenant aucune sous-boucle propre. Ce mé-
moire propose la construction de quatre familles de boucles incassables caractérisées par
leur commutativité et par leur groupe de multiplication. La premiére famille est tout sim-
plement une famille de boucles incassables de tout ordre. La seconde famille est une famille
de boucles incassables commutatives d’ordre premier dont le groupe de multiplication est
le groupe symétrique. La troisieme famille €largit la seconde a tous les ordres impairs. La
derniére famille est une famille de boucles incassables commutatives d’ordre impair dont
le groupe de multiplication est le groupe alterné.



Remerciements

J’aimerais remercier mes parents de m’avoir soutenu et encouragé dans tous mes pro-
jets. Puisqu’ils ont toujours cru en moi et ont fait de moi la personne que je suis aujourd’hui,

ce mémoire est autant le leur que le mien.

Je tiens également & remercier ma conjointe Myriam qui m’a fait I’honneur de partager
ma vie depuis plus de 6 ans. Je lui dois une grande partie de la motivation et de I’inspiration

qui m’ont permis de réaliser ce travail et de me rendre 1 ou je suis.

Je remercie mon frére et ma soeur qui partagent mes passions et qui me permettent
de discuter sans arrét de tout et de rien. Ils me connaissent comme personne d’autre et

lorsque je vois qu’ils ont confiance en moi, je ne peux qu’avoir confiance également.

J’exprime ma gratitude 3 mes amis qui m’ont toujours permis d’avoir du plaisir et de me
sentir important. En particulier Alexei et Philippe, 4 qui je dois la majorité des moments de

relaxation (voire procrastination) que j’ai eus durant la création et la rédaction de ce travail.

Finalement, j’aimerais remercier mon directeur Martin Beaudry pour m’avoir permis
de me dépasser. Il m’a accueilli a bras ouverts et m’a donné les ressources nécessaires a
mon essor. Il a toujours cru & mes capacités, dans les bons moments comme dans les moins

bons.

i



Table des matieres

Sommaire
Remerciements

. Table des matiéres
Liste des figures
Liste des tableaux
Liste des algorithmes
Introduction

1 Notions de base et définitions
1.1 Notionsd’algébre . . ... ................... . ... ...

1.2 Groupes de permutations . . . . .. ... .. e e e e e e e

1.3 Leslangages. . . . . . . . . o v i i it e e e e e
2 Préliminaires

2.1 Motivation . . . . . . ot e e e

2.2 Bouclesincassablesd’ordren>5 . ... ... .. e e e

2.3 Résultats expérimentaux . . . . . . . .« v ..t e e e e e e e e .

3 Famille de boucles incassables commutatives d’ordre premier, M(B) = S,
3.1 Résultatexpérimental . . . . ... ........... e e

ili

ii

iii

viii

ix



TABLE DES MATIERES

3.2 Construction et preuve

4 Famille de boucles incassables commutatives d’ordre impair, M(B) = S,

4.1 Résultat expérimental
4.2 Construction et preuve

5 Famille de boucles incassables commutatives d’ordre impair, M(B)

5.1 Construction et preuve

5.2 Exemples de boucles d’ordre 25 a 41

" Conclusion

............................

iv

74
74
92

98



Table des figures

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
1.17
1.18

2.1
22
23
24
2.5

Exemple: Tablede Cayley . . ... ... ... .. ... ... ....... 5
Exemple : Carré latind’ordre 3 . . . . . .. . ... .. ... oL 6
Exemple Rectangle latin d’ordre 5 de taille3par4 . . . . ... ... .. 6
Exemple : Bouclesd’ordre 5et6 . . . . ... ... ... e e e e e 8
Hiérarchie des structures algébriques finies . . . .. ............ 10
Exemple : Boucles isomorphes . . . . . .. e e e e e e e 1
. Exemple : Permutation, notation standard (ou matricielle) . . . . ... ... 13
Exemple : Permutationidentité . . . . .. ... ... ... .. .. ... .. 13
Exemple : Produit de permutations . . . . . . ... ... ... ....... 1\3
Exemple : Inverse d’une permutation . . . . . ... ... ... .. ..... 14
Exethple : Notation canonique d’une permutation . . . . . ... ... ... 14
Exemple : Transposition . . . . .. . ... ... ... ... .. ..... 14
Exemple : Permutation comme produit de transpositions . . . . . ... .. 15
Exemple : Parité d’une permutation par nombre d’inversions . . . . . . . . 16
Exemple : Table de la fonction de transition d de ’automate M . . . . . . .18
Exemple : Diagramme de transition de 'automate M . . . . . . ... ... 18
Exemple : Table de Cayley du semigroupe S . . . . ... ....... L..20
Exemple : Régles de lagrammaire G . . . . .. .. ... .......... 22
Exemple : Rectangle latin partiel avecidentité ~ . . . . . ... ... .... 28
‘Exemple : Rectangle latin partiel - PartiesGetD . . .. . ... ... ... 28
Exemple : Rectangle latinpartiel . . . ... ................. 29
Exemple : Rectangle latin, ordre impair . . . .. .. .. e e e e 29
Exemple : Rectangle latin, parties GetD . .. ... ... ......... 31

v


http://Bouclesisomorpb.es

TABLE DES FIGURES

2.6

2.7
2.8
2.9
2.10

3.1
3.2
33
34
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13

Exemple : Rectangle latin partiel, aprés partiesGetD . . ... ... ... 32

Exemple : Rectangle latin partiel, aprés changementsde 1 etde 0 . . . . . . 32
Exemple : Rectangle latin, ordrepair . . . . . ... ... ... ....... 33
Boucled’ordre 7Tavec M = A; . . . . . ... ... .. 36
Boucle d’ordre 8avec M Z Sget M ZE Ag . . . . . .. ... ... ... 36
Permutation permettant une rotation circulaire d’une autre permutation . . . 43
Boucle incassable modéle pour la premieére famille . . ... ... ... .. 44
Table de Cayley trouée pour la production de boucles . . . .. ....... 44
PortionZ,, decarrélatin . ... ... .. [ "~ 50
Carré latin incomplet - sans lesescaliers . . . . ... ... ... ...... 50
Généralisationde ’escalier . . . . . ... .. .. .............. 51
Généralisation de I’escalier pour p impair apreés la premicre étape . . . . . . 51
Généralisation de ’escalier pour pimpair . . . .. ... ... ....... 52
Alternance des marches pour pimpair . . . . ... ... ... ... ... 53
Cas particulier pour escalieravecn = 13etn =17 . . ... ... ... .. 53
Généralisation de I’escalier pour p pair aprés la premiére étape . . . . . . . 54
Généralisation de ’escalier pour ppair . . . . . . .. e e e e e 54
Alternance des marchespourppair. . . . . .. .. ... ... .. ... .. 55
Table de Cayley trouée pour modeéle d’ordre 21 . . . .. ... .. R 59
Table de Cayley - PortionZ,, . ... ... .. e e e e 61
Tablede Cayley - Triangle . . . ... ... ................. 62
Triangletype . . . . . . . . ... e e e e 62
Triangledebase . . . . . .. . .. . . ... ... ... . 63
Trianglededépart . . . . . . . .. ... . .. ... ... 63
Triangle de départ - vueparcolonne . . . . . ... ... ... ....... 64
Exemple - nouveautriangle . . . . .. .............. ... ... 64
Extrémité dubandeau . . ... .. ... ... ... ... L. I 65
Table deCayley-Incassable . . ... ... ................. 66
Permutations Lo et L3 . . . . . . . . 0 i i e e e e e e 69
Permutationsacet 3 . . . . . . . .. e e 69
Calculdey = (Ly* L3) Yk Lyx Lo o o o o o ooeee e e et 70



TABLE DES FIGURES

4.14

5.1
5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
521
522
5.23
5.24
5.25
5.26
5.7
5.28
5.29

Permutation L, . . ... .. e e e e e e e e e e 70
Tablede Cayley . . . . . o o oo o 76
Bw+13 : Sous-bandeau de taille 23 - Concaténationde Bijget Bys . . . . . w77
Lipouri € [B,n—2\{P+2,p+4} . o 78
Li oo F RN 80
Lo o o e e 80
La . e e e 80
7 81
Ly . o e e 81
Lpto o oo e 81
Lppa - o o o e 82
Loci oo R 82
Big : Sous-bandeaudetaille 10 . . . . . . . ... ... ... ... .. ... 83
Bisz:Sous-bandeaudetaille 13 . . . . . . ... ... .. ... .. ..., 84
B4 :Sous-bandeaun detaille14 . . . . .. . .. ... ... ... e e e 85
Bis . Sous-bandeaudetaille 15 . . . . . . . oo 86
Big : Sous-bandeaudetaille16 . . . . .. . ... ... .. ... ... .. 87
Bi7:Sous-bandeaudetaille 17 . . . . . . . . ... ... .. .. ... 88
Big : Sous-bandeaude taille 18 . . . . . . ... ... .. I 89
Bjg : Sous-bandeaudetaille 19 . . . . .. ... .. ... .. ... .. ... 90
By : Sous-bandeau de taille21 . . . . .. . .. ... ... . ... 9] -
By, : Sous-bandeaudetaille22 . . . . .. ... .. ... ... .. 92
Bandeau d’'une boucled’ordre 25 . . . . . . .. ... ... ... .. 93
Bandeau d’une boucle d’ordre 27 . . . . . . . .. e 94
Bandeau d’une boucled’ordre29 . . . . . ... ... ... ... ... .. 94
Bandeau d’une boucle d’ordre 31 . . . . . . .o o 95
Bandeau d’'uneboucled’ordre 33 . . . . . . . .. ... ... oL 95
Bandeau d’'une boucled’ordre 35 . . . . . . .. ... ... 96
Bandeau d’'une boucled’ordre 39 . . . . . .. ... ... ... 96
Bandeau d’une boucle d’ordre 41 . . . . . e e e e e e e e e e e e e e 97

vii



Liste des tableaux

1.1

2.1
2.2

4.1

5.1

Exemple : Inventaire des éléments du semigroupe S . . . . . e e 20
Résultat de 1a générationdesboucles . . . . ... ... ... ... ...... 35
Groupe de multiplication des boucles incassables . . . . ... ....... 35
Isomorphisme . . . . .. ... ... . ... .. 71
Nombre d’inversions pour les lignes 6, p,p+letp+3. . ... ... ... 79 |

viii



Liste des algorithmes

O 0 N1 N bW N

—
—_— O

Effectue la fermeture d’unensemble . . . . . . .. .. ... ... ... ... 12
Vérifie si laboucleestincassable . . . ... ... .............. 38
Valide si le groupoide est associatif . . .. ... ............... 39
Calcule le produit de deux permutations (sous forme de vecteur) . . . . . . . 39
Calcule le groupe de multiplication d’un quasigroupe . . . . . . . ... ... 40
Décide siun groupoide est commutatif . . . . . ... ... ... ... 45
Retourne tous les isomorphismes d’une boucle (garde ’identité a0) . . . . . 46
Applique l'isomorphisme sur le groupoide . . . . . .. .. ... ... ... 47
Remplace les ? par des éléments afin d’obtenir un quasigroupe . . . . . . .. 48
Construit tous les ensembles S; possibles . . . . . . ... ... ... ... .72
Construit tous les bandeaux possibles a partir d’ensembles S; . . . ... .. 73

X



Introductvion

Les quasigroupes et les boucles ont attiré 1’attention de plusieurs chercheurs, notam-
ment dans le domaine de la théorie des langages formels. La notion de boucles incassables
(boucles ne contenant aucune sous-boucle propre) a émergé de ces recherches. Le but de
ce mémoire est de montrer 1’existence de boucles incassables de tout ordre ainsi que de
présenter des familles infinies de boucles incassables.

Le premier chapitre de cet ouvrage permettra au lecteur de réviser les connaissances
de base nécessaires i la bonne compréhension des chapitres qui suivront. Les notions qui
seront vues dans ce chapitre portent sur ’algébre en général, sur les groupes de permuta-
tions ainsi que sur la théorie des langages formels. '

Dans le second chapitre, nous présenterons les motivations qui nous ont poussé i étudier
les boucles incassables. Nous présenterons égalemént notre premié¢re famille de boucles.
Cette famille a été construite par Martin Beaudry et Frangois Lemieux pdur un article qui
n’est pas encore publié. L’utilité de cette famille est de montrer que, peu importe 1’ordre
supérieur ou égal a 5, il existe une boucle incassable de cet ordre. Enfin, nous donnerons

certains résultats expérimentaux préliminaires qui ont orienté notre recherche.

Dans le troisi¢me chapitre, nous présenterons une famille infinie de boucles incassables
commutatives d’ordre premier supérieur ou égal a 13 dont le groupe de multiplicafion est
le groupe symétrique. De plus, nous présenterons les données expérimentales qui nous ont
permis de construire cette famille..

Dans le quatriéme chapitre, nous commencerons par montrer de nouvelles données



INTRODUCTION

expérimentales basées sur celles du troisiéme chapitre qui nous permettront de construire
les deux prochaines familles de boucles incassables. Ensuite, nous décrirons une famille
infinie de boucles incassables commutatives d’ordre impair supérieur ou égal 4 21 dont le

groupe de multiplication est le groupe symétrique.

Dans le cinquiéme chapitre, nous présenterons une famille infinie de boucles incas-
sables commutatives d’ordre impair supérieur ou égal a 43 dont le groupe de multiplication
 est le groupe alterné. Ensuite, nous donnerons des exemples de boucles incassables com-
mutatives d’ordre impair compris entre 25 et 41 dont le groupe de multiplication est le
groupe alterné.

Plusieurs travaux ont déja été réalisés sur des sujets connexes. Voici quelques uns de
ces travaux. Jean-Pierre Guy s’est penché sur les groupes isomorphes aux groupes de mul-
tiplication des quasigroupes [11]. Egalement, Jorg Schwenk a effectué une classification de.
quasigroupes commutatifs [21]. Ensuite; Wanless a présenté une méthode pour construire
un carré latin ne contenant aucun carré latin autre que lui-méme [24]. Il a utilisé cette
méthode pour montrer I’existence de ce type de carrés latins'pour plusieurs ordres. Cette
méthode a ensuite été étendue a tous les ordres impairs par Wanless, Maenhaut et Webb
[13]. Le contenu du présent travail se distingue des recherches déja effectuées par le fait
que nous imposons & nos quasigroupes d’avoir un élément identité (boucles) et un groupe
de multiplication bien précis. ’

En plus de fournir des familles infinies de boucles incassables pouvant servir a dé-
montrer de nouvelles théories ou bien a construire des exemples, notre mémoire présente
une grande quantité d’outils (expérimentation, algorithme, etc.) qui, nous I’espérons, seront
utiles pour construire de nouvelles familles infinies de boucles.



Chapitre 1

Notions de base et définitions

Dans ce premier chapitre, nous passerons en revue les éléments théoriques de base
qui seront utilisés tout au long de 1’ouvrage. Nous débuterons par un survol de la théorie
des quasigroupes et des boucles. Ensuite, nous verrons quelques bases de la théorie des
permutations et des groupes de permutations. Enfin, nous verrons certains éléments de la
théorie des léngages formels qui sont pertinents a notre travail.

1.1 Notions d’algébre

Les quasigroupes et les boucles sont des structures algébriques dont la loi de composi-
tion interne n’est pas nécessairement associative. Pour présenter plus précisément ce qu’est
un quasigroupe et une boucle nous aurons besoin de certaines notions de base de la théorie
des ensembles. Pour plus d’information sur les quasigroupes et les boucles, voir [15]. Sauf
lorsque le contraire sera spécifi€, les ensembles utilisés dans ce travail seront toujours des
ensembles finis. ‘

Les notations de la théorie des ensembles utilisées dans ce documents sont classiques.
Pour les ensembles A, B et C, on note f : A — B une application (ou fonction) de A
dans B, ou A est le domaine de f et B est son codomaine. Poura € Aetb € B, on note
f(a) = b le fait que I’application de la fonction f sur I’élément a résulte en I’élément b.
Prenons g : B — C, on note la composition de fonctions (g o f)(a) = g(f(a)). Le produit

3
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cartésien est noté A x B et les éléments d’un produit cartésien sont notés (a,b) € A x B.
Le produit A x A peut étre notée A%. La cardinalité de A est notée | A|. Nous utiliserons les

opérations booléennes suivantes :
1. L'unionde Aetde B: AUB = {z|z € Aouz € B}
2. Lintersectionde Aetde B: ANB ={z|z € Aetz € B}
3. Lasoustractionde A par B: A\B = {z|z € Aetz ¢ B}
Définition 1.1.1 Soit f : A — B une application, on dit que f est surjective si tout élément

du codomaine est I’image d’au moins un élément du domaine. Formellement, Vb € B, Ja €
A, f(a) = b. On appelle surjection une application surjective.

Définition 1.1.2 Soit f : A — B une application, on dit que f est injective si tout élé-
ment du codomaine est I’'image d’au plus un élément du domaine. Formellement, ¥(a, b) €
A2, f(a) = f(b) = a = b. On appelle injection une application injective.

Définition 1.1.3 Soit f : A — B une application, on dit que f est bijective si f est injective
et surjective. On appelle bijection une application bijective. ’

Proposition 1.1.1 Soit f : A — B une application. Si les ensembles A et B sont finis et
de méme cardinalité, alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. f estinjective,
2. f estsurjective,

3. f est bijective.

Preuve : Voir [19]. |

Définition 1.1.4 On appelle loi de composition interne sur un ensemble A une application
x de A x A dans A. Pour tout (a,b) € A% et c € A, on notera a xb = c ou ab = c au lieu
de x(a,b) =c.

Définition 1.1.5 On appelle groupoide un ensemble non vide A muni d’une loi de com-
position interne x. Nous noterons ce groupoide (A, ). Lorsque cela n’induit aucune ambi-
guité, nous utilisons A pour représenter le groupoide (4, -). '

4
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figure 1.1 — Exemple : Table de Cayley

Définition 1.1.6 On appelle table de Cayley la table de 1’opération d’un groupoide.

Définition 1.1.7 Chacune des lignes (resp. des colonnes) d’une table de Cayley d’un grou-
poide A représente une application de A vers A. Cette application est appelée translation a
gauche (resp. a droite) et on la note L, (resp. R,) pour tout ¢ € A. Plus formellement, on
a Lq(z) = a - z (tesp. Ry(z) = z - a) pour tout z € A.

Définition 1.1.8 Un groupoide A est dit commutatif siz -y = y -z pourtout z,y € A.

Proposition 1.1.2 Soit A un groupoide. A est commutatif si et seulement si L, = R, pour
tout a € A.

Preuve : Voir [15] ‘ n

Définition 1.1.9 Un groupoide A est dit associdtif si(z-y)-z=2x-(y- z2), pour tout
z,y,z2 € A

Proposition 1.1.3 Soit A un groupoide, les affirmations suivantes sonf équivalentes :
1. Aest assoc.iatif,
2. R() = Ryo R, pour touta, b € A,
3. L(gs) = La o Ly pour tout a, b € A.

Preuve : Voir [15] - |
Définition 1.1.10 On appelle semigroupe un groupoide associatif.

Définition 1.1.11 Un quasigroupe A est un groupoide ou, pour tout a € A, L, et R, sont
des bijections.
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Remarque : Par la proposition 1.1.1, si le groupoide A est fini, alors I’injectivité ou la
surjectivité de L, et R, sont suffisantes pour qu’on ait un quasigroupe.:

Définition 1.1.12 Un carré latin d’ordre n (n > 1) est un carré de n lignes par n colonnes
‘contenant n éléments distincts et o chaque élément apparait une et une seule fois dans

chaque ligne et dans chaque colonne.

— N O
N O =
[l ]

figure 1.2 — Exemple : Carr¢ latin d’ordre 3

Définition 1.1.13 Un rectangle latin d’ordre n de taille r par s est un rectangle de r lignes
par s colonnes pour r < n et s < n tel que chacun des n éléments apparait au plus une
fois dans chacune des lignes et chacune des colonnes. On peut considérer un rectangle latin

~ comme un sous-rectangle d’un carré latin.

012 4
2413
4 3 01

ﬁguré 1.3 — Exemple : Rectangle latin d’ordre 5 de taille 3 par 4

Proposition 1.1.4 Soit A, un groupoide fini. Alors les affirmations suivantes sont équiva-

lentes :
1. A est un quasigroupe,

2. Pour a,z,y € A,onaa-x =a- y = T = Y ‘(loi d’annulation a gauche) et
z-a=7y-a= =y (loid’annulation & droite),

3. Latable de Cayley de A est un carré latin.
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Preuve :

1—2 : Puisque L, est injective, pour tout a € A, L,(z) = L,(y) = z = y. De maniére

similaire, puisque R, est injective, pour touta € A, R,(z) = R,(y) = z = y.

2—3 : Par la loi d’annulation a gauche, Va,z,y € A,L,(z) = L.(y) = =z = y._

Egalement, par la loi d’annulation a droite, Va, z,y € A, R,(z) = R,(y) = z = y.

Puisque les L, correspondent aux lignes de la table de Cayley et les R, correspondent.

aux colonnes, toutes les lignes et toutes les colonnes ne contiendront qu’une et une

seule fois chaque élément de A. Donc, la table de Cayley de A est un carré latin.

3—1 : Posons que. M, la table de Cayley de A, est un carré latin. Chacune des lignes

et colonnes de M contient au moins une fois chacun des éléments de A. Puisque les

lignes de M correspondent aux L,, on voit que Va,c € A,3b € A tel que L,(b) = c.
" De manicre similaire, puisque les colonnes de M correspondent aux R,, on voit que

Va,c € A,Jb € Atel que R,(b) = c. Donc, L, et R, sont surjectives. [ |

Corollaire 1.1.5 Soit A, un quasigroupe. Alors pour (a,b) € A x A, il existe un unique
(x,y) € Ax Atelquea-z=y-a=h

Définition 1.1.14 Soit A, un groupoide. On appel é/ément identité a gauche (resp. a droite)
de A unélémente € A tel que L.(a) = a (resp. R.(a) = a) pour tout a € A. Si un élément
e € A esta la fois un élément identité a gauche et a droite de A, on le nomme élément
identité de A.

Proposition 1.1.6 Quand il existe, 1’élément identité d’un groupoide est toujours unique.

Preuve : Voir [15] n

Définition 1.1.15 Un monoide est un semigroupe avec un élément identité.

Définition 1.1.16 Une boucle est un quasigroupe avec un élément identité.



1.1. NOTIONS D’ALGEBRE

012345
012 3 14

0j0 1 2 3 4 5
0(0 1 2 3 14

1{1 2 0 4 5 3
1{1 2 0 4 3

212 0 351 4
2(2 3 4 01 g

313 4510 2
3(3 4120

414 51 2 3 0
414 0 3 1 2
(a) Ordre 5 55 3 4 0 2 1

(b)Ordre6

figure 1.4 — Exemple : Boucles d’ordre 5 et 6

A partir de maintenant, méme s’il n’est pas directement spécifié, I’élément 0 d’une boucle

sera toujours 1’élément identité.

Définition 1.1.17 On appelle groupe un monoide (A, -) dans lequel pour chaque élément

a€ A, ilexisteuninversea™' € Atelquea-a'=al-a=e.

Proposition 1.1.7 Soit A un quasigroupe fini. Si A est associatif, alors il posséde un élé-
ment identité. |

Preuve : Puiéque A est non vide, il posséde un élément a € A. Pﬁisque L, est une
bijection, il existe un unique ¢ € A tel que L,(e) = a. Maintenant, prenons b € A un
¢lément de A. Puisque R, estune bijection, il éxiste un unique y € A tel que R,(y) = b. .
Donc,ona R,(b) =b-e = (y-a)-e = yb- (a-e) = y-a = R,(y) = b (par associativité).
Donc, R.(b) = bpour tout b € A implique que e est un élément identité 4 droite dans A.

Maintenant, prenons b € A, un élément de A. Nous avons donc b+ b = (b - e)-b=
b- (e - b) (par associativité). Par la loi d’annulation & gauche (proposition 1.1.4), on a
queb-b=>-(e-b)implique b = e - b. Donc, L.(b) = b pour tout b € A implique que
e est un élément identité & gauche dans A. Puique e est un élément identité A gauche et
& droite de A, e est I’élément identité de A. * . u

Corollaire 1.1.8 Soit A un quasigroupe fini. Si A est associatif, élors A est une boucle.

Proposition 1.1.9 Soit A un quasigroupe fini. Si A est associatif, alors A est un groupe.

8
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Preuve : On sait que A est associatif et que par la proposition 1.1.7, A posséde un
identité e unique. On doit montrer que pour tout a € A, il existe un inverse =1 € A tel
quea-a ' =a"!-a = e. Puisque A est un quasigroupe, alors par le corollaire 1.1.5, il
existe un élément (b,c) € A%telquea-b=c-a=e.Donc:a-b=c-a=>c-(a-b) =
c-(c-a)=(c-a)-b=c-(c-a)=>e-b=c-e=>b=c Donc,b=c=alest

I’inverse de a. [ |

Proposition 1.1.10 Tout groupe est une boucle.

Preuve : Soit Aun groupe. On sait que A posseéde un élément identité. On doit montrer
que A est un quasigroupe. Soit z € A et (a,b,c,d) € A% tels que L (a) = L,(b) et
R.(c)=R,(d).Onaz-a=z-b=>z1-(z-a)=21-(z-b)=>(z7! z)-a=

1

(z7!-z)-b=>a=0»>. Similairement,c-z=d-r=>c-z-z7'=d-z-z ! =>c=d.

- Donc, L, et R, sont injectives pour tout x € A. B |

La figure 1.5 permet de bien voir les relations entre les structures algébriques définies

jusqu’ici.

Définition 1.1.18 Soit (A, -) un quasigroupe (resp. boucle, groupe) et B un sous-ensemble
de A. On dit que (B, -) est un sous-quasigroupe (resp. sous-boucle, sous-groupe) de (A, -)
si (B, -) est un quasigroupe (resp. boucle, groupe).

Proposition 1.1.11 (Théoréme de Lagrange) Si H est un sous-groupe du groupe G, alors
|H| divise |G|. -

Preuve : Voir theoréme 4.11 de [1]. , |

Définition 1.1.19 Soit A une boucle (resp. groupe) et 0, I’élément identité de A. On voit
que {0} et A sont toujours des sous-boucles (resp. sous-groupes) de A. On appelle ces
sous-boucles (resp. sous-groupes) les sous-boucles (resp. sous-groupes) impropres de A.
Une sous-boucle (resp. sous-groupe) qui n’est pas impropre est dite propre.

Définition 1.1.20 Soit A une boucle. On dit que A est incassable si elle ne contient aucune
sous-boucle propre.
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(Ensemble)

Loi de composition interne

Loi d’annulation

Associatif

Elément identité Elément identité

(Monoide)

Inverse

Associatif

Boucle

Associatif

figure 1.5 — Hiérarchie des structures algébriques finies

Définition 1.1.21 Soit (A, e) et (B, o), deux qilasigroupes (resp. boucles, groupes). On
appel morphisme ou homomorphisme de (A, ) dans (B, o) une application f de A dans B
telle que f(z @ y) = f(x) o f(y) pour tout z,y € A.

Définition 1.1.22 Soit (A, e) et (B, o), deux quasigroupes (resp. boucles, groupes). On
appelle isomorphisme de (A, o) dans (B, o) un morphisme bijectif de (A, ) dans (B, o).
Intuitivement, un isomorphisme de (A, ) dans (B, o) correspond au renommage de chacun
des éléments de A par les éléments de B. On appelle classe d’isomorphisme d’un quasi-
groupe (resp. boucle, groupe) (A, e) ’ensemble des quasigroupes (resp. boucles, groupes)
isomorphes & (A, e). Lorsque (A4, o) et (B, o) sont isomorphes, on note (A4, ¢) = (B, o) ou
A= B. ‘

Exemple : Soit I’ensemble A = 0,1, 2,3, les deux boucles (A, o) et (A, o) suivantes sont

10
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isomorphes (I’élément 1 a été renommeé 2 et 2 renommé 1) :

e|01 23 o|0213 o|l0123
oj[o 123 0[0213 0j01 23
1{1 23 0=22130=:1{10 32
212301 11302 2(2310
3|3 012 3/3021 3/3201

figure 1.6 — Exemple : Boucles isomorphes

Définition 1.1.23 Soit (A4, -) un quasigroupe (resp. boucle, groupe) et soit.} # S C A.
Prenons T I’ensemble de tous les sous-quasigroupes (resp. sous-boucles, sous-groupes)
contenant les éléments de .S. L’intersection des éléments de 7" est notée (S) et est appelée

sous-quasigroupe (resp. sous-boucle, sous-groupe) engendré par S.

Pour trouver tous les éléments d’un groupe engendré par un ensemble d’éléments, il suffit
d’utiliser 1’algorithme 1.

11
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Entrée: S : Ensemble générateur.

Loi de composition interne de (S)
Sortie : le quasigroupe (resp. boucle, groupe) (S) engendré par S

| FERMETURE ENSEMBLE(S,-) début
Copier les éléments de .S dans un nouvel ensemble (S)

fin = Faux
tant que fin = Faux faire
pour tout (a, b) € (S) x (S) faire
c:=a-b
sic & (S) alors
Ajouter c dans (S)
fin = Fauz
fin si

fin pbur tout

fin tant que

. retourne (S)
fin

Algorithme 1 : Effectue la fermeture d’un ensemble

1.2 Groupes de permutations

Maintenant que nous avons les bases nécessaires concernant les quasigroupes et les
boucles, nous sommes intéressés a séparer ces boucles incassables en plusieurs classes.
Pour ce faire, hous allons utiliser les groupes de permutations isomorphes aux groupes de
multiplication de ces boucles.

Une grande partie des notions de cette section sont prises du livre de la série Schaum
- sur la théorie des groupes [1]. ‘

Définition 1.2.1 On appelle permutation d’ordre n une bijection de I’ensemble X vers X

pour | X| = n.

12
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Notation : La notation standard d’une permutation place sur une premiére ligne les élé-
ments dans leur ordre naturel et sur une deuxiéme ligne les images correspondantes.

E)cemple : Considérons I’ensemble X = {1,2, 3,4} et I’application o telle que o(1) = 2,
o(2) =4, 0(3) = 1 et (4) = 3. L’application o est une permutation de X.

1234
2413
figure 1.7 — Exemple : Permutation, notation standard (ou matricielle)

Définition 1.2.2 La permutation identité est la permutatlon P qu1 ne change pas 1’ordre
initial des éléments.

figure 1.8 — Exemple : Permutation identité

Le produit de deux permutations P, P, correspond a la composition de fonctions P, o P;.
1 2345 1 2345) (12345
32541)\25314) \35412

figure 1.9 — Exemple : Produit de permutations

Pour trouver ! 'inverse d 'une permutation, nous avons qu’a inverser le domaine et 1’image
~ comme dans ’exemple dela figure 1.10.

Définition 1.2.3 Soit P, la permutation d’ordre n sur X. Soit a;, - - - , ax € X des éléments

de X tels que 1 < k < mnetque P(a;) = ag, P(ay) = as, -, Plag_1) = ax et que
P(ax) = a;. On appelle cycle de P la suite d’éléments a;,- - - ,ax et on note ce cycle
(al ak)-

13
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[

oW
[N
- O
N——

.
I

34521 12345
12345 5412 3

Lo
= b

(11510

| figure 1.10 — Exemple : Inverse d’une permutation

12345

Par exemple, la permutation P =
345 2

) peut étre décomposée en 2 cycles :

(1 35)et(24).

Notation : Certaines fois, il peut étre utile de représenter les permutations en donnant la
liste de leurs cycles de longueur supérieure ou égale a 2. On parle de la notation canonique
d’une permutation. '

12345
(3‘ 45 2 1)2(135)(24)

figure 1.11 — Exemple : Notation canonique d’une permutation

Définition 1.2.4 On appelle transposition une permutation qui déplace seulement deux

éléments.

1 23 4
> )=y
14325
figure 1.12 - Exemple : Transposition

Proposition 1.2.1 Toute permutation peut étre écrite comme un produit de transpositions.

Preuve : Voir [22] : » | ]
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(12345

345 2 1):(135)(24)=(1 3)(3 5)(2 4)

figure 1.13 — Exemple : Permutation comme produit de transpositions

Définition 1.2.5 On appelle permutation paire (resp. impaire) une permutation qui peut
étre écrite comme un produit d’un nombre pair (resp. impair) de transpositions.

Définition 1.2.6 On appelle signature d’une permutation P la fonction :

' 1 - siPest paire
sng(P) = . o
—1 si P est impaire
Pour calculer cette fonction, prenons X = 0,...,n — 1 les n €léments ordonnés de P et
o : X — X la fonction de P qui prend ¢ et I’envoie sur o (). Le calcul de la fonction se

fait de la maniére suivante :
mg(P) = [ 70 =200
i<y t—=7J

On dit que deux éléments ¢ et j forment une inversion sii < j et que (i) > o(j). On peut
donc voir que la formule ci-dessus calcule le nombre d’inversions dans la permutation.
Le nombre d’inversions permet donc de savoir la parité de la permutation. Pour calculer
le nombre d’inversions par rapport a un élément x a la position y, on regarde le nombre
d’éléments inférieurs a = dans les positions supérieures a y. Le nombre total d’inversions
dans une permutation est la somme des nombres d’inversions par rapport & chacun des
éléments de la permutation. Une permutation est paire si et seulement si le nombre d’in-
versions dans la permutation est pair. La figure 1.2 montre un exemple de calcul de parité

d’une permutation.

15
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12345
o =
5324 1

Nombre d’inversions parrapporta 5 : 53241 — 4 5>3,56>2,5>4,5>1
3 : 3241 — 2 3>23>1 -
2 241 — 1 2>1
4 41 - 1 4>1

Nombre d’inversions dans o : : 8

Puisque le nombre d’inversions dans « est pair, alors « est paire.

figure 1.14 — Exemple : Parité d’une permutation par nombre d’inversions

Définition 1.2.7 On appelle groupe symétrique de degré n le groupe constitué de toutes les
permutations de n symboles. Ce groupe contient n! permutations et on le note S(n).

Définition 1.2.8 On appelle groupe alterné de degré n le groupe contenant toutes les per-
mutations paires de n symboles. Ce groupe contient %’ permutations, il est un sous-groupe
de S(n) et on le note A(n).

Définition 1.2.9 Soit A un quasigroupe et a € A un élément de A. Puisque L, et R,
sont des bijections de A vers A, La et R, sont des permutations. On appelle groupe de
multiplication de A, noté M(A), le groupe de permutations engendré par les permutations
L, et R,. Formellement, M(A) = ({L,,a € A} U{R,,a € A}).

Proposition 1.2.2 Si G et H sont deux boucles isomorphes, alors M(G) = M(H).

Preuve : voir Théoréme II1.2.7 dans [15] » |

1.3 Les langages

- L’étude algébrique des langages permet d’étudier ceux-ci avec une approche différente
de I’approche utilisant les grammaires, automates et expressions réguliéres. Les notions de
cette section sont principalement tirées de [12].

16
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Définition 1.3.1 On appelle alphabet A un ensemble non vide de symboles.

Définition 1.3.2 Le semigroupe libre A* est ’ensemble de tous les mots qu’il est possible
de former avec I’alphabet A en utilisant la concaténation (pour tout z,y € A*, zy € A™).

Définition 1.3.3 On appelle mot vide ¢ ’unique mot tel que Vz € A%, ex = ze = z. 1l
s’agit de 1’élément identité de la concaténation. '

Définition 1.3.4 Soit A un alphabet. Si on ajoute le mot vide ¢ au semigroupe libre A*, on
obtient le monoide libre A*. Formellement, A* = At U {e}.

Définition 1.3.5 On appelle /angage sur I’alphabet A un sous-ensemble des mots du mo-
noide libre A* (semigroupe libre A* si le mot vide est exclu).

Le premier pas pour en arriver a une représentation algébrique d’un langage est de trouver
une équivalence entre les langages et une structure'algébrique. On y arrive en montrant
qu’un automate peut représenter un langage régulier et qu’un semigroupe peut représenter
un automate.

Définition 1.3.6 Soit A un alphabet et ¢ le mot vide. Les langages réguliers sur A sont \
définis récursivement :

— Base: 0, {¢} et {a} pour a € A, sont des langages réguliers.
— Récursion : Soit X et Y deux langages réguliers sur A, alors les langages suivants
sont réguliers sur A :

e XUY={weAlweXouweY}
o XY = {wyw; € A*|lw, € X etwy € Y}
o X*=|JX ouX"={e}et X" = XX

>0 :
— Cléture : X est un langage régulier sur A si et seulement si il peut étre obtenu a

partir de langages de base en effectuant un nombre fini de récursions.

17
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Définition 1.3.7 Un automate fini est un quintuplet M = (Q, A, 4, g5, F), ol Q est un
ensemble fini d’états, A est un alphabet, go € Q est I’état initial de I’automate, F C Q |
est I’ensemble des états accepteurs de I’automate et & : Q@ xA — Qestla fonction de
transition. On a que 6(q, wyws) = 6(6(q, wy), ws) et §(q,¢) = g. Un mot w € A* est
accepté par M si et seulement si §(go, w) € F. Le langage accepté par M, noté L(M), est
’ensemble des mots de A* acceptés par M. -

Exemple : Soit I’automate fini M = (@, A,8,q0, F) avec Q = {q,q1,¢}, A = {a,b},

F = {qg3} et 6 est représentée par la figure 1.15.

figure 1.15 — Exemple : Table de la fonction de transition ¢ de ’automate M

Pour ceux qui connaissent la représentation d’un automate sous forme de diagramme de
transition (voir [12]), ’automate décrit par la figure 1.15 est représenté par le diagramme
de transition de la figure 1.16.

figure 1.16 — Exemple : Diagramme de transition de I’automate M

Le langage accepté par cet automate est celui des mots finis contenant aa. Formelle-
ment, L{(M) = {uaavju € A* etv € A*}. a

18
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Proposition 1.3.1 (Théoréme de Kleene) Un langage L est régulier si et seulement s’il
existe un automate fini M tel que L = L(M).

Preuve : Voir [12]. : |

Maintenant, remarquons que chaque mot w de A" (resp. A*) définit une application a,
de Q dans Q telle que o, : ¢ — d(q, w). La composition des applications est associative,
ce qui implique que les o, engendrent un semigroupe appelé semigroﬁpe de transition (ce
semigroupe est un monoide si on tient compte du mot vide). Par contre, ce Semigroupe
ne prend en compte que la structure de I’automate fini (¢’est-a-dire les ensembles @, A et
les transitions &). La définition suivante montre comment un semigroupe peut reconnaitre
un langage. Noter que I’état initial est intrinséque dans le semigroupe S et que le sous-
ensemble F' correspond aux états finaux.

Définition 1.3.8 Soit A un alphabet, L C A* un langagé sur I’alphabet A et S un semi-.
groupe. On dit que S reconnait L s’il existe un morphisme ¢ : A* — S et un sous-ensemble
FC Stelque L = ¢~ 1(F).

Exemple : Soit L = {uaav|u € A* et v € A*}, un langage sur I’alphabet A = {a,b}.
Soit S = {a, b, a?, ab, ba}, le semigroupe engendré par toutes les transitions de I’automate
(induites par la fonction de transition comme dans I’exemple de la définition 1.3.7). Pour
construire ce semigroupe, on utilise Ie tableau 1.1.
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mot| g qi gz | Elément

4G 42 @ a
b | @ @ b
a® | @ 4 @ a
bb | g o ¢ b
ab |q ¢ ¢| ab
ba |q1 @1 @ ba
o |2 @ @| o
b | ¢ @ a?
abat g1 @ g a
abb | qo @ ¢ ab
baa | g2 q2 @2 a

bab | g0 q ¢ b

“tableau 1.1 — Exemple : Inventaire des éléments du semigroupe S

La table de Cayley de S est :

a b a® ab ba

a? ab a® a® a

blba b a®> b ba

a’|a® a® a® a? a?
ab| a ab a? ab

ba|a® b a® a® ba

figure 1.17 — Exemple : Table de Cayley du semigroupe S

On reconnait L avec ¢(a) = a, ¢(b) = b et F = {a?}. Noter qu’on confond a € S
et a € A. Ainsi, si on prend un mot exemple abbaabab qui fait partie du langage L, on
voit que ¢(abbaabab) = a?. Puisque a? € F, le mot abbaabab est accepté par le semi-
groupe. Par contre, si on prend le mot abbabab qui ne fait pas partie du langage, on obtient
¢(abbabab) = ab. Puisque ab & F, le mot abbabab n’est pas accepté par le semigroupe. [
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Cette notion de reconnaissance de langages par les semigroupes ainsi que le théoréme
de Kleene nous permettent d’énoncer un des théorémes majeurs dans 1’étude algébrique
des langages.

Proposition 1.3.2 Un langage est régulier si et seulement si il est accepté par un semi-
groupe fini.

" Preuve : Voir section 2.3 de [18]. : : ]

Ce théoréme a permis de faire I’étude des langages réguliers en utilisant la théorie des
semigroupes. 1 est possible d’avoir 1’équivalent au niveau des langages hors contexte. Pour
y arriver, nous avons besoin d’une structure algébrique plus puissante que les semigroupes.
Les groupoides ont donc été étudiés. Cette étude a porté fruit puisqu’il a été montré que les
langages reconnus par les groupoides sont exactement les langages hors contexte.

Définition 1.3.9 Une grammaire hors contexte est un quadruplet G = (V, A, P, S), ou V
est un ensemble fini de variables, A est un alphabet, P est un sous-ensemblede V x (VUA)*
représentant les regles et S € V est le symbole de départ (V et A doivent étre disjoints).
Un régle de P est écrite X — w,ou X € Vetw € (VUA)*

Définition 1.3.10 Soit G = (V, A, P, S) une grammaire hors contexte et v € (V U A)*.
L’ensemble des mots dérivables a partir de v eét défini récursivement :
— Base : v est dérivable a partir de v.
— Récursion : Si u = yX = est dérivable a partir de v et (X — w) € P, alors ywz est
dérivable & partir de v. | ' |
— Cldture : un mot est dérivable a partir de v si et seulement si il peut €tre dérivé a
partir de v par un nombre fini d’étapes de récursion.

Lorsqu’un mot u est dérivable & partir de v, on note v = u (v = wu si la dérivation n’utilise
qu’une étape de récursion). '

Définition 1.3.11 Soit G = (V, A, P, S) une grammaire hors contexte. Le langage engen-
dré par G (noté L(G)) est 'ensemble {w € A*|S = w}. Un langage hors contexte est un
langage engendré par une grammaire hors contexte.
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Exemple : Soit G = (V, A, P, S) une grammaire hors contexte avec V = {S, X, Y}, A =
{a, b} et P, ’ensemble des regles suivantes : '

XSY |

€

L LLl

)

b

figure 1.18 — Exemple : Régles de la grammaire G

Le langage engendré par cette grammaire est L(G) = {vw|v = a™,w = b" et n > 0}. V
Par exemple, si on prend le mot aabb, on peut faire la dérivation suivante :

S = XSY = aSY = aXSYY = aaSYY = aaYY = aabY = aabb
Ainsi, ona S = aabb, ce qui implique que aabb € L(G). O
Définition 1.3.12 Une grarhmaire hors contexte G = (V, A, P, S) est sous la forme nor-
male de Chomsky si chaque régle de P est sous une des formes suivantes :
1. X->YZ
2. X —a
onX,Y,ZeVetacA

Proposition 1.3.3 Tout langage hors contexte ne contenant pas le mot vide peut étre généré
par une grammaire hors contexte sous la forme normale de Chomsky.

Preuve : Voir Théoréme 4.5 dans [12]. | ]

La forme normale de Chomsky permet une gestion binaire (deux a deux) des variables de la
grammaire. De cette maniére, on peut représenter une dérivation sous forme d’arbre binaire
ou méme sous forme de parenthésage du mot engendré. Avec cet outil, nous pouvons définir
la reconnaissance d’un langage par un groupoide. En effet, puisqu’un groupoide n’est pas
associatif, le parenthésage des éléments dans une expression doit étre géré. Voici comment
on définit la reconnaissance d’un langage par un groupoide.
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Définition 1.3.13 Soit . C A* un langage, G un groupoide et ¢ : A* — G* le morphisme
induit par la fonction ¢ : A-— G. Pour tout w € A*, notons ng(w) I’ensemble des éléments
g € G tel que w peut étre évalué a g en utilisant le morphisme ¢ et un certain parenthésage.
On dit que G reconnait L s’il existe un sous-ensemble F' C G tel que pour tout w € A*
nous avons w € L si et seulement si ng(w) N F # 0.

Exemple : Nous allons voir un exemple de groupoide acceptant le langage hors contexte
L vu lors de I’exemple de la définition 1.3.11. Pour cela, nous allons transformer un peu
notre grammaire pour qu’elle soit sous la forme normale de Chomsky. Prenons la gram-
maire Q' = (V',A,P',B) avec V' = {B,C, X,Y}, A = {a,b} et P’ contient les régles

suivantes :

B — XC
B — XY
¢ — BY.
X —

Y — b

Nous voyons que cette grammaire est sous la forme normale de Chomsky et que L(Q)') =
L\{¢} (sans le mot vide). Pour gérer le mot vide, nous allons prendre une nouvelle gram-
maire Q = (V, A, P,S) avec V = V' U {S} et les régles de P sont :

S —- B
S — ¢
B — XC
B — XY
¢ —- BY
X —

Y —- b

On voit maintenant que L(Q)) = L (incluant le mot vide), mais cette grammaire n’est plus
sous la forme normale de Chomsky. Nous allons donc créer un groupoide qui utilisera la
structure de Q' pour calculer, mais contiendra un élément identité 1 qui permettra de gérer
le mot vide. Prenons donc le groupoide G = {0, 1, B,C,X, f’}. Les éléments de G avec un
chapeau sont en lien avec les éléments de V. L’élément O sert & remplir la table de Cayley
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1.3. LES LANGAGES

du groupoide. Si cet élément est utilisé lors du calcul d’un mot, le résultat de ce calcul ne

sera jamais accepté (0 ne fait jamais partie de F’). La table de Cayley de notre groupoide
est la suivante :

01 BC XY
olo o o 0o 0 0O
1101 BC XY
Blo B oo o C
clo ¢ 0o 0 0 O
X|o X 0o B o B
Yioy o 0 0 0

Posons le morphisme ¢ : A* — G* tel que ¢(a) = X, ¢(b) = Y, ¢(¢) = 1 et I’ensemble

F = {1, f?} correspondant aux éléments acceptés (F' contient la correspondance des va-

riables pointées par S). Prenons le mot aabb; on a ¢(aabb) = XXYY. Donc la fonction

7c qui retourne I’ensemble des parenthésages donnera : '

n(aabb) = {(XX)Y)Y), (RXY)Y), (XX)(YY)), ..}

Si on prend le parenthesage (X((X Y)Y) € ng(aabb), le calcul du résultat donne

(X((XT)Y) = (X(BY)) = (XC) =

Puisque B € F,ona ne(aabb) N F # (Z) d’ot on en déduit que aabb € L O
La démarche utilisée dans le précédent exemple est & la base de la démonstration de la

proposition suivante.

Proposition 1.3.4 Un langage est hors contexte si et seulement si il est reconnu par un
groupoide fini.

’

Preuve : Voir [6]. n
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‘Chapitre 2

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présenterons les motivations principales qui nous ont poussé a
étudier les boucles incassables. Ensuite, nous présenterons une preuve que, peu importe
I’ordre (fini) supérieur a 5, il existe une boucle incassable de cet ordre. Cette preuve nous
permettra de savoir que nous pouvons continuer d’étudier les boucles incassables sans ris-
quer d’avoir un ordre ou il n’existe aucune boucle incassable a étudier. Enfin, a la fin du
chapitre, nous donnerons les résultats expériinentaux préliminaires qui ont orienté notre
recherche.

2.1 Motivation

Comme nous 1’avons vu dans la derniére section, nous pouvons maintenant utiliser la
théorie des groupoides pour étudier les langages hors contexte. Par contre, le fait que le
groupoide soit une structure algébrique trés générale rend son étude trés difficile. On se
restreint alors a étudier les groupoides ayant certaines propriétés algébriques en commun.
L’utilisation du monoide de multiplication (similaire au groupe de multiplication des qua-
sigroupes) comme outil de caractérisation donne des résultats intéressants. Voir [2, 3, 4, 5]

pour des exemples.

L’intérét des quasigroupes, du point de vue des langages, est le fait que le monoide
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2.1. MOTIVATION

de multiplication d’un quasigroupe est toujours un groupe. Ce qui est également intéres-
* sant 4 propos des quasigroupes et des boucles, ¢’est que ce sont des structures qui ont déja
été significativement étudiées par les algébristes. On a donc pu en faire 1’étude en utilisant
les bases déja existantes. Le premier résultat qui est ressorti de cette étude est que tous
les langages reconnus par un quasigroupe sont réguliers [8]. Dans ce sens, on sait que les
quasigroupes ne sont pas plus puissants que les semigroupes en terme de reconnaissance de
langages. D’un autre c6té, les quasigroupes ont en commun avec les groupoides qu’ils ne
sont pas associatifs. Donc, I’étude des quasigroupes peut fournir une certaine compréhen-
sion de la reconnaissance d’un langage par une structure algébrique non associative. Cette
compréhension de la non-associativité sera utile pour 1’étude future des groupoides.

~ Ensuite, le résultat principal est sorti a propos des langages reconnus par les boucles.
On a démontré dans [4] qu’un langage est reconnu par une boucle finie si et seulement si
ce langage est un pdlynﬁme de langages a groupe. Un polyndme de langages A groupe est
une union finie de langages de la forme Loay L; - - - Ly_1a,Lg, ot k > 0, a; est une lettre
et L; est un langage a groupe (langage reconnu par un groupe). On appelle aussi langage
_régulier ouvert un polyndme de langages a groupe. '

Une autre classe de langages a été étudice a partir d’un cas particulier de boucles. En
effet, 1’étude des boucles qui ne possedent aucun sous.-groupe propre a permis de constater
qu’un langage L est reconnu par ce type de boucle si et seulement si L est un langage ré-
gulier ouvert et sans étoile (voir [5] et [3]). .

La classe des langages sans étoile sur ’alphabet A (notée SE(A)) est le plus petit
ensemble de langages vérifiant les conditions :

1. 0, A*,{a} € SE(A) pourtouta € A

2. SE(A) est stable pour 'union: X UY = {w € A*|lw € X ouw € Y}

3. SE(A) est stable pour la soustraction: X\Y = {w € A*lw € X etw ¢ Y}

4. SE(A) est stable pour la concaténation : XY = {w € A*|Ju € X etv € Y tel que

w = uv}.
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2.2. BOUCLES INCASSABLES D’ORDREnn > 5

Un léger probléme entre en ligne de compte. Construire des exemples de boucles ne
contenant pas de sous-groupes propres est trés difficile. Nous savons par contre qu’un
groupe est un cas particulier de boucles respectant 1’associativité (voir proposition 1.1.10).
Donc, en construisant des boucles incassables, on obtient des exemples de boucles ne conte-
nant aucun sous-groupe propre.

Dong, le but de cette étude est de construire des exemples de boucles incassables dont le
groupe de multiplication est connu. La premiére étape consiste & montrer qu’au moins une
boucle incassable existe pour tout ordre. Ensuite, on doit examiner quels sont les groupes
de muitiplication des boucles incassables de petite taille. Enfin, trouver des familles infinies
de boucles incassables ayant ces groupes de multiplication.

2.2 Boucles incassables d’ordre n > 5

Dans cette section, nous montrerons que peu importe I’entier n > 17, il existe une boucle
incassable d’ordre n. Pour les ordres 5 et 6, il suffit de voir les boucles de la figure 1.4 pour
voir qu’elles sont incassables. La preuve présentée dans cette section a été construite par
Martin Beaudry et Frangois Lemieux pour un article qui n’est pas encore publié. Elle est
basée sur la propriété suivante des rectangles latins.

Proposition 2.2.1 Soit 7" un rectangle latin d’ordre n de taille r par s basé sur les éléments
0,---,n— 1. Soit N(2), le nombre de fois o I’élément § apparait dans le rectangle latin. T’
peut étre étendu & un carré latin d’ordre n si et seulement si, pour tout ¢ € {0,--- ,n — 1},
NE <r+s—n. ' '

Preuve : Voir [20]. |

Théoréme 2.2.2 Pour tout n > 7, il existe une boucle incassable d’ordre n.

Preuve : v

Cas ou n est impair : Soit H = {0,1,---,2p}, un ensemble de n éléments avec
n=2p+1letp > 3.Prenons E = {0,1,--- ,p}et F = {p+1,p+2,---,2p}.
Nous allons construire un rectangle latin de hauteur » = p + 1 et de largeur s = n.
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2.2. BOUCLES INCASSABLES D’ORDRE n > 5

Nous noterons [z, j] pour i € E et j € H I’élément du rectangle latin & la ligne i et a la
colonne j. A chaque étape de la construction de notre rectangle latin, nous allons voir
un exemple pour n = 9 (p = 4).

En premier lieu, nous voulons imposer la présence de I’identité¢ dans notre rectangle
latin. Pour cela, nous mettons [4,0] = 7 et [0,j] = j pourtouti € Eetj € H.On
obtient le résultat de la figure 2.1.

1 2 3 45 6 7 8

0
1
2
3
4

figure 2.1 — Exemple : Rectangle latin partiel avec identité

Pour assigner un élément aux 2p? positioﬁs restantes, nous allons séparer les colonnes 1
a 2p en deux parties que nous appellerons partie gauche G, de largeur p, et partie droite
D, de largeur p. Les traits dans les exemples servent a mettre en évidence I’identité
ainsi que les parties G et D. '

01 2 3 4 5 6 7 8
1
@ | D
‘4

figure 2.2 — Exemple : Rectangle latin pértiel - Parties G et D

Nous allons maintenant remplir le carré G avec les éléments de F' et D avec les éléments
de E de la maniere suivante :

p+l 2 2p—-1 2p—-2 .-~ p+3 p+2

G ' p+2 p+1 2p 2p—-1 -+ p+4 p+3
2p—1 2p-2 2p-3 2p—4 --- p+1 2p

2p 2p—1 2p—-2 2p—-3 --- p+2 p+1
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2.2. BOUCLES INCASSABLES D’ORDRE n > 5

et:
3 p—1 P 0
D 4 P 0 1
p 0 -~ p—4 p—-3 p—-2
0 1 p—3 p—2 p—-1

Les deux carrés sont de taille p x p. La figure 2.3 contient le résultat de notre exemple.

01 2 3 415 6 7 8
1{5 8 7 6|2 3 4 0
26 5 8 73 4 0 1
37 6 5 8i4 0 1 -2
418 7 6 5(0 1 2 3

figure 2.3 — Exemple : Rectangle latin partiel

I1 ne nous reste qu’a permuter les éléments de [p, p| et de [p, 2p| pour obtenir le rectangle

latin final.
0(1 2 3 4|5 6 7 8
15 8 7 6|2 3 4 0
2|6 5 8 7|3 4 01
37 6 5 8[4 0 1 2
418 7 6 3]0 1 2 5

figure 2.4 — Exemple : Rectangle latin, ordre impair

Dans ce rectangle latin, chaque élément de H apparait exactement p + 1 fois. Donc,
ona N(i) = p+ 1 pourtout ¢ € H. Pour utiliser la proposition 2.2.1, on doit mon-
trer que N(3) < 7+ s—n.Puisque s = n,onar+s—n =71 = p+ 1. Doy,
N(i) =p+1 < r+s—n=p+ 1. Par la proposition 2.2.1, il est possible de com-
pléter un carré latin de taillenn x n a partir de ce rectangle latin. Pour s’assurer d’avoir
I’identité dans la colonne 0, on peut permuter les lignes p + 1 & 2p de maniére a ce que
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2.2. BOUCLES INCASSABLES D’ORD_RE n>>9

[¢,0] = i pour tout ¢ € H.
Par la proposition 1.1.4, le carré latin que nous avons est la table de Cayley d’un qua-
sigroupe (H, ) et, puisque 0 est un élément identité, (H, *) est une boucle. Il ne reste
qu’a montrer que cette boucle est incassable. Nous montrerons cela en démontrant que
pour tout # 0, ¢ engendre tous les éléments de la boucle.
En premier lieu, observons la colonne p + 1. On voit que, pour tout 1 < ¢ < p — 1,
onai*x(p+1) =1 +1let que p * (p+ 1) = 0. Observer également que, toujours
pourl <i<p-—1,onai¢xi=p+ 1. End autres mots, tous les éléments ¢ tels que
1 < i < p — 1 engendrent tous les éléments de ¢ & p ainsi que ’identité 0.
Maintenant, observons que la colonne 2p effectue le processus inverse. En effet, on voit
quepourtout l <¢:<p—1l,onaix2p=1i—1. Egalement, observons que, toujours
pourl <i<p-—1,onaixi =p+‘1,.z'*(p+1) =i+ letqueix(i+1)=2p.
Ensuite,i*2p =1—1,(i—1)x2p =1 — 2, - -+, 1 #* 2p = 0. En d’autres mots, tous les
éléments i tels que 1 < i < p — 1 engendrent tous les éléments x de 0 4 4.
Nous obtenons donc que chaque élément de 0 & p — 1 engendre tous les éléments de 0
a p. Ensuite, puisque p * p = p— 1, il en est de méme pour p. Observons maintenant
qu’avec tous les éléments de 1 A p, on peut engendrer tous les élémentsde p+ 1 a 2p.
Eneffet, onvoitque 1 x 1 =p+1,1%x2=p+2,---, 1 *p = 2p. En d’autres mots,,
chaque élément de 1 & p engendre tous les éléments de la boucle.
11 nous reste & montrer que les éléments p + 1 & 2p engendrent tous les éléments de
la boucle. Pour montrer cela, supposons qu’il existe une sous-boucle propre de (H, *)
- notée (B, *). Alors B contient 0 et certains éléments de F. Soit j € B avec j # 0,
un élément de la sous-boucle différent de 0. Par le corollaire 1.1.5, il existe un élément
k € B tel que j * k = 0. Cela implique dans la table de Cayley de (H, *) que I’élément
de [j, k] est 0. Mais, puisque p + 1 < k < 2p et que toutes les colonnes de p + 1
a 2p contiennent déja un 0, on obtient qu’il ne s’agit pas d’un carré latin. Donc, par
contradiction, il n’y a aucune sous-boucle propre dans (H, ). Ainsi, on en conclut que
la boucle est incassable.

Cas ou n est pair :
La preuve du cas n pair est trés similaire a la preuve du cas n impair. Donc, certaines
étapes de la construction seront expliquées plus rapidement. Nous allons donner un
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2.2. BOUCLES INCASSABLES D'ORDRE nn > 5

exemple pour chaque étape en utilisant n = 10 (p = 5).

Soit H = {0,1,---,2p—1}, un ensemble de n éléments avec n = 2p et p Z 3. Prenons
E={0,1,---,p—1}etF={p,p+1,---,2p—1}. Nous allons créer un rectangle
latin de hauteur 7 = p + 1 et de largeur s = n. Tout comme pour le cas n impair,
nous commengons par imposer 1’élément identité comme étant 0, ensuite, on sépare les
colonnes 1 a 2p — 1 en deux parties G et D avec G de largeur p et D de largeur p — 1.

0123 45| 6 7809
. ,

2

3 G D
4

5

figure 2.5 — Exemple : Rectangle latin, parties G et D

Nous allons maintenant remplir le carré G avec les éléments de F' et le rectangle D

avec les éléments de E de la maniére suivante :

P 2p—1 2p—2 2p-3 --- p+2 p+1
G p+1 p 2p—1 2p—-2 --- p+3 p+2
2p—-2 2p—3 2p—4 2p—5 "--- P 2p—1
Cop—1 2-2 2-3 2%p—-4 --- p+1l p
et:
2 3 -+ p—2 p-1
4 - p-—1 0 1
D - p—1 0 p—5 p—4 p—
0 1 p—4 p—3 p—2
1 2 p—3 p—2 p-1

La figure 2.6 contient le résultat de notfe exemple.
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2.2. BOUCLES INCASSABLES D’ORDRE nn > 5

01 2 3 4 5/6 7 8 9
115 9 8 7 6|2 3 4 0
216 5 9 8 7|3 4 01
317 6 5 9 814 0 1 2
4/8 76 5 9|0 1 2 3
5/9 8 7 6 5|1 2 3 4

figure 2.6 — Exemple : Rectangle latin partiel, aprés parties G et D

Sans toucher a la ligne et & la colonne identité (ligne et colonne 0), nous allons inter-
changer toutes les occurrences de p et de p + 1 ainsi que toutes les occurrences de 0et
de 1. La figure 2. 7 contient le résultat.

0|1 2 3 4 5|6 7 8 9
16 9 8 7 5/2 3 4 1
25 6 9 8 73 4 1 0
3/7 56 9 8{4 1 0 2
48 7 5 6 9|1 0 2 3
5/9 87 5 6|0 2 3 4

figure 2.7 — Exemple : Rectangle latin partiel, aprés changements de 1 et de O

Ce résultat intermédiaire n’est pas un rectangle latin. En effet, on voit que 1’élément 1
se retrouve deux fois dans la ligne 1. Donc, nous allons effectuer deux modifications.
~ En premier lieu, nous permutons les valeurs des positions [p, p| et [p, 2p — 1]. Ensuite,
nous assignons [p,p — 1] = 1, [1,p] = O et [1,2p — 1] = p. La figure 2.8 contient le
résultat. :
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0(1 2 3 4 5|6 7 8 9
16 9 8 7 02 3 4 5
2156 9 8 713 410
3|7 5 6 9 8(4 1 0 2
418 7 5 6 91 0 2 3.
519 8 71 410 2 3 6

figure 2.8 — Exemple: Rectangle latin, ordre pair

Ceci est un rectangle latin dans lequel chaque élément de H apparait exactement p + 1
fois. Donc, ona N (i) = p+1pourtouti € H.Puisque s = n,onar+s—n =r = p+1.
D’ou, N(i) =p+1 < r+s—n = p+ 1. Par la proposition 2.2.1, il est possible de
compléter un carré latin de taille n x n a partir de ce rectangle latin. Pour s’assurer
d’avoir I’identité, on permute les lignes comme dans le cas impair.
Par la proposition 1.1.4, nous avons la table de Cayley d’un quasigroupe (H, *) et,
puisque O est un élément identité, (H, ) est une boucle. Il ne reste qu’a montrer que
cette boucle est incassable. Nous montrerons cela en montrant que pour tout i #0,1
engendre tous les éléments de la boucle.
En premier lieu, montrons que 1’élément 1 engendre tous les éléments de la boucle. On
ad’abord 1 x 1 = p + 1. Ensuite, pouride 1 ap — 2,7 % (p+ 1) = i + 1. En d’autres
mots, 1 engendre tous les éléments de 1 & p — 1. L’élément p est engendré a partir de
1 puisque 2 est déja engendré (car p > 3)et2%1 = p. Donc, les éléments 1 & p + 1
peuvent étre engendrés a partir de 1. Pour engendrer les autres éléments, observons
que:3x1=p+2,4«1=p+3,---,px1 =2p—1.Nous obtenons donc que I’élément
1 engendre tous les éléments de la boucle. |
Maintenant, pouride lap—1,onai*x¢ =p+ letonsaitquepourjdelap— 2,
j*(p+1) = j+1. Puisque (p—1) * (p+ 1) = 1, on en déduit que tous les i engendrent
I’élément 1, et donc tous les éléments de la boucle.
L’élément p engendre également tous les éléments de la boucle puisque pxp=p — 1.
" Enfin, en utilisant exactement la méme preuve par I’absurde que dans le cas n impair,
on peut montrer que les éléments de F' U {0} ne peuvent pas engendrer de sous-boucle
propre. : o |
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2.3 Résultats expérimentaux

Maintenant que nous savons qu’il vaut la peine d’étudier les boucles incassables, nous
devons savoir comment se comporte le groupe de multiplication de ces boucles. Pour étu-
dier le groupe de multiplication des boucles incassables de petit ordre, nous les avons trai-
tées exhaustivement. | '

Nous avons d’abord commencé par créer un fichier informatique contenant un élément
de chaque classe d’isomorphisme de boucles pour les ordres de 5 & 8. Pour effectuer cette
tidche nous avons utilisé un logiciel de calcul de groupoides dont I’implémentation et les
algorithmes sont décrits dans le mémoire [10]. Comme résultat, nous avons obtenu six
boucles d’ordre 5, 109 boucles d’ordre 6, 23 746 boucles d’ordre 7 et 106 228 849 boucles
d’ordre 8. Nous n’avons pas généré les boucles d’ordre 9 et plus car nous n’avions pas une
puissance de calcul suffisante pour les calculer (voir tableau 2.1). Ensuite, pour extraire les
boucles incassables de ces fichiers, nous avons utilisé I’algorithme 2.

Gréce a cet algorithme, nous avons obtenu deux boucles incassables d’ordre 5, 28
boucles incassables d’ordre 6, 9 906 boucles incassables d’ordre 7 et 43 803 136 boucles
incassables d’ordre 8 (voir tableau 2.1).

Maintenant, il est trés possible que dans les boucles contruites, il s’y cache des groupes.
Mais, nous savons que si G est un groupe, alors M(G) = G. Donc nous avons utilisé 1’al-
gorithme 3 pour ne garder que des boucles qui ne sont pas des groupes. Cet algorithme a
enlevé une boucle d’ordre 5 et une boucle d’ordre 7 (Zs et Z7). Le tableau 2.1 donne un
compte rendu des résultats.

11 nous reste maintenant & calculer le groupe multiplicatif de chacune de ces boucles.
Pour ce faire, nous allons utiliser I’algorithme 1 vu plus t6t ainsi que les algorithmes 4 et 5.

Lorsque nous avons obtenu le groupe de multiplication d’une de nos boucles, nous de-

vons savoir s’il s’agit du groupe symétrique, du groupe alterné ou bien d’un autre groupe.
Pour ce faire, il suffit de regarder la taille (nombre d’éléments) du groupe de multiplication.
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NP de boucles

Ordre NP total NP de boucles | NP de boucles
de boucles [14] incassables associatives restantes
5 6 2 1* 1
6 109 28 0 28
7 23 746 9 906 1* 9905
8 - 106 228 849 43 803 136 0 43 803 136
9 9365 022 303540 | Non calculé 0 Non calculé

* Z, est une boucle incassable pour n premier.

tableau 2.1 — Résultat de la génération des boucles

Si le groupe de multiplication d’une boucle d’ordre n est de taille n!, il s’agit du groupe sy-
métrique S,,, si la taille est n!/2, il s’agit du groupe alterné A, et si la taille du groupe n’est
aucune des deux, il s’agit d’un autre groupe. Apres avoir exécuté ces algorithmes sur cha-
cune des boucles incassables que nous avions, nous avons obtenu des résultats surprenants.
En premier lieu, toutes les boucles d’ordre 5 et 6 ont le groupe symétrique comme groupe
de multiplication. Dans les 9 905 boucles d’ordre 7, une seule boucle a le groupe alterné
comme groupe de multiplication (voir figure 2.9). Toutes les autres boucles d’ordre 7 ont
le groupe symétrique comme groupe multiplicatif. Dans les boucles d’ordre 8, 43 799 370
boucles (soit 99,99% des boucles d’ordre 8) ont le groupe symétrique comme groupe de
multiplication, 3 765 ont le groupe alterné et une dernicre boucle a un autre groupe comme
groupe de multiplication (voir 2.10). Le tableau 2.2 donne un compte rendu des résultats.

Ordre n | N°* de Boucles | Groupe de multiplication
' Sa A, | Autres
5 1 1 0 0
6 28 28 0 0
7 9 905 9904 1 0
8 43803136 | 43799 370 | 3765 1

tableau 2.2 — Groupe de multiplication des boucles incassables

Nous voyons que la trés grande majorité des boucles incassables calculées ont le groupe
symétrique comme groupe de multiplication. Il y a toutefois certains cas plus particuliers
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que nous n’aborderons que bri¢vement durant ce travail. Ces cas particuliers sont les sui-

vants.

Le premier cas observé est la boucle incassable d’ordre 7 de la figure 2.9.

Sy U = W N = O

YU W -~ OO
Tt O W O NN =
— B Oy Ul W O NN
S N = O Ol W
N O O~ O W R
W = O N &= O Ot
= W N O = Ut OO

figure 2.9 — Boucle d’ordre 7 avec M = Ay

Cette boucle est la seule boucle incassable d’ordre 7 & avoir le groupe alterné comme
groupe de multiplication. On remarque en plus que la boucle est commutative.

L’autre résultat surprenant est la boucle incassable d’ordre 8 de la figure 2.10.

~] O Ot R W N = O

~N O O W N =R OO
W Gl 1 O O = N |+~
S OOt = g W NN
=N R g Ot O WWw
O N W O N = O
= O N WO Oyt
Gl = N W s O 3 OO
N WO~ O WG ]|

figure 2.10 — Boucle d’ordre 8 avec M % Sget M % Ag
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Cette boucle est la seule boucle des 43 803 136 boucles incassables d’ordre 8 dont le
groupe de multiplication n’est pas le groupe symétrique ni le groupe alterné. La cardinalité
du groupe de multiplication de cette boucle est de 1 344, soit 8!/30. A I’aide du logiciel
GAP (GAP-Groups, Algorithms, and programming version 4.4.10, www.gap-system.org),
nous avons établi qu’il s’agit d’un groupe isomorphe au groupe Galois G344 (également
noté AL(8)), qui consiste en un produit semidirect du groupe Z3 et du groupe PSL(2,7)
(Gi3aa = Z3 x PSL(2,7)) [7]. Le fait de savoir s’il existe une famitle infinie de boucles
incassables dont le groupe multiplicatif est un groupe isomorphe a un groupe Galois est
hors de la portée de ce travail. Il est cependant & noter qu’aucun groupe Galois isomorphe
a PSL(2, q) ne peut étre isomorphe au groupe de multiplication d une boucle [23].

Ces résultats nous permettent d’établir un plan d’action pour la suite du travail. En
premier lieu, il est clair que le nombre de boucles incassables augmente significativement
lorsqu’on prend des ordres plus €levés. Il est donc probable que le nombre de boucles com-
mutatives augmente également significativement lorsqu’on prend des ordres de boucles

plus élevés. En plus, il est plus facile de travailler avec des boucles commutatives puisque - ~

leur table de Cayley est symétrique autour de la diagonale (L, = R, pour tout a). Ega-
lement, on constate que la trés grande majorité des boucles incassables ont le groupe sy-
métrique comme groupe de multiplication. Donc, la premiére étape consiste a extraire les
boucles commutatives des boucles que nous avons produites dans cette section et de les

" examiner pour voir s’il est possible construire une famille infinie de boucles incassables
commutatives dont le groupe de multiplication est le groupe symétrique.
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Entrée: A : Ensemble des éléments contenus dans la boucle -
(0 € A est I’élément indentité de la boucle).
loi de composition interne de la boucle.

Sortie : vrai si la boucle (A, -) est incassable, sinon fauz.

EST INCASSABLE(A,") début
resultat = vrai

pour tout z € A\ {0} faire

changement := vrai

B := {z}

tant que | B| < |A| et changement = vrai faire

changement = faux ~
pour tout (z,y) € B x B faire
| C:=Cu{z-y}
fin pour tout
si |C| # | B| alors

| changement = vrai
fin si

fin tant que

si |B| # | A| alors

| resultat = fauz

- fin si

fin pour tout
-retourne resultat

fin

Algorithme 2 : Vérifie si la boucle est incassable
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Entrée: A : Unensemble
' loi de composition interne de ’ensemble.
- Sortie : vrai si (4, -) est associatif, sinon fauz.

EST_ASSOCIATIF(A,) début
resultat = vrai

pour tout (z,7,2) € A x A x A faire
si(z-y)-z#z-(y-z2) alors
| resultat = fauz
fin si
fin pour' tout
retourne resultat

fin

~Algorithme 3 : Valide si le groupoide est associatif

Entrée: perml : Premifre permutation sous forme de vecteur.
perm2 . Seconde permutation sous forme de vecteur.
(Les vecteurs sont indexés de 0 a n — 1).
Sortie : Permutatlon sous forme de vecteur résultante du produit des
deux permutations.

OPER_PERM(perml,perm2) début
n = |perml|
resultat =Vecteur(n)
pour i de 0 an — 1 faire

| resultati] = perm2[perm1[i]]
fin pour ’
retourne resultat

fin

Algorithme 4 : Calcule le produit de deux permutat.ions (sous forme de vecteur)
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Entrée: n : Ordre du quasigroupe ().

T Table de dimension n x n représentant la table de Cayley
du quasigroupe Q (indexé de T'[0,0] a T[n — 1,n ~ 1)).
Sortie : Ensemble contenant tous les éléments de M(Q)

GROUPE_MULT(n,T) début
P:=0
pour i de 0 a n — 1 faire
permCol :=Vecteur(n)
permLig :=Vecteur(n)
pour j de 0 a n — 1 faire
permCol[j] := TVi, j]
permLig|j] :=TT[j,1]
fin pour .

P := PU {permCol,permLig}
fin pour

resultat :=FERMETURE_ENSEMBLE(P,0PER_PERM)
retourne resultat '

fin

Algorithme 5 : Calcule le groupe de multiplication d’un quasigroupe
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Chapitre 3

Famille de boucles incassables
commutatives d’ordre premier dont le
groupe de multiplication est le groupe
symetrlque

Dans la section précédente, nous avons vu que pour tout n > 5, il y avait toutes les
chances pour qu’il existe une boucle incassable B d’ordre n dont le groupe de multiplica-
tion est le groupe symétrique (M(B) = S,,). Egalement, le fait d’avoir une boucle com-
" mutative semble nous faciliter la tiche lors de 1"ana1yse des L, et R, puisque L, = R,
pour tout a € B. A Dorigine, la preuve faite dans ce présent chapitre avait pour but de
montrer ’existence d’une boucle incassable commutative pour tous les ordres impairs. Par
contre, apres certaines expérimentations, nous avons remarqué que notre solution fonction-
nait seulement pour les boucles d’ordre premier. Mais, puisque la boucle est trés simple &
construire et que le résultat est tout de méme intéressant, nous le présentons.

3.1 Résultat expérimental

La commutativité permet de réduire le travail & faire lors de la création de boucles. Sa-
chant cela, nous avons commencé a étudier les boucles incassables commutatives. La pre-
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3.1. RESULTAT EXPERIMENTAL

miére chose qui a été faite est de ressortir de nos données expérimentales précédemment
calculées les boucles incassables commutatives. Pour ce faire, nous avons utilisé 1’algo-
rithme 6. |

En exécutant cet algorithme, nous avons seulement trouvé huit boucles incassables
commutatives d’ordre 7. L’absence de boucles incassables commutatives d’ordre 8 s’ex-
plique par la proposition suivante (voir [9], Chapitre 8).

Proposition 3.1.1 Il n’existe aucune boucle incassable commutative d’ordre pair.

Preuve : Soit (B, x) une boucle incassable d’ordre . pair et soit 0, son élément identité.
Puisque (B, ) est incassable, il n’existe aucun élément a € B tel que a * a = 0 (sauf
bien siir si a = 0) : si tel était le cas, ({0, a}, *) formerait une sous-boucle de (B, ).
Décrivons les 0 dans la table de Cayley de (B, *) de maniére constructive en respectant
la commutativité. Posons H, ’ensemble des lignes b # 0 n’ayant pas encore de 0
assigné (pas encore de c tel que b * ¢ = 0). Initialement, H contient n — 1 éléments
(puisque 0 x 0 = 0) qui est un nombre impair. Lorsqu’on assigne un 0 a un élément b
parce que b x ¢ = 0, on assigne également un 0 & 1’élément ¢ puisque'c * b = 0 (par
commutativité). Donc, lorsqu’on assigne un 0 4 un élément, on enléve deux éléments
de ’ensemble H. PuiS'que H posséde un nombre impair d’éléments, en enlevant de H
“des éléments deux a deux, on voit qu’avant d’étre vide, H contiendra un seul élément
z. Donc pour assigner un 0 & z, nous devons faire que x * x = 0. Mais nous savons
que si z * z = 0, la boucle (B, *) n’est pas incassable. Ainsi, il est impossible de
respecter la commutativité pour assigner tous les O lors de la création d’une boucle
incassable d’ordre pair. De ce fait, on conclut qu’il n’existe aucune boucle incassable
commutative d’ordre pair. n

Par expérimentation, nous savons que pour les ordres n < 9, seul I’ordre 7 contient des

boucles incassables commutatives. Mais, il y a toutes les possibilités pour qu’il existe un

grand nombre de boucles incassables commutatives d’ordre 9. Par contre, nous n’avons pas
" la puissance de calcul nécessaire pour les chercher exhaustivement.

Maintenant le but est de trouver, avec ce que nous avons, une structure de boucle incas-
sable commutative qui soit facile & comprendre et facilement généralisable. Le probleme est
que nous n’avons que huit boucles incassables commutatives connues et qu’il s’agit d’un
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trés petit échantillon a étudier. Pour corriger. ce manque, nous avons utilisé I’algorithme

7 pour produire toutes les boucles isomorphes aux huit boucles incassables commutatives
" que nous avions. La fonction [SOMORPHISME permet d’obtenir le groupoide résultant de

I’échange de I’étiquetage de ¢ et de j. Cette fonction s’implémente avec 1’algorithme 8.

L'utilisation de ces algorithmes sur chacune des boucles incassables commutatives
d’ordre 7 nous a donné 720 nouvelles tables de Cayley par boucle, soit 5 760 boucles.
Nous nous retrouvons donc avec trop de boucles pour une analyse exhaustive. Nous devons
donc établir des restrictions pour éliminer des boucles. La premiére restriction sera de gar-
der seulement les boucles dont le groupé de multiplication est le groupe symétrique. Cette
restriction élimine 720 boucles, mais ce n’est pas suffisant. La seconde restriction consiste
a garder seulement les boucles ol L, forme la permutation (0 1 2 3 4 5 6). Cette restriction
est intéressante parce que le produit d’une permutation sous cette forme avec une autre
permutation effectue une rotation circulaire sur les éléments de cette autre permutation.

Exemple : Dans le produit de permutations suivant (figure 3.1), on voit que la permutation
résultante est une rotation circulaire de 1 vers la gauche par rapport a la seconde permuta-
tion du produit. ‘

0123 456 0123456} [012345°€6
1234560 2516304/ \5163042

figure 3.1 — Permutation permettant une rotation circulaire d’une autre permutation

Une fois ces restrictions appliquées sur les 5 720 boucles incassables produites plus
haut, nous obtenons 16 boucles incassables. Ainsi, nous avons pu examiner chacune d’elle
et en choisir une qui semble intéressante. La figure 3.2 représente la table de Cayley de la
boucle qui a été choisie. La boucle a été choisie parce qu’elle semble facile a décrire. En
effet, plus de 50% de la table de Cayley de la boucle est identique a celle du groupe Zy,.

Pour généraliser cette boucle nous devons commencer par avoir certains exemples
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3.1. RESULTAT EXPERIMENTAL

0123456
00 1 2345 6
1/1 234560
20231560 4
3[3 45601 2
414 560321
5(5 6 0124 3
6|6 042135

figure 3.2 — Boucle incassable modéle pour la premiére famille

d’ordre supérieur & 7. Pour construire ces exemples, nous utiliserons une boucle troude
comme celle de la figure 3.3 (exemple pour I’ordre 9). Un point d’interrogation ( ?) repré-
sente une position dont le contenu n’est pas fixé d’avance. Pour compléter cette boucle, on
utilise I’algorithme 9.

0123 456 78
0{01 2 3 4 5 6 7 8
111 2 3 4 5 6 0 7 0
2{2 315 6 7 8 0 4
3/|3456 7 80 77
4456 78 0 7 77
5/56 78 0 72 7 77
6/6 78 0 7?7 7 7 75
7|7 80 7 7 7 75 6
88 04 7 7 7 5 6 7

figure 3.3 — Table de Cayley trouée pour la production de boucles

Pour s’assurer que les résultats sont des boucles, il suffit de s’assurer que chaque ligne
et colonne ne contient qu’une seule fois chaque élément de 0 & n — 1. Pour valider que le
- résultat n’est pas un groupe, on peut utiliser I’algorithme EST ASSOCIATIF (algorithme
3). De plus, pour s’assurer qu’il s’agit d’une boucle incassable, on peut utiliser 1’algo-
rithme EST_INCASSABLE (algorithme 2). Enfin, pour's’assurer que la boucle incassable
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3.1. RESULTAT EXPERIMENTAL

est commutative, on peut utiliser I’algorithme EST_COMMUTATIF (algorithme 6).

En utilisant ces algorithmes nous avons produit des boucles incassables commutatives
dont le groupe de multiplication est le groupe symétrique pour les ordres n premiers jusqu’a
I’ordre 31. En utilisant ces exemples, nous avons réussi & construire une famille infinie de
boucles incassables commutatives d’ordre n premier avec n > 13, dont le groupe de mul-

tiplication est le groupe symétrique.

Entrée :

fin

n oo Ordfe du groupoide :
T : Table de dimension n X n représentant la table de Cayley
du groupoide (les éléments de 7" sont 0 a n — 1).

Sortie : Vrai si le groupoide est commutative, fauz sinon

EST_COMMUTATIF(n,T) début
resultat := Vrai

pour i de 0 a n — 1 faire
pour j de 0 an — 1 faire

si T'[i][5] # T[4][i] alors
| resultat := Faux
fin si

fin pour
fin pour
retourne resultat

Algorithme 6 : Décide si un groupoide est commutatif
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Entrée: n : Ordre de la boucle ‘
T : Une boucle sous forme de table de dimension n x n représentant
la table de Cayley (les éléments de T'sont 0 a n — 1).
Sortie : Ensemble des boucles isomorphes a4 T (incluant T)

GEN_ISOMORPHISME(, T) début

R :={T}

fin = Fauz

tant qué fin = Faux faire

fin:=wvrai

pour tout B € R faire

pour tout i € B\{0} faire

pour tout j € B\{0,} faire .
N :=ISOMORPHISME(n, B, i, j)
si N € R alors :

R:=RU{N}
fin = faux
fin si

- fin pour tout
fin pour tout

fin pour tout

fin tant que

retourne R

fin

Algorithme 7 : Retourne tous les isomorphismes d’une boucle (garde I’identité a 0)
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Entrée: n : Ordre du groupoide
T : Table de dimension n X n représentant la table de Cayley
du groupoide (les éléments de T sont 0 a n — 1).
x : L’index du premier élément & échanger

i L’index du deuxiéme élément a échanger
Sortie : I 1somorphlsme de T avec z et y échangés

ISOMORPHISME(n, T, z,y) début
R:=T
pour ¢ de 0 a n — 1 faire

pour j de 0 A n — 1 faire
si T[i][j] = « alors
| R[] =y
fin si
siT[i][j] =y alors
| R[[] =
fin si
fin pour

fin pour

permuter les lignes z et y dans R
permuter les colonnes z et y dans R
retourne R

fin

Algorithme 8 : Applique I’isomorphisme sur le groupoide
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Entrée: n : Ordre du groupoide
T : Table de dimension n x n représentant la table de Cayley
incompléte du quasigroupe (les €éléments de T'sont 0 an — 1 et 7).
H : L’ensemble des quasigroupes déja calculés (initialement vide)

Sortie : L’ensemble des quasigroupes que 1’on peut construire avec T’
GEN_QUASIGROUPE(n, T, H) début

Q:=T,; trouwve .= Faux; 1:=0; j:=0

tant que j < n — 1 faire

si T'[¢][j] =7 alors

trouve := Vrai

pour k£ de 0 a n — 1 faire

ok :=Vrai

pour [de 0 a n — 1 faire

si T[i][l] = k ou T'[l][5] = k alors
[ ok := Faux
| finsi
fin pour
si ok = V'rai alors
QL] ==k
H := HU GEN_QUASIGROUPE(n, Q, H)
fin si .
fin pour
fin si
1:=1+4+1

si? = n alors
| ¢:=0; j:=5+1
fin si
fin tant que
si trouve = Fauz alors
| H:=HU{Q}
fin si
retourne H

fin

Algorithme 9 : Remplace les ? par des éléments afin d’obtenir un quasigroupe
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3.2 Construction et preuve

Dans cette section, nous allons montrer comment cogstruire des boucles incassables
commutatives d’ordre premier dont le groupe de multiplication est le groupe symétrique.
La construction sera faite dans la proposition suivante. A chaque étape, je ferai un exemple
a I’aide d’une boucle d’ordre 13. La notation [i, j] représente la cellule 4 la ligne ¢ et & la
colonne j dans la table de Cayley. La premiere li'gne (resp. colonne) de la table de Cayley
est 0 et la derniére est n— 1. Cette construction fonctionne pour tout ordre premier supérieur
ou égal a 13. ’

Construction 3.2.1 Dans toute notre construction, nous décrirons comment remplir les
cellules [z, j] pour ¢ < j; il sera partout sous-entendu que la cellule [, ¢] aura le méme
contenu que [¢, j]. Donc, la boucle sera commutative par construction.

Soit n, un nombre premier tel que n > 13 etp = "T“ En premier lieu, pour ¢ et j tel
que0 <i<n-—1et0<j<i+ 1,prenons [,j] = ¢+ j(mod n). Ensuite, pour 7 et J
telque: > 6etn—i+5 < j<n-—1,prenons [i,j] =1 + j{mod n). Enfin, pour tout
0<i<3et0<j<n-—1,prenons i, j] =i+ j(modn)et[j,i] = j+ i(mod n). Ceci
construit la portion de la table de Cayley dont le contenu est identique a celui de la table
de Z,,. La figure 3.4 représente la table apres cette étape. La ligne tracée sous la diagonale
permet de bien voir que la table est symétrique. Nous allons remplir la partie supérieure
droite de la table ; la partie inférieure gauche est remplie par symétrie.

Maintenant, assignons les valeurs [2,2] = let[2,n — 1] = 4.

Les trous restants doivent étre remplis avec des éléments entre 1 et 4. Donc, assignons
Byn—1 =L ppl =3 p+Lp+1] =4, [pp+1] =1, p-1L,p+1] = 2et
[p+ 1,p + 2] = 3. Dans la figure 3.5, les éléments modifiés depuis la figure 3.4 sont en
caractéres gras. o

11 reste encore une zone incompléte. Cette zone sera nommeée escalier. On voit que
I’escalier du haut et 1’escalier du bas n’ont aucune ligne ni colonne en commun, ce qui
nous permet de travailler sur un seul d’entre eux, I’autre étant construit par symétrie. Nous
travaillerons donc seulement avec ’escalier des lignes 5 & p. Un escalier est formé d’une
marche incompléte de taille 3 sur la ligne 5, suivi de p — 7 marches complétes de taille 4
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jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0ff0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1112 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0
2112.3]4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1
313 4 516 7 8 9 1011 12 0 1 2
414 5 6 7|8 9 101 12 0 1 2 3
515 6 7 8 9]10 11 12 0 ? ? ?7 7
66 7 8 9 10 11|12 0 ? ? ? ? 5
77 8 9 101112 0]? ? ? ? 5 6
818 9 101112 0 ? ?[? ? 5 6 7
919 10 1 12 0 ? ? ? ?7]5 6 7 8
10100 11 12 0 1 ? ? ? 5 6|7 8 9
111 12 0 1 2 ? ?2 5 6 7 8|9 10
12112 0 1 2 3 ? 5 6 7 8 9 10|11

figure 3.4 — Portion Z,, de carré latin

Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0o 1 2 3.4 5 6 7 8 9 10 11 12
141 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 0
22 3 1 5 6 7 8 9 10 11 12 0 4
313 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2
‘414 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2 3
5105 6 7 8 9 1011 12 0[?7]?7]?7]1
616 7 8 9 1011 12 0 2[?7[?]?]5
717 8 9 1011 12 0 3 1[?[7]5 6
88 9 1011 12 0 2 1 4 3 5 6 7
919 10 1112 0f?]?[7]3 5 6 7 8
1010 11 12 0 1[7[?][?]5 6 7 8 9
1|11 12 0 1 2[?7]?7[5 6 7 8 9 10
12112 0 4 2 3 1 5 6 7 8 9 10 11

figure 3.5 — Carré latin incomplet - sans les escaliers
sur les lignes 6 & p — 2, puis d’une marche incompléte de taille 3 sur la ligne p — 1 et enfin

d’une marche incompléte de taille 2 sur la ligne p. La figure 3.6 donne une représentation
visuelle de I’escalier.
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‘ Ligne5 oot
' Marche 1

| Marche 2 J

|

Marchep — 7 |

|

Ligne p

figure 3.6 — Généralisation de I’escalier

Pour remplir cet escalier, nous séparerons deux cas.
Cas ou p est impair : Dans ce cas, nous mettrons les éléments 2, 3 et 4 (en ordre de gauche
a droite) dans les trous de la ligne 5. On se souvient qu’on a [5,n — 1] = 1, donc. L5 est
une permutation. Ensuite, nous mettrons les éléments 1, 4, 3 (toujours dans cet ordre) dans
les trous de la ligne p — 1. Puisque [p — 1,p + 1] = 2, L, est une permutation. Enfin, les
trous de la ligne p contiendront (en ordre) 4 et 2. Puisque [p,p] = 3 et [p,p+1] =1, L, est
une permutation. Nous obtenons I’escalier de la figure 3.7.

| Marche 2 |

Marche p — 7 I
| 2/1]4]3]
Lignep --- 3 1/[4]2

figure 3.7 — Généralisation de I’escalier pour p impair apres la premiére €tape

Pour les marches en tant que tel, nous allons placer les éléments 1, 4, 2 et 3 (en ordre)
dans toutes les marches des lignes paires et les éléments 2, 3, 1 et 4 (en ordre) dans toutes
les marches des lignes impaires. Donc, la premiére marche sera toujours (1, 4, 2, 3) et la
derniére marche sera toujours (2, 3, 1, 4). On obtient I’escalier final de la figure 3.8.
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colonne - colonne

P n—1

2
|1 4 2
[2 3 1 4]
1 4 2 3|
I
| 4]

Lignep .- 3

figure 3.8 — Généralisation de I’escalier pour p impair

Puisque pour n = 13 et n = 17, les marches des lignes 5 et p — 1 croisent des colonnes
communes, nous traiterons ces cas particulier plus tard. Pour n > 17, on voit que les
colonnes affectées par les lignes p — 1 et p sont les colonnes p, p + 1 et p + 2. Mais, ces
colonnes seront toujours identiques a celles de la figure 3.8. Sur cette figure, on voit que
Ry, Ry et Rp+§ sont des permutations. La méme méthode est utilisée pour montrer que
les colonnes R,,_1, R,_2 et R, 3 qui croisent la ligne 5 sont également des permutations.
Pour les colonnes p + 2 3 n — 4, la figure 3.9 montre que I’alternance des marches (1, 4,
2, 3) et (2, 3, 1, 4) permet de toujours avoir une et une seule fois les éléments de 1 3 4 sur
chaque ligne et sur chaque colonne.
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W= N

[ 3]
i
AiND|W ~

W ==
AN W

'ﬁgure 3.9 — Alternance des marches pour p impair

En ce qui concerne les cas particuliers des ordres n =13 (a) et n = 17 (b), la construc-
tion nous donne les résultats présentés dans la figure 3.10. On vérifie que chaque ligne et
chaque colonne ne contient qu’une et une seule fois chaque élément de 1 a 4.

1
1 1 2
1 2 213411
2131411 1141213
211143 2131414
3 1142 211143
3 3 1142
() n =13 3
(byn=17

figure 3.10 — Cas particulier pour escalier avecn = 13 et n = 17

Ainsi, on a montré que la table de Cayley est un carré latin ; on a donc une boucle.
Cas ot1 p est pair : La construction pour p pair est trés similaire. La figure 3.11 présente les
éléments a placer sur les lignes 5, p et p — 1. On voit que dans ces trois lignes, les éléments

de 1 a 4 n’interviennent qu’une seule fois.
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Ligne5 ..o 311
' : Marche 1

. | Marche 2 |
I
Marchep — 7 r
2(4]1]3]
Lignep—1 ... 3 1124

figure 3.11 — Généralisation de I’escalier pour p pair apres la premiére étape

Les marches des lignes paires contiendront la suite (1, 3, 2, 4) et les marches des lignes
impaires la suite (2, 4, 1, 3). La premiére et la derniere marche contiendront donc la suite
(1, 3,2, 4). La figure 3.12 représente I’escalier compléts.

colonne | colonne
P - n—1
- 1
12
LiZNE D ooiveoernoreienneeeiee e ...1
1 3 2 4
: (2 4 1 4]
s (1.3 2 4]
Co |13 2 4
12 4 1 4]
13 2 4|
2(4[1]3]
Lignep—-1 ... 3 1|2]|4
3

figure 3.12 — Généralisation de I’escalier pour p pair

De la méme maniére que dans le cas impair (sans exception puisque n > 17), la figure
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3.12 permet de voir que les colonnes p, p +1,p+ 2, n — 3, n — 2 et n — 1 forment des
permutations. Pour les colonnes p + 3 a n — 4, la figure 3.13 montre que I’alternance des
lignes paires et impaires fait en sorte que les éléments de 1 4 4 ne se retrouvent qu’une
seule fois sur chaque ligne et colonne de 1’escalier.

2

1 3

2 4 1

1 3 2 4

2 4 1 3| -

3 2 4
1 3
4

figure 3.13 — Alternance des marches pour p pair

Ainsi, nous obtenons nos boucles commutatives pour tout n premier avec.n > 13.

Maintenant que notre construction est faite, montrons que la boucle résultante est incas-
sable.

Proposition 3.2.2 Pour tout n premier tel'que n > 13, la boucle construite par la construc-
tion 3.2:1 est incassable.

Preuve : Soit B la boucle d’ordre n premier construite avec la construction 3.2.1. Dans
cette preuve, lorsqu’un élément ¢ € B engendre tous les éléments de la boucie, nous
noterons (a) = B. Enpremier lieu,onalx1 =2,1%x2=3,1x3=4,.--,1l%xn—1=0.
Donc, on a (1) = B. Egalement, puisque 2x2 = 1, ona (2) = B.

Maintenant, effectuons une récurrence sur i : on suppose que pour un ¢ € B\{0}, ona
(j) = B pour tout j < 1. | ‘

Prenons ¢t de 3ap — 1. On obtient la suite d’opérations : ¢ x ¢ = 24,1 x 2{ = 34, - - -,
ixxi = (z + 1)i. Cette suite d’opérations correspond & des bonds de taille ¢ sur la ligne
L,»; La suite d’opératioﬁs dure jusqu’acequezi < n—ietque(z+ 1)t >n—1i(le
bond passe par dessus le 0). Il est & noter que, puisque n est premier, il est impossible
que zi = n — 3. Ainsi, si on prend i x (z + 1)i = j, on voit que j < 7 (puisque tous les
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éléments a gauche du 0 sont inférieurs a ¢). Par hypothese, (i) = B.

Prenons maintenant i de p 2 n — 1. On voit que i x 7 = j avec un j < 4. Par hypothése,

(1) = B.

Ainsi, on en conclut que B est incassable. : I
Enfin, il nous reste & montrer que le groupe de multiplication de la boucle incassable com-

mutative est le groupe symétrique. Pour faire cette preuve, nous allons avoir besoin de la

proposition suivante.

Proposition 3.2.3 Quel que soit le nombre premier n > 1, la permutation ag, a;,- - - , @, —
1 des nombres 0, 1, - - ,n— 1 et les deux entiers distincts a et b compris entre 0 et n— 1, les
deux permutations sous forme de cycles S = (a; az -+ an—1) et T = (a b) constituent

une base du groupe symétrique.
Preuve : Voir corollaire 4 de [17]. » |

Théoréme 3.2.4 Pour tout n premier tel que n > 13, il existe une boucle incassable com-
mutative d’ordre n dont le groupe de multiplication est le groupe symétrique. '

Preuve : Soit B la boucle d’ordre n premier construite avec la construction 3.2.1. Pre-
nons les deux permutations L, et Lo.

012 .- n-2mn-1 '
L= - noen =(0123 - n—-2n—1)
123 -~ n-1 0
I — 01 234--n—-4n-3n-2n-1
23156 - n-2n-1 0 4
Rappelons que le produit d’une permutation de la forme 0123 .- n-2n-1)

avec une autre permutation a 1’effet d’une rotation circulaire a gauche des éléments dans
‘cette autre permutation. Donc, I’opération suivante permet d’obtenir une transposition :
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0123456 - n-2mn-1Y)
L 2Ly = | " K =(14)
0423156 - n-2n-1
Ainsi, nous avons une permutation de la forme (0 1 2 3 - n—2 n— 1) etune

transposition (1 4). Puisque 7 est premier, la proposition 3.2.3 permet de dire que la
permutation L, et la transposition L7 2L, engendrent le groupe symétrique. ]
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Chapitre 4

Famille de boucles incassables
commutatives d’ordre impair dont le
groupe de multiplication est le groupe
symétrique |

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit une famille infinie de boucles incassables
commutatives dont le groupe de multiplication est le groupe symétrique. Par contre, cette
construction ne fonctionne que pour les ordres premiers. Le but maintenant est de trouver

une famille infinie dont la construction fonctionne pour tous les ordres impairs.

4.1 Résultat expérimental

Pour réussir a construire notre famille infinie, nous devons avoir des éxemples de pe-
tite taille permettant de nous orienter. Egalement, pour avoir des exemples valables, nous
utiliserons des boucles qui ne sont pas d’ordre premier. Ensuite, 1’ordre des boucles devra
étre supérieur & 9 puisque, comme nous 1’avons remarqué dans le chapitre précédent, les
boucles d’ordre 7 sont difficilement généralisables. Enfin, le groupe de multiplication des
boucles produites devra étre le groupe alterné. En effet, nous savons qu’il est tres facile de
faire de légéres modifications & la boucle afin d’obtenir le groupe symétrique. Donc, les

58



4.1. RESULTAT EXPERIMENTAL

exemples construits de la sorte pourront servir autant pour le groupe symétrique que pour

le groupe alterné.

Pour contruire nos exemples, nous avons encore utilisé 1’algorithme 9 pour la com-
plétion de quasigroupe trou¢ ainsi que les algorithmes 2, 6 et 5. Lors de la construction de
la premiére famille, nous avons remarqué que la position des 0, fixée d’avance, empéchait
les boucles d’ordre non premier d’étre incassables. Pour la construction de nos nouvelles
boucles, nous avons donc laissé les éléments 0 a des emplacements non spécifiés.

Aprés la construction de plusieurs exemples d’ordre 15, 21 et 25, nous avons construit
le modele illustré par la figure 4.1. Nous avons mis la diagonale en évidence.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
offo 1 2 3 4 5 6 7 & 9 -10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1|l1]2 o 4 5 6 7 8 9 10 11 12 3 14 15 16 17 18 19 20 13
22 0]4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1 3
3|l3 4 5|6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1- 2 0
414 5 6 7|8 9 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ? ? 7 7
515 6 7 8 9 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ? ? ? 7 2
66 7 8 9 13 14 15 16 17 18 19 2 ? 7 ? ? ? 2
707 8 9 10 11 12 15 16 17 18 19 20 ? ? ? 7 7 7 6
s|l8 9 10 11 12 13 17 18 19 20 ? ? ? ? 7 7 6 7
ofl9 10 127 12 13 14 15 20 ? ? 7 ? ? 7 6 7T 8
1010 11 12 13 14 15 16 17 , 2 7?2 ? ? ? ? 6 7T 8 9
1111 12 13 14 15 16 17 18 19 7]? ? 72 ? ? 6 7 8 9 10
1212 3 14 15 16 17 18 19 20 ? ? <?|°? ? ? 6 7 & 9 10 11
1313 14 15 16 17 18 19 20 ? ? 7 7?7 7.]°? 6 7 8 9 10 11 12
1414 15 16 17 18 19 20 ? ? ? ? ? ? 6]l7 & 9 10 11 12 5
5015 16 17 18 19 20 ? ? ? ? ? ? 6 7 8]49 10 11 12 13 ‘14
1616 17 18 19 20 2 7?2 ?2 2?2 ? ? 6 7 8 9 13 14 15
17l 18 19 20 2 2 2?2 2?2 2?2 7?2 6 7T 8 9 10 15 16
1818 19 20 ?7 2 ? ? 7 6 7 8 9 10 11 12 13 16 17
19119 20 2 2 ? 2?2 2?2 7?2 6 7 8 9 10 11 12 13 14 17 18
20 || 20 13 o ? ? 7 6 7 8 9 10 11 12 5 14 15 16 17 18] 19

figure 4.1 — Table de Cayley trouée pour modele d’ordre 21

Ce modele nous a semblé intéressant car il ressemble & celui du chapitre précédent.
Grice 4 ce modéle, nous avons réussi a construire des boucles incassables commutatives
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4.2. CONSTRUCTION ET PREUVE

dont le groupe de multiplication est le groupe alterné pour tout ordre n impair tel que
21 < n < 39. De plus, le nombre de boucles semble augmenter lorsque 1’ordre de la
boucle augmente. Nous avons donc basé la construction de notre famille sur ce modéle.

4.2 Construction et preuve

" La construction de cette famille de boucles ressemble beaucoup a celle de la famille
précédente. Ainsi, certains détails déja expliqués dans le chapitre précédent ne seront pas
expliqués de nouveau. Tout au long de la construction, une boucle d’ordre 21 sera utilisée
comme exemple. '

Construction 4.2.1 Puisque la boucle doit étre commutative, nous décrirons comment
remplir les cellules [z, j] pour ¢ < j. Il est sous-entendu que [¢, j] aura le méme contenu
que [, ] pour tout ¢ et j. Soit n, un nombre impair tel que n > 21 et posons p tel que
n=2p+1. '
En premier lieu, pour i et j tels que 0 < ¢ < n—1et0 < j < 4, prenons [,j] =
i+ j(mod n). Ensuite, pouriet jtelsque 7 < i <n—letn—i+6 < j < n—1, prenons
[i, 7] = © + j(mod n). Ceci construit une portion de table de Cayley dont le contenu est
identique a celui de la table de Z,,. La figure 4.2 représente cette portion de table.

On effectue les modifications suivantes : [1,2] =0, [1,p+2] =3et[l,n— 1] =p+3.
Puisque I’anciénne valeur de [1, 2] était de 3, celle de [1, p + 2| était de p + 3 et que seul 0
pouvait étre dans [1,n — 1], on en déduit que L,* est toujours une permutation. Par contre,
R,,_1 ne peut plus étre une permutation puisque 1’élément p + 3 s’y trouve deux fois. Pre-
nons donc [p+4, n— 1] = 5. Maintenant, puisque [2, 1] = 0, il ne manque que les éléments
1 et 3 sur la ligne 2 pour que L, soit une permutation. Prenons dont [2,n — 2] = 1 et
[2,n — 1] = 3. Sur la ligne 3, il manque les élément 0, 1 et 2 pour que L3 soit une permu-
 tation. Prenons donc [3,n — 3] =1, [3,n — 2] = 2 et [3,n — 1] = 0. Nous obtenons alors
le modele de la figure 4.3. Les positions concernées sont mises en caractéres gras.

Les cases restantes doivent contenir des éléments de 0 a 5, sauf [p + 2,p + 4] qui

*Rappel : Ly, est I’action a gauche de & et est spécifiée par la ligne k de la table. Similairement, Ry, est
I’action a droite de & et est spécifiée par la colonne k de la table.
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0 0 1 2 3 4 5 6 17 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 1|2 3 4 5 6 7 8 17 18 19 20 0
2 2 3|4 5 6 7 8 9 18 19 20 ? 7
3 3 4. 5]6 7 8 9 10 19 20 ? ? 7
4 4 5 6 7] 8 10 11 20 7 7 7 7
5 5 6 7 8 9 1 12 ? 7?77
6|l.6 7 8 12 13 ? 0?7 7 7 7
7 7 89 14 7?7 7 6
8 8 9 10 11 12 13 14 17 18 19 20 7 ?7 7 6 7
9 9 10 11 12 13 14 15 20 7 7 ? 6 7 8
10410 11 12 13 14 15 16 17 ?7 07 7 6 7 8 9
i1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 71?7 7?7 7 7 8
121{12 13 14 15 16 17 18 19 20 ? ? 7| °? °? 8 9
13 (/13 14 15 16 17 18 19 20 ? ? 7 ? 7] 7*? 9
14114 15 -16 17 18 19 20 ? . ? 7?7 ? 7 7?7 &
15(15 16 17 18 19 20 ? ? ? 7?7 ? ? 6 7T
61(l16 17 18 19 2 *? ? ? ? 7?7 7 6.7 8
174{ 17 18 19 20 2 ? ? ? 2 ? 6 7T 8 9
i8)f18 19 20 2?2 ? ? ? ? ? 6 7 8 9 10
1919 20 2 2?2 2?2 ? 2?2 ? 6 7 & 9 10 11
21(2 "2 2 2?2 9?2 7 ? 6 7 8 9 10 11 12

figure 4.2 — Table de Cayley - Portion Z,,

doit contenir p + 3. Ces cases ne seront pas remplies explicitement. Nous allons sirhple-
ment montrer qu’il est possible d’assigner des valeurs a chacune des cases pour obtenir une
boucle commutative. Pour ce faire, nous allons commencer par construire un triangle de
départ de la ligne (resp. colonne) p + 1 a la ligne (resp. colonne) p + 5. Les positions de ce
triangle sont identifiées par des astérisques (x) dans la figure 4.3. '

Pour plus de lisibilité, nous ne travaillerons qu’avec les triangles a partir de maintenant.

La figure 4.4 représente un tel triangle.
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“ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 g9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 1 2 0 4 5 6 7 8 10 11 12 3 14 15 16 17 18 19 20 13
2 2 0 4 5 6 7 8 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1 -3
3 3 4 5 6 7 8 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1 2 0
4 4 5 6 7 8 9 13 14 15 16 17 18 19 20 ? ? ? ?
5 5 6 7 8 9 14 15 16 17 18 19 20 ? ? 7 ? ?
6 6 7 8 15 16 17 18 19 20 ? ? ? ? ? ?
7 7 8 9 16 17 18 19 20 7 ? ? ? ? 7 6
8 8 9 10 11 12 13 14 19 20 ? ? ? ? ? 7 6 7
9 9 10 11 12 13 14 15 20 ? ? ? ? ? ? 6 7 8
10 10 11 12 13 14 15 16 ? ? ? ? ? ? 6 7 8 9
11 12 13 14 15 16 17 ? * * * * * 6 7 8 9 10
12 12 3 14 15 16 17 18 19 20 ? ? * * * * 6 7 8 9 11
13 13 14 15 16 17 18 19 20 ? ? ? * * * 6 7 8 9 12
14 14 15 16 17 18 19 20 ? ? ? ? * * 6 7 8 9 5
15 15 16 17 18 19 20 ? ? ? ? ? * 6 7 8 9
16 16 17 18 19 20 ? ? ? ? ? ? 6 7 8 9
17 17 18 19 20 ? ? ? ? ? ? 6 7 8 9 10
18 18 19 20 1 ? ? ? ? ? 6 7 8 9 10 11
19 19 20 1 2 ? .7 07 ? 6 7 8. 9 10 11 12
201120 13 3 0 ? 7 ? 6 7 8 9 10 11 12 5

figure 4.3 — Table de Cayley - Triangle

12345

]

UL =W N

figure 4.4 — Triangle type

Il est clair que les positions [p + 2,p + 4] et [p + 4, p + 2| devront contenir la valeur
p+ 3. Mais, il est & noter que puisque [p+4,n— 1] = 5 et que [1, p+2] = 3, nous traiterons
par la suite le triangle comme s’il y avait la valeur 5 sur la ligne p + 4 et la valeur 3 sur la
colonne p + 2. Nous raisonnerons donc comme si les cellules [p+2,p+ 4] et [p+4,p + 2]
contenaient une valeur différente si vues par une ligne ou par une colonne. La figure 4.5

montre ce triangle de base.
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1 2 3 4 5

3/5

5/3

G = W N =

figure 4.5 — Triangle de base

Le triangle de départ qui sera utilisé a été choisi aprés avoir observé les résultats des
exemples que nous avons produits avec la technique de la section précédente. Ce triangle
de départ est présenté a la figure 4.6. Les cases notées * contiennent la valeur p + 3.

N[ O

* [

= kOt W

* || OTN

O = W N
{I\D.ACHOOOI-—‘

figure 4.6 — Triangle de départ |

Posohs S; le contenu de la colonne ¢ du triangle avec S; C {1, .., 5}. Egalement, posons
p;jpourj € {0,---,5} lenombre d’occurrences de j dans le triangle. En considérant qu’un
des symboles * vaut 3 et que I’autre vaut 5, dans notre triangle on a py = ps = p3 — 2,
pr=1letpy=ps=4.

Remplissons maintenant la ligne située directement au dessus du triangle (ligne p du
carré latin). Posons P; avec 1 < ¢ < 6 de maniére a ce que pour i € {1,..,5}, P, soit la
case au dessus de S; ; P est une nouvelle case complétement a droite. On voit que la valeur
p + 3 des cases notées * n’a aucun impact sur la création de la nouvelle ligne. Par contre,
les valeurs des cellules [1,p + 2] = 3 et [n — 1,p + 4] = 5 empéchent P, d’avoir 3 et
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P, d’avoir 5. Nous allons donc représenter notre triangle de départ comme illustré dans la
figure 4.7 (3 € Sy et 5 € .5y).

3 51 4|2
05| 4|5
51411
413

2

figure 4.7 — Triangle de départ - vue par colonne

Pour remplir la nouvelle ligne, on utilise larégle : P, € S; U {PJ| j < ipourl1 < <5
et P, ¢ {P;|j < i} pouri = 6. Nous obtenons alors un nouveau triangle.

1 2]o]3[4]5]
3[o]5]4]2
0545
5141
43

2

figure 4.8 — Exemple - nouveau triangle

Formellement, les cellules de la nouvelle ligne doivent étre remplies selon la régle :
P, ¢ S;U{Plj<i}pourl <i<6.

On voit qu’il est toujours possible de comi)léter la ligne suivante puisque chaque cel-
lule de la ligne a un maximum de cinq valeurs interdites sur six valeurs possibles. En effet,
|Si] =6—det|{P]j <i}| =%i—1pourtoutl < i < 6. Donc S; U{P;|j < i}aun
maximum de 6 — i + i — 1 = 5 éléments. De plus, on voit que tous les éléments de S; sont
redistribués sur les cellules de la premiére ligne du nouveau triangle (P; avec 2 < i < 6),
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ce qui signifie que le nombre d’occurrences de chaque élément dans le nouveau triangle
est identique au nombre d’occurrences de cet élément dans le triangle précédent. Ainsi,
dans tous les triangles construits paf la suite, les contraintes pg = py = p3 = 2, p1 = L et

ps = ps = 4 seront toujours respectées.

On répéte 1’étape précédente jusqu’a ce que la ligne a remplir soit la ligne 8 dela
table de Cayley. On obtient la configuration présentée a la figure 4.9.

Ligne8 - | PL| P2 | P3| Py | Ps| Ps

S S2 S3 Sy S5

figure 4.9 - Extrémité du bandeau

On voit que, pour remplir la ligne 8, nous devons nous assurer de ne pas placer 1’élé-
ment 1 dans Fs. Par la contrainte p; = 1, on sait qu’il n’y a qu’un seul élément 1 dans les
S;. Donc, siona 1l ¢ Sy, alors on peut faire P, = 1. Sil € Sy, alors 1 ¢ SoU{P;} et donc
on peut faire P, = 1. De cette maniére, Fs n’égalera jamais 1.

Maintenant, pour remplir la ligne 7, nous devons nous assurer de ne pas placer 1’¢él¢-
ment 1 dans P ni dans Ps. Egalement, nous devons nous assurer de ne pas placer I’élément
~ 2 dans P;. Puisque S; contient cinq éléments sur les six éléments possibles, il est clair que
S; contient au moins un des deux éléments 1 et 2. Si1 € Sy, alorsonfait P, =2et P, =1
(possible puisque 1 n’est que dans S). Dans le cas ou 2 € S, on place P, = 1. Ensuite, on
sait qu’il y a deux éléments 2 dans les quatre S; avec 2 < ¢ < 5. On place donc I’élément
2 dans le premier F; tel que 2 ¢ S;. Nous obtenons ainsi notre nouveau triangle. .
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Pour remplir les lignes 6, 5 et 4, nous avons utilisé I’algorithme 10 pour calculer tous
les ensembles S; possibles a ce niveau. L’algorithme a ressorti 125 ensembles S; et, en
enlevant les ensembles o1 1 € Sy oul € S5 ou encore 2 € S5, nous avons obtenu 108
ensembles S;. Ensuite, ’algorithme 11 nous a permis de produire toutes les complétions de
bandeau possibles 4 partir de chacun des ensembles S;. Pour chaque ensemble S;, au mi-
nimum deux complétions pour les lignes 6, 5 et 4 sont possibles par triangle. Nous savons
donc qu’il est toujours possible de terminer le carré latin. Ainsi, cette boucle commutative

existe pour tout ordre n supérieur ou égal a 21.

- Proposition 4.2.2 Pour tout n impair tel que n > 21, la boucle de la construction 4.2.1 est

incassable.

Preuve : Soit B, une boucle commutative d’ordre impair n construite a 1’aide de la
technique de la construction 4.2.1. Posons également p tel que n = 2p + 1. Nous
utiliserons la table de Cayley partielle aprés 1’étape du triangle de base (voir figure
4.10).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0} 0 1 2 3 4 5 6 7 8 -9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 1 2 0 4 5 6 7 8 9 10 11 12 3 14 15 16 17 18 19 20 13
2 2 o 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1 3
3 (3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1 2 O
414 -5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 ~17 18 19 20 7 ? ? ?
5 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 .18 19 20 ? ? ? ? ?
6 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 7 ? ? ? ?o?
7|7 8 9-10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ? ? ? ? ? ?7 6
8 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 7 ? ? ? ? 7.6 7
-9 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 7 ? .7 ? ? ? 67 8
1010 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1 ? ? ? ? ? 6 7 8 9
11|11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1 3 O 5 4 2 6 7 8 9 10
12122 3 14 15 16 17 18 19 20 7 ? 0 5 4 13 6 7 8 9 10 1
13{13 14 15 16 17 18 19 20 7 ? ? 5 4 1 6 7 8 9 10 11 12
14114 15 16 17 18 19 20 7 ? ? ? 4 13 6 7 8 9 10 11 12 5
1515 16 17 18 19 20 ? 7 ? ? ? 2 6 78 9 10 11 12 13 14
16 (16 17 18 19 20 7 ? 7 ? ? ? 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
17 (17 18 19 20 7 ? ? ? ? ? 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16
18118 19 20 1 ? ? 7?7 ? 6 7 8 9 1 11 12 13 14 15 16 17
19119 20 1 2 ? ? ? 7?7 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
20,20 13 3 O ? ? ? 6 7 8 9 10 11 12 5 14 15 16 17 18 19

ﬁguré 4.10 — Table de Cayley - Incassable
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En premier lieﬁ, montrons que (2) = B. Nous voyons que [2,4] =i+ 2 pour 2 < i <
n — 3. Ainsi, nous pouvons obtenir tous les nombres pairs entre 2 et n — 1 a partir de 2.
Ensuite, [2,n— 1] = 3. A partir de 3, nous pouvons obtenir tous les nombres impairs de
3 4n — 2. Pour obtenir 1 et 0, on voit que [2,n — 2] = 1 et que [2, 1] = 0. Nous avons
obtenu tous les éléments'de la boucle, on en déduit que (2) = B. Egalement, puisque
[1,1] =2,0na (1) = B.

Montrons maintenant que (n — 1) = B.On voitque [n—1,i| = 71— 1 pourp+5<i <
n — 1. Ainsi, & partir de n — 1, on peut obtenir 5. Ensuite, on voit que [n — 1, 5] est une
valeur manquante. Mais, nous voyons que la valeur doit étre 1, 2 0u 4. Si[n — 1,5] = 1
ou[n—1,5] = 2, on obtient que (n—1) = B.Si[n—1,5] = 4, on voitque [n—1,4] = 1
ou [n — 1,4] = 2, d’ou on obtient que (n — 1) = B. Nous voyons également trés faci-
lement que (p) = B puisque [p,p} =n — 1. o

Montrons maintenant que (3) = B. On voit que [3,i] =i +3pour3 < i < n — 4.
Ainsi, a partir de I’élément 3, il est possible d’obténir tous les multiples de 3 entre 3 et
n — 1. Sin — 1 est un multiple de 3, nous obtenons que (3) = B puisque (n — 1) = B.
Puisque [3,n — 2] = 2et [3,n — 3] = 1, alors sin — 2 oun — 3 est un multiple de 3, on
a(3)=B. '

Nous avons donc que (1) = B, (2) = B, (3) = B, (p) = B et (n — 1) = B. Mainte-
nant, montrons par induction que (k) = B pour tout k¥ > 4. Posons comme hypothése
d’induction que pour tout 4 tel que 1 < i < kona (i) = B. Tout ce qui nous reste a
montrer est que nous pouvons obtenir un élément non nul inférieur 4 k & partir de k.
Séparons en deux cas :

Casou 4 < k < p: Enpremier lieu, remarquons que [k, z] = z+k pourk < = < n—k.
En d’autres mots, tous les tk < n — 1 peuvent étre obtenus a partir de k. Egalement, les
positions [k, n — k], [k,n—k+1], - - -, [k, n — 1] forment une permutation des éléments
{0, -+, k— 1}. Deux cas se présentent & nous : le cas ou k est un diviseur de n et celui
ou k n’est pas un diviseur de n. |

Si k est un diviseur de n, alors nous allons ajouter une contrainte a 1’étape de rem-
plissage du bandeau de la construction 4.2.1. En effet, lorsqu’une nouvelle ligne est
construite, nous ne permettrons jamais a P, de contenir 0. De cette maniére, [k, n — k]
ne sera jamais nul. Pour ce faire, nous devons nous assurer que .S} contienne toujours
0. On sait que pg = 2. La méthode est simple, nous allons toujours placer 1’élément
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0 dans P;. Il est toujours possible d’effectuer cette opération. En effet, puisque 0 est
toujours contenu dans S; et S, lors du remplissage de P; et P, nous ne pouvons pas y
placer de 0 et S3 ne peut pas contenir de 0. Par contre, cette technique ne fonctionne que
pour les lignes supérieures a 6. Donc, le cas k = 5 sera traité a part (4 et 6 ne peuvent
étre diviseur de n puisque n est impair). Pour £ > 6,,puisqué k divise n, k divise aussi
n — k. D’ou, il existe un entier ¢ tel que tk = n — k. Ainsi, tk est obtenu & partir de k et
[k, tk] < k estnon nul. Donc (k) = B. Si 5 est un diviseur de n, on sait qu’il existe un ¢
‘tel que n = 5t. Si on pose t = 2s + 1, on obtient n = 105+ 5. Sachant que n = 2p + 1,
on obtient que 2p + 1 = 10s + 5 ou p = 5s + 2. De 14, on voit que p + 3 = 5s+5o0u
p+ 3 = 5(s+ 1). D’ot1 on déduit que p + 3 € (5). Puisque [p + 3,p + 3] = 1 et que
(1) = B,on'en arrive & (5) = B.
Dans le cas ou k n’est pas un diviseurde n, onprend t telquen —k+ 1 <tk <n-1
(tk = n — k est impossible). Si [k,tk] # 0 alors (k) = B puisque [k,tk} < k. Si
[k, tk] = 0, on prend un s tel que p < sk < n—1.Onaque [sk, sk] = r = sk+sk(mod
n). On voit que 7 n’est pas un multiple de k£ puisque k n’est pas un diviseur de n. Donc
sin —k <r <n-—1,onprend [k, r| qui est non nul et inférieura k. Sir < n — k, on
prend (k7] = r + k, [k,r + k] = r + 2k, - - -, jusqu’a ce que r + 7k soit supérieur &
n — k. Ensuite, on prend [k, r + tk] qui est inférieur a k et non nul (puisque [k, tk] =0
ettk # r + ik). D’ou, par hypothése d’induction, on obtient que (k) = B.
Cas ol p < k < n— 1: Pour ces cas, nous voyons que [k, k] = iavec 1l < i < k.
Donc, par hypothése d’induction, on a (k) = B. ]

Maintenant que nous avons une boucle incassable commutative pour tout ordre impair,
montrons que cette boucle peut avoir le groupe symétrique comme groupe de multiplica-
tion. Pour ce faire, nous allons utiliser les définitions et propositions suivantes.

Définition 4.2.1 Soitn > 1, un entier et a, b deux nombres distincts de la suite 0,1, - n—
1. On note ab la distance entre a et b calculée avec I’équation a + ab = b(mod n).

Proposition 4.2.3 Quels que soient le nombre impair n > 4 et les trois nombres distincts
a,b,cdelasuite0,1,2,--- ,n— 1, une condition nécessaire et suffisante pour que les deux
permutations en représentation canonique S = (0 1 --- n—1)etT = (a b c) constituent
une base du groupe alterné, c’est que PGC D(ab, ac,n) = 1, 00 PGCD(z,y, z) est le plus
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grand commun diviseur de z, y et 2.
Preuve : voir la proposition 5 de [16]. _ ’ [

Proposition 4.2.4 Pour tout n impair tel que n > 21, il existe une boucle incassable com-
mutative B d’ordre n tel que A(n) est un sous-groupe du groupe de multiplication de B.

Preuve : Posons donc B une boucle construite a ’aide de la construction 4.2.1 et de la
proposition 4.2.2. Pour cette preuve, nous utiliserons les permutations L, et L. Le but
est d’obtenir une permutation contenant un seul cycle de trois éléments a partir de ces
deux permutations afin d’utiliser la proposition 4.2.3. Les permutations sont présentées

par la figure 4.11.

(0 1234 .. n—-4n-3n-2 n—l)
2 = .

20456 --n-2n-1 1 3
Lo = 0123 .- n-5n-4n-3n-2n-1
3 3456 ---n—2n-1 1 2 0

figure 4.11 — Permutations Lq et L3

Si on anaiyse ces permutations on voit que pour Lo, I'image de x est x + 2 sauf pour
z € {1,n — 2,n — 1}. Egalement, pour L on voit que ’image de z est  + 3 sauf
pour x € {n — 3,n — 2,n — 1}. Donc si on prend les permutatiohs a = Ly* Ly et
0 = Lz x* L,, on obtient les permutations de la figure 4.12.

01 4 n—7 n-6 n—5 n—4 n—-3 n—-2 n-1
o = .

5 3 9 n—2 n—1 1 2 0 4 6
5 01 34 ... n—-7n-6 n—-5n—-4 n-3 n-2 n-1
\56 7809 n-2 n-1 1 3 0 4 2

figure 4.12 — Permutations « et

On voit que les permutations « et 3 se comportent trés similairement. En effet, ’image
dezestz+5saufpourz € {1,n—5,n—4,n—3,n—2,n—1}. Ce qui est intéressant
de voir est que a et § différent seulement sur les éléments 2, 3 et 6. Donc, dans la
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permutation v = a1 * 3, 3 annulera I’effet de o~ pour tous les éléments sauf 2, 3 et
6. La permutationy = o~ '% 8 = (Lo L3) ™! x L3 Ly ainsi que son calcul sont présentés
a la figure 4.13. La premicre ligne de cette figure correspond aux éléments de la’boucle,
la seconde ligne correspond 2 leur image par o, la troisiéme ligne correspond a leur
image par 0 et la derniére ligne correspond a leur image par . Par exemple, dans la
premiére colonne, on a en ordre de ligne I’élément 0, «=*(0) = n — 3, B(0) = 5 et
v(0)=0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 - n-6 n—-5 n-4 n-3 n-2 n-1
n-3 n-5 n-4 1 n-2 0 n-1 2 3 -~ n-11 n-10 n-9 n-8 n-7 n-6

*

5 6 7 8 9 10 11 12 13 -« n-1 1 3 0 4 2

0 1 3 6 4 5 2 7 8 ..~ mn—86 n-5 n-4 n-3 n—-2 n-1

figure 4.13 —Calcul de y = (Ly % L3) 1 % Ly x Ly

Nous vérifions que dans la permutation ~y, seul les éléments 2, 3 et 6 sont permutés.
Dans la représentation canonique; ona:y = (2 3 6).

Pour utiliser la proposition 4.2.3, nous devons aussi avoir une permutation dont la re-
présentation canonique est (0 1 2 --- 7 — 1). Nous allons pour cela utiliser un
isomorphisme. Cet isomorphisme est un simple renommage des éléments qui permet-
tra 4 la permutation L, d’avoir la forme requise. Puisque les groupes de multiplication‘
de deux boucles isomorphes sont également isomorphes (voir 1.2.2), le résultat obtenu
avec |’isomorphisme s’applique également dans notre boucle B. Donc la permutation
L, sous forme de cycle est pfésentée a la figure 4.14. '

L;,y=(02 .-+ n-3n-135 - n—-4n-21)
figure 4.14 — Permutation L,
Si on renomme chacun des éléments de L, pour obtenir la permutation I:z =(01

n — 1), on obtient I’isomorphisme (le renommage) présenté par le tableau 4.1. La co-
lonne éléments utilisés ¢ montre que tous les €léments ne sont utilisés qu’une seul fois.
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Eléments Isomorphisme | Eléments utilisés
0 : 0 0
1 n—1 n—1
Eléments pairs z 5 1<i<p
Eléments impairs = (z # 1) 2l tp p+1<i<n-—2

tableau 4.1 — Isomorphisme

Maintenant, si nous utilisons I’isomorphisme sur la permutation v = (2 3 6), nous
obtenons la permutationy = (1 p+ 1 3). ‘ _

Avec nos permutatidns Ly=(@©1 - n—1)et4 = (1 p+1 3), nous pouvons
utiliser la proposition 4.2.3. Ainsi, posons.a = 1, b = p + 1 et ¢ = 3. Puisque n est
impair et que @ = 2, on en déduit que PGCD(ab,ac,n) = 1. Donc, la proposition
423 permet d’affirmer que Ly = (0 1 --- n—1)ety=(1 p+1 3) sont des bases
du groupe alterné.

Ainsi, on en conclut que le groupe alterné .4(n) est un sous-groupe du groupe de mul-
tiplication de B. [ ]

Pour en arriver a notre théoréme principal, il nous faut une derniére proposition.
Proposition 4.2.5 Si P est une permutation impaire d’ordre n, alors (A(n)U{P}) = S(n).

Preuve : Soit H = (A(n) U {P}). Il est clair que H est un sous-groupe de S(n). On
sait que |S(n)| = n! et que |A(n)| = Z. Il est clair que le plus petit diviseur de n! qui
est supérieur a %’ est n!. Par le théoréme de Lagrange (voir proposition 1.1.1 1), on en
déduit que |(A(n) U {P})| = n! et donc que (A(n) U {P})A——- S(n). [ |

Nous pouvons maintenant énoncer notre théoréme principal.

Théoréme 4.2.6 Pour tout n impair tel que n > 21, il existe une boucle incassable com-
mutative d’ordre n dont le groupe de multiplication est le groupe symétrique.

Preuve : Posons donc B une boucle construite a I’aide de la construction 4.2.1 et de la
proposition 4.2.2. Avec la proposition 4.2.4, on sait que le groupe alterné est un sous-
groupe du groupe de multiplication de B. Donc, par la proposition 4.2.5 si on montre
que nous pouvons avoir une permutation impaire parmis les L;, on montre que le groupe
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de multiplication de B est le groupe symétrique. Prenons L, ; comme étant L, avec les

P, contenant les valeurs 1,2,0,3,4,5 et L,, comme étant L, avec les P; contenant

les valeurs 1, 2,0, 3, 5,4. On voit qu’autant L, ; que L, 5 sont des permutations. Mais,

puisque L,; = L,2 - (4 5), on voit que leurs parités sont inversées. Donc une des

permutations L, ; ou Ly, est impaire. ’ ' ]
Entrée: S : Liste des ensembles S; (initialement, tous les S; sont vides)

1 : Leidu S, en traitement dans cette itération (initialement a 1).

p : Liste contenant les contraintes (initialement, p{0] = 2, p[1] = 1,

fin

P2l = 2,p[3] = 2, p4] = 4 et p[5] = 4).

total : Ensemble contenant toutes les listes S; calculées jusqu’a

maintenant (initialement vide).

Sortie : Ensemble contenant toutes les listes S;

CALCUL_ENSEMBLES_S(S,i,p,total) début

sii > 5 alors
| Ajouter S dans total

sinon ,
si |.S;| = 6 — i alors
| total =CALCUL_ENSEMBLES_S(S,i + 1,p,total)
sinon
pour j de maz(S;) a 5 faire
si p[7] > 0 alors
Ajouter j dans S;
plj] = plj] — 1
total =CALCUL_ENSEMBLES S(S,i,p,total)
Enlever j de :S;
pli] =plil+ 1
fin si
fin pour
fin si '
fin si
retourne total

~ Algorithme 10 : Construit tous les ensembles S; possibles
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Entrée: S :  Un ensemble S; (On ajoute un Sg aux ensembles et on
ajoute les valeurs : 1 € 54, 1,2 € S5et0,3,5 € Sp)
T -1 Ensemble T similaire & S; mais pour les lignes
_ (1n1t1alement 4,5 € Tl ethelr)
i . Leidu S; représente la colonne du bandeau a construire.
(initialement 1)
j : Le j duT; représente la ligne du bandeau a construire.
(1n1t1alement 1)
bandeau : Tableau de trois lignes et six colonnes représentant le reste
du bandeau (cellules [1, 1], [1, 2], [2, 1] jamais utilisées)
~ total :  Ensemble contenant tous les bandeaux finaux calculés

jusqu’a maintenant (initialement vide).
Sortie : Tous les bandeaux (lignes 4, 5 et 6) possibles.

FINALISER_BANDEAU(S,T,i,j,bandeau,total) début
si [2,7] € {[1,1],[1, 2], [2, 1]} alors
| total :=FINALISER_BANDEAU(S,T';; + 1,j,bandeau,total)
sinon
si¢ > 6 alors
si j = 3 alors
| Ajouter bandeau a total

sinon
| total :=FINALISER BANDEAU(S T.,1,j + 1,bandeau,total)
fin si
sinon
pour k de 0 a 5 faire

sik &S etk ¢ L;alors

bandeaulj,i| = k
Ajouter k dans S; et dans T}
total :=FINALISER_BANDEAU(S,T,i + 1,7,bandeau,total)
Enlever k de S; et de T

- fin si

| fin pour

fin si

fin si

retourne total

fin

Algorithme 11 : Construit tous les bandeaux possibles & partir d’ensembles .5;
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Chapitre 5

Famille de boucles incassables
commutatives d’ordre impair dont le
groupe de multiplication est le groupe
alterné

La famille de boucles qui sera présentée dans ce chapitre est basée sur les exemples
et la construction du chapitre précédent. En effet, tous les exemples de boucles que nous
avons créés ont comme groupe de multiplication le groupe alterné. Pour avoir le groupe
symétrique, nous avons montré que nous pouvions avoir une permutation impaire dans
M(B) (voir la preuve du théoréme 4.2.6). Maintenant, nous allons montrer qu’il y a moyen
de n’avoir que des permutations paires. Cette construction fonctionne pour des boucles
d’ordre impair supérieur ou égal 4 43. Des boucles d’ordre inférieur & 43 seront présentées
dans la seconde section du chapitre.

S.1 Construction et preuve

Pour construire cette famille de boucles, nous allons nous baser sur la méthode vue
au chapitre précédent. Nous utiliserons une boucle d’ordre 43 pour illustrer la construction.
Dans cette section, nous ne montrerons que la partie supérieure droite de la table de Cayley,
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soit les lignes 0 & p + 5 (ligne 26) et les colonnes p + 1 (colonne 22) & n — 1 (colonne 42).

Puisque les parties supérieure gauche et inférieure droite sont déja entierement spécifiées et

que la partie inférieure droite est construite par commutativité a partir de la partie supérieure
droite, on voit que cette derniére est entiérement suffisante pour décrire la boucle.

Construction 5.1.1 Le début de cette construction est identique au début de la construc-
tion 4.2.1 du chapitre précédent. Nous débuterons donc lors du remplissage du bandeau,
juste aprés avoir placé le triangle de départ. Nous avons donc une boucle incompléte simi-
laire a la boucle de la figure 4.10. Maintenant, nous allons remplir les deux lignes suivantes
avec les valeurs (dans 1’ordre) 1,2,0,3,4,5. Nous poursuivons en assignant les valeurs
p—2,p+3]=3,[p—2,p+4 =1,[p—2,p+5] =5,[p—3,p+4] =2, [p—3,p+5| =0,
[p—4,p+ 5] = 1. Maintenant que nous avons nos éléments de départ (milieu du bandeau),
nous devons placer les éléments d’arrivée (extrémités du bandeau). Donc assignons (dans
l’ordfe) a la ligne 4 les valeurs 1,0, 3,2, & la ligne 5 les valeurs 2,0, 3,4, 1, a la ligne 6 les
valeurs 3,1,5,2,0,4 et 4 1a ligne 7 les valeurs 1, 2,0, 3,4, 5. Enfin, assignons les valeurs
[8,n — 4] = 4, [8,n — 3] = 5, et [9,n — 4] = 2. Dans notre exemple, on obtient la boucle
présentée par la ﬁguré 5.1. Les zones mises en évidence par des traits sont nommées pa-
pillons de liaison. Il est important de remarquer que les deux papillons sont identiques. Ces
~ papillons de liaison nous serviront un peu plus loin.

Pour remplir le restant du bandeau (lignes 8 & p — 2), nous utiliserons des sous-
bandeaux. Un sous-bandeau correspond a une partie de bandeau qui commence (en bas
a gauche du sous-bandeau) et termine (en haut a droite du sous-bandeau) par un papillon
de liaison. Le papillon de liaison le plus en bas d’un sous-bandeau sera appelé papillon de
liaison initial tandis que le papillon de liaison le plus en haut d’un sous-bandeau sera ap-
pelé papillon de liaison final. La taille d’un sous-bandeau correspond au nombre de lignes
complétes (de six éléments) que le sous-bandeau contient, diminué de 1*. Les papillons de
liaison initial et final permettent de concaténer deux sous-bandeaux afin d’en obtenir un
troisieme. Soit B, un sous-bandeau de taille z et B, un sous-bandeau de taille y, il nous
suffit de faire chevaucher le papillon de liaison initial de B, avec le papillon de liaison final
de B, ; on obtient un nouveau sous-bandeau de taille = + y que nous appellerons B, . Par
exemple, si on concaténe le sous-bandeau B, de la figure 5.12 avec le sous-bandeau B3

*Par exemple, le sous-bandeau de la figure 5.12 poéséde 11 lignes complétes. Donc sa taille est de 10.
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0 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 42
1 23 3 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 24
2 24 25 26 27 28 29. 30 31 32 33 34 35 36 3
3 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 1 0
4 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 1|0 2
5 27 28 29 30 31 32 33 34 3 36 37 38 39 2 043 1
6 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 3 1 512 4
7 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 2 0 3 4 6
8 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 7 ? ? 714 5 7
9 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 7 ? ? ? 7126 8
10 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 7 ? ? ? ? ? 6 7 9
11 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 7 ? -7 ? ? ? 6 7 8 . 10
12 34 35 36 37 38 39 40 41 42 7 ? ? ? ? ? 6 7 8 9 10 11
13 35 36 37 38 39 40 41 42 7 ? ? ? ? ? 6 7 8 9 10 11 12
14 36 37 38 39 40 41 42 7 ? ? ? ? ? 6 v 8 9 10 11 12 13
15 37 38 39 40 41 42 7 ? ? ? ? ? 6 7 8 9 10 11 12 13 14
16 38 39 40 41 42 7 ? ? ? ? ? 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
17 39 1 ? ? ? ? ? 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 18
18 . 40 0 ? ? ? ? 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
19 41 3 1 5 ? ? ? 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
20 42 |- 2 0 3 4 5|6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
21 1 2 0 3|4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
22 3 0o 5 4 (2|6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
23 0O 5 4 24 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
24 5 4 1 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
25 4 24 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 5
26 2 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

figure 5.1 — Table de Cayley

de la figure 5.13, on obtient le sous-bandeau présenté par la figure 5.2. Il est a noter que

Bg., et By, on la méme taille, mais peuvent étre différents.

Nous utiliserons les dix sous-bandeaux présentés par les figures 5.12 a4 5.21 a la fin
de la présente section. Dans ces figures, les chiffres en italiques représentent le nombre
d’inversions dans chacune des lignes et des colonnes du sous-bandeau. Cette information
nous sera utile plus tard. Maintenant, nous voyons que pour tout ¢ de 0-3a 9, il existe un
B, présenté par une des figures 5.12 a 5.21 tel que ¢ = = (mod 10). Donc, si nous avons
besoin d’un sous-bandeau de longueur & pour terminer la table de Cayley, nous prenons le
x tel Que z = k (mod 10) et nous concaténons B, avec k < 10 fois Bjy pour obtenir le

. sous-bandeau de longueur k (avec + une division entiére). On voit donc qu’on peut obtenir
un sous-bandeau pour toute longueur supérieure ou égale a 13.
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2
B3 1 0
TN\ 3 0 1
2 1 5 3
-3 1 0 2 4
2 1 0 4 3 5
1 0 2 3 5 4
3 4 0 5 2
01 5 4
5 3 4
4 5
2
Biyo
N

N UTO W
WO
=0 Ot W
O N WO =

figure 5.2 — Byo413 : Sous-bandeau de taille 23 - Concaténation de B et Bz

Maintenant, nous allons calculer la taille de sous-bandeau nécessaire pour remplir une
table de Cayley pour une boucle d’ordre n. Si on considére que le papillon de liaison de la
table de Cayley des lignes p — 4 a p + 1 est en fait le papillon de liaison initial du sous-
bandeau, nous voyons que nous devons remplir les lignes 8 & p — 1 (inclusivement) 4 I’aide
d’un sous-bandeau. Donc notre sous-bandeau devra €tre de taille p — 8. Puisque les sous-
bandeaux doivent étre de taille supérieure ou égale & 13 et que‘21 — 8 = 13, on obtient que
la plus petite boucle pouvant utiliser cette construction est d’ordre 43 (n = 2p + 1).

Proposition 5.1.2 Pour tout n impair tel que n > 43, une boucle résultante de la construc-

tion 5.1.1 est incassable.

Preuve : Puisque les constructions 4.2.1 et 5.1.1 sont identiques mise & part la maniére
de remplir le bandeau, la preuve de la proposition 4.2.2 s’applique. Nous devons tout
simplement nous assurer que pour chaque ligne, le O ne soit pas sur la diagonale en
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dessous des n — 1. De fait, en regardant les sous-bandeaux des figures 5.12 a 5.21, on
voit que les 0 ne sont jamais sur la diagonale problématique. De plus, les éléments fixés

dans la table de Cayley n’ont pas non plus de 0 sur la diagonale en dessous des n — 1.
| '

Théoréme 5.1.3 Pour tout n impair tel que n > 43, il existe une boucle incassable com-
mutative B d’ordre n dont le groupe de multiplication de B est le groupe alterné A(n).

Preuve : -

A(n) C M(B) : Puisque les permutations L, et L3 n’ont pas changé entre la construc-
tion 4.2.1 et la construction 5.1.1, avec la preuve de la proposition 4.2.4, on peut déduire
A(n) C M(B).

M(B) C A(n) : 1l suffit de montrer que M(B) ne contient que des permutations
paires. Puisque le produit de deux permutations paires donne une toujours permuta-
tion paire, et que la boucle est commutative, on peut se contenter de montrer que tous
les L, de la boucle sont pairs. Pour ce faire, nous utiliserons la technique du nombre

d’inversions vue dans 1’exemple 1.2. 11 faut montrer que le nombre d’inversions est pair.

Commengons par montrer que L, est pair pour tout i € [6,n — 2]\{p + 2,p + 4}.
Tqus ces L; sont construits de la méme maniére. La figure 5.3 montre une permutation

0 1 e m—i-1 n—-¢ n—-t+1 -+ n—i+5 n—-94+6 n-i+7 .-+ n-1
i 1+1 .- n—1 ? . ? ? 6 7 e i—1

figure 5.3 — L; pouri € [6,n ~ 2]\{p + 2,p + 4}

Ce qu’il faut remarquer dans cette figure, c’est que les éléments des positions0an—i—1
sont en ordre croissant ainsi que les éléments aux positions n— i — 6 a n — 1. Par contre,
les éléments aux positions 0 & n — ¢ — 1 sont tous plus grand que les éléments aux posi-
' tions n—i 2 n — 1. On en déduit que chaque élément des positions n—i a n— 1 fera une
inversion pouf chaque élément des positions 0 & n — i — 1. Donc, si on considére que les

78



5.1. CONSTRUCTION ET PREUVE

¢léments manquants (les ?) sont toujours les €léments en ordre 0, 1, 2, 3,4, 5, on a que
la permutation a i(n — ) inversions. Puisque n est impair, on a que soit 7 ou (n — z) est
pair. Donc le nombre d’inversions pour une permutation L; dans lequel nous n’avons
pas mélangé les éléments de 0 & 5 est pair. Nous devons maintenant placer les éléments
de 0 a 5 correctement en gardant toujours un nombre pair d’inversions. On voit que
mélanger ces éléments n’a aucun impact sur le nombre d’inversions par rapport aux
éléments des positions 0dn — i — 1 oun — i — 6 an — 1. Egalement, on a que tous les
éléments des positions n — ¢ — 6 & n — 1 sont supérieurs & 5. Donc, si la permutation
des éléments 0 & 5 est paire, la permutation L; restera paire. |

Dans les sous-bandeaux des figures 5.12 4 5.21, nous avons mis en italiques le nombre
d’inversions pour chaque ligne (pour la partie supérieure droite de la table de Cayley)
et chaque colonne (pour la partie inférieure gauche de la table de Cayley) du sous-
bandeau. Il est facile de voir que toutes ces lignes et colonnes ont un nombre pair
d’inversions. Il reste les lignes 6, p, p + 1 et p + 3 qui ne sont pas formées par des
sous-bandeaux (ou en partie seulement). Le tableau 5.1 montre ces lignes avec la per-
mutation des éléments de 0 & 5 ainsi que le nombre d’inversions pour chacune de ces
lignes.

Ligne Permutation nombre
: , d’inversions
. 6 01 2 3 4 5 8
3 1 5 2 0 4
01 2 3 4 5
P ( 1 2 0 3 4 5 ) 2
0 1 2 3 4 5
p+1 ( 1 3 05 41 ) 6
01 2 3 4 5
p+3 ( 3 2 05 4 1 ) 8

tableau 5.1 — Nombre d’inversions pour les lignes 6, p, p+1letp+3

Nous nous intéressons maintenant aux permutations qui ne sont pas sous la forme pré-
sentée a la figure 5.3. Il s’agit des lignes 0 4 5, p + 2, p + 4 et n — 1. La ligne 0 est
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la permutation identité qui est toujours paire. Pour les autres permutations, nous allons
présenter chacune d’entre elles avec son nombre d’inversions. Débutons par la permu-

tation L, présentée par la figure 5.4.

1= 01 2 3 --- p+1 p+2 p+3 --- n—-2 n-1
7l 2 0 4 p+2 3 p4+d . n—-1 p+3
figure 5.4 - L

Dans cette permutation, on peut voir que tous les éléments sont en ordre croissant sauf
0, 3 et p+3. On voit que les éléments 1 et 2 (deux éléments) feront chacun une inversion
avec 0, les éléments4ap+2(p+1 éléments) feront chacun une inversion avec 3 et les
éléments p + 4 an — 1 (p — 3 éléments) feront chacun une inversion avec p + 3. Nous
obtenons donc 2+ (p+ 1) + (p — 3) = 2p inversions, ce qui est forcément pair. Passons

maintenant & la permutation L, présentée par la figure 5.5.
(0 123 - n-4 n-3 n-2 n—l)
Lo = .
2 045 - n-2 n-1 1 3
. figure 5.5 - L,

Dans cette permutation, on a 2 (un élément) qui fera une inversion avec 0 et 1 et ensuite,
toutes les valeurs de 4 a n — 1 (n — 4 éléments) feront une inversion avec 1 et 3. On a
donc 2 x 14 2(n — 4) = 2(n — 3) inversions, ce qui est pair. Ensuite, la permutation

L; présentée par la figure 5.6.

La= 01 -+ n-5 n—4 n—-3 n-2 n-1
37\ 3 4 . mn—2 n-1 1 2 0
figure 5.6 — L3

Dans cette permutation, tous les éléments de 3 a n — 1 (n — 3 éléments) feront une
inversion avec 1, 2 et 0. Egalement, 1 et 2 (deux éléments) feront une inversion avec 0.
On obtient donc 3(n — 3) +2 = 3n+ 11 inversions. Puisque n est impair, on obtient que
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3n est également impair et que 3n + 11 est donc pair: Poursuivons avec la permutation
Ly qui est présentée par la figure 5.7. ‘

L — g 1 -~ n—6 n-5 n—-4 n—-3 n—-2 n-1
T\ 4 5 .oom—2 n-1 1 0 3 2
figure 5.7 - L,

Dans cette permutation, tous les éléments de 4 4 n — 1 (n — 4 éléments) feront une
inversion avec les quatre éléments de 0 a 3. Ensuite, I’élément 1 fera une inversion avec
0 et I’élément 3 fera une inversion avec 2. On a donc 4(n — 4) + 2 inversions dans Ly,
ce qui est forcément pair. Ensuite, la permutation Ly présentée par la figure 5.8.

Ls = 01 -+ n—-7 n-6 n-5 n-4 n-3 n—-2 n-1
*"\5 6 - n-2 n-1 2 0 3 4 1
figure 5.8 — Ls

Dans cette permutation, tous les éléments de 5 a n — 1 (n — 5 éléments) feront une
inversion avec les cinq éléments de 0 a 4. Ensuite, I’élément 2 fera une inversion
avec 0 et avec 1. De plus, les éléments 3 et 4 feront une inversion avec 1. On a donc ‘
5(n — 5) + 4 = 5n — 21 inversions dans Ls. Puisque n est impair alors 5n 1’est égale-
ment, d’ou on sait que 5n — 21 est pair.

Passons maintenant aux permutations Ly,o, Ly+4 €t L, ;. La permutation L, o est

présentée par la figure 5.9.

oo 0 1 2 ... p-2 p—1 p p+1 p+2 p+3 p+4 p+5 --- n=1
P2 p+2 3 p4+4 - m—-1 1 2 0 5 4 p+3 6 - p41

figure 5.9 - L,

Dans cette permutation, p + 2 fera une inversion avec tous les éléments de 0 ap+1
(p + 2 éléments). Ensuite, I’élément 3 fera une inversion avec les éléments 0, 1,2 (3
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éléments). Ensuite, les éléments p+3an—1(p — 2 éléments) feront une inversion avec
les éléments 0 a p + 1 ainsi qu’avec p + 3 (p + 3 éléments). Les éléments 1 et 2 (deux
éléments) feront une inversion avec I’élément 0 et I’élément 5 fera une inversion avec
’élément 4. Enfin, I’élément p + 3 fera une inversion avec les éléments 64 p+ 1 (p — 4
éléments). On obtientdonc (p+2) +3+(p—2)(p+3)+3+(p—4) =p*+3p—2
inversions dans L,.,. On voit que p? et 3p ont la méme parité. Donc p? + 3p + 2 est

toujours pair. Ensuite, la permutation L, 4 est présentée par la figure 5.10.

L _ 0 -+ p—4 p-3 p—-2 p-1 p p+1 p+2 p+3 -+ n-2 n-1
PHT N ptd oo n-1 2 1 0 3 4 p+3 6 - p 5

figure 5.10 — L4

Dans cette permutation, les éléments p+4 a n — 1 (p — 3 éléments) feront une inversion
avec les éléments 0 a3 p + 3 (p + 4 éléments). Ensuite, 1’élément 2 fera une inversion
avec les éléments 1 et 0. Egalement, I’élément 1 fera une inversion avec 1’élément 0.
L’élément p + 3 fera une inversion avec les éléments 5 4 p (p — 4 éléments). Enfin,
chacun des éléments 6 & p (p — 5 éléments) feront une inversion avec I’élément 5. On
obtient donc (p~3)(p+4)+3+ (p—4)+(p—5) = (p—3)(p+4) + 2p — 6 inversions.
Puisque (p — 3) ou bien (p + 4) est pair et que 2p — 6 est forcément pair, on obtient
que la permutation est paire. Passons finalement a notre derniére permutation. Il s’agit
de L,,_; et elle est présentée par la figure 5.11.

L ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 -+ p+3 p+4 p+5 - n-1
"1\ n-1 p+3 3 0 2 1 4 6 7 -+ p+2 5 p+d - n—2

figure 5.11 — L,,_,

Dans cette permutation, on a que n — 1 fera une inversion avec les éléments 0 a n — 2
(n— 1 éléments). Ensuite, I’élément p 4 3 fera une inversion avec les éléments 0 a p + 2
(p + 3 éléments). L’élément 3 fera une inversion avec 0, 2 et 1. Egalement, I'élément 2
fera une inversion avec 1’élément 1. Enfin, les éléments 6 3 p+ 2 (p — 3 éléments) feront
une inversion avec I’élément 5. Onadonc (n — 1)+ (p+3)+4+(p—3) =4p+ 14
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inversions, ce qui est forcément pair.

On a donc montré que toutes les permutations de la boucle sont paires. Donc, M(B) C
A(n). : [ |

Dans le reste de cette section, nous présentons les dix sous-bandeaux que nous avons
utilisés ainsi que le nombre d’inversions pour chaque ligne et colonne de ces sous-bandeaux.

— N O W
N—' [SA37- R - R e R
Co — O N W
N — v N WO

figure 5.12 — By : Sous-bandeau de taille 10
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i

—

1 5 3 4 0
0 2 4 5
0 4 3 5

2
1

3
1

7

3 40 5 2 1

1
3 2 0

—

4

5

1

figure 5.13 — B3 : Sous-bandeau de taille 13
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1

6

2 3 0 5 4
2 0 53 4

1

1

-

4

1
4 0 2 3 5

2 3 0 5

—

1

figure 5.14 — By, : Sous-bandeau de taille 14
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i

5 3 4 0

1

2

1

0 4 35

0 3 5 4

1

1

2

0 3 5 4 T
0 4 5 2

1
2 0 5 3 4

1
4

1

—

figure 5.15 — B;; : Sous-bandeau de taille 15
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2.3 0 5 4

1

—

2 0 5 3 4

1

—

1 3 0 4 2 5
2 0 5 3

—

1

3 2 0 4 5

—

1

1
3 0 4 2 5

2 0 5 3 4

e

1

4

1

5 0 3 2 4 1

1

—

2

1

n
A
N
™
o

figure 5.16 — B4 : Sous-bandeau de taille 16
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2 3 0 5 4

0
1

1

—

3 4

5
2

4 0 3

1

—

6

1

2 0 &5 4

0 3 5 4
0 3 5 4

1

1
4

1

2

1
6

0 5 2 4

0 4 3 2 5

T

1
3

—

0 5 4

1
3 0 2 5 4

1
6

1

—

2 0 4 5 3 T

1

—

figure 5.17 — By7 : Sous-bandeau de taille 17
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1 2 3 0 5 4
2 0 5 3 4

—

1
4 0 3

—

— 1
2 0 5 4
0 2 3 5 4

6

7

3

1

1

—

0 2 3 5 4

2 0 3

—

5 4

1

—

4

2 5 4 0 T

1

1 0 5 4 T
3 0 2 5 4 8

3

1

1

—

T

™
o]
<
o
(2]

2

[Ta]

figure 5.18 — B : Sous-bandeau de taille 18
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1 0 4 3

2
1

0 2 3 4
0 3 2 4 5

5

1
2

—

0 4 5
0 3 2 4 5

1
3 2 0 4 5

1

2

1
4

1

—

2 0 4 5 3 T

1

—

3 0 2 5 4

2 3 0 4 5
3 0 2 5 4

T

1

—

1

1

—

figure 5.19 — Byg : Sous-bandeau de taille 19
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5 3 4 0
0 2 4 5
0 4 3 5
0 3 5 4
0 4 5 2

0 3 5 4

1

r

1

3
1

2
1

1

1

3
1

1

2

1
0 5 2 3 4

1

0 4 5 2

1
2

—

6 4 5 7
0 4 3 5
5 0 3 2 4
03 2 4 5
3 2 0 4 5

2 0 4

1

3
1

1

1

—

T

T

1

—

5

1

: Sous-bandeau de taille 21

figure 5.20 — B,
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2 -
2 - 1
6 - 3 0
- 1 2 3
4 1 2.0 5
4 - 1.3 0 4 2
6 — 2 0 5 3 1 4
4 - 1 3 2 0 4 5
4 - 1 3 0 4 2 5 1
4 - 1 2 0 5 3 4 1T 4
6 - 3 0 4 2 1 5 1 6
4 - 1 2 3 0 5 4 T2
4 - 1 2 0 5 3 4 1T 6
4 - 1 3 0 4 2 5 1 '
6 — 2 3 0 5 1 4 1 6
4 - 1 4 0 2 3 5 T 4
4 - 1 3 0 2 5 4 T 4
0 2 3 5 4 T 4
5 0 1 -4 1 6
3 4 5 T 4
4 5 T 4
8 2 1 4
2 — T
T 4

figure 5.21 — By, . Sous-bandeau de taille 22

5.2 Exemples de boucles d’ordre 25 a 41

Puisque la construction présentée dans la section précédente ne fonctionne que pour
des boucles d’ordre supérieur a 43, nous allons donner des exemples de boucles incassables
commutatives d’ordre impair de 25 a 41 dont le groupe de multiplication est le groupe al-
terné.

92



5._2. EXEMPLES DE BOUCLES D’ORDRE 25 A 41

Pour donner un exemple de boucle d’ordre 37, nous pouvons directement utiliser le
sous-bandeau B de la figure 5.12 avec la construction 5.1.1. Pour les autres boucles, nous -
utiliserons le'début de la construction 4.2.1, jusqu’apres 1’étape du triangle de départ (avant
le remplissage du bandeau) tel que montré dans la figure 4.10. Seul le bandeau sera donné.
Celui-ci contiendra la premiére ligne du triangle de départ (ligne p + 1) ainsi que la der-
niére ligne du petit triangle d’arrivée (ligne 3). Ce qu’il faut remarquer, c’est que s’ily a
un élément O sur la diagonale en dessous de la diagonale de n — 1, ce 0 est placé sur une
ligne dont le numéro n’est pas un diviseur de n. De cette fagon, la boucle reste incassable.
Egalement, le lecteur pourra valider que le groupe de multiplication de ces boucles est bel
et bien le groupe alterné en vérifiant que, pour tout élément a de la boucle, la permutation
L, est paire. En effet, puisque les lignés L, et L3 ne sont pas touchées, la preuve du théo-
réme 5.1.3 s’applique. Les figures 5.22 4 5.29 a la fin de la section illustrent ces bandeaux.

11 est possible d’obtenir des boucles commutatives d’ordre impair inférieur & 25 dont le
groupe de multiplication est le groupe alterné. Par contre, nous ne pouvons pas utiliser les
constructions présentées dans ce mémoire pour les produire. Néanmoins, les algorithmes
présentés dans les précédents chapitres permettent de construire ces boucles.

W e
S N e
GO N W
WO = N
bR WO e,
U NN WO
G O N W
g oo = O W N
N O Ww O
[ == T VLI V)
o= N O

Lignep+1=13 ... 1

figure 5.22 — Bandeau d’une boucle d’ordre 25
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Ligne 3

2 3 0 5
5 3 0 4 2

1

1

3 0 4 5
0 2 4 3 5

1
2 3 0 5 4

1

1

Lignep+1=14

3 0 5 4 2

figure 5.23 - Bandeau d’une boucle d’ordre 27

Ligne 3

3 2 0
3 2 0 4

1

2 0 5 3 4
1
5 0 4 2
2 0 3 4 5
2 0 3 4 5

1
3 0 5 4 2

0

3 4 5

2
1

1

1

1

15

Lignep + 1

figure 5.24 — Bandeau d’une boucle d’ordre 29
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Ligne 3

3 0 4
3 0 5 2

3 0 2 5 4

1

0 2 3 5 4
2 3 0 5 4

1

1

1 3 0 2 5 4
5 0 2 3 4

1

3 0 4 5

1 0 2 4 5
2 0 3 4 5
2 0 3 4 5
3 0 5 4 2

3

1

1

1

Lignep+ 1 =16

figure 5.25 — Bandeau d’une boucle d’ordre 31

Ligne 3

0

2

5 3

1 3 2 0 4 5
2 4 0 3
3 0 2 5 4
3 0 2 5 4

1

3 0 4 5
0 2 4 5

2

1
2 0 3 4 5

2 0 3 4 5

1

1

3 0 5 4 2

1

Lignep+1=17

figure 5.26 — Bandeau d’une boucle d’ordre 33
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Ligne 3

0 3 2

1
2 0 3 4

1

5 2 0 4

2 0 34 5

1

2 0 3 4 5

5 2
2 0 5 4
2 0 5 4
0 3 5 4

0 2 5 4 3

1

0 4 3

1

3
1

4

1

1
0

4 2 5

1

3 5 0 4
0 2 4 3 5

1.
2 3 0 5 4

1

-1

3 0 5 4 2

1

Lignep+1=18

figure 5.27 — Bandeau d’une boucle d’ordre 35

Ligne 3

2 3 0

1

2 3 4
5 0 4 2

1

1

3 0 4 5

1
0 2 4 3 5

1

0 3 5 2 4

2 4 3 5 0
3 0 2 5 4

1

1
3 2 0

1 5 4

2 0 4 5 3

1
0

1 3 2 4

5
1

3 0 4 5

2
1

0 2 4 5
2 0 3 4 5

3

1

2 0 3 4 5
3 0 5 4 2

1

1

Lignep+ 1 =20

figure 5.28 — Bandeau d’une boucle d’ordre 39
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Ligne 3

3 4

0
5
2 0 3 4 5

2 0 3 4

0 4 3

2 0 4

1

5

1

1 2 0 5 4
0 2 3 5 4
2 5 3 0 4

3

1

1
0 2 3

1 4 5

3 0 4 2 5

1

2 5 3 0 4

1

0 3 2 4 5

2 0 3 4

1

5 2 0 4
0 3 4 5

2 0 3 4 5

2

1

3 0 5 4 2

1

Lignep+1 =21

figure 5.29 — Bandeau d’une boucle d’ordre 41
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Conclusion

Il va de soi que la recherche de familles infinies de boucles incassables n’en est qu’a
ses débuts. La matiére présentée dans ce mémoire constitue néanmoins une bonne in-
troduction a ce domaine. En effet, nous avons présenté les motivations nous poussant a
construire des familles infinies de boucles incassables. Egalement, les expérimentations
ainsi que la premiére famille infinie de boucles incassables que nous avons construite sug-
gérent que le nombre de boucles incassables augmente significativement lorsque 1’ordre des -
boucles augmente. Nous savons donc que beaucoup d’autres familles de boucles peuvent
étre construites & partir de boucles de grande taille. Ces familles peuvent étre définies a
partir de plusieurs propriétés de boucles. Pour notre part, les propriétés auxquelles nous
nous sommes attaqués sont le groupe de multiplication et la commutativité des boucles.
Ainsi, nous avons construit notre premiére famille infinie de boucles incassables commuta-
tives dont le groupe de multiplication est le groupe symétrique. Par contfe, cette famille ne
contenait que des boucles d’ordre premier. Ce résultat nous a poussé a 1’étendre a toutes les
boucles d’ordre impair. Aprés avoir obtenu cette nouvelle famille de boucles, nous avons
décidé de nous en inspirer pour construire une famille de boucles incassables commutatives
d’ordre impair dont le groupe de multiplication est le groupe alterné.

En terminant, nous pensons que la construction de familles de boucles incassables sera
‘utile pour de futures recherches. En effet, en se basant sur les familles déja construites,
nous pourrions tacher de construire des familles de boucles incassables d’ordre pair dont le
groupe de multiplication est le groupe symétrique ou le groupe alterné. Egalement, en vou-
lant aller plus loin, la boucle d’ordre 8 trouvée lors des expérimentations dont le groupe de
multiplication est isomorphe au groupe Galois peut donner une piste pour explorer de nou-
velles familles de boucles incassables dont le groupe de multiplication n’est pas le groupe
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symétrique ni le groupe alterné.
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