LECONS

SUR LA

PROPAGATION DES ONDES

ET LES

EQUATIONS DE L’HYDRODYNAMIQUE -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



COURS DU COLLEGE DE FRANCE

LECONS

SUR LA

PROPAGATION DES ONDES

ET LES
EQUATIONS DE L’'HYDRODYNAMIQUE

PAR

Jacques HADAMARD

PARIS
LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE A. HERMANN

EDITEUR, LIBRAIRE DE 5. M, LE ROl DE SURDE ET DE NORWEGE
6 et 12, rue de la Sorbonne, 6 et {2

1903

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



A

Monsieur MAURICE LEVY

MEMBRE DE L’INSTITUT

PROFESSEUR AU COLLEGE DE FRANCE

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



AVANT-PROPOS

Dans-le cours que j’ai professé au College. de France, pendant les
années 1398-1899 et 1899-1900 (!), et dont diverses circonstances
ont retardé la publication, je me suis proposé principalement de
rechercher comment s’exerce I'influence des conditions aux limites
sur le mouvement des fluides.

S’il s’agit des liquides, la question revient & un probléme analo-
gue a celui de Dirichlet, le probléme de Neumann (*) qui fait ’objet
du premier Chapilre de cet ouvrage. La théorie des fonctions har-
moniques a subi, dans ces derniers temps, d'importants perfection-
‘nemeuts dont la plupart ne se rattachaient que de loin 3 mon sujet;
j'ai utilise, en les empruntant & un mémoire dc M. Stekloff, ceux
qui intéressent directement le probléme de Neumann.

(') Les Chapitres I a IV correspondent sensiblement au cours de 1898 1899,
et les Chapitres V-VII. a celui de 1899-4900. J'ai toutefois rajouté & I'impres-
sion la discussion de la n.éthode de Neumann d'aprés M. Steklofl (N> 4 2-
18), lcs conditions nécessaires pour le minimum du potentiel élastique -
Ne 270) et 1vs notes finales.

(2) C’est du moins, la dénomination que j'ai adoptée dans le texte, avce
M. Steklofl. Dans les récents travaux relatifs aux fonctions harmoniques, qui
ont paru pendant I'impression du présent ouvrage cetle méme dénomination
est employée avec un-sens lout différent. 1l y aurait donc lieu de la modifier,
d’autant plus que, si Fr. et C. Neumann ont reconnu l'importance du pro-
bléme en question, la priorité, au moins en ce qui regarde la publication
imprimée, parait revenir & Bjerknes et & Dini.
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i AVANT-PROPOS

Dans le cas des gaz, on est, au conlraire, conduit & la théorie
d'Hugoniot, sur laquelle l'atiention a été attirée depuis quelques
années, grice aux iecons d’l/ydrodynamique, Elasticilé et Acous~
- tigue de M. Daliem. '

Pour rendre lous les services que la Mécanique peut en altendre,
cette théorie, — maéme telle que la développent les Mémoires Sur la
propagation du mouvement dans les corps (Journal de I'Ecole
Polytechnique, tome XXXI1I, cah. 57-59), ou la notion de compa-
tibilité est mieux dégagée que dans le Mémoire du Journal de
Liouville, — m’a paru réclamer quelques compléments. C’est ainsi
que j'ai di melire en évidence les faits d’ordre puremenf cinéma-
tique en les séparant de ceux qui dépendent des propriétés dyna-~
miques du mouvement. Moyennant cette distinction, ainsi qu’on
devait s'y attendre, beaucoup de points de vue s’éclaircissent. Grace
a elle, en parliculier, une représentation géométrique apparait im-
médiatement. Celle-ci, & son tour, permet de rendre plus élroile
I'analogie qui existe entre les ondes telles que les congoit Hugoniot
et celles que considére la mécanique vibratoire.

Eufin, il y avait lieu de rapprocher_de la théorie d'Ifugoniot celle
des caractéristiques des équations & plus de deux variables indé-
pendantes qui en est 'expression analylique et dont J. Beudon,
avant sa mort crucllement prématurde, a pu poser les fondements.

La résolution du probléme de Cauchy pour;les équations linéai-
res, suivant la voie ouverle par Kirchhofl, se relie d’'une maniére
directe & la nolion de caractéristique et se placait naturellement aprés
elle. Je n’ai toutefois pas développé dans tous ses détails une théorie
qui, malgré les imporlants {ravaux publiés depuis 1'époque ou ce
Cours a ét¢ professé, n’est pas encore parvenue ‘A sa forme défini-
tive. '

Au reste, par sa nature méme, un exposé comme cclui dont j'ai
essayé de définir ainsi Yobjet et qui, a la rigueur, comprendrait
toute la mécanique des milienx continus, ne saurail étre complet,
et je n’ai pas eu la prétention de 'étre.
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AVANT-PROPOS 1X

Je tiens a remercier ici M. Guadet, ancien éléve de 'Ecole Poly-
technique, dont la collaboralion m’a 616 trés précieuse. Je lui dois
en grande partic la rédaction des devx premicrs Chapitres; dontil a
également perfectionné certaines démonstrations. Je suis trés heu-
reux d’ailleurs d’exprimer ma reconnaissance & tous mes auditeurs
du College de l'rance, dont 'aide complaisante a facilité & bien des
égards la publication de ces lecons.

J. Habamaego.
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ERRATA

Au leu de ¢ Lire :

Page 25, ligne 7 en remon- .
tant. . . . . . . .ffpyjs:ffpds%o ffpods_—.ff,cdsaéo

Page 26, avant-dernidre

formule, au second mem-

bre . v « v v v . do a8
Page 28, ligne 13 (formule), — A/B; . AB; — A'B:

Page 35, ligne 3 (formule). -~ —'f [“f Fds - 417; ff‘f: FdS
L] v )
’gff"ds —éfr"ds
' J
Page 49, formule {45) . f WV, W) as +fw§“n 28 ff'h (v, Wyds
+fwhvas +f’“’§d‘
+f WA, VdS

Id., ligne 10 enremontant,  réguliére et non nulle régulidre et non constante

Page 57, Jigne 9 ., . . . hermonique harmonique
Page 77, ligne 4 en remon-

tant. . . . . . . les initiales devenues les indices devenus
Page 83, note . . . . . Journal de PEcole Poly-

technigue, tome XXXIX _.. tome XXXIl

Page 101, ligne seconde &

. S22 O 8‘ly o f2z Vg 8= | 0P &y Qs
partir de la formule (47). _2 pos a; e Oy o i + Tz sE
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X1

Page 102, ligne 3¢, en re-
montant ., . . , , .

Poge 129, derniére ligne .
Page 140, formule (4) . .

Pages 132 et 133, passim.
Page 133, formule (8) . .
Page 144, ligae 11 en re-
montant . . . . .. .
Page 158, ligne 5. . .
Page 163, formule (32). .

Page 170, formule (33). .
Page 172, ligne 7. . . .

I1d,, ligne 10.
Page 187, avant.dernidre

ligne . . . .
Page 190, ligne 9 en re-
montant . . . [ ., .

Page 202, ligne 16

Page 205, ligne 8.

Page 225, troisiéme for-
mule{d) . . . .

Page 233, ligne 16
Page 239, ligne 13 (for-
mule) . . . . . .~
Page 260, ligne 14 . . .
Page 270, ligne 7 en re-
montant . . . . , .

Page 286, ligne 3 en re-
montant . . . . .

Page 287, ligne 6, en re-
montant . . . . .

Page 297, ligne 10 en re-
montant . . . ., .

Id., ligne G en remontanl.
Page 314, note. , . . .

ERRATA
Au lieu de :
&
Ow 1 Z\p
w2 —145;
d(eu) | D(eD) | (g
5; + Y + ™y +“{\x
3)
8T
op
)

D,B,B,C A
{ oz oz
(&-5)
JIRE~-E)y(n—m))
sans doute quelques diffi-
cullés

le long de =

une telle discontinuité

w2 + v + wyy
les valeurs (l4)

4p=n

as — L

Nous retrouvons done les
mémes conclusions

—_— =

La condilion

Pnrn e |

upne nouvelle condition

L'évanouissement simul-
tanée
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N pw)
+ o 4 L)

(5)

b_T

op

)
D,B,B,—C, A

(5 — &)

IviE—g)(n—m)

en général des difficultés :

nous le rencontrerons au
§ 3, no® 194 et suiv. dans
un cas particulier,

le long duquel z

uae telle continuité

second ordre
Hh H“Z
. (66')
op
3z
dr,
de

ue + v f 4w,y

les valeurs (25)

Nous retrouverons done, si

LB — BN nest pas nul,

les mémes conclusions

. dont la portion représentée doni la positionre, présentée

D
La condition N °F — =0

OPnn =~ |
de nouvelles conditions
L’ésanouissement simultané



Page 316, 6 ligne de la
note. . o+ o o o .
Page 319, ligne 11 . . .
Page 331, ligne 11 en re-
montant . . . . .
Page 336, dernitre ligne.
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ERRATA
Au lieu de :

Optik
0 (2, o.. 23, 2.)

ou de Jeurs dérivis
a, b, ¢

X
Lire :
Optik-

(2, X3 ..., XW)

ou de leurs dérivées
a, b, c
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CHAPITRE PREMIER

LE DEUXIEME PROBLEME AUX LIMITES DE LA THEORIE
DES FONCTIONS HARMONIQUES (1)

§ 1. — PROPRIETES CLASSIQUES DES FONCTIONS HARMONIQUES

1. — On sait qu’une fonction V est dite harmonigue dans un domaine
D si, pour tous les points intérieurs & D, elle méme et ses dérivées des deux
premiers ordres ont des valeurs déterminées et si de plus

1° elle satisfait a I'équation AV=20;

2° dans le cas ou le domaine D est illimité, elle est réguliére a linfini,
c'est-a-dire qu’elle se comporle comme un potentiel et ses dérivées, comme
les dérivées d’un potentiel.

Sont harmoniques, en dehors des masses altirantes :

1°les polentliels de distributions spatiales

g drdyds

(1) Voir entre autres : BJerknEs, Sur le mouvement simultané des corps, Act.
Soc. S¢. Christiania, 1868-1871 ; Dini, Sull' Egquazione A2u — 0, Annali di Mate-
matica, série II, tome 5; 1871 ; Berri, Principii dell Idrodinamica razionale, Mem.
Ac. Sc. Bologne, tomes 1-5, 1871-1874; C. NeumanN, Untersuchungen uber das
Logarithmische und Newton’sche Potential, Leipzig, 1877; Fr. NeuManh, Potential
und Kugelfunctionen, édité par C, Neumann, Leipz. 1887 ; Stexrorr, G. R. Ac,
Sc., passim ; Les Méthodes genérales pour résoudre les problémes fondamentaux
de la Physigue mathématique, Ann, Fac. Sc., Toulouse, 2¢ série, tome lI, et un
autre ouvrage (en russe) de méme titre, Kharkow ; 1901 ; Poincaré, passim, etc.

Hapanarp 1
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2 CHAPITRE T

2° les potentiels de simples couches

2 {es potenliels de doubles couches

T
. U, ds
fonclions du point M dans lesquelles U désigne une fonction de I'élément
d’intégralion appelée densité ou épaisseur.

A la seule condilion que I'épaisseur U soit partout finie, ces polenliels
sont partout finis et conlinus ainsi que leurs dérivées premiéres, exceplts,
s'll s'agit de potentiels superficiels, sur la surface qui les porte : sur celle-ci
il y a discontinuité pour le potentiel de double couche el pour les dérivées
premiéres du potentiel de simple couche : les intégrales qui représentent
soit la premiére de ces fonctions, soit la dérivée normale de la seconde
subissent deux augmentations brusques égales a 2=lJ lorsqu’on passe d’un
point pris dans le voisinage de la surface et du coté de la normale positive
4 un point pris sur la surface, puis lorsqu’on passe de ce dernier & un
point pris dans le voisinage de I'autre cdté.- Les dérivées tangentielles du
potenliel de simple couche, au contraire, restent continues. La dérivée
normale du potentiel de double couche reste également continue sous cer-
taines condilions de continuité de Pépaisseur U, lesquelles sont, en parti-
culier, vérifiées si U a, sur la surface des dérivées premiéres el secondes (!).

Si V est une fonction harmonique, dans un domaine, on a, en dési-
gnant par r le rayon vecteur issu d’'un point quelconque de la surface
limite et aboutissant au point A :

1
1 v d;. tav S — 0, si A est extérieur au domaine,
iz ' dn~ rdn -
v

Va si A est intérieur.

Cette formule exprime la valeur de V en A en fonction de ses valeurs et

(1) Voir, par exemple, Liapounoff : Sur les potentiels de double couche, Kharkow,
1897 ; et Sur certaines questions qui se ratiachent aw probléme de Diricklet, Jour-
nal de Mathématiques, 1898,
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PROBLEME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 3

de celle de sa dérivée normale sur une surface quelconque entourant ce
point, et cela sous forme d’'une somme de potentiels de simple et de double
couche.

On en conclut quune fonction harmonique dans un domaine :

1° est analytique, c’est-a-dire développable en série de Taylor autour de
tout pomt intérieur au domaine ;

2° ne peut avoir ni maximum ni minimum en un point intérieur,

La premiére de ces deux propriélés peut encore s’énoncer sous la forme
suivante : '

Si deux fonctions harmoniques V, et V, sont définies dans deux domaines
D, et D, extérieurs 'un a P’autre, mais ayant une frontiére commune X ; si

av,
leurs valeurs V| et 'V, ainsi que celles de leurs dérivées normales T et -17

(celles-ci complées toules les deux dans le méme sens) sont les mémes
sur %, V, et V,, sont le prolongement analytique I'une de I'autre.

La seconde e généralise en ce sens que non seulement une fonction har-
monigue ne peut avoir ni maximum ni minimum, mais que étant données
les limites extrémes L et L' de cette fonction sur une surface fermée, on
peut trouver, pour la différence des valeurs qu’elle prend en deux points
donnés situés a intérieur de cette surface, une limite supérieure qui est
une fraction déterminée de L' — L. L’une des conséquences de celle
remarque est le théoréme de Harnack, d’aprés lequel :

1° Une série doht les termes sont des fonctions harmoniques et posilives’
dans un domaine D ne peut &tre convergente en un point intérieur a ce
domaine sans étre uniformément convergente et harmonique ainsi que les

" séries dérivées, dans tout domaine intérieur a D ;

2° Une série de fonctions harmoniques uniformément convergenle sur la
fronti¢cre d’'un domaine est d’ailleurs uniformément convergente et harmo-
nique dans tout ce domaine,

2. — La notion de fonclion harmonique peut s’appliquer & un nombre
quelconque de variables. Dans'le plan, on sait que toute fonction harmo-
nique esf la partie réelle d’'une fonction synectique de }a variable ima-
ginaire z =z + ty, et téciproquement. Soit V la fonclion harmonique,
V + iW la fonclion syneclique : W est une autre fonction harmonique,
qui sera dite conjuguée de V.-On a :

dv __ dW

ds — dn’
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4 CHAPITRE 1

ot ds est un élément d’arc quelconque, dn un élément d'arc normal au
premier et positif & gauche. On en tire :

. aw . av .
\—f%ds, W——— [dn({é.

v/

Une fonction conjuguée est-donc déterminée & une constante prés. V étant
uniforme, W ne le sera que si

-~
av
f%ds_O

le long du ou de ’ensemble des contours limites.
La fonction qui joue, dansle plan, le méme réle que ;_ dans I’espace est

Y

log 71 Elle donne naissance & des potentiels (potentiels logarithmiques),

analogues a ceux donl nous venons de parler au n° 1, et qui sonl harmo-
niques dans toute région du plan extérieure aux lignes ou surfaces atli-
rantes.

Une fonclion harmonique dans le plan est dite régquliére & Uinfini si
I'on peut trouver deux constantes M et C telles que Pallure de la fonction
a U'infini soit celle de

Mlog 4 c.

3. Problémes aux limites. — On peut se proposer de déterminer une
fonction V harmonique soit par la connaissance de ses valeurs V sur
. . dv A .

la frontiére, soit par celle des valeursETlde sa dérivée normale, soit

par celle des valeurs de (;TX — RV, h étant une quantité positive. Le pre-

mier de ces problémes est le probléme de Dirichlet : probléme intérieur
quand tlout le domaine d'inlégration est & distance finie; probléme ex-
tériewr quand il s’étend a I'infini en tous sens : dans ce dernier cas, il est
bien entendu que la fonction doit élre réguliére & U'infini. )

Si le probléme de Dirichlet a une solulion, il n’en a qu'une, sauf s'il
s’agit du probléme extérieur daus le plan, car alors la condition que deux
fonctions soient réguliéres a infini n’implique pas que leur différence y soit
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" PROBLEME AUX LIMITES DE LA THEORIE NES FONCTIONS HARMONIQUES 5

nulle. Il faudra donc se donner alors 'une des deux constantes M et C.
On ne peul pas toujours se donner arbitrairement C, mais on peut toulours
se.donner M ; par exemple, s'imposer la condition que M = 0.

‘4. — La question relative aux fonctions harmaoniques dont la solution
inléresse le plus l’hydrodynz;mique n'est pas le probleme de Dirichlet,
mais le deuxiéme probléme aux limites ou probléme de Newmann, celui
dauns lequel on donne les valeurs de la dérivée normale. Ce deuxiéme pro-
bleme aux limites, dont I'étude est heaucoup moins avancée que celle du
probléeme de Dirichlet, est celui dont nous allons nous occuper maintenant.
11 peut élre, comme le premier, intérieur ou extérieur. Dans le premier
cas, le théoréme de Gauss fournit une condition de possibilité

ff — dS=20 dans P'espace,
/ ~—ds =10 dans le plan,

les intégrales étant prises sur 'ensemble des frontiéres du domaine. Par

(1)

contre, si le probleme est possible,’ il entre évidemment une constante
arbitraire additive dans la solution. o

Dans le cas du probléme extérieur, il n’y a pas de condition de possi-,
bilité, et pas de constante arbitraire additive si 'on est dans Vespace, a
cause de la condition de régularilé. Dans le plan, au contraire, la constante

additive C subsiste. Quant a la constante M du terme M log ;, elle est dé-

terminée par le théoreme de Gauss

5. Problémes généralisés. — On peut encore déterminer une fonction
U par la condilion

(2) o au=g,

ot fest une fonction donnée, el par des conditions aux limites semblables
aux précédentes.
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6 CHAPITRE 1

Les problémes ainsi posés se rameénent immeédialement aux problémes
sur les fonctions harmoniques correspondants.
~ Posons en effet
U=—W4V,

W élant le potentiel spalial

. { f i}
i \\:Atf//;dxdgdh

Ona:
AV =10
avec
=U+ W
ou

v _au_ aw
n— dn ' dn

Une transformation analogue ferait disparattre, au lieu du second membre
de I'équation aux dérivées partielles, celui de la condition aux [imifes.

§ 2. — LE DEUXIEME PROBLEME AUX LIMITES
EXISTENCE DE LA SOLUTION

6. — Lord Kelvin a indiqué, pour établir Pexislence de la solution du
deuxiéme probléme aux limiles, une méthode analogue a celle qu’a donnée
Riemaun pour le probléme de Dirichlet. Cherchons le minimum de Uinté-

grale
aVy2 ? ov
/ ‘/ [[ I“1/ M ("Z) ] dedyds

pour les fonctions V satisfaisant & 'équation

(3) K:f/VFa’S

ou K est une constante arbitraire, mais non nulle; nous désignons par F
les valeurs données de la dérivée normale sur la surface.
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PROBLEME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES"

Si on suppose la condition de possibilité remplie, soit

(1) ff FdS =0,

I est positif quelle que soit la fonction V et ne s’annule pas si I’équa-
tion (3) est vérifiée : en effet I ne peut s'annuler, que si V est une conslante,
ce qui donnerait (en vertu de I’équation (1'))

K=0.

Dés lors on est amené a penser que 1 a, pour les fonctions V satisfaisant
a l'équation (3), un minimum positif. Si on suppose, ce [qui n'est pas
démontré, que ce minimum est réellement atteint pour une fonction V
particuliére, on peut démontrer avec lord Kelvin que cette fonction V
constitue, & un facteur constant prés, une solution du probleme aux limites
proposé. :

Changeons en effet Ven V—+: W dans I, celle-ci devient I+ 8,1+8,1+...
ou 3,1 représente I’ensemble des termes en ¢» dans le développement de I
effectué suivant les puissances croissantes de €. On doit avoir

3,1=0

quelle que soit W, pourvu que cette fonction satisfasse &

(3) ff WFdS = 0.

L >

Mais

3,1

SIS
) VaW  aVaW | 2V aW
2‘-/ /f(aa*‘sy‘:gﬂ“szi)dxdyd‘

[ S vt f [ fre]

Il faut done que 'équation

) \/‘fwgzd8+‘/f/WA\'dwdydz=0

i
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8 CHATITRE 1

soil une conséquence de I’équation (8'). Prenant d’abord pour W une
fonction nulle sur la surface et ayant le signe de AV parlout ailleurs, on
voit qu’il fant avoir dans tout le domaine

AV =0.

L’équation (4) se réduit dés lors 4 son premier terme, Elle montre que ?[7‘{
doit étre proportionnel a F. ‘

En effet, nous allons voir que, quelle que soit la fonction U, on aura

ffLFds ‘
Sfvdes

X élant un nombre bien déterminé. 1l suffit évidlemment de montrer que
ce rapport est le méme pour deux fonctions quelconques U et U, Or
quelles que soient U et U’, on peut toujours lrouver une conslanie y tellé
que U + pU’ substlituée & W dans I’équation (3’) satisfasse & cette équation.
Elle devra donc satisfaire aussi a I'équation

f frzos

ce qui suffit & démontrer la proposition. On en tire

ff (F—257)as=o,

quelle que soit la fonction U ; il faut done que tous les éléments de I'inté-
grale soient séparéments nuls, soit :
dV
C.Q.F.D

Réciproquement, une fonction harmonique V satisfaisant a I'équation (5)
satisfera 3 P'équalion (3), K élant convenablement choisi, et, parmi toules
les autres fonctions satisfaisant a cette équation (3), rendra minima l'in-
grale I.

Il est d’ailleurs clair que le raisonnement précédent préte aux mémes
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PROBLEME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 9

objections que le raisonnement analogue de Riemann, rien ne permetiant
d’affirmer Pexistence du minimum considéré.

7. — En réalité, non seulement on n’est pas certain, a priori, qu'un pro-
bltme quelconque de calcul des variations ait une solution, mais il est aisé
de voir que le cas ou la solution existe ne doit en aucune facon é&tre consi-
déré comme plus général que le cas opposé.

Considérons, par exemple, l'intégrale

ft/d.ﬁ -+ diy.

Si I'onr cherche le minimum de cette intégrale relativement aux différents
gres de courbes qui joignent entre eux deux points A et B du plan, on voit
que ce minimum existe et est foyrni par le segment de droite AB.

Cherchons maintenant le mmmimum de la méme intégrale, lorsqu’elle est
étendue, non plus & tous les arcs de courbes qui joignent A et B, mais seu-
lement & ceux de ces arcs qui admettent en A et B. des tangentes données.
Il est aisé de constater que ce minimum n’est pas effectivement atteint. Il
existe, en effet, des lignes (par exemple des arcs de coniques de plus en plus
aplaties) admettant en A et B Jes tangentes dennées, et dont la longueur
differe d’aussi peu qu'on veut de celle de la droite AB. Cette derniére lon-.
gueur est donc le minimum cherché : or, elle ne correspond a4 aucune ligne
satisfaisant aux conditions du probléme.

Nous avons donc ainsi deux problémes de calcul des variations dont I'un
admet une solution, 'autre non. Or, il n’y a aucune raison, a priori, pour
se poser l'un de ces problémes plutét que I'autre, et c’est le second qu’il
aurait été le plus naturel d’envisager si, dans 'intégrale proposée, la fonction
inconnue avait figuré non seulement par sa dérivée premiére, mais encore
par sa dérivée seconde.

D’une maniére générale, considérant 'intégrale

F 2, 5y, . y¥) do

o

et étant données les valeurs de y, y*,..;, y(¥) pour & = z, et pour r = x,, les
méthodes classiques du calcul des variations apprennent a trouver le mini-
mum de l'intégrale si v << p — 1. Mais si, au contraire, v > p&, le minimum
n'es” pas effeclivement atteint (sauf pour des valeurs particuliéres des don-
nées).
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10 CHAPITRE 1

8.— Lathéorie des fonctions harmoniques elle-méme fournit aisément des
exemples analogues. Cherchons, en effet, le minimum de lintégrale

{aV\? AV 2 VAR ~
= [ T G ()] e

la fonction V étant assujettic a cette double condition que V et sa dérivée
normale prennent, sur la surface S limite de T, des valeursrdonnées V et V.'.
Si un tel minimum était atteint, il correspondrait nécessairement 3 une fonc-
tion harmonique, alors gu’il n’en existe aucune vérifignt 4 la fois les deux
séries de conditions aux limites données.

Le minimum est d’ailleurs fourni par la fonction harmonique Vo qui prend
sur 8 les valeurs données V. C’est ce yue l'on constatera (du moins dans le
cas ou cette fonction a ses dérivées finies au voisinage de S) en considérant
les fonctions de la forme
FV, + %9

V= oy

oll A est une constante positive; ¢, une fonction quelconque satisfaisant, sur

8, aux conditions » = V, g;‘—i == V,’; F = 0 I’équation de S, F étant positif

a l'intérieur de T et les dérivies 2F oF — oF n’étant pas toutes nulles sur S.
" Y oz
On aura
oV ap F  oV,— %) _a_( F
w=w 3w e m)
oV __ %, F O(Vo —9 7 d F
T s S A A (52
oV _ 9 F  aV,—0) d F

On voit par la que la fonction V salisfait, quel que soit A, aux conditions,
aux limites données, puisque V, — o est seul sur S. De plus, en vertu des

. V, —
hypothéses faites sur V4 et sur F, le quotient ~° F 2 ne dépasse pas une

certaine limite K : il en résulte que les dérivées de V sont partout inférieures
en valeur absolue & une limite indépendante de A.
Dés lors, Pintégrale T, pour A trés petit, tend vers la quantité

= [T (5 )7 e

ainsi qu'on le voit en divisant I'intégrale en deux parties, I'une relative a la
erégion ot F <C¢, et qui tend vers zéro avec e (quel que soit A) parce que
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PROBLEME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 11

le volume d’intégration est infiniment petit ; Pautre relative a la région ou
F > ¢ et ol (¢ ayant une valeur déterminée quelconque) les différences

WY, oV aV, AV v,

—_— — —_—— &

?
@ ooy oz z

sont infiniment petites avec A,
Le minimum cherché est donc I, et ne peut étre atteint par des fonctions
satisfaisant aux conditions imposées ().

§ 4. — CAS DU PLAN

9. — Dans le plan (Dini, loc., cit.), le deuxiéme probléme se raméne
immeédiatement au premier.
En vertu de I'équation
av _ _ aw
dn — ds
oi W est la fonclion conjuguée de la fonction cherchée V, on est évidem-
ment conduit aux opérations suivantes :
1° Quadratures pour déterminer W le long des contours limites ;
2° Résolution du premier problérﬁe aux limiles sur la fonction W ;
3° Dérivation de W et quadrature

AW W oW [ av

10. Discussion de la solution. — 1° Probléme intérieur. — Bien en-
tendu la condition de possibilité est vérifiée, soit

av
(1) T ds =0,

l'intégrale élant prise le long de I'ensemble des contours tant extérieurs
qu'inlérieurs.

(1) Tout récemment, M. Hilbert est arrivé & modifier le raisonnement de Riemann
de manidre & prouver I'existence de la solution pour le probléme de Dirichlet ot
méme, plus généralement, pour un probiéme quelconque de calcul des variations,
moyennant, bien entendu, des conditions restrictives dont la nécessité résulte de ce
que nous venons de dire.
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12 CHAPITRE 1

Si l'aire donnée est &' un seul contour, celte condition exprime que la
fonclion W est uniforme le long de ce contour, puisque l'on a

%d—/——ds

Dés lors, la fohction W est bien déterminée dans toute l'ail:e, et I'inté~
grale {‘——— dy — — dx uniforme dans la méme aire, fait connaitre la
fonction cherchée

S’il y a n contours limites, inlégrale [ ds ne sera pas, en général,

nulle sur chacun d'eux, et par conséquent, la fonction W aura sur ces
contours, des périodes. Mais on fera disparaiire n — 1 de ces périodes (et,
par suile, la néve, en vertu de I'équation (1)) en retranchant de la fonc-
tion V + {W, des fonclions logarithmiques convenablement choisies, par
exemple de la forme

A log (@ + iy — o) =12 ..,n—1),
@, %y, .0 4y étant les affixes de points situés respectivement a 'intérieur-
des n — 1 contours intérieurset les A des constantes réelles. Les ferme
ainsi introduils ne modifient d’ailleurs V que d’une quantité uniforme.

Celte précaution étant prise, on connaftra les valeurs de W aux limites>
mais seulement & une constante additive prés sur chaque contour.

Lorsque n == 1, la constante unique ainsi ajoutée aux valeurs de W au
contour s’ajoule par cela méme a la fonction W dans toute l'aire : elle est
sans influence sur la valeur de V.

Mais, pour » > 1, une seule des constantes additives c,. c,, .., ¢, cor-
respondant respectivement aux différents contours G, C,, ..., G, de I'aire
peut étre considérée comme insignifiante. Les n — 1 autres (ou plutét les
différences ¢, — Cpy C; = Cny «vy Cu—y ~— Cp) influent d’une maniére essen-
tielle sur la fonction W.

D’autre part, pour que la fonction V soit udiforme dans ’aire considérée,
il faut que Pon ait, sur chacun des »n conlours,

dW
/E_ ds=10;

o

les # équations ainsi obtenues se réduisant d’ailleurs & 1 — 1, puisque la
fonclion W est harmonique. La question est donc de déterminer les cons-
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PROBLEME AUX LIMiTES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 13

tantes ¢, ¢,, ..., ¢, _, (en supposant ¢, = 0, ce que I'on a le droit de faire
d’aprés ce qui précede) de maniére & satisfaire aux condilions qui viennent
d’élre écrites.

Soit ¢; la fonction harmonique qui prend, sur C;, la valeur constante 1
et, sur chacun des n — 1 autres contours donnés, la valeur zéro; et soit

1; l'intégrale f%{ ds, prise le long du contour C;. L’addition de la cons-
fante ¢; aux valeurs de W sur le contour C; ajoutera évidemment &4 W le
o V i . .
terme c; ; el af % ds, le terme ¢;v;. Les équations auxquelles devront
G

satisfaire les ¢; seront donc de la forme

n—1
¥ ari=o (G=1,2, ...n)
i=1
ot les ; sont des quantités données.
Ces équalions, se réduisant & n -— 1 distinctes, détermineront les ¢;, &
moins que le délerminant £ == ¢} v%... yi7} né soit nul.
Mais cette derniére hypothése ne peut se réaliser, ce qui revient a dire
qu’on ne peut jamais, par des valeurs non toutes nulles des c;, satisfaire
aux équations ~

¥ ari= G=1,2 ..n—1)

En effet, ¢; élant constamment compris entre 0 et 1, la quanlité v/ est
certainement négative et la quantité v,’ ( 2 j) positive (*). En parliculier,

n
onayi,>0(=1,2,...,n—1)et, par conséquent, 'identité 2 vi=0
i=1
(laquelle résulte de Pidentité évidente ¢, <+ ¢, + ... + 9, = 1) donne
n—} '
I 1> X
i=1

ol le signe ¥’ désigne une somme étendue aux indices i qui sont différents

(1) Les quantités y,' ne sauraient &ire nulles si Cj, Gy, ..., Ca—) désignent les con-

tours intérieurs : il faudrait, en effet, pour cela, que %‘% fut partout nul sur C,. Mais,

dans ce cas, la fonction o; et la fonction égale & 0 (pour i 5= ) ou & 1 (pour i =)
dans tout I'intérieur de C; seraient (n® 1) en prolongement analytique l'une de
T'aulre, et . serait constant, ce qui est absurde,
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14 CHAPITRE 1

dey. L’équation correspondant a I'indice ; ne saurait donc étre vérifiée
si ¢; est la plus grande en valeur absolue des quantités ¢, ¢;, +..y Cny,

2° Probléme extérieur. — On retranchera de V, comme précédemment,
des termes logarithmiques tels que la fonction conjuguée W n’ait point de
périodes sur les contours limiles ; et I'on conviendra de déterminer cetle
fonction W de maniére que la consiante M (n° 2) soit nulle. Dans ces
conditions, les choses se passent exactement comme pour le probléme
intérieur : la fonction ¢; sera la fonction harmonique qui est égale & un sur
le contour d’indice z, & zéro sur tous les autres contours, et qui est régu-
liére 4 Pinfini avec une constante M égale & zéro.

§ 4. — CAS DE L’ESPACE ~— APPLICATION DE LA METHODE DE NEUMANN

11. — La question n’est pas aussi simple dans le cas de 'espace. Il ne
suffit pas alors de pouvoir résoudre le probléme de Dirichlet par une
méthode quelconque pour en déduire la solution du deuxiéme probléme
aux limites,

Par contre, on peut déduire celte solulion de la résolulion du probléeme
de Dirichlet par la méthode de Neumann.

On sait en effet, que cette derniére donne la solution cherchée sous la
forme d’un polentiel de double couche.

Cela posé, supposons qu'il s’agisse du probléme extérieur, et prenons

un poléntiel de simple couche de densilé 37> la normale élant positive a

I'intérieur du domaine (c’est-a-dire & 'extérieur de la surface limite
donnée S) et F désignant la valeur donnée de la dérivée normale. Soient W
ce potentiel, U sa valeur sur la surface. Déterminons ensuite un potentiel
de double couche défini a lintérieur de S et prenant les valeurs U aux
points infiniment voisins de S situés 4 'intérieur : soit W' ce potentiel, qui
s’oblient par la méthode de Neumann et dont la dérivée normale est con-
tinue au passage de S.
" La fonclion cherchée est
V=W — W

. en effet celle fonclion, étant la.différence de deux potentiels, -est har-
monique dans le domaine considéré. De plus sa dérivée normale prise
sur la surface limite a pour valeur '

aV_dW _dW _dW _dU_, F _ .
In=dn T dn T dn " dn T T2
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PROBLEME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES {}

Dans le cas du probléme intérieur, it y a une condition de possibilité :

Val

On suivra d'ailleurs exactement la méme voie que pour le probléme exté-
rieur. La condition de possibilité exprimera que la constapte C qu’il faut
ajouter dans la méthode de Neumann au potentiel de double couche pour
le probleme de Dirichlet sera nulle. La différence des dérivées normales
‘se calculera comme dans le cas précédent.

12.— L’emploi de la méthode de Neumann peut préter toulefois & deux
sortes d’objections :

1° Neumann n’a démontré la légitimité de sa méthode que dans le cas
d’une surface convexe et non biétoilée. M. Poincaré (*) a levé celle restric-
tion en démontrant dans des cas bien plus étendus la convergence des
développements de Neumann ;

2° 1l n’est pas évident que la fonction oblenue ait toujours une dérivée
normale, et I'étude des conditions d’existence de cette dérivée esl assez
délicate (voir Liapounoff, Journal de Mathématiques pures et appli~
quées 1898).

Les conditions suffisantes obtenues a cet égard par M. Liapounoff sont
de forme relativement compliquée, et rien ne dit que ces conditions soient
remplies par les fonctions successives a la formalion desquelles conduit la
méthode de Neumann. -

Celte deuxiéme objection a pu étre également levée. Grice aux travaux
‘de MM. Slekloff et Korn, nous allons montrer, comme Ia fait M. Stekloff
dans les Mémoires cilés plus haut, qu’il suftit d’avoir établi la légitimilé
de la méthode de Neumann telle qu’on I'étudie habituellement, pour pou-
voir 'appliquer au probléme qui nous occupe.

La méthode de Neumann ainsi appliquée revient d’ailleurs, ainsi que
nous allons le voir, & la méthode donnée par Robin pour la recherche de
la distribution électrique en équilibre.

Nous désignerons par M un point déterminé quelconque, par 7 sa dis-
tance & un point variable M’ de la surface. Toutes les quantités relatives a
ce dernier point seront indiquées par des lettres accentuées. C’esl ainsi_que

(') Acta Mathematica, t. 20 ; 1896.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16 CHAPITRE 1

nous désignerons par S’ un élément de la surface 8 entourant le point M',
lorsque nous intégrerons par rapport a la posilion de ce point sur la sur-
face ; par dn’ un élément de la normale en M’, au lieu que dn désignera
un élément de normale en M, lorsque M sera sur la surface; par V', la
valeur en M’ d’une fonction quelconque V.

Une fonclion quelconque V pourra d’ailleurs avoir des expressions diffé-
renles svivant qu'on sera a l'extérieur ou a l'intérieur de S : elle sera
désignée, suivant l"usage, dans le premier cas par V,,dans le second par V,,
Clest ainsi que, pour un polentiel de simple couche, par exemple, nous
aurons & distinguer en un point M de Ia surface les deux dérivées normales
dVi dV

Tn . Nous considérerons en outre I intégrale

ffp o dS’ ff cos r,n» ds’,

(p élant la densilé) autrement dit la valeur de dn qu on obtiendrait en dif-

férentiant sous le signeff, comme si cetle différentialion était légilime

et qui est, comme on sait [a moyenne des deux dérivées Zl_\ el %

7
Nous désignerons celte derniére quantité par la notation (c(j—:z)

9, étant une fonction continue sur la surface 8; considérons la suite de

quantités
d :
= 9z o an ds’
Y
(6) 0, = 5— oy = dS

f

* i
1 / (l; ,
=gz ) J o 98

qui sont précisément celles qui inlerviennent dans la mélhode de Robin (}).

(1) Toutefois, dans cette derniére, la fonction py est prise telle que {‘/pods £ 0,

tandis que nous aurons, au contraire, X supposer cette méme intégrale nulle.
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Ces quantités peuvent étre exprimées A l'aide de potentiels de simples
couches. 8i, en effet, I'on pose

1 !
V,:—ﬂ\/\f%gd&
v, — 1 (d_Vi 'as
(7 SR 2r dn) r’

les équations. 6, donneront évidemment

dv, av av,
(@)=e (@)=w (@)=
D’aprés les propriétés connues des potenliels de simples couches, toutes
les intégrales (8) el ('7) existeront et seront conlinues dés que la fonclion p,
possédera celte propriété.
D’autre part, la fonction V, étant harmonique & lintérieur de nolre
domaine et possédant des dérivées normales & la froniitre, on a, en un

point de S,
? 1
d
1 r ’. dvl;ﬂ 1
- .‘?.7-/ f( Vi g — v dn ) as,

mais V'; est un potentiel de simple couche de densité '-— )—lf—! (de ) On

dn
a'done
45 (80) ~ ()
“dn’ dn' dn' ’
. Ve . . av’,_
substituant dans I'’équation précédenle, le terme —5= / f R bl dS’

fera disparaitre le premier membre, et il viendra

—‘f—»ff@;)d,s = Vi, =— ff'k—ds'

Hapbaxaro
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18 CHAPITRE 1

Or ces équations sont précisément celles que I'on écrit dans la méthode
de Neumann, celle-ci étant appliquée en partant de la fonction

7
20 g8’
= r *

Toutefois nous n'obtenons ainsi les fonctions successives de Neumann

i

l

(7) V,= —

[~

que sur la surface méme. Mais il est aisé d'en déduire I'expression de ces
mémes fonctions dans les domaines intérieurs et extérieurs. Soit, en effet,

v, le potentiel de la double couche d’épaisseur — 2171: Vi _,, Cest-a-dire

I'une des fonctions cherchées. On aura, & la surface (puisque le potentiel de
ladile double couche a, sur la surface méme la valeur V,)

o=V -+ Vi

et cette équation a dés lors lieu dans tout le domsine inlérieur. De méme
on a, pour le domaine extérieur,

Ve ==Vi— V. _¢

Il résulte de la que les polenliels vy, et vy, admettent des dérivées nor-
males, puisque les V; en admettent. De plus, si I'on tient comple des
valeurs des dérivées normales des V, il vient

o dvv __ (V) (%)
dn T dn T \dn dn /°

Tl est done bien prouvé que v, admet, de part et d'antre de S, des déri-
vées normales et que ces dérivées normales sont égales entre elles.

13.— Pour élendre la' méme conclusion & la somme de la série formée
avec les v, comme l'indique Neumann, il faut invoquer, avec M. Liapou-
nof, deux lemmes dont le premier est relatif au mode de continuité de

dv X . v
<-— sur la surface et le second, a la maniére dont les dérivées normales

dn
tendent vers leurs limites au voisinage de celte surface. On suppose que
celle-ci est partout réguliére (du moins dauns le voisinage des poinls consi-
dérés) et, en particulier:
1° qu'elle admet en chaque point un plan tangent déterminé ;
2° qu’il existe une longueur D assez petite pour qu’une paraliéle 4 la
normale en un point quelconque de S ne puisse couper S en deux points
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situés & 'intérieur de la sphére qui a ce point pour centre et D pour rayon ;

3° que les plans tangenls en deux de ses points situés a une distance »
'un de 'autre font un angle moindre que K7, K désignant un nombre que
r'on peut assigner-une fois pour toutes ().

13 &és. — Il résulte aisément de 1a que chacun de ces plans tangenis fait
avec la corde qui joint les deux points un angle inférieur & K» (K désig-
nant une constante) (2).

14. — Dans ces conditions, soit V le potentiel d’'une simple couche de
densité o étendue sur la surface S et cherchons, en fonction de la distance
MM, = ¢, l'ordre de grandeur de la diflérence enlre les valeurs que prend

(%) en deux points voisins M et M, de S, soit de la quantité

a
cos cos ¥
/ [
)

en désignant par », r, les distances des points M, M, & un point quelcon-
que M’ de la surface, centre de I'élément dS', et par ¢, ¢, les angles que
WM et MM, font respectivement avec les normales Mz, M;», en M et en
M, (fig. 1\

Nous partagerons S en deux parties, I'une s comprenant les points dont
la distance &M est inférieure & pd (1 étant un nombre délerminé plus
grand que 1), l'autre s, comprenant le reste de S.

!
Dans la premiére, l’inlégralefe—%%ﬁ" ds' sera plus petile que KAf%f

{en désignant par A le maximum de [g| sur §), quantité qui, moyennant
les diverses hypothéses qui ont éié faites, sera plus petite que KA3. Une

;o .
évaluation toute semblable s’applique z'ifp—(;o—i% ds'.
‘!

. . rn P .
Dans la parlie s,, les rapporls 5, 5 sont supérieurs & p — { et le

rapport :_1 , compris entre ﬁ_j:—_-f et ﬁ_i_i . D'autre part, ’'angle M'M,M ou

(1) M. Liapounof suppose seulement que cet angle est inférieur & Arx : il serait
aisé d’adapter les raisonnements qui vont suivre & cette nouvelle hypothése,

(2) Nous désignons indifféremment par K divers nombres positifs dépendant de Ia
surface, mais indépendants du choix des points M, M,, M’ et de la forme de la fonc-
tion p.
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20 CHAPITRE 1

son supplément est inférieur & Kr (13 bis) et, par conséquent l’angle
MM'M, est inférieur & K3; il en est donc de meme de | cos ¢ —cos ¢, |,

en vertu des inégalilés

1 1
7‘_‘—2— ;—-,‘ est

. Keé .
plus petit que % el, par conséquent, la

1
gleosy —eosy, | <]y —¢, | < (Mn, Mn,) + (MM, N'M,)

D’autre part, I'inégalité |r, — | << 8 montre aisément que

quantité
0 ("P_S_“f — CLS%) —
h 7-‘2 r‘;'_ -_—
aty —a
fre (= ) 0]
KsA

apparait comme inférieure & — 3.

Or l’intégraleff%? , ¢tendue a la portion de surface pour laquelle

1 > R, est inférieure & K | log R | .

Donc enfin la différence considérée est inférieure 3 KAS log 8. On remar-
quera que la limite supérieure ainsi trouvée ne suppose méme pas que
soit continu : il sulfit que cette fonction soit finie.

14 bis. — Soient, en second lieu, M, un point voisin de M et situé d'un
~0té déterminé de S, par exemple a Uintérieur, de manicre que MM, ne soit
pas tangent a la surface et fasse méme avec elle un angle supérieur & unc
limite déterminée; r,, la distance de M, & un point' arbitraire M’ de &.
laquelle, dans ces conditions, est avec MM, dans un rapport qui reste supé
rieur 3 upe limile déterminée ; ¥,, I'angle que fait M'M; avec la normal
M7 en M; o, o, les angles que font M'M, M'M, avec la normale M'n’ en M
(fig. 2). Cherchons & évaluer la diflérence qui existe entre lintégrale

ﬂg’ o .- ! \ .
f_j l C;O:sz 22 dS' et linlégrale analogueffg—co?zy a3’ prise en M.
2

Cette fois, outre les hypolhéses précedemment admises sur la forme de la
surface S, nous en ferons une sur les valeurs de la fonction ¢ : nous sup-
poserons que la valeur de p en M’ différe de la valeur p, que prend cetle
fonction au point M d'une quaatité inférieure & L2, en désignani par «
un exposant déterminé (évidemment au plus égal a 1, si M est quelconque
et que p ne soit pas constant et par L une constante.
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. . cos o . .
Nous remarquerons ensulte que lmtegraleffp" P - dS' est égale &

2mp, et ]'iﬂlég"a]ef [Po m:_ﬂzii dS a & mp,, et nous écrirons la différence
2
T

cherchée sous la forme

A b 00“‘%‘
; COS___‘- oS Ya B

y — —_—
5 — /’ /9’ (cos & = cos ¢ _ cos Y, = cos %> s,
o/ [ ) !

Nous connaissons la quantité 1,. Pour évaluer I,, nous décompaserons
encore S en deux parlies s, s, formées
respectivement des points dont la distance
au point M est inférieure ou supérieure
a 43, ¢ désignant celte fois la distance
MM, et & un nombre fixe (plus grand
que 1).

Dans s, les deux intégrales

V4l
f [ =) St as (¢ — po) g a8

[ 74

sont inférieures 8 KL8%, en vertu de I'hypothése faite sur ¢’ — o, et du fait
que », est dans un rapport fini avee 8.
Dans s,, il suffira de remarquer que | cos ¢ ~ cos ¢, | << 2| o — o |

< | K sin w—';.1|<r etque‘—i_z— Ko

graleff(p’— %) (cf:—w €08 9 > dS' est plus petite que I\Loffds
So

- pour voir que l'inté-
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! -
Or Pintégrale [fﬁ%, élendue a une portion de surface pour laquelle

r > R, est inférieure a ll\_-d. Dénc on a I, << KL8*.

Quant a I, il est, dans s, inférieur & KAB; comme on le voit immédiate-
ment en remarquant que | cos § — cos o | et | cos ¢, — cos o, | sont infé-
rieurs & Ks. Dans s, on remarquera » cos ¢ — 1, €os &, et 7 cos o —r, cos 7,
sont respeclivement égaux a 8 cos 6 et & cos ', en désignant par 6 et 6’ les
angles que fait MM, avec les normales en M et en ', angles dont la diffé-
rence est plus petite que Kr.

v L. — cos
COSy —Cosp __ COSty, — €08 P2 sera donc la somme de

La quanlité = -

deux termes
! ’ 3 o cosl — cos 6"
reosy —r,cosy, — (recose — r,co8 9t __ 0 COST—C /
___r 3 1 = _— r,:l
. 2

et

. 1 1
# (€0s & — cos o) <;—J — )

dont chacun est inférieur a I%: L'intégrale .1, (prise dans s,) sera donc

moindre que I{Aaff ff—? , Cest-a-dire que A3 log s.
So

Donc enfin la différence cherchée est inférieure & KL3* pour « < 1, el &
K (A + L) ¢ log 8, pour « =1,

Notre Taisonnement suppose loutefois que le point O, se rapproche de M
de maniére que I'angle de MM, avec la surface ne soit pas igpfiniment petit.
Mais il est aisé de se passer de celle condition. 1l suffit, lprsqu’elle n’est
pas réalisée, de considérer un point M, situé sur S et lendant vers M en
méme lemps que M,; de maniére que 'angle de M M, avec la surface soit
toujours supérieur a une limile déterminée. On comparera alors les deux

& : !
inlégralesj fct?rs;{/ ds’ etf f‘i‘?f,;: dS' a lintégrale analogue‘fc—oﬁ—;"“ oS
.. . 2 1 :

relative au point M, : en vertu de ce que nous venons de démontrer et de
ce qui a élé élabli précédemment (n® 13) nous aurons, pour les deux dif~
férences ainsi obtenues, des limiles supérieures de la méme forme que
celles qui viennent d’étre indiquées pour le cas ou MM,, faisait avec la

surface un angle fini. La conclusion est donc absolument générale.
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15. — Nous avons encore une remarque & présenter, relativement a la
dérivée normale du polentiel de double couche. Les conditions précédem-
ment imposées & la fonction p ne nous permeltent pas de conclure que
cetle dérivée a une limite & la surface, ni méme qu’elle est finie; mais la
limite supérieure que nous allons trouver pour cette dérivée, quoique
augmentant indéfiniment lorsqu’on s’approche de la surface, va suffire
pour la suite du raisonnement.

Nous obtiendrons cette limite supérieure en remarquant que la dérivée,

suivant une direction quelconque, de I’expression 0—2:5—?- (o » est la dis-
tance du point variable M & un point déterminé quelconque M’ de Ja sur-
face et ¢ l'angle de MM’ avec la normale en M) est inférieure & 117{3 La

dérivée du polentiel de double couche sera donc moindre que KA f‘} ‘—g'
o/

(ot A est le maximum de [o]). Or il est aisé de s’assurer (en comparant,
par exemple, avec I'intégrale analogue prise en remplacant la surface par

son plan tangent) que cetle expression est moindre quél-%A—, si § est la

distance du point M a la surface.

16.—Cela posé, reprenons les fonctions V, ; supposons démontré (comme
on est conduit a le faire dans la méthode de Neumann) qu'elles .tendent
vers une conslante L, la différence étant uniformément plus pelite que le
k*me terme d'une progression géométrique de raison X, Cherchons d’abord

dVy

)

A cet effet, M étant un point de la surface et M, un point pris a l'inté-
rieur sur la normale en M, 4 une distance & du point M, appliquons a la

a en déduire une limite pour py = (

fonction p, les inégalités que nous avons trouvées aux n° 14 et 14 bis. R,
désignant le maximum de | g, | sur S, nous voyons d’abord que la ‘diffé-
rence de deux valeurs de g, 4 , correspondant & deux points de S situés a
une distance d 1'un de l'autre est moindre que KR,d* (a étant plus petit
que 1, mais d’aussi peu qu’on le veut). Il en résulte qlie, en M,, la valeur

de d—\g‘i—z satisfait & I'inégalité
ALY :
(9) I<_é%3>nz— (ks — Prt ) | <K (R + Ry ) 8%

Or V, 4 , peul se meltre sous la forme d'un potentiel de double couche.
Nous avons vu, en eflet, que la double couche d’épaisseur V, avait pour
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polenticl intérieur Vi + Vi, ,. Donc Vi sera & une constante prés, (étant
données les hypothéses de convergence faltes sur les V) le potentiel d’une
double couche dont l’epalsseur est

W,,=Vk—V,,+1+Vk+2—V;‘+s+ cee”

par conséquent moindre que Ci* (C élant une conslanie déterminée).
L’inégalité trouvée pour la dérivée normale du potentiel de double couche
permet dorc de meltre I'inégalilé (9 sous la forme

U v sq , CM
|Pk+a—9h+:|\1\<(Rk+Rk+. 8 4 );
-
nous ferons & — A%, k¥ = ¥, et il viendra (!
(10) P peta=0uts ) <(K R~ Rey,) 4 C) ok

En parliculier, on aura
" Rigs <Ry, + 2 [K (R + Riy) +C].

On obtiendra une limiie supérieure de R, en remplagant les inégalités
successives ainsi obtenues par les égalités correspondantes. On aura alors
Ry +; > R, et, par conséquent,

Rigy <<Byy,+ ) (2KRi;, +C

ou

G . C
Ry s+ << (1 -+ 2K (Rk+, +ﬂ<>'

Cette inégalité nous montre R; + 9(JK, comme un preduit infini conver-
gent, el, par conséqueniy R, comme une quantilé finie.
Il en résulte d’aprés l'inégalité (10) que la série 2 (ox + 3 — px) con-

verge uniformément & la facon d’'une progression géomélrique. La fonc-
tion p; tend donc, en chaque point de la surface, vers une limite p, qui
satislait (d'aprés les équations de définition (8)) a I'équation

s

(1) K désignant toujours indifféremment divers nombres positifs qui ne dépendent
que de la nature de la surface S, C désignera indifféremment divers nombres posi-
tifs qui ne dépendent que de S et de la formne de la fonction py.
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Si l‘intégraleff\onds est différente de zéro, cetle fonction ¢ n’est pas

identiquement nulle (puisque 'on a (‘fpds\ :ffpods> : clle est la

distribution de la couche électrique en équilibre (la surface S élant celle
d’un conducteur isolé et soustrail a toute influence), la méthode par laquelle
elle vient d’étre obtenue étant celle de Robin.

8i au contrairefflouds =ffpds =0, la fonction p est identique-

ment nulle. Cela revient, en ellet, & dire qu’une couche électrique en équi-
libre par elle méme et de quantité totale nulle est & I’état neutre partout :
proposition dont la démonstration est bien connue.

le«| est alors plus petit que CA'* (C désignant une constante). Tl en résulte,
d’aprés le n° 14, que la différence des valeurs de p, en deux poinis M, M,
de la surface est moindre que Ci*. MM*; plfis, en vertu du n® §4 s,
que Fon a l'inégalité-

AV e
(11) I ( di‘: )M - (‘Ok - 9"“1) | < CX'%, ‘“M?a

et enfin, d’aprés ce qui a été vu au n° §2, l'inégalité

(%), s

Cetle derniére inégalité est d’ailleurs vraie, que le point M, soit intérieur &
la surface (v, = vi) ou extérieur (v, = v, ; elle démontre que la conclu-
sion relative aux dérivées normales des fonctions v, s’étend a la série de

< O, M,

Neumann qui a pour termes ces fonctions, puisque le coefficient de MM,%,
dans le second membre, est le terme général d’une série absolument con-
vergenle ; elle achéve par conséquent la résolution de la question.

Si] fpods =ff‘0ds 72 0, nous n'avons 4 nous occuper que de la

‘solution du probleme hydrodynamique extérieur, et, par conséquent, nous
n’avons A considérer que la série par laquelle Neumann résout le probleme
de Dirichlet intérieur. Or cette derniére est alternée, de sorte gu'il nous
suffira, cette fois, d'élablir des inégalités analogues & 11 et a 12)en
remplacant Vi, vy, px par Vi, — Vi2y, v — 24—, 2~— 0x—,- Or on oblien-
dra de pareiiles inégalités en remplacant, dans les raisonnements qui ont
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conduit aux formules (11) et {42), ox par px — pi—,, lequel est en toute

hypothése (queffpods soit nul ou non) inférieur & C)\'%,

La conclusion demandée est donc élablie dans tous les cas. Elle nous
fait connaftre la solution du probléme de Neumann, g, élant pris égal
aux valeurs données F de la dérivée normale el la fonction V, définie
par I'équation (') w’élant aulre, au signe prés, que le potentiel W du
ne 11.

17. — Si au lieu de se donner exactement les valeurs d'une fonction
harmonique V sur la surface limite S d’un certain volume, on se donne seu-
lement une limite supérieure du module de V, on peut, ainsi que nous
I'avons rappelé plus haul, assigner des limites supérieures aux modules de
V et de ses dérivées en un point inlérieur quelconque.

De méme, on peut se proposer-de trouver des inégalités analogues lors-
qu'on se donne, non plus une limite supérieure de |V|, mais une limife

supérieure de IZ—X a la surface. Il ne peut étre question, ici, d’oblenir une

limite supérieure de |V| en un pcint donné, puisque *V n’est déterminé
qu’a ure constante prés. On peut seulement assigner une limite a la diffé-
rence des valeurs de V en deux points intérieurs donnés quelconques.
C'est & quoi la méthode précédente permet aisément de parvenir (*).

Soit en effet 2 une limite supéricure du module de

av
F == a"ﬁ .
|F|<-=
Le potentiel W défini plus haut
F
—_— V, = “’ = 2—?': dd’
sera tel que I'on aura
| W | < Ka,

(1) PoincaRE. — Sur les équations de la Physique Mathématique, Rendic. del
Circolo matematico di Palermo, tome 8, p. 114-115; 1894,
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K étant une constante ne dépendant que de la forme de la surface. On en
déduit, si [W] représente l'oscillation possible de W :

[W] << 2Ka.
On defermine ensuite dans la méthode de Neumann :
V,. potentiel de double couche d’é’paisseui~ \)V_,
v, » » » 2—; ,
V; . » » » E‘).",:_‘,

el 'on a, d’aprés Neumann, A étant une constante posilive inférieure & un
[V.] <A [W]
AARSIAA
Vil <A [Viy)
On en déduit : .
£Vi+ 1] < 2 MKa
[Vl]= W+ V] < (W] + 2|V < Téi 2 Ka

ou
[V] < Ra,

A élant une conslanle détermineée.

18. Recherche directe d’inégalités. — On peut, jusqu'a un certain
point obtenir des conclusions analogues directement sans passer par la
méthode de Neumann, en employant quelques-uns des moyens par lesquels
M. Poincaré (*) a établi la légitimité de cette méthode et faisant tout
d’abord usage de V'inégalité de M. Schwartz.

On sait que cetle inégalilé résulte de 1a considération de I'intégrale

H=S8 [(AI 4+ AB,)* + (A, + )‘B2)2 -+ +( A, + )‘BI')i] da

ol S est un symbole d’intégration simple ou multiple étendue & une mul-
tiplicité o, do I’élément diflérentiel de s ; A,, A,, ..., By, B,, ..., des fonc-
tions déterminées el X une conslante arbilraire : intégrale qui s’écrit

(18) H =1+ 22K + 1,

(1) Acte Math., 10c et
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en posant
I=S(Af—+A§—‘—.., } ds,
K=S(,B, +A,B,+ .. ds,
J =8B + B+ .. ds.

La forme quadralique (13) élant positive, quelque soit }, on doil avoir

(14) A=1]—K2>0
el c’est en cela que consiste I'inégalité de M. Schwartz,
J.e minimum de H, lorsque X varie, a lieu pour d = —.l; et a pour
valeur
_. A
H= I

Enfin I'inégalité (14) résulte encore de I'expression de A lui-meme sous
forme d'intégrale multiple

3;, Sb[ B, _ A BJV] ds dd,

ou les éléments ds, do’ décrivent, independamment I'un de I'autre la mul-
tiplicité s et ou les A’, B’ sont les valeurs des fonctions A, B en un point
de dd'.

Appliquons I'inégalité précédente au cas ou o est une surface fermée S :
Soit V une fonction harmonique & intérieur de S. Considérons d’abord

H=J f(V+))2dS

11 résulte de ce qui précéde que le minimum de celte intégrale est g , en

I'intégrale de surface

désignant par A l'intégrale quadruple

-.-é// [f(v_-v')zdsazs.
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Considérons, en second lieu, I'intégrale de volume

o= [ f T (e

(ou d= est 'élément de volume dz dy dz), étendue au domaine D limité
par S. V étant harmonique, on a

G:—ff(v+1)%ds'

quelle que soit la constante A, et, par conséquent, en vertu de l'iné-
galité (14),

G2 << HJ

= v/f (Z—ngs.

En donnant & } la valeur qui correspond au minimum de H, il vient

ou

G2 J
(15) Y < g’

S désignant I'étendue totale de la surface donnée.

Si I'on s’est donné les valeurs de %X sur cette surface, le second membre
de Uinégalité précédente est connu.

19.—Mais M. Poincaré a établi, entre les quantités G et A, une seconde
inégalité : il a montré que Uon peut, quelque soit la fonction V (harmo-
nique ou non), assigner aw rapport G “ne limite supérieure qui ne dépend

que de la forme de la surface.
Supposons d’abord celle-ci convexe et telle qu’il existe une limite supé-

rieure p au rapport Ecﬁl—rT) [ étant la longueur d’une corde de la surface,
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el (¢, n) 'angle ‘de cetfe corde avec la normale & I'une de ses extrémités.
Soit en outre L le maximum de la longueur I. On peut, dans I'intégrale
quadruple 3, exprimer d8' au moyen de 'angle sphérique

d$8' cos (J, »)

do = 2223

sous lequel on voit 48’ d'un point de dS. On a, d’aprés 'hypothése :

A<€’2ff f/(\’—V'i’cos(l,n)dem.

Je mets en évidence les intégrations successives, en supposant qu'on
effectue d’sbord celle relative a I'élémeént dS de S, puis celle relative a
Pélément dw de la sphére = sur laquelle on fait successivement les diflé-
renles représentations sphériques de centres dS; remplacant en outre
(V — V') par une intégrale linéaire prise le long de /, on a :

. 4
A<8;f/dm /fcos(l,n)dS /%‘;dz
= v 0

Mais, d’aprés 'inégalité de M. Schwarz on peut écrire

l 2 ! !
([ tre) <o [ttty s T804 «
\&/ 0 0

o

2

Il vient donq

2 l

OV 0\ 2 l\‘r 2
0.1: (I/) +(.\?) ]dl

ou, puisque cos (I, ) dS est la projection de ¢S sur un plan perpendiculaire
a la direction de !,

2L oV oV 2V \2
A<P /./d”f// [Mr: “J +(‘\-z—)]d:.

L'intégrale triple n’est autre “quel que soil I'élément dw envisagé) que G.

de cos (I, njdS
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11 vient donc

(16) F<M

20.— Cherchons a passer du domaine limité par une surface satisfaisant
aux conditions du numéro précédent au domaine limité par une autre surface
quelconque. Nous pourrons en général, si la connexion reste la méme,
c’est-a-dire si nous avons toujours affaire & une surface unique simplement
connexe, établir. une correspondance entre les poinls (z, y, z) et (&, ¥/, 3")
des deux domaines telle gue les coordonnées du second soient continues
par rapport a celles du premier, que leurs dérivées du premier ordre soient
finies et continues sur la surface limite et que le module du délerminant
fonctionnel )

reste constamment supérieur & une quanlité positive donnée.
Je dis que dans ces conditions, le rapport

AG

A'G
(4" el G" étant les quantités analogues 2 A, G) & un maximum positif dé-
terminé. Cela suffira évidemment pour que I'on puisse tirer de I'inégalité
du paragraphe précédent une autre inégalité

g <V
Posons pour le démontrer :
aVy\? oV\2 oV 2 2V oV oV
() () + (%) =< (o iy 52)
dz'? + dy? + dz'? = f{dz, dy, ds).
Les formes f et o ont pour discriminant le ecarré du déterminant fonction-

nel. Ces deux formes représentent des ellipsoides dont les axes sont com-
pris entre des limites déterminées. Un connatt done une limite inférieure

oV )’ bvy (h_\_’)z
o <n_a,7 + oy A\

de la quantité

NAE o\l(2 NAAAEN AN A V2
(;) *(@) +(§) (7) " (27) - (n‘z>
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dr’ . .. G’
Le rapport = a aussi un minimum. Il en est donc de méme de G - Dlau-

I .
tre part% a un minimum donné par le rapport des sections de Delli-

psoide f=1 et de la sphére de rayon 1. On a donc bien ainsi un minimum

de %‘,-

21.— On peut procéder autrement et généraliser le mode de démonstra-
tion du paragraphe précédent en employant, au lieu de cordes rectilignes,
des cordes curvilignes & 4 paramétres, telles que par deux points de la
surface il en passe loujours une et une seule; qu’il y ait des limites supé-

g l . .
rieares L, ¢ & leur lo.ngueur ! et au rapport ST} qu'enfin on puisse

les distribuer en familles dépendant chacune de denx paramétres a, b et
telles que, si s désigne Parc décrit sur une corde quelconque de la famille
le module de

resie supérieur & un nombre déterminé. Dans ces conditions, les raisonne-
ments du n° 19, resteront valables.

22. — Combinons maintenant I'inégalité (16) avec I'inégalité précé.-
demment obtenue (15) (n° 18); il vient

)y
6<y,
22

A<

~

Ce sont les inégalités que nous avions en vue.
On peut remarquer que ces inégalités donnent une limite supérieure de

I'intégrale
I — ctb DV ok oV 2d o\’> d
- bx iz Tagoy Tezaz) 4™

(dans laquelle on désigne par ® une fonction donnée quelconque).
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puisque, toujours d’aprés l'inégalité de M. Schwarz, ona :

12<fo/ [f‘i () “"’ ]d:
-

23. — Les inégalilés auxquelles nous sommes parvenus a 'aide de la mé-
thode de Neumann jouent, relativement au deuxiéme probléme aux limites,
le méme role que remplissent, par rapport as probléme de Dirichlet, les
proposilions rappelées au n° 1; mais elles sont loin de fournir, pour
'oscillation de la fonction cherchée et les modules de ses dérivées, des
limites aussi précises que les premiéres. Elles ne pourraient, par exemple,
servir a constituer, pour le probléme de Neumann, des méthodes alternées
semblables & celles que I'on emploie dans la résolution du probléme de
Dirichlet. Nous savons qu’il existe un nombre auquel reste inférieur le

7
rapport de l'oscillation de V au module maximum de %; mais P'éxistence

méme de ce nombre est tout ce que nous connaissons a son égard.

Cette ahsence de données précises sur le coefficient dont nous venons de
parler est une des principales lacunes de nos connaissances sur le deuxiéme
probléme aux limites.

§ 5. — FONCTIONS DE Fa. NEUMANN ET DE KLEIN.

24. — Les considérations exposées au § 4 démontrent 'existence dela
solution, mais n’en fournissent aucune expression simple.

Nous allons constater qu'on pourrait écrire de telles expressions si I’on
savait constraire, pour le deuxiéme probléme aux limiles, des fonclions
analogues & la fonction de Green, dont on connait le réle essentiel dans la
théorie du probleme de Dirichlet.

Comme {a fonction de Green, les fonctions Yi’ que nous considérerons
seront harmoniques dans le domaine donné, sauf en un point A choisi
arbitrairement, ou elles deviendront infinies (dans le cas de trois dimen-
tioné) comme I'inverse de la quantilé r = AM.

Hipaxarp 3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



34 CHAPITRE 1

De telles fonclions ne salisferont pas, s'il ¢’agit d’un domaine intérieur,
a I’équation (1) du n° 4. Cetle équalion n’est vraie que si 'on adjoint & la
surface limite donnée S, la surface d’une petite sphére £ ayanl A pour
centre. Or, lorsque le rayon de cette sphére devient infiniment petit, U'inté-

. d-
grale ff —d-i—f d= tend vers 4w, puisque y, se réduit alors & son lerme
z

principal 11 Sur §, I'équation (1) du n° 4 doit donc étre remplacée par la

formule suivante

U gs g
(17N o 48 = 4.

{° Fonction de Frans Neumann. — Probléme extérieur. Soit Y'f une

fonction des coordonnées du point M, harmonique dans le domaine donné,
sauf au point A, ayant une dérivée normale nulle sur la surface, el deve-

‘n 1 .. 1 .
nant infinie en A comme ¢ est-a-dire telle que y, — ; reste harmonique

en A. La détermination d’une telle fonction est évidemment un cas parti-
calier du deuxiéme pwobleme aux limites. Mais elle suffira a résoudre ce
méme probléme dans le cas général. V étant une fonction harmonigue
satisfaisant aux conditions du probléme, autrement dit, telle que, sur

S, Z% = F, 1l suffit de raisonner sur V et sur -{’: comme dans la théorie

de la fonclion de Green pour oblenir

() V= — % f [ ¢ FdS.
v

Pyrobléme intéyieur. — On ne peut plus, en vertu de Uéquation (17),
prendre
M
My
dn —

sur la surface; nous allons seulement prendre celte dérivée constante. On
aura alors éevidemment

M —
d{A:i,‘"t

7" A .
1 dn 5
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in applignant encore le théoréme de Green aux fonctions Vet v} il

vient, celte fois,

\'.\:—4"_://.71'1'"615_’.8//%:5.

Mais nous ne cherchons Y, qu’a une constante addilive prés, c’est a-dire
que nous ne cherchons que la différence Vo — Vu, A’ étant .un point ori-
gine quelconque. Nous pouvons donc négliger le lerme complémentaire
qui est le méme pour tous les poinls.

.

23. — 2° Fonction de Klein. — Dans le cas du probléme intérieur, la

fonclion ¢} de Fr. Neumann n’est elle-méme déterminée qu'a une cons-

lante addilive prés. Ce fait constitue un inconvénient a divers poinls de
vue. C’est ainsi qu'il ne semble pas possible, dans ces conditions, d'établir,

pour la fonction %, une propriété de symélrie analogue & la relation bien

connue
(18) 9y =0

a laquelle donne lieu la fonetion de Green classique.

Pour obvier & cet inconvénient, M. Klein (*) a été conduit & former une
fonction possédant, non un seul pole, mais deux péles de signes contraires.
Une telle fonction salisfait & I’équation (1) du n° 4. Rien ne s’oppose donc
4 ce que sa dérivée normale sur la surface soit partout nulle. La fonction
de Klein est donc définie par cette condition et par les suivantes : étre
harmonique dans le domaine donné, sauf en deux points A et A,; étre

. rp . 1 .
feile aux environs de A que sa différence avec - resle harmonique ; aux

. . 1 i .
environs de A, que sa diflérence avec — 7 =~ & Fesle harmonique;
0 0
enfin s’annuler en un point donné M. La valeur d’une telle fonction en

un point M du domaine s’écrit

< Mg
1 AA,

(1) In Pockels, Uber die partielle Differentialgleiching Au + K2u = 0 und deren
Auftreten in der Mathematischen Physik; Leipzig, 1801,
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Clest, en réalité, l'aceroissement que subit de M, & M toute fonction
salisfaisant a toutes les mémes conditions, sauf a la derniére.

. MM, . ’
La foaction T, ¢ permet, comme la fonction de Fr. Neumann, de résou-

dre le probleme posé, puisque I'on a, d’apres le théoreme de Green :

i . .

La constanle arbitraire qui s’ajuate a la valeur de V, est ici — V.

WM M
AA,

enlre les points A, et A, on peut écrire :

D’autre part, comme 1 représente laccroissement d’une fonction

MM MMy MM

AjA Aay ALhy
et en particulier :
MMy S MMy
b AjAg T T ARy

On pourra faire les mémes opérations sur les indices inférieurs :

MMy __ pMM, AUNE
AfAy T Ay A)Az

comme on le voit immédiatement en se reportant & la définition du sym-
bole I'. En particulier :

MMy M

AgAy T Asaq?
Je dis qu’on a en outre :

MMy AN
19 1 VY 7O 1 My ?

c’est-a-dire la propriété analogue & la propriété de la fonction de Green.
Eu effet, pdsant, pour abréger

. L MM,
Fon =1 A‘Aa)
. MA
Uiwy = MMy

on a, d’apres le théoreme de Green :

— [ gy ~AfAg
* (IA_.\_, IMI.M:)'

—~
AL
'/.\
T
=
l
-
Y
xS =
—
j~%
[€ 2]
i
=

Mais le premier membre esl nul; 'égalité est done démontrée.
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26. — Ainsi que nous allons le voir, il n’est nullement nécessaire d’a-
bandonner la fonction de Fr. Neumann pour conserver la propriété de sy—
métrie. 1l suffit d’ea compléter lu définition.

La fonction ¢’ n’est, en effet, définie qu'a une quantité additive pres,
laquelle ne dépend pas du point M, mais est fonction de la position du
point A, Nous allons counslater qu'il suffit de déterminer convenablement
la quantité additive en question pour que la fonction de Neumann posséde
la propriélé demandée. Tout d’abord, on peut passer facilement de la fonc-
tion de Neumann a celle de Klein.

On a, en effet,

MM, _ M, My
PAlAq Ta, = Ta, YAl -+ YA)

car le second membre posséde les propriétés qui caraciérisent le symbole

MMy
I‘A‘A2 .

Il résulte de la qu’une propriété tout analogue a celles qu’expriment les
équations (18), (19) appartient également au symbole de Neumann,
pourvu qu'on détermine convenablement le paramétre arbitraire, fonction
du point A, qui figure dans ce dernier. L'équation (19) s’écrit, en eflet,
d’aprés la relation précédente :

LM M oM My oA 2 A2
Tay 7 Tay 7 WA (a;, = Vo {3, ™ Y, (g

d’ou, en posant

(20, T —Yu=09(A M

A
¢ A M) —o ALM) —o AL M)+ ¢ A, N, =0,

relation fonctionnelle & laquelle doit satisfaire la fonction o el dont la

.

solulion générale est, ainsi qu’on le voit aisémenl :
oA, M = ¢ (A) — ¢, (M.

Il est d’ailleurs clair, en verlu de 'équalion (20), que les fonctions 4 et ¥,
doivent dtre identiques.
On peut dés lors choisir les fonclions y telles que la fonction o soit tou-

jours nulle : il sulfit de remplacer y¥ par y'y =) — ¢ ().

La fonction ¢ (A) peut d’ailleurs étre déterminée directement de maniére
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38 CHAPITRE 1

a annuler w Je dis en effet qu’il suffit pour cela de calculer en chaque
point A la constante ¢ (A) par la condition

f/"('f dsn——‘f‘/[ﬁ‘ —-MA)] dSw
g 8
= \/.*{rdSu—SL!J(A\)_——:K,
s

K étant une constante choisie une [ois pour loutes, mais arbitrairement
(on pourra, par cxemple, prendre K = 0).
On aura bicn alors, en eflel,

y oM M
< 71.\(_0'_{ B __ »,,’)I d(’A> dSy = 0
A odn % dn
. g

et, par conséquent, en appliquant le théoreme de Green aux fenctions -;'1::
et {°;, on obtient la relation cherchée

B A
(21) (n=1Yg-

Réciproquement, si celte relation a lieu pour lous les couples de points
{A,B),ona

(22) / f 1y d8u=K,

K étart une constanle indépendanie de A.

27. — On sait que I'usage de la fonclion de Green permet de résoudre
non seulement le probléme de Dirichlet, mais aussi le probléme géné-
ralisé relatif & P'équalion

(2\‘ ¢ AV = f("):') Ys :):

[ étant une fonclion donnée en chague peint du domaine D envisageé.
Pareille remarque s’applique 3 la question acluelle. Soient données,
d'une part, 'équation (2] et, d’aulre part, la condition & la surface

<

(23) =TF,

&’ %!
2
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la condition (1) du n° 4, pour le probléeme intérieur étant remnlacee par

(24, fix, y, z)dt + / FdS-- 0.

D hnd X
En appliquant le théoréme de Green a la fonction V et a la fonclion de

Neumann v} , il viendra

oo ff [ ] f e
g /Vds=0,

C étant égal a zéro s'il s'agit du probléme extérieur, et i la constante le

(d’apreés I'équation (17')), s’il s’agit du probléme intérieur. Dans les deux

(R5)

cas, le terme C /‘deS peut étre laissé de coté, soit parce qu’il est nul,

soit parce qu’il est constant.

§ 6. — CAS DE LA SPHERE (')

28. — Aprés avoir établi l'existence de la solution du deuxiéme pro-
bleme aux limiles et montré comment son expression se raméne & la re-
cherche de la fonction de Fr. Neumann, il nous reste & indiquer les cas ou
cette solution peut étre oblenue effectivement, par exemple ou la fonction
de Neumann est connue. Mais ces cas sont en trées petit nombre.

Une mélhode générale par laquelle on peut se proposer d’exprimer la
solution cherchée consiste a la représenter par une série de la forme

Ajd+ A @+ . AP+

ou les & sont des fonclions harmoniques déterminées, les A étant des coef-
ficients arbitraires. Il esl clair qu'on obliendra une telle représentation si
I'on peut metire les valeurs données de la dérivée normale sous la forme

do, d®, deo,,
°E?E+A‘d A eee + A, ST e

A —+ .

(1) Dini, loc, cit.
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40 CHAPITRE I

C'est ce que ['on pourra souvent réaliser en prenant pour les @ les fonc—
tions fondamentales introduites par MM. Poincaré, Le Roy, Stekloff, elc.

29. — Celle méthode conduit-immédiatement & la solution dans le cas
de la sphere. On sait que toute fonction donnée sur celte surface peut étre
développée en série de fonctions sphériques, pourvu qu’elle soit conlinue
et satisfasse aux conditions de Dirichlet sur tout grand cercle.

Cela posé, supposons d’abord qu'il s’agisse du probléme intérieur. Nous

avons & trouver la fonction V, connaissant 37 Ui satisfait & la relation

(1) f%dS:O

Nous nous donnerons V sous forme d'une série de polynomes sphé~
riques
V=Y, +pY, +0*Y, 4+ ...
On en déduit :

(26) B e (V, + 2RY, s RO Y - L),

Il suffit donc de développer %ll%, en série de fonctions de Laplace

I T S S

Il ne doil pas y avoir de terme en Y, : c’est précisément la la condition
de possibilité (1):du probleme. 1l n’y aura plus qu'a poser

P
mEm=1

Ypo=—

. . dV <o -
Lors méme que la fonclion ane e satisfaisant pas aux conditions de

Dirichlet, ne pourrait pas étre développée en série de fonctions sphériques,
on pourrait {*), pourvu qu’elle soit continue ou méme finie avec disconti-
nuités isolées, la développer en une série dont chaque terme serait une
somamne de fonctions sphériques (de degrés diflérents enlre eux, en général)
et raisonner sur cette série comme sur la série (25) (3).

(1) Picard, Traité d'Analyse, t. 1, p. 248 el suiv.
(?) Cf. Le Roy. Thése Sur I'integration dcs cquations de la chalewr, p. 28-30.
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On aurait de méme pour le probléme extérieur

Y Y Y"l
V:-‘?O—Q—Eg'—}-—"'m—l

et on déterminerait les Y d’'une maniére analogue & la précédenle.
29, — Cas de deux sphéres concentriques. — La méme méthode

s’applique & I'espace compris entre deux sphéres concentriques de rayons R,
et R,; on pogera () ici
V=Y, + ¥,p+ .cc. + Ypo™ + ...

Yo Y, Y
P P2 o Pm-{—l A

On délerminera simultanément Y,, et Y',, par deux équations

- m+ 1Y,
mRL ! Ym - (—W:}')z— = P
— mRy ! Ym + % = q:'/m

dont le déterminant est différent de zéro, pour m > 0. Pour m == 0, les
deux équations seront encore compatibles moyennant la condition de pos-
sihilité (1).

30. — Dans les deux problémes que nous venons de lrailer, la solution
peut élre oblenue sans recourir aux séries. Nous allons faire voir que, soit
dans le cas d’une sphtre, soit dans ¢clui de deux sphéres concentriques, on
peut ramener le probléme de Necumann au probléme de Dirichlet et & des
quadratures.

Cas d’'une seule sphére. — Soit D le domaine intérieur (ou extérieur),
limité par la sphére S. Soit D' le domaine limité par la sphére §' oblenue
en augmentant (ou diminuant) de dR le rayon R de S.

SiV est la fonclion cherchée, on pourra en déduire par simple homo-
thélie une fonction V' harmonique dans le domaine ' ¢t prenant én les
différents points de §' les valeurs que prend V en les points correspondants

(1) Dans le cas ou les valeurs données de la dérivée normale ne satisferaient pas
aux conditions de Dirichlet, on appliquerait la méme modification qu'au ne précé-
dent.
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12 CHAPITRE 1

de S. La différence V — V' sera harmonique dans D. Mais elle prendra sur

S Ia valeur — g—X dR. Si donc on pose
vV—V
Vo= —ar—

on saura calculer V, puisqu’'on sait résoudre le premier probléme aux
limites.

C’est cette fonction V, qui va nous servir & calculer V.

Autrement dit, et plus rigoureusement : V(z, y, z) étant harmonique,
il en est de méme de V(hz, Ay, Az), ol X est une conslante arbitraire. Il

en est donc de méme aussi de % V (Az, Ay, Az), c'est-a-dire, pour A =1,
de

, h lV \\
M V_.z*gl-i—yw ,,_\l_,)‘jy

! Y ol

3 étant la distance au centre.

De fait, on voit direciement qu'on a
28 A oV oV ~0V> - RO ) + 9> AV
( (.TO?—’—yh‘l;—*“ob‘:‘ = xDTZ'_'—J/O]/-*- 03 = .

V, étant calculée, on déduira V de I'équation (7), par lintégrale recti-
ligne suivante, prise sur le rayon OM

OM
7
29) V= / \—6‘ ds + Ct¢ (probléme intérieur)
o
o]
7
(30 V= - —\8' ds (probleme extérieur).
¢ oM

L'iniégrale a un sens dans le cas du probleme intérieur, car-la condition
A—
V,=0

au centre de la sphére n’est aulre, d'aprés le théoreme de Gauss, que celle
de possibilité du probleme
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L’intégrale a également un sens dans le cas du probléme cxlérieur, car
V, a été calculée comme fonction réguliére a Vinfini.
Si V, est une fonction réguliére a 'origine et s’y anaulant, il en sera de

méme de
OM
V— f Y as,
(2]

ainsi qu’on le voit en remplacant V, par son de\eloppement en série de
Maclaurin.

De plus, si V, est harmonique, V le sera aussi; car, en vertu de 'équa-
tion (28), AV, étant nul, si AV n'élait pas identiquement nul, il devrait
étre une fonction homogéne de degré — 2, ce qui est absurde, AV étant
régulier & l'origine.. On vérifierait d’ailleurs le méme fait d’aprés I'expres-
sion de V sous forme d'intégrale définie. Celle derniére maniére d’opérer
s'applique, de plus, a expression (30), pour laquelle le premier raisonne-
ment serait en défaut. '

Sur la sphére de rayon R, la'fonction V, prend évidemment les mémes

valeurs que la quantité — R Z—X, dans le cas du probléme intérieur et que

av
+Bd7;,’

l'expression par la résolution du probléme de Dirichlet. D’aprés les for-

dans le cas du probléme extérieur. On pourra donc en obtenir
mules connues pour la résolution de ce probléme sur la sphére, on aura

. .
' d - L—
. v 1 av
Vi== 2% ffdn dn as + 4= //5 dn aS
s . s

(le signe — devant la premiére intégrale se rapportant au probléme inté-
ricur, le signe + au probleme extérieur). On en déduirait, pour le pro-
bléme intérieur, par exemple

1
av 45
dn ¢ dn 8
/ / av o / 1

Les quadratures simples s'effectuent sans difficulté. On est d’ailleurs

(31)

(=2 Ol
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.conduit & ces mémes quadratures en cherchant, ainsi que nous allons le
faire, la fonction de Neumann.

31. — Fonction de Neumann. — Cherchons la fonclion de Neu-
mann relative au probléme intérieur dans les cas de la sphere. 1l s’agil de

trouver une fonction y% harmonique dans toute la sphére, saul aux envi-

dy

ronsde A, et telle que an soit constant le long de la surface limile.
Posant
u__1
(32) Ta = r -+ H'
H doit étre partout harmonique et sa dérivée normale doit satisfaire a
I’équation
1
d-
. al _ . r
(83) dn =K gm

Nous pouvons appliquer a ce cas particulier du probléeme précédent la mé-
thode que nous venous d'indiquer pour sa solution, el diriger les cal-
culs de maniére & déduire la fonction de Neumann de P'expression connue
de la fonction de Green.

Soient p la distance OM, ¢ la disiance OA, y I'angle que ces deux droiles
font entres elles. L'application de la méthode précédente nous conduit tout

s . . oH
d’abord a chercher une fonction harmonique H, = o Pprenant sur la
(l

surface les mémes valeurs, au facteur — R prés, (ue le second membre de
I'équation (83), c'est-a-dire que la quantité

Or la fonction }‘ est homogéne et de degré — 1 par rapport apet a $ et

Pon a, par conséquent

v 1
(34) - o=
d’ou, pour s =R,
1
N
dif noa ‘(1‘) i

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



‘PROBLEME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 45

Soit maintenant

1 —/lM

Mo
gy =, —h,

la fonclion de Green relalive au probléme inlérieur de Dirichlet pour notre
sphére. On a, lorsque le point M est sur la surface de celle-ci,
h=-
>

et cette égalilé, ayant lieu quelque soit le point A, peut-itre différentice
parrapport 4 &, On a done

(36) H,:-KR+h+8§§.

Cette équation a lieu a la surface et par conséquent, dans tout le volumie,
puisque les deux membres représentent des fonctions harmoniques. Quant
a h, on sait qu'il s’obtient en considérant le point A’, image de A (fig. 3)

2
situé sur le rayon OA & une distance du centre QA'=23d'== Bg- . En désignant
par i’ la distance MA/, on a

37) h= N

Y

o

Considérée comme fonction de o, y et &/, celte quantité & est homogéne et
. 1 .
de degré 0 (punsque% est de degré — { el de degré + 1) de sorle
qu'on a

(38) Soh __ g0 oh

oo’ - P 3 °

La fonction H, étant déterminée par la formule (36), il nous reste & cal-
culer H par I’équation

Hn == O‘i{-

° %
Si I'on tient compte de | identité (38); on voit qu’on aura

-2

(39) H.—:h—;-‘/ (5_*}_,_KR)‘-?
| :

La constante K est choisie, ainsi que nous ’avons vu, de maniére a ce
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que U'intégrale ait un sens, ¢'est-a-dire de maniére i annuler le coefficient

de 0%‘? : il faut done prendre K = 11—2 .
On effectuera simplement la quadrature en introduisant 'angle 0AM=1,

qui donne
~ . } apor
¢ sin ¥ y o siny

MR ey T Y ()

el, par suite

i sin (v —+ d dIO
40 zf R [?"'s(i'}.—-(‘v—) [(cotg ¥ — colg (v + ¥)]d¥ — ;_I
Q

i 2R? g :

= [ L[4y _ d_°> L jog 2

- R (sin@ o/ T R7® gssiny
0

" Les formules (32), (39), (40) nous donnent

2R g

o -
S 90 sl

b=

fo

R
g
07

: 1
(41) er‘,.'*"

o=

-2

La quantité ainsi obtenue est, conformément a nos
conclusions générales, symélrique par rapport aux
deux poinis A, M dont elle dépend. Celte propriété ap-
parlient en effet, ainsi qu’il est bien connu, au second

terme —SI;} de la formule précédente. Llle appartient

également a I'angle ¢ qui figure dans le {roisiéme
terme, car, si I'on appelle M’ I'image du point M, les
deux triangles OA'M, OAM’ sont, comme on sait,
semblables entre eux et au triangle qui aurait un
angle égal a y compris entre deux cotés mesurés
respectivement par R? et go.

En tenant comple des relations trigonométriqucs
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fournies par le triangle OA'M, on peut aisément écrire le dernier terme sous
la forme
2.0M
g N Lo ’
AM' -+ OM — ¢ cos ¢

98
log ——a————— ==

1
; <7 =, lo
»” +06¢ —zcost R

|
R
(en permutant les points A et M).

Lorsque le point M est sur la sphére, la valeur de y;, se réduit &

2_11001‘+R—80057’
© 2R

r R
valeur obtenue (& une conslante prés) par Fr. Neumann (*) par sommation
d’une série de fonctions sphériques et qu’il suffira de substituer dans la
formule (E) du n° 2-1.

Si enfin, au lieu du probléeme intérieur, on avait affaire au probléme
extérieur, les égalilés (35) et (836) subsisteraient en faisant K = 0 ; la for-
mule (39) devrait élre remplacée par

o
He=h— R dp,
[/ p
e

e !'on aurait finalement

1 R 1 VRS

M v

41) v =G glos (31 ):

32. — Essayons encore d’appliquer la méme mélhode au cas de deux
sphéres concentrigues. Soient ¢, les valeurs données de la dérivée normale
sur la.sphere intérieure 8, (de rayon R,); ,, ces mémes valeurs sur la
sphére extérieure S,, de rayon R,. On suppose, bien enlendu, vérifiée la
condition de possibilité

(42) f/?lds +// 0,dS = 0.
) 55

(1) Vorles., tiber die Theorie des Potentials und der Kugelfunctionen, p. 275

Quant aux valeurs intérieure et extérieure de la fonction Y:» elles sont dues a

Bjerknes (loc. cit , 1871) et & Beltrami (loc. eit., tome III, p, 370-371 ; 1873.)
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Considérons encore la fonction auxiliaire

Vl‘::xﬂ—b-l/iv—l—zi\—,:pﬁ
4 ) hl/ 0z DP
Celte fouction prendra les valeurs R;¢, sur la sphére’intéricuce, — R0,
sur la sphére extérieure. La résolution du probléeme de Dirichlet la fera
done connattre. Si dés lors-on se donne les valeurs V, de V sur une sphére
concentriqué S, intermédiaire ou coincidant avec I'une des deux sphéres

limites, on aura :

les points M, et M étant pris sur un méme rayon.

On ne peut évidemment pas prendre les valeurs V; de V sur la sphére
S, d’une maniére arbitraire. Ces valeurs seront délerminées par la con-
dition que 'on ait, dans P’espace donné,

AV=0

Or, de la condition & V, = 0, résulte déja, d’aprés l'identilé (28), que
AV est forcément une fonction homogéne de degré — 2.

Il sera donc nécessaire et suffisant de s’assurer que AV est nul sur S,.

Soient g, 0, o des coordannées polaires. On a :

_ 2% d [ . 1\ 1 2V
(48) aV=j “(f ao>'+smeo‘e<““"‘o—o> + ST be?

e | o2
1) 4

etici :

1 oV
av [ (eV) + sin 6 28 (sm 0 oe> sm% Dc] =0

Le premirr terme est donc connu et 'on connait par conséquent la
somme des deux autres.

33. — La somme de ces deux autres termes n’est autre que le -para-
metre différentiel du second ordre relalif & la sphére.
Soit, d’une maniére générale,

E du? -+ 2F dudv - G dv?

I'élément linéaire d’une surface.
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On sait que Pon nomme paraméire différentiel du premier ordre d’une
fonction quelconque V, la quantits
2 7y 2
du

Ou o o
— 2 B

ANV =

et paraméire différentiel du second ordre, la quantité :

oV Y oV oV

1 »({G —F_2 1> (E —F -

44) A, V= ou W ) + 5 o~ on ou
z H ou — —' H o \ i

oit H = /EG — F* salisfait a I'identilé
dS = Hdudwv.

(Voir Darboux, Legons sur la théorie des surfuces, Livre Vi, chap. 1).
Si A, (V, W) est la forme polaire de 4, (V), on a une formule analogue
a celle de Green :

(45) A, (V, W)dS + / 2Y o8 + f Wi,V dS =0,

les intégrales doubles étant étendues & un certaiaz domaine pris sur la sur-
face, et I'inlégrale simple étant prise le long du conlour de ce domaine.

Si les fonclions V et W sont réguliéres sur toute la surface S, celle-ci
étant fermée, on peul supposer que le domaine d’intégration comprenne
loute la surface :-Vintégrale simple disparait alors.

On déduit de la qu’il n’y a pas de fonclion réguliére et non nulle qui
satisfasse soil & I'équation A,V = 0, soit a I’équation

(46) A,V = Cte

sur toute la surface.

34.— Le paramétre du second ordre 4,V peut encore étre défini géomé-
triquement de la maniere suivante : par le point M considéré de la surface,
faisons passer deux géodésiques rectangulaires, — ou encore, deux sections
normales rectangulaires, — et sur chacune de ces lignes, considérons la

d*V AV
des

av
dérivée seconde —— , ou s est I'arc de courbe. La somme = —, +-
ds? ds2 " ds?

V
valeurs de 5 sur les deux géodésiques ou seclions normales ne variera

Hapaninp 4
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pas, lorsque celles-ci tourneront autour du point M, en restant rectangulaires
entre elles, et sera précisémenl égale a A, V.

11 est ais€ de déduire de 1a la relation qui existe entre le parameétre A2V
et le symbole AV relatif a espace, relation dont I'identité (43) n’est qu’'un
cas particulier. 1l suffit de rapporter celui-ci & trois axes.rectangulaires
dont I'un sera la normale Mn & la surface, les deux autres Mx,,.-Mz, élant
tangents respectivement & nos deux seclions normales. R, et R, élant les,
rayons de courbure de celle-ci, comptés comme positils dans le sens Mn,
‘on aura

MV arwv 12V

YS- dsd R, =
et par conséquent,
'V 2V 'Y oV 1 1\oV
AV — —- _- —_ — A DA B — .
v daty T dx?, + ¥+ on? (R| -+ Ri>on

33. — L’équation que nous allons avoir & intégrer est de la forme
(47) AV =f

f étant uoe fonclion donnée en tout point de la surface. Ce probléme n’est
d’ailleurs possible (V étant une fonction partout réguliére) que si l'on a

(48) f / fds =0,

ainsi que le mountre, pour W = 1, I'équation (45) étendue & toule la sur-
face. §'il est possible, il n’a qu'une seule solution, sinsi qu'il ressort de ce
que nous venons de dire sur 'équation 3,V = 0.

Pour intégrer I'équation (47), on se servira de fonctions analogues & la
fonction de Green dans le plan, c’est-a-dire ayant des points singuliers
wgarithmiques. Il n’existe pas de fonction ayant un seul point singulier
logarithmigue et satisfaisant & ['équation 4,V = 0. Mais on peut, soit con-
sidérer, avec M. Picard, une fonction satisfaisant & celte équation et ayant
deux points singuliers (comme la fonclion de M. Klein, considérée au
n° 23), soit une fonction satistaisant i ’équation (46) et ayant un seul
point singulier A, autrement dit réguliere parlout saufl au point A, et
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infinie en A comme log :, r élant la distance géndésique a A. Soit g une

Lelle fonction :

-+ H

g =

3

" ot H est une fonclion réguliére sur toule la surface. Prenant, dans la for-

mule (45),
W=\

VZ.‘/:‘

) N
‘/’f_\zyfds-kf‘i_gr:ds:&

Si I’'on étend I'intégration & toute la surface, moins un pefit cercle enlou-
rant le point A, lintégrale simple se réduit & — 2= et il vient

KS+42r=20

ona

K étant la valeur constanle de A,g), qui se trouve ainsi déterminée.

Comme précédemment, on peut dispeser de la fonction de A qui reste

arbitraire dans la définition de g de maniére que

(49) 9y =9u

11 suffit pour cela, d'imposer & ¢ la condition

ffyr dSu = ¢,
s

¢ étant une conslante indépendante du point A (par exemple, ¢ = 0).
g, étant connu, la solution de I'équation (47) s'obtiendra en appliquant
la formule (45) (étendue a toute la surface, moins une petite courbe circu-

laire entourant le point A) aux fonctions'V et g’y . 1l vient ainsi

(50) 2oV, = — ff fu g: dSy —+ Cte,
s

On démontrerail ici aisément que la valeur ainsi trouvée de V répond
a la question, puisque la difficulté résultant des conditions aux limiles
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n’exisle pas ici. Il suffit de remarquer, d’une part que la fonction g¥. en
vertu de la relalion de symétrie (49), salisfail encore a4 I’équation (46)
quand on la considére comme fonclion du point A ; d’autre part gue l'ex-

pression sous le signe [j dans la formule (50), étant irréguliere & la
facon d’un potentiel logarithmique, la différentiation sous le signe jf
esl légilime pour former le symbole A,, & la condition d’ajoulerau résultat

la quantité — 2xfy. Or le résullal de cetle diférentiation sous I~ signe fj

est nul, en verlu de la condilion (48).

Sur la sphére, la fonction g’ s'oblient aisément. D'anrés la formule (43),
I’équation (46) s’écrira

1 o /.  og 1 Y .
sin 6 30 (sm 0 59) ~ §in% det = o

Si l'on prend pour point 6 = 0 le point A, g sera évidlemment indépen-
dant de o ; et dans ces conditions, I'équation précédenle admet (4 une
constante additive et & un facteur conslant pres) une seule solution régu-
liere pour 6 = =, savoir

(51) ¢ = — log sin 02

36. — Revenons mainlenant au probléme posé. 1l nous resle a détermi-
ner sur une sphére S,, une fonction réguliére V, satisfzisant a la condition

»
AN, = — % (eVy)-
Dapres les formules (50) et (51), cette fonclion sera

9 V, — /f% (oV,) log sin J dS -+ Cv,

ce qui acheve de délerminer Ja solution du probleme. Il faut (oulefois
nous assurer que on ala condition de possibilité (48), soit ici

(52) f / 2 (pV:) a8, = 0.
¢ <o '
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Mais cette condition résultera de la condition

(42) //?1dsl+f [gzds,=o.

Il suffit en effet de montrer que la relation (52) sera vérifiée sur une
sphére intermédiaire S, au moins.

Or on a, duw étant I'élément de sphére de rayon 1 qui correspond i
I'¢lément S, ou dS,

T
¢, dS, = :~‘ dS, = Vo, dw,
V1

dS, == — :t_ dS, = — V,p, du.
2

Q2

Donc lintégrale /“./s V,pdw, étendue & la sphére de rayon g, preod ls

méme valeur pour 3 = ¢, et pour p = p,. Sa dérivée par rapport & o s’an-
nule done au moins pour une valeur o, de o comprise enlre p, et p,, de
sorle quon peut prendre pour S, la sphére de rayon p, ().

37.— Oupeutsedemandersi des considérations analogues a celles que nous
avons présentées pour la sphére ne permettraient pas de résoudre le deuxiéme
probléme aux limites pour d’autres surfaces. La réponse est négalive, au
moins pour la méthode telle que nous I'avons développée. Soient, en effet,
a, B, v les cosinus directeurs de la normale & une surface fermée S et sup-
posons encore qu’on connaisse, en tout point de S, la quantité

ov u oV oV "\
om T oy 1%
II faudrait, pour imiter la marche suivie dans le cas de la sphére, connaitre
trois fonclions X, Y, Z, proportionnelles, sur la surface S, a4 a, B, y et telles
que I'équation AV = 0 entraine

(53) A(x9‘f+y°¥+z°‘1)=o,

o dy oz

(1) Bien entendu, dans ces conditions l'intégrale {‘{ V,p_dw sera nulle, non

seulement pour une valeur de p, mais pour toute valeur de p comprise entre p; et
py. 1l estd’ailieurs aisé de voir comme conséquence de I’équation AV, — 0 et abstrac-
tion faite dela condition (42), que cette intégrale est une fonction linéaire de p.
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Nous avons vu au n° 30 qu'il en était ainsi pour X =2, Y=y, Z =z; et
ce fait nous est apparu comme une conséquence de celui-ci, que

-l‘+yby [7-4

est une transformation infinitésimale d’unt certain groupe a un paramétre.

Inversement, X, Y, Z étant trois fonctions qui donnent lieu, pour toute
fonctionn harmonique, & la relation (53), considérons le groupe 4 un para—
métre qui a pour transformation infinitésimale X —I—- Y Z <= : au-
trement dit, écrivons les équations différentielles

do’ dy s’

X @y, ) Y,v, ) L,y
et soit
x =t(z, y, %, })
(54) ._'/!.="l(w’ Y, 3y N)

' =(z, y, 2, ))
la solution qui, pour X = 0, se réduit & 2, y, z- Le premier membre de la
relation (B53) peut s’écrire (-3\ AViz, y, ) et dans Phypothése ou nous nous

placons, cette quantité est nulle, pour une valeur quelconque de X, si la
transformation (54) correspondante conserve I’équation AV 0.
Or, les conditions, pour qu'il en soit ainsi. sont .

(2 ()~ (2 - () (3~ ()
0T o dw/ T \wy y Y
—(2) () + ()
55) (U4 K14 oz
( o’ v oy vy~ oz’ 91’ _aar’  ayey e
b_/ £ oy vz dy 9z~ bz d¥x 0z ox 03 dr

_ o ay’ b2z’ 37

Ty Ty | oz by !
56) o WX T Wy Y b?_z/ s S 0
(B8 vttt i Tar T T T T T 0

oV

oV h\'A
Done, si la transformation X — =t Y3, + 7 5 conserve I'équation AV=0,

les dérivées par rapport & A des premiers membres des équations (55) et (56)
doivent étre nulles e»» méme temps que ces premiers membres eux-mémes,
— ce quiil est aisé de vérifier directement.
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Les conditions (85), (56) sont d'ailleurs vérifiées pour A = 0, puisque «', v/,
z se réduisent i z, v, z. Donc, elles sont vérifiées pour toute valeur de A.

Mais les équations (5%5) définissent les transformations conformes de l'es-
race, et les équations (56) excluent & leur tour toute transformation autre
que les déplacements et les similitudes.

Si l'on adjoinf la condition que X, Y, Z soient les paramétres directeurs
de la normale & une surface formée, il est aisé de voir que cette surface ne
peut étre avtre gu'une sphére.

§ 7. — PROBLEMES MIXTES

38. — Nous nous sommes jusqu’ici occupés du probléme dans lequel la
dérivée normale était donnée sur toute la surface limile. Il ne faudrait pas
croire que ce probléme et celui de Dirichlet dans lequel les valeurs de la
fonction V elle-méme sont données sur toute la frontiére soient les seuls
que nous puissions avoir & résoudre. Non seulement, en théorie de la
chaleur, on rencontre des questions analogues dans lesquelles inlerviennent

les valeurs de ;%: <+ AV (& étant un pombre négalif). Mais, méme en Hy-

drodynamique, on est, en général, conduit, non au probléeme de Dirichlet ou
a celui que nous venons de traiter, mais & un probléme mixte dans lequel
les valeurs de la fonclion harmonique cherchée V sont données sur une
partie de la surface et celle de sa dérivée normale sur P"autre partie (*).
Comme les précédents, ce probleme, s’il a une solution, n’en a qu’une
seule ; le raisonnement classique par lequel, on démontre ce fait, pour les
deux premiers problémes s’appliquant encore sans modification. Mais ce
résultat négalif est presque le seul que nous possédions a son égard.

39. — L’élude d’'un cas limite permet de se rendre compte au moins
de la nature de la difficulté. Proposons-nous de résoudre le probléme
pour la portion de P'espace située au dessus du plan des 2 y, la valeur de
z—l étant donnée en tout point de ce plan 2 I'exception d’une certaine
aire T dans laquelle on donne Vlui-méme. On impose en outre & la fonc-

tion V la condition de s’annuler & U'infini & la facon d’um potentiel (les

(1) Ce probléme pourrait, & la rigueur, étre regardé comme un cas particulier de
celui qu'on étudie en théorie de la chaleur, en considérant i tantdt comme nul,
tantdt comme infini,
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valeurs donmées a la fronliére étant supposées bien entendu compatibles
avec cetle condition). Le probléme est alors déterminé.
Si la valeur de V élait donnée sur tout le plan, la solution secait un po-

tentiel de double couche d’'épaisseur % . Si au contraire la dérivée élait

donnée partout, V serait un potentiel de simple couche de densité ,)Lﬂ' g;: ’

Nous prendrons comme inconnues auxiliaires les valeurs de la densité
de cette simple couche dans l'inlérieur de l'aire =. Celles-ci seront déter-
minées par la condition que le potentiel correspondant ait, dans cetle aire,
des valeurs connues (savoir, les valeurs donnces diminuées de celles que
prend le polentiel de la simple couche extérieure a =).

Le prebléme ainsi posé : distribuer sur une airve limitée donnée X, une
simple couche dont le potentiel ait une valeur donnée en chaque point
de =, peul étre ramené au probleme de Dirichlet de la maniére suivanle.

Sur la normale a £, porlons de pariet d’autre de trés petites longueurs X
s’annulanl au contour, Nous formons ainsi deux feuillets constituant par
leur ensemble uue surface fermée S. Le probléeme qui consiste a trouver
sur S une simple couche de potentiel donné en chaque poinl n’est autre
que celui de la distribution électrique sur 8 (si pposée placée dans un champ
électrique donue) ; il se raméne au probléme de Dirichlet. La densilé cher-
chée sur = est évidemment le double de la liinite vers laquelle tend la
densité sur S, lorsque les longueurs A tendent vers zéro.

Lorsque l'aire £ est circulaire ou elliptique, on peut prendre pour S
un ellipsoide infiniment aplati ayant = pour section principale.

Les méthodes connues pour la résolution du probleme de Dirichlet sur
Pellipsoide donnent alors la solution du probléme.

Le procédé précédent ne s’applique malheureusement pas (du moins
sous la méme forme) hors du cas de la frontiére plane (lequel.est dépourvu
de sigmfication réelle). Considérons par exemple une sphére dont lasurface
est divisée en deux parties dans l'une desquelles Z, on donne la valeur de V
av
dn
de la fonction harmonique V serait donnée par la formule (31). Si done

pendant que la donnée est —— dans le reste. Si I se réduisait 4 0, la valeur

. ol av -
on prend pour inconnues auxiliaires les valeurs de an dans laire Z, on

d

devra les déterminer pat la conditlion que lintégrale
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ait des valeurs données sur Z. C'est un probléme beaucoup plus difficile
que le premier : il appartient il est vrai, & une catégorie de questions qui
ont ¢Lé résolues par les récentstravaux de M. Fredholm (!). Mais celle solu-
tion est de forme relativement compliquée.

40. — Il exisle cependant quelques cas exceplionnels ou le probléme
mixle se rameéne aisément & celui de Dirichlet. Tels sont, par exemple :

le cas d’un prisme ou d'un cylindre droit ('axe des z paralléle aux

r

arétes), V élant donné sur la surface lalérale ct Z’\; sur les bases. La fonc-

. . oV , .- -
tion hermonique 55 sera alors donnée par les conditions de Dirichlet;
4

celui d’une portion de sphere limilée par un angle polyédre ou un cdne
ayant son sommet au ccntre, V étant donnée sur la surface polyédrique ou
;

. v . T
conique, g?z sur la surface sphérique. (Un cas parliculier remarjuable est

celui de la demi-sphére, la surface polyédrique étant réduite & un plan).
On opérerait comme au n° 30 ;
celui d’une portion de volume de révolution limitée & deux plans menés

dy ., .
par l'axe, =~ élant donné sur ces plans et Vsur la surface. On prendra

dn
pour nouvelle inconnue la fonction harmopique (comme en s’en assure
. . - oV .
aisément par les considérations des n* 30 el 37) @ AT (ou I'axe des z
C 4

esl I'axe de révolution).

On calculerait également sous forme de série de fonctions sphériques
(comparer 29 bis) une fonction harmonique dans 'espace compris
enlre deux sphéres concentriques et donnée par des valeurs sur une des
sphéres, celle de sa dérivée normale sur l'autre,

41.— D'autre part, on généralise sans dilficullé au probléme mixle la
théorie de la fonction de Green que nous avons appliquée au probléme de
Neumann. Seulement cette fonction de Green est en général inconnue.

41%, — 1l est clair, comme au n° 5, qu'on ne doit pas considérer comme
essentiellement différent du probléeme dont nous venons de parler, celui
dans lequel, avec les mémes conditions aux limiles, on aurait affaire, non
plus a équation de Laplace, mais & I’équation (2).

(1) Voir entre autres C.-R Ac. des Sc., 27 janvier-30 juin 1902,
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LES ONDES AU POINT DE VUE CINEMATIQUE

§ 1. — RESULTATS CLASSIQUES (1)

a) Résultats relatifs aux déformations

42. — La position d’'un milieu déformable, tel qu’un fluide, est définie
lorsque I’on assigne la position de chague point : autrement dit, lorsque
les coordonnées x, y, =z d'un point quelconque sont données par des rela-
tions de la forme
S z=F,(a, b )

y=F,(a, b, ¢

z="F,(a, b, ¢

a, b, ¢, étant des paramétres destinés & distinguer les uns des autres les

(1

différents points du fluide, par exemple les coordonnées qu’avaient respec-
tivement les points dans une posilion déterminée de ce milieu.

S'il y a mouvement, c’esl-a-dire si la position du milieu dépend du
temps ¢, les formules (1) deviendront

r=F,(a, b ¢t
(1() y - Fﬂ (a’ b’ c’ t)
:=F;(a, b ¢ 0.

-

La figure formée par I’ensemble des points dont chacun a pour coordonnées
cartésiennes les valeurs de a, b, ¢ correspondant & un point du milieu sera
dite I’état initial de ce milieu. Cet élat initial pourra éiré, par exemple,
celui o se trouvait le milieu & un instant déterminé ¢, de son mouvement.

(1) Voir Lord Kelvin et Tait, Trealise of natural philosophy; Kirchhoft, Méca-
nique ; Traitc de Méranique ratirnnelle, de M. Appell, tome III, ch. xxn et xxiu.
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Mais il n'est pas nécessaire qu’il en soit ainsi, ni méme que I’état inilial
goit physiquement réalisable ; son role se borne & permettre d’exprimer
mathématiquement que la particule qui, a I'instant ¢,, occupe la position
(@4, Y35y 75) est la meme qui, & l'instant ¢, élait en (2, y,, ) : on recon-
naitra qu'il en est ainsi lorsque les valeurs de a, b, ¢ qui, pout t = ¢,
donnent # = =, y =y, 3 = z, seront les mémes qui, pour =1,
domment r =12,, y=vy,, z=2z,.

Rien ne nous empéchera, le cas échéant, de changer d’état initial ; autre-
ment dit, d’exprimer x, y, z, dans les formules (1’), non plus en fonction
de a, b, ¢, mais en fonction d’autres paramétres o', ¥, ¢/, pourvu que ces
derniers soient fonctions uniquement de a, &, ¢, et non du temps, a, b, ¢
étant également calculables n fonction de a, b, c.

43. — Dans le cas parliculier ol on considére I’état inilial comme une
premiére position occupée par le milieu, les formules (1) définissenl une
déformation permeltant de passer de cette premiére position a celle dans
laquelle les coordonnées sont z, y, 2.

On nomme déformation identique celle dans laquelle la seconde position
coincide’ avee la premicre, les fonclions ¥, F;, F, n'élant respeclivement
autres qle a, b, c.

44. — Il sera toujours supposé que les équations (1), lorsqu’on y donne
z, y, % et t, admeltent une solution unique en a, b, ¢ : aulrementdit,qu’a
un méme instanl ¢, deux particules différentes ne peuvent occuper la méme
position. Ceci exprime évidemment Uimpénéirabilité de la maliére.

435.— Nous supposerons égalemenl que les fonclions «, y, z sonl en
général continues. Nous remarquerons toutefois qu'en ce qui concerne la
continuité par rapport 4 a, b, ¢, celte seconde hypotheése est beaucoup
moins légitime que la premiére. C'est ce dont on se rendra compte en
remarquant que deux liquides ou deux gaz mis en presence finissent en
général par se mélanger : dans ce cas il est clair que des molécules séparées
primitivement par des intervalles finis, — & savoir celles qui appartiennent
respectivement aux deux fluides et n’étaient pas primilivement situées sur
leur surface de contact —, “viennent plus tard en contact immédiat-les
unes avec les autres. Il n’y a évidlemment aucune raison de supposer que
les différentes parties d’un méme fluide ne diffusent pas les unes dans les
autres comme le font les molécules de deux fluides diftérents : s'il en est
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ainsi, @, y, 3, tout en ¢tan! continues par rapport & ¢, seront des fonctions
totalement discontinues de a, b, c.

Malgré cela, 'hypothise de la continuité semble,dans un grand nombre
de cas, rendre un compte suffisanl des phénoménes. Nous l'adopterons
dans ce qui va suivre et nous supposerons méme les fonctions «, y, =
dérivables en général.

434, — 1l est clair que ceci Limite, dans une certaine mesure, ce qu’il y
a d’arbitraire, d’aprés ce que nous avons dit plus hautl dans le choix de
I'état initial : lorsque nous remplacerons les coordonnées initiales a, b, ¢
par d’autres a’, &', ¢, il faudra que cclles-ci soient des fonctions dérivables
des premicres.

46.— Nous n’excluons d'ailleurs pas — et nous éludierors plus loin —
le cas ol les fonctions @, ¥, z seraient discontinues, par rapport & a, b, c,
sur des surfaces isolées.

Ea particulier, landis qu’il ne peut jamais arriver, en verlu de nolre
premiére hypothése (n° 44), que deux porlions du milieu pénélrent I’'une
dans I'autre, 'inverse peut avoir lieu : il peut fort bien se faire que deux
régions primitivement contigiiés se séparent 'une de 'aulre, de maniére
a creuser une cavilé entre elles.

On suppose toulefois, sauf indicalion conlraire, — et c’est aussi ce que
nous ferons dans ce qui va suivre — , yue de telles cavités ne se produisent
pas, se réservanl de traiter a part les cas ot elles prendraient naissance.

47.— Nous allons rappeler d'ahord les principes relalifs aux déforma-
tions,
Les équations (1), diflérenciées, donnent
dx = a,da + b,db + ¢, dc,
®) dy = a,da + b,db + ¢,dc,
ds = agda + bydb + c,de,

ai, by ¢,,-a,, b, ¢y, a,, b,, ¢, élant les dérivées partielles de a,y, 5 par
rapport & a,d,c. Le déterminant

& ow X

da °b oc

a, & ¢ o oy by

3 D=la b ¢ |=| % w o
a 05 G 2z vz oz

¢ ob e
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délerminant [onctionnel de x, ¥, z par rapport & a, b, ¢, ne saurait changer
de signe lorsqu’on fait varier @, b, ¢ ; sans quoi il est aisé de voir que ce
changement de signe ayant lieu suivant une surface de position initiale S,
et de posilion actuelle S, les régions du milieu initial voisines de S, et
situées de part et d’auire de S, donneraient, dans le milieu actuel, des
régions conligués a S et situées du méme coté de S : ce qui est conlraire
a 'hypolhése faite au n° 4 1. Le déterminant D) ne saurait non plus, dans
Iéquation (1'), Sannuler, quels que soient a, b, ¢, pour une certaine valeur
de ¢, sans quoi on sait que x, y, z ne seraient pas des fonctions distinctes
de a, &, ¢, contrairement & la mréme hypothése. Ce déterminant aura donc
un signe invariable ; nous le supposerons toujours positi{ (*). Ce délermi-
nanl D est lié & la densit¢ p du milieu au point considéré. Celle-ci est en effet
définie par la condilion que ['élément de masse dm soit égal & 5 dx dy dz.
Ce méme élément étant, d’autre part, égal & p, da dbde, ou o, est une fonc-
tion de a, b, c indépendante de ¢, on &

(3 D =— %,
) P

nous supposerons que o n'est jamais infini, de sorle que D ne s’annule pas.

On désigne encore le délermzinant D = Po° sous le nom de dilatation de

I'état (x, y, z) par rapport a I'état (a, , c).

48. — Si le milieu considéré n occupe qu’une portion limilée de
I'espace, il est impossible (dans les hypothéses théoriques que nous avons
adoptées) qu’un point silué sur la surface limile dans l'état initial de-
vienne ensuile un point intérieur ou inversement. Car un petit arc de
courbe & tangente variant continiinent comprenant le point en ques-
tion se changera nécessairement en un arc analogue, lequel sera ou ne sera
pas nécessairement compris lout entier dans le milieu, suivant que ce point
est ou non intérieur.

49, — Si l'on se borne 4 étudier ce qui se passe au voisinaged’un point
déterminé du milieu en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur
et que, dans chacun des espaces initial et acluel, on transporte ['origine

(1) Il est clair que ceci apporte une nouvelle restriction au choix de ’état initial.
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des coordonnées en ce point, on pourra remplacer, dans les formules (2),
da, db, de, dz, dy, dz par a, b, ¢, x, y, z el écrire

r—aa + bgb +cc
(2 y=aya + b,b + c,c
z=aza + byb + cyc

La déformation du milieu autour du point considéré O coincide donc
sensiblement avec celle qui est définie par la substitution linéaire (2').

Géomélriquement parlant, la transformation (nommée quelquefois affi-
nité) définie par les équations (2') est une transformation homographique
qui conserve le plan de Pinfini. Elle peut éire considérée comme caracté-
risée par la propriété de changer deux droites paralléles queleonques en
deux droiles paralléles et d’altérer dans un méme rapport deux segments
quelconques pris sur ces deux droites.

50. — Les équations (2') peuvent, en général, on le saif, étre mises
sous la forme

4) X =s,A, Y =s,B, Z=s,C.
ou A, B, C sont des fonctions linéaires de a, b, c et X, Y, Z désignent les

mémes fonctions de z, y, z; les nombres s, s;, s; étant les racines de
I'équation

a —s b ¢y
(5) a; by—s ¢ =0;
a, b, Cy,—$

mais lorsque I'équation précédente a des racines multiples, il n’est pas tou-
jours possible de réduire la subslitution (2') & la forme (4). De plus I'équa-
tion (5) peut avoir des racines imaginaires.

Une autre forme donnée & la substitution (2'), et qui a une bien plus
grande importance en mécanique des fluides, est, au contraire, toujours
possible sous forme réelle : c’est celle qui fait intervenir la notion de
déformation pure.

On dit que la substitulion (2') représente une déformation pure lors-
qu’elle peut 8tre mise sous la forme (4), les plans A=10,B=0,C =0
formant un tri¢dre trirectangle. La condition nécessaire et suffisante
pour qu’il en soit ainsi est que la quantité

(8) zda 4~ ydb 4 zdc

soit une différentielle exacte, autrement dit, que le déterminant (8) soil sy-
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métrique. La premiére partie de cetle proposition fait partie de la |théorie
connue des surfaces du 2° degré; la seconde résulte de ce que I'expression
(8) est invariante,par tout changement de coordonnées rectangulaires
effectué simultanément sur 2, y. = et sur a, b, ¢, et de ce que, d’autre part,
lorsqu’on prend pour nouveaux plans cordonnés les plans A = 0,B=0,
C == 0, (ce qui est possible s'il s’agit d’une déformation fpure), les équa-
tions {4) deviennent
“) z=sa, Yy =3,b, 2z =g,¢.

On voit, d’aprés celte derniére forme, que la déformation pure revient &
un systéme de trois dilatations effectuées dans des directions rectangulaires
entre elles.

51. — Toule déformation de la forme (2') peut étre remplacée par une
rotation précédée ou suivie d’une déformation pure. Il suffit, & cet effet, de
considérer V'ellipsoide des dilatations ou lellipsoide de déformation. On
nomme ainsi,dans une déformation quelconque définie par les équations (1),
Vellipsoide =1, ¢ étant la forme quadratique définie pdr I'identité

o (da, db, dc) = (1 + 2¢,) da? + (4 + 2¢;) db® + (1 + 2¢,) de?
+ 2y,dbdc + 2y,deda + 2y, dadb= da® + dy* + dz*

Les coefficients £, ¢, &, 1,, Y2» 15 qui figurent dans la formule précé-
denle, c’est-a-dire les quantités données par les formules

' __[axy? oy\® 2z\? LA ASN L TAY
o= (e () ) e G () )

bx2 be] 2 022
o= (2 (2) ()

_droax oy  dz0z _ o | dydy | 3z 03
NW=3p5 Toboc Toboe’ 2T oscoa T ocoa © ocoa
drox | dYdy 702
Ts=j3q25 " oadb * oa b

(7) 5

ont dites les composantes de déformation. La dilatation D est une fone-
tion de ¢, £, ¢, 1,, T3 Y5: car le discriminant de o est égal & D2,
Lorsque la déformation est de la forme (2'), I'ellipsoide de déformation

(" %(a, &, ¢) = 1.

est le lieu des points qui, une fois cette déformation effectuée, se irouvent
sur la sphére

&+ Y+ 2t =1,
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Trois plans diamétraux conjugués de la quadrique (7') deviennent, par
la déformation (2, trois plans reclanguldires. 1l exisle donc un triédre
trirectangle T et un seul auquel correspond un triédre trireclangle T’ :
c’est celui qui est tormé par les plans principaux de la quadrique en
question. Une rotalion de 'un des deux espaces aménera les deux triédres
T, T', a coincider, aprés quoi il ne reslera plus, pour faire coincider entié-
rement les deux milieux, qu’a effectuer une délormation pure.

Si la substitution (2') est une déformation pure, la quadrique f=1
définie par l'identilé

(6 df = xda + ydb -+ zdc

DO =

a les mémes plans principaux que l'ellipsoide (7’), les axes de I'un ayant
pour longueurs les carrés de ceux de I'autre. C'est ce qui se voit immédia-
iement en prenant fa déformation pure sous [a forme (4').

52. — Tous ces résullats relatifs aux déformations sont bien connus
mais nous devons insisler un instant sur un cas particulier auquel on
peut, comme I'ont [ait lord Kelvin et Tait, rallacher le cas général par la
considération des sections circulaires de I’ellipsoide (7).

Soient P un tel plan de section circulaire, P’ son homologue : un cercle
tracé dans le plan P a pour transformé un cercle.du plan P’ : autrement
dit toules les lignes du plan P sont dilatées dans le méme rapport, de sorte
que toute figure du plan P est semblable 4 son homologue du plan P,
Pour transformer le milieu initial en un autre qui soit semblable au mi-
lieu final (autrement dit qui s’en déduise par une homothétie et un dépié-
cement), il suffira donc de lui faire subir une déformalion de la forme
(2') dans laquelle tous les points du plan P resteront inaltérés. Ce sont de
telles déformations que nous allons étudier spécialement.

Si, pour simplifier, nous prenons pour plan des xy le plan P, les for-
mules (%) s’écriront évidemment

®

puisque pour ¢ = 0 on doit avoirx =a,y = b, s = ¢.

Les formules ainsi écrites montrent que les déplacements de lous les
points ont méme direction el sont proportionnels aux distances de ces
points au plan P. Pour connaitre entierement la déformalion en question,
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il suffira de se donner le segmenl (X, p, v). Ce segment, qui représenle le
déplacement d’un poinl situé a l'unité de distance du plan P, peui done
étre appelé le segment caractéristique de la déformalion.

Le triangle M;mM  fig. 4) formé par un point quelconque M,, sa pro-
jection sur P et sa nouvelle position ‘M
aprés la déformation, est constamment
semblable au triangle analogue formé a ,

'aide d’un pointdéterminé situé a l'u- 4
nité de distance du plan P et ayant
pour un de ses cOtés le segment carac-

térislique.

Pour que 'on ait affaire & une dé- g

formation pure, il faut et il suffit que P

A =p =0, c'est-a-dire que le segment caractérislique soit normal au
plan P : la déformalion se réduit alors & une dilatation normale a ce plan.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; nous pourrons loujours néanmoins
supposer . = 0, en prenant pour plan des xz un plan paralléle au seg-
ment caractéristique. Prenons ce plan pour plan du tableau.
Soit M la position finale du point situé primitivement en M, dans Ile
plan du tableau. La perpendiculaire élevée au milieu de M, M, dans ce
N, ! plan, coupe le plan P en un point O
{ (fig. 5) tel que OM = OM,. Par un
second point O’ appartenant égale-
.- ment a la trace du plan du tableau
I el M surle plan P, menons une droite 0/

: '/V M, égale et paralléle A OM,. Le paral-
ol lelogramme OM, O'M', se transfor-
mera en un autre parallélogramme

Fig. 5 0 MO’ M’ : il se sera déformé &' la
facon d’un parallélogramme articulé.

De cette déformation, il est aisé de déduire le déplacement d’un point
quelconque N, du plan du tableau. Si en effet, par ce point, nous mencns
une paralléle a OM,, laquelle coupe 00’ en w et M, M’ en 1, c€ point g,
pourra évidemment étre considéré comme entrainé par le mouvement de la
base supérieure My M’, du parallélogramme articulé : ce qui fera connattre
sa nouvelle position p. En prenant alors, sur la droite wy, un segment N

1]

!
t

[
'
]

égal & wN,, on aura la nouvelle position du point N,.
Le mouveienl d’un poinl non situé dans le plan du tableau sera d’ailleurs
défini par celui de sa projection sur ce plan. Au reste, pour obtenir en

Habamarp 5
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méme temps les déplacements de tous les points de l'espace, il suffirait
évidemment de remplacer nolre parallélogramme arliculé par un parallélé-
pipéde droit arliculé, ayant pour base ce parallélogramme.

33.— Si Pon a pris 00" égal a OM, le parallélogramme OM, O’ M’ est un
losange, et il reste tel aprés déformation. Les denx diagonales de ces losanges
et la perpendiculaire au plan du tableau constiluent donc les axes du lricdre
T qui est tri-reclangle tant dans P’élat inilial que dans I'étal final. Si 'on
veut décomposer la déformalion en une déformation pure et une rolation,
celle-ci a pour axe la perpendiculaire au plan du tableau et pour angle,

: , . W, OM
cetui dont tournent les diagonales du losange, soit 9=

54. — Le rapport des densilés, autrement dit le rapport dans lequel est
altéré le volume du parallélépipede arliculé, n’est évidemment auire que le
rapport dans lequel est altérée la surface du parallélogramme qui lui sert
de hase, ou encore la hauteur de ce méme parallélogramme : on aura donc

=1 +v
‘
v élant la composante normale du segment caracléristique.

Si cette composante est nulle, il est claipque toute figure située dans un
plan P, parallele a P subit, dans son plan, une simple translation paralléle
a la direction fixe (%, yu, 0) et proportionnelle & la distance des deux plans
P P,. Une telie déformalion prend le nom de glissement.

En décomposant le segment caractéristique ‘en deux, dout{l'un soit pa-
ralléle au plan P et I'autre perpendiculaire & ce plan, on décomposera la
déformalion qui nous occupe en un glissement et une dilatation pure.

55. — Si le plan P, au lieu d’¢tre le plan des xy, avait pour cosinus
direcleurs «, 8, v, les formules (8) seraient évidemment remplacées par

r=2a 4 ) aa + 30 + yc ,
9 Yy=10b+ p ra-+ 30+,
F=¢ + v aa + 5b 4+ v,

Le segment caractéristique serait celui qui aurait pour projeclions X, p, v,

et le rapport des densités, lié, comme nous 'avons vu, & la composante
normale de ce segment, serait

(10 ‘Gj’ =1 4+ a4 p3 + vy,
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Le wapport serait également celui dans lequel serait altérée la dislance
d’un point quelconque au plan P.

56.— Ce qui précéde nous permet de nous représenter, dans le voisinage
d'une surface 8, une déformation (non plus homographique, mais quel-
conque) qui laisse inaltérés tous les points de cette surface. Celle-ei
pourra en effet, au voisinage d’'un quelconque O de ses points, éire assi-
milée & son plan tangent, de sorte quc le déplacement d'un point quel-
conque M, de I'espace voisin de O, s'obstiendra en multipliant un segment
déterminé (A, u, v) par la distance normale du point M, & la surface. Bien
entendu le segmenti(}, g, v) varie avec la position du point O sur S. Les
dérivées partielles de x, y, z par.rapport & a, b, ¢, au point O, seront

Ny 1 . hY hY

e =1+ 7 o= 18, e = dy,
' W __ o _ W
(11\ 0& = pz, N/ 1 + P‘?’r ac ey,
0z . 0z 0z ‘
Y w =% oc =1 ED

%, B, y étant les cosinus directeurs de la normale 4 S en O. La dilatation
en ce point, égale au rapport dans lequel sera changée la plus courte distance
du point M, a S, sera donnée par la formule (10), laquelle représente
d’ailleurs bien le délelrm.inant du tableau (11). ‘

57. — Déformations d’ordre supériewr. — Si aprés avoir tenu compte,
comme nous I'avons fait, des infiniment. petils du premier ordre dans
une déformation quelconque, on voulait faire intervenir les infinimenﬁ;
pétits d’ordre supérieur, on serait conduit, dans le cas général, & une
étude extrémement compliquée gt qui semble actuellement inulile. Nous
n’aurons besoin de faire cette étude que dans un cas extrémement parti- .
culier, tout & fait analogue & celui que nous venons de traiter.

Nous considérerons une délormalion qui, non seulement laisse inaltérés .
tous les points d’une certaine surface S, mais coincide en chacun de ‘ces
points avec la déformation identique aux infiniment petits du nitme
ordre prés, c’est-d-dire est telle que toutes les dérivées partielles de x, v, z
par rapport & a, b, ¢ jusqu'a l'ordre n — 4 inclusivement soient nulles sur

Y . L., T DY dF . , .
S, al'exception des dérivées 5 %; 3¢ Jui seront égales & 1. Cherchons les

relations qui auront lieu, dans ces conditions, entre les dérivées d’ordre .
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La méthode dont nous allons nous servir pourrait d’ailleurs remplacer
celle que nous avons employée au n° précédent, pour le cas de n = 1.
Soit d’abord, pour fixer les idées, n — 2 et désignons par
[la, b, ¢) =0,
r I f  of
équation de S et par £, fi, /. les dérivées partlelles ’ .

. ab oc
La relation

a lieu par hypothése en tous les points 'de S. Nous pourrons donc la dif-
férencier sur cette surface : autrement dit, la relation

aura licu pour loutes les valeurs de da, db, de qui satisfont & la relation

(12) foda + fidb + f.dec.= 0,

ceci donne

her he 3’
aa? anb_oaoc
le fo

, . 5 (X A o .y
De méme les équations B = 0, e = 0 difféerenciées sur S, donneront
alx o o2z
2adl ob? NAY

7 Sy

2T o2z oty
dade abac oc2
o h T T
De ces relations, résulte, en somme
o Mx b’.‘z: o i '
2> __ dadh __ dad ab? abe __ oc?
(13) oa” C ¢

2 A R A

ou, en désignant par X la valeur commune des rapports précédents,

[ ¥x
(14) ba- 1f’ar Dbl —_— )\f’bt 0C£ - )‘f2l't
hE ) 3 2 3
St = Mo o =i sy, = el
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relations que 'on peut exprimer ainsi : 'équaljon symbolique
(14) ( da+ > db+ > dc) @ = Nfuda -+ fidb + fidc)

est une identité par vapport aux différentielles da, db, dec.

Si nous remarquons que la différence z — a est nulle, au point consi-
déré de S, ainsi que ses dérivées premiéres, nous voyons qu’on peut écrire,
aux infiniment petits prés du troisieme ordre,

(15) s=a+T.

De méme, en introduisant de nouveaux nombres yu, v, on pourra écrire

-J_b+*"?

Wf?.

F=c+ 5

(15)
\

58. — Les quanlités f, f;, /. sont proportionnelles aux cosinus direc-
teursz, B, y delanormale a S. Elles sont méme respectivement égales & ces
cosinus directeurs, si 'équation de S a é1¢ prise sous une forme convenable.
Supposons qu’il en soit ainsi : alors f représenlera, aux infiniment. pelits
du second ordre prés, la distance normale & du point (a, b, ¢) & 8. Nous
voyons alors que la déformation considérée est connue, aux infiniment
petits du troisieme ordre prés, dés qu'on se donne en chaque point = de §
le segment (3, 2, v), Le déplacement d’un point quelconque M, voisin de
8 s’obtiendra en wmenant de ce point la normale Mym == ¢ et multipliant

2
par %— le segment (}, p, v) correspondant au point m. Un petit segment de

normale & S deviendra, dans la déformation, un segment de parabole.

59. — Les'choses se passent d’une facon tout analogue pour # supérieur
a 2. Par hypothése, on aura (pourp + g + r==n —{)

an—igy
aaroriacT

laquelle, différenciée sur S, donnera

»r da + mr -
oar T 1de5¢" dar obe T Tocr

b+ —— e =10

wambq ac' +
moyennant la relation (12} et, par conséquent,

ng . e . e
5'&7'_+10bqoc3"ﬁ‘—bai'abH‘oc"/" sardbocr +1° # e
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Autrement dit, le rapport

4
(16) sabing P Pl (p+g+r=n
est indépendant du choix des indices p, ¢, 7, pourvu que leur somme soit

égale & n. C'est ce rapport qué I'on désignera par X et il existera de méme
deux autres nombres g, v tels que I'on ait

»y .
\ oal‘ob?oc"_pf’“ﬁ"ﬁ"

"z .
savopiver = *["el

(16"

ce qui donne encore
o o 0 n N
(a?; da+3 b+ 2 dc} @ = (fda + fidb + fude)»
hi o i n
(b; da + 5 db+ 5 dc) y = w(fuda + fidb + fudc)®
S da 4 3 ap + 2 de) "z = v(fuda + fidb + fide)
°a Y] oc ) T T TMe b A

Supposons encore I'équation de S prise de maniére & ce que f représente
la distance normale du point (a, b, ¢) 4 S et £, f, /. les cosinus directeurs
de la normale & S. Nous voyons que le déplacement d’un point voisin de S

est de la forme (%:, }—:{;, ;{;) Les petits segments de normales & S se

transforineront en segments de paraboles de degré n.

60. — La densilé, dépendant de dérivées du premier ordre, reste inaltérée
dans les déformations d’ordre supérieur que nous venons de considérer :
ses dérivées d’ordre au moins égal & n — 1 sont seules modifiées. 1] est
aisé de voir quelles seront ces modifications pour Verdre » — 1.

Parions, en effet, des formules (3), (3') : ici tous les éléments du déler-
minant D sont égaux & zéro, sauf ceux de la diagonale principale qui ont
la valeur 1. Formons la dérivée

an— 1! 20 it — ID

oarsbiseT 5 T darobioer”

Tant que nous ne ferons pas porter tout le poids de la différenciation
sur un seul et méme élément, le terme obtenu sera nul, puisqu'il n’y
figurera que des dérivées d'ordre inférieur 4 n, lesquelles sont nulles par
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hypothése (sauf celles d’ordre un). Si, d’autre part, nous faisons subir

an—l
oa? dbiocT
le résultat obtenu par le mineur relatif & cet élément, lequel est nul. 1
ne reste donc que les trois termes oblenus en dérivant n — 1 fois les élé-
ments de la diaganale principale : soit (puisque les mineurs correspondant
a ces éléments sont égaux a 1)

! Po o My oz
dar obiac” \ o

I'opération 4 un élément non principal, nous devrons mulliplier

T oqr T Tabtact T dabobi Tiecm T darobioc T
et par conséquent, en vertu des formules (16), (16'),

an—! (Po 'r .
(17) s () = [ [ £ O -+ ufs + )

\
par exemple, pour n = 2, on aura
0

\ 55 o= Ll wfi o),

np_o

(A7) R A )

[N} -
52 =[O ).

Dans les formules précédentes, on peut (ce qui nous sera utile un peu
plus loin) remplacer D = i—” par la quantité log D, dont la dérivée par

rapport & D est égale 4 1 sur S (ceci est vrai méme pour la formule (17),
les lermes qui, au premier membre de celle-ci, contiendraient les dérivées
d’ordre supérieur du logarithme, étant nuls, en verlu des hypothéses
faites).

b) Résultats relatifs aux vitesses

G1.— Aprés nous étre occupés, dans ce qui précéde, de la déformation
représentce par les formules (1), passons a I’étude du mouvement propre-
ment dit, c¢’est-a-dire faisons varier ¢ dans les formules (1').

Dans ces conditions, le systéme de variables indépendanies employé jus-
qu’ici, — savoir les coordonnées initiales a, &, ¢ et le temps ¢ — n’est pas
le seul que I’on ait & considérer. On peut aussi_avoir & exprimer les di-
verses quantités sur lesquelles on opére en fonction des coordonnées ac-
tuelles o, y, z etde t. Lorsqu’il y aurait lieu a confusion, nous désignerons
les dérivées prises dans le premier systéme par le symbole 3 et les dérivées
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partielles dans lesquelles z, ¥, #, ¢ sont considérées comme des variables
indépendantes, par le symbole 2. Ainsi les composantes de la vitesse seront

e v 3y 32 celles de ’accélératio Sz By oz
WS T s T g ceesde e ération, 3+ 50 57 -

11 est nécessaire de savoir écrire les relations entre les dérivées partielles
d’'une méme quantité, dans les deux systémes. S{, d'abord, on considére
les dérivées par rapport & a,b,c ou ,y,z, il faut considérer ¢ comme cons-
tant, ¢t i’'un &

3 o Sy o oz

Sa " 8a'oz " %a vy " ta oz
3 Sz o ¥y 2 3z »

$T% w Ty Tz
3 __dw oo By 8z »

8¢ ~ 8¢ ﬁ+ocoy+8c re

3
En ce qui concerne les dérivées 5 et ;» comme, a, b, ¢ élant donnés,

x, y, z sont fonclions de ¢ et que leurs denvees par rapport & ¢t sont les
composanles u, v, w de la vitesse, on a

8 o h

61 bis.— Nousauronsd’ailleurs 2 employer un systeme de variablesinter-
médiaire entre les deux précédents. Dans ce dernier systéme, pour étudier
ce qui se passe & un instant délerminé quelconque t,, nous prendrons
comme élat initial I'état du milieu en cet instant : cest en fonction des
coordonnées initiales ainsi définies et du temps t que nous exprimerons les
coordonnées des différenls points aux instanis voisins de ¢,. 1l est clair
que, dans celte maniére d’opérer, les dérivées par rapport aux coordonnées

R 2 2 . L

initiales seront ot on) seulement la dérivée par rapport au temps ne
N )

0

d . c e
sera pas 3% mais la denvee .

mule (18).

qu| figure au premier membre de la for-

62. — L’état du milieu & P'instant ¢, élant pris comme éfat initial, com-
parons-lui I’élat relatif & U'instant ¢, -+ ¢/. En ce nouvel état, les coordon-
nées des différents points seronl données par les formules

x = a4+ uit
y’ = y -+ val
3 = 3 4 wél.
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En les différenciant par rapport & x,y,, nous aurons les formules corres-
pondantes a (2), lesquelles seront
o _ C U, RN UV
di =dx + 8tdu = dx (i + iz ot) -+ 5y stdy + 57 ot.dz
ov o 20 o

ow QW o w
dzrz_—_—EE otdw + o stdy + dz (1 + 37 8t>.

Le déterminant D sera ici

QU U QU
s g, Ml
1+ bxot 5y 3¢ oy t
\
ov LW1)] oV W W MW
—. ot — — o — = 4z Vs
o l+by8t - 1+(bx+by+bz) t
o w QMW
ESt ?1] 3t 1+ 37 ot

(en négligeant les puissances de &¢ supérieures a la premiére). Ce détermi-

. ol n P 3o
nant étant égal 4 PRy =1 — bpray oL on aura
S o o
(20) o MWy

est " dx | oy ' vz
s 82 . . %S
ce qui fait connaitre §;» moyennant quoi la relalion (18) donne pour 2%

- o dpw) | o(pv) | d(ow) _
(21) §i+—5w—+_@_+ v =0,

Occupons-nous, d’autre part, de décomposer la substitution linéaire
précédente, soit la substitution.dont les coefficients sont

[ 7N o o [N
— ol ) - o,
/ 1+ w oy t 33
W o o W .
! — o, 1 - &, — ot
1197 aw bty oz
ow . 00 o 0w
M, g Y R}
ar ay - 0%
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en une défoemation pure et une rotation. C'est ce que nous ferons par I'in-
termédiaire des deux substitutions

0 o i fou ) . 1 /ou AN\ .
i+b._7,'°[’ "2( —+ )Gl, ‘)(‘——i—‘ ‘)Ot

oy 2L 2 ft ar
1 /ov due) hY) | e
22 i — ] ¢t L .28 - —-]e
(22) 2\ez + oy s 1+ oy o 2 o oy o
_i (?u‘) -+ b?_t) Iy i /ow . bv) v 1. KA 5
2 \ow oz > 20y T oas °f az Ot s
et
i | (m o 3 1 (ou ow) Py
’ 2 \oy o 2 \az oz
1 /ow RTANN R
(23) 5 (53— 59) o 1, ! (“ — M%) &
2\ oy 2\ oy
{ /ow ou 1 /ow wl .
N B Sy i 8[, o\ — R 0/, 1
2 \or 0z 2 \ay 11

dont le produit donne (19’), lorsqu’on y néglige les lermes en 8¢2.

La premiére représente une déformation pure, puisque le tableau (22)
est symétrique; la seconde représente I’effet, pendant le temps &¢, de la
rotation dont les composantes sont

.t (bw m')

P=9l\sy ~ iz

1 /ow o

e
1
2

I

on ou

o wy
La rotation dont les composanles sont les quantités p, ¢, » que nous
venons d’écrire est dite la rotation moléculaire insiantanée ou tourbillon.

63. — On peut justifier celte dénomination de rolation moléculaire ins-
tantanée, en remarquant, comme l'ont fait Stokes et, et ‘plus tard Helm-
holtz que si, dans le tluide en mouvement & 'instant considéré, on isole
par la pensée autour du point considéré, une portion frés petite de forme
sphérique, et qu'on suppose celle-ci brusquement solidifiée, la rotation
instantanée prise par le solide ainsi oblenu aura précisément pour com-
posantes p, ¢, ©. Beltrami {!} a montré que cette conclusion restait vraie
toutes les fois que les axes principaux d’inertie de la portion solidifiée coin-

11y Principii e’ Idrodinamica razionale. Mem. de I’Ac. de Bologne, 3e série,
tome I, p 78 0 INTLL
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cidaient avec ceux de la déformation pure (22), c’est-a-dire avec ceux de
la quadrique

ou ow
2 2 ~2 — 3 ou 2
B+ to=uz <i+ox>+J (1 - )+z (1 -Loz>
(25) av .dw L o du (\v 2
+yz {5, + by + @ (o o) Y +u = + 22’
+ A+ + (1 +a")22+ 28ys + 2{3 2+ 2 xy =1,
dont les coefficients sont ceux de la substitution (22), & la quantité
T+ y? 4 2% pres.
D'une maniére générale, soit
(26) ®=Az' + A'y* + A"2* + 2Byz + 2B 22 + 2B ay = {,
Iéquation de I'ellipsqide d’inertie de la petite molécule, qu'on guppose isolée
a linstant ¢, et brusquement solidiiée, ainsi qutl vient d’atre expliqué,
P'origine étant prise au centre de gravite O de cette molécule. Pour trouver le
mouvement de celle-ci autour de O aprés la solidification, il suffira, comme

on sait, de trouver les moments totaux des quantités de mouvement relati-
vement & trois axes rectangulaires issus de O : autrement dit, d’écrire

i£=AP1+B"]1‘*;B”'i:Em(yzi{S"' 3.’/1)

2 op, et Ry
1 oo = B'p, +A'q, + Br Vm z w&),
20q, 0 O P % = ‘8t 138t
12 ¢ S,
2 57, = B+ By + A r = Nm (2 —y, ot)

ol py, ¢, ry désignent les composantes de la rotation aprés solidification,
pendant que xj, ¥, z, désignent des coordonnées prises par rapport & un
systéme d’axes paralléles A nos axes fixes, mais dont l'origine coincide cons-
%‘, ?Sy; ,\%‘ n’étant autres que les variations
éprouvées par u, v, w, lorsqu’on passe du point O & un point infiniment voi-
sin, on peut écrire, aux infiniment petits d'ordre supérieur prés

tamment avec le point O .

Sz, +rg'+nuz
&t ox Tt ayy‘ az !

du 1 /o ow 1 /o0 e
=Bt ol T/ YTl T )s T ¢ —TY

T . oy o
1 N
=g, TN

Sy, __ o ow oo
=y = - X — 1 —_ Lo rr, — nz
31 o ‘+Dy'l’+hz 13 5y, 1 ™ P2,
8z, ow ow 1 o
— — 4 — 5, =5 — + pYy, — qr
LAY x‘+oy Yot 57 % T2, PYr— 1%
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16 CHAPITRE 11

ou p, ¢, r sont les composantes du tourbillon, telles que nous les avons
écrites tout i I’heure. Substituant dans les équations précédentes, il vient

©

AP1+BQ:+B""—'Z (ymy oy>+2’”[7” (4 + 3%) — gry — ro?]
=Ap+Bg + Br+ ¥ m [y, (§z, + By, + '3,

— 2, (', + 2y + B3,)]
=Ap +B'q+Br — B + B(A'— A')+ (' —2")B
+ p”BI
B'p, +A'q, +Br,=Bp+ A'g + Br+2 m [z, (az, + By, + B'z)

— o (f'z, + By, + “’Izl)]
=B'p 4 A'g + Br — aB' — p'B + ' (A — A”) + BB,
+ a”B,

B'p, +Bgi 4+ A'r, =Bp + By + A'r + Z m [wl (B'x, + “'y‘ + fz,)

— y, (2, + Bﬂl « + p'l,)]
=B'p + Bg + A'r + §" (A’ — A) — «'B" — BB
-+ «B" + §'B.

On voit bien ainsi que gy, ¢y, r; coincident avec p, ¢, r lorsque 'ellipsoide
d’inertie se réduit 2 une sphére, et aussi lorsque ses axes coincident en
direction avec ceux de la quadrique (25) (car rien n'empéche alors de sup-

_poser que 'on a pris les axes de coordonnées paralléles aux axes en ques-
tion, moyennant quoi I'on aurait B=B =B "= =§'=§"= 0).

1l y a lieu de remarquer, d’autre part, la forme du segment complémen-

taire

. A g”BI —_ BIB” + B (A” —_— AI) — B (1” — d.’)
(R7) BB —f'B + P (A — A)— B (« — )
-plB —_— pBI + pl/ (AI — A) - Bll(al — a)

qui figure dans l'expression du- moment résultant des quantités de mouve-
ment. Ce segment reste inaltéré au signe prés lorsqu’on échange entre elles
les formes quadratiques qui figurent dans les équations (25), (26).

6 4. — Une interprétation géométrique simple, sinon du segment (27), du
moins de sa direction, peut étre oblenue de la facon suivante :

Soit Az + wy + vz = 0, un plan quelconque passant par l'origine. Le lien
des directions dont les plans diamétraux conjugués, par rapport aux qua-
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driques (25) et (26) respettivement, se coupent dans ce plan est, comme on
sait, un cdne du secoud ordre qui a pour équation
A ® v
(8) | Az +~ B’y + Bz Bz +A'y+ Bz Bz +By +A2 =0
ar + By + 2 Po+dy+Pz Fo+ Py + o'z

Ce cdne passe d’ailleurs par les trois arétes du triédre T conjugué commun
aux deux quadriques en question (triédre toujours réel puisque 'une de ces
quadriques est un ellipsoide). Inversement, I'’équation de tout cone passant
par les arétes du triddre T peut étre mise'dans la forme précédente.

Ecrivons que le céne (28) est capable d’un triédre trirectangle inscrit. Nous
trouvons

A (prBﬂ _ p”BI + p (A/ _ A”) —B (a.' — a.”)) + (pﬂB _ BBI’
+B’(A”—A)—B’(a"—a))+‘I(BB'—B§'+B”(A—A’)~B’ (u—a’))=0

autrement dit, le plan Az 4 py + vz = 0 doit passer par la direction (27).

Qr, parmi les cones du second ordre qui passent par les arétes du triédre
T, on en apergoit immédiatement trois,qui sont capables de triédres trirec-
tangles. Ce sont ceux qui sont formés par une face quelconque du triedre T
et le plan mené perpendiculairement & cette face, par I'aréte opposée. Les
trois plans ainsi menés se coupent d’ailleurs comme on sait, suivant une
méme droite A. La condition imposée-a un coéne du second degré d’étre
capable d’un tri¢dre trirectangle étant linéaire par rapport aux coefficients,
les cones (28) capables de tri¢dres trirectangles seront ceux qui passeront par
les arétes du tritdre T et par la droite A.

Dés lors, il est clair que, si I'on prend les plans diamétraux conjugués de A
par rapport aux deux quadriques (25) et (26), leur intersection fournira la
direction (27).

63.— On arrive & une interprétation du segment (27) lui-méme, en considé-
rant non seulement la quadrique {26}, mais aussi la quadrique (25) (ou, ce qui
revient d'ailleurs au méme, la quadrique © = 1, qu'on en déduit en retran-
chant 2 + y2 + 22 au premier membre), comme des ellipsoides d’inertie ;
par conséquent, en posant, non seulement

A=Y m@ 4+, A= JmE+a), A= X m+y,

B=— 2 myz, B = — 2 mazx, B' = —Z may

(ou, pour plus de simplicité, nous avons supprimé les initiales devenues inu-
tiles); mais encore

o= 2 m-(ys 4+ 2'%), o= Z m (3% +2'?), o= 2 m (2% + y'),
p =TI w—— 2 mrylz/, ﬂ, “—_—E mlzlwl' plr: _z mlx’yl
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78 GHAPITRE 1L
on trouve alors, pour les quantités (27), les valeurs
N |a'y sr — 2w’ xy — y'a' (y? — 2%) + ys (Yt — z")J
A y'a' (; vz (y
~
= L mm' (xx' + yy' + 33') (y's — 2'y)
\‘ i ] for . 1o 3 2 ~12 3y |
o, mm [.z/z xy — 2y ys — 2’0 (22 — 2?) + zv (3% — 2 )]
R\ ’ ’ : e o
= ‘\_‘ mm' (xx' + yy' + z3') (s — 2'z)

W ' 2
2‘ mm’' [z 'yzr — y'2 zx — oy (2 — y?) + ay (2% — y")]

= 2 mm’ (xx' + yy' + z3') (2'y — y'x).

On sait que I'expression zz' + yy* + 2z’ ne change pas par une transforma-
tion de coordonnées rectangulaires quelconques, et aussi qu'il en est de
méme pour la signification géométrique du segment (y'z — z'y, s’z — I'z,
x'y — y'z). On ardonc bien mis en évidence cette méme propriété pour le
segment (27).

66. — Si la rolation moléculaire instantanée est partout nulle, Uexpres-
sion ud® + vdy + wdz est une différentielle exacte.

1i existe une fonction, dite potentiel des vitesses, dont les dérivées par-
tielles sonl les composantes u, v, w. Si le milieu considéré occupe I'espace
tout entier, cette fonclion, définie & une constante prés, esl elle-méme
univoque dans tout le milieu. Il en est de méme si celui-ci n"occupe qu’'une
portion de I'espace lorsque cette porlion est & connexion lindaire simple,
c’est-a-dire lorsque toute ligne fermée, tracée dans le milieu est réductible
a un point par une déformation continue effectuée sans sortir de ce milieu.

Dans le cas contraire (par exemple, si le volume occupé a la forme d’un
tore), le potentiel des vitesses peut avoir des périodes, c’est-a-dire s’aug-
menter de constanles lorsque le point (o, y, z) décrit un chemin fermé
non réductible & un point (dans le cas du fore, lorsque ce point revient a

H

sa position primitive aprés avoir tourné de 2= autour de l'axe).

6'7. — Lorsque la rotation moléculaire instantanée (p, ¢, ) n'est plus
nulle, les équations différentielles

de __dy _ dz
2 Ll =
(29) 7 g T

définissent une double infinité de lignes, nommées lignes-tourbillons.
11 peut arriver que les lignes-tourbillons se fermen! sur elles-mémes ;
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mais, en général, leur disposition (comme celle de toutes les lignes définies
par des équations différentielles) est beaucoup plus compliquée. Chacune
d’elles revient une infinité de fois aussi pres qu'on le veut de son point de
départ, mais, en général, sans jamais repasser exactement par celte posi-
tion. Des observalions toules semblables s’appliquent aux filets-tourbillons,
ou surfaces formées par les lignes tourbillons issues des poinls d’une ligne
fermée quelconque. La méconnaissance de ces circonstances a quelquefois
conduit & énoncer des conclusions erronées.

Par contre, les raisonnements analogues relatils aux lignes de courant,
c’est-a-dire & celles qui sont définies par les équations différentielles

dr _dy _ ds

i o w

dans [e cas ou il exisle un potentiel des vitesses F, sont exacts (du moins
st le milieu est & connexion linéaire simple et, par conséquent, la fonction F
univoque). F est, en effet, croissant le long des lignes de courant (puisque
sa différentielle dFF = udx + vdy + wdz est proporiionnelle & 2* + v?
~+ w?) : celles-ci ne peuvent des lors, ni se fermer sur elles-mémes, ni
affecter la disposilion compliquée dont il vient d’étre queslion : elles se
terminent nécessairement a la surface-limite (ou a I'infini, si le milieu est
illimité).

68. —-Si la rotation moléculaire inslantanée n’est plus nulle, on ne peut
plus écrire
oF oF ok
U= =, = W= —"
or Oy 0z
Clebsch a proposé de mettre alors les composantes de la vilesse sous la
forme

__oF oy,
"= q’fm:
__oF o7

oF ?

Y et y étant denx autres fonctions a déterminer. 1l fonde la possibilité d’une
telle réduction sur le raisonnement suivant :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



80 CHAPITRE 11

Si I'on différencie la seconde des équations {30) par rapporl a z, la troi-
siéme par rapport a y et que 'on relranche, il vient

. w o w . o oy ob oy
(81) 3y

Cette équation et les deux autres analogues

—dbox __dbor
T ooz 2z o
oy oy, 041217__

Q=X Y

oy dx ~ dx dY

|
o
S

(81)

montrent que § et x satisfont & 'équation aux dérivées partielles
oy Y _
P ti5, Tz = 0

autrement dit, sont des inlégrales du syst¢éme d'équations différentielles
(29), celui qui définit les lignes tourbillons.
Or, les fonctions p, g, r salisfont A la relation

Y 2 or
P M9 T,
or Yy 0z

11 en résulte que le systéme (29) admet comme multiplicateur (*) I'unité.
La théorie du multiplicateur enseigne que, dans ces conditions, on peut
trouver pour ce systéme deux intégrales ¢ et y, vérifiant les relations (81),
(81'), d’ou l'on peut, sans difficulté, remonter & (30).

Cet{e démonstralion prouve bien, en effet, que I'on peut donner aux
composantes u, v, w la forme (30) dans une région suffisamment petite R
du milien. Mais les choses se passeraient en général tout autrement si I'on
envisageait le milieu tout entier. L’existence des intégrales ¢ et y est, en
effet, établie dans uane région telle que R,.et il y a une telle région au voi-
sinage de tout point de notre milieu. Mais si — comme cela a lieu sauf
dans des cas exceptionunels — les lignes tourbillons présenlent la disposi-
tion compliquée signalée tout & P'heure, il sera évidemment impossible
que ¢ et ¢ soient bien déterminés dans tout le volume considéré.

(t) Voir par exemple Jordan, Cours d’Analyse, vol. III, ch. 1.
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Par contre la forme

oOF oy oy

o 'z oy

o=F 0,
Dy dx 154

oF  ap o

o3 Y

U =

Ww =

qui a été également proposée pour les composantes de la vitesse, peut tou-
jours &tre oblenue. 1l suffit évidemment, pour le démontrer, d'élablir que,

. dA B - aC ’ . .
moyennént la condition T 5 T 0, on peut toujours trouver trois
fonetions ¢, § et y vérifiant les équations

Azbi‘{——l\lv
0w oy
B—=% _%,
Tz oz
=% _ %,
oy T

Or ia démounstration de cette proposition (*) échappe a la difficulté signalée
tout & 'heure, et cela (moyennant quelques précautions faciles) méme si
la région considérée est multiplement connexe.

§ 2. — ETUDE DES DISCONTINUITES — LES CONDITIONS IDENTIQUES

69. — Nous avons, dans ce qui précéde, supposé les coordonnées z, y, z
et leurs dérivées des divers ordres continues. Cette hypothése est cependant
loin d'étre la seule qu’il convienne d’envisager, et I'étude de mouvements
dans lesquels quelques unes des dérivées en question éprouvent des varia-
tions brusques est indispensable dans une foule de théories physiques. La
propagation de disconlinuités de cette espéce a été déterminée, pour le cas
du mouvement rectiligne des gaz, par Riemann, dans un mémoire céléebre
dont nous parlerons plus loin. Plus tard, en 1877, Christoffel reprit (%) les
résultats de Riemann pour les élendre aux mouvements & trbis dimensions,

(1) Voir par exemple Picard, Traité d'Analyse, tome I.
(2) Annali di Matematica, tome VIII; 1877,

Hapamarn b
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mais il sé limita & des ondes tout exceptionnelles, les ondes de choc (ondes
du premier ordre) dont 'existence avail été découverle par Riemann et, de
plus, ccmme P’étude de ces ondes offre des difficultés spéciales, il dut n’en
considérer qu'un cas limite, celui ou les discontinuités sont infiniment
petites. C’est Hugoniot qui, en 1887, sans connailre d’ailleurs les travaux
de Riemann et de Christoffel, montra (!) I'importance des disconlinuités
dont nous allons parler, et en fit une étude générale : Il mit en Iumiére
une notion fondamendale, celle de compatibilité, sur laquelle nous aurons
4 insister plus loin, et dont la nécessité semble n’avoir pas apparu a
Christoffel, quoiqu’elle et é1é indiquée par Riemann dans le cas du mou-
vement. rectiligne.

70. — Les discontinuités que nous étudierons ne seront point les plus
générales qui puissent se présenter. Nous n’envisagerons pas, par exemple,
des singularités telles qu= celles auxquelles nous avons fait allusion au
n° 45.

Nous: supposerons, au ¢ oltraire, que les discontinuités en question
n’affectent & un instant quelconque que des surfaces isolées. L'équation
d’une de celles-ci, rapportée a I'état initial, sera

(32) fla, b,¢)=0

c’est-a-dire que la relation précédente exprime la condition que doivent
remplir les coordonnées initiales a, b, ¢ d’une particule pour que celle-ci
soit, a l'instant ¢, le siége d’une discontinuité. On peut d’ailleurs envisager
également ’équation

(33) ¢ (z,9,2)=0

de cette méme surface par rapport aux coordonnées acluelles z, ¥, 5 :
équalion qui représenle a chaque instant ¢, le lieu des positions actuelles
des particules affectées par la discontinuité & cet instant, et qu'on déduira
dela premiéreen éliminant (e, b, ¢) a 'aide des relations (1). Nous désigne-
rons par S, la surface représentée en coordonnées cartésiennes, par I'équa-
tion (32) ; par 8, celle qui est représentée, par ’équalion (33) ef qui est
la transformée de la premiére dans la déformation (1).

La surface S, divisera ‘’espace lieu du point (a, b, ¢) (ou la surface S

(1) Journal de l'Fcole Polytechnigque, tome XXXIX, 1837; Jowrnal de Matl,
Tome 1II, série 1V, 1887,
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divisera I’espace lieu du point (x, y, )) en deux régions 1 et 2. Dans cha-
cune d’elles (du moins jusqu’a ce qu’on rencontre une nouvelle surface de
discontinuité) nous admettrons que les coordonnées z, y, z el leurs dérivées
existent et sont conlinues.

"7 1. — Nous complélerons cetle bypothése par une autre : nonseulement
les dérivées dont nous yparlons seront continues & l'intérieur de chacune
des régions { et 2, mais encore-nous adinetlrons que chacune d’elles tend
vers une limite déterminée lorsque le point (a, b, ¢) tend vers une position
limite située sur S, en restant toujours dans une méme région.

Aulrement dit, soit ® une.fonction quelconquede 2, y, z,4a,b, ¢, t etdes
dérivées partielles de tous ordres de x, y. z par rapport a a, b, ¢, t..Cetle
quanlité, une fois exprimée a l'aide des variables indépendantesa, b, ¢
pour une valeur déterminée de ¢, en sera une fonction ®, qui sera définie
en tout point intérieur a la région 1 et continue en ce point. Cetle fonction
aura également une valeur délerminée ¥°, en wun point quelconque
(a, by, c,) de S; et elle y sera continue, en ce sens que ¥, tendra vers $°
lorsque le point (a, &, ¢ tendra vers (@, b,, ¢,) sans cesser & aucun moment
d’appartenir & la région 1. '

De méme @, considérée dans la région 2, sera une fonction ¢, dea, b, ¢,
laquelle sera définie et sera continue dans toute cette région 2, Celte fone-
lion prendra une valeur déterminée 4°, au point {@,+5,, co)‘de S; elle sera,
en ce point, continue pour les déplacements intérieurs a la région 2.

Seulement, les deux valeurs #°,, #° correspondant & un méme point
{@0y byy Co» t,) pourront ne pas étre égales entre elles, et c'est en cela que
consistera la discontinuité. Ainsi la valeur de @ subira, au passage de S
une variation brusque. La valeur #°, — @ de cette variation sera sou-
vent désignée par la notalion [¥].

72. — Moyennant les hypothéses précédentes, nous allons avoir a dé~
montrer un lemme d’analyse nécessaire pour tout ce qui va suivre,

Supposons que a, b, c,,varient suivant une courbe enlitrement siluée
dans la région 1. Alers, comme nous faisons sur les dérivées pariielles de ¢
les mémes hypothéses que sur ¢ lui-méme et que, par conséquent, ces
dérivées exisleront et seront confinues dans la région 1, on obtiendra la
différentielle de @ par P’application du théoréeme des fonctions composées.

En sera-t-il de méme lorsque le point (a, b, ¢} sera silué sur Set se
déplacera sur ette surface ? Cela n’est point évident. Sur S, en effet, @,
n’a point, & proprement parler de dérivées partielles, puisqu’il n’est défini
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84 CHAPITRE I

que d’un. cbté de S et non dans tout le voisinage du point considéré : on
'n’est done pas dans les conditions ordinaires d’application du théoréme en
question,

La conclusion reste cependant exacle. C’est ce que nous allons constaler
en nous plagant, pour plus de simplicité, dans le cas de deux dimensions.
_ Nous aurons alors une fonction & définie d’un seul coté d’une courbe §
(fig. 6). Dans sa région d’existence, elle aura des dérivées parlielles,
lesquelles tendront vers des limites délerminées {que nous désignerons

.encore par P ot _@) lorsque le point (z, y) tendra vers un point M
@y oy,

(%) yo) de 8.
Il s’agit de savoir si ¢ aura, par rapport.a l'arc s de §, une dérivée
donnée par la relation

db __ 2% dw, ¥ dy,,
ds T oz, ds | oy, ds

On peut répondre a ceite question en employant d’une maniére conve-
nable la démonstration classique. Celle-ci consiste en effet, M’ et M” étant
deux points infiniment voisins I'un de l'autre sur §, & introduire soit le

' point P qui a méme abscisse que
Q... M \\\\ M’ et méme ordonnée que M’, soit
: \\ Nl le point Q qui a méme abeisse que
M’ et méme ordonnée que M'.
Fig.6 M \\\\t Or,desdeux lignes brisées M'PM’
.8 ' o, et M'QM’, il y en a, en général,
une (fig. 6) qui est située tout en-
tiére dans la région d’existence de
¢ et qui permettra par conséquent 'applicalion du raisonnement.

On pourra encore arriver au résultat comme P'indique M. Painlevé () en
menant par les différents points de 'arc M'M’; de petils segments égaux et
paralléles entre eux situés dans la région d’existence de ®. Le lieu des extré-
mités de ces segments est un are N'N sur lequel on peut écrire (puisque les
dérivées de @ existent cette fois)

. . ok do | ¥4 Ty
PN — Px —f B + oy ds) &
NN

\
ow

(1) Sur les lignes singulidres des fonctions analytiques, Annales seientifiques de
.U'Ecole Normale superieure, 1887, 1re partie, ch. 11, ne 2.
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Quand la longueur du segment tendra vers 0, les quanlités g et g—;’ ten-

hi ad . ..
dront, et cela uniformément, vers v et v : on aura dong, & la limite,
o e '

- . o0 da, 0P dy,
P’ — = (e'_w;_dg_*—xj‘; ds)

ce qui équivaut manifestement au résullat demandé.

Chacun des deux raisonnements précédents s'étend évidemment, de lui-
méme, & un nombre supérieur de dimensions, de sorte que notre lemme est
démontré.

% 3. — Cela posé, supposons que la fonction ¢ ne subisse pas de varialion
brusque sur S, mais que ses dérivées premiéres soientau contraire discon-
linues : autrement dit, que 'on ait

m=o [3] [5] [£]=e

Le lemme précédent va nous permettre de voir que les changements de

acb ad L 3 R e .
valeurs' 55 | a¢ | éprouvés par ces dérivées partielles ne pour-
)

ront pas étre queluonques.

Faisons, en effet, décrire au point (a, b, ¢) un chemin quelconque situé
-sur la surface S,. En chaque point de ce chemin, la fonction ®, est définie :
on pourra, de plus, la différencier sur S; en appliquant notre lemme, et
écrire

A, — ?S”s da + 83 Cdb -+ "-"l* de.

Les mémes considérations s’appliquent a la fonction ®; : on a

dv, =02 da 40 Bl db+~ de.

Retranchons membre & membre : les premiers membres se détruisent,
puisque ¥ est supposé continu au passage de S,. Il vient

(50— 52) da+ (5 — °"’)db+(°§;‘ ) de

od 8- L
= [85] da + [8—5] db —+ [3‘0] de =-0.
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86 CHAPITRE 1L

Or les différentielles da, db, de.sont évidemment quelconques sous la seule
condition de vérifier I'équation différentielle de S,.

feda - fodb + fide =10

(en désignant, comme plus haut, par f,, /i, /. les dérivées parlielles de 7).
Donc on doit avoir

w [l

94. — Supposons maintenant que, non seulement ¢, mais encore ses
dérivées premigres restent continues. Que pourrons-nous dire des varia-
tions brusques des dérivées secandes ?

Nous pourrons appliquer le mode de raisonnement précident a la

. &b .
fonction A= ¢ cequil donnera
oa

3¢ o ol
[cfa?] fa*—[& 6 | o= [aEéc L

, o .
~= , ce qui donnera
oC

A
IS s
lae) =50 ) n= 5]~
32 oD o2
[81—1_’6{:]' fo= [oboc] lv= [8_02] e

Comme précédemment, ces égalilés montrent que l'on a

| [ [35]o [1] =0

(35) .

X étant un nombre convenablement choisi.
D’une maniére générale, si la fonclion @ est continue ainsi que ses

Q2
e-l &

et de méme, aux fonctions

O

o)

dérivées partielles jusqu’a P'ordre n — 1, on aura, entre les variations des
dérivées partielles d’ordre n, la série de proportions

[ e S 3nd
(35 [aar:]: fa“ e = I‘-;_-[_rbl ¢ ] ﬁl ﬁ'lf' [,Cll] /”'
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En désignant par X la valeur commune de ces rapports, on aura, quels
que soient da, db dec,

(

7 5. Les discontinuilés que nous étudierons pourront étre de différents

| ©s

a] da + [8_‘;] db + [:_C] dc> ® =) (fuda + fydb + f.de),

[~24

ordres. 1l pourra arriver, en premier licu, que les coordonnées z, y, 7 elles-
mémes soient discontinues, non pas en fonction du teinps (nous n’admeltrons
jamais qu’'une molécule passe instantanément d’une position 4 une autre);
mais en fonction de a, b, c. De telles discontinuités seront dites d’ordre
zéro ou absolues.

Dans le cas contraire, la discontinuité ne portant pas sur les coordonnées
elles-mémes, pourra porter sur jeurs dérivées : celles-ci seront classées
d’aprés Jeurs ordres. N

Nous nommerons ordre d’une dérivée r—:ni =, l'ordre tolal de déri-

ca? 6bedcr ot
vation p + ¢ + r + s = n par rapport a a, b, ¢, t.

Toutefois, dans les dérivées d’un méme ordre, il y aura lieu d’établir des
catégories suivant le nombre s des dérivations effectuées par rapport a ¢. Ce
dernier nombre sera dit I'indice de la dérivée considérée.

Par exemple, les dérivées du second ordre de z, y, = sont au nombre de
30, dont 18 d'indice zéro, savoir :

e g .82 8%y 2z
s s 't ms ] w—omd See —
cat dadb oc?’. da? ' 5ee’

9 d’indice un, savoir

3 d’indice deux :

c’est-a-dire les composantes de l'accélération.
L'ordre d'une discontinuité sera le plus petit des ordres des dérivées
qu’elle affecte.

76. — Il y alieude noler qu'en peut avoir a considérerdes disconti-
nuités d’'ordre infini.
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88 CHAPITRE 11

8i, en effet, une fonction analylique réguliére autour du point (a,, b,, ¢,)
est déterminée par la formule de Taylor dés qu’on donne les valeurs de toutes
ses dérivées en ce point, il n’en ést plus du tout de méme si la fonction est
quelconque, soit qu'elle cesse d’étre analytique, soit qu'elle cesse d’dtre
réguliére.

Supposons, dés lors, que le .mouvement soit analytique dans toute la
région 1. Il pourra arriver qu’il y ait, au passage de S, continuité des dé-
rivées de tous les ordres, et que, cependant, le mouvement de la région 2
ne soil pas le-prolongement analytique du premier, soit qu’il ne soit pas

lui-méme analytique, soit qu’il présente sur S, des singularilés convenables
1
(comme par exemple celle qu'offre la fonction e =* pour z = 0).

L’étude de discontinuilés de cette nature offre des difficultés parti-
culiéres. Nous ne 'aborderons pas dans ce qui va suivre.

7'7. — Laissant de coté les disconlinuités absolues, nous allons nous oc-
cuper d’abord des discontinuités du premiet ordre.

Il y a alovs trois dérivées d'indice un et neuf dérivées d’indice zéro. Les
premiéres sont les composantés de la vitesse. Nous n’avons pour le moment
aucune observation a faire a leur égard.

Au contraire, il résulte du lemme démontré tout a I'heure que les va-
riations brusques des dérivées d'indice zéro ne peuvent pas étre quel-
conques. Ea effet, puisque par hypothése il n’y a pas de discontinuité
d’ordre zéro et que  est continu, on doit avoir

=] L] L]

ou, en désignant par ) la valeur commune de ces rapporis

(36) [05] =f [?Tf] =/ [‘Ztﬂ] =/

*On aura, de méme, en introduisant deux autres nombres u et v,
([ [ [2] o
1= 0510 [2]-

(36')

N

la

o
Q

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LES ONDES AU POINT DE VUE CIN};‘,MATIQUE 89

Nous considérerons X, i, v comme les projections d’un vecteur (tracé, a
partir du point (z, y, 2), dans l’éépace lieu de ce point). Ce vecteur suffit
a définir les variations des neuf dérivées d'indice zéro.

Oun lui adjoindra, pour avoir les variations brusques de toutes les dé-
rivées du premier ordre, le vecteur qui reéprésente la variation brusque de
vitesse et que nous appellerons, par analogie (A1, py, v).

¥ 8. — Les considérations développées au n® 56 permettent de donner au
résultat précédent une inlerprétation géométrique simple. A cet effet, ima-
ginons — ce qui est évidlemment possible, — un état fictif du milieu coin-~
cidant avec I'état actuel envisagé dans la région 1, mais tel que les dé-
rivées des coordonnées soient continues au passage de la surface S,.

Nous appellerons, pour abréger, « état de le région 1 », I'état ainsi dé-
fini dans tout I'espace : c’est, comme on voit, 'état de la région 1 prolongé
dans la région 2. .

Soient &/, 4/, z' les coordonnées d’une particule quelconque de la région
2 dans ce nouvel état. '

Les quantités

8% x| [ex
= I’ =z I’ Sy
Sa ob ac {’
ne sont évidemment autres que les valeurs, en un point quelconque de S,
des expressions
8 (x—a'y 8z — 1) (x—x)

oa ? ¢b ’ oc

(considérées par rapporl a la région 2).

Or puisque z', ¥’ 5 coincident avec z, ¥, z en tout point de S, ladéfor-
mation qui permet de passer du point (#/, ¥, 2') au point (z, y, z) rentre
dans la calégorie étudiée au n® 56 : autrement dit, le déplacement éprouvé,
dans cette déformalion, par un point M infiniment voisin d’un point
déterminé de S, est de du‘ectlon constante, et proportionnel 2 la distance
de Ma S,-

C’est ce qui résulte d’ailleurs des formules précédentes. Si, en effet, a
partir d’un point de S, nous donnons a a, b, ¢ des accroissements da, db,
de, comme d’autre part £ est nul sur S, on aura sensiblement

df = f= fuda + fidb + f,dc,
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de sorte que I'on pourra écrire, aux infiniments petits d’ordre supérieur

prés,
x— 2 =\f
(87) y—y =uf
z—z = f.

On voit donc bien que le déplacement de notre particule, dans le pas-
sage de I’état de la région 1 & celui de la région 2, est représenté par le
segment (3, u, v), multiplié par le nombre f qui est lui-méme propor-
tionnel & la distance du point (a, b, ¢) 4 la surface f=20.

79. — De cette remarque résulte immeédialement que le segment que
nous venons d'introduire, et qui est rebrésenté par les nombres 2, p, v, est
indépendant de la direclion des axes par rapport auxquels est défini le
point (z, y, z). Autrement dit, si 'on rapportait & d’aulres axes rectangu-
laires lespace lieu de ce point, les nouvelles valeurs de A, p, v seraient les
projections du méme segment sur les nouveaux axes : ce segment repré-
sentant le déplacement du point considéré (dans le passage de la position
(', ¥, ') ala posilion (z, y, z)) divisé par la valeur de £, laquelle esl
calculée sur I’état initial et indépendante des coordonnées actuelles.

79, — Mais le choix des axes dans I'espace actuel n’est pas le seul élé-
ment arbitraire qui existe dans notre mode de représentation.

En premier lieu, la surface de discontinuilé rapportée a Pétat inilial a
été représentée par une équation f(a, b, ¢) = 0. 1l esl clair qu’il y a une
infinité de manicres de représenter ainsi la méme surface. Rien n’empéche
de multiplier £ par un nombre constant quelconque ou, plus généralement,
-par une fonction quelconque ne s’annulant pas sur S,.

En second lieu, nous pouvons choisir d’'une fagon entiérement arbitraire
Pélat initial auquel sont rapportées les molécules. Nousaurons done & nous
demander quelle influence le choix decetinitial aura sur le segment (3, &, ).

Occupons-nous d’abord de cette derniére queslion. Supposons qu’on
change l'élat initial (a, b, ¢) en une autre (a', &', ¢’) mais. sans changer de
fonction f (autrement dit, en se contentant de remplacer, dans celte fone-
tion, a, b, ¢ par leurs valeurs en Tonction de (a' ¥’ ¢')). Alors le segment
(, @, v) ne sera pas changé. C'est ce qui résulte immédiatement de I'inter-
prétation que nous venons d’indiquer, ce segment étant le quotient du
déplacement d'un point quelconque lorsqu’on passe de 1'état de la région 1
a celui de la région 2, par la valeur de f en ce point.
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80. — Supposons maintenant, au contraire; que sans changer a, b,c, on
multiplie la fonction £ par un facleur (continu et dérivable) non nul aux
points considérés. Dans ces conditions [ar [5s [ seront évidemment multi-
pliés par un méme nombre () puisqu'ils sont proporlionnels aux cosinus
directeurs de la normale 4 S;. Dés lors, dans les formules (36), (36'),
X, uy v devront étre divisés par ce nombre,

Nous voyons donc que, pour délinir d’une fagon précise les composantes
X, 4, v, il est nécessaire de spécifier sous quelle forme on écrit 'équation
de la surface S,.

La convention qu’il est naturel de faire a cel égard consiste & admeltre
que &, B, 1 sont respectivement égauzx aux cosinus directeurs de la nor-
male a §; par exemple, & prendre pour f la distance normale du point
(a, b, ¢) a cétle surface. Nous adopterons celle convention dans ce qui va
suivre.

11 est d'ailleurs aisé d’écrire les composanles A, y, vainsi définies forsque
I’équation de S, est donnée sous une forme quelconque. Car les cosinus
directeurs «, B, Y ont pour valeurs

fo i |
‘/ﬁn2+fb2+fc” ‘//;2_‘_,62 +fc” ‘{/az"l'ﬁ?‘*'ﬂa

Il suffira donc de remplacer les formules (36) (36') par

' Paw] fa 8z ] I 82 | I
— :)‘“—__—__‘, - | = ~ :)‘——;4__._,
L A S g R4 NIRRT X1 R TAR SRS AY
3 ’ ’_;6"/]— -“—/“I_'—“ N '_(E-lil’- — 1 - :I:b:‘* _',31/' —_ —;—‘__.——(; -
B8) Ve e fi+fe Lo T e e 2 Leed T i S e s

"sz] fa 03] B f 82 , fe -
-~ =2 e . ? “y =V —_—— ———;7 el -
| 8a VIA+2+ 12 Lo Vi fir+ 2 Lcl

ﬂé_,_ b2+f(-i

81. — Il reste, cependant, a choisir le signe du radical /f,2 +}},’ “+f2
Nous supposerons que les cosinus directeurs a, $, 1 sont ceux de la nor-
male S, dirigée vers la région 2. Le signe du radical devra, dés lors
étre celui de fdans celle région.

8i, au conlraire, fa été choisi de maniére & permellre 'applicalion des
formules (86) (36'). il devra, & cel eflet, étre égal (tout au moins aux

~

(1) Cs nombre est d'ailleurs de la valeur gue prend, au point considéré. le fac-
teur en question.
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infiniment pelits d’ordre supérieur prés) & la distance ‘normale du paint
(a, by €) & §,. cette distance étant comptée comme positive dans la région 2
et comme négalive dans la région 1.

82. — La convention précédente résout la difficulté relative a la forme
de la fonction f. Mais elle nous fait pérdre le bénéfice de la remarque faite
tout & I'heure, d’aprés laquelle le choix de l'état initial paraissait sans
influerice sur le résultat. En effet, pour deux états initiaux diftérents
(a, b, ¢) et (a’ b '), la quantité f£2 + fi2 + /.2 qui figureau dénominateur’
dans les formules (38) a des valeurs différentes ('), Par conséquent, sui-
vanil qu’on adoptera I'un ou l'autre d’entre eux, il faudra multiplier le
segment (2, p, v) par un facteur différent. ‘

‘1l est d’ailleurs aisé d’avoir la signification du rapport de-ces deux fac-
teurs. Chacun d’eux représente en effet la quantité par laquelle il faut mul-
tiplier £ pour qu’il représente la distance normale d’un point a la surface de
discontinuité, dans I'état initial correspondant. Leur rapport est donc la dila-
tation normale & celte surface dans le passage d’un de ces états a I'autre.

83. — Nous ne pouvans donc maintenant parler du segment (A, j, v)
qu'en indiquant & 'aide de quel état inilial il a été formé.

Dans certaines questions (par exemple en élaslicité) I'état initial est
indiqué par la nature méme du ‘probléeme. Il n’en est pas de méme en
hydrodynamique. Nous conviendrons alors de prendre pour état initial
I'état actuel de la région { a Pinstant considéré. Cet état, n’est, il est vrai,
ainsi défini que dans une partie du milieu ; mais on peut, ainsi que nous
venons de le faire il y a un instant, le prolonger dans la région 2, les déri-
vées partielles des coordonnées 2, y, = par rapport aux coordonnées a, &, ¢
(coordonnées de l’élat initial quelconque primitivement choisi) restant
continues ; et cet état fictif peut étre pris comme nouvel étal initial, sans
que la condition énoncée au n® 43 bis cesse d'étre remplie,

84. — Si on interverlissait les réles des deux régions 1 et 2, il est clair
d’abord, qu'il faudrait changer les signes des quantités

o dx o ox s '
~ == =~z — sz Ly N R
ca ca/, oa/, |db oc

(1) Si » (de', db, dc’) représente 1'$lément linéaire da? + db? + de?, exprimé a
I'aide des variables da’, d¥, d¢’'; ® la forme adjointe de ¢ ; D le déterminant fonc-

. D ‘a, b, ¢) AT IR AU £ SO S b A A A
tionnel DE,’—b,m.laquantxte (&;) + b&) +(tTc) est égale & D ® (oar o a0
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Bt

Mais, d’autre part, le dénominateur ‘/fa ~+ fit + f.2 subirait un double

11 en, serait de méme de

changement : d’une part, un changement de signe ; d’autre parl, d'aprés
ce qui vient d’étre dit, une multiplication par un facteur égal a la dilata-
tion normale & S qui intervient dans le passage de I'état 1 & 'élat 2, C'est-
a-dire & unité plus la composante normale Az 4+ pf —+ vy de notre segment.
En définitive, pendant que les cosinus directenrs «, 8, Y seront changés
en — a, — B, — v, les composantes dont nous venons de nous occuper -
seront changées en
' pU— A . g M .
1+ da 4 pf + vy’ # 14 ha+ pB -+ vy

(39)

: ' v .
\ VT T et pB vy

85.— Avant de passer au cas général, nous trailerons encore, en raison
de son importance, celui de la discontinuité du second ordre. Envisageons
d’abord les dérivées d’indice 0. La fonction « élant continue ainsi que ses
dérivées partielles du premier ordre, la proposilion du n° ‘¥4 nous montre
’exislence d’un nombre X tel que Pon ait

Sba]’*lfbﬂ’ [ch] Mefo [ J Mofo

De méme p et v désngnant deux nombres convenablement choisis, on
pourra écrire

[?Z’] =ufd, [ ]—Hf» . [w] w2, [oboc] s
[g?g;] wfefo [Saob] wfafo
(] [22] e (2] ot (2]t

32z 32z
e R - s

(40
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Les nombres A, p et v seront encore considérés comme les composanles
d’'un segmeat.

Il est clair que ce résultat pourra étre interprélé comme le précédent. Si
nous prolongeons I’état de 1a région 1 dansla région 2, de maniére que les
dérivées segpudes reslent continues, il faudra opérer dans celle derniére
région, pour passer de I'état 1 ainsi prolongé a I’élat de la région 2, une
teansformation qui appartient a la calégorie étudiée” au n° 5%, de
sorle que, si 2/, y', 2’ sont les coordonnées de l'état 1 prolongé, z, y, z,
celles de I'état 2, on aura pour &' — x, ¥ — ¥,(2' — z des formules (14) et
analogues du n° 57, lesquels équivalent bien aux précédentes.

Ces formules monlrent que 'on a

41y  z—a =21, y—y’.—_-y./;, c—z=yL.
Elles peuvent d’ailleurs s'éerire
([S—fi] da - [6%] db + [6%] dc)2 (x, ¥, Z)
R (A 1, ) (fada + fudb + fode)?.

86. — Passons aux dérivées d’indice 1. Celles-ci seront de la forme

3tx 3%z
sast’ t Seat”

a
. . ey, G
Nous appliquerons le lemme du n® 72 & la quanlité 5; | hous aurovs

c2 Sy
(42) [gaat] =} [ [‘boz] =1 [80‘737] =M/

et de méme

o2y oy

\ [ ‘g‘]—“‘ for [obot] B [ocot # /e
02z

(5] =ue [B5]=wn 2]

(%, #4, v,) €tant un nouveau segment,

OJ
ﬁ
o~

(42)

]

2

\’,' 07
o;] S

a

Enfin, les discontinuités X,, p,, v, éprouvées par les trois dérivées d'in-
dice deux pourront étre considérées comme les composantes d’un troisiéme
segment, qui est la variation brusque de l'accélération.
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L’interprétation' géométrique de ce dernier segment est donc évidenle par
elle-néme. Quant & celle du segment (i, p,, v,) on pourra l'oblenir en
attribuant anx différents points des vitesses fictives égales aux véritables
dans la région 1, mais telles que ‘les dérivées partielles de leurs com-
posanies soient continues. Ceci changerait, bien enlendu, les nouvelles
positions acquises par les points de la région 2 au bout d'un temps ¢, et ce
changement se traduirait par une déformation apparlenant a la catégorie
étudiée au n°® 56. Celte déformation, étant proportionnelle & ¢, aurait
un segment caractéristique de la forme (A, 8¢, u, 3¢, v, 81), A, u,, v, élanl
les quantiiés qui figurent dans les formules (42), (42').

Comme précédemment, il résulte de la que les segments (3, o, v),
(M, 1,y v,), ne sont pas changés lorsque I'on change d'état initial sans
changer la fonction f(au sens précédemment expliqué), mais que dans le
changement de forme de celle-ci, les composantes de chacun d’eux sont
altérées dans un méme rapport (!). 1l convient dés lors, comme précédem—
ment, de prendre 7 égal & la distance normale du point a, b, c 4 S, ou, ce
qui revient au méme, de remplacer les formules précédentes par

gzl Pyl = e g
[E&'“‘] = Aa? ... [obot,] By, o [g(?] = ma’, ... [B_a ] = vaf,

%, B, y désignant encore les cosinusdirecteurs de la normale & S, dirigée
vers la région 2. Nous devrons égalentent, comme dans le cas des discon-
tinuités du premier ordre, spécifier quel est 1’état initial choisi. Lorsqu’il
n’y en aura aucun d’indiqué par la nature de la question, on prendra I'état
actuel a P'instant considéré.

“i

Ici, contrairement & ce qui se passait dans le cas du premier ordre, il
est indifférent de choisir ’élat de la région 1 ou celui de la région 2. La
déformation qui permet de passer d’un de ces états a l'autre coincide, en
effet, avec la déformation identique aux infiniment petits du second ordre
prés, au voisinage des poinls de S; : il n’y a donc aucune dilatation nor-
male en ces points, et, par conséquent, aucun changement dans la quan-
it [ ~ fi? + [

Si on intervertissait les roles des deux régions, les coefficients f3, fi, f.
subiraient de simples changements de signe. Il en serait par conséquent
de méme pour }, g, v, landis que X, y, v, resleraient inaltérés.

(') Ce rapport est encore ézal au rapport des deux valeurs de f, 8'il s’agit du

segment (A, p.(, v,); mais il a une valeur égale au -carré de la premiére pour le
segment (A, u, v).
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88. — Les résultals relatifs au cas de n quelconque apparaissent mainle-

nant d’eux-mémes. Il existera n + 1 segments dont le premier (%, g, v)
fera connaitre les variations des dérivées d’indice O par les formules -

Sna ‘ . dny )
[Bap Sise | = MY [Oal’ S09s oc’] = pa? f7y"

(43)
vz |
[m = var By’ (p+gqg+r=n)

ou

8 a A \n .
<['8—a‘]da +[3b]db +[6(ic_ dc) (fl»', Y .2’): ("a Ly ") (dtltl ~ Bdb +ch)";

le second (X,, w1, ¥,), les variations des dérivées d’indice 1, par les for-
miiles

"J/ ) 0"1
p— » )
SaP 8biac ot By SaPsbise ot | T ™ ar By

(48)
Srz
[oaP oby cer ot] = Y, ey +qg+r=n—1)

Le i 4 fi%me (A4, 1y, v,), donnera les variations des dérivées d’indice A

onx ony
== P39 — = » BT
[oal‘ob’l éc' oth] Mt By, [aap Sb1 ocr oLk e By,

(43"
otz )
SapsbricTagh | = vael BIY p+g+r=n—~n

\

et ainsi de suile jusqu’a un n - {itme segment (Aa, tn, vn) lequel ne sera

f:”x 0111/ 0"2,'
g |0 st | S |

L’interprétation géométrique des segments (X, p, v), (4, py, v,) sera la
méme que lout a I'heure. Celle du segment (},, u,, v,) s’obtiendra si, lais-
sant inaltérées les positions et les vitesses, on corrige les accélérations des

autre que

points de la région 2 de maniére & rendre leurs dérivées d'ordre 2 — 2
conlinues au passage de S;. 1l en résultera, au bout du temps infiniment
petit 8¢, une déformation proportionnelle 2 &¢* et dont le segment caraclé-
ristique sera (A, 32, 1,812, v, 51%)
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On pourra opérer de méme pour les segments suivants en introduisant
les accélérations d’ordre supérieur.

On déduira de 12 (ou encore de ce fait évident que les dérivées de =, y, z
se transforment dans un changement de coordonnées absolument comme
ces variables elles-mémes) que les segments précédents ne dépendent pas
du choix des coordonnées dans l’espace (x, y, z). Ils sont indépendants du
choix de la fonction f, puisque les formules précédentes ne contiennent
que les cosinus directeurs de la normale & S,.

Si aucun élat initial n’est imposé en particulier par la question, on adop-
tera encore l’état actuel a Pinstant considéré, dans "'une ou dans 'autre de
nos deux régipns (ce qui est indifférent du moment que n est supérieur a
Punits). ’

L’interversion des régions 1 el 2 changera le sens des segmenis dont
Pindice est de méme parité que » et laissera les autres inaltérés.

§ 3. — ETUDE DES DISGONTINUITES (Suitey — LES CONDITIONS
DE COMPATIBILITE CINEMATIQUE

89. — Nous avons maintenant & nousdemandersi les relations obtenues
jusqu'ici sont les seules auxquelles soient assujettis les éléments de nos
discontinuités.

Supposons que nous nous donnions arbilrairement, en chaque poin
a,, by, cy, de S;, les nombres X, p, v; XA, By, vy .oo gy Mg, vne Solent
d’autre part X, Y, Z; X, Y,,Z,; ... X,,, Y, Z, des fonctions de a, b, ¢
confinues partout ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. A T'instant
considéré ¢,, donnons aux différents points du milieu :

Les positions (X, Y, Z) dans la région 1, et les positions

(X+%§, ‘Y+!;gf, Z+;§>
dans la région 2;

les vitesses (X,, Y,, Z,) dans la région 1, et les vitesses

A fn-t , J vifr!
(% +alyr Yo+ EDge z+ )

dans la région 2 ;.

Hapamaro 7
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les accélérations (X,, Y;, Z,) dans la région 1 et les accélérations

)‘_ n—2 n—2 n—2
(XQ+GL2[___27I1 Ya+(:4_[.:72—)_!’ Zi+(;‘;s—£ﬁ‘>
dans la région 2,
ete.;

enfin, des accélérations d’ordre n égales & (X,, Ya, Z,) dans la région 1 el a
(X + 2ny Yo + tay Zn -+ v,) dans la région 2, :

Dans les expressions précédentes, il est convenu qu'on donne a2, p, v, ...
Any jny ¥a les valeurs qu'ils ont au point (a,, &, ¢;), pied de la normale
abaissée du point (2, b, ¢) sur S,.

On oblient ainsi, a 'instant ¢, une discontinuité d’ordre 2 dans laquelle
les segments définis plus haut ont, en chaque point de S,, les valeurs
y 1y V) oo (Pay Hny i), lesquelles ont été prises arbitrairement.

90. — 1l reste & savoir si ce systéme de positions de vilesses et d’accélé-
rations correspond bien & un mouvement satisfaisant a la condition d'im-
pénétrabilité énoncée au n° 44 et aussi & ’hypothése supplémentaire faite
au n° 46. :

Or, sinous considérons deux milieux remplissant & un instant déterminé ¢,
deux régions contiguis 1 et 2 de I'espace (la surface limite étant S), et si,
les supposant entiérement indépendants Uun de Uautre, nous donnons,
en cet instant, & leurs différents points des vilesses et des accélérations
des divers ordres continues dans chacun des milieux, mais variant (pour
les points de la surface de conlact) lorsqu’on passe de I'un d’eux a l'autre,
ces milieux cesseront en général, aux instants postérieurs a ¢, d’étre
conligus : ils se sépareront ou, au contraire se méleront, certains
points du milieu 1 entrant dans le milieu 2 et inversement. Pour qu’il en
soit autrement, il faut évidemment certaines conditions : ces conditions
que nous retrouverons plus loin, sont les saivantes : Les composantes
normales de la vilesse et des accélérations successives doivent, pour
chaque point de S, étre les mémes dans les devx milieuz.

Il semble done qu’elles doivent &tre vérifiées dans le probléme actuel.

O 1. — Nous allons voir que les choses ne se passent point ainsi. Mais
nous avons, a cet effet, deux cas fondamentaux & distinguer :

Ou bien la discontinuité affecte constamment les mémes molécules, au-
trement dit, I'équation de la surface de discontinuité ne contient pas ¢ :
nous dirons alors que la discontinuité est stationnaire ;
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Ou bien Péquation de la surface de discontinuité dépend du temps : elle
doit, par conséquent, s’écrire

(44) f(a, be,t)=0

et est résoluble par rapport a ¢, lorsque a, b, ¢ sontdonnés (du moins dans
une certaine région). La.discontinuité affecte alors des molécules diffé-
rentes, suivant les instants ol on la considére : Nous dirons qu’elle se
propage. Nous donnerons encore & une telle discontinuité le nom d’onde.
Les conditions précédemment énoncées sont effectivement nécessaires
dans le cas des disconlinuités stationnaires.
Elles ne le sont plus pour les discontinuités qui se propageat.

92. — Cependant, les segments (A, u, v), (A;s By ¥y)s oxe (Any Hny, va) DE
peuvent pas 8tre quelconques si nous nous plagons, comme nous avons le
droit de le faire, dans une région et dans un intervalle de temps oi: la
surface des discontinuités reste unique.

Supposons que Pinstant #, ou nous prenons la surface de discontinuité S,
fasse partie d'un tel intervalle de temps. Dans ces conditiods, nous devrons
exprimer que cette surface est unique, non seulement pour la valeur t,
de t, mais ausst pour les autres valeurs, tant antérieures que postérieures,

Lorsqu'il en sera ainsi, nous dirons, avec Hugoniot, que les deux mou-
vements qui ont lieu, a l'instant ¢,, dans les régions 1 el 2, sont compa-
tibles. .

Les conditions pour que deux mouvements soient compalibles varient
avec les problémes de dynamique que I'on a a résoudre. Mais nous alious
constater qu’il en est de communes & tous ces probléemes : ces conditions
sont nécessaires pour que la compalibilité soit c.inématiquement rossible,

93. Cas des discontinuités stationnaires. — Considérons

, . e e, . . , . Snap
tout d’abord une discontinuité stationnaire d'ordre n et soit 527 SBi o 3k

une dérivée d’ordre 7 qui soit discontinue. Supposons que I'indice % soit
différent de zéro.

En un point (a,, b,. ¢;) de la surface de discontinuité, la quantité

N
on-hg .., cops .
[m a sa dérivée hPme par rapport au temps différente de zéro, ef

cela pour une suite continue de valeurs de i, puisque, par hypothése, la
discontinuilé ne cesse pas de porter sur la molécule (@, &, ¢,).

gn-hyp .
Donc [&lzfab—qaé—,_ ne peut pis étre nul, sauf pour des valeurs particu-
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lieres de ¢. Si nous [aisons abstraclion de eelles-ci, nous voyons qu'une
dérivée d’ordre n — h est discontinue, et .que,‘ par conséquent, la discon-
tinuité est d’ordre inférieur & 7, conlrairement & P'hypothése.

Donc enfin & doit étre nul.

Ainsi, dans une discontinuité stationnaire, les premiéres derivées qui
soient discontinues sont d'indice zéro.

94.— Supposons, eo particulier, qu'une dérivée de la forme § > 8;;,/, 8;;
soit discontinue. Alors, d’aprés le raisonnement qui précéde, il en sera de
méme pour une au moins des coordonnées xz, y ou z. Il 'y aura donc dis-
continuité absolue. Les deux portions 1 et 2 du milieu se comportent
comme deux corps différents et glissent 'une sur Pautre en restant cons-
tamment en contact.

Ce sont précisément les conditions ol nous nous étions placés au n° 90.
Ainsi que nous 'avons dit en cet endroit, si la vitesse, |'accélération, etc,
sont discontinues, leurs discontinuités ne peuvent pas étre quelconques.
11 est aisé de trouver les conditions auxquelles elles doivent satisfaire (en
admettant toujours, comme nous I’avons dit au n° 46, que les deux milieux
partiels { et 2 restent en contact et ne se séparent point),

Soit, en effet, S la surface de -discontinuité considérée dans Pélat actuel,
et soit

(45) (v, y, z,)=0

I’équation de S. Une particule, tant de la région 1 que de la région 2, qui
appartient & cette surface & un momenl queleonque ne cessera pas (p° 48)
d’en faire partie. On aura donc

o Sz 9y 0y &z
2 -+

i -
8t oyt az8t+ 0.

Soient (x4, ¥y, 21}, (%4, y,, 7,) les particules situées, & Uinstant ¢, au méme
point (x, ¥, z) de S et qui font partie, 'une de la portion 1, l'autre de la
portion 2 du milieu. On pourra, dans ’équation précédente, remplacer
Z, ¥, 3 Par Ty, Yy, %, et aussi par Z,, y;, 7;. En retranchant membre &
membre les deux relations ainsi obtepues, il vient

w oafE]plEeE]

Ainsi la variation brusque de vitesse est un segment tangent a S.
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1l peut arriver, & un instant particulier, que [St] [EI{J [it] soient

nuls. Alors a son tour, la variation d’accélération (si elle n’est pas nulle)
est tangente & S. Cest ce que I'on voil en différenciant deux fois I’équation
(45), ce qui donne

[ % (3r\? a2 Sz Ey ol Bz 2% By 2y 3z
" m(a)* +2m,byot8t Tt‘a‘z“‘o—az‘s;““gm?)
7 Vo v B vl e ¥ _ o

ot TS Ty T T

ou tout est conlinu, sauf les termes

e o2z

! 2
Cly Vg 8z
dx O3

29 oz,
oy ot? T oy &

—+

L’ensemble de ceux-ci ne saurait done varier par la discontinuité.
Si 'accélération elle-méme était continue, une conclusion analogue a la
" précédenle aurail lieu pour l'accélération du troisiéme ‘ordre; et ainsi de
suite. .

Remarquons encore qu’'aicune des dérivées de x, y, 3 n'est discontinue
lorsqu'on la considére comme fonction du temps, a, b, c restant fixes;
car alors le point (a, b, ¢) fait partie soit de la région 1, soit de la région 2,
et dans chacune de celles-ci, tout est continu.

95. Cas des ondes. — Contrairemen! aux premiéres, les disconti-
nuités qui se propagent ne donnent jamais lieu & des discontinuités ab—
solues. En effet, deux molécules infiniment voisines & un instant donné
ne peuvent cesser d’étre telles que par le passage de la discontinuité, Mais
comme ce passage n'a lied gue pendant un temps infiniment petit, leurs
positions ne seront altérées qu’infiniment peu pendant ce temps.

Contrairement au cas des disconlinuilés stationnaires, les dérivées qui
seront discontinues le seront par rapport au temps. Car une molécule déter-
minée quelconque passera d'une des deux régions & I'autre au moment ou
elle sera atteinte par I'onde.

Enfin, ¢’il y a compalibilité, il n’arrivera pas, comme dans le cas des
discontinuités slationnaires, que les dérivées d'indice 0 soient discontinues
a Pexclusion des autres dérivées du méme ordre. Bien au contraire, nous
allons voir que toutes celles-ci varieront en méme lemps.

96. — Occupons-nous done d’exprimer qu'il y a compatibilité, au sens du
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n® 92 :que les deux régions { et 2, dans chacune desquelles le mouvement
sera continu, sont séparées par une surface dont la position varie avec le
lemps, mais qui est unique & chaque mstant et dont nous désignons
I’équation par

(44) 7(a Byc, t)=0

A cet effet, il nous sera commode d’utiliser le langage de la géométrie &
quatre dimensions en considérant a, b, ¢, ¢ comme les coordonnées d'un
point dans un espace & quatre dimensions E,.

Dans cette conception, I'espace ordinaire [lien du point (a, b, c)] consi-
déré & Yinstant ¢ doit étre regardé comme la section de l'espace E, par la
multiplicité ¢ = const.

L’équalion (44) représentera une multiplicité triplement étendue 8, dont

- la section par t = const. donnera la surface de discentinuilé S, a U'instant ¢.

La multiplicité §, divisera E, en deux régions 1 et 2 engendrées respecti-

vement, lorsque le temps varie, par les régions 1 et 2 précédemment con-
sidérées de I’espace ordinaire.

L’hypolhése brécédemment faite (n* 70-71) consiste en ceci que les
quantités sur lesquelles nous opérons et leurs dérivées sont continues en
dehors de $, et sur '§, méme, tout en pouvant étre discontinues au passage

de §,.

9'7. — Cela étant, nous appliquerons la méthode du n® 73, non plus a la
surface S;, mais 4 la multiplicité $,. Soit ¢ une fonclion continue sur
cetle multiplicité, mais dont les dérivées soient discontinues (toujours dans
les conditions indiquées aux n** '70=71). On verra, comme précédemment
que I'on doit avoir

(48) [“’] da + [88‘: db + [“’] de + [ ] dt = 0.

moyennant I'équation différentielle de la maltiplicité §,, laquelle sécrira,

celte fois,

(49) folla + fidb + fude + fidt =0

[: désignant la dérivee if Les équations (34) peuvent donc étre complétées:

on peut écrire

50) §§]=f.=[gib*’];,~,,=[ ] ﬁ_[aq’] fi.
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Si, maintenant, on suppose également que les dérivés de ¢ jusqu’a
I'ordre 7 sont continues, on aura, au lien des proportions (35),

(51) [g_:::]': fr=.. [Sapobqacrath] [Pl foft=...= ?;] s fn

lesquelles, comme précédemment, pourront se résumer dauvs Pidentité
(par rapport & da, db, dec, dt)

([] e+ [] oo+ [&] e [2] )«

= M{foda + fidb + fodc + [ di)

)\ étant Ja valeur commune des rapporls (51)

98. — Supposons, comme nous en avons convenu au n® 80, que les
dérivées f,, fu, fo sont respectivement égales aux cosinus directeurs a, B,’y
de la normale & la surface S, représenlée & I'instant ¢ par 'équation (44) :
[ représenlant (aux infiniment petits du second ordre prés) la distance nor-
male d’un point a cetle surface, mesurée sur l'élat initial adopté, et
complée comme positive dans la région 2.

Soient alors f, (a, b, ¢) le premier membre. de I'équation de S,, c'est-a-
dire la fonction fdans laquelle on ne fera pas varier t; &y, la surface ana-
logue & §, correspondant & l'instant ¢ 4 d¢. La distance normale dn d’un
point de S’ a S, (comptée comme positive dans la région 2 et comme nega-
tive dans la région 1) sera évidemment égale a la valeur de 7, ou, ce qui
revient au méme, de df,, soit

dn = df, = fuda + f,db + f.dc= — fdL.

‘La quantité Zt est la vitesse de propagation de l'onde, mesurée sur

Iétat initial considéré. Nous la désignerons par la leltre 8; de sorte qu'on
aura

Elle est posi‘tive ou négative, suivant que la propagalion se fait de la
région { vers la région 2 ou en sens inverse,
Si f représente le premier membre de I'équalion de §, prise sous une
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forme quelconque, il faudra, pour obtenir les cosinus directeurs a, B, v,
diviser les coefficients de (49) par y//.* + /;* + [:*. On aura donc alors

! — —_“_‘—z_ﬁ:
(52) Vi e f

le radical étant loujours pris avec le signe de f dans la région 2.

99, — Grice a la présence de ce radical, la vitesse 8 dépend du choix de
I'état initial et, lorsque I'on change celui-ci, elle est altérée évidemment
dans le méme rapport que les distances normales & la surface de discon-
tinuité,

Comme précédemment, nous prendrons le plus souvent, pour état
initial, I’état actuel a I'instant considéré, en spécifiant, dans le cas du
premier ordre, qu'il s’agit de I'état de la région 1.

100. — En méme temps que la vitesse de propagation, on peut avoir a
introduire la vitesse de déplacement de 'onde, c’est-a-dire la vitesse avec
laquelle se meut la surlace de discontinuilé considérée dans Uespace
actuel.

Soient
(45) e (2, y, %, =20

Yéquation de celte surface (p étant la'valeur que prend f lorsqu'on rem-
place a, &, ¢ par leurs valeurs tir‘es des équations (1'}); S, sa position a
linstant ¢; &', sa posilion & P'instant ¢ + d¢. La vilesse de déplacement,
que nous désignerons par T, sera le quotient par d¢ de la dislance normale
des surfaces S, &' (avec la méme convention de signe que toutl & ’heure).

Le raisonnement présenté ci-dessus donne évidemment pour valeur de
celle vitesse ’

%%

(53) T = o X
2 (%) 4 (2
VR G+ )
La vitesse T est distincte de la vitesse de propagalion, méme lorsque
celle-ci esf comptée sur un élat initial identique & 1'état actuel a I'instant ¢.
Dans ce cas, en effet, S, coincide avec S; mais &, ne coincide pas avec §',

§', est le lieu des positions qu’occupent, a I'instant ¢, les particules qui, a
I'instanl ¢ + dt, forment la surface S'.
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11 est d’ailleurs aisé de trouver la relation qui existe entre les deux vi-
tesses. Supposons, en effet, pour simplifier, 7 choisi de maniére & ce que
fas oy [ solent égaux aux cosinus direéteurs «, B, y de la normale & S,
(¢’est-a~dire & S) ’

. . . o . .
Ces cosinus direcleurs seront aussi égaux a g, X, 22 4 Pinstant i, puis-

o’ bz
qu’alors x, y, # ne sont autres quea, b, c. On aura 8 =—f, et T—=— Zf.
Or ¢ n’est autre que /, exprimée & I'aide des variables x, y, z, t et, par
. o, ceoe O po o 8
conséquent, O—t n’est autre que la dérivée 3’;’ liée & 8);: [ par la rela-
tion (18). On a donc
= — w2 %P %) =
(54) T= (/} ut—v oy w bz) =0+ v,

vn désignant la composante normale a S, de la vitesse (u, v, w) au point
el & I'instant considérés.

On arriverait d’ailleurs au méme résultat en appliquant le théoréme de
la composition des mouvements. Le mouvement de S dans ’espace peuten
effet étre considéré comme résultant: 1° de son mouvement relatif par rapport
au milieu, lequel, s’il agissait seul pendant le temps d¢, aménerait S a la
position §'; et qui n’est autre que la propagation de I'onde; 2° de son
mouvement d’entrainement, qui est le mouvement méme du milieu. La
vitesse normale T est doncJa somme des vitesses normales de ces deux
mouvements, lesquelles sont précisément 6 et »,.

100P:. — Les formules (52’), (53) sont d’ailleurs susceplibles d’une
interprétation géométrique qui nous apparallra plus clairement si nous
considérons d’abord des mouvements & deux dimensions.

Envisageons un mouvement ayan! lieu dans un plan, de sorte qu'il n’y
ait que deux coordonnées iniliales @, b et deux coordonnées actuelies z, y.
Les discontinuités que nous coonsidérons auront alors lieu suivant des
courbes dont la position, a un instant quelconque f,, sera représentée,
sur I'état initial, par S, (Ag. 7). ’

Nous pourrons prendre comme troisitme coordonnée le temps ¢,
I'axe des ¢ étant pris verlical et les coordonnées horizontales étant a, 6. La
multiplicité §, qui représente la marche de Vonde suivant une conventlion
analogue 4 celle du n° 96, sera ici une surface (£g. 7) /dont la section &,
par un plan horizontal queleonque ¢t = ¢ donnera la nouvelle position de
I'onde a I'instanl correspondant. 1l ne restera plus qu’a représenter cetle
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courbe sur le méme plan o est figuré S, ce qui se fera évidemment en la
projetant horizontalement sur ce plan en §'y (Ag. 7).

Si ¢’ est infiniment voisin
de t,, le déplacement normal dn
de Ponde sera figuré par ladis-
tance normale Mm' (fig. T) des
courbes S, §;. Comme d’ail-

leurs d¢ n'est autre que la dis-
tance du point m' au point M
de §', dont il est la projection,
on voit que la vitesse de pro—

pagation % n’est aulre que la limite de ”mll,gi—’,, c’est-a-dire que P'inverse de
la penie de la surface §, par rapport au plan horizontal (ou que la co-
tangenle de I'angle que font cette surface et ce plan).

Or les formules de la Géométrie analytique donnent précisément, pour la
quantité ainsi oblenue, une expression lout analogue a (52').

Si I'on avail pris comme coordonnées horizontales les coordonnées
actuelles z, y, c'est-d-dire si V’on avait construit non plus §,, mais §, I'in-
verse dé la pente de cette dernitre aurait donné la vitesse de déplacement
sous une forme analogue & (58). .

I est clair que ces considérations s'étendent d’elles-mémes aux mouve-
ments dans I'espace, sans autre difficulté que 'infroduction de la géoméirie
a quatre dimensions, et qu’on retrouve ainsi les formules (52), (563) telles
que nous les avons écrites.

Il nous arrivera, dans la suite, d'employer les figures relatives aux mou-
vements plans (telles que la fig. 7) pour représenler les raisonnements
que nous ferons sur les mouvements dans 'espace (de sorte que, parlant,
dans le texte, d’'une surface S, nous tracerons sur la figure une courbe S;
* et ainsi de suile). ‘

101.— Comme précédemment, nous traiterons a part les discontinuités
du premier el du second ordre.

Pour le premier ordre, # est continu, mais non ses dérivées : nous écri-
rons donc (n° 97).

La valeur commune des irois premiers rapports étant ) (dans le systéme
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de notations du n° '?'7) pendant que la variation de %‘a: est désignée par 1,,

il vient
(55) l‘ = — BA,
De méme
8
o~ [4]--
(55')

[Sz
Vl frmed vt

Ainsi, les deux segments ¢, B v), (M wttyy v1) Ont la méme direclion.
Leur rapport est égal au signe prés & la vitesse de propagation 6.

102. — Cette relation subsisle quel que soit élat initial adopté, mais
pendant que X, p,, v, seront indépendants de cet état initial, le choix de
celui-ci influera au contraire sur A, g, v et 6. Si l'on choisit I'état acluel de
la région 1 ou celui de la.région 2, la quantité & aura, ici, deux valeurs en
général différentes 0, et 6, dont le rapport est Pgal A la dilatation normale
i 4+ 2o+ pB + vy.

En raison de cette circonstance, il y a souvent avantage & introduire,
pour une discontinuité du premier ordre, la vitesse de déplacement T,
laquelle est indépendante du choix de I'élat initial. Cetle vitesse est lide
a0, et & 8, par la formule (54), danslaquelle v, qui est, en général, affecté
par la discontinuilé, a deux valeurs différentes v,, et v,,,. On a

(58) T=10, 4 vyn=2"5, + v,
103. — Soit mainlenant une discontinuité du second ordre. Notre

lemme, appliqué & la quantité = qui est continue ainsi que ses dérivées pre-
miéres, nous donne

32 82
Saz] a.’.= - mt] — af = = [oz~] 02,

02
Or le rapport [ng]: 22, ainsi que tous les rapports analogues relatifs

aux dérivées d'indice zéro, est égal & A (n° 83). De méme, nous avons posé

e e E AR A a2
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el
82w
['SF] =%
Donce
J— ki —_lﬂ
(B%7) A= =
Comme on a pareillement
=t M
==
(57"
I — M — Yl,
— 0 02

les trois segments (A, &, v), (ps 226, ) (Ros B, v;) SORE de méme direction
et en progression géométrique, la raison de celle progression étant — 8
Les proportions précédentes peuvent d’ailleurs s’écrire

KX I 1 RY
| 52 | ¢ - | 56 + 3c | dc -+ ot | dt) »
== ) (ada + Bdb + ydc — 0d1)?,
3 3 8 \ 2
< %]da—&- —] db—i—[v dc+[ dt)y
=p (ada <+ Bdb + yde — 6dt)?
[ 2 d 5 | db d 2
LBTI] a —+ Ls'b -+ T&-‘J ¢ + S—t_ dt) z

= v (ada -+ Bdb + ydc — 6dt)2.

Ces considérations se généralisent d'elles-mémes. Pour n quelconque,
les n —+ 1 segments (A, 1, v), (A, By, v)ers (Ana Ba, V) Ont la méme divec-
tion et forment une progression géométrique dont la raison est égale, au
signe prés, a la vilesse de propagation : on a

)‘l )‘h — — ln
A N S
(58) b= —Lle == (_p Ié)"- = (_—F'{,)h
= ﬁl"e == (_th)h == (_v"e)n

Ces relations sont vraies, pour lout choix de I’état inilial, bien que celui- .
ci influe sur les valeurs des quanlilés qui y figurent. Bien entendu, pour
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les ordres supérieurs & l'unité, il est inutile, lorsqu'on prend pour état
initial I’état actuel, de spécifier s'il s’agit de I’état 1 ou de I'état 2. Sion
intervertissait I’ordre des deux régions, 0 subirait un simple changement
de signe.

104. — Le cas des discontinuités stationnaires correspond évidemment
40 =0.Or si, dans les formules (58), on annule 8, il vient }y —pp=v, =0
(pour £ > 1), On retombe donc bien sur le résultat obtenu au n° 93 :
Dans une discontinuité stationnaire d’ordre n, lesseules dérivées d’ordre
n qui soient discontinues sont d’indice zéro.

103. — Lecas ou les relations (58) sont vérifiées semble au premier
abord beaucoup plus particulier que celui ou les segments (Xs, @, v1) sont
quelconques. Cependant, il résulte de ce qui précéde que la compatibilité
doit étre regardée comme la régle, ct le cas contraire comme I'exceplion.
Si, en effet, il n’y a pas compatibilité, la surface de discontinuité ne peut
pas rester unique, elle se dédouble tout au moins en deux feuillets qui
étaient séparés avant 'instant ¢ et le sont de nouveau aprés. La disconti-
nuité sans compatibilité qui existe & l'instant ¢ doit donc étre regardée
comme étant en réalité la superposition de deux ou plusieurs autres dont
les surfaces d’onde coincident momenianément (). On ne saurait supposer
que P’absence de compatibilité ait lieu une infinité de fois dans un inter-
valle de temps fini, car alors les surfaces de discontinuité, se dédoublant
une infinité de fois, ne seraient pas isolées.

1086."— Il y a donc lieu, dorénavant, d’'admettre, sauf indication con-
traire, que les n +- 1 segments ont entre eux les relations (58). 1l en
résulte, en particulier, qu'une discontinuité est entiérement définie, en
chaque point de la surface. d'onde, par un segment : le segment (X, ¢, v)
qui correspond aux dérivées d'indice 0, et un nombre : la vitesse de propa-
gation.

107. — Ce segment et ce nombre peuveat d'ailleurs étre quelconques :
autrement dit, les équations (58) donnent bien, celte fois, toutes les rela-

(1) Un tel fait est d’ailleurs tout a fait exceptionnel : lorsque deux discontinuités
se propagent indépendamment 'une de l’autre, elles ne se rencontrent, en général,
que suivant une ligne, sans que les surfaces d’onde coincident & aucun moment.
(Voir chap. vn).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



110 CHAPITRE II

tions qui existent, dans une discontinuité d’ordre n, entre les variations
des dérivées de cet ordre, lorsqu’on ne connait rien sur la nature dynamique
du mouvement.

Donnons nous, en effet, arbitrairement 'équation (44) de §,: nous
pourrons évidemment la choisir de maniére qu’a un instant déterminé,
S, ait une position donnée et 6 une valeur donnée en chaque point. Don-
nons-nous aussi arbitrairement, en tout point de S, et méme de §,, le
segment (%, p, v). Soientenfin X, Y, Z des fonctions de a, b, ¢, ¢ continues
ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. Les équations

=X, y=Y, z:Z; dans la région 1
o X 42 Ut op (

y=Y 4+ Lﬂ—’—%ﬂ dans la région 2

z2=17Z 4+ v [—f___(a’ z’!c’_t_)ln

(59)

définissent un mouvement (et non plus seulement un systéme de vitesses
et d’accélérations, comme aun n° 89) présentant une discontinuité d’ordre n
dont les éléments sont bien ceux que nous nous étions donnés.

Nous voyons bien d’ailleurs pourquoi le mouvement ainsi défini ne cesse
pas de vérifier les hypothéses générales des n° 44-46, quoi qu'il ne
satisfasse pas aux conditions du n° 90. La raison en est la méme que celle
pour laquelle, comme nous I’avons vua au n® 93, les discontinuités qui se
propagent ne donnent pas lieu & des discontinuités absolues. La continuité
des vitesses ou des accélérations cesse, pour une particule quelconque, au
moment ou elle est atteinte par 'onde ; mais elle ne cesse que pendant un
lemps infiniment petit et se rétablit ensuite, de sorte que la continuité
du mouvement n’en est pas troublée.

108. — Dans le cas ou il n'y a pas compatibilité, la discontinuité
d’ordre 7 se divise, en général, en discontinuités partielles qui sont égale-
ment d’ordre n (les segmerts (X, pa, vi) relatifs & celles-ci ayant, pour
chaque valeur de %, une somme géométrique égale au segment analogue
correspondant & la discontinuité primitive).

Mais il est & remarquer que d’autres hypothéses sont possibles. Par
exemple, une discontinuilé d’ordre n peut se dédoubler en discontinuités
d’ordre supérieur & n : une disconlinuilé qui porte sur les vitesses peut
étre remplacée par deux autres qui ne porlent que sur les accéléralions.
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Pour nous en rendre compte, considérons, pour simplifier, un mouve-
ment effectué suivant 'axe des abscisses, chaque point de P’état initial étant
défini par une seule coordonnée a et sa position
actuelle, par une seule coordonnée x. La varialion
de z en fonction de a etde ¢ pourra alors étre repré-
sentée par une surface.

Supposons que cette surface se compose de deux
demi-plans formant un diédre : nous aurons ainsi Fig. 8
une discontinuité du premier ordre.

Par un point S de I'aréte du diédre (correspondant & une valeur ¢, de a
et & une valeur ¢, de t), menons deux droiles SA, SB, dans les deux faces
(£2g- 8) et relions ces deux droites par une nappe conique tangente, suivant
ces deux génératrices, aux devx faces du diédre. Nous ppurrons alors sup-
primer les portions de celles-ci comprises entre les deux droites et la portion
de l'aréte (fig. 8) qui correspond a ¢ > ¢,, pour les remplacer par la nappe
conique, et nous aurons ainsi un mouvement présentant, pour £ = ¢,, une

discontinuité d’ordre 1 et, pour ¢ => ¢,, deux discontinuités d’ordre 2.

109. — Revenant au cas de la compatibilité, nous allons nous proposer
- de calculer les variations subies par les principaux éléments considérés
dans la premiére partie de ce chapitre.
Densité. — Pour I'étude de la densité, nous supposerons qu’on a pris
I’état actuel pour état initial.
Considérons d’abord une onde du premier ordre : nous savons que la
déformation de I'état 2 par rapport a Pétat 1 appartient & la catégorie
étudiée au n° 56, et nous avons appris a évaluer la dilatation normale, égale

au rapport g—’ des densités. Cette dilatation s’obtient en ajoutant 'unité
N .
a la composante normale Az + pf + vy de la discontinuité (1), supposée

I3

rapporiée & I'état 1 du milieu : ainsi on a

(60) %=i+7\1+ﬁp+w-
2

Cette expression peut se transformer de diverses maniéres en ayant égard
aux relations indiquées aux n** 10 1-102. Tout d’abord, en multipliant

(1) C’est-2-dire du segment qui, joint au nombre 6, définit la discontinuité, ainsi
que nous venons de le voir,
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la composante normale de la disconlinuité par — 6, nous obtiendrons celle
de la variation de vitesse. Donc

61 Pr g [¥a)
(61) o 5

Dans cette formule, v, désigne la composante normale de la vitesse et 0
doit recevoir la valeur 8,. On obtiendra évidemment la méme valeur

pour';il en changeant le signe de [v,] el remplacant 0, par 8,, gi par ? :
2 2 g ]
C'est ce que Von vérifierait sans difficulté & 'aide des relations précédem-
ment établies (n° 84).

D’autre part, nous avons va que la dilatation normale est égale du
rapport des deux vilesses 8, et 8,. Si nous tirons celles-ci de la double

égalité (58), il vient

6 T—'U-m
62 TR I S
62) P2 B, T-vp
ou si I'on veut
61’ &_12“'_‘__[”"]=:p[iﬂ].
(81) P2 T—v,. 9,

1 10. On démontrerait directement le méme fait en considérant la portion
d’espace comprise a l'intérieur d’un petit
cylindre dont les deux bases C, C’ sont

, respectivement situées dans deux posi-
tions successives S, S (fig. 9), occupées
par la surface d'onde aux instants ¢ et
t + dt et doot le volume est CTdt.

Cette portion d'espace passe (') de

I’état 2 & 1'6tat 1 pendant le temps dt.

Or, le volume entrant par la face G, sous I’état 1, a pour expression Cv,,dt
et le volume sortant par la face C', sous I'état 2, est €gal & Cv,.dt. Quant au
volume entrant ou sortant par les faces latérales, il est négligeable, si nous

supposons, comme nous avons le droit de le faire, que le rapport %t soit infini-

Fig.9

ment petit.
En écrivant que le volume de la partie restante varie dans un rapport
inverse de celui des densités, on retombera sur la relation (62).

(1) Nous supposons, pour fixer les idées, la vitesse 8 positive, ainsi que v;a, Vg
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111. — Dans les discontinuités d’ordre supérieur, la varialion brusque
ne porte pas sur la densilé elle-méme, mais seulement sur ses dérivées

d’ordre n — 1 (si I'onde considérée est d’ordre ). La quantilé log % étant

continue ainsi que ses dérivées jusqu'd 'ordre » — 2 inclusivement, il
existera un nombre » tel que I'on ait

on—i loo ‘o_o

(63) 8o |=rwpiy (—op

Sa¥ §b18c7 8
Pour évaluer », nous pourrons nous borner & cousidérer les dérivées
d'indice zéro. Si nous prenons pour état initial celui de la région 1, la quan-
tité log 309 sera identiquement nulle dans celte région. Mais d’aulre part, la
¥ .

déformation de la région 2 par rapport a la région 1 ayant les propriétés
on—1 lOg Ba

L o o - .
éludiées au n° 59, la valeur de p dans la région 2 sera donnée
oar 6 dc”

par la formule (17). On a dong¢

(84) r=ia + pf + vy.
Comme p, est, en général, conlinu ainsi que toutes ses dérivées, nous
avons ainsi la variation des dérivées de log %

1 1 1%, — On pourrait d'ailleurs partir également des dérivées d’indice
non nul en utilisant la formule (20). Pour n = 2, celle-ci donne

%, i du »  ww
55 (log—): = — - —

at p ¥y 0z
. du v ow 32 32y 3z
N ’r J— B
Le second membre peut 8'écrire &= + = + - = s, 4+ 5E + oo

si a, b, ¢ coincident avec 2, y, z (*) : on retombe donc bien sur la formule
(64). On généraliserait d’ailleurs au cas de n quelconque en diflérenciant
un nombre de fois suffisant la formule (20).

Si P'on voulait le changement de densité, la discontinuilé étant rapportée

(1) Cette transformation est applicable dans les deux régions, quoique 1’état initial
soit celui de la région 1, grice & ce fait qu'elle n'introduit qu'une difiérentiation
par rapport 4 a, &, ¢.

HapaMARD
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a un état inilial quelconque, il faudrait bien entendu, transformer les for-
mules que nous venons de trouver, & I’aide des principes précédemment
établis.

412. — Composantes de déformation. — Plus généralement, cherchons
I'influence d’une discontinuité sur les composante de déformation (7)
(n° 31). Nous allons, cette fois, ne faire aucune hypothése sur le choix de
I'état initial.

Soient encore z’, ¥, &' les coordonnées correspondant a l’élat de la
région 1 prolongé dans la région 2. Prenons d’abord » = 1 : on aura, aux
infiniment petits du second ordre prés,

z= + A, y=y + pf, 2=2 +vf
el par conséquent

dz? ++ dy? + dz? = (do' ~+ Mf) + (dy + pdf) + (de' + vdf)?
= dz”? + dy? + ds'* + 2df Mz ~+ pdy + vd2')
4+ ()\z -+ Ha -+ Ys) df2
= dz’* + dy* + dz"
+ 2(fuda + fodd + fodc) Mz’ + pdy’ + vd2')
+ (A 4+ 12 4 V?) (fuda + fodb + fidc):.

Les variations subies par les composantes de déformation sont donc les
demi coeflicients du polynéme

65) 3 2 (fida + fidb + fidc) (Mo + pdy + vd7)
+ (A + p? + ) (fuda + f,db + [f.de).?
113. — Mais les résultats prehnenl ici une forme beaucoup plus simple

pour n >> 1. Ce ne scnt plus alors les composantes de déformation, mais
leurs dérivées d’ordre n — 1 qui sont discontinues. Prenons toujours le
cas le plus important, celui de n = 2, dans lequel

2
w—-—-w’+£{;—
2
y=!/’+%-

2
z=2z + "'/T
d'onx
dr =dx + \df
(66) dy = dy' + pfdf
s =d3 + vfdf
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en négligeant des termes qui contiennent f2 en facteur. La simplification

résulle de ce que, en élevant au carré et ajoulant, on peut négliger les
carrés de 1fdf, ufdf, vfdf : on obtient :

dx? -+ dy® + dz? = da + dy* + dz'? + 2fdf Add' + pdy + vdz)
de sorte que les variations de e, ¢, €5, v,, Y5 ¥; SODt les coelficients du
polyndme quadratique fdf (Adz' + udy' + vdz').

Désignons, comme au n°® 47, par a,, b,, ¢, ; @,, by, Cy; a,, b, ¢, les dé-
rivées premiéres de z, y, # par rapport & a, b, ¢ : ces dérivées coincident

avec celles de &/, 3/, 2’ en tout point de la surface d’onde, puisque la dis-
continuité est du second ordre, et 'on a

(87 Yda' + pdy' + vdz' == Lda + Mdb + Nde
avec
(67)L = ra, + pa, -+ vay, M = by + pby + 96, N = e, + pe; + vey.

df étant égal a fuda + fydb + f.de, les quantités dont varient e, ¢, ¢,

Y1» Ya» Y3 dans le passage de I'état 1 prolongé a l'état 2, sont (toujours aux
termes prés de I'ordre de f*)

(68) 3 £.Lfu rMf, 1-Nf.
r-(Mfe + Nf), r(Nfo+ Lf), fILf + M[f):

Enfin, fétant nul sur S, et ayant pour dérivées partielles f;, fi, /o ot
obtient

ce 8e, | EX
s | o= [az’ Hh=|g | f=1

L. ~ - L.OCA
[3:,]. , 3, 1. Y R _
lin= =[] r=m
32, ] 8, 8,

o) .Lg_j_:faz[a_a-:fc: s | =N

\ _
W= na= 2] r=mmrmn
Lsa‘~ « — S . b‘—— LEC._. [ ¢

I

NAH 8“. —a‘j
%—:ﬁ,z[gﬁ_‘:ﬁ, Gl f=Nfu+ Lfe

I
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résultat que I'on vérifierait, bien entendu, ‘sans difficulté & V'aide des for-
mules (40), (40").

Si la discontinuité était d’ordre 7, il faudrait, dans les formules {68) et,

par conséquent, dans les formules (68), remplacer f par (f n—ll),, et les

formules (69) seraient remplacées par

n—1
[5;;:0[,:001] 1 fit 2= Lo [Sal’ 3he e oc’] f& fi 7 =Mf. + Nf,

- . . . . . . « .. . . - . . . . . . . - -

Nous n’avons écrit que les formules relatives aux dérivées par rapport
a a, b, ¢; mais nous pouvons évidemment en déduire les variations de
toutes les autres dérivées d'ordre n — 1, le lemme du n° 97 étant appli-
cable & e, ¢y, &5, Y05 Ya» ¥s-

On pourrait, des formules précédentes, déduire la variation de la densité
(dans le cas du premier ordre) ou de ses dérivées, puisque la dilatation est
une fonction des composantes de déformation.

11 3vis, — Méme lorsque la discontinuité est du premier ordre, le résul-
fat est tout semblable & celui que nous venons d’écrire, si cetle discontinuité
est trés petile, de manitre qu'on puisse négliger les carrés de 2, , v. Le
polyndme {65) se réduit alors a sa partie linéaire par rapport a ces trois
quantités et il vient (en tenant compte de (67))

(69) % [51] = L/:u [eo] = Mﬁu [55] = Nﬂ':
[Yi] = Mfc -t th [‘(2] = Nﬂl -+ Lfca ["{3] == Lfb -+ lufw

114. Rotation moléculaire. — Soit une discontinuité du second ordre :
prenons pour état initial 'état actuel en supposant toujours que fi, fi. f.
sont égaux aux cosinus directeurs «, 8, y de la normale & I'onde. Les
composanlies

: 1 (ow o
P=3 o 0z
_ A /ow ww
1=3\z "=
1 /o A/

P—=g|— — -
2 (ow oy

1 <82z 32 Ay > 1 < ip 82z 1/ 8y 2
9 273, — Sleos — a0 ! gAY — o353/
2\36%¢ cedt 2 \ccot cast 2 \cact b 8!)
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Sa variation sera donc d’aprés nos formules

(70) [pl= % (v —>B), (4= g (e —2y), [r]l= % (A8 — pa).

L'interprétation géométrique de ces expressions est bien connue : si 'on
meéne, avec le point considéré comme origine, le segment (3, p, v) qui
caractérise la discontinuité et d’autre part, un segment normal a 'onde et

6 L , . . ,
de grandeur 3 da variation de rotation moléculaire est égale au moment

d'un de ces segments par rapport & Uextrémité de lautre.,
Ou, si 'on veut, la variation de rotation moléculaire s'obtient en fai-
sant tourner d'un angle droit, dans le plan tangent & Uonde la projec-

tion du segment (M, 1, v) sur ce plan, et la multipliant par g

On voit que la variation de rotaltion moléculaire est towjours un
segment tangent & la surface de discontinuité.

Il est clair qu’on écrirait sans difficulté des formules analogues a (70),-
pour les variations des dérivées de p, ¢, r dans les discontinuités d’ordre
supérieur a 2.

1135. — La direction d'une discontinuité est celle du segment (2, g, v)
qui la caractérise, direction que nous savons étre aussi celle des segments
Ay s Y)s eee (Rny By Vi) . ‘

Si cette direction est normale a la surface d’onde S, considéréde dans
Uétat actuel, la discontinuité sera dite longitudinale ; si elle lui est tangente,
la discontinuité sera dite transversale.

Il résulte des formules obtenues ci-dessus qu'une discontinuité longitu-
dinale est sans influence sur la rotation moléculaire et qu'une disconti-
nuité iransversale est sans influence sur la densité.

116. Signe d’'une discontinuité. — Etant donnée une discontinuité
d’ordre quelconque ayant lieu & Uinstant ¢, imaginons qu’a partir de cet
instant, chaque molécule continue & se mouvoir avec la méme vitesse et la
méme accélération initiales, autrement dit, qu’on rende ces vitesses et
ces accélérations continues par rapport au temps.

Comme il a été remarqué au n°, 90, le mouvement ficlif ainsi obtenu
ne vérifierait plus, en général, les hypothéses énoncées aux n°* 44-46.
Ou bien les deux milieux partiels 1 et 2 pénétreraient I'un dans 'autre ; ou
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bien, au contraire, ils s'écarleraient I'un de I'autre et cesseraient d’étre
contigus,

Dans le premier cas, la disconlinuité considérée sera dile positive ou
comprimante ; dans le second, négative ou dilatante.

D’aprés celte définition, le signe d’'une discontinuité n'est pas modifié
lorsqu’on inlervertit les roles des deux régions qu’elle sépare. Il changerait
si l'on renversait le mouvement, c’est-a-dire si I'on substituait les instants
anlérieurs aux instants postérieurs et inversement (ce qui revienl & changer
le signe de ¢ dans les équations du mouvement).

Il est évident, d’aprés ce que nous avons dit-au n° 94, que le signe en
question est [ié au sens de la différence qui existe entre les deux valeurs
de la composante normale de la vitesse ou de I'une des accélérations sue-
cessives. Pour obtenir la [orme exacle de cette relation, il suffit de reprendre
les raisonnements présenlés en cet endroit.

Soient S, la surface limile du mifieu 1 (laquelle coincide a linstant
donné ¢, avec la surface de.discontinuité S) dans notre mouvement fictif,
(2, y,, z,) un quelconque de ses points;

(71) o (@, Y 2, 1) =0
son équation.

Convenons, pour fixer les idées, que le milieu 4 sera situé, par rapport a
cette surface, du ¢oté ¢ < 0.

Soient encore S, la surface limile du milieu 2; (z;, y,, 2,) celui de ses
points qui, & l'instant ¢,, coincide avec (x, y,, 5:), ce point étant égale~
ment supposé animé de notre mouvement fictif, Il y aura pénétration des
deux milieux, si l'on a, pour ¢t = ¢, + ¢,

(72?) ¢ (03 ¥y 250 1) <O,

11 suffit, pour cela, que la dérivée du premier membre, si elle ne s'annule
pas pour t = ?,, soil négative. Comme le premier membre de I’équalion ('71)
est supposé identiquement nul, ceci donne (comparer 'équation (486))

o | 8z oo [ 8y o | 3z
(73) o 87]'*‘@[5:’]"‘6? % ||<0

Mais ¢ étant supposé négalif du cété de la region {1, %;%, 3—;, g—'f out les

signes des cosinus directeurs de la normale & S dirigée vers la région 2 :
done linégalité ('738) exprime que, dans le passage de la région \ a la
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région 2, la composanite normale de la vitesse augmenle d'un segment
dirigé vers la région 1.

Si au contraire le changement de composanle normale de la vitesse a
lieu vers la région 2 quand on entre dans celle derniére région, la quanlilé
o (%3 Y3, 55, 1) sera posilive a 'instant ¢, + ¢, et par conséquent le point
(%3, ¥1» 2,) sera exlérieur & la nouvelle posilion occupée par le milieu 1 &
cet instant. En un mot, la discontinuité sera dilatante.

Si maintenant, la composanle narmale de la vilesse reslant conlinue,
Iinégalité (73) est remplacée par une égalité, il faudra exprimer que la
dérivée seconde de ¢(x;, y,, z,, t) est négative. A cel effet, on n’aura,
comme au n° 94, qu'a différentier deux fois Véquation ('71) et Viné-
galité (72). Dans le cas ot la vitesse elle-méme (et non plus seulement sa
composanle normale) est continue, on obtient ainsi évidemment (com-
parer I'équation (47)), pour une discontinuité comprimante,

29
w [ot*] bJ [otﬁ] Y3 [ot’] <90

- et, pour une discontinuité dilatante,

oo [e2z 1) 8z
Y 872] oy ct‘] [St“’_] >0

Celles—ci expriment les mémes condilions que tout & I'heure, saul que la
vitesse est remplacée par Paccélération.

Si cette derniére, & son tour, élait continue, il suffirait de la remplacer
par 'accélération du troisitme ordre ; et ainsi de suite.

117. — Les considérations précédentes subsislent (ainsi qu'il nous est
utile, pour la suite, de le remarquerfqu'il y ait ou non compatibilité.

Il n’y a, bien entendu, pas lieu de parler des disconlinuilés slationnaires,
qui, d’aprés ce qui précéde, ne sont ni comprimantes, ni dilatantes.

8'll y a eompatibilité, on peut donner au résultat une forme un peu
différente.

Prenons, pour fixer les idées, le cas du [premier ordre : la différence des
deux vitesses normales est égalela — 6, multiplié par la composante nor-

male du segment (2, &, v). Or cetle dernidre est égale 4 ? — 1.
2

Dong, la discontinuité est dilatante ou comprimante, suivant que la pro-
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pagation se fail vers la région la plus dense ou vers la région la moins
dense.

Daas une discontinuité du second ordre, ce n'est plus la vitesse, mais
I'accélération qui est discontinue. De méme, si la discontinuité est d’ordre »,
elle portera seulement sur Paccélération d'ordre n et son signe dépendra par
conséquent, de celui qu’aura la composante normale du segment (A4, 124, ¥2)-

D’autre part, considérons les dérivées successives de la densité par rapport
au temps. Les » — 2 premiéres d’entre elles sont conlinues : pour la
n— 1% onam 111)

Ny — {4 1
én=1 log 3
—5Fp=T— | = (At 4 pf + vy) (— Bt

ce qui, d'aprés les formules (58), pent s'écrire

gn—1 log1

i
Spm=1 = — N ()‘na -+ Hn@ -+ Vn‘{)~

La disconlinuité sera comprimante i la parenthse du second membre
est négative, c’est-a-dire si la propagation se fait vers la région ot la
dérivée n — 1¢me de la dilatation par rapport aw temps est la plus
grande. i

118. — On peut ratlacher aux considérations précédentes certaines
remarques simples relatives au dédoublement d’une discontinuilé.

Considérons, par exemple, une disconiinuité du premier ordre compri-
mante. Supposons qu’il n'y ait pas compatibilité, mais que le dédoublement
ait lieu en deux ondes seulement, et que, de plus, ces deux ondes se pro-
pagent en sens inverses. Il est clair que I'une au moins d’entre elles devra
étre comprimante.. Pour celle-ci, la propagation se fera vers la région la
moins dense ef, par conséquent, l'état intermédiaire qui prendra nais-
sance entre les deux ondes sera plus condensé que 'un au moins des deux
premiers.

I sera, au contraire, moins condensé que I'un au mains d’entre eux si la
discoatinuité donnée est dilatante.
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§ 4. — ETUDE DES DISCONTINUITES (Suite)
CONDITIONS DE COMPATIBILITE D'ORDRE SUPERIEUR

119. — Nous avoas, dans ce qui précéde, étudié une discontinuité
d’ordre »n au point de vue de ses effels sur les dérivées d’ordre n. Quelles
relations cette discontinuité enlraine-t-elle entre les variations des dérivées

d’ordre supérieur & n (en supposant que celles-ci prennent, comme les
premiéres, des valeurs délerminées de chaque coté de l'onde) ?

Ces relations sont notablement plus compliquées que les premiéres. Nous
ne les formerons que dans les cas les plus simples.

Considérons une discontinuité du premier ordre et introduisons les
dérivées secondes. Nous avons trouvé, pour les condilions qui regardent la

variable
(36) [ ] = M [ =-)\ﬁ,, f;f] = if..
oy 5] =

dont les trois premiéres proviennent des conditions identiques, la derniére
des conditions cinématiques de compatibilité.

Nous supposerons, pour fixer les idées, que f représente (rigoureusement
cette fois) la distance du point a, b, ¢ & S;. Dans ces condilions, nous pou-

"2 2/‘

vons remarquer que 'g—t obSt oc'ft’

cosinus directeurs de la normale & fa surface f = const. seront connues lors-
que f, sera donné sur toute cette surface. 1l en sera de méme, bien entendu,
des dérivées secondes de f par rapport & a, b, c. Toules ces quantités seront
donc connues lorsqu’on donnera S, et les premiers membres des équations
(38), (74).

Nous composerons avec elles les formes diflérentietles

dérivées par rapport au temaps des

(1, (da, db, de¢) = f,da + f,db + [, dc,

E 3 AP
5) i (da, db,dc) = (\~ da -+ 50+ 5 dc) f=glda® ...
, BLodar L v+ 2L
f” (da, 4 b, dC) 3 'rJaot da + 5 db + acat dC’
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et nous considérerons également les formes analogues conlenant les varia-
tions des dérivées de x

‘Ei(da, b, dc) == ([ ] da + [ob] b+ [:] )
?s',(da,db,dc)z [;:ol] da + [ e t] db + [° ] de.

Formons d’abord les condilions identiques. Dillérencions deux [ois
I'équation [#] = const. sur la surface S, : nous voyons que I’'on doit avoir

3 1 e 5

moyennant les relations

(76)

(7M7) fi="/lda + fidb + f.dc=10
et
(78) fi + fud?a + f,d?b + f.d?c =0.

En vertu des relations (86), ceci revient & dire que I'équation (77)
entratne §, — Af; = 0. 11 faut, pour cela,qu’il existe un polynéme linéaire
Ada + Bdb + Cdc tel que l'on ait, quels que soient da, db, dc,

(79) £, = M; + 2f, (Ada + Bdb + Cdc).
Différencions également sur S, la premiére équation (36) : la différen-

tielle de ?:[ est
3a

C A PRSI i B Y ;NZZ)

et de méme la diflérentielle de [;'—g] est 5 SE’—CE;;{). On a donc

1ot X of,
33(da) — fadk + Zo(da)’
Mais en dérivant par rapport & da, l'identilé ('79), on a (puisque 7, = 0)

L S A

3 Sdd) = 2 o (dg) + fo (Ada + Bdb + Cde),
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la comparaison de ces deux formules donne
(80) d\ == Ada + Bdb -+ Cdc (sur S,).

Les formules ('19) et (80), ainsi que les formules analogues relatives
4 y, z (lesquelles introduiraient six aulres coefficients auxiliaires analogues
4 A, B, C) sont les conditions identiques.

- 120. — Passons aux conditions de compalibilité. Nous devons, & cet
effet, compléterle calcul précédent, d’une part én différentiant sur §, et non
sur 8,, d’autre part en utilisant (74). Différeniiant d’abord cette derniére
sur 8,, il vient

8y = fidh + A", =)/, + fi (Ada + Bdb +- Cde).

Ceci devant avoir lieu pour toutes les valeurs de da, db, dc qui vérifient
la é¢ondilion ('77), on a, en mtroduisant la quantité auxiliaire )

/182 T 82f ,
_WJ =)\5§+Ah+)\ﬁ"
. Tszx 82/ ,
(81) ' _ab—az] =} 355+ B+ N
[ 522 ] 32 ,
fesi) = s + O+ ¥l

Faisons mainlenant varier @, &, ¢, ¢ sur §,, nous devrons avoir, non
plus (77), mais

(77) b+ fidt = 0.

La premiére équation (38), différentiée dans ces nouvelles conditions,
donnera (d’aprés (81))

13,
2 5(da)

Ly ey . 1 of, | o
+ (Mg + Mo L) dr = fod o (4 gl 7))

Remplacons ¢, par son expression {79) et tenons compte de (7'7’), nous
avons, toutes réduclions failes

(80') Ada + Bdb + Cde +Ndt =d\  (sur §,).

Si nous supposons connues les variations brusques des dérivées secondes
de x, tout est connu (grdce aux équations (79) et (84)) dans le premier
membre de (80'), et nous avons par la la varialion infinitésimale de A
lorsque le temps varie.
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Reprenons enfin I'équation (74" pour ladifférentier sur §,, ce qui donne
(en tenant compte de (80"))

‘—l-[ ]dt_f,(Ada+Bdb+ Cdc+k’dt)+l(/ +\/dt>.

Remplacons &', par sa valeur tirée de (81) et tenons dompte de (77') : il
" ne reste que les termes en d¢, qui donnent

(82) [Mz]_zx'ﬂq—xr{

Supposant toujours connues les dérivées secondes de fetle formule

. &2f . ;
nous fait connaitre 8}4 c’est-a-dire le mouvement dela surface d’onde aux
éléments infinitésimaux du troisi¢me ordre prés. Mais on aurait également

, ‘
;—tf‘par les équations analogues correspondant a y et z. En égalant ertre

elles les expressions ainsi trouvées, on a deux nouvelles conditions de
compatibilité.
Si I'on pose

X,_E,+25,dt+[ ]dz

(83) [] da [ ) o+ [ 5] e+ [St] "”) ?

Fo=/f, +2f/ dt+<—fdt = (r da + i)-db + 5 dc “+ dt) !
\Fi=/7 + f, dt
les résultats précédents se résument dans I'identité
(79) X, = AF, + 2F, (Ada + Bdbd + Cdc + Vdi).
121. Conditions du troisi¢me ordre. — Adjoignons maintenant aux
formes (75), ('76) les suivantes
3 3
f.; —*(Sada_‘—é—édb-{"s—cdc) f
o~ 'S [y ag
f;’::(g?l da*l—b—obdb—l— '\8ch> o =§g—— da? +
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DifTérentions trois fois, sur S, la relation {z] = 0 : il vient

2
(mada+ ) db-i—b(dc dc)

3 oL 3 3;1‘ __
+[5;~a-]da+[8b]db+[ae dic.= 0,

cela moyennant les équations (77), (18) et
oy of, s g0
gfa 2 (sl e+ sidty 2+ 3 )

(84)
+ fadPa + [1d% + fidPe = 0.

Les différentielles troisiémes s’éliminent immédiatement par les condi-
tions (86) : remplacant §, par sa valeur (79), nous avons la relation

¢, = My + 3f, (Ada -+ Bdd + Cdc)

laquelle doit subsister moyennant (77) : autrement dit, nous pouvons écrire

(85) 8, = M, + 3f, (Ada + Bdb -+ Cde) + 3/, 4,

4, (da, db, de) étant une forme quadratique en da, db, dec.

Pour avoir la signification de,, considérons I’équation ('79) qui est une
identité par rapporta da, db, de. Changeons y da, db, dc en d'a, d'b, d'e,
puis différentions sur S, (sans faire varier d'a, d'd, d'c) : ceci donne

l 2%,
3 (ot 92 = stay 20 + s @)
= fz (d'a, d'b, d'c) (Ada =+ Bdb + Cdc)
o A, of,
+3 (wfa) da + srigy P+ side) ¢ )
-+ 2f (d'a, d'b, d'c) (dA d'a + dBd'b + dCd'c)

! 4 4 / f " 0/' U ,
+(Ada+Bdb+Cdc)\W:l'da+a(de d'b + \h([;[c)d >

Si nous remplacons £, par sa valeur (85), le polynome f, (d'a, d'b, d'c)

vient en facteur et ’équalion se réduit &

g Y e = 0%, ) 0y
dA d'a + dB d'b -+ dC d'e <(da)da+a(db)db+a(dc)d)

d'a, d'b, d'c étant arbitraires, on a

(=2
-C=
*

e

dC==5 % (urs,)

i 3 1 ¢
! JA =— . 72 — _ . T3 = 2
86 dA =, uay B =25@s) 2 3(de)
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équation d’ou on peut déduire la valeur de d2\ (en verlu de (80))
87) dx = Ad'a + Bd —+ Cdic + §,.

Ayant ainsi les conditions identiques, nous obtiendrons les condilions de
compalibilité en différentiant, sur §,, toules les conditions (79) a (82).
Nous ferons le calcul d’'vn coup en inlroduisant les expressions (83) et

a3 .
X,=1% + 3¢, dt + 3<[_°_7"_‘] da +- ) dit —+ [%%- dis
; )
[ —]d“ [Ob]’"’ +[oc]dc +[6 ]dl z

F, ,./3+3f,d¢+3<  da —}—Nbof;‘db rraczdc)dtz + 2w

:( da + — db+ - de + 5 dt)f.

b

Nous pourrons alors récrire les formules précédentes en remplagant
les § par des X, les f par des F, et introduisant des termes en d¢, d?, d*,
partout ou il en existe en da, db, dc; d%a, d*h. d%; d%, d*b, d*c. De
cette facon I'identité (85) sera remplacée par

(85) X,=)F, + 3F,(Ada + Bdb ~ Cdc + XNdi) + 3F, ¥,,

W, étant une forme quadratique en da, db, dc, dt.
La comparaison de la formule précédente avec (85) montre que, dans W,,
la partie indépendante de d¢ n’est autre que ¢, : on pourra poser

(88) W, =, + 2dt (A'da + B'db + C'dc) + Vdir,

En continuant & suivre la marche exposée tout & T'heure, on verra que
les différentielles completes de A, B, C, A’ sur §, sont

_ i o, 1 0'-!42 '
dA = 2 a(d.a.) T 20(da) + Aldt
_lew, 1 M, p
, B =3 5@k = 2 s{ap) + B
(867) 1 W 1
L 2 ‘
=@ =2 o+ X
ax =1 pg CBUB 4 Clde -+ Nat
3 3(at)

de sorte que (comparer (87 ).

(87) W, + Adiq + Bd® + Cd?’c + Adt = d?»  (sur §,).
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Enfin, si on égale, dans (85’), les coelficients des différentes puissances
de d¢, on a, aulre l'identité (85), les relations

e, = My -+ N[y + 2f/ (Ada + Bdb -+ Cde) + fib,
+ 2f, (A’da + B'db + C'de),
L Sf 9! 82f "
(89) [sa—sf] Ry ALl LIV

Sas
[w]—w' +mm+x£

Etant doanée, & I'instant ¢, la posilion de la surface de discontinuilé, ces
différenles formules et leurs analogues relatives a y, z, permettront de cal-
culer, en fonelion des variations brusques des dérivées premiéres, secondes
el troisiémes des coordonnées, les paraméires A, B, C', ' et leurs analogues.
On pourra méme, entre elles, éliminer ces quantités, de maniére & obtenir
des conditions de compatibilité. Enfin, la derniére des formules (89) fait’

'\3 .

P . s e e .
connaitre ﬁ{’ c’esl-a-dire Paccéléralion du troisieme ordre de la surface
d’onde, et on aura deux aulres condilions de compalibilité en égalanl la
valeur ainsi trouvée i celle qu’on déduirait des équutions analogues rela-
livesa yeta z.

122. Si ces condilions n’élaient pas remplles, la surface de disconti-
nuilé du premier ordre pourrait rester unique. Mais il s’y adjoindrait
nécessairement au moins une onde d’ordre supérieur, se séparant de la
premiére aux instants voisins de celui que 'on considére.

123. Cas d’'une onde du second ordre. —— Proposons-nous encore de
trouver les conditions du troisiéme ordre dans une discontinuité du second.

C’est & quoi nous pourrions arriver par des calculs analogues & ceux
que nous venons de faire ; mais nous pourrons aussi déduire ce résultat
du précédent : car on oblient une disconlinuilé du second ordre en faisanl,
dans les formules ('79) et (79'), A = 0 (les quantilés analogues 1. et v étant
également nulles).

Les conditions du second ordre devront alors coincider avec celles des
n* 85, 86, 103. Cest en eflet ce qu’il est aisé de conslater : il suffit de
remarquerque, d’aprés la relalion (80’), Ada ~+ Bdbd + Cdc + Xdt doit
s'annuler moyennant la condition (7'7'). On peut donc écrire

} A pA A
(90) A=5f, B=3fu C=3fn Y=3/
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(o1, bien entendu, A n’est plus la quantité que nous avions désignée tout
a Pheure sous ce nom et qui est ici nulle). La relation (79') devient alors

X, =}
ce qui est bien le résultat trouvé au n® 103.

Considérons maintenant l'expression ¥, qui figure dans les conditions
du troisieme ordre. D’apreés (87), celte expression doit étre lelle que

¥, + Ad’a + Bd*b =+ Cd?c + Vd*t = d%
s’annule moyennant les relations F, = 0 et
F, + fda + fod% + f.d’c + f.dit = 0.
D’aprés les valeurs (90) de A, B, C, ', ceci donne

X .
(91) ¥, =5F, 4 F (A da + B,db + C dc + ) di),
A, B,, C,, V', désignant de nouveaux paramétres,
Les relations (86) se réduisent alors foules trois (puisque par exemple

X 1 oF,
A:—2~f,‘,e.l que dfa_‘) o\da))

dh=A da + B,db + C,dec + ¥, dt¢
et les relations (85), (85’) deviennent

X,=32F,F, + 3F2 (A, da + B,db + C,dc + %', dl),
§, =34 Aif, + 3% (A,da'+ B, db + C, dc)
Vo= Mifo+ 2f, w,' + f. (A, da + B, db + C, de)] + £33V,

7;63.1: Af '+'2)f +f 3 2/‘ ‘))\’f'
Sasid | T Ml ‘8 Y a g + 207

¥, 1)

Ces équations ne donnent naturellement plus <

==
2
“t8
—
I
N4
™
N
-
8)1 07

2
t( ,mais seulement g { )

lequel figure dansles deux derniéres et, par conséquent, peut se tirer de six
¢quations différentes (en comptant celles qui correspondent a y et z).

De plus, le départ entre les conditions identiques et les conditions de
compatibililé est différent de ce qu’il élail dans le cas précédent. La condi-
tion (74) est, en eflet, donnée, et fournit par conséquent, des condilions
identiques, au lieu de faire partie des conditions de compatibilité.
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LA MISE EN EQUATION DU PROBLEME DE L HYDRODYNAMIQLL

§ 1. LES EQUATIONS INTERNES ET LA CONDITION SUPPLEMENTAIRE

124. — On sait que les équations de ’Hydrodynamique se déduisent
de celles de V’'Hydroslatique par application du principe de d’Alembert.
Cette déduction, sur laguelle nous n’avons pasa insister ici, conduit comme
il est bien connu aux équations suivantes )

»

I
Shd
+

©2)
-
~

(1) Y = &

-

§€ & §IS

o4
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o1 les symboles », & ont la méme signification qu’au chapitre II. Les quan-

tités u = g%, v = glt/, w = %% désignent les composantes de la vitesse,
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de sorte que 887‘:’. par exemple, est égal a 3%‘;1 équation (18) du chapilrell

permet encore d’écrire
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130 . CHAPITRE I

La quantité g, qui est la densité, s'exprime par les équations (3) et (8')
du n°® 47, soit ici

a
oxr

S Sz 8x
sa° 8% ¥¢
. o |8 3y &y
) = |%a % 3¢
2 bz U
Sa %6 f¢

Les équations (1) el (8) (aprés que I'on aura expriné %—’;a gs, g 4 laide
des dérivées parlielles de p, @, y. 2 par rapport & a, b, ¢), jointes & une
équation supplémentaire qui resie & former, sont celles qui détinissent les
quantilés inconaues z, y, 3, p, p en fonclion de a, b, ¢, ¢. Mais on sait qu’il
est le plus souventavantageux de substituer & ce mode de mise en équation,
qui est celui de Lagrange, la mise en équation d’Euler dans laquelle a, b, ¢
ne figurent pas, les variables indépendanles élant «, y, 2, t les fonctions
inconnues p, p, et les composanies #, v, w de la vilesse.

Dans cette manitre d’opérer, les équations (1) seront remplacées par les
équalions (2), et quant a P'équation (8) qui définit p, elle sera remplacée
par I'équation '

; [ 2 (pu 2(pv) | d(ow
P

formée au n’> 62. Celle derniére, qui est dite équation de continuite,
n’est donc autre que celle qui exprime la conservation de la masse.

123. — Les équalions (1) et (8), s'il s'agit de la forme de Lagrange,
(2) et (4) s'il s’agit de Ja forme d’Euler, sont en nombre insuffisant pour
délerminer les fonctions inconnues, puisque celles-ci sont au nombre de
cing, et il est en effet nécessaire de leur adjoindre une cinquiéme équation
dite condition supplémentaire. Cetle derniére condilion est celle par
laquelle inlervient la nature physique du fluide, sur laquelle il n’est rien
supposé dans la formation des équations écrites jusqu’iei.

Pour les liquides (supposés parfaitement incompressibles) cetle équation
est

p == conslante,

En ce qui concerne les fluides compressibles, la formation de la condi-
tion supplémentaire comporte plus de difficullé. On sait que 'on considére
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LA MISE FN EQUATION DU PROBLEME DE L HYDRODYNAMIQUE 131

alors le fluide comme caraclérisé, au point de vue physique, par une rela-
tion de la forme

(5) F(p,o T)=0

. entre la densité p d’une portion de fluide, la pression p et la température T.
Par exemple, pour les gaz parfaits, cetle relalion est

%) f%' == constarite.

Celte relation fournit la condition supplémentaire cherchée si Pon connait,
d’aulre part, la loi suivant laquelle varie la température. Lorsqu'on
suppose celle-ci conslanle, ainsi qu’on V'avait fait jusqu’a Laplace, la con-
dition supplémentaire est donnée par [a loi de Mariolte

(8) g = conslanle,

Si au contraire — et les recherches sur la vilesse du son ont prouvé que
celte hypothése était bien plus prés de la réalilé que la premiére — on
admel que le gaz a une conduelibililé nulle, de sorle que les dégagementls
ou absorplions de chaleur produits par la contraclion ou la dilalation de
ses différentes parties servent uniquement a échauffer ou a refroidir les
molécules méme qui en sont le siége (contraction ou dilatation adiabatique),
on constale que la relalion {6) doit ¢tre remplacée par la suivante

n

(7 ER— == consiante

m élant un coelficient constant (le rapport des deux chaleurs spécifiques
du gaz).

126. — On doit noter une différence essentielle qui sépare I'équation
(7) des équations (5') et (6). La constante qui figure au second membre
de (&) est une conslante absolue, connue a priori pour un gaz de nature
donnée, C'est, & un facteur constant prés, ce que I'on nomme souvent la
densité de ce gaz, c'est-d-dire le rapport du poids d’'un volume quelconque
de fluide au mé¢me volume d’air dans les mémes condilions de température
et de pression. 11 en est de mé&me pour celle que renferme 1'équation (8),
si l'on donne la température. Au contraire, la constante qui s'introduit
dans I'équation ('7) est une conslante d’inlégration, qui dépend de l'état
primitif & partic duquel le fluide a varié adiabatiquement.-Si cef #lat élait
unique pour loute la masse, il en est de méme pour Ja consiante en question.
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132 CHAPITRE 111

Mais il n’est nullement nécessaire qu’il en soil ainsi : dans le cas conlraire,
o . Yy, . . . . 3
le second membre de Péqualion (7), indépendant de ¢, est une fonction ce
a,.b, c.

127. — Mais I'une et l'autre des formules (6) et ('7) présupposent la
relation (5). Or I'existence méme de celle-ci n’est pas sans soulever quel-
ques objections en Hydrodynamigue. Elle est, il est vrai, indubitable {du
moins dans les conditions ou se place I'llydromécanique rationunelle) toutes
les fois qu'il y a équilibre, el, par exemple pour les gaz parfails, la relation
(5) a été établie par une série d’expériences dans lesquelles on a comparé
entre eux divers états d’équilibre d’'un méme gaz. Mais aucune expérience
analogue n’a pu étre instituée pour vérifier celle méme relalion’ dans des
gaz en mouvement plus ou moins rapide.

Il w’est done pas établi, dans ce deruier cas, que V'équation (5') conserve
sa forme. M. Bjerknes (!) 8 méme éludié hypothése ou celle relation serait
modifiée par des termes correspondant au mouvement, c’est-a-dire conte-
nant les vitesses ou les accélérations.

Un raisonnement ayant pour but d’établir, au contraire, que la relalion
(5') subsiste dans tous les cas a élé présenté par M. Duhem (?) : il consiste
a ramener ce fait & une hypothése relalive a la forme de la quantilé
nommée potenticl thermodynamique. On nomme ainsi uoe grandeur §

_ permetlant Papplication du principe des vitesses virtuelles lorsqu’on tient
compte des changemenls de temi)erature et de pression, de méme gue la
fonction des forces permnet d’écrire d’'une maniére simple ce méroe prineipe
Jorsqu’on reste dans le domaine de la Mécanigue classique.

Ce potenliel thermodynamique se compose du potentiel des forces exié-
rieures augmenté d’une partie complémentaire nommée potentiel thermo-
dynamique interne.

M. Duhem admet que ce dernier' a une.expression de la forme

j ffp@ dx dy dz

ot b dépend de la densilé et de la lempérature : que ce potentiel est, par
conséquent, fonction de la position du milieu, mais non des vilesses ou des.
accélérations de ses poinls.

() Acta Mathematica, tome 1V, p. 121-170. ) .
(2) Cours de Physique mathématique, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique,
tome I; Paris, Hermann, 1891. '
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LA MISE EN EQUATION DU PROBLEME DE L’HYDRODYNAMIQUE {33

On obtient les équations d’équilibre du fluide en écrivant que la varia-
tion du potentiel thermodynamique totul est nulle ou positive pour toule
modification infiniment pelite, compatible avec les liaisons.

En prenant, pour la modification en question, successivement chacune
de celles qui ne font varier la densilé en aaocun point et qui n’interrompent
pas laconlinuilé, on démontre l'existence d’une fonction p, continue en
chaque point, par l'introduction de laquelle les équations classiques de
I'Hydrostalique sont vérifiées.

En introduisant une modificalion qui creuse une cavilé, on obtient la
condition p > 0.

En considérant, enfin, une modification qui fail varier la densité, on
arrive & la relation

O
p_t aP

et celte relation est bien de la forme (5').

128. — Si maintenani, au lieu des équations de I'éguilibre, on.veut
écrire celles du mouvement, le principe a appliquer en verlu des lois gé-
nérales de la Thermodysamique, est celui de Hamillon (le poteatiel Lher-

" modynamique remplacant la fonclion des forces .

Or Vapplicalinn de ce arineipe conduit au méme résultat jue celle du
principe de d'Alembert, savoir aux équations (1), la formule (5') subsislant
dans Je cas du mouvement comme dans celu de 'équilibre.

129. — L’équalion (5') étant ainsi admise en verlu de ce qui précide,
I'équation ('7) en résulle-t-elle forcément dans le cas de la compression ou
de la détente adiabatique ?

Uune objection toule semblable it la précédente se pose & cet égard. Les

~ raisonnements qui permettent de passer de P'une de ces relations a I'autre
reposent, en efet, sur I'élude de la chaleur spécifiqus des gaz, & savoir sur
la formule

oT sT

qui représenle la quantité de chaleur dégagée dans une modification infi-
niment petite, en fonction de la variation dv du volume et de la variation dp
de la pression. Or, les valeurs des chaleurs spicifiques G et c ont été établies,
comme celles des coefficients de dilatation, par des expériénces sensible-
menl statiques, c'est-a-dire olllées m ouvements de la masse gazeuse a étu-
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134 CHAPITRE 1i1

dier ¢taient extrémement peu rapides, ou par des ex périences dans lesquelles
les vilesses de ces mouvements étaients mal connues (expérience de
Clément et Desormes). La méme formule reslera-t-elle valable dans le cas
général de ’Hydrodynamique ?

La Thermodynamique permet de répondre a cetle question, 11 suffit, a cet
eflet, de partic de I'équalion fondamentale qui exprime le principede 'équi-
valence

(9) a7 — % dzmVt — EdQ + aU

o d représente le lravail des forces extérieures appliquées au systéme,
=mV* la force vive, E I'équivalent mécanique de la calorie, dQ la quantité
de chaleur dégagée, U ’énergie-interne, c'est-d-dire une cerlaine fonclion
de l’état inlerne du systéme.

Les forces cxléricures appliquées & une massc gazeuse seront ‘de deux
sortes : 10 les forces appliquées aux ¢lémenls de masse, telles que pesanleur,
électricité, ele. ; 2° les pressions extérieures, appliquées & la surface.

Le travail élémenlaire de ces derniéres sera

(10) dl.‘/ / p[u cos (n,x) + v cus (n,2) + w cos (n,3)] dS,

dS élant I'élément de surface limile, n la normale & cet élément ; u, v, w,
comme précédemment, les composanles de la vitesse. Le premier membre
de I'équalion (9) s'écrira donc en désignant par d<, le (ravail de la pesan-
teur et aulres forces de la premiére catégorie

dto+dl/'/ plucos (n,x) + v cos (n,s) + wcos (n ,,.)]Eb
(11)

) asmvr = Rag + av.

Dans les condilions ot I'on s’est placé pour mesurer expérimenlalement
les chaleurs spécifiques des gaz, le travail dT, est négligeable. 1l en est
de méme de la force vive, les vilesses étant insensibles. Comme | intégrale
double (10) représente, pour p constanl, la quantilé pd?y, oudY est la
variation de voluine, la formule précédente s’éerit

12) dQ = | (pd — al').
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LA MISE EN EQUATION DU PROBLEME DE L'HYDRODYNAMIQUE 133

1l est clair que c’est cette formule qui fait connattre la chaleur dégagée

dans un changement de volume ou de pression quelconque et que, par

conséquent, son second membre coincide avec la quantité (8).
Placons-nous maintenant dans le cas général et partons des équaltions (1)

du mouvement. Multiplions respectivemenl ces équations par udt, vdt, wdt

et ajoutons : multiplions encore par p dzx dy dz etintégrons dans le volune

occupé par notre fluide. Au premier membre, nous obtiendrons le travail dT,.
Quant & la quantité

2
fff (w53 + o + w0 ) dwayas,

su 3% Sv &z  dw
elle est (en verlu des relatlons '8_ =S T R N ) la diffé-

rentielle de la demi-force vive. Le dernier terme obtenu au second mems-
bre peut s’écrire

t ffp[u cos (n, x) + v cos (n, y) + w cos (n, 2)] dS
u bv
f] f m as) dxdydz

en vertu du théoréme de Green. La formule (11) devient donc finalement

EdQ+dU_dlffj °“ o ""’)dzdydz

La quantité

ou o dw
di ( TR a;) dwdydz

représente, comme on sait, le changement de volume d99 subi pendant

Uinstant dt par 'élément de masse pdz dy dz. Donc la quantité de chaleur
dégagée par cet élément sera

40 = g (pa% — dV)

dU étant I'énergie interne de cet élément.
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138 CHAPITRE 111

Nous retombons donc, méme dans le cas du mouvement, sur la formule
{12). Celle-ci est bien, dés lors, indépendante des vitesses imprimées au
fluide, ainsi que nous I'avions annoncé.

130. — On doit toutefois remarquer que notre raisonnement exclut la
possibililé de variations brusques dans la vilesse, aulrement dit de percus
sions s’exercant dans U'intéricur de la masse. Cetle supposition est en effc
nécessaire pour écrire la relation

Y] 02 02
d; V2 = dt.fj fp(u grf» + v or;f +w Z;f) drxdydz

qui exprime la variation de la dewi-force vive.

La relalion en question est manifestement analogue au théoréme de
des forces vives el ’on sait que, dans la théorie des percussions, on es
amené & remplacer le théoréme des forces vives par une relalion de forme
différente, le théoreme de Carnol.

1l est clair, d’ailleurs, que loutes les considérations précédentes sont rela-
tives au cas ou de telles percussions n’existent point. En particulier, lors-
qu’elles se produisent, il n'est plus vrai, aines que nous aurons 'occasion
de le remarquer plus loin, que la pression reste continue.

131. — Lorsque le fluide considéré ne sera ni un liquide inconmipres-
sible ni un gaz parfait, la relation (5) continuera néanmoins a exister si
I'on adople 'hypothése de M. Duhem ; mais elle aura une forme différente
de (5'). Elle achivera de déterminer les équations internes du mouvement
si 1 on sc donne en outre a priori, comme on doit loujoursle faire, la ma-
nicre dont varie la tempéralure. Dans le cas ou celle-ci reslera constante,
la relation (5) prend évidemment la forme
(13) F (s, p) = 0.

Il en sera de méme, ainsi qu'il résulterait de raisonnemenis tout sem-
blables aux précédents, pour le cas de la détente ou compression adiaba-
lique, si la vilesse reste conlinue.

Nous n'avons rien & dire de général sur la (orme analytique des relalion~
ainsi obtenues. Mais elles satisfont toutes & une condition d'inégalite
eommune : La pression est une fonclion croissante de la densité. Autre
ment dit, en augmentant da pression subie par le fluide, on diminue sos
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LA MISE EN EQUATION DU PROBLEME DE L'HYDRODYNAMIQUE {37

volume. Cetle condition exprime la stabilité de Véquilibre interne du
milieu ().

§ 2. — INTERVENTION DES CONDITIONS AUX LIMITES

132. — Le mouvement d’un fluide quelconque est déterminé, d’une
part par les équalions internes telles que nous les avons écrites dans ce qui
précéde, d’autre part par les conditions initiales, enfin par les conditions
aux limites,

Les conditions initiales consisteront & se donner, & un inslant ¢, a parlir
duquel on étudic le mouvement, les positions des différentes particules et
leurs vitesses.

Les conditions aux limites seront de deux sortes. Le fluide sera, sur tout
ou parlie de sa surface,en contact avec des parois solides dont nous suppo-
serons le mouvement donné. Nous aurons donc & écrire qu'a chaque
instant une partie de cetle surface (laquelle est, ainsi qu’il a élé dit au
n° 48, conslammen! formée par les mémes molécules) coincidera avec la
paroi. ‘ ‘

S§’il existe une surface libre, nous supposerons donnée sur celte surflace
la valeur de la pression, c’est-a-dire de la quantilé p qui figure dans les
équalions du mouvement.

133. — Lorsqu’on écrit, en Mécanique rationnellé, les équations diffé-
reatielles du mouvement d’un 'systéme assujetti & des lizisons données
quelconques, ces équations permellent en premier lieu de calculer les
accélérations des différents poinls 4 un instant quelcouque, lorsqu’on se
donne & cel instant les positions de ces points et leurs vilesses & la seule
condition, 1° que la position donnée du sysléme satisfasse aux liaisons;
2° que les vilesses données des diflérents poinls soient de celles que ces
points puissent recevoir, a l'inslant en question, dans un mouvement
compalible avec ces liaisons. ,

Occupons-nous done de résoudre cetle question dans le cas actuel, aulre-
ment dit de calculer les aecéléralions des différents points a instaot ¢,

connaissant a cet instant 1° les forces qui sollicitent le fluide, 2° les positions

(t) Duhem, loc. cit., p. 80 83.— Voir plus loin, ch. VI, no 272,
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138 CHAPITRE 1II

des poinls el leurs vifesses, 3° le mouvement de la paroi et la pression & la
surface libre ainsi que ses dérivées par rapport au temps.

La queslion se présente de fagon trés différente, suivant qu’il s’agit d’un
liquide ou d’un gaz.

{° Cas des fiquides. — Employons le systéme de variables indépendantes
indiqué au n° @1V (ch. I1) et composé, outre le temps ¢, de coordonnées
initiales coincidant avec les coordonnées actuelles & I'instant considéré.

Le fluide étant supposé incompressible, la relation (13) se réduit &

p = constante
et ne fait pas connatltre la valeur de p. Quant a la relation (4), elle se
réduit & -

(14) bu . B‘D 020 —

y | vz
Les autres équations du mouvement, savoir les équalions (1), font
font connaitre les sommes
‘u 1 op v  1op Sw 1o
T T S tow w Toiet
Si l'on différencie la premiére de ces équatioms par rapport & «, la
seconde par rapport & y, la troisiéme par rapport & z, qu’on ajoute membre
a membre, on avra un résultat de la forme

i S > /dv d [dw
(15) s AP 3 (ot>+3]7(8—l>+63 <0t>_F
F étant une fonction connue de z, y, z a intérieur du volume liquide.

Mais Péqualion (14) a lieu & tout instant (@, y, z étanl les coordonnées

actuelles & cet inslant). On peul donc lui faire subir la différentiation b% et

écrire
o*u v dhw d (bu d fov d [ow
(18) +oyot Tozot oz E)'*_ oy (J) + 5 (o—t) =0.
R 1 W, w } I en fonclion de Su %o dw tirée
emplacons 7+ o+ i par leurs valears en fonclion de < <+ s
cu) > [dv [ (ow
des relations (2) : pous aurons ainsi la valeur de -——<3—£- ) +b?/<37> +53 :é?)
2 ( ( 010 2/ ou ou hY”
= + V= 4w
vh) ) (ot ) aw \¥ sz a7 oz
(161 ) . d v
oY oY hiz 0 w
— — 5 — . — — v —
+o_a/(”o_z'+bby+wbz>+bz( — 4+ y+ M)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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et, en la reportant dans (15), il viendra
(17) Ap=F,,

F, élant également connu en chaque point.

134. — D’aulre part, les coordonnées des molécules qui sont en contact
avec la paroi ne doivent pas cesser de vérifier 'équation de la surface de
cette derpiére. Cette équation

f(z,y,z,t) =0
dépendra ou non du temps, mais nous la supposerons connue a tout ins~
tant. Si noud la différencions deux fois par rapport & ¢, il viendra

{ ‘» (-4 2
(a8 Lo Yy o (DY °)r=o.

oz 817 T oy ouf T oz sl ¥ AL dy St 05 ot+a't

. ' 2r 8% '3

Dans cetle relation, tout est connu sauf ~v, 2:?,%.
ot 6t o

o f

' oy’ oz

male » & la paroi, on obtient ainsi la composante normale ;, de I'accéléra~

tion en chaque point de celle-ci.

82 8%y &z

YR TR T2

(1), on voit que l’équation précédente fait connaitre, en chagque point de

. e d
la paroi, la valeur de la dérivée normale 0.

dn
Si le contact avec la paroi a lieu tout le long de la sucface limite du

Les quanlités

étant proportionnelles aux cosinus directeurs «, 8, 1 de 1a nor-

&i, eafin, on remplace par leurs valeurs lirées des équations

fluide, la recherche de la quanlité p en fonction de z, y, z est, par consé-
quent, ramenée au probléme qui a fait Pobjet du chapitre 1. Le probleme,
comme on |'a.vu, suppose une condilion de possibilits, savoir

S [ [ [ fromoe

Il est aisé d'interpréter celte condition. Elle s’obtient, en effet, en inlé-~
grant, dans lout le volume occupt: par le fluide, I’équalion (16) ou, ce qui
revient au méme, I’équation (16), qui lui est équivalenle moyennant les
relations (2). Or cette derniére, dérivée par rapport au temps de (14),
exprime que la dérivée seconde par rapport a ¢ du volume élémentaire occupé
par une portion infiniment pelite de fluide est nulle. Aprés intégration, elle
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exprimera que le volume tolal limité par la paroi donnée a sa dérivée
seconde nulle : condition dont la nécessilé était évidente a priori (*).

Celle coundition élant supposée remplie, les considérations développées
au chapitre I démontrent la possibilité du probléme pour toules les formes
de récipient auxquelles la méthode de Neumann est applicable. Nous savons
d’ailleurs que la solution est unique, & une constante arbitraire prés qui
peut &tre ajoutée & la valeur de p et qui n’a pas d influence sur les valeurs
des accélérations cherchées.

Ces accélérations sont donc détermindes.

133. On obtiendra de méme les accélirations d’ordre supérieur (pourvu
que les expressions des forces X, Y, Z soient données a tout inslant) :il
suffira de diflérentier par rapport au lemps les équations (1), (16'), (18)
et de déterminer, a l'aide des équations ainsi différentiées, les dérivées
successives de la pression, comme nous avons déterminé ceile-ci par les
équalions primitives.

136. — Toutelois, le raisonnement précédent semble supposer que les
accélérations cherchées sont distribuées d’une maniére continue. On peut
se demander (et les chapitres qui vont suivre montreront qu'un pareil
‘doute est justifié) si 'on n’arriverait pas & une conclusion différente en
abandonnant celte hypothése.

Il est aisé de conslaler qu il nen est rien. Si, en effet, nous supposuns
les vilesses continues par rapport au lemps, la pression p devra élre con-
tinue. D’autre part, il en sera de méme de la composante normale de P’accé-
lération. Suppo:ons, en effet, qu'une disconlinuité se produise suivant une
cerlaine surface. Ou bien cetle disconlinuité sera slaiionnaire, et, dans ce
cas, les vitesses élanl supposées continues, le fail en queslion résultera du
n° 94 ; ou bien elle se'propagera (3), el alors, sinon a Uinstant considéré
lui méme, du moins aux inslants infiniment voisins, il y aura compali-
bilité. 8'il en esl ainsi, la densilté ne variant pas, la composante normalede
la disconlinuité sera nulle. et, par conséquent, la composanle normale de
'accélération continue. '

Or, dans la valeur précédemment trouvée de I'accélération, les seuls
éléments inconaus sont .les dérivées de la pression. Si donc la composante

(1) Il est aisé de voir que, sous l'une ou l'autre de ses formes, la condition de
possibilité fait connaltre, en fonction des positions et desvitesses, I'intégrale ffj,. das
étendue & la surface de la paroi.

(%) En réalité, dans le cas des liquides, aucune discontinuité ne peut se propager.
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LA MISE EN EQUATION DU PROBLEME DE L'HYDRODYNAMIQUE 141

normale de 'accélération est continue (et que les donnécs de la queslion le

. . d .
solent aussi), ¢'est que JS est continue.

Soit, d'autre part, p, la fonction continue ainsi que ses dérivées qui
vérifie I'équation (17) et les conditions acx limites par lesquelles nous
avons, tout a I'heure, déterminé p. La différence p — p, est une fonclion
harmonique en dehors des discontinuilés et qui, au passage de celles-ci, cst
continue ainsi que sa dérivée normale. Elle est done, d;aprés une remarque
rappelée au n° 1, harmonique dans tout le volume occupé par le liquide
et, comme elle est, en outre, déterminée par des données & la frontiére
nulles, on voit bien que p est identiquement égal a p,.

Bien entendu, ainsi que nous lavons dil plus haut, ce qui précéde
suppose qu’il n’y ait pas de discontinuité dans les données de la question,
4 savoir dans les composantes des vilesses et dans leurs dérivées par rapport
3 @, y, 7. L'hypothése conlrarre sera examinée plus loin (ch. V).

137. — Supposons mainlenant que le liquide ait une surface libre.
. dp . . )
Sur celie-ci, on ne connaft plus 7n > Mais nous supposons qu’on donne en

chaque point la valeur de p.
Nous sommes donc ramenés, cette fois, au probléme mixle posé aux

n® 38.41%: p est donné sur la surface libre, ZZ le long de la paroi.

Il est donc certain que la solution du probléme est unique ; mais il res-
terait & démontrer qu’il en existe assurément une.

Les remarques qui viennent d’'étre failes aux deux numéros précédents
conlinuent d’ailleurs a g’appliquer.

138. — Par conlre, les conditions précédenles perdent leur valeur sila
pression, déterminée comme nous venons de le dire, devient négative. La
solution correspondante devient, dés lors, inadmissible.

Comme la condition p > 0 est (n® 4127) destinée & assurer I'équilibre
(et par conséquent, dans le cas du mouvement, 'équilibre aprés introduc-
tion des forces d'inectie) contre une modification virtuelle dans laquelle des
cavités se cfeusent, c’est une telle modification qui se produira dans ’hypo-
thése actuelle.

Nous n’cntreprendrons pas la discussion générale des cas de cette espéce.
Elle serait fort difficile si 'on voulait tenir compte de toules les circons-
tances possibles, au.lieu que, dans celles qui se présentent pratiquement,
la solution est, en général, simple,
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139. 2° Cas des gaz. — Si maintenant nous passons au cas des fluides
compressibles, la relation (13) sera résolue par rapport & p. Comme la
valeur de la densité en chaque point est une des données du probléme,
puisqu’on connait les positions des diverses molécules a I'instant donné en
fonction de leurs positions initiales, on voit que, contrairement & ce qui se
passait dans le cas précédent, p est directement connu en tous les points.

Déslors,les équations du mouvement font connaitre toutes les accélérations.

Mais aux points situés sur la surface limite, ces accélérations doivent

vérifier la condition (18). 11 faudrait donc que la valeur (donnée en tous

les points) de _p fat pléclsement celle qui vérifie cette relation, les compo-

santes de I’ acceleratlon élant calculées comme il vient d’étre expliqué.

Or il 0’y a aucune espéce de raison pour qu’il en soit ainsi. Lors méme
que cetle concordauce se serait présentée dans les instants qui précédent
celui que nous considérons, elle pourrait disparatire dans les insianis
suivants par un changement apporté & 'accélération normale de la paroi.

Il y a donc contradiction.

140. — Celte conlradiction se relrouve d'ailleurs dans le calcul des
accélérations d’ordre supérieur. 11 est clair qu’en différentiant les équations
(1) par rapport au lemps, cdmme il a ét¢ indiqué pour les liquides, on
connaitra les accélérations en question en lout point du fluide et qu’il sem-
blera @ priori n’y ayoir aucune raison pour qu’a la surface ces accéléra-
tions coincident avec celles de la paroi.

Nous pourrions d’ailleurs aller encore plus loin si nous raisonnions par
analogie avec ce qui se passe dans la Mécanique classique. Dans les pro-
blémes que pose celle-ci, du moment qu'on peut, & tout inslant, calculer
les accélérations en fonelion de la posilion et des vitesses du sysiéme, ilen
résulle que le mouvement de celui-ci entiérement déterminé des qu'on
donne celte position et.ces vitesses & un inslant donné. Or nous venons de
voir qu’on peut ici, sans/(emr compie du mouvement.de [a paroi, calculer
les accélérations de toules les molécules en fonclion de leurs posilions et de
leurs vitesses. Donc tout le mouvement ullérieur devrait élre également
déterminé indépendamment du mouvement de la paroi.

Plus généralement, le mouvement d'une portion quelconque du fluide
serait délerminé sans qu’on ait a tenir comple du mouvement des régions
voisines : ce qui est évidemment absurde.

Nous allons, dans les chapitres qui vont suivre, apprendre a lever cette
contradietion apparente.
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CIIAPITRE IV

MOUVEMENT RECTILIGNE DES GAZ

§ 1. — CAS DE LA VITESSE DE PROPAGATION CONSTANTE

141. — Pour élucider la difficulté qui a fait 'objet du chapitre précé-
dent, nous allons d’abord nous placer dans un cas particuliérement simple
el ol les équations du probleme peuvent élre intégrées : celui du mouve-
ment rectiligne ou mouvement par tranches. ’

C'est 1'étude de ce mouvement qui fait I'objet de 'imporlant Mémoire
de Riemann (') auquel nous avons fait allusion au n° 69. Cest a elle éga-
lement que sont consacrés deux des Mémoires publiés en 1887 par Hugo-
niot (%), lequel retrouva sans les connatire, une grande parlie des résultats
de Riemand.

On suppose que le récipient dans lequel est renfermé le gaz a la forme
d’un cylindre droit dont la surface latgrale est fixe, les bases seules élant
formées par des pistons mobiles. De plus, & un instant quelconque il est |
supposé que, dans toule section paralléle aux bases, la densilté est & un ins-
tant quelconque, conslante, ainsi que la vitesse, laquelle est paralléle aux
généralrices. Dans ces conditions, I'état d’'un poinl quelconque du milieu
et sa vilesse ne dépendront que de l’abscisse de ce point, comptée
parallélement aux génératrices. Le probléme se réduira a exprimer, en
fonction de I'abscisse primitive @ et du femps ¢, I'abscisse acluelle x,

—

(1) Uber die Fortpflanzung ebener . Lufuvellen von endlicher Schwingungsweite
(Mémoires de 1’'Ac. des Sc. de Gottingue, tome VIII; 1860). La traduction francaise,
due & M. Stouff, occupe les pages 177-203 de l'édition des QBuvres de Riemann tra-
duites par M. L. Laugel {Paris, Gauthier-Villars, 1898).

(®) Journal de I’Ecole Polytechnigue, tome XXXIII; 1887,
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144 CHAPITRE 1V

ainsi que la densité p et la pression p. Au lieu de p, il nous sera commode

ici d’introduire la quantite inverse “® = w ou dilatation, laquelle aura pour

expression

O
£Y
Y

(1) o

b

(24
o1E

o

f

w est partout inversement proportionnel i p, si la densilé o, de l'état
initial est constanle. Nous supposerons toujours, sauf indication contraire,
I’élat initial choisi de fagon qu’il en soit ainsi,

D’aprés les conclusions auxquelles nous sommes parvenus au chapilre
précédent, la pression sera une fonction de w : Si on adople la loi de
Mariotle, c¢’est-a-dire si on suppose la température conslante, on aura

k
2) p=Ko =1 (k = Kpo);
si au contraire, comme il y a lieu de le faire, on choisit la loi adiabatique
de Poisson, on écrira

(2) p =Ko = ko~m (k' = Ko,™)

dans laquelle, comme nous I'avons vu (n° 126), % est une fopction de
I'abscisse iniliale ¢, mais se réduit 3 une conslante si, & un instant quel-
conque du mouvement, le fluide a €té & une pression et & une temperature
uniformes dans loute la masse.

On remarquera que la formule (2) peut-dtre considérée comme un cas
particulier de (2) : elle se déduit de celle-ci en faisant m = 1.

Nous n’allons pas quant & présent, préciser la forme de la relation qui
existe entre la pression et la densité, et nous 1’écrirons sous la forme gén¢
rale du (n° 131), soit ici

3) p=129(v)

ou la fonction @ (w) peut dépendre de a.

142. — Toutefois, nous devons nous rappeler que la fonclion ¢ ne
peut pas, méme g priori, ére absolument quelconque. Nous savons, en
effet (n° 13 1), qu’en augmentant la pression, la densité doit augmenter
et le voiuine spécifique diminuer : on doit donc avoir, en tout cas,

(4) % <.
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143. — Nous prendrons les variables de Lagrange, soit iciz <. Tl sefa
d’ailleurs inutile, cette fois, d’employer ia notation ¢ pour désigner les
dérivées prises dans cetle hypothése, aucune confusion n'élant a craindre.

Les équations (1) du chapitre précédent (n° 124) se réduiront a la pre

miére d’entre elles : dans celle-ci, la quantité :—2 devra 8tre remplacée par

op
a1 op
T woa
2a
L’équation devient alors
1o o2z
(%) bata =X

Dans le cas général, p pourra étre une fonction de w = %& et de a. Si,

par exemple, laloi de détente est celle de Poisson, la quantité k& qui figure
dans la formule (2') pourra étre une fonction de a. L’équation (5) s’écrira
alors
1 |dk fox\—m dz\ Tm-1 i o%r
©® g[a:;(a—a) -mk () TG =X~
Nous nous atlacherons toutefois principalement au cas ol la relation (8)
-est la méme pour loutes les valeurs de a et oit, en méme temps, il n’y a
pas de forces extérieures agissantes, de sorte que X est nul dans I'équa-
tion (5). Posant alors

1
1) — ¥ (@) =¥ (o)
0
cette équation deviendra
. 2 2
’r N LA
) = = (G)

équation aux dérivées partielles du deuxiéme ordre qui détermine I'in-
connue r comme fonetion des variables indépendantes a, ¢.

144. — Nous allons, pour commencer, simplifier encore la question
en remplacant la fonction (positive d'aprés 'inégalité (4)) ¢ (»), par une cons=
tante 62. C’est & quoi I'on est conduit lorsqu'on étudie les petits mouve-
ments du fluide. Si, en effet, on suppose infiniment petits les écarts des
molécules par rapport & leurs positions iniliales et leurs vitesses, ¢ (w)
differera trés peu de la valeur ¢ (1) qu’il prend dans V'état initial,

Hapawro 10
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156 CHAPITRE 1V

L’hypothése ¢ (w) = 62 — constante s'appliqueraitd’ailleurs aux mou-
vements d’amplitude finie si I'on prenait pour la fonction o I'expression

3) ¢ (W) = C—p 0w,

C étant une constanle.

Mais il est clair qu'une telle expression pour la pression ne serait pas
admissible, du moins pour un gaz, puisqu’elle deviendrait négative pour w
suffisamment grand.

Une loi de celte espéce pourrait tout au plus convenir Lhéoriquement a
un liquide légérement compressible. Dans un tel fluide, en effet, p varie-
rait entre des limites trés étendues pour de trés faibles variations de w et
s’annulerait pour une certaine valeur finie de cette quantité. Mais dans la
réalité, bien enlendu, le phénoméne serait limité, pour une certaine valeur
positive et non nulle de p, par la vaporisation du liquide.

~145. — Moyennant la simplification précédente,.’équation (8) s'éerit

¥ »x
12 _—— — 2
(8) o2 o0’

Celte équation est celle des cordes vibrantes; son inlégrale générale est
bien connue : elle s’écrit

9) e =3[/ @+ 80) + fy(a — 00)].

Toule la question se réduit donc & choisir les fonctions /] et £, de maniére
4 satisfaire : 1° aux conditions initiales; 2° aux condilions aux limites

Prenons pour origine des coordonnées I'une des exirémités du tuyau ; et
soit [ la longueur de celui-ci. a variera donc eatre 0 et Z,

Pour t = 0 nous supposons données les valeurs de 2 et celles de 2;:", soit

z, et (%%) : on aura done pour 0 < a <!
0

fila) + fi(a) = 22,

(10) (ol —7r@]=2(F).

La seconde de ces deux équations s'intégre immédiatement et donne

(11) 6 [/, (a) — [, (#)] = F(a) — F (0) + conslante,

F (a) étant la primitive de 2 (:—':3) . Quant & la constante, on peut la sup-
0
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MOUVEMENT RECTILIGNE DES GAZ 147

poser nulle : car la valeur (9) de 2 ne change pas si on ajoute une cons-
tante & la fonclion f;, en retranchant cetle méme constante de la fonec-
tion 7;. Or cette opération ajoule au premier membre de I’équation (10)
une constante arbitraire.

Les équations (10), (11) nous font connaitre les fonctions £, et f, pour
toutes les valeurs de I'argument comprises entre 0 et /.

1 46G. — Faisons maintenant inlervenir les conditions aux limites. Nous
supposons connues & chaque instant les posilions des pistons qui ferment
le tuyau a ses deux extrémités. Nous aurons done pour chaque valeur
positive de ¢ les valeurs de x correspondant ba = 0Oeta a = 1[.

Il est aisé (!) de montrer direclement que ces eonditions achévent de deter-
miner les fonctions inconnues. Il nous sera commode, ici, d’employer une
représentation géométrique.

Nous considérerons a, t et 2 comme des coordonnées dans lespace, le
plan des at élant pris comme plan horizontal de projection. La solution
cherchée sera alors représentée par une portion de surface. & élant par défi-
nilion compris entre 0 et /, et ¢ posilil, celte portion de surface sera forcé-
ment limitée & trois plans : 'un T, qui est le plan des a «, le second O qui
est le plan des tz, le troisieme L qui est le plan ¢ = .

Daus la figure, 10, nous employons comme plans de projection, outre le
plan horizontal, les plans auxiliaires T, O, L.,

On peut poser

p=BtE
ou z, représente la fonction f, (¢ + 0t) et x,, la fonclion f; (¢ — 0¢). Les
équations
2, = f, (a <+ 61),
@y = f, (a = 0t)

représenteront deux cylindres K, et K,, dont 'un aura ses génératrices
paralitles & la droite d, représentée par les équations

(12) =0 , a+0t=1;
I'autre & la droite d, représentée par les équations

(12) =0 . a—01=0;

(1) Voir, par exemple, JorpaN, Cours d’Analyse, tome 111,
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148 CHAPITRE 1V

et la valeur cherchée de & sera la moyenne entre les ordonnées de ces deux
cylindres.

D’aprés les équations (10) et (41), nous connaissons les courbes vy, ¥,
iftg. 10), suivant lesquelles nos deux cylindres coupent le plan T.

Nous connatlrons donc une portion du cylindre K|, celle qui est projelée
horizontalement suivant le triangle formé par ’axe des &, celui des t et la
droile d,. De méme nous connaltrons une portion du eylindre K, projetée
suivant le triangle limité par I'axe des ¢, la trace de L et la droite d,. Si

dz &

Seee
......

nous appelons I, et'T’, les sections de nos cylindres pacle plan O; U ety
les sections de nos cylindres par le plan L, nous aurons ainsi immédia-
tement une portion A, B, de la courbe I', et une portion A’} B'; de la

courbe I,.

147.— Cela posé, l'effet des conditions aux limites est de nous faire con-
naitre les sections a B, «'B' (fig. 10) de la surface cherchée par les plans O
et L. Nous pourrons donc de l'arc A, B,, une fois obtenu, déduire l'arc
correspondant A, B, de T'; pendant que la fnéme construction nous donnera
['arc A’, B', de I’ qui correspond & A, B/,.

Nous aurons ainsi deux nouvelles nappes de nos eylindres. Du premier,
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nous connaltrons maintenant tout ce qui se projette entre les traces des
plans O, T, L et la droite ', représentée par V'équation a + 8¢ ==2[; du
second, la partie projetée entre les mémes traces et la droite d';, qui a pour
équation 6t — @ — 1.

Ces deux nouvelles nappes détermineront un nouvel arc B, C, de T, et
un nouvel arc B', €', de T';, d’ou I'on déduira par le moyen des courbes
28, o' 8, un arc B', ¢, de ', et un arc B', C';; ete, ete.

La résolution du probléme n’offre donc aucune difficutté.

148. — i nous reste & nous demander sous quelle {orme se présente la
contradiction rencontrée au chapitre précédent. Celte contradiction est en
évidence sur I'équation (8'). En effet, & 'instant initial, aux exirémités du

2

tuyau, la quantité %tf ne dépend que du mouvement de la paroi. Or elle

: 2 -
doit étre égale a la quantité 6? 1—:1;, laquelle ne dépend que de I'étal initial ;
et ces deux données sont indépendantes I'une de 'autre, puisque en ce qui
concerne leurs positions iniliales, les molécules fluides ne sont assujetties
‘qu’a élre en contact avec la paroi & 'instant ¢ = 0.

Sur la figure 10, nous nous rendrons comple aisément de ce qui se passe
si les deux données dont nous venons de parler, savoir Yaccélération ini-

2 .
tiale du piston, et la quantité 92 % relative aux particules fluides en contact

avec ce piston ne sont pas égales entre elles,

Nous avons vu en elfet, que la seule connaissance de 1’état initial, abs-
traction faile du mouvement des pistons, nous fait connattré une partie du
cylindre K, et par conséquent la valeur de ;, pour toutes les valeurs de a
et de ¢ (positives) suffisamment voisines de 0. Au contraire, le cylindre K,
n’est pas entiérement connu dans ces condilions au voisinage de l'ordonnée
a = 0, t == 0, puisque la portion connue est limitée & la généralrice pro-
jetée suivant d,. La courbure de cetle portion connue du cylindre K,

2
dépend évidemment de la valeur de ?—‘Z-
o

La construction de la nappe suivante du cylindre K; dépend, elle, de
l'are A,B,, et par conséquent du mouvement du piston : la courbure de
ceite nappe dépend donc de 'accélération initiale de celui-ci.

11 est évident, d’aprés ce qui précéde, et d’ailleurs bien aisé a constaler
directement que la condition pour que les courbures des deux régions voi-
sines du cylindre K, soieat les mémes est précisément I'égalité des deux

2

vantités = et 0% i dont il vient d’'étre question.
9 our 2al
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149. — Lorsque cette égalité n’a pas lieu, la courbure du cylindre K,
étant discontinue tout le long de la génératrice projetée suivant d,, il en
o’ dadt’ vt
Si, par conséquent, nous considérons une valeur de ¢ positive, mais

est de méme des dérivées

petite, ce qui revient a couper la figure par un plan paralléle  celui des ax,
2
nous voyons que la dérivée %—‘3 de la dilatation, conlinue en général (du

moins pour les points voisins de I'extrémité 0 du cylindre), éprouvera une
discontinuité au point dont la projection est sur la droite d,. A mesure
que ¢t augmentera, les particules entre lesquelles se produira celte discon-
tinuité iront en s’éloignant de Pextrémité.

De méme, si nous considérons une molécule détérminée, voisine de l'ex-
{rémité, ce qui revient a couper la figure par un plan perpendiculaire &
I'axe des @, nous constaterons que ’accélération de cette molécule éprou-
vera une discoulinuilé & un instant trés voisin de l'instant initial si la mo-
lécule en question esl trés prés de l'exirémité, la valeur ¢ qui correspond
a la discontinuité allant en augmentant & mesure que P'on considére des
points plus éloignés du piston.

En un mot, nous reconnaissons la une onde du second ordre telle que
nous I'avons étudiée au chapitre 1I. Cetle onde se propage dans le sens
positif avec une vitesse qui (rapportée & I’état initial tel que nous l'avons
choisi), n’est autre que 8, puisque Péquation de la droile d, est a = 0¢.

Grice a4 la présence de cette discontinuité, la contradiclion relevée au
chapitre précédent. djsparait Pour 6t — a trés pelit et négalif, les deux

quanli‘tea —7 2 et 02 = ont une méme valeur, celle qui est déduite de l'état

initial & l’exlremlle a = 0. Si 0t — a est trés petit et positif, elles ont en-
core une méme valeur, I’accélération initiale du piston.

130. — Si un phénomene analogue se passail & 'extrémité opposée du
cylindre, il donnerait lieu 4 une discontinuité aflectant évidemment le
cylindre K, et non plus le cylindre K,. Celle-ci se produirait en tous les
points de la génératrice projetée suivant d,. Elle se propagerait donc
encore avec la vitesse 0, mais dans le sens négalif cetie fois.

135 1. — En particulier, ceci aura lien (sauf dans des cas exceplionnels),
lorsque 'onde née, en I'inslant initial, & ’extrémité a = U, et dont la pro-
pagation est représentée par la droite d,, atteindra I'extrémilé ¢ = I. Le
cylindre K, ayant, en effet, sa courbure discontinue suivant la génératrice
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MOUVEMENT RECTILIGNE DES GAZ 154

correspondant a cette onde, il en sera de méme de la courbe I;. Bi la cour-
bure de la ligne &'8'y’ ... n'offre pas, précédemment au méme point, une
variation de grandeur convenable, la ligne T, et par conséquent, le cylindre
K, auront leurs courbures discontinues,

Enun mot, 'onde primitive née & I'extrémité a == 0, et qui se propa~
geait avec la vitesse 8, se refiéchira sur le piston a = I, c'est-a-dire qu’elle
engendrera, lors de sa rencontre avec celui-ci, une onde analogue se propa-~
geant avec la vitesse — 0.

- . oe 02 ®¥x .

152. — Si les deux quantités 57 et 0% o sont égales entre elles pour
Pextrémité 0 a U'origine des temps, la courbure du cylindre K, sera con«
tinue. Mais la singularité étudiée au chapitre. précédent pourra se produire
pour les dérivées du troisieme ordre de x#. L’équation (8') donne, effecti-
vement,

e r

(18) ¥ = o

égalilé dontle premier membre nous est fourni par I’état initial du gaz, et
le second par le mouvement du piston. Lorsque celte égalité n’aura point
lieu, il se produira une discontinuité du troisidme ordre qui affectera suc-
cessivement les différents points de la figure 10 projetés suivant d, et qui,
par conséquent, se propagera encore avec la vitesse 6.

Comme précédemment, de telles discontinuilés du troisiéme ordre pour-
ront &tre de deux espéces, se propageant avec la méme vitesse 6, mais dans
des sens différents ; les unes naitront & I'extrémité a = 0 du tuyau, les
autres & Pextrémité a = I.

8i I'équation (13) était, & son tour, vérifiée, il pourrait cependant nattre
une discontinuité du quatriéme ordre ; et ainsi de suite.

153. — On voit méme clairement ici comment pourrait se produire une
discontinuité d’ordre infini. C’est ce qui arriverait si, la premiére nappe du
cylindre K, (celle qui est fournie par I'élat initial) étant analytique, la
seconde nappe n’élait point le prolongement analytique de la premiére,
mais avait avec elle un contact d’ordre infini.

134.— On pourrait enfin se placer au point de vue adopté au u° 140, en
considérant successivement deux mouvements M,, M, qui coincident
jusqu’a linstant initial, mais pour lesquels les mouvemenis du piston
a = 0 soient différents & partir de cet instant. Le cylindre K, serait alors
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modifié & partir de la génératrice projetée suivant d,, ligne qui marquerait
1a loi suivant laquelle se propagerait la modification.’

Lors méme que le mouvement du piston @ = I resterait inaltéré, le
cylindre K, changerait (par suite du changement de la courbe 17;) a partir
du moment ot celte propagation atteindrait I'extrémité du tube : la encore,
il y aurait réflexion.

155. — Revenons au cas d’une discontinuité née a l'instant initial et &
Pextrémilé @ = 0.

En un point projeté sur d;, mais dans une région ou la courbure du
cylindre K, est continue ainsi que ses dérivées, il y aura compatibilité : la
discontinuilé restera unique non seulement & I'instant qui correspond a ce
point, mais aux instanlis précédents el suivants,

Il en sera de méme pour un point projeté sur d, seul, si du moins, a
I'origine des temps, une discontinuité s’est produite pour ¢ = 1.

Considérons, au contraire le point de rencontre des droiles d,, ;. Ce
point correspond h‘uqe valeur ¢, de ¢ pour laguelle existe une disconti-
nuité unique. Seulement cette discontinuité affecte & la fois les deux
cylindres K, et K,;. Il »'y a point compatibilité : toute valeur de ¢ diffé-
renté de ¢, correspondra & une perpendiculaire & I'axe des ¢ qui coupera d,
et d, en deux points dislinets. On voit bien ici, conformément & nos consi-
déralions générales du n° 103, qu’une discontinuité sans compalibilité
n’est autre chose que la superposition, 8 un instant isolé, de deux discon-
tinuilés qui se rencontrent.

Dans le probléme acluel, la condition de compatibilité se présente sous
une forme parliculiére et trés simple : elle est évidemment qu’une seule
des deux fonctions /] et f,, ail ses dérivées disconlinues. Par exemple, si @
est positif, il faudra que la dérivée seconde de la fonclion f; n’éprous
aucune variation. Or, on a

(14) ] =1+ n1
(14) [oaot] - [/}"J}

En éliminant [£,"] qui, lui, est en général différent de zéro, il vient

(15) 2( [Oaz] L:::ft] ’
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On aurait une troisiéme condition analogue & (14), (14') en envisageant
Vaccélération. Mais, dans le probléme actuel, celle-ci n’est pas une quantité
distincte : elle doit étre considérée comme déterminée par I’équation (8), &
Faide des autres dérivées du second ordre. La condition que 'on oblient en
Iintroduisant n’est évidemment autre que.(14).

Si la discontinuité élait d’ordre quelconque n, on n’aurait de méme a
considérer que les dérivées d'indice zéro ou un, loutes les autres se calcu-
lant en fonction des premiéres par le moyen de I'équation aux dérivées
partielles. La condition de compatibilité correspondante sera done

g [aiic?
(16) [5,,,.] B ot] =0

136G. — Mais on n'aura pas seulement une seule condition de cetle
espéce, celle qui correspond. & I'ordre méme de la discontinuité. Quel que
soil .cet ordre n,, on devra en outre écrire toutes les condilions (18), en
nombre infini, correspondant aux différentes valeurs de n supérieuresa n,
et qui seront Jes conditions de compatibilité d’ordre supérieur, dont nous
avons obtenu la partie cinématique aux o 119-123.

Par exemple, pour .une discontinuité du second ordre se propageant
dans le sens positif, on devra avoir les condilions (15) mais aussi les con-
ditions qui expriment que la foncllon/iasa dérivée troisiéme, quatridme, elc.,
eontinues.

. 8i, & un inslant quelconque £, ces condmons n’élaient pas vérifices, la dns-
continuilé du second ordre marchant dans le sens positif se doublerait d’une
discontinuité du troisi¢me, du quatrieme, .... ordre qui se séparerail de la
premiére aux inslanfs voisins de £, et se propagerait dans le sens négatif.

Ici, comme on le voit, ces conditions dé compalibilité des différents
ordres sont indépendantes les unes des autres.

13%. — La considération des deux fonctions /] et f, permetira d’expri-
mer la compatibilité, dans le probléme actuel, méme pour une disconli-

nuité d’ordre infini (n° 7G).
Supposons en effet, que, dans une partie du tube, » et ?:—f soient, a

l'instant initial, des fonctions analytiques de a pour-a <C a,; et que,
pour @ > a,, ces mémes fonclions cessent d’étre le prolongemenl analy-
tique des premiéres, leurs dérivées de tous ordres par rapport a4 a élant
cependant continues pour ¢ = a,. La condition pour que, dans cetle dis-
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continuité d’ordre infini, il y ait compatibilité avec propagation dans le
sens positif est que la fonction f; soit analytique et réguliére. Or, cetle
fonction peuf se caleuler & I'aide des données précédentes par I'intermé-
diaire des équations (10) et (11).

Si, en méme temps que le mouvement M,, on en considérait un autre M,
qui, & l'instant initial, coinciderait avec M, dans une région R du tube et
en serait distinet dans une autre région R’ contigiie & la premitre, les deux
mouvements M, et M, seraient identiques, 4 un instant quelconque ¢, dans
une certaine région R, et distincts dans une autre région R',. Le point de
séparation de ces deux régions irait en se déplacant, avec la vitesse 0, en
général vers la région R. On peut dire encore qu’il y aurait compalibilité
si, au contraire, le déplacement de ce point avait lieu vers la région R'. Tl
faudrait pour cela que 'une des deux fonctions f, et f;, calculées comme
nous venons-de le dire, fat la méme pour M, et pour M,.

158. — L’étude de la propagation des discontinuités, telle que nous
venons de la rencontrer, est en rapport direct avec la théorie des caracté-
ristiques des équations aux dérivées partielles du second ordre, dont nous
allons rappeler sommairement les principes, en renvoyant pour les détails
aux traités bien connus de M. Darboux et de M. Goursat (*). Nous retrou-
verons d’ailleurs cette théorie sous une forme plus générale dans les cha-
pitres suivants (chap. VII).

Soit I’équation de Monge-Ampére, c’est-a-dire 'équation

17 A(rt—s*) +Br +2Cs+ Bt + D=0

dans laquelle 7, s et ¢ désignent les dérivées partielles du second ordre
d’une fonction inconnue z de x et de y; pendant que A, B, B, C, D sont
des fonclions données de z, y, z, ainsi que des dérivées partielles du pre-
mier ordre p el ¢. Si , y, z sont considérées comme les coordonnées d’un
point de P'espace, toute fonction z de x et de y satisfaisant & cette équation
représentera une surface intégrale.

Une telle surface est, en général, déterminée par les conditions de
Cauchy, lesquelles consistent & se donner, en tous les points d’une courbe v

(1) DarBoux, Legons sur la théorie des surfaces, tome 111, p. 263 et sniv. — Gour-
sAT, Legons sur l'intégration des équations aux dérivées particlles du second ordre,
tome I.
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du plan des x y, les valeurs de = et de ses dérivées premiéres p, ¢. Celles-
ci devront évidemment étre telles que la relation
(18) dz = pdx + qdy
soit vérifiée pour un.déplacement effectué suivant y.

Géomélriquement, cela revient a se donner une courbe gauche T (pro-
jetée suivant y) pac laquelle doit passer la surface cherchée, ainsi que le
plan tangent & ¢etle surface en chaque point de la courbe.

_ Pour résoudre le probléme de Cauchy, c’est-a-dire pour déterminer la
solution d’aprés ces données, on cherche d'abord les valeurs de r, s et ¢ en
chaque point de y : ces quantités doivent évidemment vérifier les con-
ditions :
(19). 2 dp = rdz + sdy,

dg = sdx + tdy
(les différentielles correspondant toujours & un déplacement effectué sui-
vant ) et, d’autre part, 'équation (17). Celle derniére est du second degré,
du moins si A ;Z 0. Cependant,_si l'on tire des équations (19) les valeurs
de deux des quantités r, s et ¢ en fonction de la lroisiéme, le premier
membre de (17) deviendra, par rapport 4 celle-ci, du premier degré.

(Cela tient & ce qne, si 'on considére, non plus x, y et z, mais », s et ¢
comme des coordonuées cartésiennes, la droite représentée par les équa-
tions (419) est paralléle 4 une génératrice du cone asymptote de la quadrique
qui correspond & (47) ).

On {rouve, en prenant s comme inconnue :

(20) 3 s [A (dp dz + dq dy) + Bdy* — 2Cdady + B'da?)
: = Adpdq -+ Bdpdy + B'dgdx + Ddz dy.

Dans les équations que nous aurons & étudier, le coefficient A est
d’ailleurs nul et le caractére linéaire des équations (1'7), (19) apparait &
premiére vue,

Un caleul tout semblable fera connaitre les dérivées du troisiéme ordre

” 3.

2—};’ S%S_y’ a—z;;ﬁ et d’une maniére générale les dérivées de tous ordres de
la fonetion cherchée en.chaque point de T.

Si done on sait que cette foriction est holomorphe, elleest parfaitement
déterminée, puisqu’on a tous les coefficients de son développement.

Inversement, d’ailleurs, lorsque les données sont analytiques et régu-
liéres,. on démontre, & I'aide du théoréme de M Kowalewsky (), que la

{ty Comparer ch. VII, no 281,
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solution ainsi déterminée existe : il résulte de ce qui précéde qu'elle est
unique.

159. — Mais il en est autrement si 'équation du premier degré (20)
est impossible ou indéterminée, ce qui arrive pour

(21) A (dpdz + dqdy) + Bdy* — 2Cdzdy + B'da® =0,

8i cetle condilion est seule vérifiée, le probléme qui consiste & cher-
cher », set ¢ est en général, impossible. Ecartant cette hypothése sur
laquelle nous aurons & revenir plus loin, nous admettrons que les équa-
tions (17) et (19) sont compatibles, La condilion pour cela est que 'on
ait, outre I'équation (21), la suivante

(2%) Adpdq + Bdpdy + B'dqdx + Ddxdy = 0.
S8i A est nul, I'équation (1) se réduit &
(21) Bdy? — 2Cdz dy + B'dz® = 0.

Elle définit, pour chaque systéme de valeurs de =, ¥, 5, p, ¢, deux va-

leurs ), et }; du coefflicient angulaire A —= gg} de la tangente a v,

Si l'on a, par exemple g = 7\;, la relation (22) devient

(22)) A\ (Bdp + Ddz) + B'dg = 0.

Lorsque les conditions (21) et (22) sont vérifiées, nos équations ne déter-
minent plus 7, s et ¢, et il semble que I'une de ces trois quantités puisse
éire choisie d’une facon entiérement arbitraire en chaque point de y.

Ce n'estpoint toutcfois ce qui a lieu : Si, en effet, on considére les déri-
vées suivanles oz, 2z Atz

ox® axzldy oxdyt
fournir ont également pour déterminant le premier membre de (21) (ce qui
est évident pour A — 0, les coefficients de ces équations étant alors les
mémes que ceux des équations (17), (19)) : il y aura donc une condition
de [‘)ossibililé, laguelle consiste en une équation différenlielle linéaire du
premier ordre a laquelle doivent satisfaire r, s et . Le choix de ces der-
niéres ne comporle donc qu’une constante arbitraire. Quant aux dérivées
du troisiéme ordre, une fois vérifiée 1'équation différentielle dont nous
venons de parler, elles deviendront & leur tour indéterminées ou plutdl,
comme le montre la considéralion des dérivées quatriemes, elles dépen-
dront d’une nouvelle constante arbitraire.

, on voit que les équations qui doivent les
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Chaque ordre de dérivation inlroduira ainsi une nouvelle constante.
Il y a donc lieu de penser que le probléme posé admet, cette fois, une
infinité de solutions. On démontre (1) que c’est ce qui a lieu en effet.

160. — Supposons maintenant que on parte d’une surface intégrale =
donnée. Sur cetle surface, P'équalion différentielle (21) définira deux
- familles (une courbe de chaque famille passant par un point quelconque
de la surface) et sur chacune d'elles on aura d’ailleurs la condition (22)
puisque le contraire serait en contradiclion avec I'existence méme de la
surface Z. . -
Les courbes ainsi définies sont diles les caractéristiques siluées sur la
surface.

161.— Demandons-nous mainlenant s'il peut exister une autre surface
intégrale langente & la premié¢re tout le long d'une courbe T. D’aprés ce
qui précéde la condition nécessaire et suffisante & cet effet sera que T soit
une caractéristique, du moins si I'on suppose les deux surfaces analy-
tiques. .

Nos raisonnements n’excluraient pas, a4 la rigueur, Pexistence de deux
surfaces intégrales (non analytiques) ayant entre elles, suivant une

courbe T, caractéristique ou non, un contact d’ordce infini (2).

162. —Dela propriété fondamentale des caractérisliques résulle évi-
demment que ces courbes seront conservées dans tout changement de va-
riables.

Plus généralement, les caractéristiques sont condervées dans toute trans-
formation de contact (®).

Considérons, par exemple, la transformation de Legendre qui, aux
variables xz, y, z et aux dérivées partielles p, ¢ fait correspondre des quan-
lités analogues z,, y,, 3,, p,, g1 définies par les formules

Xy =py Yr=4¢q, 3, = p2 + qYy — 7,
=& 9 =Y.

(1) Voir plus loin, eh. VII, n° 319,

(2) Voir la note I & la fin de I'ouvrage.

(3) Pour la définition et les propriétés fondamentales des transformations de con-
tact, voir Goursat, Legons sur lintégration aux dérivédes particlles du premier
ordre, ch. x1, Paris, Hermann.
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Dans cette transformation, les nouvelles valeurs des dérivées secondes
sont

8 r

- t’=rt7—s'2

r, = ————— s, =
17 g — g2 rt — s’

Appliquée & P'équation (17), cetie transformation donne -une équation
analogue dans laquelle A, B, B, C, D sont changésen D, B, B, C, A.

D'ailleurs, deux surfaces tangentes quelconques sont changées en deux
surfaces tangenles Done les caractéristiques de la nouvelle équation corres-
pondent & celles de la primilive.

Ce que nous venons de dire pour la transformation de Legendre peut
d’ailleurs se répéter pour toutes les transformations de contact : celles-ci
changent une équation quelconque de la forme (17) en une équelion de
méme forme et les caractéristiques en caractéristiques.

163. — On doit toulefois se rappeler qu’a une intégrale de I'une des
équations ne correspond pas toujours une intégrale proprement dite de
I'autre, parce qu’a une surface, la transformation considérée peut faire
correspondre une courbe (ou méme un point unique). C'est ainsi que, dans
fa transformation de Legendre (qui équivaut, comme on sait, & une trans~
formation par polaires réciproques) toule surface développable est changée
en une courbe, Lie (*) a indiqué une définition générale de I'intégrale
d’une équation telle que (17), d’aprés laquelle une telle courbe peut é&tre
considérée comme une intégrale de cetle équation, au méme litre qu'une
surface. Sans reprendre les considérations d’od on tire cette définition, on
peut dire qu’une courbe est une intégrale dégénérée de I’équation (17), si
la surface développable en laquelle elle est changée par la transformalion
de Legendre est une intégrale de I’équation transformée.

164. — Enfin, si A étant nul, les coefficients B, B/, C sont fonctions
de @, y seuls, I'équation (21') pourra étre considérée comme une équation
différentielle ordinaire entre ces deux quantités. Sile discriminant BB’ — C¢
est différent de 0, celte équation aura deux séries de courbes intégrales
distinctes que nous pourrons désigner par X = const., Y = const. En
prenant comme nouvelles variables indépendantes X et Y, on fera dis-
parattre r et ¢ de I’équation.

(1) Voir Goursat, Lecons sur Uintégration des dquations aux dérivées partiglles
du second ordre, tome 1, pages 49-54.
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163. — L’application de ces résultals a la (héorie de la propagation du
mouvement est immédiate.

Si, en eftet, deux mouvements de notre masse fluide sont en disconti-
nuilé da second ordre, ils correspondront, dans le mode de représentation
géomélrique qui vient de nous servir, & deux surfaces intégrales tangentes
entre elles tout le long d’une ligne, puisque, en tout point ouily a dis-
continuité, les dérivées premiéres ne changent pas de valeur. Une telle ligne
est nécessairement, d’apreés les résultats précédents, une caractéristique.

Si la discontinuité était d’'un ordre supérieur au second, cette conclusion
ne serait pas modifiée. Nous avons vu, en effet, que si les dérivées pre-
miéres et secondes de Uintégrale cherchée sonl données le long de la
courbe T, les dérivées troisiémes auront des valeurs parfaitement déter-
minées (de sorte qu’il ne pourra pas se produire de discontinuité du troi-
sieme ordre) si la courbe T n’est pas une caractérislique, au lieu qu’elles
pourront changer dans le cas contraire.

Les mouvements compatibles seront évidemment ceux donl les surfaces
représentalives se raccorderont ainsi suivant une ligne T.

Pour I’équation (8'), les coefficients sont respectivement 1, 0 et 02. La

caractéristique correspondra donc & j—l— = == 0. Cette quantité == 0 repré-

sente évidemment la vitesse de propagation, les deux familles de carac-
téristiques correspondant aux deux sens dans lesquelles cette propagation
peut s’effectuer.

§ 2. — CAS GENERAL

166. — Occupons nous maintenant d’étudier la propagation de ces dis-
conlinuités sur 'équation du mouvement telle que nous I'avons primiti-
vement obtenue, el non sur I'équation (8’) que nous lui avons arbitraire-
ment substituée.

Celte étude n’offre d'ailleurs aucune difficulté, soit qu’on emploie les
considéralions développées au chapitre n, soit qu’on ait direclement recours
a la théorie des caractérisliques.

Partons, a cet effet, de I’équation du mouvement sous sa forme la plus
générale (5) telle que nous I'avons obtenue au n° 143, savoir

Lop_ 1 fopd’x 09 oz .
(5) = (R R+ =X =2 a)
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Supposous que, pour une valeur déterminée de a et un instant déler-
miné ¢, le mouvement présenie une discontinuité du second ordre. Sup-
posons d’ailleurs qu’il y ait compatibilité et soit 8 la vitesse de propagation.
En désignant respectivement par les indices 1 et 2, ce qui se rapporte aux
deux régions séparées par la discontinuité, on devra avoir

o) (22 ——o[(Se) _ (22
(aaat s \eadt)y (ﬁ),_ &—2),
), - ), = [(2)- ()
LIV b_ti)a - W},—(M* 1
. .. [0 v\ | [z o¥x . .o
Mais les quantités (W),‘ (W)i, (,&1-,)2, (3[5)’ doivent satisfaire
séparément & Péquation (5) dans laquelle les dérivées premiéres ont les

mémes valeurs de part et d’autre, En retranchant membre & membre les
deux relation . ainsi écrites, il vient,

dx| 1 o | ox
| T T g fw | a2
ou
o 1 b
(24) 02 — — v
ou
(24)) 0 = ¢ (w)

¢ (w) étant la quantité définie par la formule (7).
Nous avons ainsi la valeur de la vitesse de propagation 6. La théorie des
caractérisliques nous aurait conduit au méme résultat, 6 n’étant autre que

le coetficient angulaire % de la tangente a la caractéristique, lequel est

fourni par I'équation (21).

La quantité 0 est la vitesse du son dans le gaz, sous la pression et a la
température considérées. C'est en eflet la vitesse avec laquelle un mouvement
quelconque (tel qu'une vibration sonore), se propage dans ces conditions.

16%7. — Les relations (23) nous font, en outre, connattre les conditions
de compatibilité. Si I'on considére le mouvement du fluide comme déter-
. . . . : %
miné par les positions el les vitesses des molécules a I'instant ¢, % sera

une inconnue que ’on devra tirer de Péquation (5).
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Au contraire, %’ et z—:—'; sont des données de la question, lesquelles
sont discontinues pour la valeur considérée de a. Entre ces données on
devra ayoir, pour qu'il y ait compatibilité, la premiére relation (23), 0 dé-
signanl la racine carrée de I'expression (24), prise avec un signe qui dé-
pendra du sens de la propagation ().

Dans le cas contraire, la discontinuité-se divisera (¥) en deux dont 'une se

. f o ,, . 1
propagera avec la vilesse + o e I'autre avec la vitesse — = =
. :

£y Ow

Si la discontinuité était d'ordre supérieur au second, nous savons, d'aprés
la théorie des caractéristiques, que la vitesse de propagation ne changerait
pas de valeur. Pour obtenir le méme résullat en partant de nos considé-
rations cinémaﬁques, il suffirait évidemment de remarquer que les varia-
tions dérivées pitwes (p élant Pordre de la discontinuité) formeraient alors
une progression géomélrique de raison 6 et de subslituer d’autre part ces
variations daus I'une quelconque des équalions oblenues en différenciant
p — 2 fois (5). - :

1 est clair, également, que I'expression de la vilesse de propagalion ne
serait pas changée si, parmi les forces accélératrices, en figurait une qui
soit fonction de la vitesse, ou si, d’'une maniére générale, la force X dépen-
dait d’une maniére quelconque, non seulement de z, ¢ et ¢, mais des
dérivées premiéres de x par rapport 4 a et & £.

168. — D’aprés ce qui précéde, il est impossible de traiter de ta dyna-
mique des gaz sans tenir compte des discbntinuilés qui s’y propagent : leur
absence suppose un accord tout exceptionnel enire les données initiales el
les mouvements des parois.

Celte circonslance ne se présenle pas dans la dynamique des liquides, ou
I'on n’a jamais a étudier que des mouvements continus ou tout au plus des
discontinuités stationnaires (?).

Elle constitue une difficulté toule spéciale de I'étude des gaz. On voit, en
effet, qu'avant d’essayer de former les équations du mouvement, il est
nécessaire de déterminer dans quel domaine ces équations seront valables :
ce domaine étant limilé par des ondes dont il faut étudier la propagation.

(1) Comparer ch. v, n° £48.

(2) Nous reviendrons sur ce dédoublement, dans le cas général de Vespace au
ch. v, no THA, ’

(3) Voir ch, v, nos 2844-246.

Hacamarn 11
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Aussi pusséde-t-on trés peu de résultals généraux sur les mouvements
des gaz. Presque tous sont relalifs au mouvement recti'ligne traité par
Riemann et Hugoniot dans les Mémoires cités, et donl nous allons nous
occuper maintenant.

169. — Nous nous bornerons au cas ol le gaz est primitivement (ou,
du moins, peut avoir é(é a un instant quelconque), & une pression et a une
température uniformes, de sorte que I'équalion du mouvement se réduit

(8) = ‘y( ) ba?
ol ¢(w) représente, comme nous l'avons vu la fonction —Pi ¢’ (w) el ol
o

w est la dérivée parlielle g‘g. Quant & l'autre dérivée partielle g‘f, elle n’est

autre que la vitesse . o

La vitesse 8 du son est égale & == ¥/ (w), et c'est ce qu'exprime l'équa-
lion (21'). Ecrivons, d’autre part, 'équation (2%’) : celle-ci nous donnera
(p devant étre ici remplacé par u et ¢ par w)

du = 0dw = %V} () dw.
Cette équation est intégradble. En posant

(25) Ve (0) = (w),
ou il est entendu que le radical du premier membre est pris avee le signe
~+) elle donne

(26) u == y (w) = constante.

170. — Ainsi chacune des familles de caractérisliques admet une com-
binaison intégrable. Cette remarque a conduit Riemann a prendre comme
variables indépen lantes les quantités

u+y(w) =5
u— g (0) =r..

(7,

qui donnent

(28) w0,
(28) $ (@) = 250,
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Pour effectuer ce changement de variables, nous commencerons, par
opérer la transformation de Legendre, c¢'est-a-dire par prendre pour varia-
bles indépendantes « et w, et pour fonction inconnue la combinaison

(30) s=uwa+ut—z

dont les dérivées partielles par rapport a w et w ne sont autre que t et a;
les nouvelles valeurs des dérivées secondes se calculent par les formules
du n° 162 et 'équation (8) devient

(31) )2,

Il est maintenant aisé de passer aux variables ¢, 7 : il vient

8 05— x(w)( bz)

%o X (w) on

ou, en tirant w de l'équation (28

2z
(32) = —re—w(E-5)=0,
[ étant une fonction définie par la relation
(39) 2] = 538

L’équation est ainsi rapportée a ses caractéristiques : elle a la forme de
Laplace
otz ¥

Z,E—&-f- Z,E—o-b +cz = 0.

(34)

171, — Cest précisément a.propos de 'exemple qui nous occupe que
Riemann (') a été conduit & imaginer sa méthode d’intégration, étendue,
comme on sait, par M. Darboux & I'équation générale (34).

(1) L'inconnue considérée par Riemann n’est pas z, mais une gquantité w définie
comme une intégrale de différentielle totale exacte, par la formule

dw = — § (@ + dn) + ox' ) (5 & — £ an)

laquelle équivaut a la formule (3) (§ II) du Mémoire de Riemann (page 183 de la
traduction francaise), les relations qui servent 3 passer des,notations de Riemann
aux ndtres étant

n

VF@ =og @),  f@==—x0), r=3

I
|

v
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Rappelons que celle méthode (*) esl & beaucoup d’égards analogue a celies
dont nous avons parlé au chapitre I. Elle repose sur une identilé loule
~ semblable a celle de Green, savoir

(35) f f [$F(2) ~ 58 ()] didn = [ Mdn —Na,

dans laquelle

z et { désignent deux fonctions réguliéres quelconques ;
F(2), le premier membre de I'équation (34);
8 (%), le premier membre de I'équalion

=R % ( B
(38) SO =g=—af-tr+(c—3 zm)t_o,
dile I'adjointe de la proposée ;
M, N, les expressions

<M=az{+%<lz—:—z§—g>,

{N=b35+%(§:~§—zg§):

(37)

I'intégrale double étant étendue a une aire quelconque du plan des £ v, et
I'intégrale simple du second membre, au contour de celte aire.

Celte identifé étant posée, la résolulion du probléeme de Cauchy pour
P’équation (34), la courbe y étant un arc quelconque du plan des &y assu-
jetti & la condilion de n’étre coupé qu'en un seul poinl par une paralléle
quelconque a 'axe des £ et 'un seul point par une paralléle quelconque &
I’axe des  : -—— aulrement dit, le calcul en un point quelconque A (¢, ')
(fig. 11) d’une intégrale s de I’équation (34), donnée par ses valeurs et

L'¢quation aux dérivées partielles de Riewann esl donc une transformée de 1'équa-
tion (32).

Les transformations de cette espéce, applicables & une équation de Laplace et ou
intervient l'intégration d nne différentielle totale exacte, ont été déterminées par
M. Darboux (Lecons sur la théorie des Surfaoces, liv. 1V, ch. viii, no 402), Celle
qui conduit & 1’inconnue w correspond, dans la notation de M. Darboux, a

p=— 2oy (v),
la fonction p de M. Darboux étant égale & wy' (w) et la solution 2" de 1'équation (32)
qui conduit a cette valeur de p n’étant autre que ' = w.

(1) DarBoux, Lecons sur la théorie des surfaces, liv. 1V, ch. 1v (tome II).
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ses dérivées premitres en chaque point de v, — se raméne & la formation
d’une fonction g (§, v, ; &, #") qu’on peut regarder comme correspondant &
la fonction de Green. Cette fonction g est définie par la triple condition :
1° De satisfaire a 'équation @ = 0, lorsqu’on la considére comme fonc=-
tion de £, n (£ et ' étant constants);
§ M
£° Deseréduire, pourn=n'a ef gPEmE pourt =¢, a ef"-' a &) da.
Elle présente une propriété de réciprocité analogue a celle de la fonction
de Green, el qui se démontre d’'une maniére foute semblable (*) : Péxpres-
sion g (¢, n; & v') ne change pas lorsqu’on permute entre eux les points
£, m; &, %', en méme temps que les polyndmes différentiels G, F (fait qui
est immédiatement évident pour les con-
ditions 2°, mais non pour la condition 1°).
Cette fonction g étant formée, on la
substituera pour { dans Videntité (35),
moyennant quoi le premier membre dis~
paraitra, z étant la fonction inconnue
cherchéé. Quant a I'aire d'intégration, on
la limitera d’une part par la courbe v, de &
’autre par les paralleles A'B, A C (fig. 11) © Fig41
‘menées respeclivement aux axes des t et
des 1 par le point A.

En vertu des propriétés supposées a la fonction g, l'intégrale f Mdn— Ndt

se réduira, sur ABa %— [(z9) — zA], sur AC é; [(z9)e — z,]; et l'on

aura
(38) Z, =; [(z9)s + (29);] — f Mdn — Ndi,

formule qui résout la question, puisque, dans le second membre tout est
directement exprimable & I'aide des dovnées.

Inversement, si la courbe y salisfait & la condition géoméirique indi-
guée plus haut, et si, bien cntendu, les valeurs de z et de ses dérivées
données vérifient, sur vy, Ia relation
oz

dn,
b’q m

[ 1
(89) ds =% d +

(1) DarBoux, Loc. ¢it., n° 859.
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166 CHAPITRE 1V

la formule précédente définit bien une fonction remplissant les conditions
du probléme.
Si, au lieu de I’équation & = 0, on avait & intégrer ’équation

3=f!

[ étant une fonction donnée de £, 7, la méme méthode réussirait encore, la
formule (38) élant simplement complétée par I’intégrale double ff/'g dat dn

étendue & notre triangle curviligne : ¢'est ce qui résulte immédiatement de
la formule générale (35).

1'72. — Enfin, la méme méthode s’applique également au cas ou la
courbe y est remplacée par un systéme de deux caractéristiques, les valeurs
de z seul étant données sur chacune de ces deux lignes. La formule (38)
est alors remplacée (pour ’équation sans second membre) par

0 0
(40) a=(9z)o—f g (5 + ) d&—f g (E -+ az) dn.
C B

1'73: — On ne dispose pas d'une méthode générale pour calculer la
fonction de Riemann g (§, n; &, 7). Mais on est assuré de I’existence de
cette fonclion dés que les coefficients de I’équation sont analyliques et ré—
guliers (*) ou méme plus généralement dés qu’ils sont continus et déri-
vables (?).

Dans ces condilions, il résulte évidemment de ce qui précéde que si la
courbe v n’est coupée qu'en un seul point par une paralléle a Paxe des £ et
en un seul point par une paralléle a 'axe des 7 (ainsi que nous l'avons
suppose":) le probléme de Cauchy admel une solution et une seule.

D’une maniére plus précise, si la fonction z et ses dérivées sont données
tout le long d’un arc PQ satisfsisant a la condition précédente, celte fonc-
tion est déterminée dans lout le rectangle qui a pour sommels opposés P
et dont les cdtés sont paralléles aux axes.

174. — Ceci nous permet de combler pour les équalions dont nous nous
occupons en ce moment, une lacune dont nous avons signalé l'existence

(1) DarBoux, Loc. cit., tome II, pages 91-94.
(% Damsoux, Loe. cit., tome 1V, pages 355-359 (Note de M. Picard).
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un peu plus haut (0° 161). Supposons en effel que 'équation (17) ail la
forme de Laplace : alors nous pourrons affirmer que deux surfaces inté-
grales, analytiques ou non, ne peuvent avoir entre elles un conlact méme
d’ordre infini tout le long d’une ligne sans que cette ligne soit une carac-
téristique, puisqu’on pourrait alors considérer en particulier, surlaligne en
question, un arc le long duquel £ et 4 soient chacun constamment croissants
de maniére que la donnée de # et de ses dérivées premiéres le long de cet
arc détermine complétement cette fonction dans le voisinage.

Cette conclusion s'étend & U'équation (8). Considérons en effet le pro-
bléme de Cauchy pour celte équation, c'est-a-dire supposons qu'on se

donne une série de valeurs de a, ¢, », ¥, z, dépendant d’'un paramétre. Ce
probléeme peut étre immédiatement ramené au probléme analogue relatif a
I'’équation (31), puisqu’on connailra z et ses dérivées .gg =get ::—E == ¢ pour
une série de valeurs de w et de u.

La condition nécessaire et sulfisante pour que ce probléeme cesse d'étre dé-
lerminé est donc que la série de valeurs ainsi considérée soit caracléristique.

Physiquement parlant, si I'on imagine successivement deux mouvements
M et M’ de notre masse fluide, lesquels coincident pour ¢ < ¢, a < a,, ces
mouvements coincideront encore, pour une valeur de ¢ supérieure & 2, jus-
qu’a la valeur de a atleinte par I'onde partie de a, et se propageant avec la

vilesse négalive — V¥ (w); autrement dit, jusqu’a la valeur.

At
a=a, —j V-.};(w)—dt
2

Ce résultat n’avait été, jusqu’ici, établi en toule rigueur qu’en supposant
les mouvements en question analytiques de part et d’autre de Uonde.

1'75. — Dans le cas des gaz parfaits, nous avons trouvé
() ? (0) = hw=m
et, par suite,

(41) 8 () = Ku=- ™1, 1a=1”9—".
0

.__ m4y
% (») est donc égal a Ve ® .
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Comme cette quantité représents la vilesse du son, la constante Vi nest
autre que la vitesse A du son dans U'état initial : on a
- = mk
(42) y=Vk=\/"=.
Po
Si, comme cela a lieu dans {a loi de détente de Poisson, m est différent
de P'unité, il vient (en négligeant la constante additive)

) avE o m—t 2N _m—t

43) * () =—m{-a°’ ity Sl

(43) L) __m+1 = m+1 =
@ T T oyE ==

ct, par conséquent, la fonclion f définie plus haut (formule 83) a la .
valeur

(40) - rE—m=rts,
(45) p—imtl

On est ainsi amené a V'équation d’Euler

%z B 0z dz\ __
(48) s -5 =0

Lorsque B esl un enlier, l'inlégrale générale de cette équation s’exprime
en termes finis : elle est ()

(47) Lt (3= Y)

SRR PR R

ou X et Y sont des fonctions arbitraires 'une de §, I'autre de 7.

Il se trouve que ce cas est.approximalivement celui de la loi de Poisson.
La valeur généralement admise pour le coefficient m (rapport des deux cha-
leurs spécifiques) est, en effet 4,41 ; et I'hypothése m = 1.40 donne-
nerait § = 3.

176. — Mais quel que soit B, la méthode de Riemann permet de

(1) Darnoux, loc. cit.,, no 853 (tome II, p. 65).
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résoudre le probléme de Cauchy. On peut, en effet, former la quantité g:
ou trouve (%)

48) gt )= —9TPm—8)"Pm—p¥F @5, 1,0)

o désignant le quotient

_E=8)(n—n)
T E—1)Y®m—1t)

et F la série hypergéomélrique
F(p»p,i,o)=l+.p.2,_|_[p(§+l) 1

o BE+1).. (b n—1)
+| Jes

1'77. — Nous avbns exciu tout & [’heure le cas de m = 1, c’est-a-dire
celui de la loi de Mariotte ot ¢ (w) est donné par la formule (2). Dans ce

cas, ona

(50) ¥ (w) ===
(50’) X. (w) == ‘/I_gl- log [
et la quantlte ( () 4 donne simplement la constante — 4! —= — "/;4

L'équation (32) est donc

L 2z 2z
&1 o L =) =0
laquelle peut d'ailleurs, par le changement de variable 7 = e! & =" 2z,

se lransformer en

{ P
0b1

(52) oF 1n~l—l’z,.._0

Enfin Pon peut méme réduire { a I'unité, en prenant pour nouvelles

variables indépendantes ¥ et Ix.
L’équation ainsi obtenue, ou pluldt une équation aisément réduclible a

celle-la, est connue sous le nom' d’équation des télégraphistes. La fonc~

(1) Ibid., n° 360.
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tion de Riemann g (§, n; &', 0') est également connue pour Péqualion des
télégraphistes et par suite, pour I'équalion (51); on a

(53)  gEm:tm) =DV EUI0E—E) (=)
out J désigne la fonction de Bessel

X3 X+ Xan
JX)=1— iz -+ (2'53 + e + (— 1)"‘(7%—!— -+ ...

)2

178. — La loi de Mariotte étant un cas limite de celle qui est représentée
par la formule (2'), les résultats que nous venons d’obtenir doivent pouvoir
se déduire de ceux qui ont fait I'objet des nos §95-176. Il semble au pre-
mier abord, gu’il n‘en puisse étre ainsi et que, par exemple, I’équation (54)
ne puisse dériver de (46).

Pour cetle déduction, il est, en effet, nécessaire de tenir compte de la
constante additive & qui aurait da étre ajoutée au second membre de (43).
C'est, comme on sail, en faisant croitre indéfiniment cette constante

(h = "%‘{_:k—i) que l'on passe de la formule (43) 4 la formule (50’) pour m — 1

infiniment petit.
Augmentons donc 2y (w), ou son égal £ — 7, de la constante h, et rempla-
cons en méme temps, B par lh. L'équation (46) deviendra

25 0 E—mn—nh

2%z lh (az 2z ) _

et si, maintenant, on fait croitre h indéfiniment on retombera sur (54).
Le méme calcul peut évidemment s'opérer sur la fonction de Riemann
donnée par la formule (48), et qui peut s’écrire

snitn = (329 (2=0) r Gt

Si nous remplacons n — ¢, v —tparn — & + h, ' — &+ ket B par lhle
premier facteur deviendra

n—E+h lh_( n—n’__)"!
(n’——5+h) - i+h+1n—-E

et tendra vers ¢! " —") pour h infini. Le second facteur aura de méme pour
limite ¢! ~9),

Quant A la série hypergéométrique F (B, B, 1, 9), elle a bien pour limite la
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fonction de Bessel qui figure dans la formule (53) : le terme général de la
série F, est, en effet,

BB +1.. B+n—1)]

- n!®
_ [G—=8) (=] [+ 1) o = D]
(E—n"—h) (a—¥ +n)]" nl®
ce qui fait bien [ — ¢ —(nEi’))a(n — 7)’)]", pour h = .

.~ 179. — Le probléme de Cauchy, résolu, comme nous venons de le
voir, par la méthode de Riemann, est-il la traduction mathématique du
probléme physique qui nous est posé ?

Pour répondre a cette question, considérons d’abord le cas d’un tuyau
indélini, en supposant qu'on se donne les positions des molécules et leurs
vitesses a I'inslant initial, en tous les points. Dans ces condilions, x et ses
deux dérivées premiéres w et » seront connues, quelquesoit @, pour ¢t = 0.

Nous sommes donc conduits au probléme de Cauchy relatif a I'équa-
tion (8).

Or nous avons vu que ce probléme revient au probléme analogue relatif
a 'équation (32).

Toutefois une objection se présente & P’esprit. Nous avons remarqué que
la possibilité du probléme de Cauchy est subordonnée & ce fait que sur la
courbe v, £ et n sont toujours croissants ou toujours décroissants. Or il n’y
a aucune raison pour qu'il en soit ainsi lorsque ¢ et 4 sont déduits de la
distribution donnée des molécules et de leurs vitesses. ¢, par exemple, peut
fort bien avoir un maximum lorsque a varie, ¢ restant nul. Seulement, il
n’en résullera pas nécessairement 'impossibililé du probléme posé primi-
tivement. z pourra, en effet, avoir plusieurs valeurs différentes pour un
méme systéme de valeurs de u et de w, si & ce couple de valeurs de u, w
correspondent plusieurs systemes de valeurs des variables indépendantes
données a, t. Non seulement il peut en étre ainsi, mais u et w peuvent
étre constants, 5 prenant toutes les valeurs possibles : c'est ce qui arrive
pour le cas le plus simple, celui du fluide en repos (z = a; 4 = 0, 0 =1).
En un mot, — et ce fait, que nous retrouverons dés les numéros suivants,
est évident d’aprés ce que nous avons vu au n° 163, — une singularité
de z considéré comme fonclion de u, w ne donne pas nécessairement, aprés
la transformation de Legendre, une singularité de z considérée comme
fonction de q, ¢.
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Malheureusement, I'inverse peut évideinment se produire. Ayant oblenu
une valeur de z en fonction de w et de w, il faudra, pour la considérer

, dz 3z’ .
comume acceptable, calculer les dérivées o = 5 = t et s’assurer, 1° que

ces quantités peuvent &tre prises comme variablesindépendantes; 2° qu’elles
prennent bien tous les systémes de valeurs possibles pour lesquels ¢z > 0.
L'examen des conditions moyennant lesquelles il en est ainsi présenterait
sans doute quelques difficultés.

180. — Considérons maintenant le cas du cylindre limilé par des pis-
tons. Alors x et ses dérivées ne seront cannus que pour 0 < a <</, etl'on
aura ainsi seulement, dans le plan des ¢ m, un arc de courbe le long de =
et de ses dérivées par rapport & u et w seront connus. Ces données permet-
tront de calculer z dans un rectangle du plan des ¢ 5 (fig. 11). Dans le
plan des at, ce rectangle correspondra évidemment a la série des portions
du tube qui, a chaque inslant, ne sonlt pas encore alteintes par les ondes
issues des extrémités.

En dehors de la région du plan des at ainsi oblenue, il faudra tenir
compte des conditions fournies par le mouvement du piston. Or il est aisé
de voir que celles-ci ne peuvent pas étre transformées comme les précé-
dentes. Elles nous font connatlre, en effet, pour chaque valeur de ¢, la va-
leur de ¥, et par conséquent, celle de %, a étant égal & 0 ou & I. Mais la
valeur de w ne nous est pas donnde. Il est donc impossible de tracer & priori
la courbe correspondante du plan des ¢ 7.

La transformalion de Legendre et la méthode de Riemann .ne peuvent
done conduire a la détermination du mouvemenl dans ces nouvelles con-
ditions. C’est par une étude directe qu'’il y aurait lieu de tenter cette déter-
mination, et il est aisé de voir & quelle' sorte de probléme .analytique on
serait ainsi conduit.

Le mouvement cherché doit, en effet, étre compatible avec le mouvement
primitif, dans lequel il se propagera suivant suivant une onde dont la
marche est connue. Nous connaitrons done la valeur de  le long d'une.
ligne du plan des at, & savoir celle qui représente cette onde et qui est
une caracléristique (*). x est, d’aulre part, également donné, (par le mou-

(1) Il doit y avoir concordance (suivant cette ligne) non seulement des valeurs de 2,
mais aussi de celles des dérivées u et w. Mais, comme plus loin (note de la
page 174) cette concordance des dérivées résultera de la premiére, pourvu qu’eile ait
lieu initialement, c'est-a-dire pourvu que la vitesse initiale du piston soit égale 2
celle des molécules qui l’avgiginent.
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vement du piston) le long d’une aulre ligne sécanle & la premiére, savoir
la ligne @ = 0 (ou @ = ). C'est par cetle double condition qu’il faudrait
déterminer une solution de ’équation (8).

Le probleme ainsi posé est beaucoup plus difficile que celui de Cauchy,
méme daus le cas d’une équalion linéaire. On sail ('), lorsque les données
sont analyliques, élablir 'existence d’une solulion holomorphe, mais non
mettre celte solution sous une forme suffisamment simple et utilisable.

Hugoniot a, au contraire, montré que ce résultat peut étre atleint dans
un cas important, celui ol le gaz est primitivement en repos.

181. Les mouvements compatibles avec le repos. — Supposons pour
t = 0, le gaz en repos, & ‘une pression et & une température unilorme dans
une portion que nous prendrons pour état initial. Communiquons a 'un
des deux pistons, celui qui correspond & a = 0, un mouvement quelconque,
sans toutelois qu’il y ait jamais de changement brusque de vitesse.

Un mouvement prendra naissance au contact de ce pislon, mouvement:
qui se propagera dans le sens posilil avec la vitesse A = y' (1) du son. Ce
mouvement et P’état primitif du gaz, & savoir le repos, seront compalibles.

1l cessera d’en étre ainsi a partir du monment o le mouvement ainsi créé
est rencontré par le mouvement analogue produit par le piston situé a
Pextrémité I, si ce pislon est mobile. A ce moment naitra un lroisiéme
mouvement compatible avec les deux premiers mais non avee le repos. A
ce troisiéme mouvement, la théorie d’Huganiot, lelle que nous allons la
présenter, n’est plus applicable.

Nous saurons néanmoins écrire son équation, une fois connues les deux
premiéres.

En effet, la surface intégrale qui le représente se raccorde avec chacune
des deux premiéres suivanl deux caracléristiques de syslémes diflérents :
savoir, une caractéristique £ = const. pour le premier des deux mouve-
menis dont nous avons parlé plus haut (puisque la propagation du troisi®me
mouvement 8’y fait dans le sens négatif), une caractéristique’s = consl.
pour le second. Sur chacune de ces caractéristiques on connaitra la série
des valeurs de a, t, x, %, w et par conséquent celle de z et de ses dérivées
premiéres. Toutes ces quantités sont en effet supposées connites dans les
deux premiers mouvements, et ne sont pas altérées par la discontinuilé

(1) Picarp, in Darsoux, Loc. cit., tome 1V, p. 361-362 ; Goursar, Lecons sur intés
gration des équations aux dérivées partielles du second ordre, tome H, p. 303. —
Voir plus loin ch. VII.
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puisque celle-ci est au moins du second ordre. z étant connu sur les deux
caraciéristiques ('), on est ramené au probléme du n° 192,

Mais que le second piston reste en repos ou non, il arrivera toujours un
moment ou un nouveau mouvement prendra naissance ; c'est celui ou
'oade partie de 'extrémilé @ = 0 atteindra Pextrémité opposée.

A ce moment, comme nous 'avons vu au n® 151 il y aura réflexion, et
la discontinuité reviendra en arriére. Le nouveau mouvement ainsi produit
n’est plus compatible avec le repos.’Son étude ne peut pas se faire par la
méthode que nous venons d’indiquer. Elle dépend des considérations déve-
loppées au n° 180 et on ne posséde pas, quant a présent de méthodes
permetlant de le caleuler explicitement.

182. — Daas le cas précédemment étudié, ol la vitesse de propagation 6
est constante, I'état d’équilibre est celui odl les fonctions 7, et f; introduites
au n° 145 ont les expressions f; (a4 6i) = a + 0¢; f, (a — 6¢) —=a —.6t.

Les mouvements compatibles avec le repos sont donc caractérisés par ce
fait que I'une de ces deux fonctions se réduit a la variable méme dont elle
dépend. La surface représentative correspondante est évidemment un
cylindre,

Propusons nous de déterminer ces mémes mouvements dans le cas ou la
fonction 9 est quelconque, et soit & trouver une surface intégrale = qui se
raccorde avec le plan @ = a suivant une caractéristique I correspondant a

Z‘t‘ + V() = + ¥ ().

(1) 7l semble que le probléme soit impossible par suite du trop grand nombre des
conditions, puisque 1’on donne, sur chacune des deux caractéristiques de raccorde-
ment 7 et ses dérivédes, alors que la seule donnée de z suffirait & déterminer la
solution. Mais si ces valeurs d’une fonction z satisfaisant 2 1’équalion de Laplace

(34) sont données sur une caractéristique & = const., les valeurs de gg satisfont, sur

cette ligne, & Ia relation.
d (dz dz dz
i (F) +esi=—( a“‘)

(cas particulier de (22)), qui détermine cette quantlté —E— dés qu’elle est donnee en

-un poinl. Or cette relation est vérifiée par le premier mouvement donné Si done
on détermine le troisidme mouvement par la formule (40), il y aura bien coinci-

dence des -valeurs de %E Cette coincidence a, en effet, lieu en un point, le point

commun aux deux caractéristiques, les surfaces intégrales qui correspondent aux
trois mouvements primitifs étant alors tangentes entre elles.
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Menons, par un point quelconque P de cette surface, la caractéristique I’
du systéme opposé & T. Sur I, la quanlité u + x (w) est constante, Or la
ligne T rencontre nécessairement T et, sur T, la quantité u + y(w) est
partout égale & x (1).

Donc la surface cherchée = satisfait & 1’équation aux dérivées partielles
du premier ordre :

(54) U+ (0)=y()

Ainsi, dans un mouvement compatible avec le repos, la vitesse et la
densité sont fonctions lune de Uautre. Ces deux quantités croissent en
méme temps (la vitesse étant prise avec sa valeur algébrique) puisque ' (w)
est positif et que p augmente quand w diminue.

183. — On démontre aisément (') que si une surface est telle que,
enire les coefficients angulaires de son plan tangent, existe une relation
indépendante des coordonnées du point de contact, cette surface est déve-
loppable.

Tel est donc le cas de la surface cherchée, puisque u et w sont les déri-
vées de x, considéré comme fonction de a et de ¢. Si par I'origine des coor-
données nous menons les différents plans dont les directions satisfont &
’équation (54), plans dont I'équation générale est

(55) &= wa + [y (1) — x(w)]

ces plans enveloppent un certain cone C dont 'équation s’obtient en élimi-
nant w entre I'équation précédente et sa dérivée

(55') a — ty' (w) = 0.

Les généralrices de la développable ' sont paralléles aux génératrices
de C. Ces génératrices étant les tangenles de I'aréte de rebrousssement, on
voit que Pindicatrice sphérique de celle-ci est connue.

184. — En prenant pour ordonnées, non plus les valeurs de x, mais
les vitesses ou les dilatations, (les coordonnées horizontales étant toujours
a et ¢), on aurait pour représenter le mouvement non plus une dévelop-
pable, mais une surface réglée avec génératrices horizontales, punsque, sur
chaque onde, la vitesse et la dilatation sont conslantes.

{") Jovpan, Cours d'Analyse, 2¢ édition, tome I, p. 476 ; Goursar, Cours d’Analyse
tome I, p. 524.
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185. — Les conclusions précédentes subsisteront pour tont monvement
compatible avec le premier, si la caractéristique de raccordement est de
méme systéme que T.

Elles subsisteront donc s'il se preduit des disconlinuités quelconques
{(du second ordre au moins) dans le wouvement du piston @ = 0. Elles ne
seront modifiées, comme nous I'avons dit plus haut, qu’a partir du moment
ol on rencontrera un onde se propageant en sens inverse.

On arriverait encore & des résultats analogues si, dans P’état primilil du
fluide, les molécules, au lieu d’étre en repos, élaient animées de mouvements

.

uniformes donnés par équation
(56) ] x = aa + Bt,

« et B étant des constantes (mouvement qui satisfait évidemment & 1'équa-
tion (8)). ‘

Plus généralement le mode de raisonnement que nous venons'd’employer
s’appliquera a loute équation de la forme (17) dans laquelle une des familles
de caractéristiques admet une combinaisen intégrable dF, lorsqu’on cher-
chera les surfaces intégrales se raccordant, suivant une caractéristique de
Pautre systéme, avec une surface salisfaisant & 'équation F = consl.

186. — Si on essayait d’'appliquer aux développables = que nous venons
d’obtenir la transformation de Legendre ulilisée précédemment, on n’abou-
tirait pas & des surfaces. UUne surface développable a, en effet, pour polaire
réciproque non pas une surface, mais une ligne, chaque point de cette ligne
correspondant & une infinité de points de la développable, savoir tous ceux
qui sont sur la méme génératrice. "L’équation (54) montre que celte ligne
correspond dans le plan des § # & la droite § = y (1). Nous avons la un
exemple évident des intégrales dégénérées auxquelles nous avons fait allu-
sion précédemment (n° 163).

187. — Les développables = sout les seules surfaces développables qui
satisfassent & ’équation (8). Si, en effet, on suppose que P'on ait

oa

dx o
= r(%)=rw)
on en déduira, en différentiant successivement par rapport a t et a a,

¥ ¥, kP
=gt @) =g (@)
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et I’équation (8) ne pourra étre vérifiée (sauf pour :% et Z—f constanis) que

si ¢ (w) = 7"2(w).

188. — 1l nous reste maintenant & déterminer complétement le mou-
vement dont nous venons de trouver les propriétés générales, en supposant
donné le mouvement du piston.

Il suffitd cet effet de reprendre le mode de représentation employé aux
n° 146 et suivanls (£g. 10). Le mouvement du piston nous fera con-
naitre la section « 8 (fig. 10) de la surface cherchée, par le plan nommé
plus haut O. En chaque poiant de cette section, la développable admettra un
plan tangent qui devra : 1° Conlenir Ia tangenie & celte courbe; 2° Satis-
faire & I’équation (54) ou, si I'on préfére, étre paralléle & un plan tangent
du cone C. Ce plan tangent sera donc connu. Quant & la génératrice de
contact, elle sera paralléle a la génératrice correspondanle du cone C. Le
lieu de ces génératrices sera la surface cherchée.

Chacune des génératrices représente, comme on le voit, la propagation
du mouvement donné au piston & linstant correspondant a son point
d’origine.

189. — Analytiquement parlant, soit
(57) zy = (%)

I’équation qui fait connaitre V'abscisse @, du piston en fonction du lemps ¢,.
On aura pour Ia vilesse de ce méme piston, la valeur u, = f/(¢,). La rela-
tion (54) donne dés lors la valeur w, de w au voisinage immédiat de ce
piston. Par exemple, sila loi de détente est la loi de Poisson, w,aura,
d’aprés la formule (43), I’expression

(58) w, =.(4 4 (m— 1)u)~.r’n

A étant toujours la vitesse du son dans I'état initial.

Le mouvement communiqué au piston & cet instant ¢ se propage avec la
vilessse y' (w,). Au temps ¢ > £, il est parvenu au point dont I'abscisse
initiale est

[ d’uO
(59) a =y (wo) (t —t;) = (t, — ?) T,
L]
et auquel il communique & cet instant la vitesse u,.
Hapansrp 12
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Nous supposens ici que ce point a €élé successivement aileint par les
ondes nées aux différents inslants antérieurs 2 ¢, ; son abscisse actuelle sera

to=1,
z=a-+ /uo (#,) dt
ty=0

ou, sous le signe f, ¢ désigne une fonction de ¢'; définie par I'équation

(59), soit

donc évidemment

t=1, —a 2

Remplacant ¢ par cetle expression, et, par conséquent d¢ par

dw
dlo— ad (d‘it—:)’

ts
x=a+/ uy (¢) dtlo_afuod <g%’>
0 0 ¢
to
d
=a+f uodto—auoaui—i—a(wo—l)
0
0

t
ou (puisqueﬁ ' uydty = &, et en tenani compfe de (59))

il vient

d
(80) &=z = (t— 1) (‘o o0 — ) = o+ (£ — 1) (i () + 4)
0
Ty, 0y, #, &lant les fonctions de ¢, dont nous venons d'indiquer le caleul.
L’éliminalion de ¢, entre les équations (59), (60) donne le résultat cherché.

190. — On peut encore imaginer qu’au lieu du mouvement du piston,
on donne, pour chaque valeur du temps, la pression extérieure que ce
piston supporte. Il est clair que les calculs qui précédent ne seront pas
essentiéllement modifiés. Au lieu de u, cest w, qu'on calculera tou
d’abord par la résolution de I’équation (2'). On aura alors v, = (1) — v (w,),
puis z, par une quadrature : aprés quoi, il ne restera plus qu'a écrire les

formules (59), (60).
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191. — Grace a I'intervention des ondes de discontinuité, nous avons
pu, le gaz étant animé d’'un mouvement donné & un instant donné, cons-
tater Uexistence, aux instants immédiatement suivants, d’un mouvement
satisfaisant tant aux équations internes qu’aux conditions aux limites.
Avons-nous le droit d’en conclure que les disconlinuités étodiées jusqu’ici
permeltent, i elles seules, d’assurer Uexistence du mouvement pour toule
valeur ultérieuwre du temps? Une lelle affirmalion ne serait nullement
légitime.

I suffit, pour s’en rendre compte, de se placer de nouveau dans le cas
simple de la vitesse de propagation constanle. Le gaz étant en repos
pour ¢ = 0, metlons en marche, & cet instant, le piston d’abscisse 0, dans
le sens positil, c’est-d-dire de maniére & comprimer le fluide. Dans nos
hypothéses & un instant quelconque 7, le mouvement ainsi créé s'étendra
aux points dont les abscisses initiales sont comprises entre zéro et 0¢, le
resle de la masse restant en repos.

Or, on peut évidemment, en accélérant convenablement le mouvement
du piston, faire que son abscisse, 3 un certain instant ¢, soit supérieure
a 0z.

Il y a évidemment contradiction, les molécules voisines du piston
devraient, a cet instant, coincider avec certaines molécules encore en repos.
8i nous voulons conserver nos hypothéses fondamentales d’impénétrabilité
et de continuité (n" 44=-43), nous allons éire obligés de faire intervenir
des phénomenes distincts de ceux que nous avons décrits dans ce qui pré-
céde.

11 convient de remarquer que cette hypothése d’une paroi se déplacant
avec une vitesse supérieure a celle des ondes n’est nullement théorique :
elle se présente dans Papplication la plus importante que 'on ait jusqu’ici
songé & faire de la Dynamique des gaz, & savoir I'étude du mouvement des
projectiles. On sait, en effet, que la vitesse de ceux-ci est plus grande que
celle du son.

192. — Toutefois, avant d’étudier les singularités qui doivent ainsi se
produire lorsqu’on donne au piston un mouvement comprimant, nous
devons en mentionner une qui se produit au cortraire, dans le cas d’'un
mouvement décomprimant.

Pour calculér la valeur de w, nous avons résolu, par rapport a celle
quantité, I'équation (54).

Nous devons nous demander si cette résolution est possible. La dérivée
du premier membre par rapport & w est toujours différente de zéro (elle est
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égale & ¥/ (w) = t/tl:-\-u:)) u peut done prendre toules les valeurs négalives
possibles, s'il tend vers — o pour w = <+ o0, c’est-a-dire si I'inlégrale

1) — ()= — x (w) dw:———f \/Ww—) dw
i i

est infinie.

C'est ce qui a lieu pour la loi de Mariolte, la fonction x (w) élant alors
logarithmique.

Mais il en est autrement dans le cas de la loi de Poisson. Pour celle-ci, la
formule (48) donne

2
m—1

1) — ¢ (o) =—

Lorsque le piston arrivera a prendre une vitesse négative et qui (en va-
leur absolue) soit, avec la vitesse du son correspondant a I'état initial, dans

le rapport le fluide cessera de le suivre : entre eux un vide se pro-

m—1
. duira, tout comme si on avait affaire & un liquide. La seule différence est
que les derniéres couches de gaz seront infiniment dilalées (puisque w sera
devenu infini (*)), au lieu que, pour un liquide méme un peu compressible,
la séparation aurait lieu & partir d’une certaine valeur finie de w,
2)
—1
son mouvement produira, au contraire, a chaque inslant, dans les couches
voisines, un élat déterminé, qui se propagera comme nous I’avons dit, au
moins pendant un ¢ertain temps, jusqu’a ce que se produisent les singu-
larités dont il nous reste & parler.

Tant que la vitesse du piston n’atteindra pas la valeur négative — pooy

§ 3. — LE PHENOMENE DE RIEMANN-HUGONIOT

193. — Si, comme nous P'avions supposé un instant tout a 'heure, le
mouvement obéit & ’équation (8') il est aisé de voir que la singularité dont

() Nous nous placons, bien entendu, dans 'hypathdse toute théorique ot le fluide
garderajt ses propriétés jusqu’au zéro absolu, que celte détente indéfinie permettrait
d’atteindre,
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I'existence nous est apparue comme nécessaire au n° 191 apparaitra (et cela
pour la premiére fois) au moment ol une compression infiniment grande
se produira, w devenant nul.

En effet, le fluide étant supposé primitivement en repos, un mouvement
qui 8’y propagera dans le sens positif (& pariir de 'instant ¢ = 0) aura
pour équation.

1) w=a+fO0l—a  (a<0)
avee 7(0) = £’ (0} = 0. La fonclion f sera donnée par la relation
r(6t) = «,,

x, représentant encore I'espace parcouru par le piston. Si eette quantité z,
est une fonction dérivable du temps, z sera une foriction dérivable de a et
de ¢. Dans tous les cas, d’ailleurs, a chaque systéme de valeurs de a et de ¢
correspond une seule valeur de . Pour gqu’inversement, & un sysiéme de
valeurs de et de ¢ corresponde une seule valeur de a, il faut et il suffit

queladérivéew = ':—::- ne change pas de signe. Si cetle condition cesse d’étre

remplie, ce sera & parfir du moment ot w s’annulera.
Comme les valeurs de w se propagent & partir de I'extrémité ¢ =0, ce
phénomeéne se produit tout d’abord au contact du piston.

194. — Nous allons voir avec Riemann et Huogoniot qu’il en est tout
autrement lorsque Ia fonction ¢ (w) ne se réduit plus & une constante et,
en particulier, dans le cas de la loi de Poisson.

Dans ce cas, en effet, w ne peut devenir nul que lorsque la vitesse devient
infinie. Mais, d’autre part, au lieu du cylindre défini par I’équation (61),
nous aurons une surface développable: dont l'aréte de rebroussement sera
située & distance finie, (du moins tant que la vilesse du piston ne sera pas
constanle).

Dés lors x, considéré comme fonction de a (¢ étant regardé comme cons-

tant) peut présenter deux sortes de singularités : 10 celles pour lesquelles :—(‘I;

est nul, analogues par conséquent a celles dont nous venons de parler ;
2° celles qui correspondent a I'aréte de rebroussement de la surface.

C'est ce que I'on peut vérifier direclement par 'élude de la dérivée :—5
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Si, en effet, on différencie les formules (59), (60) pour ¢ constant, on
trouve

da = [(z — 1) ¥ (w,) %‘;’_: - yj(mo)] dt,

62) T [ —7?“ =) (le;" +x (%>] dt,
=% [(t'_ o) X (o) %’0‘0 — X'(wo)] dt

N |

Eliminant dt,, on aura la valeur de;:—w- par le quolient des dérivées
dz da
de,’ dt,’
Par conséquent, sauf le cus de w == 0, de w =  lequel, comme nous le
savons, ne peut se produire qu’aun contact du piston, il ne peut y avoir

du moins tant que la premiére de ces quantités ne s’annulera pas.

. . da .
d’autres singularités que celles pour lesquelles d_(tl' s'annule et par consé-

uent aussi —— dhie
q ar,"

ment de [a courbe décrite par le point (a, z) lorsque £, varie. Les dérivées
premiéres de  par rapport & a et a ¢ restent alors continues, mais les dé-
rivées secondes deviennent infinies.

Ici, d’aprés les formules (62), ce poinl de rebroussement est donné par
I'équation .

. Comme on sait, ceci caractérise un point de rebrousse-

(83) (t— ) B2 0 - ) = 0.

1935. — L'interprétation physique de cetle circonstance est d’ailleurs
simple. 1l suffit de nous rappeler que chaque génératrice de notre déve-
loppable représente la propag gation, avec la vitesse y' (w), d’un mouvement
déterminé, caractérisé par ‘un sysiéme de valeurs déterminé de u et de w.
Un point de I'aréte de rebroussement de notre surface correspond a la ren-
contre de deux généralrices extrémement voisines, par conséquent, ala
rencontre de deux ondes conséculives, la seconde raltrapant la premiére.

196. — Si, au lieu de la surface représentative des déplacements, on

considérait celle qui figure, en fonclion de et de ¢, les dilatations, ou celle
iqui figure les vitesses, les deux ondes conséculives dont nous venons de
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parler correspondiaient, sur 'une quelconque de ces deux surfaces, a ceux

« génératrices ayant mémes projections horizontales que celles de la dévelop-
pable. Ces nouvelles génératrices ne se rencontreraient d’ailleurs plus dans
'espace, et le point de rencontre de leurs projections horizontales serait
simplement le pied de leur perpendiculaire commune, de sorte que I'aréte
de rebroussement de notre développable correspond a la ligne de striction
de la surface des dilatations ou de celle des vitesses, ces surfaces ayant, en
chaque point de cette ligne, un plan tangent vertical.

197. — Les surfaces ainsi construites permettent de.se figurer d’une
maniére simple le phénoméne qui nous occupe, en considérant leurs sce-
tions par les plans ¢ = const. Cha-
que point p (fig. 12, 13) d’une ; Z
telle section appartient en effet, &
une certaine génératrice, corres— smmmm o e e
pondant & une onde déterminée, P
et nous savons que ces différentes [ /777 Pt
ondes se déplacent avec des vilesses
inégales, suivant qu’elles sont plus )
ou moins comprimées. Par con- Fig. 12
séquent, pendant un temps donné ¢' — ¢, elles auront décrit des chemins
inégaux, et la courbe de section, lien du point y, se sera déformée. Si les
ondes d’avant sont celles qui se propagent le plus rapidement, les distances
horizontales auront augmenté
et la courbe se sera étalée dans
le sens horizontal (fg. 12).
Mais, dans le cas opposé,
(fig. 13) la courbe tend au
contraire & se redresser et rien

~3
N
b

"""" 7 n’empéche qu’a un certain ins-
i ! tant T, une de ses tangentes ne
X ) devienne verlicale. Si I’on svi-

vait la méme déformalion aux

instants suivants #, on verrait

Fig. 13

I'inclinaison de cette tangente sur la verticale changer de sens et les diffé-
rentes parties de la courbe se dépasser les unes les autres, absolument
comme il arrive dans une vague qui déferle,

198. — Dans le ¢as de la loi de Poisson ou de celle de Mariotte, les
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ondes les plus comprimées sont celles qui se propagent le plus vite : autre-
ment dit, la vitesse y’ (w) est une fonction décroissante de w. Nous nous
placerons donc dans I'hypothése ou cette condition est vérifiée (). Alors

1 . . . . .
comme — est croissant avec %, il faudra que celte derpiére quaatité soit
d

croissante avec le temps; — autrement dit, que le piston ait une accéléra-
tion positive — pour qu’une onde pulsse en raltraper une autre née anté-
rieurement a elle.

du
8i donc on donne au piston un mouvement a accélération @, ¢ négaltive

(autrement dit, dirigée daos le sens de la décompression), les ondes ainsi
engendrées ne se raltraperont point. De fait, la formule (63) ou I'on a
" (») < 0 montre que le point de contact de la génératrice de notre dé-
veloppable avee I'aréle de rebroussement correspond & une valeur négative
de t — t, et, par conséquent, aussi de @. La surface représenialive du
mouvement n’offrira aucune singularité, et donnera bien I'équation d’un
mouvement physiquement possible (du moins tant que n’interviendra pes
le phénomeéne signalé au n° 192). '

199. — Supposons, au contralre que l'accelerallon dt ? soit, & un ins-
0

tant quelconque, positive. Alors, I'onde née & cet instanl rattrapera I'onde
immédiatement antérieure,  un instanl ¢ donné par I'équation (63), soit

dty (g},
duy 1" (w)

Le temps nécessaire pour que la renconire des ondes conséculives se
produise est, comme on Je voit, pour une méme valeur de la vitesse, d’au-
tant plus considérable que I'accélération du piston est plus petite. Dans le
cas, précédemment examiné, ou I'on aurait affaire 2 des mouvemenls infi-
niment petits, cette renconlre serait indéfinimenc éloignée.

Si I'accéléralion était celle qui est due & la pesanteur, le gaz étant primi-
tivement A la température 0° et & la pression atmosphérique normale, la
quantité y'(w,) serait initialement, ¢’est-d-dire pour (v, = 1) égale & la. vi-

t=1, —

(!) On peut remarquer que l'hypothése opposée ¥"(w) > 0 ne pourrait étre véri-
fiée, ou du moins ne pourrait 'dtre constamment, sans quoi p serait, & partir d’'un
certain moment, inférieur 4 une expression de la forme (3'), ce "dont nons a.ons
montré l'impossibilité au n° $44.
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n
tesse du son soil, pour I'air, 330 métres environ par seconde. }%% aurait la
. 0

valeur — 7—"—;-—1 1__ '—n—_{—i En prenant BdTi: = ;, on trouverait que
la premiére onde ne serail rattrapée par les snivantes qu’au bout d’environ
28 secondes, temps pendant lequel elle aurait parcouru un peu plus de
9 kilométres.

.Au contraire, dans le cas oil le gaz serait comprimé par une explosion,
comme dans les expériences de M. Vieille dont mous parlerons lout a
I’beure, les ondes se rattraperaient dans P'intervalle de quelques cenli-
melres.

En tout cas, ce qui est certain, c’est que, cetle fois, la singularité ne
saurait, comme dans 'hypothése traitée au n° 193, se produire au contact
du piston. La valeur de ¢ — ¢, est toujours différente de 0 : c’est dans la .
masse méme du gaz que les ondes se rencontreront.

200. — Nous avons vu que la compression ne pouvait, dans ['bypo-
theése actuelle, devenir indéfinie. 11 est, par contre, aisé de voir qu’on peut
Iui faire atteindre une valeur aussi élevée qu’on veut avant que le phéno-
méne dont il s’agit se présente. :

Cherchons, en effet, la condition pour que ce phénoméne n’ait pas lieu
avant I’époque T. Le temps ¢ donné par la formule (63) devra étre infé-
rieura T, soit

dty x (o)
t, + o 1 (o) <T.

Or, cette inégalité exprime que le produit A = (T — ¢,) 3/ (w,) est dé-
croissant (!) On peut toujours faire crofire la compression assez lentement
pour qu’il en soit ainsi. Cette condition est méme compatible avec celle-ci
que w, ail, & l'instant T, une valeur donoée arbitrairement petite. En effet,
¥ (w,) est égal a la dérivée changée de signe du produit dont nous venons
de parler par rapport a ¢, pour ¢ = T, dérivée a laquelle on peut assigner,
sans que A cesse d’8tre décroissant, une valeur (négative) arbitraire.

Cette valeur peut méme éire nulle, de sorte que I'on pourrait arriver a
une compression indéfinie, si Pon pouvait augmenter indéfiniment la
vilesse du piston suivant une loi convenable.

(1) Ceci est, au reste, évident @ priori d’aprés l'équation (59), puisque nous
avons & exprimer qu’'une onde quelconque est, & l'instant T, en arriére de celles qui
sont nées immédiatement avant elle
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201. — Nous venons de supposer le produit A loujours décroissant.
Qu’asriverait-il si ’on réglait, au conlraire, le mouvement du piston de
maniére A ce que ce produit conserve une valeur constante ?

Dans ces conditions, toutes les ondes se ratiraperaient a I’époque T. Au-
trement dit, toutes les généralrices de notre développable se rencontreraient
en un méme point.

Celte développable se réduirait done & un céne, cone évidemment égal
au cone G considéré au n° 183. La trace d’un tel cdne sur le plan a =0
fournirait ainsi le mouvement qu’il conviendrait de donner au piston pour
que A soit constant.

L’équation (59) montre que la valeur conslante de A n’est autre que
I’'abcisse du sommet du cone, ¢’est-a-dire du point de rencontre commun
des ondes.

202. — On ne peut d’ailleurs continuer ce mouvement du piston jus-
qu’au temps ¢, = T, puisqu’alors la densité et, par suite, la vilesse devien-
draient infinies. ’

Supposons qu’on le continue jusqu’a un instant ¢, — pour lequel %,
aura une certaine valeur %, et v, une certaine valeur v, —, et qu’ensuite
on diminue I'accéléralion’ de maniére que U'onde née a Pinstant ¢, ne soit
plus rattrapée par les suivantes avant I’époque T (par exemple, qu’on rende
le mouvement uniforme pour ¢ > ¢,). Alors, pour a infiniment voisin de
(t — ) 1’ (w,) mais inférieur & celle quantilé, Ja vitesse ¥ serait sensible-
ment égale aw, el la dilatation a w,. En particulier, pour ¢ = T, ces valeurs
de u et de w conviendraient au point ¢ = A — ¢, ¢ étant un nombre posi-
tif infiniment pelit.

Or,pourt=T,a=A+¢,onau=00w=1.

Donre, pour ¢t = T, ¢ = A, la vilesse et la densilé changeraient brusque-
ment : on serait en présence d’une discontinuité du premier ordre et non
plus du second.

203. — A partir de la rencontre des ondes consécutives, les équations
(59) et (60) cessent de donner un mouvement physiquement acceptable.

C'est ce que metlent déja en évidence la surface des vitesses et celle des
dilatations puisque la section d’une de ces surfaces parleplant =T a une
tangenle verticale (fig. 13) et que, pour t = T —+ ¢, le signe du coefficient
angulaire de la tangente change en certains points, de sorle que cetle
courbe est coupée en plusieurs points par une ordonnée convenablement
choisie. On serait dés lors conduit, pour une méme particule et un méme
instant, & plusieurs valeurs de la vitesse.
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204. — Pour reconnaitre le méme fait a I'aide de Ja développable repré-
sentative du mouvement, rappelons-nous qu'une développable est partagée
par son aréte de rebroussement en deux nappes et qu'une génératrice quel-
conque passe d'une nappe a l'autre au moment ot elle toiche celle aréte
de rebroussement.

Dans la développable considérée actuellemenl, si T est I'instant ou Ja
génératrice G, correspondant 4 'onde initiale touche 1’aréte de rebrousse-
ment (en admettant, pour fixer les idées, qu’elle altei-
gue cette aréte pour ¢ positif et soit, d’autre part, la
premiére a I’atteindre), toule la portion correspondant
a ¢ < T appartiendra & une premiére nappe. La
seclion par le plan ¢ =T >—¢ sera une certaine courbe

venant se raccorder, en un point de G,, avec la ligne X
droite, section du plan z = a (fig. 14). Fig 14
Pour t =T —+ ¢, d’aprés ce que nous venons de dire, la génératrice G,
sera passée sur la seconde nappe de la surface. Donc, la seclion de celte
derniére par le plan t=="T —+ ¢ ne viendra se raccorder avecla droite x = a
. qu’aprés avoir franchisI'aréte de rebroussement.

Pour une ftelle valeur de ¢, x serait représenté en
fonclion de @ par une ligne ayant, non plus la forme
représentée (fig. 14), mais celle qui est représentée
dans la figure 14bis et qui détermine avec la droilez —a

F; ) un petit triangle mixtiligne. Ceci est physiquement
B kY hsurde, puisque toules les ordonnées qui traverse-

raient ce triangle donneraient trois valeurs de 2 pour une valeur.de a.

203. — Un nouveau probléme se pose donc a nous, la recherche de la
singularité qui prendra naissance & partir de I'instant T. Dans le cas par-
ticulier considéré tout & I’heure (n° 202), celte singularité était une dis-
conlinuité du premier ordre. Nous sommes done conduils a nous demander
s’il n’en serait pas de méme dans le cas général.

A cet effet, il faut d’abord éludier les conditions de propagation d’une
telle discontinuité.

Cette étude ne saurait se faire, comme celle des discontinuités du second
ordre, a Faide de I’équalion (8) du mouvement : car les raisonnements qui
conduisent a celle équation supposent la vitesse continue. Il semble méme,
au premier ahord, que les principes généraux de la Dynamique impliquent
une telle disconlinuilé, et méme l’exislence de l'accélération, puisque c’est
celle-ci qui fait connaitre la force. Nous -allons voir cependant que, conve-
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nablement appliqués, ces principes permettent de rendre compte du phéno-
meéne dont il nous reste & traiter.

~ Le fluide étant toujours rapporté a un état initial homogéne, soient w,, u,
les deux valeurs de % de part et d’autre de la disconfinuité; w,, w,, celles de
la dilatalion ; py, p,, celles de la pression; 8, la vilesse de propagalion
(comptée sur notre étal initial). Nous aurons d’abord la condilion cinéma-
tique

(64) U, — %y + 0 (0w, — w,) =0.

Pour écrire maintenant la relation dynamique qui existe entre les forces
agissantes et le mouvement, considérons deux positions consécutives
A A, BB occupées aux instants ¢ et ¢ + dt par la tranche de discontinuité
et dont la distance est, par conséquent, sur 'état initial, mesurée par 8dt.
Nous allons appliquer au petit volume fluide A A’, B B’ dont la masse est
0,56 dt, en désignant par S la section du tube, et qui (en supposant pour
fixer les idées 6 positif) passe de ’état (u,, p,, w,) & I'étal (x,, p,, w,), I'équa-
tion fondamentale de la dynamique, en écrivant que la variation de sa
quanltité de mouvement, pendantie temps d¢, est égale & 'impulsion totale,
pendant le méme temps, des forces qui agissent sur lui. Celles-ci sont,
d’une part (il y a lieu) les forces appliquées aux éléments de masse et
dont Pimpulsion sera de I'ordre de d¢® (puisque la force elle-méme et la
durée de son action contiendront loutes deux dt en facteur) ; d’autre part,
les pressions sur les deux surfaces A A, BB, dont les impulsions respec-
tives seront p, Sdt, — p, Sdt.

La vitesse de la portion de fluide envisagée, passant, pendant le temps
dt, de u, & w,, il vient (en divisant par Sd?)

(65) Pa._ Pr=2p,0 (¥, — w,).

Comine on le voit, le fait qu’une Yorce finie (la différence de pression de
part et d'autre de la discontihuité) produit, non une accélération, mais un
changement brusque de vitesse, s’explique d’une facou toute naturelle; il
tient & ce que, grice & la propagation de la discontinuité, la force en ques-
tion n’est pas appliquée, comme il arrive d’ordinaire, 4 une masse de gran-
deur déterminée, mais a4 une masse infiniment petile avec le temps pendant
lequel on la considére.

206. — Aprés avoir écrit les deux équations (64), (65), Riemann en
obtient une troisitme en exprimant que le changement de densité dans une
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tranche traversée par la discontinuité se fait sans dégagement ni absorplion
de chaleur et esl gouverné par la loi de Poisson, soit

(686) by w7 = Py,

égalité qui, au reste, est vérifiée d’elle-méme si le gaz, parti d'un état par--
faiterent homogene, est arrivé & son état actuel par des’ transformations
satisfnisant toutes 4 la loi de Poisson.

Par conséquent, si deux régions contigués du fluide sont en discontinuité
du premier ordre, il faut, pour qu’il y ait compalibilité, ’équalion (66) et
I’équation -

(67) (o — Ug)? = ~ (px — 0y) (@03 — w1)

obtenue en éliminant 6 entre (64) et (85).

207. — Si ces conditions sont remplies, la discontinuité se propagera
avec une vilesse 0, solution commune des équations (64) et (65). On peu
exprimer cefte vitesse en fonction des pressions et des densités, de maniére
A obtenir une expression analogue & (24). L’¢limination de u;, — %, donne

Py — D
(68) ? —\/Po Po (0 — ;)"

On voit que, contrairemenl & ce qui arrivait pour l'expression (24), la
vitesse dépend ici des deux pressions et des deux densités, Si ’'on considére p
comme 'ordonnée d’un point dont 'abscisse est w, les couples de valeurs
(wy, p,) et (w,, p,) correspondronl & deux points situés, d’aprés (68), sur
une méme courbe de la forme

2" po™ = k.

La quantité sous le radical, dans la formule (68), est, an facteur — !
[]

pres, le coefficient angulaire de la droite qui joint ces deux points.

La quantité analogue qui intervenait dans la formule (24) correspond de
méme au coefficient angulaire de la tangente a la courbe (2'). Lorsque la
discontinuité est inbniment petite (p, trés voisin de p,) la vitesse 0 est,
comme il élait naturel de s’y attendre, sensiblement égale a celle qui oor-
respond & une discontinuité du second ordre. Mais il en est autrement si p,
est nolablement différent de p, et, en particulier, pour un systéme de va—
Jeurs déterminé de p, et w,, 8 peut prendre des valeurs auss: grandesqu’on
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veut pour p, sulfisamment grand. Ainsi la marche de I'onde n’est plus
figurée par une caractéristique, mais par une ligne de direction quelconrjue.

208. — L’influence ainsi exercée par une discontinuité du premier
ordre sur la vilesse de propagation apparait clairement dans les expériences
de M. Vieille (*). -

Ces expériences ont consisté & provoquer, soit par la délonalion d’une
petile quantité d’explosif, soit par la rupture (sous Linfluence d'une forte
pression d’air) d’ampoules dg verre ou de diaphragmes de collodion, un
ébranlement assez énergique dont on enregistre la marche dans un tube
bien cylindrique et parfaitement clos.

8i I'onde ainsi produite était du second ordre, il résulie des considéra-
tions précédentes que sa vitesse de propagation serait rigoureusement indé-
pendante de la nature du mouvement propagé, et égale a la vitesse du son
dans le milieu primitif (330 métres par seconde, environ).

Or, en élevant suffisamment la pression, M. Vieille a pu obtenir des
vitesses de propagation supérieures & 1200 métres.

On voit que ce seul fait suffit & mettre en évidence l'existence d’une
discontinnité du premier ordre et & monirer qu’elle modifie la vitesse de
propagation,

D’autre part, si 'on inscrit, & I'aide d’appareils appropriés, la loi de
variation des pressions en un point, on constate qu’a une cerlaine distance
du lieu de I'explosion, la pression alteint immédiatement sa valeur. maxima,
tandis que, dans certaines expériences au moins, le méme fait ne se met
pas en évidence au voisinage immédiat du point de départ. Les tracés obte-
nus montrent donc alors la discontinuité comme élant initialement du
second et changeant de nature au cours de sa propagation. C’est le phéno-
méne méme que nous avons considéré dans ce qui précede.

209. L’objection d’Hugoniot. — Les conclusions que nous venons
d’obtenir ont été établies dans Phypothése ot la loi de Poisson étail appli-
cable.

Hugoniot a montré que celte hypolhése n’était plus légitime dans le cas
des condensations ou dilalations brusques.

Reportons-nous, en eflet, a ce qui a été dit au n°® 129 (cb. 1I1). En cet
endroit, nous avons établi que 'expression de la quantité de chaleur déga-

(1) C.-R. Ac. Sc. 1898-18i9; Mémorial des Poudres et Salpétres, tome 10, p. 177~
260 ; 1900,
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gée dans une condensation est la méme, quel que soil P’état de repos ou de
mouvement du fluide. Mais le raisonnemen! que nous avons employé
suppose essentiellement les vitesses continues : il repose sur une comBlnai-
son des équations du mouvement, analogue & celle qui conduitau théoréme
des forces vives dans la dynamique des corps solides, et qui change de
forme lorsque la vitesse varie brusquement.

Pour voir quelle sera la véritable condition d’adiabalicité, nous repren-
drons I’équation qui exprime la conservation de P'énergie et que nous
regarderons comme tout & fait générale, que les changements de vitesse
soient conlinus ou inslantanés. Nous appliquerons celle équation, comme
plus haut, au petit volume fluide compris entre les positions A A’, BB’ du
plan de discontinuité aux deux inslants consécutifs ¢ el ¢ + di.

Le travail des forces agissant sur les éléments de masse est, comme pré-
cédemment, négligeable. Celui des pressions sera (p, v, — p, u,) d¢S. Nous
écrirons donc que celte quantité est celle dont a varié, pendant Pintervalle
de temps d¢, la somme de la demi-force vive et de I'énergic inlerne. Le
premier terme est facile & évaluer puisque la masse fluide, egale a Sp,6 dt,
a passé de la vitesse u, & la vitesse u,.

Quand & I'énergie interne d’un gaz parfait, son expression est connue.
En remarquant : 1° Qu’elle ne dépend que de la température seule ou, ce
qui revient au méme, du produit du volume par la pression ; 2* Que, si le
gaz subit une détente adiabatique lenle, la variation d’énergie est unique-
ment mesurée par le travail de la pression extérieure, ¢’est-a-dire par pd9y,
0 étant le volume, on trouve que celte énergie a pour valeur

U=-PV _ _ogq. P2 .
Tm—1 ‘m—1

L’équation cherchée est done

u2

]
Dy Uy — Py = m—1 (py 0y — Pyw,) + pyb

Il est toulefois nécessaire de lui donner une forme un peu différente, car
elle semble au premier abord contenir les deux vitesses u, et %, et non
point leur différence, laquelle doit seule intervenir pour que le résullat
obtenu soit indépendant d’'un mouvement de translation commun du

systéme. C’est & quoi I'on arrive en multipliant I'équation (65) par %;u—l

et relranchant de I'équation précédente. Celle-ci devient

(69) (p, + pe)z(ul — %) = =1 (Prooy — pywy).
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La relation entre les deux i)ressions et les deux densités s'obtient en
€liminant %, — u, entre (84) et (69), soit

(70) (&, + pg)éw, — ) = i_ T (0, 0y — pywy).

210. — Telle est la relation qu'Hugoniot a subsliluée & (66) pour
exprimer que la condensation ou dilatation brusque se fait sans absorption
ni dégagement de chaleur. On lui donne actuellement le nom de o7 adia-
batique dynamique, la relalion (66), qui convient aux changements lents,
étant désignée sous le nom de lo? adiabatique statique.

Lorsque p, est trés voisin de p, et w, de w,, toutes deux donnent

M+mA—'”=0.
p w

Dans le cas contraire, il est aisé de voir dans quel sens ces deux relations
different entre elles. Celle de Poisson donne -

Py (94)\",
Dy (“’x)
tandis que la valeur déduite de la formule (70) est .

(m+1) %‘—(m— 1)

(70) B — —
Pr ot — (m —1) -
Wy
Soit r = 2!, Les doux fonctions r™ et (m + 1) r—(m —1) , ont respec-
wy mrl—(m—1r

tivement pour dérivées logarithmiques 7'7_‘: et

m —+ 1 - m— 4
m+Yr—(m—1) m+1—m—1)r

_ im
T2rm + 1) — (1 + ) (m* — 1)

pour r voisin de 1, la seconde de ces deux fractions est plus grande que la
premiére (*). Si donc, regardant p, et w, comme connus, on considére w,

(1) En leur donnant le numérateur commun 4m, la différence des dénominateurs
est

2rm 4 1) =1+ r)(m21) — br=— (1 —r)t (mt —1).
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comme une abscisse et p, comme une ordonnée, les équations (68) et (70,
représenteront deux courbes osculalrices en leur point commun et dont la
seconde monte plus vite que la premitre : aytrement dil, pour une méme
variation de la densité, la pression éprouve un plus grand changement
d’aprés la loi d'Hugoniot que d’aprés celle de Poisson.

Il y a plus : le rapport des pressiohs est nul ou infini dans la maniere
de voir d’Hugoniot sans qu'il en soit de méme du rapport des densités,
savoir, pour la valeur '

o m+l
w, m—1

Le second membre de cette égalité est, nous l'avons vu, & peu prés égal
a six pour la valeur admise du coefficient 7. Ainsi, dans une discontinuité
ou la densité varie du simple au sextuple, la pression devient nécessaire-
ment nulle ou infinie,

*Quant a la vitesse de propagation, il est clair que si (outre p, et w,) on
donne w,, elle sera plus grande d’aprés (70) que d’aprés (66), et que I'in-
verse aura lieu si ¢’est p; qui est donné.

211, — Aprés le passage de la discontinuité du premier ordre, le pro-
duit pw™ redeviendra constant en fonction du temps. Mais il est clair qu'en
général ce produit aura une valeur différente pour chaque molécule : d-
sorte qu'ensuite I'équation aux dérivées parlielles du mouvement n’aus
plus la forme (8), mais bien la forme (6) (avec X = 0) et cela, méme -
le gaz était parfaitement homogéne avant le passage de la discontinuitc
k sera une fonction de @ dont on obtiendra I'expression en calculant ce
qu’est la discontinuité au momenl ou elle atleint la molécule d’abscisse a.

La forme de cette fonction dépend donc de loutes les circonstances anté-
rieures du mouvement et, par conséquent, si I'on tient compte de ’objection
d’Hugoniot, on voit qu’il n’existe aucune équation de la forme (8), ni
méme de la [orme (8), qui soit vérifiée par lous les mouvements d’un gaz
donné. Comme le remarque Hugoniot, pour obtenir une telle équation, il
faut considérer /&, dans ’équation (8), comme une fonction inconnue de a,
et I'éliminer en différentiant par rapport a t. Ceci donne, comme il est aisé
de le voir, deux équalions aux dérivées partielles du quatriéme ordre (!).

(1) Hugoniot, dans son Mémoire, obtient, comme résultat de cette élimination, une
seule équation du troisiéme ordre. Il y a }a une erreur, tenant 4 ce’ que l'auteur
suppose préalablement effectué un certain changement (d’état initial, lequel suppose
la connaissance de la fonction 4.

HapaMarD 13
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212. — Les expériences de M. Vieille paraissent confirmer les vues
d’Hugoniot que nous venons d’exposer. Dans le seul cas ou 'on ait pu
enregistrer a la fois les différences de pression et les vitesses de propagation,
les premiéres étaient d’environ 3 atmosphéres, les secondes de 601 & 609
métres par seconde, valeur & peine différente de celle de 600 métres qui
correspond & la loi d’Hugoniot. La loi de Poisson donnerait une vilesse un
peu plus faible (environ 14 métres de moins).

La divergence entre les deux hypotheses devient plus accusée lorsqu’on
passe & des discontinuilés plus intenses, comme celle que produit le mou-
vement des projectiles d’artillerie. Ceux-ci sont lancés avec des vitesses
telles que 800 & 1200 maétres. IIs sont précédés d’une onde aérienne qui,
du moins dans sa partie frontale, est du premier ordre, sensiblement
plane et se propage avec la méme vitesse qu’eux. Or, quoique le
mouvement de I'air soit évidemment assez différent, de ceux que nous
étudions dans le précédent Chapitre (1), il existe une remarguable concor-
dance entre les résistances éprouvées par le projectile et les différences de
pression correspondant aux valeurs observées de la vitesse. Ainsi on trouve,
par exemple, une résistance mesurée de 13 /kilogrammes par cenlimétre
carré pour une vitesse de 1200 meétres, laquelle correspondrait, dans la
théorie d’Hugoniot, & p, — p, = 156,64, La loi de Poisson exigerait, au
contraire, une surpression de 17%5,24 ().

213. — Considérons maintenant une discontinuité du premier ordre
quelconque, I’état du gaz étant caractérisé a gauche de cette discontinuité
par les quantilés py, w,, ¥, et & droite par les quantités p,, «,, u,.

En généra], il n'y aura pas vompatibilité : un nouveau mouvement
prendra donc naissance et il y a lieu de rechercher les valeurs de p, % et w
correspondantes. C'est ce que nous allons faire en nous placant successive-
ment dans 'hypothése de Riemann (celle ou la loi de Peisson reste exacte)
et dans celle d'Hugoniot.

Nous supposerons d’ailleurs, dans le premier cas, que létat considéré
provienne d’un état antérieur parfaitement homogene, et que, par consé-
quent, on ait, pour tous les élats envisagés, Péquation (2)

En considérant encore une fois w et p comme des coordonnées, cetle

(t) 1 est clair, d'une part, qu’il y a écoulement latéral, d'sutre part, que la résis-
tance n’est pas la différence entre la pression & la téte du projectile et la pression
atmosphérique ordinaire, mais entre la pression de téte et la pression & l’arridce,
laquelle est plus petite que la pression atmosphérique. Comparer plus loin, no 222,

(2 Viewre, Mém. Poud. Salp., loc. cit.. p. 253.
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-bquation représente une courbe dont fonl partie les deux points (w,, p,),
(w,, p,) et sur laquelle devra également se trouver le point (w, p) corres-
pondant & ’étal inconnu qui s’élablira dans la tranche intermédiaire. De
plus, si w désigne la vilesse dans celte tranche, on devra avoir

S U — Uy = \//(P — Pa)o(wi — w)
(71) %

(u__%:\/(p—p,)(wz—w)
d Po

et, par conséquent, en éliminant «

(72) a=u, —u, =P, -- ‘/F'1

P, et P, désignant respectivement les quantités qui ﬁgur‘ent sous les radi-
caux des deux formules (71).

Mise sous forme enliére, Péquation précédente peut s’écrire sous l'une
des formes équivalentes
; ba* P, = (P, — P, + a?)?

(73) 4@ P, = (P, — P, — a?)

ol a désigne u, — u,. Dans le systéme de coordonnées adopté elle repré-
sente une conique inscrite au, rectangle A, A, B, B, (fig. 15) qui a pour
sommets opposés les deux poinis A, A,
et dont les cotés sont paralléles aux
axes. La corde C, D, qui joint les points
de contact avec les cotés A, B,, A, B,
a pour équation Py — P, 4+ a* =0,
et la corde analegue C, D, (fig. 15),
Py, — P, — a® = 0, pendant que
P, — P, = 0 représente la diagonale
B, B,. Fig. 15

Il est aisé de voir que, pour a? compris entre 0 et oi (P, — pg) (g — wy),
vo

la conique (73) est une ellipse et que, lorsque a® dépasse cette limite
é) (p, — ps) (wy — v,), elle est une hyperbole ayant ses deux branches

respeetivement comprises dans les opposés par le sommel des angles A, et
A, du rectangle.

Dans les deux cas, cette conique coupera notre courbe (2') en deux
poinis A’, A"situés, 'un sur I'are C, Dy, I'autre sur Vare G, D,.
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Mais pour que la solution correspondant & I'un des points A’ ou A” soit
acceptable, elle doit satisfaire & une condition d’inégalité que nous n’avons
pas eacore écrite. La tranche inlermédiaire devant élre contigué & gauche
avec le mouvement (p,, w,, %,) el & droite avec le mouvement (p,, w,;, w,),
on doit évidemment avoir

(14) ° 8, < 0,
Les quantités 8, el 8, seront donn-es par l’application de la formule (64)

en fonction de v — u, et de u — u,, c’est a-dire de t/f’; et de \/i’_; les radi-
caux ayant la méme détermination que dans I'équation (72).
.~ On voit alors aisément que, des deux poinls A’ et A”, il en est toujours
un el un seul qui satisfait a I'inégalité ('74) ct qui, par conséquent fournit
la solution du probléme posé, solution dans laquelle le mouvement inter-
médiaire se propage en sens contraires & l'intérieur des deux mouvements
primitifs. 11 est clair, d’aprés ce qui précéde, que la pression et la densité
du nouvel élat ainsi eréé seront on non comprises respectivement enlre les
pressions et les densités primitives, suivant que la différence des vilesses
données u, et u, sera inférieure ou supérieure & la moyenne géomélrique
entre p, — p, et Pio (0, — o) = 5—71; — 911-

214. — Mais on peut présenter celte méme discussion sous une forme
a certains égards plus simple ea donnant un nom aux seconds membres
des équations ('71).

P, w, ¢lant toujours censés représenter les coordonnées du point A,,
et p;, w, représeniant de méme les coordonnées d’'un second point A,, con-

venoos de donner a I'expression \/91 (p, — p;) (w, — w,) (le radical étant
0

pris avec le signe +) le nom de distance hyperbolique des deux points
Ay, A, et de la désigner par la nolation A| A,.

Cette distance hyperbolique ne sera d’ailleurs réelle, bien entendu que si
les quantités w,, w, ont un ordre de grandeur inverse de celui de p, et de
p;. Mais ¢’est ce qui aura toujours lieu si les deux points considérés appar-
tiennent & la courbe (27).

Cela posé, lorsque nous donnons deux états du fluide entre lesquels
existe une disconlinuité du premier ordre, ces deux étals sont représentés
par deux points A, A, de la courbe (2') ; el I’état cherché, par un troisiéme
point A de la méme courbe. Les différences u — u,, ¥ — u; auront alors
pour valeurs absolues les distances hyperboliques A'A;, AA,. Si nous sup-
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posons toujours 0, < 0, 6, > (0, u sera extérieur & u, et & %, ou compris
enlre ces deux quantités suivant que p sera compris entre p, et p, ou leur
sera extérieur. Dans le premier cas, la différence des deux vitesses données
u, et u, sera égaleala différence de AA| et de AA,, lesquels sonttous deux
inférieurs & A, A,. Dans le second, |#, — u,| sera la somme des dis-
tances AA, et AA,, dontl'uneaumoins est supéricure & 3, A,.

Donc la premiére hypothése correspond nécessairement &

[, —u, | <AA,
et la seconde a

Iul_ui‘>-AiT;'

[nversement, d’ailleurs, sur le segment A, A, de la courbe (2'), la diffé-
rence AA, — AA, prend évidemment une fois, el une seule, toute valeur,
positive ou négative, inlérieure en valeur absplue a A, A, et, sur les ares
restants de celle courbe, la somme XA, + AA, prend une foxs, et une
seule, toute valeur supérieure 8 A, A,.

La conique (78) est le lieu des points tels que la somme ou la différence
de leurs distances hyperboliques a A, et & A, ait _une valeur donnée : on
peut dire qu'elle a A, et A, pour foyers hyperboliques. Elle se réduit & une
droite double lorsque cette valeur donnée est nuile, ou lorsqu’elle est égale
a la distance A| A,, absolument comme il arriverait si, au lieu de distances
hypérboliques, on avait affaire & des distances ordinaires.

Si la pression p est extéricure & p, et a4 p,, nous savons par len® 118
qu’elle leur est nécessairement supérieure lorsque la discontinuilé donnée
est comprimante et qu’elle leur est inférieure lorsque cette disconlinuité est
dilatante.

. Dans le cas contraire, celui ou p doil 8tre comprisentre p, et p,, le choix
entre les deux points d'intersection de la courbe (2') avec la conique ('78)
se fera trés simplement si I'on remarque que, pour ¥, — %, > 0, c’est-a-
dire (n° 116) si la discontinuité est comprimante, le point A est plus prés
de celui des deux points A,, A, qui correspond a la plus grande pression
que de l'autre, c'est-a-dire que, pour p, = p,, la distance hyperbolique
A4 est plus petite que la distance hyperbolique A A, (car on a alors p<<p,,
p,<pi;u—u —=AA, u—u; = AA,). Le contraire a liecu pour une
discontinuité dilatante.

Inversement, le point ainsi choisi satisfera hien & la condition

u,—ugz-_i:A—A"_“.n;,

les signes étant précisément ceux qui correspondent & 8, <Z 0, 6, > 0.
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2% 3. — Mais il faut noter que les points A’ et A" peuvent fort bien ne pas
etre les seuls points d'intersection de la courbe (2') et de la conique (73).
A’ est bien le seul point de (27) situé sur 'arc G, D, ; et, de méme, e point A"
est unique sur I'are C, D,. Mais rien ne prouve qu'il ne puisse exister sur {es
arcs restants de la conique d’autres points d'intersection correspondant a des
vitesses 0, et 6, de mémeé sens. Il est méme clair que de tels points exis-
teront si, par exemple, la conique (73) est trés voisine de la droite A A..

Au reste, il est évident a priori ('que des mouvements de cette espéce doi-
vent se produire ; c'est ce qui arrivera lorsque deux discontinuités du pre-
mier ordre marchant avec des vitesses différentes dans le méme sens se
rattrapent.

Si, pour fixer les idées, on suppose que la conique (73) est une ellipse, il
est clair que les points d’intersection ne pourront étre que sur l'arc infé-
rieur €, Dy (fig. 15) situé au-dessous de la droite A" A", et non sur l'arc supé-
rieur Dy Co. :

Ces nouveaux points, s’ils existent, seront en nombre au moins égal a deux;
on voit aisément, qu’ils correspondent & deux mouvements intermédiaires
pour lesquels le sens commun des deux vitesses de propagation 0, et 0, est
le méme, ainsi que 'ordre de grandeur de ces deux vitesses (ceci tient a ce
que les deux points représentatifs sont du méme cdté de la droite G, C,).
C'est donc, dans les deux cas, Je méme sommet de notre rectangle qui devra
¢tre considéré comme représentant I'état de la région de gauche.

L.es mémes considérations s'appliqueraient si, au lieu de rechercher les
états qui suivent immédiatement une discontinuité du premier ordre (sans
compatibilité) donnée, on se proposait dé déterminer les états immédiate-
ment antérieurs. Seulement il est évident que ce serait alors la région de
gauche qui devrait correspondre a la plus grande valeur algébrique de la
vitesse de propagation.

En particulier, si, comme nous supposions tout a I'’heure, deux disconti-
nuités marchant dans le méme sens avec des vitesses différentes se rattra-
pent, les deux discontinuités nouvelles qui naitrout a ce moment se propi-
geront nécessairement en sens contraires.

206G. — Nous venons de trouver un cas dans lequel, & un état donné
(position et vitesses) du fluide & un certain instant correspondaient plusieurs
mouvements possibles — au moins théoriquement — & partir de cet instant.
1l est  observer que ce cas n'est pas le seul.

Reprenons, en eflet, le mouvement envisagé au n° 2@R. Nous avons vu
J[ue si le piston, aprés avoir atteint, suivant la loi considérée en cet endroit,
une certaine vitesse u, conserve ensuite cette vitesse et se meut d'un mou-
vement uniforme, la surface représentative du mouvenient se compose de
deux portions de plans raccordée~ par une nappe conique, de sorte que jus-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MOUVEMENT RECTILIGNE DES GAZ 199

qu'a un certain instant T, il existe deux discontinuités du second ordre seu-
lement, lesquelles se réunissent & Vinstant T en une discontinuite du premter
ordre.

Or, les équations générales de la dynamique (en 'absence de frottement),
possédent, comme on sait, cette propriété de ne pas changer par le change-
ment de ¢ en — ¢; et il est d’ailleurs aisé de vérifier ce fait sur toutes les
équations précédemment écrites.

Si donc, inversement, nous nous donnions, 3 l'instant T une discontinuité
du premier ordre définie précisément par les mémes ¢léments que celle qui
s'établit a cet instant dans le mouvement dont nous venons de pacler, nous
pourrions supposer que le mouvement ultérieur se déduit de celui du n° 201
par le changement de ¢ en — ¢. La discontinuité du premier ordre se résou-
drait donc en discontinuité du second ordre comme il a éte indiqué au n° 108,

*
217%7. — Il faut toutefois observer que les discontinuités susceptibles de
se résoudre ainsi doivent satisfaire & des conditions assez particuliéres. Sur
le cdne représentatif du mouvement étudié au n° 2014, ona

% —+ ¥ (w) = constante

et, par conséquent, cette quantite u + y (w) doit avoir la méme valeur de
part et d’autre de la discontinuité. Il est clair qu’il en devra &tre de méme
chaque fois que dans le voisinage du point conique existera un systéme de
caractéristiques rencontrant toute ligne réguliére issue de ce point surla
surface. Or, c’est ce qui se produira nécessairement. Si, en effet, on prend
I'équation aux dérivées partielles sous la forme (34); on voit qu’elle admet I'in-

0z 74 .
tégrale;ﬂ-‘ = constante, o= constante, c'est-d-dire le plan qui, aprés la

transformation de Legendre, correspond a un pownt quelconque de l'espace
ou a, t, z jouent le réle de coordonnées. Si I'on elfectue cette méme trans-
formation de Legendre sur une surface intégrale a point conique, on aura
évidemment une transformée tangente au plan correspondant a ce point
conique tout le long d'une ligne (puisque u et w prennent en ce point une
infinité de valeurs). Cette ligne sera donc une caractéristique et sera, par
conséquent, environnée de caraetéristiques infiniment voisines remplissant
la condition dont il vient d’étre parlé.

11 résulte de 13, en particulier. que dans une telle discontinuité, la diffé-
rence des vitesses est toujours inférieure i la moyenne géométrique entre
celle des dilatations, divisée par p,, et celle des pressions. Cette moyenne a
eu en effet pour expression d'aprés les formules (7), (25,

Ve w—ou—\/(wl—wif (2(0) do,

wy
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tandis que la différence des vitesses est
ll)?

Uy — “y =X (“’2) — 7y (w)= %' () do.

wy

L’ordre de grandeur des deux quantités u, -— us et \/’%} (wy — wa) (P2 — p1)

est donc donné par l'inégalité de Schwartz (chap. 1, n° 48).
La relation '

(75) 2, — Uy == x (0) — x(v,)

doit, d’autre part, étre complétée par une condition d’inégalité. Dans le
mouvement étudié au n® 2O1, les deux discontinuilés du second ordre exis-
tant gqvant linstant T viennent se rejoindge & cet instant en une disconti-
nuité du premier ordre comprimante. Si, au contraire, on suivait le mouve-.
ment en sens inverse, comme nous venons dé indiquer, la discontinuité du
premier ordre qui existe a 'instant T et se dédouble apreés cet instant en deux
discontinuités du second ordre serait dilatante. Il est aisé de voir qu'il en est
forcément ainsi dans tout dédoublement analogue. Il suffit dé remarquer
encore que le signe de la discontinuité dépend (n°s 116G et 213) de celui
du produit {uy —u,) (0, — 0;). Or, le signe de u, — u» ou, d'aprés l'équa-
tion (75). celuide % (wy) — % (w,), est celui de 0, — 83, puisque nous supposons
que les ondes les plus comprimées sont celles qui se propagent le' plus vite.

On voit par 1a qu'une discontinuité d'ordre un, née par la rencontre de
deux discontinuités du second ordre, ne peut pas se dédoubler ensuite en
deux discontinuités du second ordre, puisqu'elle devrait, pour cela, étre dila-
tante et non pas comprimante.

2 18. — Nous avons supposé (u’enlre les pressions el les densités de
part et d’autre de la discontinuilé existait la relation

(68) O v = p,; wi,

§’il n’en était pas ainsi, comme (dans I'hypothése ou nous nous placons
actuellement) le produit p w™ ne peul changer ni d'un edté ni de 'autre, il
est impossible qu’aux instanls suivants, cetle discontinuité soit tout entiére
reportée & Pabscisse a —+ 0dt, en désignant par a l'abscisse de cette dis—
continuité a l'instant ¢ (mesurée sur I'état initial) et en supposant 0 diffé-
rent de zéro. Nécessairement, il restera sur place quelque chose de la
discontinuité primi'tive et comme une variation brusque de pression ne
peut exister, comme nous I’avons vu, que dans une discontinuité qui se
| ropage, ce sont les densités qui devront rester différentes. Toulefois, il ne
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faut évidemment pas oublier que ce raisonnement est tout théorique ; dans
la réalité, il serait impossible d’admeltre qu’il ne se fait aucun échange de
chaleur ¢atre les tranches en contact : les tempéralures et, par suite, les
densités de celles-ci tendraient donc a s’égiliser.

219. — Cette discontinuité stalionnaire qui vient ainsi se joindre aux
deux autres, nous la retrouverons méme lorsque la relation (66) sera véri-
fiée, si nous tenons compte de 'objection d’Hugoniot. Devis celte maniére
de voir, en effet, il est clair que la relation (66) n’entraine plus aucune-
ment Pexistence d’un état intermédiaire unique : nous devons admettre
qu’entre les mouvements donnés se créent deux élats intermédiaires, silués
de part et d’autre de la discontinuité primitive, caractérisés par une pression
et une vitesse uniques p, w, mais par deux dilatations différentes v', w".
Nous aurons alors & écrire les conditions de compatibilité de I'étal (p, u, w')
avec l'élat (p,, u,, w ) et de l'élal (p, u, w’) avec (p,, u,, w,) : soit

Py —
0, = —=
po(us — )
76 §, — Y — U
( ) 1 (i w,
1 8y ,
5 @ +p) (¥ — %) = —— (P2, — pv)
8, = Py — D
Po (uz - u)
y / U, —u
(76) 0 =i
0

i
9 (P + po) (uy, — u) = (Pz“’z — pu').

Lorsque ps, %,, w,, p,, u;, w, seront donnés, ces équations devront per—
metire de calculer p, u, o', w”, 8, 0,.

A cet effet, éliminons d’abord ' entre les deux derniéres équations (76) :
nous aurons

e m +1 m~ 1, =5 b, (p, _p)w, = p, 00,
u, ©
et de méme
| —1 6, (p,—p)o 2
(7 mtp o tp= R =gty
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Il sera commode, ici, de prendre pour inconnues 6, et 6,. L’élimination
de p et de u entre les équations (77), ('7'7") nous donne

’ m i
(78) Po (Blwy — Bjw,) = ) (p, — py)

(79) poﬂfwle—— mpy P, 030w, — mp,

1 ei

m 1
= Po“‘:zr— (uy ~ uy).

Nous supposons que les propagatlions des mouvements cherchés dans
les mouvemeni(s donnés ont lieu en sens contraires. Si, pour fixer les idées,
nous admeltons encore que I'état désigné par I'indice 1 est celuvi de la
région de gauche, nous devrons avoir

(80) 6, < 0,6, 0.

Or, si on la considére soit comme donnant 6,, soit comme dounant 8,
I’équation (7%, est du second degré et a ses racines conslamment réelles et
de signes contraires. On en conclut aisément que si, maintenant, on consi-
dére 6, et 6, comme des coordonnées cartésiennes, la cubique représentée
par celle équation se compose d’une branche impaire (1) sur laquelle 8, et 8,
sont de méme signe (et que nous devons par conséquent, laisser de coté) et
de deux branches H, H, analogues a celle d’'une hyperbole, asymplotes
aux axes et siluées, Pune dans I'angle défini par les inégalités (80), l'auire
dans I'angle opposé. La courbe n’admettant ancune tangenie paralléle aux
axes, les valeurs absolues de 8, et de 9, varient constamment dans le méme
sens sur la branche impaire, constamment en sens countraires sur H, ou
sur H,.

Or I'équation ('78) représente une hyperbole, les inégalités (80) étant
vérifiées sur la moitié d’une des branches. Sur Uarc ainsi déterminé, les
valeurs absolues de 0, et de 6, varient constamment dans le méme sens, Il
en résulte que cet arc coupe chacune des deux branches H, et II, de la
cubique en un point et en unseul, ce qui donne une solulion unique de
la question. Il est a peine nécessaire d’ajouter que l'étude du cas ou les
disconlinuités mobiles seraient du méme coté de la discontinuilé station-
naire (cas qui peut théoriquement se présenter, d’aprés ce que nous avons
vu au n° 213, mais dont nous pne nous occuperons pas), ne pourrait pas
se faire, ceite fois, & I'aide des mémes calculg que la précédente, et que les
équaltions & écrire seraient notahlement différentes.

1) On sait qu'on nomme ainsi une branche de courbe qui est coupée par toute
droite en un nombre impair de points,
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On pourrait également se demander comment la pression intermédiaire p
esl située par rapport aux pressions p, et p,. On répondra aisément a celte
question en faisant varier le point (8,, 6,) sur 'hyperbole ('78) et calcu-
lant p par les équations (concordantes) (77), (77); il est clair que p est
croissant avec | 6, | et | 6, | . Il suffira dés lors, de substituer dans équa-

tion (79) les points qui correspondent & p = p, et p = p,.

220. — Le gaz étant primitivement en repos, supposons gu'on com-
munique brusquement au piston un mouvement uniforme de vitesse
donnée V. On peut se proposer de déterminer le mouvement qui prendra
naissance dans ces conditions.

Comme 'ont montré tout d’abord MM. Sébert et Hugoniot (*), puis Hu-
goniot seul dans le Mémoire cité, les équations de compatibilité précé-
demment établies permettent de résoudre trés simplement ce probleme.

Nous allons voir, en effet, que, soit dans I’hypothése de Riemann, soit
dans celle d’Hugoniot, il existera un mouvement de la forme

(81) x=wa + Vit

(w constant) qui sera compalible avec le repos, la vitesse de propagation 0
étant, bien entendu, constanle. Dans ce mouvement, le gaz restera bien en
contact avec le piston puisque, pour ¢ = 0, on aura x = Vi,

De plus, la quanlité & qui figure dans la formule (2’) sera constante
méme en tenant compte de l'objection d’Hugoniot, tout en ayant, dans
ces condilions, une valeur différente de celle qui correspond au repos. & ne
dépend en effet, que des élémenis de la discontinuité : or ces éléments
sont ici des constantes.

4 élant constant, I'équalion aux dérivées parlielles aura la forme (8) et
sera, par conséquent vérifiée par I'expression linéaire-(81).

Partons d’abord des formules d’Hugoniot : p, élant la pression ppimilive
au repos, p la pression inconnue qui existera dans la parlie en mouvement,
les équations de compatibilité seront

(82) V4+0(w—1)=20 (condition cinématique).
(83) P — py =12,0V (condition dynamique).

P m+1)w—(m—1)

Il'y a lieu de remarquer que la solution serait & peu prés évidente'si la

. (1) Sebert et Hugoniot, C. R. Ac. des Sc., tome XCVIII, p. 507; 25 février 1881.
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donnée du probléme était comme au n° 190, la pression p (supposée cons-
tante et différente de p,). On aurail alors @ par I’équation (84), on par
’équation de Poisson, si I'on restait au point de vue de Riemann, puis les
deux équations (82) (83) se résoulraient absolument comme au n° 206.

Revenons au probléme posé, celui o la donnée est V et non plus p.

Nous preadrons alors 8 pour inconnue : les équations précédentes don-
neront
(85) o Ty MRy,

Po

Le choix de I'inconnue 8 offre cet avaniage de permettre de décider im-
médiatlement entre les deux racines de I’équalion précédente : celles-ci
sont, en effet, de signes contraires et, 8i comme nous le supposons toujours,
le gaz est situé du coté des a positifs, c’est la racine positive qui convient
seule, la racine négative correspondant au mouvement analogue engendrs,
par le méme mouvement du piston, dans une masse gazeuse en repos située
de l’autre coté de celui-ci.

Nous aurons done .

b=ty (’i‘*‘_i)v 4 M
4 / 4 Po
Toutefois, une condition est encore nécessaire pour que la solution. ob-
tenue convienne au probléme : il faut que l'on ait p > 0. Celte condition

est toujours remplie pour V >> 0; mais, dans le cas conlraire, c’est-a dire
8i le piston a un mouvement décomprimant, on devra avoir

8 < Lo_
A
ce qui donne
2 -'po
(86) V2 < m—1)pr"

Pour des valeurs plus grandes de — V, le gaz cesserait de suivre le
piston, absolument comme nous I'avons vu au n° 192 ; seulement, lorsque
la vilesse limite était atleinte progressivement, son expression était

2%
Y = m — \/ pa
par la formule (86).

On doit aussi remarquer que, dans le cas de la vitesse brusquement
communiquée, la pression et la température ahsolue deviennenl seules

, quantité supel ieure a celle qui est donnée

nulles sans qu’il en soit de méme de la densité.
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221. — SiP’on restait dans les idées de Riemann sans lenir comple de
I'objection d’Hugoniot, on devrait remplacer I'équalion (84) par

(66) pu™ = p,.

Celle-ci représenterait, comme précédemment, une courbe dont il fau-
drait prendre l'inlerseclion avecl’hyperbole (p — p,) (1 — w) = o, V? résul-
tant de I'élimination de 0 entre les équations (82) (83), ou plutét, avee la
branche de cette courbe qui correspond & 8 > 0. On' trouvera encore une
solution et une seule, 'un des points de la courbe (66) dont la distance
hyperbolique au point (1, p,) est V.

La queslion se présenlerait d’'une maniére fout analogue si le gaz, au
lieu d'étre primitivement au repos était animé d’un mouvement de la
forme (81), avec une dilatation w, et une vitesse V,. On aurait & chercher,
sur une courbe analogue a4 (66), un point situé a la dislance hyperbo-
lique (V — V,) du point (w,, p).

- 222. — On peut aisément déduire de ce qui précéde une mesure de la
résistance opposée par le gaz au mouvement du pfslon.

Supposons & cet effet celui-ci placé tout d’abord enfre deux masses de
gaz au-repos el homogéncs entre elles, I'une situéé du colé des a posilifs,
Pautre du cdté des a négatifs. Si, dans ces conditions nous lui donnons
instantanément la vitesse positive V, nous ferons naitre, ainsi qu’on vient
de le voir, deux ondes se propageant en sens contraires, L'une, correspon-
dant a la racine positive 8, de I'équation sera de compression ; l'autre,
correspondant a la racine négative 0, de la méme équation, sera une onde
de dilatation. Les pressions correspondantes p, et p, se calculeront immé-
diatement & l'aide de ’équation (83) et il viendra :

(87) pr— py=po V (8, — 8,) = 25,V \/ (’”—;“—‘)Wﬁ + 7,

Celte quantité représente la résistance cherchée, celle-ci étant la résul-
tante des pressions exercées sur les deux faces du piston.

L’expression (8'7) eroit & peu prés proporlionnellement a la vitesse pour
de pelites valeurs de celle-ci et au carré de cetle vitesse lorsque sa valeur
est grande. C'est précisément une loi assez analogue que I’on observe expé-
rimentalement dans le mouvement des projecliles ; mais aveec une crois-
sance un peu plus lente (1). Celte discordance n’a rien qui doive surprendre

1} Ainsi que nous 1’avons dit au n° 24 ®, la résistance parait avoir sensiblement
la valeur qu’elle prendrait s’il n’y avait pas dépression a l’arriére, c’est-d-dire si
I'on avait p, = po (et de plus 6, = V).
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et il est méme naturel qu’elle se produise dans le sens que nous venons de
dire puisque, dans notre lube, le piston ne peul se mouvoir sans refouler
entierement devant lui le gaz, landis qu'a I'air libre, celui-ci peut glisser
latéralement, ce qui diminue évidemment ia résistance.

Cependan!t, méme en restant au point de vue du mouvement rectiligne,
les considérations précédentes soulévent deux observations.

Tout d’abord, elles doivent étre modifiées si la vi'esse V dépasse la
limite (86). Alors, en effet, le vide se fait & la face postérieure du piston ;
par conséquent, la piession (négative) p, doil &tre remplacée par 0. La
résistance esl done

2
R=1p, =p, + 90V<'.7_1'.2'_1 V+ \/(r_n__;t_i) Ve 4+ 139>.
Po

En second lieu, il est plus naturel de supposer que le piston acquiert la
vilesse V progressivement et non instantanément. Ce sont alors les for-
mules des n>* 141 et 182, qu'il convient d’appliquer, el non celles dont
nous venons de nous servir. On devra done calculer w par la formuie (54),
(n° 182) el prendre p = ¢ (w) = p,w ", ce qui donne

14

om
m—1 V\»—1
P=Po(l+‘_2"‘x)

A= \/m-P—p" désignant encore la vitesse du son en V'élat primitif.
(]

Le méme calcul pour 'onde d’arritre donnera

2m

m—iV)m—-l

P =D (i — 3%
d’ou
2m 2m

R | (12 )" T = (=2 )

le terme soustractif devant toutelois &tre remplacé par 0 lorsque V dépasse
la limite trouvée au n° 192.

La résistance ainsi calculée croitrait notablement plus vite que le carré
de la vitesse.

Seulement, a son tour, le raisonnement précédent ne peut étre acceplé
sans objection. Il suppose, en effet, que la singularité de Riemann-Hugo-
niot ne se produit pas, Or 'hypothése conlraire est bien plus vraisemblable,
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dans les condilions ou s'opére, par exemple, le mouvement des projectiles.
Dés lors, il faudra admettre qu’il pail, & un instant déterminé, deux ondes
de discontinuité du premier ordre, 'une se propageant en avant, I'autre en
arriére. Cette derniére, par refléxion sur le piston, donnera une nouvelle
onde & vitesse positive, laquelle, se propageant plus vile que la premiére (1),
laraltrapera. A ce moment deux nouvelles ondes naitront ; et ainsi de suite.

Hugoniot admet que cet échange d’ondes aboutit finalement a la cons-
titution d’un élat identique & celui qui se produirait si la vilesse V était
communiquée d’emblée au piston. Nous constaterons plus loin, dans un
cas particulier, que les choses se passent bien réellement ainsi.

223. — Nous allons actuellement aborder la discussion du phénoméne
de Riemann-Hugoniot.

Nous supposerons pour simplifier, que le gaz, dans son état primitif, est
au repos ; que onde de téte est la premiére & présenter la singularité con-
sidérée, et aussi que le mouvement communiqué par le piston a la partie
du fluide qui Pavoisine (partie que nous supposerons située & gauche) est
analylique. Nous allons tout d’abord former I’équation de ce mouvement.
On doit, a cel effet, comme nous le savons, éliminer £, entre les équalions
(59) et (60).

L’aréte de rebroussement de la développable ainsi obtenue est définie
(n° 194) par I'équation

da . d
ZE,=("l—to))((""o)d—(;):"")(.I(“’o)'—“o

qui, en général (el nous ne lraiterons pas le cas exceptionnel ol il en serait
autrement), sera résoluble par rapport & ¢,. Soit ', la fonction de ¢ qui
substituée & ¢, vérifie 'équation précédente, Dans les équations (59) et (60),
ol ¢, n’est plus égal & ¢y, puisqu’on n’est plus sur V'aréte de rebroussement,
posons

t, =, + .

a et x deviendront des fongtions de ¢ et de  lesquelles, ordonnées suivant
les puissances de celte derniére variable, manqueront de termes du premier
degré : soit

(88) 0n=ga, + a;x* + a;* + ..,
(89) =X, + &7 + Ty + ...

(Y) Voir plus loin, n° 238.
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@y, Xo, gy @gy ooa 3 Tyy Xy, «.. Elant des fonclions de ¢, les deux premieres

telles que 2 = ¢, (¢) et & = X, () donnent les équations de l'aréte de

rebroussement. Toutes ces fonctions de ¢ sont d’ailleurs analytiques.
L'équation (88) permet de développer = suivant les puissances de

Va, —-—;, 4 moins que a, ne soit nul & 'origine, hypothése que nous éecar-
tons encore (').

Substituant ce développement dans (89), on obtient la valeur de z cor-
respondant au mouvement de gauche. Nous désignerons celte valeur par X.
On aura (en désignant par X,, X,, ... des fonctions analytiques de ¢)

3 .

(90) X = X, + (@, — a) X, + (g, — )% X, + ...

224. — Nous supposerons |'origine des espaces et celle des iemps trans-
portées au lieu et a I'instant ol nait le phénoméne. Dans ces conditions,
X, el a, sont nuls avec ¢ : ils commencent par des termes en A, en dési-
gnant par A la vitesse du son qui correspond & I'état primitif du fluide. De
plus, la surface étant tangente au plan # = a, on a X, (0) = (L

Nous conviendrons que, dans 'équation précédente, le radical (a, — )2
est pris avec sa détermination positive. S'il enest ainsi, le coefficient X3 (0)

doit atre positif. En effet, le mouvement du piston étant comprimant, on
doit avoir X > a, et ceci ne peut avoir lieu, pour ¢ trés petit et d'ordre au -
plus égal & celui de a, — a, que si X% {0) > 0.

225. — 11 s’agit maintenant d’oblenir ’équation du mouvement inler-
médiaire qui prendra naissance entre le mouvement ainsi défini etla parlie
de droite qui est au repos. Nous ne pourrons d’ailleurs le faire sans déler-
miner du méme coup la marche des deux ondes qui se propageront ; aulre-
ment dit, en méme lemps que I'équation du mouvement, il faudra trouver
le domaine dans lequel il est défini.

C'est la difficulté signalée au n° 1G8. Mais elle est ici particuliérement
grave. Dans les aulres questions de Mécanique ot le mouvement cherché
n’est pas représenté par une seule équalion analylique dans tout le coips

(l) Si le coefﬁcien'r, a, est diftérent de zéro, il en est de méme de x, Car pour
[\

oT Seg”
Les deux coefficients ag, x, sont d’ailleurs négatifs dans le cas actuel la surface
stant située & gauche de son aréte de rebroussement.

Nq
=0,1la quantxte-——~ =2, est égale & wy OT"" en vertu de l’ldent.té 50 = wo
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considéré, les régions dans lesquelles ce mouvement a des -expressions
différentes, sont en général connues @ priori. Tel est, par exemple, le cas
d’une onde du second ordre qui se propage dans un gaz dont le mouve-
ment antérieur est donné, ce mouvement iniervenant sew! dans l'expres-
sion de la vilesse de propagalion. Il en est autrement, nous venons de le
_voir, dans la question actuelle..

Nous traiterons celle-ci, pour simplifier, sans tenircompte de I’objection
d’'Hugoniot. Nous admeltrons que, a la naissance de la disconlinuité du
premier ordre, il s’établit dans la tranche intermédiaire une pressign, une
densité et une vitesse uniques. 1l est aisé de voir, alors, que cette pression,
celte densité et celte vitesse ne peuvent étre autres-que celies qui existent
dans la tranche de droite (par,conséquent, ¥ = 0, w == 1) et qui, initiale-
ment, ont les mémes valeurs dans la tranche de gauche (*).

Nous aurons alors & déterminer :

1o L’abscisse @, de la discontinuilé entre le mouvement cherché el le
mouvement de gauclie ;

2° L’abscisse a, de la discontinuité enire ce méme mouvement et la partie
droite au repos. '

Les deux ondes de discontinuilé se propageant avec une vitesse initiale
égale & vitesse A du son introduite au n° 173, a, et a, auront des dévelop-
pements commencant par des termes en == A¢ : nous écrirons ‘

(91) alz—lt—vgt%—vgt’....
et
(92) @y=M + pg £ + ....

en admettant par avance (*) (ce que la suite du calcul vérifiera) que a, ne
contient point de termes & exposants fractionnaires en t.
3° L’équation du mouvement de la tranche intermédiaire.

(1) Soient p, la pression primitive, p la pression et u la vitesse existant au pre-
mier moment dans la tranche intermédiaire. On devrait avoir a la fois

E—Dy_y, P—=Dp

=0,
7] w 29

8, et 8, désignant les vitesses de propagation des ondes,

Or ceci ne peut avoir }ieu que pour p = py, u = 0.

(2) I1 est clair que nous aurions pu laisser tout d’abord indéterminés les exposants
de ¢t aussi bien que les coefficients. La suite du calcul donnerait pour ces exposants
les valeurs mémes que nous leur avons assignées ici.

Hanamagy 15
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Les conditions & vérifier par ces diflérenies inconnues seront d’abord
P’équation aux dérivées partielles

o2 ax\ o
(8) =v(2)

laquelle devra avoir lieu dans toute la tranche inicrmédiaire.

La fonction ¢ étant donnée par la relation (41) on aura, en posant

(93) :—Z:m:l—i—s

et en tenaut compte de la formule (42) qui définit 2,

(94) (1 +¢) = [, (nr e MEDMAD -I

En second lieu on devra avoir
(95) x = a, pour a = a,
3
(98) z=X=X, + (a,—a) X, + (¢, —a;2 X3 +...., poura=a,.
De plus les deux discontinuités a, et a, devront vérifier les conditions de
con:palibilité. Nous n’avons pas a écrire les conditions cinémaliques, les—
quelles sont implicitemenl conlenues dans les conditions (95), (96).

Les conditions dynamiques et physiques donnent (puisque nous sommes
dans l’hypolhéee de Riemann)

— (‘P m —(?( —_ / +5 -771_(1 +5|)_m
b= \/ oo(wl—-w )‘\ m g, —E

(en posant encore w =1 + ¢, 0, =1 ++¢,) ou

97) e=ix[1_’£;*;!(e+s>+ ]

Daus la partie au repos, ¢, est nul. Au contraire dans le mouvement de
gauche il it une valeur en général différente de 0 et qui doit étre calculée
par I'équalion (99)

On a donc les deux conditions supplémentaires

(98) "2“;=_x[i.—f"2“(e+e,)+....]
(99) %at’ =2 [l — Zn__t_i e+ . ]

ol il est entendu que, dans I'équation {99), e est galculé pour a = «, tandis
que dans 'équation (98), ¢ et ¢, correspondent & a = a,.
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226. — Pour développer o en série nous introduirons, au lieu de a et
de ¢, les variables

n—a—a,

dans lesquelles
(101) a=M + (M, - p) 8 4+~ .o=a, + M, > - M, + ...

désigne un développement a coefficients indéterminés (saufl le premier)
ordonné sujvant les puissances de ¢. La variable § n’est d’ailleurs introduite
que pour simplifier le calcul. 1l n’en est pas de méme, comme on va le voir,
de la variable 4, qui joue un role fondamental dans le développement.
Nous écrirons

(102) m=a+F%+F,+....=a+F

les F; étant des ensembles homogénes en £, 1 de degrés marqués par leurs
indices.
Comme on a

?_0» 2 a? (b d
a_oE on oa* o8 T o
o2
+ﬂ

0
Oti——.)\ gE—z-—}—Z)\d— S—

fon T

(«, o" désignant les deux premiéres dérivées de a par rapport a ¢), I'équa-
tion (8) s’écrit

o'F o2F o*F a’F oF  oF 2
o = (5 2 o) [ +(1 be—ﬁ)_x]
IIbF
e

br, om

(103)
— 2 (@ — 1) 32“ (=) 2

Dans cetle équation, o' et «' peuvent se remplacer par leurs développe-
ments en ¢. Mais ils peuvent également se développer suivant les puissances
de la variable £ + n, en fonction de laquelle ¢ pourra s’exprimer, moyen-
nant la résolution de 1’équation

(104) E+n=a + M =2 + (M, + ;)  + .. + (Mu ) 2+ ..

Dans I’équation (103) ainsi écrile, un terme quelconque du développe-
ment de F (pourvu qu’il conlienne & Ia fois { et n) donnera dans le premier
membre un terme de degré moins élevé que dans le second.
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Nous désignerons par £, et n, les valeurs de &, n correspondant aa = a,

soit
\ g = — vi’;tg — vy b,

(105) o
}m =2M+ vtz + (v, + M, + ) 2+ ...,
par £,, n, les valeurs de ces mémes variables pour a = a,, soit
(106) S =2M + pg £ + ...+ it +
(108") oy =Myt + Mth

L'équation (986) s’écrira donc,
(107) FE, ) = X, —a,+ (8, — @) (1 + X)) + (2 — @)} Xy 000
I’équation (95)
(108) F (s m,) =0

les équations (98) et (99),

—x—ngt%—zv,t—

(109) P

- m+i 3 1 .
. (__— —-—— bE’ éni—xi'—z(ao* 'al)§x%‘—---)+-..]

m -+ 1-/oF oF
(110) * 4+ 2p,t+ ... =1 [l - <'°-E—— qu;) -+ ....]'

227. — Cela posé, considérons, dans I'équation (103), les termes

d’ordre — % Ceux-ci seront exclusivement fournis par le terme Fz du dé-

»F3
veloppement de F. On devra donc avoir bTb_7_7= 0, d’ou

(111) Fy = Kn# -+ K%

Les coefficients K et K’ se délermineront par les conditions aux limites
107) 1 (108). Tout d’abord pour a = a,, 7 est de Vordre de ¢> au moins,
tandis que & est de Pordre de ¢. La condition (108) montre dés lors que K’

doit étre nul.

228. — Au contraire, poar @ = a,, la quanlilé ¢, — a a pour partie
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principale 2}z, et il en est de méme de w : la comparaison des termes

d’ordre g de « et de X donne donc

K = =& X; (0).
Nous voyons ainsi que K est en général différent de zéro. Nous aurons done

un terme en ,,3 et, par conséquent, dans la surface représentalive, une aréte
de rebroussement, correspondant & n» = 0. Une seule des nappes séparées
par cette aréle devra faire partie de la portion utile (sans quoi, comme pré-
cédemment, on trouverait deux valeurs de « pour un méme sysléme de
valeurs de « et de ¢) : nous conviendrons que c’esl celle qu'on oblient en

dounant a y'n sa valeur positive,

§'il en est ainsi, dans la condition (40%), le radical V;) =V2r + ...
devra recevoir sa détermination positive. Comme il en est de méme de

Va, — a, en vertu de.la convention faite au n° 224, nous devrons écrire

K= X% 0),
. quantité positive, ainsi que nous I'avons remarqué plus haut.

229. — Envisageons maintenant les équations (98) et (99) en ne rete-
nant que les termes d’ordre % Il n’existe aucun de ces termeés dans le

quantilé ¢ pour @ = a,, 3, étant d’ordre supérieur a4 1 en ¢. Donc il n’en

existe pas non plus, au premier membre de I'équalion (99) et par consé~

- 3

guent nous voyons bien que a, ne contient pas de terme en #2.
' \ 1 .

Pour a = a,, des termes d’ordre 5 apparaissent dans ¢ el ¢, ; ces termes

sont d'ailleurs connus. Nous connaissons, en effet, le second membre de

’équation (102) jusqu’aux termes d’ordre % inclusivement ; et d’aulre

part le premier terme du développement de ;%( qui dépend de v3 (savoir
2

celui qui provient de (a, — a,)%Xg) contient cette quanlilé comme coeffi-
cient de la premiére puissance (au moins) de &. ‘

On constatera d'ailleurs que les termes en 12 se détruisent danse —+ ¢, de
sorte qu’'on a vy = 0.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



214 CHAPITRE 1V

230. — La détermination des termes d’ordre 2 est-tout analogue.
L’équation (103) nous donne

2 b2F2

9
4‘)\ 3—50_7).=-8— (m + ’) ngz,

car le seul terme d’ordre zéro qui existe au second membre de cette

2
équation est obtenu en multipliant le facteur Z 54 (provenant de zTI:)
g

par % (m 4 1) [provenant de qa(i + %lg — g) — 1’]'. On aura done

F, = g (m -+ 1) K2y + Kyt + K38

K, et X', élant des coefficients & déterminer. L’équation (108) donnera
K’, = 0, car les aulres termes sont tous d’ordre 3 au moins. L’équation
(107) fera connaltre K, par 'examen des termes d’ordre 2 en ¢. Puis
Péquation (109) détermine v,.

Au contraire, la condition (110) ne suffit pas a délerminer ;. Les termes
en ¢ contiennent, en eflet, le coefficient arbitraire M, qui n’a joué jusqu’ici
aucun role, et qui s'introduit par le terme g:% =g anfi -+ .

Désignons par
(11%2) mt -+ my 2 4+ ... A my 4L

la racine carrée positive du développement v, = M, > + M, * .+ .,., de
sorte que m, est la racine carrée positive de M,. C’est ce développement

(112) qui devra étre subslitué & r,;é dans I’équation (140) : nous aurons
alors :

3Ix(m + 1K 9 . o
(113) By = ——-1'6—)_ my + 198 A(m ~+ 1)21\2.
231. — Nous avons & trouver entre pu, et m,, une seconde relation :

celle-ci va résulter de la considéralion des termes d'ordre 5-

Considérons, dans1'équation (103), les termes d’ordre ; Cerlains d’entre
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1 . L .
eux sont en n¥. Mais deux autres sont en §n 7 2 : ce sont ceux qui pro-

. . ?F 3 _ .
viennent du produit de TET R P d'une part par

oF F  oF
q,(i +&Z)_p=w[— (m + 1) (2—; —z—n> +]
T S NG S

d’autre part, par

4')‘(Mz )t = 2(M-3 +-P‘2) ¢+ '0) =+ ...

Une fois inlégrés par rapport & £ et & m, ces lermes contiendraient en

. . 1
facleur 7 & la puissance 5 seulement.

Or cetle circonslance remdrait inexacte la formule (1183) : la quan-

2 oF __oF b—E contiendrait, en effet un terme en %27~ §, lequel, pour

o % | oq
@ = a,, serait d’ordre 1 en ¢, puisque 4 est d’ordre 2.
C’est cet inconvénient que nous allons éviler en disposant du coefficient

arbitraire M, =— m,? de maniére & annuler cé terme en 1~ i, Nous écri-
rons donc

2 2 3 9 2 K32
(114) 2(M, + 1) =2(mi + 1) =55 (m + KX

ce qui, joint a la relation (113), nous permet, celte fois, de déterminer
m, el u, : en éliminant ce dernier, il vient

md + 5 m 1) K, — g3 (m + 11K = 0.

Nous savons que nous devons prendre la racine positive de cetle équa-
tion : nous aurons done

232. — Ayant ainsi calculé les premiers termes de nos inconnues,
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nous allons montrer d’une mamere générale, comment on obiiendra les
suivanls :

Supposons qu’on connaisse :

Le développement de F en fonction de £, jusqu ‘aux termes d’ordre ¢

inclusivement (¢ étant un entier ou un entner —+ é) :

" Le développement de a, en fonction de ¢ jusqu au méme ordre ;

Les developpemenls de a et do a,, jusqu’a l'ordre ¢ — 2 seulement. Le
vpremler de ceux-ci nous fait connaitre ¢ en fonction de £ -+ » jusqu’aux

termes du méme ordre ¢ — ;—; et la connaissance du développement de

2 — @, = 7, équivaunt i celle du développement(112) jusqu’aux lermes
en {9”
Nous supposons de plus :

1° Que la partie connue du développement de F ne contienne nulle
- 'O
parl »n avec I'exposant 3

20 que cette quantiié » soit la seule & y figurer avec des exposants frac-
tionnaires, et qu’il n’en entre aucun dans les parties connues des dévelop-
pements de a et de a,.

O =

Dans ces conditions, nous allons déterminer les lermes d’ordre ¢ +
de F et de a,, les termes d’ordre ¢ de = et de a,.
Dans le second membre de (103), lous les termes d’ordre ¢ — :2 sont

connus, sauf ceux qui peuvent provenir du produit de

+.. )7
)

$+1q

(M ) 11=4 = (M + 1) (355

(quantité qui fait partie du développemenl de ') bar -

- . . . 1
Mais dans ceux-ci, il y en a un qui est en §2—1 n—3

M, M, + ¢ J
T

, avec le coelficient

ous déterminerons M, ~+ 1, par la condition que ce terme dé-

truise le terme semblahle provenant de 4,(1 ) Cec?donnera

d’ailleurs M, + 11, = 0 lorsque g ne sera pas enher, puisque nous suppo-
sons que les lermes déja connus ne comiennent pas de puissances fraction-
naires de 3.
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. sz‘q+§ ,
M, + p, élant connu, nous connaitrons Hor et par conséquent,
(]

F, + 1 lui-méme & deux termes prés, I'up en g+ 32, Pautre en 79+ 3. Le pre-
mier de ceux-ci se déterminera par 'équation (108), le second par I'équation
(107) ; ils donneront en effet, dans ces deux équalions respeclivement, les

- i
seuls termes encore inconnus () en 17+ 3,
Moyennant ces résultats, on connait, dans le second membre de Péqua-

tion (109), tous les termes en t2—1 et on a, par consé uent, le coefficient
p q

Yo+ g
Dans I'équation (99), on connait également lous les coefficients de 2¢—t,
sauf le coefficient qu, du premier membre et le coefficient ’L"%i_ E—‘}K my_,

qui, au second membre, provient du développement de

mA4F _m+1/3K 4
———~—~4 m-— -——r <—2—1,2 +....>'

On a done la différence g — M—g‘i) my_,. Comme on a obtenu,

d’autre pari, My + p,(c’est-a-dire, a'des termes connus prés, 2m, m,_, —+ g,),
iq et my_, sont connus, s sont d’ailleurs nuls pour ¢ non enlier, puisque
le caleul fait au second membre de I'équation (140) n’introduit pas de puis-
sances fractionnaires de ¢,

233. — Nous pouvons donc bien calculer de procile en proche tous les
coelficients cherchés et nous aurons des développements satisfaisant for-
mellement aux conditions du probléeme. Il resterait & prouver que ces
développements convergent. Mais cetle démonstration serait trés difficile,
sinon tout & fait impraticable, en se placant au point de vue que nous
venons d’adopter. En réalité, c’est sous une forme toate différente qu'il y
aurait lien de traiter la question.

Ainsi que nous I'avons remarqué; le développement de «, ordonné sui-
vant les puissances de el de /5 (avec exclu-ion des lermes du premier
degré en y/7) représenle, en supposant sa convergence démontrée, une sur-

{1 Dans le terme ‘a, — a;)* du développement de X, le terme v,,+;_ tH—é du déve-
loppement de @, donne un terme en t'l+,§+ k-1, D’autre part, pour 2 = 1, ce terme
est multiplié par 1 4+ X, lequel est privé de terme constant.
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face & aréte de rcbroussement. Il est aisé de voir que toute équation aux
dérivées partielles du second ordre de la forme (17) admet des surfaces
intégrales de cette espéce. 1l suffit, en effet, pour en obtenir une, de traiter
le probléme de Cauchy dans des condilions telles que la relalion (1) soit
vérifiée, mais non la relation (22). '

Les considéralions développées plus baut (n° 139) montrent bien
qu’alors les dérivées secondes sont infinies. Si d'ailleurs on effectue un
changement de variables de maniére & ce que la courbe y devienne I'axe
des z, il est aisé de s’assurer, au moins formellement, que z admet un
développement suivant les puissances de x et \/y. Plus généralement, sup-
posons qu'en un point de la courbe v la condition (21) soil vérifiée (4
l'exclusion de (22)). Un calcul tout analogue a celui qui vient d’élre
exposé fournira un développement formel de z représentant une surface a
aréte de rebroussement (cette aréte étant tangenlie & vy au point considéré).

Seulement, rien ne prouve que les développements ainsi oblenus soient
convergents. C’esl ce qué I'on reconnait au conlrairesi 'on opére une lrans-
formalion de conlact. Effectuons par exemple, la transformation de Legendre:
nous devons remplacer z, y, 2, p, g parp, ¢, pxr +qy — z, 2,y ; A, B,
B, C, D par D, B', B — C, A. Apres cette transformation, la relation (21)
cessera d’avoir lieu a moins que primitivemenl on n'ait en outre la
suivanle

(115) D (dpdx -+ dgdy) -+ B'dg* -+ 2Cdp dg + Bdp? = 0.

Il est évident a priori que cetle seconde relation est vérifiée si I'on a (22),
puisque le systéme des deux §quations (21) et (22) est invariant par une
transformation de contact. Pour vérifier ce fait, il suffit de multiplier I’équa-
tion {21) par dp dq, I'équation (115) par dax dy, et d’ajouter : la relation
obtenue se décompose en I'équalion (22) et en la suivante

(116) dpdx + dgdy = 0.

Nous excluons le cas ou la relation (22) serait vérifiée : il se pour-
rail alors que I'on edt affaire & une. caractéristique. La transformation
de Legendre fera donc disparaitre la singulariié sauf le cas exceplionnel out
I'on aurait {116). Le probléme transformé aurait une solution réguliére,
ia surface représentative de cette solution ayant seulement, en chacun des
points primitivement singuliers, I'allure d’une surface développable, c’est-
a-dire vérifiant en ces points la condilion 7t — s* = 0, ainsi qu'il est facile
de s’en assurer.

En revenant a 'ancien systéme de variables, la singularité considérée
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résulle des formules du n° 163, qui font connaitre eflet de la transforma-
tion sur les dérivées r, s et &. Un calcul élémentaire, et d’ailleurs tout
analogue & celui qui a été fait au n° 163, montre que cette singularité est
une arite de rebroussement (aufour de laquelle la surface est représentée
par une équation analogue a (90)) correspondant & la ligne qui est sur la
transformée de Legendre le lieu des points paraboliques.

Resle le cas ou I'on aurait (118) : alors la transformalion de I.egendre
ne ferait pas disparaitre la singularitd. C’est ce qui arriverait si la surface
cherchée avail, au voisinage de son aréte de rebroussement, l'allure d’une
surface développable. On peut toujours éviter ceite circonstance en effec-
tuant au préalable la transformation qui consiste & remplacer la fonction
inconnue z par z — F {z, y), F étant une fonction arbitraire, p et ¢ sont
alors diminués des dérivées de c-lle-ei, dérivées dont on peut évidemment
disposer de maniére & ce que la relation (118) cesse d’avoir lieu sur y. On
voit donc que, dans tous les cas ot Pon a (21) mais non (22), le probleme
de Cauchy a une solution représentée par une surface a aréle de cebrousse-
ment, Il est d’ailleurs clair qu'inversement, toute surface intégrale a aréle
de rebroussement pept étre considérée comme oblenue de cette fagon ; elle
peut &tre changée, par une transformation de contact conveanable, en une
surface réguliére,

Tel sera done le cas de la surface dont nous avons appris tout 3 ’heure
a développer I'équation. La meilleure méthode pour étudier celte surface
parait dés lors étre d’effectuer une transformation de contact telle que la
surface (90) et la surface cherchée soient remplacées par des surfaces régu-
litres. La question ainsi lransformée sera alors une de celles anypquelles on
peut essayer d’appliquer la méthode des fonclions majorantes. Seulement,
une étude nouvelle sera nécessaire a cet effet, car cetle question ne rentre
dans aucun des problémes traités jusqu’ici. Elle conduirait a les généraliser
encore, en gbordant le suivant, qui les comprend lous comme cas parli-
culier et dont 1'étude offrait en elle-méme un grand intérét :

Etant données cing équations aux dérivées partielles

F=0, fl:01 f2=0’ f;i=0} fi=0,

trouver une surface intégrale de la premiére équation sur laguelle il
existe une ligne L oiv Pon ait & la fois f, =0, f, =0 et une ligne l' ou
Ton ait & la fois f, = 0, f, = 0 (ces données étant supposées telles que
ces différentes conditions puissent étre vérifiées ensemble a 'origine ou les
deux lignes I, !’ devronl passer).

En un mot, on ne connait ici, aucune ligne par laquelle doit passer la
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surface cherchée : on sait seulement que, le long de son intersection

(inconnue) avec la surface (90), les coefficients angulaires de son plan -
tangent doivent vérifier I'équation (98) et qu'une équation analogue doit

“avoir lieu sur son intersection avec la surface x = a.

234. — Sans nous arréter & rechercher si I'on pourrait disposer de la
transformation de contact de maniére & ce que ces condilions deviennent
ponctuelles, en sorte qu’il en résulte la connaissance de deux lignes siluées
sur la surface transformée, nous remarquerons que la question se pose
d’une fagon un peu différente si ce n'est pas sur la premiére onde que le
phénomeéne se produit lout d’abord,. ce qui arrivera par exemple, si on
commence par donner au piston une accéléralion négstive pour changer
plus tard le signe de cette accélération. Dans ce cas, l'aréle de rebrous-
sement de la surface qui représente le mouvement de gauche aura un
point de rebroussement, de sorte que le développement (90) et le dévelop-
pement cherché devront étre modifiés en conséquence.

Il est également clair que la question deviendrait notablement plus com-
pliquée s’il fallait tenir compte de 'abjection d'Hugoniot. Non seulement,
en eflet, on aurait deux nouvelles surfaces & trouver et non point une seule,
puisqu'il s’élablirait au point origine du phénoméne une discontinuilé
stationnaire portant sur les dilatations ; mais comme nous I'avons dit au
n° 211, aucune de ces surfaces ne satisferait a ’équation aux dérivées par-
tielles (8) : cette équation serait remplacée par une équalion de la forme
(8) dans laquelle la valeur de k serait, non seulement une fonction de a,
mais une fonction inconnue de cette quantité, fonction dont la forme
dépendrait des diverses quantilés qui figurent dans les équations (91) et
suivanles.

Par contre, en restant au point de vuede Riemann, notons qu’on pourrait
espérer une simplification de la question en donnant & m la valeur 1, &
pour laquelle (n® 1'75) 'équation (8) s’intégre explicitement.

235. — D’aprés ce qui précéde, le phénoméne de Riemann-Hugoniot
donne naissance & deux ondes se propageant en sens inverse. Comme nous
I'avons déja remarqué (n® 22%), on oblient ainsi, par réflexion sur le pis-
ton el rencontre d'ondes se propageant avec des vilesses différentes, toute
une série d’états nouveaux du fluide. Doit-on admettre avec Hugoniot que
tous ces états tendent vers un état limite commun, celui que 'on obtien-
drait en communiguant brusquement au piston la vitesse V qu'il acquiert
en réalité par une accélération progressive ?

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MOUVEMENT RECTILIGNE DES GAZ 224

On ne pourrail évidemment répondre d’une fagon générale & cette ques-
tion qu’en faisant tout d’abord une étude approfondie du premier mouve-
ment qui prend naissance & la suite du phénomeéne de Riemann-Hugoniot,
ce que la méthode précédente ne permel pas d'obtenir. Nous nous conten-
terons donc de répondre & la question dans un cas ou cette premiére étude
est toule faite, celui qui a été considéréau n° 2072 etou la loi d’accélération
est telle que toules les ondes successives nées au conlact du piston se
rattrappent en un méme point. De plus, nous ne liendrons pas compte de
I'objection d’Hugoniot et nous supposerons la loi de Poisson toujours
applicable.

Dans ces condilions, nous savons qu’a linslant T o les ondes se rejoi-
gnent nait une discontinuité du premier ordre. Si, aprés avoir atteint la
vitesse V en accélérant son mouvement suivant la loi indiquée au n° 202,
le piston se meut ensuile uniformément avec celle vitesse, les mouvements
enire lesquels a lieu la discontinuité en question seront tous deux repré-
senlés par des équations de la forme (81) (w élant calculé, pour le
mouvement de gauche, par I'équation (54) et étant égal a 1 pour le mou-
vement de droite). Dés lors, on pourra prendre pour le mouvement
intermédiaire une équation de la méme forme, avec une vitese u,, une
dilatation =, et une pressiori g, qui s’obtiendrbnt comme il a été indiqué
aux n* 213-214. :

Ainsi qu’il a été constaté plus haut (n° 21%), la pression g, sera com-
prise entre la pression p, du mouvement de gauche et la pression primitive
Po- Au contraire, u, sera non seulement positif, mais supérieur & V. L’élat
intermédiaire du {luide sera représenté par un point de la courbe (2'), —
point que nous désignerons, pour abréger, par la lettre ¢, qui représente
la pression — lequel sera intermédiaire entre le poinl p, qui correspond a
Pétat de repos, et le point p, qui correspond au mouvement de gauche, le
point g, (fg. 17) sera d’ailleurs délerminé par ’équation

9P — Py =V : :
08 g, Po» ¢, P1 désignent les distances hyperboliques définies au n° 244.
_ Lorsque Ponde rétrograde par laquelle 1'état (g,, w,) se propage dans
élat (p,, ;) atteint le piston, elle donne naissance, par reflexion, & un
nouvel étal (,, ,) défini par la double condition d’étre compalible avec
le premier état intermédiaire, et de correspondre a une vitesse égale a V.
La vitesse de propagation devant étre posilive, on verra, comme il est
expliqué au n° 221, que la pression p, est inférieure & g, et que, d’autre
part, la distance hyperbolique ¢, p, est égale & u, — V, c’est-a-dire & g, £1-
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On voit que ce point p, peut é&tre considéré, en un cerlain sens, comme
le symétrique de p, par rapport 3 ¢, de sorle que la réflexion se traduit
ici par un certain renversement des différences de pression.

236. — Soit P le point de la courbe (2') tel que Pp, soit égal a V, la
pression P correspondante étant supérieure a p,.

Je dis que p, est inférieur a P,

C'est ce qui résulte du lemme suivant relatif aux dislances hyperboliques :

Soit p, p, p; un iriangle tel que les longueurs hyperboligues de ses cotés
soient toutes trois réelles. Alors la plus grande de ces longueurs sera au
moins égale a la somme des deux autres, I'égalité n’ayant lieu que si les
trois points sont en ligne droite.

Supposons, en effet, pour fixer les idées, p, > p, = p, el, par consé-
quent, v, < w, << w,, de sorte que la plus grande des lrois longueurs

_— /
hyperboliques sera p, p, = \/ Pi (py — ;) (w; — ). Alors I'inégalité &
) :
démontrer pourra s'écrire (une fois élevée au carre)
i
~P_0 [(p1 — ps) + (0, — Pa)] [(“’3 — ) + (wg — "’a)]

1 . —_—
> a (‘/Px — D, ‘/“’2 — wy + ‘/P‘.r 2 ‘/‘”3 - “’2)2

et, sous cette forme, résulle de I'idenlilé bien connue de Lagrange appliquée

aux quatre quantités {/p, — Py t/;o2 —p,, Vo, — 0, Vio, — w,.
En vertu de cette méme identité. I'inégalité n’est remplacée par une
égalité que si 'on a

‘/Px_Pz‘/"’z ““‘”2_‘/?2—1’3‘/‘”2—‘”1=0,

ce qui est la condition pour que les trois points soient en ligne droite.

Notre conclusion est donc démontrée. Elle peut, bien enlendu, s’énoncer
eacore ainsi : Chacune des longueurs hyperboliques des cotés du triangle,
& lexception de la plus grande, est inférieure & la différence des deux
autres.

23%. — Ceci étant établi, considérons le triapgle p, ¢, p,. Dans ce
triangle, on a g, p, — ¢, Pz = V = Pp,. Etant données les siluations res-
pectives des trois sommels du triangle,” ceci montre que le troisiéme
coté P, P, est inférieur 2 Pp,, ce qui entraine bien p, << P.
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238. — L’onde ainsi née par réflexion sur le piston va se propager avec
une certaine vitesse, laquelle est certainement supérieure a celle de la dis-
continuité qui existe entre I'élat (g,, ,) et I'état primitif de repos. En effet,
les vitesses de propagation de ces discontinuilés dépendent des coefficients
angulaires des cordes joignant les points re—
présentatifls des états entre lesquels elles ont
lieu. Dés lors, en raison de la convexité de la
courbe (R'), ces vilesses croissent avec les

qs
Ps

pressions. Or, la pression p, est supérieure 9z

ap,. . P2 Po
Dans ces conditions, la nouvelle onde rat- q

trapera assurément la primitive : a et ¢ étant

considérées comme des coordonnées planes

(ainsi qu’il a été deja fait & la fig. 10), la

marche de ces deux ondes sera celle qui est

. Fig.'(;
représentée fig. 16. En leur poinl de concours

naitra un nouvel état inlermédiaire, caraclérisé par une pression g,, une
dilatalion o, et une.vitesse u,.

P P, élant celle fois inférieur a V, ¢, sera compris entre p, et P, et déter-

miné par la condilion
43P0+ 3.0, = V.

Soient maintenant p; et w, la pression et la dilatation qui prendront
naissance par réflexion lorsque I'onde rétrograde (g;» @3, u;) rencontrera
le piston. p, sera supérieur & g, (parce que u, est
inférieur & V) et l'on aura

TR =Y —

de sorté que ¢, p, est égal § ¢, 2, (fig. 17).

La pression py est supérieure
a P. Cest ce que I'on voit dans
P, le triangle p, g, p,, dans lequel
le plus grand cOté est p, p,, pen-
Fig17 dant que la somme des deux

autres cotés est égale a Pp,.

Dés lors, la méme série de phénoménes va recommencer. Pour la méme
raison que toul & I'heure, I'onde qui propage la nouvelle pression p, rejoin-
dra celle qui propage la pression ¢, et, en Jeur point de rencontre, prendra
naissance une nouvelle pression ¢, comprise entre g, et P : celle-ci engen-
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D

o

drera par réflexion sur le piston une pression p, comprise enlre p, et P;
et ainsi de suile.

Les pressions p,, P;, ... Pan—y ..., s0DL supérieures & P et vont en
décroissant : elles tendent donc vers une limite, et il en est de méme pour
Q1 Jys voer Qan—, +.-.. Pareillement, p,, p, .... Pan .... vont en croissant et
restentinférieurs P : ils tendenl vers une limite ainsi que ¢,, ¢,, Gony vooee

Nous allons enfin constater que ces limites sont toutes quatre égales & P.

En effet, le triangle P p, ¢, nous donne d’abord

Pgi +¢,00=Pg, + g0, <Pp,;
puis le triangle P ¢, p, donne
920, — Pg; = ¢;p, — Pg, > Pp,.
En retranchant membre 4 membre ces deux inégalités, il vient
P—q-t +P_q—; -+ P39 ‘—p275<ﬁn —P—p;.

Autrement dit, les quantités Pg,, Pg, sont inférieures a la différence
Pp, — Pp,. D'une maniére générale, les quantités Pg.,_,, Pgony , sont
inférieures & Ppy, ., — Ppy, 1., ¢ elles tendent done vers 0 lorsque n aug-
menle indéﬁniment, d’otu résulte que g, , et ¢,, tendent vers P. D'ailleurs
la relation

@pi+ =% Puo — i)
montre qu'il en est de méme pour p. Or, la pression P est celle qui s’éla-
blirait, d'aprés les considérations du n° 221, si le piston passait sans
transition de la vitesse 0 & la vitesse V. Nous consiatons done, conformé-

ment aux vues d’Hugoniot, que celte pression est bien la méme qui se
produit finalement par le jeu des réflexions successives.
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LES MOUVEMENTS DANS L'ESPACE

239. — Aprés nous étre occupés, dans le chapitre précédent, du mou-
vement d'un gaz en supposant que ce mouvement est exclusivement
rectiligne, reprenons les équations du mouvement & trois dimensions,
autrement dit, les équations

LR G
poac_‘ e’
(1) 1w _y %y,
poy . ot
1o __, o=
pon T &7

Nouq avons vu, au chapitre 11I, qu’entre ces équations et les conditions
a la paroi, existait une contradiction apparente. Mais la discussion présen-
tée plus haut dans le cas du mouvement rectiligne nous montre comment
ceite difficulté doit étre éclaircie. L'accord entre les deux séries de condi-
tions est maintenu grace & la production de discontinuités qui naissent au
contact de la paroi et se propagent au sein du fluide. Dc pareilles ondes
prendront naissance chaque fois que les accélératicns d’ordre quelcongue
de la paroi seront wfférentes de celles qui résulteraient des équations
inlernes du mouvement, et seront d’un ordre égal a celui des accélérations
pour lesquelles cette discordance aura lieu. Au cours d’un mouvement
quelconque, elles’se produiront loraque I'accélération ou Pune des accélé-
rations d’ordre supérieur de la paroi deviendra discontinue par rapport au
temps.

Ftudions donc la propagation d’'une discontinuité dans le gaz en suppo-
sant pour fixer les idées, qu’elle soit du second ordre. La pression étant

HapAMARD 15
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supposée fonction de la densité, les équations du mouvement s'écriront

encore : .

[ dp zilogp,z X — 32z

ds ot
(1) dpologe _y _ 2y,
dp oy at?
dpologp 7 _ 8%z
do oz ~ 7T 3B

De part et d’autre d’une discontinuité de second ordre, les composantes
de I'accélération prendront deux séries de valeurs

(), (&), () (o), (&), (),

et les dérivées de la densité deux séries de valeurs
i

2 il hid 2y, (2), ().
o/, \oy/, \vz/, \ox/, \oy/, az),
Les unes et les autres satisferont aux équations précédentes. Les

composantes de la force étant supposées continues, si 'on retranche
membre & membre les unes des autres les relations ainsi obtenues, il

viendra
[—alog 1— -
dp et _ 5
dp = oI _ - Ls—tg_ !
_ ]
dap | 2185 | oy
do | | | 8] ?
~al g 1-
dp B | s
do | oz _ - _'8_[2_‘

Soient A, p, v les composanles de la discontinuité rapportées & létat
actuel pris comme élat initial ; 9, la vitesse de propagation. Les variations
des composantes de l'accélération seront, 282, 102, v82, Celles des dérivées

de log% seront données par les formules (63) du n° § 11 : on aura donc
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en désignant toujours par &, 8, 1 les cosinus directeurs de la normale 4 la
surface de discontinuité S,

d . ]
" a%()\a—l—pﬂ—!—vy):)\f)z,

d
& 892 (a+- up -+ ) = p?,
d °
( ~ Eg (7\a ~+- p.p -+ 'l*{) = v02,

%, i, v ne sont pas nuls simultanément, sans quoi la discontinuité ne
serait pas du second ordre, mais du troisizme. Si donc 6 est différent de 0,
il en est de méme de I'un au moins des seconds membres des équations
précédentes; et I'on voit que ces seconds membrés sont proportionnels
as, B, 7.

Ainsi, dans un gaz, toute discontinuité du second ordre qui se propage
est (115) longitudinale.

D’autre part, la quantiié Az 4+ pB + vy qui, dans le cas général, repré-

- sente la projection de la discontinuité sur la normale de la surface d’onde,
n’est ici autre que la grandeur méme de cette discontinuité ; et, en la mul-
tipliant successivement par a, B, Y on obtient ses projections sur les axes
coordonnés, ¢’est-a-dire A, p, v. Les équations (2) se réduisent donc a

dp,

® v

Ainsi, la vitesse de propagation de la discortinuité rapportée & Uélat
dp,
do

actuel, a pour valeur

240. Si on voulait avoir la vitesse de propagation 8, rapportée i un état
initial quelconque (a, b, c), il faudrait diviser 8 par la dilatation normale
a I'onde, dans le passage de cet état & 1'état actuel. En désignant par
» (da, db, dc) la forme quadratique introduite au n° 51 et par ® la forme
adjointe de o, par o, la densité de I'état initial, on aurait (%)

2 __02dp @ (fu fi, ) .
@ B I

(") Voir la note de la page 92,
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Quant a la vitesse de déplacement T, comme elle est liée & 0 par I'équa-
tion (54) du n° 100, on a

(5) T= \/gg “+ ux - v+ u";,'

u, v, w étant les composantes de la vitesse.

24 1. — Il nous reste & examiner Phypothése 8 = 0. Les équations (2)
dounent alors Az + pf + vy = 0. Autrement dit, la discontinuité est
transversale.

Un gaz pourra donc offrir : 1° des discontinuite. longitudinales se propa-

geant avec la vilesse \/g—g, 2° des discontinuités transversales station-

naires.

2.42. — Nous avons supposé, pour fixer les idées, la discontinuilé du
second ordre. Mais les résultats que nous venons d’obtenir subsislent ence
qu'ils ont d’essentiel pour un ordre » supérieur a 2. Supposons, en eflet,
— ce que nous avons évidemment le droit de faire —, « différent de U ; et
différencions les équalions (1') n — 2 fois par rapport & @. Les termes
contenant les déri ées partielles d’ordre n seront seuls affectés par o dis-
<mb .uité, Or, au second u 'mbre, ces termes proviennent exclusivement
de la différenciation de Bj_x’ af%,/, a\f ;

of*  of° ol

oblenir, faire porter tout le poids de la différenciation sur les facteurs

et, au premier, il faut, pour en

ologo ologo olo . . i
082, 10982, 298 P pPans ces conditions, et si on a égard aux for-
v oy 03

mules (57), (57}, (68) du chap. 11, on voit que les équations auxquelles
on parvient ne sont autres que les relations (2), les deux membres de
chaque équation élant simplement mullipliés par «»—2. Donc, comme pré-
cédemment, nous pourrons avoir, d’une part, des discontinuités longitudi-

nales se propageant avec la vitesse \/Z@, d’autre part, les discontinuilés

transversales stationnaires.

Ainsi que 'a remarqué Iueoniol, il en est encore de méme dans des
conditions un peu plus générales. Nous avons vu plus haut que, dans cer-
tains cas, p pouvait ctre fonction non seulement de ; mais encore de @, b, ¢:
C'est ce qui se produil, par exemple, lorsqu’a aucun . nieat le gaz n’a é(é
homogene, ou lorsqu'il sy est produit des ondes du premier ordre.
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Que deviendront, dans ces conditions, les équations (1 ? On voit
immeédiatement (en se reportant aux équalions (1), qu'elles seront modi-
fiées respectivement par l'addition des termes (!)

WME op b op e

@ \oaox  obox ' oc ow

Or, ceux-ci ne contiennent que des dérivées du premier ordre de z, y, =
par rapport a a, &, ¢, ¢ et, par suile, n’éprouveront aucune discontinuité.

Done, les formules (2) subsisteront, la quantité i—f étant, bien enlendu,

remplacée par la dérivée partielle de p par rapport a . Celte dérivée don-
nera donc encore le carré de la vitesse de propagation.

Il en serait encore de méme si les forces X, Y, Z dépendaient de la den-
silé (4 l'exclusion de ses dérivées) ou contenaient d’une fagon quelconque
les dérivées premieres de 2, ¥, 2.

243. — Nous venons de voir que la vitesse de propagation s’exprime
par une racine carrée et est par conséguent, susceptible d’un double signe.
Il semble donc au premier abord qu’a un instant quelconque le sens de
cette propagation soit indéterminé.

Il est cependant & peu prés évident a prior: que ce sens ne saurait élre
lout a fait quelconque, qu’il ne saurait, par exemple, changer brusquement
au cours du mouvement. En fait, il est aisé de voir que, pour une discon-
linuile donnée, 6 a un signe parfaitement détermine. Celte quantité doit
en effet, satisfaire non seulement a I'équation (3), mais aux condilions de
compatibilité

du n° 103. Dans ces derniéres, il est la seule Inconnue et est, par suite,
donné sans ambiguité, puisqu’il y figure au premier degré.

214, — Si 'on n’avait pas les équations (6) ainsi que (2), (3), c’est

. [GVINRY Ly . .
(1) Dans ces termes les dérivées hg' «\}/3’ sont dédnites de I’équation jui donne p

e
en {onction de s.'a, b, ¢ considérds colume (uatre variables indépendantes.
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qu’il 0’y aurait pas compatibilité. Nous savons alors que la discontinuité
ne pourrait pas rester unique et nous pouvons nous proposer d’étudier ce
qui se produira dansces condilions. Mais avant de procéder a cette recherche,
nous avons & parler du cas des liquides.

Pour ceux-ci, ainsi que nous I'avons remarqué précédemment ;n° 136),
il ne peut y avoir de discontinuité normale, ni méme de discontinuité ayant
une composante normale, puisque celle-ci influerait sur les dérivées de la
densité.

Nous allons voir, d’autre part, qu’une discontinuilé normale pourrait
seule se propager. Nous pouvons méme énoncer ce résultat sous la forme
générale suivante :

Dans un miliew en mowvement, si les composantes de Uaccélération
sont égales, & des quantités continues prés, aux dérivées partielles (par
rapport auxr coordonnéss acluelles) d'une mcéme quantité partout con-
tinue P, il ne peut se propager que des discontinuités (du second ordre)
normales.

Ea effet, les variations des composantes de I’accélération sont 782, 6?2, -6

. . - 0 T S L
et doivent 8ire égales aux variations de -~ » —» —-. Or, celles-ci, puisque ®
vy oz

est supposé continu, doivent étre, d’aprés le lemme du n° 73, propor-
tionaelles & «, B, y. Il en estdonc de méme de A, g, v si 0 estdifférent de 0.

On voit donc que le saut d’accélération est normal, et ce résullat est
obtenu sans qu’il soit nécessaire de faire intervenir la compalibilité, ni
aucune hypothése autre que la continuité de @ a l'instant considéré.

Si maintenant nous admeltons qu'il y a-compatibilité, avec une vitesse
de propagation différente de zéro, nous savons que la direclion du saut
d'accélération est aussi celle du segment caratéristique (X, g, v).

Le lemme que nous venons de démontrer s’applique immédiatement au

cas qui nous occupe, la quantité ¢ étant ici %’, en vertu des équations (1).

On remarquera que méme s’il n’y a pas compalibilité ou méme si la dis-
continuité est du premier ordre et non du second, sous la seule condition
de supposer la pression partout continue, le raisonnement précédent moatre
que la variation brusque d’accélération est un segment normal & Uonde.

2143, — 1l est aisé de généraliser & une discontinuité d'un ordre quel-
conque n. Dans ce cas la variation de ’accélération d’ordre n dépend () de

. Gn=2 o fAn=2 . . .
() On n'a pas Py ( ) = = (8?%)) ; maisla ditlférence de ces deux expressions

e/ T e
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-, o"~3p s .
celles des dérivées de si=z- O les dérivées (n — 2)#mes de p par rapport

az, y, 7, pouvant s’exprimer en fonction des dérivées d’ordre n — 1 des

coordonnées, sont continues dans ’hypothése actuelle et il en est de méme

pour les autres dérivées (n — 2)dmes de p, en vertu de la proposition fonda~
on—2

mentale du n° 97. On peut done appliquer & Z—F;lf le lemme précédent, et

déduire de 1a que la variation d'accélération d’ordre » est un segment

normal & P'onde.

246. — Si maintenant on fait intervenir les conditions de compatibilité,
on voil que la composante tangentielle de la discontinuité, et, par consé-
quent, celle-ci tout entliére sont nulles §’il y a propagation.

Il est donc établi que le mouvement d'un liquide ne peut présenter que
des discontinuités a la fois stationnaires et tangentielles.

24%7. — Le lemme qui vienl d’étre utilisé est d’ailleurs également

applicable aux gaz, en prenant pour ¢ la quantité fd?p, qui est une fone-

tion de p. Le fait, précédemment constaté, que toute disconlinuité qui se
propage dans un gaz est normale, est donc, comme on le voit, une consé-
quence de celui-ci, que les accélérations dérivent d’un potentiel.

248. — Reprenons maintenant, comme au chap. I{l, un liquide dans
lequel on donne les positions et les vitesses des différentes molécules, et
supposons que ces données présentent, le long d’une certaine surface S,
une discontinuité du second ordre, laquelle sera, par conséquent, connue

D2
. . L e . ,  op
en chaque point en ce qui concerne les dérivées d’indice zéro sz e et les

dérivées d’indice un azrx
oadt’
conditions de compalibilité soient vérifiées. Mais, par contre, les condi-
tions identiques le sont nécessairement, puisque la discontinuité est
du second ordre tout le long de S. Nous aurons donc en chaque point de

celle-ci deux segments donnés, dont les directions ne sont pas nécessaire-

. Nous ne supposons d’ailleurs pas que les

- . . [
(comme on le voit en exprimant le symbole Eét ¢n fonction de 5 ot développant) ne

comprend que les dérivées des coordonnées jusqu'd I'ordre n — 1 et les dérivées de
la pressjon jusqu'a l'ordre n — 2, toutes quantités continues dans nos hypothéses,
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ment les mémes. Quelles seront, dans ces condilions, les discontinuités
N3 N9, \2

, Y (/3 o~y G
éprouvées par . ;* <5 5

Nous nous placerons d’ailleurs, pour répondre a cette question, dans

9

|
N

[~ 2]

Phypothése ot il ne se creuse pas de cavilés & l'intérieur du fluide et ou,
par conséquent, les deux régions situées de part et d’autre de S restent for-
cément contigues 'une & 'autre pendant toute la durée du mouvement.

La question se simplifie notablement en raison des propriélés physiques
particuliéres aux fluides. Ceux-ci ne conservent en effet aucune trace de
leur état initial, si ce n’est que la densité ne cesse pas d’étre donnée par
I'équation (8') du n® 47.

Dés lors, la restriction apportée au choix de I'état inilial au n° 43bis cesse
d’dtre nécessaire : on peut indifferemment substituer 'un a l'autre deux
états imtiaux tels que les dérivées des coordonnées de I'un par rapport
aux coordonnées de l'autre présentent des discontlinuités ou des singularités
quelconques pourvu que le déterminant fonctionnel des anciennes coordon-
nées par rapport aux nouvelles soit continu ainsi que ses dérivées.

Or, dans le cas actuel, les positions données des molécules doivent évi-
demment étre choisies telles que la densilé soit conslante.

Done, quoiqu’il y ait discontinuité, nous pouvons prendre, pour tout le
fluide, I'état actuel comme état initial et, par conséquent, annuler le seg-
ment qui correspond aux dérivées d’indice zéro.

Pour voir ce que sera, dans ces conditions, le segment (A, p,, v,) qui
correspond aux dérivées d’indice un, nous devons nous rappeler que les
vilesses sont nécessairement choisies telles que la dérivée de la densité par
rapport au temps soit partoul nulle. Si alors nous nous reporlons au calcul
de la variation de cetle dérivée, tel gu’el a éié fait ate n° 13 17 (les con-
sidération: du n° 111 ne peuvent étre invoquées ici, puisqu’il n’y a pas
compatihilité) nous voyons que le segment 2, , v,) doil étre tangent a
la surface S.

Quant & Paccélération, elle n'éprouvera aucune discontinuiié (si I'on
écarle toujours le cas ou le fluide se creuserait de cavités). En effel, nous
avons vu précedemment (n° 2-4-4) qu'en vertu des équations du mouve-
ment, une telle discontinuité devrait étre normale et, d’aulre part, nous
savons qu'elle devrait étre tangentielle, saus quoi, elle ne saurait subsister
qu'en se propageant, ce qui est impossible.

2 19, Mais on peut aller plus loin et affirmer, non sculement que les
accclérations de tous les ordres sont continues, mais encore que la discon-
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tinuité donnée ne donne lieu, dans la suite du mouvement, & aucune
discontinuité absolue.

Pour le voir, rappelons-nous les considérations du n° 244, d’ou résulte
que le saut d’accélération, dans la disconlinuité considérée, est nécessaire-
ment normal. Cetle conclusion subsisle lors méme quw'il y ¢ saut de
vilesse.

Soient alors ¢/, ' des coordonnées curvilignes sur la surface de discon-
tinuité, coordonnées qui définissen. une molécule quelconque de cetle
surface appartenant a la région’2; £, n fes coordonnées curvilignes, a I'ins-
tant ¢, de la molécule de la région 1 qui, a Uinstant ¢, coincide avec la
molécule (¢, v') de la région 2. Pour ¥, ' données, £ et 4 sonl des fonctions
de ¢. La condition que le saut d'accélération soit normal donne, pour ces
fonctions, deux équations différentielles du second ordre, lesquelles sont
évidemment vérifiées lorsque § et 7 sont constants {!). C'est, déslors, néces-
sairement, cette derniére circonstance qui se produira si, & un instant déter-

miné, les deux dérivées 675, i sont nulles : ce que nous voulions éfablir.

250. — Il est aisé de vérifier, sur des exemples simples de discontinuités
portant sur les tourbillons, c'est-a-dire de discontinuités ‘transversales

2
portant sur les dérivées de la forme Bﬁ—%t’ .... Vexislence d’un mouvement
sans discontinuité absolue.

Prenons, par exemple, un mouvement & deux dimensions défini par la
double condition : 1° de se réduire, dans tout le volume d'un certain cylindre
de révolution C dont l'axe est vertical, & une rotation uniforme autour
de cet axe; 2¢ d'avoir une rotation moléculaire nulle dans lout l'espace

reslant. Les méthodes connues de I’'Hydrodynamique montrent que, dans
ces conditions, il existe un potentiel des vitesses égal a k& arc tg ﬁ, L étant

v
une constante et I'axe des z élant 'axe de C. La vitesse sera alors perpen-
diculaire au plan mené par le point (z, y) et ’'axe, et inversement propor-

tionnelle & la distance » = Va?® + y?. Chaque point extérieur a C décrira
donc une circonférence et tournera, pendant un temps ¢, d'un angle égal
, K
a - L.

73

(1) Voir la note IlI a la fin du volume.
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De plus, la vitesse devant é&tre continue a l'origine du mouvement, la
constante k aura dd étre calculée de maniére & ce que, a2 la surface du
cylindre, la vitesse angulaire soit la méme que celle des, points inlérieurs.

. Dans ces conditions, il est clair que les points inté-
E /  rieurset extérieurs qui seront en contacl les uns avee
\ | 7/ lés aulres seront les mémes & tout instant.
: Par contre, la surface du cylindre sera évidemment
E le sitge d’une discontinuité du premier ordre portant

o
y oo o .
sur les dérivées §ar e Seulement, cette discon-

tinuité ne serait pas physiquement appréciable. Elle
n’existerait pas 4 un instant quelcongue, considéré en
lui-méme, mais serait uniquement relative aux posi-
Fig. 18 tions & deux instants différents comparées les unes
aux autres. Autrement dit, une ligne a tangente continue, telle que celles
qui sont représentées sur la fig. 18, traversant la surface du cylindre,
serait remplacée, aux instants suivants par une ligne K
ayant 'allure représentée sur la fig. 18 bis,
L’existence d'une discontinuilé de cette espéce ré-
sullte bien, dans le cas général, des considérations qui
précedent : nous savons (n® 93) qu'une discontinuité
stationnaire du second ordre affectant les dérivées
d’indice un donne naissance & une discontinuité du
premier ordre portant sur les dérivées d'indice zéro.

'
'
'
'
'
1
i
' ’ .
| .
i
'
‘
|
1

251. — Revenons maintenant au cas des gaz.
Soient encore données les positions et les vilesses des
molécules avec une discontinuité du second ordre en tous les points d'une
surface S, les conditions identiques élant vérifiées, mais non les conditions
de compalibilité, Il existera done, en chacun de ces points, deuX segments
(%, 1, v) et (3, uy, v,) correspondant respectivement aux dérivées d'indice

Fig. 13bis

zéro et d’indice un.

Plagons-nous d’abord dans un cas particulier, celui ou ces segments sont
tous deux normaux a S. Alors on peut déterminer deux discontinuités nor-
males se propageant, 'une avec la vilesse 8 donnée par la formule (3,
Pautre avec la vitesse — 08, dont la superposition produit la discontinuné
donnée.

Sotent, en effet, et I’ les grandeurs de ces deux discontinuités; h et k&
les grandeurs des segments donnes, (, &, v) et (2. wy, ¥,) comptés comme
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positives ou comme négatives suivant leur sens. Il est clair qu'on devra
avoir

) ;h=l+l’

k= — )0

el que, réciproguement, si ces deux conditions sonl vérifiées, les ondes de
grandeur ! et I sont bien celles que nous cherchons.

Or, les denx équations précédentes sont évidemment toujours résolubles
parrapport a let 7.

232. Pour traiter le cas général, il suffit de combiner ce que nous venons
de dire avec les résultats obtenus dans le cas des liquides.

Nous sommes libres de prendre 'état initial que nous voudrons, pourvu
que la densité et ses dérivées y soient conlinues. Nous pourrons dés lors,
en faisant coincider cet état initial avec I'état actuel dans la région 1, le
définir dans le région 2 de la facon suivante : et

Considérons chaque point M de la région 2 comme défini par sa distance
normale Mm — 8 & S et par la posilion du point 7. Sur la méme normale
A 8, portons une nouvelle distance Mm, == §,. Nous pourrons ‘évidemment
choisir celte derniére en fonction de la premiére et de la position de m, de
maniere que, si ’on imagine chaque molécule de la région 2 transportée
de sa position véritable M & la position M, correspondante, Ja densité
devienne continue ainsi que toutes ses dérivées. C’est I'état fictif ainsi
obtenu que nous prendrons pour état initial. 1l est clair qu’alors le segment
(%, ©, v) sera normal a+a surface de discontinuilé.

Nous pourrons, d’autre part, décomposer le segment (A, py, v,) en sa
partie normale et sa partie'tangentielle. Sinous faisons d’abord abstraction
de celte derniére, nous serons ramenés au cas que nous venons d’'étudier,
et nous trouverons deux feuillets de discontinuité se propageant en sens
opposés avee la vitesse 0.

Il suffira, dés lors, d’adjoindre & ces deux ondes la discontinuité produite
par la composante langentielle du segment (A, ,, v;). Celle-ci est forcé-
ment stationnaire. On pourra lui appliquer sans modification les raisonne-
ments présentés dans le cas des liquides. Les acoélérations de tous ordres
resteront donc continues lorsqu’il ne subsislera plus que cetfe troisi®me
discontinuité : le résultat produit sera une déformation du premier ordre
de I'une des régions par rapport a 'autre, ainsi qu’il a été expliqué tout a
I'heure.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



236 CHAPITRE V

253. — Cest d’une maniére tout analogue que I'on déterminera I'état
qui prend naissance au contact de la paroi lorsque l'accélération normale
de celle~ci sera en discordance avec celle qui résullerail des équations
internes du mouvement, comme nous I'avons expliqué aux n°* 139-140.
Nous aurons alors a faire intervenir une discontinuité normale se propa-

geant avec la vitesse 6 = \/Z%) vers Uintérieur du fluide. La grandeur !

de cette discontinuilé sera déterminée par la condition que 0? soit égal a
la différence des deux valeurs de l'accélération normale. / étant ainsi cal-
culé, ou n’aura plus qu’a appliquer les formules du ch. I pour obtenir les
dérivées du second ordre au contact de Ja paroi, puisqu'on connait ces
mémes valeurs avant la naissance de la discontinuité.

254. — Les résultats les plus importants qui aient é1é oblenus jusqu’ici
en Hydrodynamique sont, comme on sait, relalifs & la consérvation des
tourbillons et, par conséquent, a celle du potentiel des vitesses, lorsqu’il
existe. .

Or, les tomposantes du lourbillon sont formées avec ies dérivées partielles
du second ordre de «, ¥, = pac rapport & a, b, ¢, t. On doit donc se deman-
der si les théorémes qui les concernent ne sont pas mis en défaut lors du
passage de nos discontinuités.

La réponse est négalive ; elle résulle immédiatement de ce que les discon-
tinuités hydrodynamiques sont normales. Comme telles, elles n’affecteront
pas la rotation moléculaire, dont la variation est proportionnelle (n° 1 1 4)
ala composan[é tangenlielle de la discontinuité.

2353. — Au reste, le méme faif se reconnait (*) par la considération de
Vintégrale fudx -+ ydy -+ wdz ou circulation, qui fournit, comme on

le sait (%), la démonstration la plus simple des théorémes, dont nous parlons,
ceux-ci evenant & la conservalion de celle intégrale au cours du mouve-
ment, lorsquelle est prise suivant un contour fermé C.

(Y) Nous nous contenterons d’indiquer sommairement la marche de ce raisonne-
ment tout analogue & celui qui sera exposé plus loin, dans la note lI a la fin du
volume.

{2) Tromson, Cambridge Trans . 1869 Basser. Hydrodynamiquc, t. 1. p. 710-73;
Duunenm, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. 1, p.108-115 ; Poixcarg, Theéorie
des Tourbillons, ch. 1; ArpeiL, Traite de Mécanigue, t. 111, ch. xaxv, etc.
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La question est donc de savoir si I'intégrale en question, qui garde
nécessairement la méme valeur tant que le contour C reste dans une région
ot le mouvement est bien continu, peut en changer lorsque ce contour est
traversé par une onde. ‘

Or, pendant un intervalle de temps dt, I'influence d’une discontinuité ne
g'exerce que sur les arcs s de C compris entre les deux positions occupées
pat l'onde au commencement et & la fin de cet intervalle : arcs dont la
longueur est de I'ordre de dt. D’autre part, si on écrit I'intégrale sous la
forme

: dx dy dz\ .
(8) (ud—r—!—va-—l-wa?)d.,

(= élant un paramétre qui définit une molécule déterminée de la ligne (3

, . dx dy dz . ,
I'expression % Gz T U g. +w . nevariera pas brusquement sur 'onde,

puisque celle-ci est du second ordre. La quantilé dont elle sera modifiée par
la discontinuité, en un point quelconqued’un des arcs s, sera donc de P'ordre
de cet arc lui-méme, el altération correspondante de lintégrale (8), de
Pordre de s%, cest-a-dire ae di2. Donc la dérivée de cette intégrale sera nulle,
comme quand le mouvement était continu.

On pert s’étonner du succés de ce raisonnement, étant donné qu'il ne
fait point intervenir la direction de la discunlinuité, et que, d’apr  le n°
précédent le résullat actuel cesserait évidemment d'étre vrai si celle-ci
n’élait pas normale. Mais il faut observer que (n° 24°7) l'orthogonalilé yui
exisle entre la direclion de la discontinuité et celle de la surface d'onde
revient a l'existence d'un potentiel des accéléralions, laquelle a été ulilisée
lorsqu’on a établi la conservalion des tourbillons dans le mouvement
continu.

2356. — Outre les ondes d’accélération, il peut se produire comme nous
I’'avons vu, des ondes du premier ordre, ou ondes de choc. Nous avons
méme constalé que de telles ondes peuvent nattre lors méme que la vitesse
de la paroi ne présenterait aucune varialion brusque. It est aisé d’élablir,
pour la propagation de telles ondes, des équations tout analogues & celles
que nous avons écrites aux n* 203-209 dans le cas du mouvement
recliligne.

Soit (*, &, v) le segment caractéristique de la discontinuité, 'élat initial
étant celui de la région 1 : la variation brusque de la vitesse sera {— A8,
— 0, — ¥b), Soit, d'autre part, [p] = p, — p, la variation de pression.
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Appliquons le théoréme des quantités de mouvement projetées a un petit
cylindre compris entre une porlion S de la surface d’onde au temps ¢ et la
portion correspondante de la surface d’onde 4 I'instant infiniment voisin
t + dt. Ce cylindre étant considéré dans I’état 1 du milieu, sa hauteur
sera

dn — 0d¢
et sa masse
p,08dt

Nous supposerons S frés pelit, mais cependant d¢ négligeable par rapport
aux dimensions de S. Gréce & cetle circonstance, nous pourrons négliger
les pressions agissant sur la surface latérale de notre cylindre par rapport
a celles qui agissent sur les bases. L'effet des forces X, Y, Z serait égale-
ment négligeable, comme nous 'avons vu au n° 203. Sidonc =, 3, ysont
les cosinus directeurs de la normale a I'onde, lesquels ne varient pas brus-
quement, il restera, puisque notre cylindre passe ('), pendant le temps dt,
de la région 2 & la région 1 et, par conséquent, de la vilesse (u; — 29,
v, — 18, w, — v0) & la vitesse (u,, v,, w,) sous l'action des pressions nor-
males opposées p, et pg,

p,0 Sdt. M = — «[p] Sdt,
0,0 Sdt. pd = — B[ p] Sdt,
0.0 Sdt. 0 = — y[p] Sdt.

Ceci nous montre tout d’abord que la discontinuité est nécessairement
normale. Sa grandeur [ est
—_ [rl,
(9) l=—2Ww
Le rapport des densités est donné par la formule (60) du n° 109. Si
nous tenons compte de ce que la discontinuité est normale et de grandeur !,
il vient

(10) Pr__ g =y
Pa

On peut éliminer  entre ces deux équations et on obtient

(11) [p]=p,ei(1 _9-1)_—_&92(9, — o)

P2 P2

(1) Comme au n° 208, nous supposons, dans le raisonnement, 8 positif, le résultat
final étant, bien entendu, indépendant de cette hypothése,
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LES MOUVEMENTS DANS L ESPACE 239

Cette formule correspond a l'expression (68) obtenue au n° 207 pour
la vitesse de propagation. Elle a toutefois une forme un peu différente en
raison de ce que nous prenons pour état initial I'état acluel de la région 1,
ce que nous n'avions pas fait dans le cas du mouvement rectiligne.

25%. Nous avons encore & écrire I'équation d’adiabaticité. Si nous
adoplions la loi de Poisson, cette condilion serait simplement

p, el p, étant les deux pressions,

Si, au contraire, nous suivons la voie indiquée par Hugoniot, nous
aurons & écrire directement que la différence entre le travail tolal des
pressions, lequel, evalué comme nous 'avons faitau n° 209, a 'expression
AT =p, (uya+wnp+w,y)—p, [(“1 — M) a 4 (v, = pb) B + (20, _VO)Y]

= p. 18 — [p] (g2 + v, B ~+ w,y)
et la variation brusque de force vive est égale & la variation d’énergie

interne. Or, cette énergie, qui est, au facteur

m 1_ 7 Prés, le produit du

volume par la pression a, dans l'état £, la valeur meﬂ i Sdt et, dans

P'état 2, our le volume est multiplié par 81, 1a valeur & P 541,
Pa ppm—1

Nous aurons done (en supprimant le facteur Sd¢)

§ a1 =[] (s + 018+ 10,9 + B [0t = 0%+ 2]
a5 . _ 8 (p Y &>'
m—1 \D1 25,

Comme au n° 209 nous aurons & transformer celte équation de maniére
& la rendre indépendante du mouvement absolu du fluide. A cet effet, nous
n’aurons qu’a utiliser les équations précédemment obtenues

Uy = U, — lab,
Vy =V — lﬁﬁ,
wy, —w, — 1‘19,

(o0, 1y, v, Wy Uy Vg W, sont les deux vitesses) qui nous donneront la va-

riation de force vive par unité de masse [(u2 -+ v 4+ w“)].

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



240 CHAPITRE V
L'équation (42) devient ainsi
-

[}
Pyl —[p] (% + 0.8 w0, y) + 27 {00 200 (ua 0,8 + w,¢)]

0 . ¥
= w1 (o —p 2
et I'on voit bien alors que les termes en u,a + V3B + w0,y s’éliminent en
vertu de (9). 1l reste (en divisant par . puis éliminant 1 et 6 par le moyen

des équations (9) et (10))
+ 1
(18) Bio B oy — py) = ——— (B P2 — P10))
c'est-a-dire I"équation méme que nous avions oblenue, pour le cas du mou-

vement rectiligne, au n° 209 (les quantités v, el w, qui figurent en cet
endroit étant nversement proportionnelles & p, et a p,).

238. — La démonstration du n° 234, d’apreés laquelle les ondes d’..ce”
lération n’altérent pas le mouvement tourbillonnaire, ne s’applique pas aux
ondes de choc. Au contraire, en modifiant convenablement le raisonnement
du n® 285, on peut démontrer (!} que celles-ci sont capables de faire
naitre des tourbillons la ot il n’en existait pas avant leur passage.

(") Voir la note III & la fin du volume.
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CHAPITRE VI

APPLICATION A LA THEORIE DE L’ELASTICITE

259. — Nous allons, dans ce chapitre, nous proposer d’étudier la pro-
pagation des ondes non plus dans les liquides, mais dans les solides élas-
tiques. Contrairement & ce qui se passait pour les liquides, il y & lieu, pour
cetle étude, de prendre pour étatinilial non plus I’état actuel, mais un état
parfaitement déterminé, dit élat naturel, du corps considéré. L’élat initial
étant ainsi choisi, les lensions internes sont des fonctions des composantes
de déformation e, €, €5, Y,y Y5, Y3 définies au n° 1.

La distinclion entre [’état initial et I'état actuel n’a d’ailleurs pas a infer-
venir dans le cas le plus simple gue I’on ait a étudier, celui ot I'on suppose:
1° que le corps considéré est homogéne et isotrope ; 2° que les déformaltions
qu’il subit sont infiniment petites,

Dans ce cas, les coordonnées a, b, ¢ de I’état initial (¢’est-a~dire de I'état
naturel), coincident sensiblement avec les coordonnées z, y, z de I'état
acluel : on a

r=a—+§,
y==b-+m,
Z2=c¢+,

t, n, ¢ élant supposés trés petits ainsi que leurs dérivées. Réduiles aux
termes inliniment pelits du premier ordre, les composantes de déformalion
seront

of hta hid

gy == y € = —, g5 = —

(1 ox oy 2z
) ? LU SRV SN SN T8
LERY ay’ 2T oz az’“_oy e

Les équations du mouvement se déduisent, comme nous aurens ['occa-

Habauarp 16
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242 CHAPITRE VI

sion de le rappeler un peu plus loin, de la considération d'une certaine
fonction des composantes de déformation appelée énergie élastique. Dans

" le cas de l'isotropie oi nous nous placons maintenant, cetle quantilé a une
expression de la forme

(®) Wodzdy dz

20W = L(e ¢ - &)* + M2} + 2¢] + 2¢] + 7] + y§ + 1))
:(L+2M)(ai+ai+83)2+M(ﬁ—+—73+~(§—4£253—45351—45152)

(29

ou L et M:-sont deux constantes () telles que la forme quadratique W soit
définie positive, c’est-a-dire assujetties aux inégalilés
(8 M>0, 3L+ 2M>0.

Les équations du mouvement s’écrivent

ot o -
p oy =Ma: + (L + M) 2 4 oX,

Ny og
(4) Pb—té—MM-*-(Lf“M)@‘*‘PY,
2%

pM_,=MAc+(L+M)g+pZ,

o élant 'expression

S S B
= Ty
telle que 4 + o représenle la dilatation %", et X, Y, Z les forces données

rapportées a 'unité de masse.

260. — Les équations (4) sont, comme on voil, du second ordre
en §, v, {; elles ‘font connaitre les composantes de Paccélération dés
que £, v, { sont donnés pour chaque valenrde a, b, ¢, c’est-a-dire dés qu'on
donne les positions des molécules.

Or I’expérience nous enseigne que, pour déterminer le mouvement d’un
corps élastique, on doit se donner non seulement les positions et les vitesses
des molécules & un instant donné, mais en ouire une série de conditions

{1) Nous désignons par L, M les coefficients que 1’on nomme habituellement A, y,
ces dernidres lettres étant employées ici avec une autre signification.
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APPLICATION A LA THEORIE DE L’ELASTICITE 243

aux limites, telles que les mouvements des différents points de la surface
du corps a tout instant, ou les pressions qui s’exercent a chaque instant
sur cetle surface.

Dans ces conditions, nous rencontrons exactement la méme difficulté
que dans le probleme de I'Hydrodynamique.

Placons-nous, par exemple, dans I’hypothése o 'on donne le mouvement
de chacun des points de la surface. Nous connaitrons dés lors, les accéléra-
tions de ces points, el les valeurs trouvées pour ces accélérations sont
enfiérement indépendantes des équations internes : il n’y aura donc aucune
raison pour qu’elles concordent avec celles qui résultent de ces équations,
La contradiction est méme plus compléte que précédemment, puisque ce
sont les valeurs mémes des accélérations, et non plus seulement leurs com-
posantes normales, qui sont donpées par les conditions aux limiltes.

Comme dans le cas de 'Hydrodynamique, la solution de ceite difficullé
doit &tre cherchée dans la production de discontinuités du second ordre qui
naissent & la surface limite et se propagent dans I'intérieur du corps : c’est
cette propagation que nous allons étudier.

L’état actuel coincidant sensiblement avec 1’état initial, soient A, &, v les
composantes de la discontinilé rapportée & I'un quelconque de ces deux
états ; 9 la vilesse de propagation, «, B, y les cosinus directeurs de la nor-
male & la surface d’onde. Si, dans les équations (4), nous remplagons les
variations brusques des dérivées du second ordre. par leurs valeurs tirées
des formules du n° 103, il viendra

eh02 = M\ + (L + M) 2(da =+ pf 4+ wy)
(5) ou0® == My + (L -+ M) B (2 + pf + vy)
' ev9? = Mv + (L -+ M) Y (Qx -+ pB ~+ vy).
Si nous écrivons ces équations sous la forme

(092 — M) A = (L -+ M) 2z + pB + vy)
(% — M) = (L + M) BQx + pB + w)
(o0 — M) v = (L + M) 1(a + b + wy),

nous voyons qu’elles sont enliérement semblables aux équalions (2) du

chapitre précédent. Par conséquent, d’aprés ce qui a été diten cet endroit,

elles admettront deux sortes de solutions :
1° A =b= % : 1a discontinuité est longitudinale. Sa vitesse de propa-

a B

gation sera donnée par la relation p8* —~ M = L + M, soit

(6) ‘ 02 = 2M + L.

2
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244 CHAPITRE VI

20 %z + pB + vy = 0 : la disconlinuité est {ransversale. Sa vilesse de
propagalion sera donnée par la relation 002 — M = 0, soit

(7) 92 —

Les deux valeurs de 9 ainsi obtenues sont d’ailleurs réetles en vertu des
inégalilés (3).

Ainsi, les corps solides isotropes sont susceptibles de propager, avec des
vilesses différentes, deux séries fondes : les unes sont exclusivement longi-
tudinales, les autres exclusivement transversales. Ainsi que nous l’avons
vu au n® 115, les premiéres ne s’accompagnent d’aucune variation de la
rotation moléculaire instantanée ; les secondes, d’aucune varialion des
dérivées de la densité.

261. — Si, a un instant délerminé, il exisle, enlre les accéléralions de
la surface déduiles des équations internes et ces mémes accélérations
déduites des conditions aux limites, une différence quelconque, celle-ci
donuera lieu & deux ondes, I'une longitudinale, 'autre transversale, corres-
pondant respectivement a la composanle normale et a la composante tan-
gentielle du segment qui représente celte différence.

Si, d’autre part, dans Fintérieur du milieu, existait 4 un moment déter-
miné une discontinuité du second ordre le long d'une surface délerminée
et que cetle disconlinuité fut absolument quelconque (sous la seule reslric-
tion des condilions identiques) elle donnerait naissance a quatre ondes, les
unes longitudinales, les aultres transversales, se propageant les unes dans
un sens, les autres en sens contraire.

262, — Si, au lieu de se donner les posilions des points de la surface,
on se donnail & chaque instant les tensions qui sollicilent ces points, celles-
ci pourraient également, & U'instant inilial, avoir des valeurs différentes de
celles qu’on déduit des valeurs connues des composantes de déformation
en ces mémes points. Dans ces conditions, il se produirait également une
onde ; mais elle serait, cette fois, du premier ordre, car une diflérence finie
de la pression interne avec la pression externe produit une variation brusque
de vitesse. De telles ondes ont élé éludiées par Christoffel (*). Grice a
I'bypothése que les mouvements sont infiniment petits, ce savant obtient

(1) Annali di Matematica, serie 11, tome VIII, p. 193; 4877.
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APPLICATION A LA THEORIE DE L'ELASTICITE 245

d’ailleurs des résultats identiques, au fond, & ceux que fournit I'étude des
ondes d’accéléralion.

263. — On [orme aisément, dans les trailés d’Elasticité, les équations
du mouvement pour le cas des corps anisolropes. Nous ne développerons
pas, pour ces corps, les résultats correspondant a ceux qui précédent : nous
allons, en effet, les retrouver dauos le cas plus général de la déformation
finie. Rappelons seulement que W est encore upse forme quadralique
en e, £, &, Y1, g Y3 €t que les équalions (4) sont remplacées par trois
¢quations du second ordre qui donnent encore les projeclions de I'accéléra-
tion en fonclion des dérivées secondes (et aussi des dérivées premiéres, si
le corps n’est pas homogéne) de &, n, { par rapport & 2, y, 5.

Lorsqu'on cherche, en optique, les états vibratoires satislaisant aux
équalions ainsi écriles, on constale qu'a loute direction d'onde plane cor-
respondent trois directions de vibration, lesquelles sont rectangulaires
entre elles et sont les directions principales d’une certaine quadrigque
dite ellipsoide de polarisation. On retrouverait exactement ce méme résul-
{at en se placant au point de vue d’Hugoniol : le calcul est tout analogue
4 celui qui a été présenté plus haut (n° 261) ou a celui que nous ferons
plus loin (n° 267).

264. — Laissons maintenant de ctté le cas des déformalions inﬁnimelnt
petiles et proposons-nous, pour un solide isotrope ou non, I'étude des ondes
¢lastiques avec déformations finies.

Le cas ou il existe de telles déformalions a été envisagé par MM. Boussi-
nesq et Brillouin. Pour écrire, dans ces conditions, les équations de I'équi-
libre, on part encore de la considération de I'énergie élastique, c’est-a-dire
d’'une certaine intégrale triple de la forme

(?) Wodzdydz = Wo,dadbde

ot pdw dydz = p, dadb de est I'élément de masse, et ou W est, en chaque
poini, une certaine fonclion des six composantes de délormalion e, ¢,, ¢,,
Y1, Ya1 Ya- Cetle fonclion contient, d’ailleurs ou non, explicilement a, &, ¢
suivant que le corps considéré est hétérogéne ou homogéne, dans son état
initial.

Le systtme de variables indépendantes composé du temps et des
coordonnées initiales a, b, ¢ étant seul employé dans ce chapitre et, par
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246 CHAPITRE VI

conséquent aucune confusion n’étant & craindre & cet égard, il ne sera pas
nécessaire de nous conformer a la convention du n° 61 : nous désignerons
donc par le symbole v les dérivées prises par rapport a4 ces variables, le
signe § étant réservé aux composantes des déplacements virluels.

Nous écrirons que la varialion de I'intégrale (2), pour tout syst®me de
déplacements virtuels {dx, 3y, 8z) communiqués aux différents points, est
égale au travail correspondant des forces données (rapportées & 'unité de
masse) (X, Y, Z), soit & lexpression

(8) f f {X8x + Yoy + Zdz) pdaxdy dz,

si les positions des points de la surface sont fixées, ou 3 cetle expression
jointe au travail des pressions extérieures, dans le cas contraire.

Soient, comme au n° 497, a,, b, ¢,, a,, b;, ¢;, a;, b,, ¢, les dérivées par-
tielles de #, y, # par rapport a a, b, c. La variation de intégrale (2) est
(en observant que I’élément de masse pdx dy dz ne varie pas)

ow W 5, oW “,_V_Y 3
l+\b +E°c‘+ba, @, + ..

oW
-+ Té_ ) pda dy dz

— oW 3 (5x) oW g,(,w) )
? // /‘[éa—‘ ”g;;“ %, o6 T ] odz dy dz.

Suivant les régles générales du calcul des variations, nous devrons trans-
former cetlc expression par une intégration par parties ou, plus exactement,
par la formule de Green. Nous aurons ainsi une intégrale de surface et une
‘nouvelle iz1égrale de volume

~ [ [l 5@+ ()]
)

K oW) > (OW
+ 8y ﬁ(a;; + 5 (%

. (oW)
+oZ | —{— ) + -
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Pour que la somme ainsi oblenue soit identiquement égale & la somme
de la quantilé (8) et du travail des pressions, il faut qu’il y ait égalité,
quels que soient 3z, 8y, oz, d'une part entre les intégrales de surface,
d’autre part entre les intégrales de volume. Celles-ci nous donuneront les
équations internes de I'équilibre, savoir

) 5 () ¢ () o0

da \da, b \ 0b, c,
> oW > (oW > (AW
(10) w () o ()~ & Ge) +Y=0

> [dW > (oW d [oW .
i (ia,) 5 () 6 (i) + 2=

tandis que I'égalité des intégrales de surface fournira (en supposant don-
nées les pressions extérieures) les conditions aux limites.

Si enfin nous voulons passer du cas de I’équilibre & celui du mouvement,
nous n’aurons qu'a substituer au principe du travail virtuel celui de Hamil-
ton : ceci revient d’ailleurs (comparer ce que nous avons dit au chap. IH)
a faire usage du principe de d’Alembert et & introduire dans les forces
X, Y, Z les forces d'inertie. Les équations a la surface resteront inaltérées
pendant que Jes équations internes deviendront

> <aw>+ g(aW)_l_i(bW)_*_x a’x___o

da \da, 05 \ 28, o \ac, T
d (oW d [XWY\ b /oW oﬂy__
ay () + 5 (%) () + Y —a =0
2 (oW > [oW > foW oy
zﬁz(zﬁ;)_"o_b (b—b:) +SE (b_c':,')_*_z_a_tf = 0.
Ces équations sont du second ordre, tant par rapport & ¢ que par rapport
W oW

aa, b, ¢, puisque I'on doit dériver les termes .—» ——» oW qui sont des
oa; \bbi 0¢;

fonctions des dérivées du premier ordre. Si le corps est homogéne, ces
quantités ne contiendront pas explicitement a, b, ¢, et, par conséquent, les
équations ne comprendront que des termes du second ordre. Il y entrerait,
en outre, des termes du premier ordre dans le cas contraire.

263. — Le cas de I'Hydrodynamique correspond & celui ou W est fonc~
tion de la seule densité, autrement dit (I'état initial étant supposé homogtne)
du déterminant fonctionnel

a, b c
b= a, b ¢
a;, by ¢
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248 CHAPITRE V1

Pour W = F (D), les dérivées précédemment considérées ne sont autres que
les produits de F'(D) par les mineurs A., Bi, C: du déterminant précédent.

L’expression
D W) oWy o W
oa(bal + e\, T 5)

qui figure dans 1a premiére équation (10) s’écrit donc

, dA 2B, bC . oD D
F () (21 0 ‘)+F(D)<‘M+B,bb +c, ).

Le coefficient de F' (D) est nul, ainsi qu'il est bien connu par Ja théorie du
multiplicaleur (). Celui de F*(D) peut s’écrire

A3 B, 3D C,»
D(Dba“"ﬁ’%ﬁ"‘ﬁ‘)

=

Or ceci n’est autre que D g ; car les quantités A—’ bt g, sont les déri-

E'J
=
o

vées: partielles de a, b, ¢ par rapport a x(x, y, z étant pris comme variables
indépendantes). L'équation

DF”(D)S +Xx =%y

012 =
est identique a la premiére équation{41) du chap. V, moyennant I’équation (3’
du n° 47 et {a relation

(12) p = — p, F'(D).

266. — Le équations (11), faisant connaitre les composantes de l'accé-
lération en chaque point par le moyen des dérivées partielles de «, y, 2
relalivement & a, b, ¢ en ce point, appellent des remarques toules sem-
blables & celles que nous avons faites pour les équalions de I'Hydrodyna-
mique (n° 139=140) et pour les équations (4) (n° 260). L’accord a
établir entre les équations internes et les conditions aux limites nous con-
duit donc de nouveau a étudier la propagation des ondes.

A cel eflet, nous aurous d’abord & expliciter les équations du mouvement.

(1) Jorpax, Cours d’Analyse, tome 111, no, 44, p. 40.
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S1 nous lenons compte des valeurs de ¢;, y; que définissent les formules
(7) du n° 51, nous voyons qu’on aura

oW oW oW oW
&T:aig—l—bla—“c‘lsﬂ,
oW oW W W
(13) 5E == a, S;; -+ bl -65 -+ ¢y b‘__’
oW >W W W
- [y .

™

—_— =, — -+ —_— + e, —
oc, oy, 7y ' ogg
Lorsque nous reporterons ces valeurs dans la premiére équation (11),

la diftérenciation donnera deux sortes de termes : elle pourra, en effet,
dans chaque terme des expressions que nous venons d'écrire, porler soit
sur le premier facteur, soit sur le second. Dans le premier cas, nous aurons
les trois quanlilés ,

o2 YW + o’z oW o2z oW

NG A AT A

dat vz, deedb vy, dade oy,

2 oW olx oW o2z oW

dach vy, T ab? 5, T Sbed oy,
oty oW »¥x oW o2x oW

Swoe vy, | oboc a7, T aet ony

Soient encore A, y, v les composantes d’une discontinuité du second ordre,
rapportées & I'élal inilial (qui esl ici,. cetle fois, I'état (a, b, ¢) et non I'état
actuel); a, B, v, 0 les cosinus directeurs de la normale & 'onde et la vi-
tesse de propagalion. Si sous considérons les variations brusques des
dérivées du second ordre qui figurent dans I'expression précédente, et que
nous les remplacions par leurs. valeurs trouvées au n° 83, nous voyons
que la discontinuité éprouvée par la somme de ces trois expressions est AQ,
en désignant par Q la quantité

W oW W d W
Q= -— a’+—7—p2+ﬂ-{2+2 ——B*{+2lvyz+2°
og, DEN b=3 D"(l Y

26'7. — Prenons maintenant le résultat oblenulorsque, dans les expres-
sions (13), on fait partout porter la différenciation sur les seconds facteurs.
lei inlerviennent les dérivées par rapport a a, &, ¢, des composantes de

déformalion, dérivées, dont les variations ont été calculées au n° 113.
D'aprés ce qui a été trouvé en cet endroit, nous introduirons les quantilés

(14) 3 ey = L«, e, = M, ¢, = Ny, g = My + NB, g, = Na + Ly,
9s = LB —+ Ma,
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oulona
(15) L=2a, +pa,+ va;, M =13, + pb, + vb,, N = de, + j2¢; + ve,.

Les variations brusques des dérivées des composantes de déformalion
s’éeriront alors sous la forme simple

[l = [ = [l [ = []=nn

["Y'] = Ygi (i =1,2,3)

D’aprés cela, soit & calculer [; (?j)] :ona

2 2 2
[B“(ﬂ)]:“(bw 2V et o o 2,

e
da \ dg 0508, 1T Qg0 R T

2W W .
oo, 72+ o )

Considérons la forme quadratique

W
Ve, €y € o Gr §3) = e ef + v + 2 oﬁ\;yi 8 g1 oo
2w 9 W 2W
-+ 5 g+ oo + 3,07, 9192
6 x5

dans laquelle figurent les —5— + 6 = 21 produits deux & deux el carrés

des six quantités e, g, chacun de ces produits ayant comme coelficient la
dérivée seconde de W par rapport aux variables € ou y correspondantes et
le terme ainsi obtenu devant (comme & l'ordinaire) .étre doublé si ces
variables sont différentes, c’est-a-dire il s’agit d’un terme rectangle.

On voit immédiatement comment est engendrée cette expression.

La différentielle seconde de W est, en effet,

oW w o W 9 »2W

W g W RS
d veee oo d?y, - de? eeer a ey dy, dy,,

et contient d’une part les différentielles secondes d?,, ..., d?y,, d'aulre part,
les différentielles premiéres dey, ..., dy;. Si, dans la partie qui contient
celles-ci, on les remplace respectivement par e, ¢,, €5, 9y, g3, §;, On abtient

la forme quadratique ¥.
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Cette forme étant ainsi introduile, la variation %z (t%\;’)] n’est évidem-
i

> (oW
ment autre que ; gg; et, de méme, la varialion de la dérivée — ( )
- t

oa \ ov;
1,0,
2 5!]:‘

Substituant dans Ia somme qu’il s’agit d’évaluer, nous trouvons

ow hy
1( ‘be +b‘ O‘q +C" 6‘32)
p<a allf+b DE+e tlp—)

’bg ! e, 1ag
) b oy
,’( ag+ 1b7'+caes>

Le coefficient de a, est
(a2 p ),
2 ( ¢, 27, \g

Mais si nous remontons aux formules (14) qui définissent ey, e, ¢e,,

Jur Gur gy €0 fonction de L, M, N, nous voyons que celle expression est

égale a g L .De méme, le coefficient de b, est 53 “, et celui de ¢,, :12 2; La

est

—+ -

—+

DOl = ) e Bl

somme des termes qui conticnnent explicitement a,, b,, ¢, est donc

1 e Y b allr)
PRI i ‘bM+c‘oN
Si enfin nous tenons compte des formules (15) par lesquelles ont été
définis L, M, N, nous voyons que cette expression représente
1 ww‘
I
L’équation cherchée el les deux autres analogues résultant des deux der-
niéres équations (11), s'écriront done

0+ i

i v

(16) uh? = (-I-Q -+ 550 ™
1w

vz —
\) VO+2OI

Elles montrent gue }, p, » sont proportionnels aux cosinus directeurs
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d'une direclion principale de la quadrique représentie (A, u, v étant regar-
dés comme des coordonnées ; «, 8, v, a, b, ¢, x, ¥, %, a;, b;, ¢;, comme des
.constantes) par I'équation

(A7) D@, 2y =Q02 + 1w + ) + ¥(e, e € 9y, Jur 95) = 1.

Cette quadrique est I'ellipsoide de polarisation, analogue & celui dont
nous avons parlé au n° 263.

268. — Nous Irouvons ainsi un résultat tout semblable  celui qui était
déja connu pour le cas des déformations infiniment petites, mais qui doit
élre énoncé ici sous une forme un peu plus précise puisqu’il y a lieu de
distinguer entre I’élat initial et I'état acluel du corps considéré. Le segment
(%, », v) étant, comme nous le savons, défini dans l'espace lieu des posi-
tions actuelles des molécules, ’énoncé est :

Une méme direction d’onde est susceptible de propager trois directions
de discontinuité différentes, lesquelles soni rectangulaires entre elles
dans le milieu déformé.

269. — Les équations (14) fon!, en outre, connaitre les valeurs de la
vitesse de propagation. Celles-ci sont les racines carrées des trois racines
de I’équation en s relatives & la quadrique dont nous venons de parler.
Pour qu’'elles soienl réelles, il faut et il sulfit que celte quadrique soit un

_ellipsoide réel.

Nous allons constater que cette condition est foujours remplie dans les
cas qui peuvent se présenter.

Pour voir & quoi est due cette circonstance, considérons d’abord l¢ cas
des liquides. Nous avons vu qu’alors la vitesse de propagation a pour

carré la quantité gg Or, la condition que cette quantité soit posilive n’est

§
autre que la condition de stabilité de I'équilibre interne : elle exprime
qu'une diminution de volume imposée au gaz produit une augmenlation
de la pression, c’est-d-dire un changement d’effort interne de nature &
g'opposer a la modification produite.

Nous sommes donc conduits a rechercher les conditions de stabilité de
I'équilibre interne et & voir si elles ne conduisent pas & [a condition cher-
chée,

Nous admettrons, conformément a ce qui est établi pour le cas des sys-
témes dépendant d'un nombre fini de paramétres, qu’il est nécessaire,
pour la stabilité, que I'énergie élastique soit réellement minima (au lieu
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d’avoir seulement sa variation premiére nulle) ou,da moins, que sa varia-
tion seconde ne puisse devenir négative. Nous allons, par ce moyen, ex-
prinier la stabilité de I’équilibre d’un corps fixé par tous les points de sa
surface, en 'absence de forces X, Y, Z. '

8i nous faisons subir opération & & la variation premiére (9), il viendra

sous le signe / J [' deux sortes de termes : Ceux que 'on obtient en
différentiant 3a;, 8b;, 8c;, et ceux qu’on obtient en différentiant les fac—

teurs oW
VIR

Ainsi qu'il se produit dans {ous les cas analogues de calcul des varia-
tions, la premiére catégorie de termes donne une somme nulle; On peul,
en effet, lui faire subir les mémes transformations qu’a la variation pre-

" miére elle-méme, ce qui fournit un résultat identique a celui que nous
avons oblenu précédemment, 8z, 3y, 6z étant simplement remplacés par
g%z, 8%y, 82z, Ces derniéres varialions étant nulles comme les premiéres a
la surface (puisque les points 'de celles-ci sont supposés fixés), la somme
en question disparait en vertu des équations (10). '

Ii nous reste I'inlégrale triple

f J / ) )
(18) ‘

oW .
(E)] pdxdydz.

o2
[l
>
o2
/\
O’
Q"
\/
©
-]

270. — La quanlité sous le signe fff esl une forme quadralique

par rapport & 8a;, 8b;, dc;. Si celle forme est définie posilive pour foule
valeur de a, b, ¢, il en est de méme de I'intégrale précédente.

La réciprogue n'est pas exacte; de ce que l'intégrale (18) doit &ire
essentiellement positive, il ne résulte pas forcément qu’il en soit de méme
de son élément différenliel. Mais nous allons voir, par contre, que celui-ci
ne doit prendre que des valeurs positives tant que les variations da;, .......
ont la forme

aa‘ _ )\d , Bb‘ i )\p y BC! p—i )‘Y’
(19) a(l2 = px , 8b2 = [J«B ) Ecz = &Y,
ba, = va , 3o, =B , 8c,= vy,
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et cela quels que soient X, , v, z, B, ¥ : autrement dit, toules les fois que
les 8a;, ... satisferont aux équations (%)

(19') 32,86, — 35, 3a,==0, da,8b,— 88,32, =0, ......, 36,3¢, — 3¢, b, =0.

Remarquons, a cet effet, que les valeurs ainsi écrites ont une interpré-
tation que I'on apergoit immédiatement. Elles coincident avec celles des
variations brusques des quantités a;, b;, ¢, dans une discontinuité du pre-
mier ordre qui aurait }ieu suivant la surface d’onde considérée.

Autrement dit, pour passer de la position actuelle du milieu & la posi-
tion infinlment voisine correspondant aux variations (19), il suffira de
faire subir & ee milieu une déformation de I'espéce considérée au n° 56 et
ayant (}, i, v) pour segment caractérislique.

Cela posé, par un point déterminé intérieur & notre solide, faisons passer
une petite portion de surface T dont le plan tangent ait pour cosinus direc-
teurs a, B, ¥. Si ces trois quantiiés jointes & trois valeurs convenablement
choisies de 2, g, v fournissent pour les expressions (19) des valeurs qui
rendent ndgalif I'élément différentiel de (18) au point considéré, on pourra
prendre X assez petit pour que la méme circonstance ait lieu en tous les
poinls de celte portion de surface.

= étant ainsi choisi une fois pour loules, nous le considérerons comme
la base d’un petit cylindre C, de hauteur . Supposons que Vintérieur de
celui-ci subisse une déformation du type étudié au n° 56, la surface dont
les points restent fixes étant X, et le segment caractéristique (3, ¢, v), le
déplacement maximum ainsi obtenu sera de I'ordre de /. 11 est aisé de voir
que P’on pourra délerminer alors la déformation du reste du solide de ma-
niére : 1° que les points de la surface extérieure restent fixes; 2° quela -
continuité du déplacement soit conservée sur la surface du cylindre C,
autrement dit que 3z, 3y, 35 ne changent pas de valeurs pour un point de
cette surface suivant qu’on considére ce point comme faisant partie de I'in-
térieur ou de Pextérieur de C; 3° que 3z, 8y, oz et leurs dérivées partielles
du premier ordre soient partout (en dehors de C), des quantilés trés petiles
de l'ordre de . '

(1) Inversement, on démontre que si, en ajoutant & la forme quadratique qui
figure dans l'intégrale (18), une combinaison linéaire quelconque des premiers
membres des équations (19°), on peut obtenir une forme définie positive, I’intégrale
est bien minimum (du moins lorsqu’on la prend dans un volume suffisamment res-
treint). Mais il reste & examiner si la condition suffisante ainsi formulée est équi-
valente & la condition nécessaire obtenue dans le texte.
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Dans ces condilions, I'intégrale (18) étendue & Pextérieur de C, sera de
’ordre de A%, Au contraire, pour lintérieur de C (ou £a;, .... ont sensible-
ment les valeurs déterminées (19)), elle sera négative et de Pordre de 7.
Elle sera donc négative au lotal.

Pour que ceci n’ait point lieu, il faul par conséquent, comme nous
’avions annoncé, que ’élément de I'intégrale (48) ne puisse devenir négatil
lorsqu’on donune aux a;, b;, ¢; les valeurs (19).

271. — Si mainlenant nous nous reporlons aux valeurs (43) de

dW 2W oW nous voyons que 8 oW r le, contiendra d
sa; b o0, y q 2a; ) par exemple, conliendra deux

sortes de ternres : les uns qui s’obtiennent en prenant les variations des
premiers facteurs et qui nous donnent

T, S o 3k
les autres, qui s’obtiennent en faisant porler lopération & sur les facteurs
dW
o,

Or, nous avons, par exemple,

y sevee

~ oW W 2W | 2¥W N¥W
¢ (0.—1> = T e e, B0 T og0e, & Ty, o
2w W
3,07, T2 deroq, T

Si nous counsidérons la forme quadratique ¥ (e, e,, e;, ¢y, ¢;» g,) dont
il a élé question toul & I’heure, il est clair que I'expression précédente

»

Io . . ;
représente g o 56, pourvu que ¢;, g; soient respectivement remplacés par
Se;y o Il vlent dons

"W oW, aWV oW . 1 o0 1, o 1 v

— =8+ — b+ S +gaim— +5h Ci sy
ey oa; + o, 8b; + o, % +9 a.b('js +3 53577 + oG 3057,)

Nous avons & multiplier cette quanhte par éa,, etles quantltes analogues
‘par 8b,, 8¢y .....

Si nous remarquons que l'on a

8 = a,3a + a,ta, -+ a,0a,, 8, = b,3b, + by3b, + b,3b,,
~_ o
3z, = ¢, 8¢, + ¢, 8¢, + ¢,%¢,,

~

8ty = b, e, -+ ¢,8b, + bylc, + ¢,3b, + b 8¢, + €,3b,, ..
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nous trouverons au total

ia-b_w_+1'as o +’_a K3 +!8 v 1. o
2 a0e) T2 a0) T2 %00, T 2 Ty, T 2 T )
1., v s m s o
=+ 5 975 550 == W (Be,, 8¢,, 8¢,, dyy, By,, 8y,).

Finalement, la quantité sous le signe f / f, dans la variation seconde, -
sera '
oW, N oW o
o (3a; + 3a; + 8a3) + v (853" —+ ob; - 8b7)
5 2
W, . N oW . Az o ar
120 vy (3¢t —+ 8¢; +6cg) + 2 > (36, 8¢, + 3B, 8¢, + Cby 3cy)
\ ) “3 1
\‘V o ~ o ° ~ N [y \\\‘ -~ - D » b
+2 ‘07 (8¢, 8a, + ¢, %a, + 8¢, 8a,) + 2 (W (8a, 36, + 8a,35, + Sa,8b,)
2 3
-+ W(Ssh 832; aeay aYp a‘(gx r';Y:;)~

Cest cetle quantité qui devra, pour qu’il y ait stabilité, étre po-ilive
lorsqu’on donnera a a;, 8b;, &¢; les valeurs (19).

Les quantités 8z, ¢v; prendronl précisément les valeurs e;, g; définies par
les formules (14), (15) et, par conséquent, 'expression (20) deviendra
identique au premier membre de (47). Nous oblenons donc bien la conclu-
sion cherchée : de la stabilité de I'équilibre interne résulle que les vitesses
de propagation des différentes ondes sont réelles.

De plus, si nous admeltons que l'expression (20) ne peut méme pas
s'annuler dans les conditions indiquées sauf pour A —= p = v= 0 ou
e« = B =y =0, ces vitesses de propagation reslent toujours finies.

272. — Dans le cas de 'Hydrodynamique ot W = F (D), I'élément.
[F'(D)3D —+ F"(D)3D?] pdw dy dz de la variation seconde se réduit a
F'(D) (D) pd dy dz

la quantité 52D se réduisant, comme il est facile de s'en assurer, a4 une
combinaison linéaire des formes quadratiques qui forment les premiers
membres des équations (19’). La condition de stabilité est donc hien (comme

nous l'avions énoncé au n® 131) F'(D) > 0 ou gg >~ 0.

273. — Les considérations précédentes fournissent une interprétation
simple du premier memnbre de I'équation (17).
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Remplacons, en effet, dans les formules (19), }, &, v par Ad¢, pdt, vdt,
en désignant par dt la différentielle d’'un paramétre. La déformation sera,
dans ces conditions, infiniment petile et, ainsi que nous I'avons remarqué
au n® 113%, les accroissements de-¢;, Y; seront précisément ¢;dt, 9;dt.
Supposons, en outre, ce qui est évidlemment compalible avec I'hypothése
gue nous venons de faire, que les dérivées secondes de x, y, 2 — et par
conséquent aussi, celles de a;, b;. ¢; — par rapport & ¢ soient nulles : par
exemple, que , y, z aient les valeurs

=g, +rf(a,be), y=y,+uptf, z=z,+vtf

ou f(a, b, ¢) représente le premier membre de 'équation de la surface
d'onde, défini comme nous l’avons spécifié au n® 80.

Alors le coefficient de dans le développement de W sera la quantilé

T (A, u, v) qui nous occupe.
8i, par conséquent, autour du point consndéré nous envisageons un
petit volume dx auquel nous ferons subir la déformation qui vient d’étre

2
définie, le coefficient de ztz—, dans la valeur de I'énergie élaslique ainsi en-

gendrée, sera le produit de pd= par le premier membre de I'équation de
Iellipsoide de polarisation.

274. — Noas avons tu plus haut, pour le cas des déformations inffdi-
ment petites que, dans un corps isotrope, .il existait deux sortes d’ondes,
les unes exglusivement longitudinales, les autres exclusivement transver-
sales.

Ce théoréme subsiste-t-il dans le cas des déformations finies?

Celte question peut éire regardée comme un cas particulier d’'une aulre
plus géaérale. (.n sait, en effet, que 'optique des corps cristallins conduit’
a considérer, a l'exclusion des aulres, les milieux élastiques isolropes ou
non, pour lesquels une pareille décomposition en ondes longitudinales et
ondes transversales a lieu.

La condition nécessaire et suffisante pour cela esi que I'ellipsoide de pola-
risation ait une direction principale normale & la surface d’onde considérée
dans le milieu déformé. '
 La détermination des formes de la fonction W pour lesquels il en est
ainsi est bien connue lorsqu’il s’agit des déformations infiniment petites,
¢’est-a-dire lorsqu’on suppose que :W est une forme quadratique par rapport
aux ¢, v;. Proposons-nous d’effectuer celte méme délermination dans le cas
géncral,

Ispsmarp 17
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Les cosinus direcleurs de la surfuce d’onde dans le milieu déformé sont
proportionnels aux quanlités 7, m, n définies par les équations |
o = la, + ma, + nay
21) g = Iby, + mb, + nb,
v =le, + me, + nc,.
1l faudra donec que les équations (16) soient vérifiées lorsqu’on y remplace

A, i, v par I, m, . On pourra d’ailleurs, dans ces équalions, supprimer les
premiers termes des seconds membres et écrire

] — Y
§ _‘2 ol

1w

s _ 1w
"=3m

Car les termes'1Q, mQ, #nQ (provenant de la quantilé Q (A2 + p® + +?) qui
figure dans II) ne feraient que changer la valeur de s d’une quanlité égale
a Q sans modifier les directions principales.

Noaus observerons que si I, m, n sont donnés par les relations (21), les
quantités L, M, N ne sont autres que «, 8, y. Nous dirigerons le caleul de
maniére & introduire ces quantités, & l'exclusion de {, m, n. A cet effet,
nous multiplierons les équations (22), d'abord par a,, a,, a, respectivement,
puis par &,, b,, b, enfin par ¢,, ¢,, c;. 11 viendra alors

1 W W o

s(a,l + a;m + agn) = sL = 3 {q, -ﬁﬂ-‘.‘zm‘*‘asﬁ)
1 o oW

$(bul 4 bym =+ byn) = sM=5 <b, ¥ ba o b gﬁ)
[ o oW oW

s(cyd + cym + egn) =3N=2(ci F[+02 wm T %o

. e W oW oW
Si alors nous remplagons les dérivées —» 75 57 PAT leurs expressions

a I'aide des dérivées prises par rapport a L, M, N, nous aurons (eu égard
aux formules qui définissent les ;)

1 g,\ll‘ - lej
SL=-' L(i+2€,)bL -+ Y3 3M 2 oN |
m v W]

sM=% % % + +25,)a\‘[+7’ oN |
17 v 1 25)”1

0 -+ 3) TN

sN=2 lja el m\l+( oN |
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. . . T oW oY
Nous résoudro Juatio ar ri 320, 0% 0% (otte re -
Nous rés ns ces éjuations par rapporl & ST M oN Cette résolu

tion introduit les mineurs E;, G; du déterminant

1 -+ 2¢, Y3

Te
(23) = o L2 o
‘Yg Yx. i —+ 253

par rapport aux éléments 1 -+ 2¢;, v, respectivement, les coefficients de

sL, sM, sN dans les valeurs de fToaw Law fow

23’ 33M° g 3N Glantles quantités E'i, TG)L‘

En introduisant, au lieu, de s, le nombre
2

g =02

s

et, en désignant par ® la forme

*ip,q, r) =Ep* + E,¢* + Ey7* + 26y gr +4- 2G,7p + 2G, pg

c’est-a-dire la forme adjointe de celle qui donne I’élément lindaire du milieu
déformé, les valeurs en question seront

low 1,00
250~ 273
ftow 1, %0
2o0M 2"’
16‘]"__1‘:04)
25N~ 2% 5N’

et les relations que nous venons d’écrire seront cette fois vérifiées a condi-
tion qu’on fasse «, 8, v égaux respectivement a L, M, N,

Cette subslitulion ne doit élre opérée qu’aprés les différenciations. Si, au
contraire, on faisait immédiatement« —= L, § = M, vy = N on introduirait
en trop, au premier membre, les termes provenant de la différenciation par
rapport & 2, 8, y. Mais les valeurs de ¢, e,, e,, g1, g3, 95> qui seules inter-
viennent dans W, sont symétriques par rapport aux deux systémes de quan-
tités L, M, N; «, 8, yv. Les termes ainst introduits seront donc respective-
ment égaux & ceux qui existaient primilivement et auront pour effet d'en

doubler la valeur. Nous pourrons donc remplacer les équations précédentes
par

{ 0w ®

2oL — "ol

1w L%

(24) 3 oM ="M
1% k o

JoN T "N
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dans lesquelles, maintenant ¥ aura la valeur oblenue en remplacant, avant
toute différenciation, «, B, ¥ par L, M, N, c’est-a-dire en faisant

(25) e, =L% e, =M?2 ¢, =N?, g, =2MN, ¢g,=2NL, g, = 2LM.

Avec les relations (24), nous avons celle fois, affaire & des identités ayant
lieu pour toutes les valeurs des variables indépendantes L, M, N qui y
figurent. Ces relations expriment, comme on sait, que ¥ est une fonction
de @, et, comme la premiére de ces deux expressions est un polynéme
homogéne du quatriéme degré, la seconde un polynéme homogéne du
second degré, on a nécessairement

W(L2, M*, N2, 2MN, 2LN, 2LM) =/ & (L, M, N)2
h étant indépendant de L, M, N.

?73. — Nous avons maintenant & nous demander quelle devra étre la
forme quadralique ¥ pour se réduire & 292 lorsqu’on remplacera respecti-
vement les e;, g; par les valeurs (14). C’est ce qui aura lieu, non seulement
si ¥ estégale & AV, en posant

¥, = (Eie, + E,e; + Eye; + G,g, + Gyg, + Gy9,)%;

mais aussi st ¥ est égale & une combinaison linéaire quelconque de A¥,
et des six formes

(26) 3 ke, — g, bee, — g3, bee, — g3,

929 — 2691, 959, — 2e39, 919 — 2ey9,.

Celte condition suffisante est d’ailleurs nécessaire : il suffit, pour s'en
convaincre, d’exprimer directement que la forme du quatritme degré
obtenue en remplacant, dans ¥ — AW, les ¢;, g; par les valeurs (25) est
identiquement nulle.

276. — L’expression de ¥ étant ainsi oblenue il reste & remonler a
celle de W pounr laquelle il est clair que I'on a ainsi un sysiéme d’équations
aux dérivées partielles du second ordre. L’intégration de ce sysléme est
d’ailleurs tout élémentaire et il nous suffira d’en indiquer sommairement
la marche.

Les formes (28) manquant de termes en e}, e, ¢,, ¢, g,, ces termes
devront avoir dans ¥ des valeurs proportionnelles a celles qu’ils ont dans ¥,
et, par conséquent, les dérivées de W devront vérifier les relalions
PW W

2W
0T 07, T AT T oy 0y,

(27) 0 B
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Comme on a (Wapres (23) )

_ D) A3 . 13(DY
Et-/z "0'51_‘) Ga—g oY, l’z—’2 Y4 ’

. ieoo OW .
ces relations montrent que la dérivée 3. Peul s'écrire
i

bbT'W — fonct. (D, Y1y Ca» es)'
|

En faisant iulervenir les relations analogues relatives aux dérivées

oW oW . , L.
— , on verra facilement que 'on peut écrire

D
a2+ 2) +a
%:lf_-"'a(i + 28) (1 + 2¢,) + a,
2
oW
E-:a(i “+ 2¢) (1 4 2¢)) + a

ol 2 est une fonction de D pendant que a,, a,, a, peuvent contenir en oulre,
le premier y,, le second v,, le troisitme vy,.

On fera ensuite inlervenir les autres termes de la forme W : par exemple,
on écrira que le coefficieat de e, ¢;, plus quatre fois le coelficient de g},
donne une somme qui a la méme valeur dans ¥ que dans A%, (la premiére
forme (26) s’¢liminant dans cette combinaison). ‘

Un arrivera ainsi aisément & l'expression générale de la fonction W,
laquelle est

W =F(D) + a,, (¥ — keyey) + ayy (Y3 —dege) + ag(vi—deey)

28
(28) + 2@y (25, V1Yo Ya) +204, (267,13 Y,) + 20,5 (263 Y3 =1 7,) + P,

ou les a;; sont des conslanles et P un polyndéme quelconque du premier
degré par rapport aux &, ¥; (*).

C’est seulement lorsque W a la forme précédente que V'ellipsoide de pola-
risalion a un axe normal & I'onde.

() haalors la valeur ]1) %) (F—‘—(Dll> ) La quantit¢ QA2 4 p? 4 v7) des n®* 266-263
étant, comme on le reconnait aisément, proportionnelle & ¥ si les a. sont nuls, on
constate que les termes en F'(D) disparaissent de I’éqnation de 1'ellipsoide de pola-
risation, et on retombe bien, pour I’élément de vacriation seconde calculé au no 298,

sur l'expression obtenue au n° 892 pour le cas des liquides.
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277. — L'hypothése que le solide, dans son état naturel, est isotrope
exrrime que les propriétés de ce corps ne doivent pas changer lorsqu’on
effectue une transformation de coordonnées orthogonales sur a, b, c. La
fonction W qui représente 1'énergie élaslique ne doit done pas étre moditiée
par une telle transformation.

Or, dans cette transformation, les coefficients ¢, ¢, ¢, v;, v, 7; de la
quadrique = { introduite au n° 51 varient. Mais trois quantités, comme
on sait, restent invariantes : ce sont les coefficients de I’équation en s rela-
tives & cetle quadrigue, c'est-a-dire les expressions

A—c¢ 45, + ¢

B=(1 +2¢)(1 + 2¢) — v + (1 + 2¢) (1 +2¢) — 13
+ (1 + 25) (1 + 2¢)) — 73,

D2,

L’isotropie du corps considéré s’exprime par ce fait que W ne dépend que
des trois quanlités précédentes.

Or, il ne résulte nultement de la que W soit nécessairement de la
forme (28).

Par conséquent, la conclusion établie pour le cas des déformations infi-
niment pelites ne s’élend pas aux déformalions finies. Pour celles-ci,
les ondes qui se propagent dans un corps isotrope ne sont pas, en général,
longitudinales ou transversales.

.
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CHAPITRE VII

LA THEORIE GENERALE DES CARACTERISTIQUES

§ 1. — CARACTERISTIQUES ET BICARACTERISTIQUES

278. — Nous avons vu que la propagalion des ondes dans le mouve-
ment rectiligne d’un gaz est liée aux propriétés des caracléristiques des
équations aux dérivées parlielles du second ordre & deux variables indépen-
dantes.

D’une fagon tout analogue, I’étude des ondes dans I'espace a trois dimen-
sions n’est pas dislincle de la théorie des caractéristiques- généralisée,
comme l'a fait Beudon (), au cas d’'un nombre quelconque de variables
indépendantes et étendue aux systémes d’équations & plusieurs inconnues.

Comme pour le cas de deux variables, cette théorie découle de la discus—
sion du probléme de Cauchy.

Prenons, pour fixer les idées, une équation du second ordre que nous
supposerons, en outre, linéaire par rapport aux dérivées secondes, de sorte
qu’elle aura la forme

(1) . Z APy + 1 = 0
i, k
| s Csos . 2 ..
ol py désigne la dérivée partielle ﬁ—;; de la fonction inconnue z parrap-
i Ok
port aux variables indépendantes (différentes ou non) x; et 2. Nous sup-
posons qu'il y a n de ces variables indépendantes, 2, @,, ...., Zn, de sorle

que les indices ¢ et k prennent, indépendamment Pun de I'autre, les va-
leurs 1, 2 ..., n.

() Bull. Soc. Math. Fr. 1897, p. 108120,
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Quant aux a;. et a I, ce sont des fonctions de z, 7, x,, ...., T, et des dé-
_tivées premiéres Py, Ps ..., Pn de 7 par rapport & ¥, x; ..., Tn.

279. — Considérons la multiplicité » — 1 fois étendue ou hypersur-
face M, _, représentée par I'équation

(2) Zn = [ (2, Xg cevry Tn_y).

Soient Py, Py, .oo, Pu_y les dérivées partielles de x, par rapport a

@4, @y, ...., Tn—, déduiles de I’équation (2). Si Uest une fonction quelcongue

de z,,z,, ...., Tn—,, Tn, et que cette derniére quanlité soil remplacéepar sa

o valeur firée de I’équation (2), U sera, sur M,__,, une fonclion de z,, @,, ....,

@y —,. Nous désignerons par le symbole d les dérivées de U prises dans

celte nouvelle bypothése, Il est clair que celles-ci sont liées aux premiéres
par les relations

(8) d ? >

—_—= P — =1, 2, ... .
dm{ 0X; + b 0Tn (t l’ = y = i)

Pour la fonction 2z, on aura ainsi

dz
4) da; = p; + Pip,
et, pour U = p,, :
dpk___ : (7'—_—1;2) n— 1
(5) dzg, — Px+ P pra k=1,2 ., )

$i, d’une manidre générale, nous désignons par la notation pi...;la

. Atz . . .
dérivée —————— pris r rt les érentes ou non
57; e .o, Prise par rapport aux p variables (différe )

2y, Tky +eeey Xhy OD aura, pour U = py,

r . d
(3) a%}il = pun + Pipurn

et ainsi de suite pour les dérivées de tous les ordres.

2°99bis, — Cela posé, imaginons que I’on donne, en chaque point de M,,_ ,,
les conditions de Cauchy, a savoir les valeurs de z et de ses dérivées pre-
miéres. Celles-ci devront satisfaire, bien enlendu, & la relation

dz = p,dxy + p,de, + ... ppdz,

sur M, _,, c’est-a-dire aux relations (4) (de sorle qu’il sulfira en réalité
de se donner z et p,\.
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Cherchons a déterminer les dérivées secondes de z. Celies-¢i devront
vérifier les équations (5), et il est aisé de voir qu'en général elles seront
ainsi déterminées, une fois adjointe 1'équalion (1). Si, en effet, nous consi-
dérons d’abord les relations (5) dans lesquelles lindice & a la valeur n,
ces relations nous donneront

(6) Pin = %‘ — Ppun.

Si, au conlraire, nous supposons & différent de »n, nous aurons (en per-
mutant les indices ¢ et £)

P = (‘1—90"‘ — Pipin
et, en tenant compte de (6)
d, i d n
(6/) p*=2%—Pkr£i+PiPkp""'

Toutes les dérivées secondes sont ainsi exprimées en fonction de p,,.
Reportons enfin ces expres-ions dans I’équation donnée : nous aurons un
résultat de la forme

(7) Apnn -+ K = 0

ou A et K auront les valeurs

n—1 n—1 '
A= D aPPi— Y anPi+ am
(8) k=1 i=1
=2’ aikPiPk—Z @inPi + Gnn
® K=Y a(ZornZ)+ Y R

1
en désignant par la notation Z une sommation ol I'on ne donne pas aux

indices variables la valeur 7.
Supposons A différent de zéro. L’équation précédente nous déterminera
Pan €t, par suite, toules les dérivées du second ordre.

280. — Passons au calcul des dérivées troisiemes. Les relations (5')

permettront de calculer loutes ces dérivées en fonction de la seule ppp,.
Pour cela, nous ferons tout d’abord deux, puis un des indices ¢, ket 2
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ézaux i 2 : nous aurons ainsi des relalions qui ne se distingueront évi-
demment de (8) et de (8') que par V'indice n ajouté a chaque leltre p et qui
nous donneront, par conséquent,

APan

Dinn = d-’I) ipnmn
1

9)
Apin —P, dpm.

Pirn =— dx ~+ P Pk DPnnn,

d’ou Pon déduirait les dérivées dans lesquelles aucun indice de différencia-
tion n’est égal & n par une troisieme applicalion de la formule (5').

Nous avons, d’autre part, entre les dérivées cherchées, les relations
obtenues en différenciant ’équation donnée (1). Mais il suffit d’écrire une
seule d’entre elles. Toutes les autres se réduiront a la premiére, moyennant
les relations (8), (5') : car, si nous désignons par & le premier membre de
I’équation (1), on pourra différencier, sur M, _ , U'équation F = 0, puisque
celle—ci est vérifiée en chaque point de M,, _ ,, et I'on aura

0= a7 = i + P; °F ’

dx; d; tax,

. . - . D
ce qui montre bien que la condition F 0 entraine 7 = 0, pour toules
Oy QT

les valeurs de <.
Or, si nous différencions Péquation (1) par rapport & x,, le résullat
obtenu sera évidemment de la forme

(10) Z Qg Pien + 1, = 0,

1, étant une fonction des x, de z et de ses dérivées premiéres et secondes
seulement, quadralique par rapport aux dérivées secondes (*). Si, dés lors,
nous comparons le systéme des équations linéaires (9), (10) a celui des
équations (1), (5), nous voyons qu'aux lermes conslants prés, ils sont
identiques, une fois chaque inconnue p; remplacée par py,. Par conséquent,
lorsqu’on exprimera ces derniéres en fonction de p..» par le moyen des
relations (9), I'équation en p,,, sera

(11) Apnnn -+ Ki B 0

(1) I, sera méme lindaire par rapport aux p., si les a« sont indépendants des déri-
vées premiéres de z.
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ou

a1y K=Y a(Ze P %’f) 0 G

est fonction des «;, 2, pi, pi. La condition nécessaire et suffisante pour
que les conditions (9) et (10) délerminent bien les dérivées troisiémes est
donc encore A = 0.

Le calcul des dérivées quatriémes, cinquiémes, etc., sera fout a fait
analogue aux précédents. On aura, pour chaque ordre, une inconnue
déterminée par une équation du premier degré daus laquelle le coefficient
de cette inconnue sera toujours la méme quantité A. Toutes ces inconnucs
seront donc bien déterminées sous la seule condition A = 0.

281.— On «;rx:iverait au méme résultat par un changement de variable.
Subslituons, en effet, a 2, 1a nouvelle variable indépendante

&'y =Xy — [(Z, Xgy o0y Tn—))-

La nouvelle équation de M,,_, sera &', = 0 et I'équation aux dérivées par-
tielles rapportée & ce nouveau systéme de variables sera §' = 0. On pourra

., . . 32 . 1.
calculer toutes les dérivées successives en fonction de z et de o S I’équa-
n

tion &’ = 0 est résoluble par rapport a la dérivée :‘%-
n
Or, si on revient aux anciennes variables, il est évident, d’aprés ce qui
précéde, et facile a vérifier directement, que la condition
bgl

o2z
a [ ==
(cm’ﬁ)
aipsi obtenue donne A 3= 0.
On retrouve donc bien ainsi la. méme conclusion que tout a 1'heure.
Mais, de plus, on en obtient une auire également trés imporlante. On sait,

=0

en effet, d’aprés la démonstration de M= Kowalewski, que si z et % sont
n

pour &/, = 0 des fonctions analytiques ct réguliéres de 2, 2, ...., Zn—,
et que la fonction &' soit analytique et réguliére par rapport aux quantités
qui y figurent, le probléme admettra une solution z analytique et régu-
litre en &y, 2, ..., Zn_1, 5. Ce résultat se transporte évidlemment au
systéme de variables donné. Autrement dit, les dérivées successives dont
nous venons d’indiquer le calcul sont les coefficients d'un développement
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de Taylor convergent pour des valeurs sullisamment pelites des argu-
ments.

282. — Supposons maintenant que I'on ait, sur toute (*) ’hypersurface
M._ ., la relation

(12) = 0.

Alors il faudra, pour que le probléme soit possible, ou du moins pour qu’il
existe une solution z admettant des dérivées de fous ordres sur M._,, que
la série des valeurs données de z, p,, s, ...., pp vérifie la condition K = 0,
laquelle peut encore s’écrire, en remplacant les p; par leurs valeurs en
fonction de p, tirées de (4) (*)

dpn dp, ) dp,
1.3)K——2 a"‘(dw dx]‘ P‘Ex—,‘_P aa— ikPn +2 amdx +1=0.

283. — Si au contraire, on considére pour un instant une solution
donride z deé I'équation (1), la condition A = 0 est une équation aux
dérivées partielles du premier ordre par rapport a x,, considéré comme
fonction de @y, z; ...... @,_,. Les multiplicilés (2) qui vérifient cette équa-
tion seront dites des caractéristiques de I'équalion donnée.

Il importe de remarquer que, pour former les caraclérisliques, il ne
suffit pas, en général, de se donner I'équation (1) elle-méme : les caracté-
ristiques ne sont définies que pour une intégrale délerminée de cette équa-
tion, puisque les coefficients ne dépendent pas seulement des z, mais
encore de z et de ses dérivées. Il n’y a d'exceplion que pour des équations
de forme particuliére, celles ou les coefficients a;, des termes du second
ordre sont fonclions des & seuls.

Comme équation du premier ordre, I'équation aux dérivées partielles
A = 0 admet elle-méme des caractéristiques (®) qui ne sont plus des mul-

(1) Nous ne traitons pas ici le cas o A est nul sur une partie seulement de M, _;
(savoir, sur une multiplicité n — 2 fois étendue appartenant 4 M,_,) lequel corres-
pond & une singularité (comparer ch. 1v, no 233) si K est différent de zéro et que
nous retrouverons plus loin (n°* 346-318) lorsque K sera nul.

(2) Pu désigne, bien entendu, la dérivée dﬁ;’;‘—k

(3) Voir Goursar, Lecons sur Uintig ‘ation d's équations aux d'rivies particlle
du premier ordre.
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tiplicités » — 1 fois élendues, mais des lignes (multiplicités & une dimen-
sion), définies par les équations différentielles ordinaires

dr, _ dw, __ _dma_y
(14) A\ 0A2 = ... = iy = ds.
(&) () =
lesquelles entrainent encore
dx
' _ n
(14) ds = P A L p A P X
1P, + 0 A Y (S

Ces lignes jouent également un réle essentiel dans la théorie actuelle :
nous les nommerons bicaractéristiques ou encore rayons, en raison d’une
signilication physique que nous leur reconnaitrons un peu plus loin,

Toule hypersurlace caractéristique M,,_ , est un lieu de bicaractéristiques,
une de ces lignes passant par chaque point de M,, _,.

284. — Les bicaractéristiques cesseraient d’étre définies dans un cas
. . 0A .
que nous exclurons, au moins en ce moment : celui od 5 serail nul pour
i
toules les valeurs que peut prendre l'indice 7.
- Sy . .
» Py nn -

Si V'on considérait P,, P,, ...., P, _, comme des coordonnées carté
siennes et I'équation (12) comme représentant une surface, ce cas correspon-
drait, comme on sait, & l'exislence d’un point multiple sur la surface en

) ) p
question. Nous dirons, par analogie, que M, - , est une caractéristique mul-
tiple, son ordre de multiplicité étanl celui du point (P, Py, ..., P,_,)
sur la surface (12). .

283. — La condition (13) introduit déja les bicaractéristiques, Le coel-

ficient de —g% dans cette équation est, en effet

" 1A
(15) — Y auPit g =—g 5
on peut poser
. 1 Q' dp,2A
K=—9 2 gz *+ W

(15)

2

! d
L = Ea,-k (a—x—lg;” —_ Pikpn) + .

Si donc on donne tout d'abord la distribulion des valeurs de z,surla
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multiplicité (2), celle-ci élant supposée caractéristique (*), la condition (13)
donnera, pour délerminer p,, une équalion aux dérivées partielles linéaire
dont les caracléristiques seront précisément les courbes (14).

286. — Revenons au probléme de Cauchy en supposant A =0 et la
condition (13) également vérifide. Alors I'équation (7) ne délermine
plus p, .. Mais ainsi qu’il arrive déja dans le cas de deux variables, celle
quantilé ne peut pas élre prise fout a fait arbitrairement. Pour A =0, en
effet, 'équation (11) est également impossible ou indéterminée et la con-
dition de possibilité est

K, =0.

Or si, sur 'expression (11') de K,, on opére comme il a été fait sur celle
de K, c’est-d-dire si I'on y remplace les pi» par leurs valeurs en fonction
de pan tirée de (8), on trouvera évidlemment

v I dpandA
0=K.=—32 3 o,

O ap,
L,= Zaik (st;- Paepm;) =+ I,.

Pnn, considéré, sur la multiplicité M, _,, comme fonction de zy, z,, ....
Zq—,, satisfait donc & une équation linéaire aux dérivées partielles du
premier ordre.

+L,,
(16)

Les caractéristiques de celte derniére équation ne sont autres que les
bicaractéristiques situées sur M,_ ,. '

Si on désigne par ds la valeur commune des rapports (14) (s étant un
paramétre qui définit un point variable de la bicaractéristique) I'équa-
tion (16) deviendra

1 (%Zi—)'ﬂ' —L, =0,

L s
c’est, comme on le voit, une équation différentielle du premier ordre
en p,, considéré comme fonclion de s.

On ne peut donc se donner arbitrairement p,, qu’en un point de chaque
bicaractéristique : autrement dit, si sur M,_, nous tracons une multipli-
cité M, _, rencontrant chaque bicaractéristique en un point et en un seul,
Pan era arbitraire sur M, _, seulement et non pas sur M, _,.

(1) Toutefois, il faut observer que les caractéristiques ne peuvent pas dtre définies
sans qu'on donne les p;, & moins que les a; ne soient indépendants de ces quan-
tités.
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Une [ois p,a ainsi choisi, paan sera déterminé non plus par I'équation (11),
mais par les conditions relalives aux dérivées qualriemes. Or, les équa-
tions qui déterminent celles-ci sont identiques i celles qui délerminent les
dérivées Lroisiémes, & un lerme prés qui ne contient que des dérivées pre-
miéres et secondes, moyennant le remplacement de pa par pun et de pun
Par Pixen. Done nous aurons pour puua, considéré sur M,_,, une équalion
aux dérivées partielles linéaire du premier ordre dérivant de (168) par la
méme substitution, sauf le changement du terme ol paus n’est pas diflé-
rentié (lerme qui sera linéaire, et non plus quadratique, par rapport
it Pnan) @ de sorle que Pann pourra, comme pan, étre pris arbitrairemen! en
un point de chaque bicaractéristique.

Il est clair que des considérations toutes semblables s’appliqueront aux
dérivées suivantes de tous les ordres.

28%. — Nous avons supposé lI'équation de M, _, résolue par rapport
a &,. 8i cetle équalion était prise sous une forme quelconque
) N (x,, &3y +.., Tn) =0

les dérivées partielles P,, P,, ..., P, _, de «, par rapport & z,, 2, ..., Za_;
s’exprimeraient en fonction des dérivées partielles =, =, ..., =, de Il par

rapport a @, Ly uu.e. s Tn— 1 Zn & Paide des formules
i .

1) Pp—=— >~ (i=1,2 ..,n—-1)
Tn N

de sorle que la quantité A qui doit étre nulle pour que M, _, soit caracté~
rislique serait (%)
n

(18) A= Z Ay T s
i, k=1

On pourrait d’ailleurs faire cette substitution dans la série des caleuls
gui nous ont conduils & P'équation des caracléristiques. Considérons, par
excmple, les relations (5) : moyennant la substitution (17), elles devien-
dront

d
(19; Tn '(%;": == Tn Pix ~— T Pin-

(1) Cette nouvelle quantité A est égale & I’ancienne, multiplide par =t,.
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Soit p% un systéme délerminé de valeurs des py vérifiant ces équalions.
Pour loute aulre solution py, on aura

t=1,2,...,n—1
@) mi—r =m0 (i a )
d’ou résuite
(20) P = P -+ A Ty (i, k=1,2, .., n)

X élant un certain paramétre, Ces derniéres formules représentent donc la
solution générale des équations (5). En la substituant dans 'équation (1),
on aura une équation du premier degré pour déterminer X ; et le coefficient
de X sera précisément la quantité (18).

Quant aux bicaractéristiques, elles seront données par les équalions

. dr, __dzy 9%, d2
(144) A T T T A T A
om,  om, AT, _y 7,

qui se déduisent de (14) et de (14') par la substitution (17), en tenant
comple de ce que la quantilé (18) est homogéne et, d’autre part, nulle sur
la caractérislique. -

288. — 1l est évident que les raisonnements précédents s'étendent
d’eux-mémes & une équalion d’un ordre quelconque, pourvu qu’elle soit
linéaire par rapport aux dérivées de 'ordre le plus élevé.

Il est également aisé de faire disparaitre cette derniére restriction. Soit,
par exemple, une’ équation du second ordre & = 0 non linéaire par rap-
port aux py. Le probléme qui consiste & déterminer une solution z de
celte équation, connaissant les valeurs de z et de p, sur M,_,, peut élre
remplacé par le suivant : trouver une solution de U'équation

oF
(21) ot 0
connaissant, sur M, _ |, ses valeurs, celies de ses dérivées et celles de ses
dérivées secondes, ces derniéres données étant convenablement choisies :
elles seront déterminées par les condilions (5) et I'équation = 0. Toute
fonclion z qui répondra au premier probléme répondra en effet au second,
et d'aulre part, si s satisfait a Péquation (21), & sera une fonction de
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Ty Tgy eeene , Tn_, seuls et sera,-par conséquent, partout ‘nul s'il I'ast pour
Xy = f(.’L’“ Lyy eeeesy In —()-
Or, I’équation (21), qui est du Lroisiéme ordre, est linéaire par rapport

aux dérivées troisidmes, le coefficienl depy. étant % : elle admeltra donc
&

des caractéristiques données par I’équation

N o N F
(22) X o PP oo Do =0
(ou
(22) a_;% —
1

si I'équation de M, _, est prise sous la forme (2')) : autrement dit, par la
condition que le déleeminant fonclionnel de I'équation donnée et des rela-
tions (5) (ou (20)) par rapport aux pix s'annule. En un mot, les ai seront

simplement remplacés ici par les quantités %'

Seulement, on voit que, a I'égard de la théorie des caractéristiques,
I'équalion donnée se comportera comme une équation du troisiéme ordre,
c'est-a-dire que les considérations du n°' 286 ne s'appliqueront qu’a
partic du calcul des dérivées troisiémes et non de celui des dérivées
secondes, comme il arrivait dans le cas ou I'équation donnée avait la
forme (1).

Par exemple, nous ne pourrons plus en général, écrire la condilion (13),
mais seulement la condition (18), savoir

ANy dpan A
(164 P T E
_ G 'vbff(dp,, _ F [ P o
L= af+ 2w Och,-—P‘p"">+ sp—ik(mﬁpﬂ’n»)’

A étantde premier membre de I'équation (22).

289. — Il est cependant un cas ou, l'équatien n’étant pas linéaire, il
n’est pas nécessaire de la différencier préalablement pour lui appliquer la
théorie précédente. C'est ce qui arrive, lorsque le nombre des variables indé-
pendantes est de deux, pour les équations de Monge Ampare (équation (17)
dun® 138).

Hapanarp 18
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Pour n quelconque, la méme circonstance se présente toutes les fois que
le premier membre de I'équation est une fonction linéaire du déterminant

Py Pyg oesrs Pin
Day DPag ceves Pon

Pns DPng eeres DPnn
et de ses mineurs ().

C’est en particulier, ce qui a lieu pour toute équation que I'on déduit d’une
équation de la forme (1) par une transformation de contact. Il était évident
a priori (comparer ch. 1V, n° 162), que les conclusions précédentes devaient
subsister pour une équation ainsi obtenue et méme que les caractéristiques et
les bicaractéristiques sont conservées dans la transformation.

290. — Ainsi que naus 'avons vu, pour le cas de deux variables, au
n° 161, la condition (12) est celle que doit vérifier M, _ pour que deux
intégrales de ’équation soient. tangentes entre elles en tous les points de
cette multiplicité, du moins tant que ce contact ne sera pas d’ordre infini.

Gette notion est, d’ailleurs, équivalenie & celle de la propagation des
ondes lorsque celle-ci s’applique & des mouvemen(s qui peuvent élre con-
sidérés comme ne dépendant que d’une seule fonction inconnue.

Considérons, par exemple, les mouvements d’un gaz qui dérivent d’un
potentiel des vitesses ®. Les composantes de la vitesse dépendent alors des
dérivées premiéres de ce potentiel, et il en est de méme de la pression
d’aprés I'équation (*)

o v— [ @) - () (]

Supposons que deux mouvements de cetle espéce présentent entre eux une
discontinuité d’ordre m (m > 2). Cet ordre sera aussi celui des premidres
dérivées du potentiel qui soient discontinues.

x, Y, 7, t, d étant considérés comme cing coordonnées, chacun des deux
mouvementls sera représenté par une surface dans I'espace a cing dimen-

(*) Ces équations ont été étudides d’une manidre générale par M. Goursar (Bull,
Soc. Math. Fr., tome XXVII, p. 1-34 ; 1899).
(®) Voir par exemple Kinauno#r, Mécanique, 15¢ lecon.
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sions, surfaces ayant entre elles un contact d’ordre m. Toutes deux devront
d’ailleurs satisfaire a I'équation différentielle du mouvement, savoir (%)

, % o d> [ b o [ ob
(23) +bx (Pb—az—>+@<90y)+az(9 bz)—o

ol p doit éire remplacé par sa valeur lirée de (23).
La multiplicité de contact

(24) °(® ¥, 2, ) =10

devra donc étre une caractéristique de celte equatlon Or, dans celle -ci, les
lermes du second ordre sont

2 >0 b ob > ob)\?
= — — — — L 4
<0t e dx oy 2y % 4 bz)

dp
~ A
de sorte qu'on devra avoir

o (e eg e =2 [0+ )+ (]

Celte équation est équivalente a la formule (5) (n° 240) qui fait
connailre la vitesse de déplacement de 'onde.

Les raisonnements mémes par lesquels nous avons obtenu ces deux for-
mules sont d’ailleurs analogues les uns aux autres, quoique cette analogie
ne puisse nous apparattre complétement tant que nous n’introduisons que le
potentiel des viiesses au lieu des trois coordonnées 2, y, z considérées comme
fonction de a, &, ¢, t. Considérons, par exemple, les équations (20) ou (20):
elles expriment que, pour deuxinlégrales qui se raccordent suivant la mul-
tiplicité (2') avec identité des dérivées premiéres, les différences des dérivées
secondes sont entre elles comme les carrés et les produits deux & deux des
dérivées partielles du premier membre de (2'). Ce fait n esl autre que celui
que nous avons établi au n° 97 (2).

(1) Kircanorr, loc. cit.
(%) Toutefoig, la théorie des caractéristigfties ne dispense pas du lemme du no 9%,
lemme qui a été implicitement admis dans ce que nous venons de dire.
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291. — Pour appliquer la théorie des caraciéristiques & I'étude du
mouvement le plus gépéral des gaz, il est nécessaire de I'é¢fendre au cas des
systémes d’équations, le nombre de celles-ci élant supposé égal a celui des
fonclions inconnues: cas anquel le théoréme de Cauchy et de M™* Kowa-
lewsky continue & s’appliquer, du moins lorsque, d’'une part, on suppose
toutes les données analytiques, et que, de 'autre, on exclut certains cas
exceptionnels (ceux ou il est impossible de résoudre par rapport & des
dérivées d’ordre le plus élevé appartenant respectivement aux diverses
fonctions cherchées) lesquels n’interviennent pas dans les problémes dont
nous Nous DCCUpONS.

Rappelons que, contrairement & ce qui se passe pour les équalions diffé-
renlielles ordinaires, le cas de plusieurs équations aux dérivées partielles &
un nombre égal de fonctions inconnues est essenliellement distinct de
celui d’'une seule équation. Il est impossible de ramener I'un a l'autre en
éliminant une ou plusieurs inconnues : on n’obtiendrait pas ainsi, en effet;
une équation unique pour délerminer I'inconnue restante, mais un systéme
d‘équations donl la discussion, au point de vue de l'existence et de la
recherche de leurs solutions communes, serait, en général, plus compliquée
que celle du-systéme primitif.

Nous prendrons, pour fixer les idées, le cas qui se présente le plus com-
munément en Mécanique, celui de trois équalions a trois incounues £, 7, {
et nous suppeserons encore les équations du second ordre et linéaires par
rapport aux dérivées secondes p; de §, aux dérivées secondes gy de n et
aux dérivées secondes ry de &. Elles s’écriront donc

2 Qip Pie + 2 bikqik -+ Z CuTu + = 0
(26) 2 @'y Py ~+ 2 uqa + 2 Cyry + =0
2 @i P + 2 O g + E oy +1I'=20

U gy @ity ovvns Ciy ' €y 4, 1, I dépendent des fonctions inconnues, de
leurs dérivées premiéres (celles de § étant désignées par p,, Pg; +eeey Dy
celles de m par gu, ¢y, «--.s gn» celles de § par r,, 7;, ..., ') et des va-
riables indépendantes qui sont toujours les .

Nous considérerons encore la multiplicité M,_,, sur laquelle nous suppo-
serons données les valeurs de £, n, { et des dérivées premiéres (ou, plus
exactement de Pa, ¢n, ™). Les gu, 7y véritiant des équations toules sem-
blables a (8), (6'), on pourra appliquer aux termes qui lcs contiennent les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LA THEORIE GENERAL% DES CARACTERISTIQUES 277

transformalions que nous avons failes aux n®* 279, 282, ct les ¢ualions
données prendront par conséquent la forme (comparer (7), (15))

1 dp, 2A 11 dg, oB
Apnn“"Ban—i-CJ'rm— 2%5?;—2 gtg‘,aa_p‘

4 dr, oC
~ X 3dm b T L=0
’ 1 dp, dA! A difn OB
oy ) B O = X5 G > 2 o,
’107‘,,00, L,__O
PR A
] ; . _ NV 1dpa A" vt dgn 0B
A'prn + B'gun + C'ran Ezﬁﬁ—xzdmoh

" § or, oC" v
— 2 3ap o, T L=0

ou A, B, C désignent les quantités
A= Z, aikPiPk — ZI ainpi —+ apn
B = ZI b,kPx‘Pk -— 2/ binpi -+ brm

C= Zl CikPiPk —_— 2’ CinPi =+ Cnn,

tandis que A’, B’, C’, A", B’, (' sont des quanlités tout analogues formées
avec la seconde et Ja troisieme équations, el que

3 o (22 — P, 0 (22—,
L= Qi <WEEI: _— szpn) -+ bix <Ww_;‘ — Pa qn)
' a2
-+ E Cix (a-lm.z—,,_ Pfkrn) +1

ainsi que les quantilés analogues L', L?, sont des fonclions de pn, gn, 7a €t

de Ia distribution des valeurs de &, %, { sur M, __,.
Dés lors, la condition pour que la recherche des dérivées secondes soit

(28)

un probléme impossible ou indélerminé est

A B C
(29) H= Al B U = 0.
A” Bl/ Cﬂ

On a ainsi, comme on voit, une équation aux dérivées partielles du pre-

mier ordre, mais du sixi¢éme degré.
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292. — Placons-nous d’abord, dans le cas le plus général, celui ol la
multiplicité M, __, étant caractéristique, c'est-a-dire vérifiant ’équalion
H = 0, les mineurs du délerminant H ne .sonl pas nuls & la fois en un
point quelconque de celte mulliplicité. Alors la condition pour que le sys-
téme soit indéterminé (et non impossible) par rapport & pra, gnn, Tna €5t
unique, savoir une certaine équation de la forme

(3. @Pn . dgn ‘.d’“r-) —
(30) 2()\'%_;+pldxi+"d_w—{ + =0,

linéaire par rapport aux dérivées de pn, gn, s, prises sur M, .

On peut donc, cette fois, choisir arbitrairement, en chaque point de
M, _,, deux des trois dérivées premiéres pn, gn, 7 et délerminer la troi-
sieme par cetle condilion, Mais ici les caractéristiq—ues de P’équation linéaire
du premier ordre ainsi obtenue ne seraient nullement les analogues des
bicaractéristiques définies tout a I'heure dans le cas d’une seule équation.
Elles ne coincideraient pas avec les lignes que nous allons rencontrer dans
le caleul des dérivées troisiémes et qui, elles, seront les véritables bicarac-
téristiques. Aureste, les caractéristiques de I'équation en 7, ne seraient pas
les mémes que celles de I'équation en p, ou en ¢,.

En un mot, tant qu’on s’arréle aux dérivées secondes, le calcul se pré-
sente d'une maniére trées différente, suvivant qu'il s’agit d’une ou de plu-
sieurs équations.

293. — La condition (30) étant supposée vérifiée, la solution du
systéme (27) sera indéterminée. Si «, 8, v, o', #, ¥/, o, ", ¥ sont les mi-
neurs de H relatifs aux éléments A, B, C, A’, B, (', A”, B’, (" respective-
ment, z étant par exemple, supposé différent de 0, toutes les solutions de
ce systéme seront comprises dans la formule

Pan =ponn -+ ap
(31) gnn = @’nn =+ B¢

Fnn == T0nn ~+ 70

(P®amy @°n» 7nn) élant I'une d’elles et p un paramétre arbitraire.
Passons aux dérivées troisiémes. D’aprés les calculs précédemment
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effeclués, il suffira de trouver Panny Qunny Tnmn, lesquels scront donnés par
les équations

14 dpau, dA 1 dgns 3B
Apmm -+ Bgmm =4 Cr,.,,,. — i 'Zl?, oTPT —-— Q _E[_QT‘ SI;;
11 drp, 3G .
3 dmi B T =0
, ' 'idm.bA' 14 dgnn 2B’
e[+ BT
(32) "4 dran o0 o,
—291100, oP; + L'y =0,
", 3 s, — ! 1 dpnn dA” r 4 dq,m B’
Apmm + B gnnn + C'rann 2 S dz; @: —_ 2 das %‘
11 drp, oC’ .
Z 3 dw; b T + L', =0.

L, L', L", désignant de nouveaux termes quadraliques en Pnn, ¢ n, nn,s &
coefficients connus. La condilion de possibilité de ce systeme s'obtient en
multipliant la premiére équation par «, la seconde par o, la troisi¢me
par &' ; il vient ainsi, Panns @nan €t rnnn disparaissant du résullat,

—~r { dp,m OA_ o« A/ . A7
> na(“a»ﬁ b T ° oP,)

"1 dgnn °B B’ , oB”
(32) +Z_2dw,-( oP; +10P+“ST",-)

14 dran oC , oC , oC7
+22_&—£;( 0P;+ab?+ OP{)
— (aLy + L', +2"L") = 0.

Dans celte équation, nous avons & substiluer les valeurs de pnn, Grny 7nn
données par les formules (31). 1l est clair que nous oblenons ainsi, pour
délerminer p, une équation linéaire (non homogeéne) aux dérivées partielles

du premier ordre en p, le coefficient de ﬂ élant

d.t.'
l 2A 2A’ oA" ,oB 0B
2 (6P+1BP+/ ) ‘)p( aﬁg—*—agpg)
1 2C o0 o bC”)
-+ 3 Y| * b-l"-, -+ 2 P -+ Yo

Mais, d’aprés des identités bien connues, la eondition H = 0 entraine

Ba' = af), Ba'=of’, Y« =av, 12 =o'
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Nous pouvons donc mettre x en facteur et Ic. coefficient de 5 % savoir
-

2A  OA , dA” oB , B’ ,oB” oC 0 , oC"
*5p g ¥ g Bap,  Bop, + Eop, 1o, Y 5, YR,

'

n’est autre que Efi .
1 bP,‘

Done les caractéristiques de 'équation en o sont

do, _ dz, _ _ de._,
(33) = fﬂf‘— e =
oP, oP, Y

autrement dit, sont identiques & celles de I'équation (29).
On relrouvera évidemment ces mémes lignes dans le calcul des dérivées
des ordres suivanis. Ce sontelles que nous appellerons les bicaractéristiques

du systeme donné.

294. — Le cas que nous venons de traiter est celui des équations de
"Hydrodynamique, du moins en ce qui concerne les discontinuités propa-
geables,

Tout d’abord, en effet, il est clair, comme precédemment, que la multi-
plicité 8, qui exprime, comme il a été expliqué au n° 96, la propagation
d'une onde avee le femps, est nécessairement une caractéristique du systéme
des équations du mouvement. _

L’autre part, si deux mouvements d’une masse aérienne se propagent 'un
dans ['autre suivant une onde, nous savons que la discontinuité qui exisle
entre eux est normale & cetle onde en chaque point. Si donc on donne 'un
des mouvements, les valeurs des dérivées secondes pour I’'antre ne dépen-
dront, en chaque point, que d’une seule inconnue, & savoir la grandeur de
la discontinuilé en question. Ceei revient a dire que la résolution du sys-
teme (27) ne comporte qu’une inconnue arbitraire et, par conséquent, que
'un au moins des mineurs du déterminant H est différent de zéro.

Si nous prenons les équations de I'Hydrodynamique sous la forme
d’Euler, les variables indépendantes étant les coordonnées actuelies =, y, 2
et le temps ¢, ’équation de M,_, devra étre écrite sous la forme

o(x,y, 2, ) =0.

L'équation aux dérivées partielles 4 laquelle satisfera la fonction o et qui
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[~ . % 0w O .. R . R
donnera =2 en fonction de 22 2. %2 | fera ainsi connaitre la vilesse de dé-
ot o oy 0z

placement de l'onde. Effeclivement, si on forme le d*terminant H pour les
équations d’'Euler, qui sont quatre équations du premier ordre & quatre
inconnues u, v, w, p, on refombera sur I'équation (25), mullipliée par le
facteur(z—(*: -+ u g% + v ?5 + w :—2)2 (lequel correspond aux ondes station-
naires, dont nous reparlerons plus loin).

Si, au conlraire, nous prenons les variables de Lagrange, I'équalion de

M., étant résolue par rapport a ¢, soit
(84) t=f(a, b, ¢)
I’équation des caractéristiques nous donnera la vitesse de propagation
— __i —

\/fa2 + f =+ 2
rapportée & I'élat initial considéré. Nous retomberons donec aigsi sur la
formule (4) du n° 240 ; et, en effet, les calculs précédents, appliqués aux

équations (1) et (3) du ch. Ill, donnent (*), conformément 4 la formule en
question et a la relation (35),

(35) 6

1 d
(29') i g @ o fin f) =1 =0.
8i 'équation de M,,__| est prise sous la forme
(34) fla,b,¢,8)=0

non résolue par rapport a ¢, on obliendra la méme équation (au remplace-
ment prés du second lerme par £,2) mullipliée parle facteur f£;?, correspon-
dant encore aux ondes slationnaires,

2935. — On voit d'ailleurs bien, dans ces conditions, que les calculs
par lesquels on parvient au résultat ne sont pas dislincts de ceux qui ont
été faits au chap. v. On devra, en effet, écrire pour I'inconnue x des équa-
tions du type (20’) et, pour y et z, des équations analogues ou le paramélre A

(1) On devra, & cet effet, exprimer (comme nous l'avons dit au n° 124) les déri-
o 0 .
vées g—%, (—,;-' , 51; 4 'aide des dérivées par rapport a a, b, ¢, et, d'autre part, tenir

compte de la remarque faite dans Ja note de la page 92.
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sera remplacé par p ou v, Or, il apparail immédiatement qu'on oblient
ainsi les conditions cinématiques de compatibilité qui ont fait Uobjet du
chap. u et que nous avons adjoinles aux équations dynamiques du mouve-
ment (*).

296. — On obtiendra la valeur de la vilesse de propagation lelle que
la donne la formule (3, (n° 239) en prenant pour élat initial ’élat actuel :
de plus, la forme ¢ (f,, fi, /) qui figure dans la formule (29") se rédui-
sant alors & /32 + fi? + /2%, nous avons immédiatement & ’instant consi-
déré, la tangente a la bicaractérislique, savoir :

da __ d

dn_ b
\/ Gh i)

ainsi la bicaracléristique, rapportée a

un état initial coincidant avec
Uétat actuel & Pinstant et au point considérds, est normale & Uonde.

297. — Si, des équations de ’Hydrodynamique, nous passons a celles
de I’Elasticité, nous pourrons également appliquer les considéralions pré-
cédentes, du moins lorsque les coefficienls d’élasticilé seront tout a fait
quelconques. En général, en effet, les directions de discontinuités compa-
tibles avec une surface d'onde délerminée sont en nomnbre fini, égal a trois,
chacune d’elles correspondant & une vilesse de propagalion différente :
autrement dit, lorsqu’on donne la multiplicité caractéristique §, qui repré-
sente la propagation de I’onde, la direction de la disconlinuité est déler-
minée. Nous pouvons donc raisonner comme nous ’avous faitau commen-
cement du n° 294.

298. — Il en est autrement dans le cas d’un corps isotrope, la déforma-
tion élant supposée infiniment petile. Nous avons vu, en effet, que, dans
un tel corps, la vilesse de propagation n'a que deux valeurs possibles (au
lieu de lrois). La premiére correspond a des ondes longitudinales, aux-
quelles s’applique ce que nous avons dit jusqu'ici. L’aulre, au contraire,

(1) I esl cependant & remarquer que les considérations des chap. n-v ne donnent
pas Dinterprétation de la forme que présentent les termes tout connus (indépen-
dants des pu) et ne permettent pas, par conséquent, de retrouver les équations dans
lesquelles ces termes interviennenmt, telles que l'équatlion (30) (n° 292 .1l yala
une lacune sans doute intéressante & combler,
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égale (avec les notations du n° 260) a 1% , convient a des ondes transver-

sales, et une discontinuité transversale quelconque peut éire ainsi pro-
pagée. Autrement dit, si nous considérons les équations (5) du n° 260,
équations dont le déterminant est

p0*—M—(L+M)ar  —(L+ M)af — (L + M) ay
(36) — (L + M)ap 062 — M — (L 4+~ M) g2 — (L+ M) By
( — L+ May — (L + M)By p02—M—(L+M)y*
, = — (p02 — M)* (L + 2M — p0?%),

le facteur p0* — M sera commun & ce déterminant et ¢ tous ses mineurs.

D’ailleurs, ainsi qu'il résulle évidemment des développements qui précé-

dent, — et qu’on le vérifie d’ailleurs immédiatement — si, dans ces équa~
2 2, 2

tions linéaires, on remplace les inconnues 3, u, v par gis’ gT?’ —g—ts et les

quanlilés «, B, 7, 0 par

L, fi N S
VIR + VR R+ VR 2 VR [

les équalions ainsi obtenues ne seront antres, aux termes indépendanls des

inconnues prés, que celles auxquelles on arriverait en reportant dans les -
équations mémes du mouvement (équations (4) du n° 250) les valeurs
des dérivées secondes tirées de (6), (8'), c’est-a-dire que les équations (28)
(’équation de 'onde étant ¢t = f(z, y, 3) ).

On voit done, que sur les ondes transversales qui se propagent dans les
corps élastiques isolropes, le délerminant H est nul ains? gque tous ses
mineurs. 11 en est évidemmenl de méme pour les ondes transversales sta-
tionnaires de 'Hydrodynamique, ainsi qu’on s’en assurerait en effectuant
les calculs du n° 294 sans exclure ces ondes, c'esl-a-dire sur I'équation
(84') el non sur Péqualion résolue par rapport a ¢.

299. — 1l est donc nécessaire d’étudier, a leur lour, les systémes pour
lesquels cette circonstance se présente.

Nous nous trouvons, alors, dans un cas précédemment exclu (n° 284)
méme pour I’étude d’une soule équation : celui d’une caractéristique mul-

tiple. Il est clair, en effet, que toutes les quantités g%v sont nulles ().
t

(1) C’est ainsi que, dans Vexpression (36), le facteur pf2 — M figure an carré.
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Sur une caractéristique multiple, les théories précédentes sont, en général,
en défaut. Mais il en est aulrement si celte caractéristique annule tous les
mioeurs du déterminant H et si son rang, c’est-a-dire le nombre de lignes
et de colonnes qu'il faut supprimer dans le déterminant en question pour
trouver un mineur différent de zéro, est égal & son ordre de multiplicité.
C’est ce qui est établi, pour le cas de deux variables indépendantes, dans
I'ouvrage cité de M. Goursat (!).

Nous reirouverons plus loin (n° 32%) I'équivalent, pour le cas de n

quelconque, du résultat ainsi obtenu. Mais, pour nofre objet acluel,
nous serons obligés de faire une hypothése de plus.
_ Dans le cas envisagé su n° précédent, en effet, les caractéristiques
doubles ont le méme degré de généralité que les autres : elles sont définies,
comme elles, par une wne seule équation aux dérivées partielles du premier
ordre.

Nous nous bornerouns au cas, évidemment trés particulier, ot cette con-
dition est vérifiée : plus exactement, ou tous les mineurs du déterminant H
s'annulent, non seulement sur la caractéristique considérée, mais sur toules
les caracléristiques infiniment voisines de la premiére,

Reprenons donc le systéme d’équations et le sysléme (27) en pun, gnn, Tna
qui en est la conséquence et supposons que, le déterminant H soit nul arec
tous ses mineurs, celte circonstance ayant lieu, non seulement sur M, _,,
mais sur toutes les caractéristiques voisines.

Le systéme (27) aura alors deux condilions de possibilité, mais si elles
sont vérifiées, les trois équalions qu'il renferme se réduiront 4 une seule
qui déterminera 7., par exemple, en fonction de p.. et de ¢, : o0 aura, &
un terme connu prés

_ A B
rnn—-"‘LTpnn_C‘(Imn-

Les équations (32) auront également deux conditions de possibilité que
nous obtiendrons, par exemple, en multipliant la premiére d'entre elles
par C, la troisiéme par — C e! ajoutant, puis, opérant de méme avec les
deux derniéres et les coefficienls C', — (. Nous trouverons ainsi

" oA dp,m ' /¢roB bB bB” dq,,,,

" aC"\ drpn ) _—
+2 <C oP; LSP:) dw,’+CL1'—CLi—0,

(1) Equations aux dérivées partielles du second ordre, tome 11, note 1i.
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vl 1 ( . OA’ _ o oA ) OPnn /1 c Y . O_B” (19"3
2 ¢ G oP,) dx; - 2 2( oP; —C oP;) dai
cre A (v ?_(i" drnlt 2 T o 2 .
-+ ZI 2 < M’t C Dl)i) dx, +C L" C Ly=0

(les dérivées Iroisiémes s’éliminant en vertu des relations
(37) a:a: ——ﬁ—p p:y:y’:y":u).

Si nous substituons & 7,, sa valeur en fouction de p,n, ¢nns nous aurons
pour ceux-ci les deux équations aux dérivées partielles

! 3
" " oC oC dpnn
2 [C 57— C aP. C (C p; — © aF.-) dx;
" B oB* " oC o7 dqnn
—+- 2 2 [C N CS_P, C (L P —C rﬂ,)] dx; 4+ ... =0,
(38)
” oA’ , A" A » 0C r 20" dpnn
‘\_“,[c oP: Cm—c@m—cap) “d;
s OB c oB’ ( " Ann _
[C o AP C oP; —¢ aP;) du; + =0

dans lesquelles nous avons remplacé par des points tous les fermes qui ne
coniiennent pas les dérivées de pnn, gnn, termes dont la forme ne nous imn-
porte pas actuellement.

300.— Ces équalions sont, en apparence, de forme beaucoup plus compli-
quée que les précédentes puisque nous sommes en présence de deux équalions
aux dérivées partielles 3 deux fonctions inconnues p,., ¢gnn. Cependant,
comme les premiéres, elles se réduisent & des équations diflérentielles ordi-
naires.

Si, en effet, nous tenons compte de la relation AC" = CA’, le coeflicient

de J&'l' , dans la premiére d’entre elles, s'écrit

. DA dA" oC a0’
(C b~ Cop, —A A :r)
Or ceci n’est autre que — (AC” CA") = ; %

De méme, le coellicient de d";’f" dans la seconde équalion (38), est

, DA , oC! , oC"
2P; —A 6P}+A JF,):—

18

e e '
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(puisque l'on a également AC' = CA’) ; pendant que les coelficienls

qﬂﬂ 1 _b_ll_' 1 da R
analogues de di; sont — 5 - 93P,

Or nous avons supposé que les relations (87) avaient lieu, non seulement
sur M,_,, mais sur toules les caractéristiques infiniment voisines. Ceci
exige évidemment que les expressions a, o, ...., qui sont des polyndmes
en P, P, ..., P,y sienl un facteur commun Hy, les caractéristiques en
question étant représentées par I'équation H, = 0. Nous pourrons donc
poser

e=Hh, d s HNMN /! =HH, 8=H4%, F=HH, f'==H%H,
Y = H,C, T’:-Hie,’ ¥ = H, &

el nous supposerons que les quantités Jv, ...., €' ne s’annulent pas toutes
a la fois en un point quelconque de notre caractérislique.

o’

- H, étant nul, la dérivée 3P, s réduit & 8’ > 5 H, et une réduction analogue
i
a lien pour 5 i M, E . Nos équations s’écrivent alors
aP " P

B i bH dpnn A DH dan —
3 5P dz; 2 P da; T =0

1 3H; dpnn ng dqnn
P e X e =

Si done nous considérons sur M, _,, les lignes définies par les équations
différentielles

de, _ dx, _ _ doy_y __
(39) WS H, T T R, %
oP, P, Y

(s étant un paramétre auxiliaire), nous pourrons écrire nos équations sous
la forme

a Oy W

dpnn
“ds

Adgnn

Fraiaai = 0.

+ &

Ce sont deux équations différentielles ordinaires définissant pn,
et ¢nn en fonction de s. Nous trouvons donec les mdmes conclusions gené-
rales que tout & I’heure. Nous pourrons choisir arbitrairement les valeurs
d¢ pun, gnn €n un point de chacune des lignes définies par les équalions
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différentielles (89), aprés quoi ces quantilés scront déterminées sur toute
laligne en question. Ce seront ces lignes que nous nommerons encore les
bicaractéristiques du sysléme.

Dans le cas des ondes transversales qui se propagent dans les solides
isotropes, ces bicaractéristiques seront encore normales aux ondes, puis-
que I'équation des caractéristiques s’écrit

Ho=p¢ft —M({2++1)=0.

301L. — Daprés ce qui a élé dil au n° 288, il esl clair que tous ces
résultals (lant ceux des n* 291-293, que ceux que nous venous d’ob-
lenir), subsisleraient dans ce qu’ils ont d'essentliel si les équations données
n’élaient pas linéaires par rapport aux pi, ¢ik, 7it. 1l suffirait encore de
ditférentier une fois ces équations par rapport & z,. Les quantités ai, bix, cix
seraienl remplacées par les dérivées des premiers membres relativement
& pik, Qik 00 Mg,

1l est clair, également, que, si I’équation de M,., étail considérée sous
la forme (2'), non résolue par rapport & x,, les earactéristiques seraient
encore données par I'équation (29), A élant remplacé par I'expression (18)
(n° 287); A', A’, ... par des expressions analogues; et que les bicaractéris-
tiques seraient représentées (dans ’hypothése du n° 29%2) par les équations

dx, __dx,,
°oH © T oH
o, oty

302. — Revenons a l'interprétation dynamique des résultats que nous
venons d’obtenir.

Nous adopterons pour représenter nos raisonnements, la convention
dont nous avons parlé au n° 10O, c'est-a-dire que nous lracerons les
figures correspondanies comme s'il s’agissait de mouvemenls plans, les
surfaces de discontinuité étant remplacées sur les figures par des courbes,
les multiplicités triplement étendues par des suifaces, ete.

Soient considérés deux mouvements en discontinuité du second ordre
(ou d’ordre m > 2), Suivant une surface dont la portion représentée sur
I'état inilial, sera désignée par S;, et qui doivent satisfaire & un méme
systéme d'équations dynainiques, par exemple aux équations de I’hydro-
dynamique. Supposons qu’on donne & un instant donné ¢, la position de
la surface S,. Les considérations du chapitre V nous apprennent &
trouver & cet instant, en tous les points de cetté surface, la vitesse de
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propagation ou, ce qui revient au méme ( n° 100 ®i), Pangle de Ihyper-
surface §,. lieu de S, lorsque le temps varie, avec Phypersurface
t = t, : par conséquent, a construire en ce point la direction de 8,. D’aprés
ce qui a été vu au chap. V et au chap. VI (n° 269-271), cetle direction
est toujours réelle dans le cas des équations de I'hydrodynamique ou de
I'¢lasticité. 11 peut en exister deux ou plusieurs différentes, entre lesquelles
les conditions de compatibilité permeltront de choisir ainsi qu'il a été
expliqué au n° 243.

303. — Mais les considérations développées dans le présent chapitre
permettent d’aller beaucoup plus loin. Si en effet, 'un des deux mouve-
menls est complétement connu, celui vers I'intérieur duquel a lieu la pro-
pagation, nous connaltrons une équation aux dérivées partielles du premier
ordre (celle des caracléristiques) a laquelle devra satisfaire §,.

Or, d’apres.la théorie générale des équations aux dérivées partielles (*),
une telle équation, joinle a la condition de passer par la surface S, déter-
mine complétement I’hypersurface en question.

Pour opérer effectivement cette Jétermination, il suffit (%) de posséder
une intégrale compléte de 'équation des caracléristiques, c’est-d-dire
(2 une restriction prés, sur laquelle nous n’avons pas & insister ict (°)),
une intégrale dépendant de lrois conslantes arbitraires (dans le cas qui
nous intéresse, celui ou le nomhre des variables indépendantes est de
quatre).

Nous parlirons d’une mulliplicité caractéristique qui, non seulement
peut jouer le role d’intégrale compléte, mais est méme un peu plus géné-
rale, puisqu’elle contient guatre constantes, & savoir les coordonnées d’un
point quelconque (a,, b, ¢,, ¢) de I'espace E,. Soit

(40) Hz, 2, ... 20, P, P, ... Pn_y) =0

une équation aux dérivées parlielles du premier ordre quelconque défi-
nissant z, comme fonction de x|, ,, ..., T._4 et o0 Py, Py, ..., Pa_, dési.
gnent les ‘dérivées premitres de z,. Pour chaque systéme de valeurs
(=%, @3, ... 28) de @y, x,, ..., ou, cetle équation donne une relation entre

(1) Goumsar, Legons sur lUintégration des équations aux dérivées partielles du
premier ordre, no 75, p. 189-191,

(®) Goursar, loc. cit.

(°) Goursart, 18{d., n° 48, p. 96.
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P,, Py, .., Po_y. Pour n = 3, ces variables z,. z,, x,; peuvent &tre
regardées comme des coordonnées cartésiennes el la relalion obtenue
entre P, et P, représenle un cone auquel doit éire tangenle la surface cher-
chée. Nous pourrons, en nous servant de la géomeétrie & n dimensions,
conserver la méme interprélation géoméirique, quel que soit n, et-parler
du cone T représenté par l'équation (40) au point O qui a pour coor-
données o, «?, ..., 22. )

A chaque direction (de multiplicilés M,_,) tangente & ce cone, suivant
une cerlaine généralrice y, — c'est-a-dire, a chaque systéme de valeurs
de P, Py, ..., Pn_, salisfaisanl & I'équation pour les valeurs données des
« —, la théorie des équalions aux dérivées parti¢lles du premier ordre
apprend a faire correspondre uné caractéristiqﬁe ¢ de I’équation (40), ayant
pour langenle au point donné la génératrice Y. Toule inlégrale passant en
O et pour laquelle P, P,, ..., P,_, ont, en ce point, les valeurs consi-
dérées, contient nécessairement loute la caractérislique ¢.

L’intégrale que nous considérerons aveec M. Darboux (*), et qui a été
nommée par lui intégrale & point singulier, n’est autre que le lieu C des
différentes caractéristiques ¢ issues du point O et correspondant aux diverses
directions possibles de y. Elle admet évidemment O comme point conique,
le cone tangent étant I'. Elle est inscrite, le long d’une caracléristique ¢, &
chaque intégrale passant par O.

Dans le cas o 1'équalion (40) sera celle qui définit les caractéristiques
d’une équalion ou d'un systéme tels que ceux que nous avons éludiés dans
ce qui précéde, nous donnerons & cette hypersurface C ayant O pour point
conique, le nom de conoide caractéristique de sommet O, le cone T étant
dit le cone caracteristique de méme sommet,

304. — Si maintenant, & son tour, le systéme en question est celui qui
régit un mouvement, de sorle que les variables indépendantes soient
a, b, ¢, t. et qu’on donne la position S, d’une onde & l'instant #,, il suffira,
pour oblenir la multiplicité caractéristique §, (Ag. 19) qui coupe i = ¢,
suivant la surfaceS,, — c’est-a-dire la multiplicité qui figure la marche de
cette onde, — de prendre I'enveloppe des conoides caractéristiques ayant pour
sommels les différents points (a,, by, ¢y, £;) qui constiluent la surface S,
considérée & I'inslant ¢,. Cette enveloppe aura, en général, plusieurs nappes:

(1) Mémoire sur les solutions singuliéres des équations aux dérivées partielles du
premier ordre, n° 2, p. 3% (Mém. des savants dirangers, \. XXVII, 1880).
HaDAMARD 19
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mais, comme au n°-243, s’il y a compatibilité, la propagalion se fera
suivant une seule, parfaitement déterminée, d’entre elles.

Soit, = la surface (représentée sur la fig. 19 par une courbe), suivant
laquelle’la multiplicité ¢ — ¢’ (représentée sur la fig, 19 par un plan pa-
rallzle & ¢ = ¢,)est coupée par le conoide
/ / caractéristique de sommet {a,, b,, ¢y, ?,).

Y La construction que nous venons d’in-

j diquer pour $, se Lraduira, dans le lan-

gage de Ja géomélrie ordinaire, de la
maniére suivante : Etant doanée la

position S, d'une onde a Uinstant t,,
pour obtenir la position S de ceite
onde ¢ un instant wliérieur quelcon-
que V', il suffira de prendre Uenveloppe des surfaces T correspondant
auz différents points de 'S,

Lorsque la surface S, est infiniment petite et se réduit au point
unique (a,, by, ¢,;), la multiplicité §, n’est autre que le conoide caracléris-
tique lui-méme. La surface X est done celle sur laquelle serait distribuée,
a Vinstant ¢, une discont#nuité concentrée, pour t = ¢,, aux environs du
point (a,, b, ¢,).

Fig. 19

305. — Les ondes rencontrées dans les chapitres V et VI avaient
(n* 239, 271) leurs vitesses de propagation toujours réelles et nous
avons méme été conduits & admettre (n° 1) que ces vitesses élaient
toujours finies.

Comme on le voit immédiatemenl en se reportant d’abord au casdu
mouvement & deux dimensions, la corndition gue les vitesses soient réelles
quelle que soit la direction de I'onde, revient a celle-ci, que la multiplicité
¢t = t, n'est pas sécanle au cone caracléristique du sommet O, et la condi-
tion que ces vitesses soient toujours finies exprime qu’elle ne lui est pas
non plus tangente : qu’elle lui est, par conséquent, entiérement exté-
rieure.

Si cette condition est remplie, il est clair que la surface = ne s’éloigne
indéfiniment dans aucun sens. En particulier, la surface X correspondant
au cas oll S, se réduit au point O est toujours fermée.

306. — Inversement, soit donnée au temps ¢ >> ¢, une surface S',.

Supposons d’abord cetle surface réduite & un point O (fg. 20) et soit 5, la
surface de section du cdne caractéristique C de sommet O par la multipli-
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cité ¢ = ¢, Si la surface I, est fermée comme nous 'admettons (*), il
suffira, pour déterminer le mouvement en O & l'instant /, de connaitre, &
Vinslant ¢,, le mouvement, non de tous les points de U'espace, mais seule-
ment de ceux qui sont @ Uinteizur
de £, : nous savons, en effet, que si,
pour £ == ¢, deux inouvements coin-
cident a lintérieur de =, (tout en
pouvant étre distinets en dehors de
cettesurface), ils coincideront ensuite
daas toule la région inlérieure a la
mul{iplicité caraciérislique menée
par Z;, multiplicité qui n’est autre
que C.

Si mainlenanl §'; est une surface
fermée quelconque et non plus un point, ce que nous venons de dire
s'applique évidemment en remplacant l'inlérieur de X, par le domaine
que remplissent les diverses surfaces £, correspondant aux différents poinls
situés sur S8'; ou intérieurs a §',.

Fig. 20

307. — Lorsque les coefficienls a,,, a,y, ... (n° 27 8) des dérivées de
Y'ordre le plus élevé sont des constantes, de sorte que I’équation des carac-
téristiques ne contient pas explicilement les variables elles-miémes, les
cOnes caractéristiques correspondant aux différenls points de Vespace, sont
égaux entre eux.

De plus, le conoide caracléristique se réduit au céne caractéristique.
L’équation des caractéristiques est, en effet, vérifiée lorsqu’on donne aux

quantités que nous avons désignées par les lettres .P; .et qui sont

..dt dt dt . .
ld 7 520 Zor des valeurs constantes, ce qui donne pour ¢ une fonction

linéaire de a, b, c. Lesbicaractéristiques correspondantes sont évidemment -
des droites (*), qui ne sont autres que les génératrices du cdne T.

s

(1) Si le conolide caractéristique se campose de plusieurs nappes, de sorte que X,
se compose de plusieurs nappes fermées, il faut, ici, considérer la plus extérieure
de ces nappes, de sorte que G soit la nappe inclinde vers Uintérieur de la caracté-
ristique passant par X,.

(2) It est A peine nécessaire de rappeler qu'en géométrie & n dimensions, on ap-
pelle droite, une, multiplicité & une dimension le long de laquelle les n coordonnées
sont des fonctions linéaires les unes des autres.
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R - dt dt dt
Quant aux multiplicités caractérisliques sur lesquelles e’ 46 ac

réduisent aussi & des conslantes, elles donnent évidemment les ondes
planes, correspondant au cas ot la surface S, se réduil & un plan et ou,
par conséquent, il en est’de méme des surfaces &', correspondant & tout
instant ullérieur, moyennant ’bypothése, adoplée en ce moment, de la
constance des coefficients a,,.....

308. — Lorsque cette hypothése est vérifiée, on donne le nom de
surface des ondes & la surface £ qui correspond & ¢'~— ¢, = 1. Comme
le conoide caraclérislique esl ici I’enveloppe des ondes planes, la surface
des ondes peut &tre considérée comme 'enveloppe d’un plan §'; tel que sa
distance au plan paralléle S, menée par O soit égale a la vitesse de propa-
gation d’une discontinuilé qui aurait lieu suivant S,. ,

Lorsque, au contraire, les coefficients des dérivées de I'ordre le plus
élevé ne sont plus constants, on définit la surface des ondes relative & un
point déterminé quelconque O, en donnant parlout & ces coefficients les
valeurs qu'ils ont en O : ceci revient & substituer au conoide caractéristique
le cdne ' qui luiest tangent. La construction que nous venons d’indiquer
en dernier lieu reste d’ailleurs valable.

L’équation de la surface ainsi engendrée est formée dans tous les trailés
de physique pour le cas des milieux gazeux, celui des milieux élastiques
1sotropes et celui des vibrations lumineuses en milieu cristallisé. Dans les
deux premiers cas, cetlé surface se réduit 4 une sphére; dans le dernier
{qui n'est autre que celui des milieux élastiques satisfaisant aux hypo-
théses parliculiéres des n* 2'74-276), elle est du qualriéme degré (sur-
face des ondes de Fresnel).

309. — La définition que nous venons de donner de la surface des
ondes va nous permettre de constaler que les bicaractéristiques, telles que
nous lés avons introduites dans ce qui précéde, ne sont autre chose que les
rayons tels qu'on les considére en physique.

La direction d’un rayon est en effet, définie comme élant celle de la
droite qui joint le point O au point de contact de la surface des ondes rela-
tive & ce point avec l'onde considérée. Or, celle-ci est représeniée dans
notre espace & qualre dimensions, par la multiplicité 8§, (fig. 19), laquelle
est tangente au conoide caractéristique C suivant la bicaractéristique 00’.

Supposons, pour simplifier, les coefficients des dérivées d’ordre le plus
élevé constants : alors la surface £ (fig. 19) sera homothétique, par rap-
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port au point O, a la surface des ondes et la bicaractéristi jue 00, laquelle
sera alors une ligne droite, aura bien la direction du rayon, telle que nous
I’avons indiquée il y a un instant. -

Ce que nous venons de dire subsiste d’ailleurs lorsque les coefficients ne
sont plus constants; il faul seulement prendre pour ' un instant infini-
ment voisin de f,. L’identité des bicaracléristiques et des rayons est donc
établie,

310. — Les considérations précédentes ne permettent pas, sous leur
forme actuelle; de rendre compte de toules les propriétés physiques des
rayons (!). Elles montrent cependant, d’ores et déja, ces lignes comme
jouant un réle essentiel dans la propagation du mouvement. C'est ce que
mwet encore en évidence la proposilion suivante.

Soient donnés un premicr mouvement satisfaisant aux équations, et une
oade §, (fig. 19), se propageant dans ce mouvement : onde que nous con-
sidérerons encore comme déterminée par sa position S, & un certain ins—
tani ¢,. Soit ¢’ Pinstant ullérieur ou cette onde atteint un point déter-
miné O'. Le nouveaw mouvement en ce point dépendra exclusivement du
nouveau mouvement qu'a pris, & Uinstant iy, le point O (fig. 19) situé sur
la méme bicaractéristique que 0'.

C’est ce qui résulte, en effet, des calculs faits aux n® 293 et suivanls.
Ces derniers montrent que, connaissant la multiplicité §, et les éléments
de la disconlinuité au seul point 0, ces mémes éléments seront déterminés
en tous les points de la bicaraclérisligue issue de O.

Si, en particulier, la discontinuité n’existe a l'instant ¢, que sur une
petite portion de la surface d’onde, elle n’existera, & l'instant ¢, que sur
une petite portion de la surface §'y, a savoir, celle qui est délimitée par les
mémes bicaractéristiques que la premiére.

311, — Les résultats que nous venons d’annoncer subsistent dans I'un
et 'autre des deux cas lraités précédemment, savoir que le déterminant ait
ou non un mineur différent de 0. Mais, il ne faut pas 'oublier, nous avons
supposé, dans le second cas, que la caractéristique considérée partageait
avec toutes les caractéristiques infiniment voisines, la propriété d’annuler
tous les mineurs de H. Nos raisonnemenls seraicnt en défaut si les carac-
téristiques qui possédent cette propriété élaient particulieres, c’est-a-dire si,

() Voir, plus loin, nos 350-351.
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en un point quelconque, les génératrices du cone T correspondant a ces
caracléristiques dépendaient de moins de parameéires que les aulres. Dans
ce cas, rien ne pemet(rait plus d’affirmer ’existence des bicaractéristiques.
De telles caractéristiques singuliéres mériteraient sans doule d’étre étudices
au point de vue analytique; elles sont bien connues en optique : c’est &
elles que correspond le phénoméne de la réfraction conigue. Contrairement
a ce qui a lieu, en général, pour les caractéristiques multiples (*), elles ne
donnent pas lieu & des singularités des solutions (Voir plus loin, n° 327).

312. — La construction indiquée au n® 304, permet encore de déler-
miner 'onde dans des circonslances un peu plus compliquées que celles
dans lesquelles nous nous étions placés en cet endroit.

Considérons, par exemple, la renconire de deux ondes, c’est-a-dire le
cas ol deux surfaces de discontinuité 8,8’ primitivement lout & fait séparées
I'une de l'autre et se propageant dans un milieu gazeux que nous suppo-
serons, pour simplifier, indéfini viennent & se couper. Celte intersection
aura lieu suivant une courbe I évidemment variable avec ¢. En employaat
encore le langage de la géométrie a quatre dimensions et représentant les
surfaces d’onde par leurs po-
sitions S;, 8/, sur I'état ini-
tial, on peut dire que les
mulliplicilés §,, &', engen-
drées par les surfaces S, §',
lorsque ¢ varie, se coupent
suivant une multiplicité
deux fois étendue A, dont
les sections par £ = const.
sont les positions successives
de la courbe Z. Il est aisé de
se représenler, comme nous
I'avons fait précédemment,
le phénomeéne analogue dans
le cas ou 1l n’y a que deux
coordonnées z, y et ou les
multiplicités §,, §', sont des
Fig. 21 surfaces lracées dans un

espace a trois dimensions (fig. 21). A serail alors une courbe tracée dans
cet espace.

(1) Voir, par exemple, la note de la page 306).
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Pendant le temps ou S, ¥/, seront sécantes et suivant les posilions suce
eessives de la courbe [/, naitront évidemment deux nouvelles ondes, les-
quelles ne seront en quelque sorte que la continuation des deux premiéres.
1l est clair que tes nouvelles multiplicités caracléristiques 85, 8% (fig. 21)
qui représenteront la marche de ces ondes seront déterminées par la con-
dition de contenir la multiplicité A et qu’elles s'obtiendrant, par consé-
quent, comme enveloppes des conoides caractéristiques ayant pour sommets
les différents points de A, absolument comme nous I’avions expliqué lorsque
A correspondait & ¢ = const. et se réduisait & une surface S,.

Des considérations toutes semblables s’appliquent & la rencontre d’une
onde avec une paroi fixe ou mobile. Celte dernitre, par I'ensemble de ses
positions pour les différentes valeurs de t, formera une hypersurface,
laquelie coupera l'onde suivenl une mulliplicitt A de méme nature
que celle que nous avons tout & ’heure désignée par cette nolalion.
11 restera a faire passer par A une seconde caractéristique (onde réfléchie),
ce qui se fera par la méme construction que précédemment.

Dans ce cas comme dans le précédent, la multiplicité A est, par la ma-
niére méme dont elle est obtenue, extérieure au cdne caractéristique ayant
pour sommet l'un quelconque de ses points, de sorte que (comparer
n° 3035), les nouvelles ondes obtenues seront réelles.

313. — Le cas de la réfraction correspond, analytiquement parlant, &
celui ou I'espace E, serait divisé en deux régions ou les équations du pro-
bléme auraient des formes différentes. Une onde se propageant dans I'une
de ces deux régions reacontrerait alors leur frentiére commune suivant
une multiplicité A, par laquelie il resterait & faire passer une caracléris-
tique des équations relatives & la seconde région. Iei, toutefois, celte
nouvelle caractéristique (onde rélractée) peut éire imaginaire méme lorsque
la premiére est réelle.

Il est clair que la construction d’'Huyghens n’est qu'une application de
cette maniére d’opérer.

31 1. — Enfin, il arrive souvent qu'bne onde se rencontre elle-méne :
autrement dit, qu’une surface d’onde primitivement dépourvue de singu-
larités acquiére, au cours de sa propagatiop, des lignes doubles (*). Cetle

(1) C’est ainsi que les courbes paralléles 3 une courbe C, ont, en général, des
points doubles (méme si C en est dépourvue), lorsque 1a distance devient suffisamment
grande et est reportée vers la concavité de C.
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circonstance ne doit pas, bien enlendu, élre confondue avec le phénoméne
de Riemann et Hugoniot, étudié au chapilre 1V : elle ne trouble pas, en
général, la régularité du mouvement.

§ 2. — THEOREMES D’EXISTENCE

3135. — Nous avons, dans ce qui précede, conslaté que, sur une carac-
téristique, le calcnl des dérivées de chaque ordre conduit & une indétermi-
nation. Il ne résulte pas de la, qu’il existe une infinilé d'intégrales résol-
vant le probléme de Cauchy donné, ni méme qu'il en existe une seule.

Pour le cas d’'une équation du second ordre analytique & deux variables
indépendanles, ce fait a été établi par M. Goursat (!), comme conséquence
du théoréme suivant :

Etant données une équation aux dérivées partielles analytique & deyx
variables indépendantes, et, d'autre part, deux lignes concourantes
analytiques dont chacune soit tangente @ U'une des caractéristiques issues
de leur point de concours, Péquation admet une intégrale analytique (et
une seule) prenant respectivement sur les deux courbes données des
valeurs analytiques données.

De ce théoréme résulte aisément l'existence d’une infinilé d’intégrales
analytiques résolvant le probléeme de Cauchy pour une caractéristique.

$16. — Le théoréme de M. Goursat a été généralisé par Beudon, loc.
cit., a l'équation a un nombre queiconque de variubles trailée aux
n* 278 el suiv.

Nous allons démontrer le résultat de Bendon en adoptant des hypothescs
un peu plus générales. Deja, en effet, dansle cas de deux variables, il
n'est pas nécessaire que les deux lignes le long desquelles-z est donné
soient des caracteristiques. Il suffit, comme l'ont montré M Picard (?)
pour les équations liuéaires analyliques ou non, puis M. Goursat (?) en
supposant les équations analytiques, mais non nécessairement linéaires, que
cette propriété appartienne a une seule des lignes ¢n question. C'est un

(1) Lecons sur les équations aux deérivées partielles du second ordre, tome |
p. 184-193.

(%) in Danvsoux, Lecons sur la Theéorie generale des surfaces, tome IV, note 1.

() Equations aux dérivées partielles du second ordre, tome [, pages 303-308.
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probleme de celte espéce qui s’esl présenlé au n° 180 dans I’élude du
mouvemenl rectiligne d'un gaz.

Nous étendrons d’ane maniére analogue le théoréme de Beudon, en
considérant deux multiplicités & n — 1 dimensions non tangentes entre
elles et dont la premiére sera, en un point que nous prendrons pour ori-
gine des coordonnécs, langente & une caractéristique. Cette propriété sub-
sistera d’ailleurs (comparer n° 162), aprés un changement de variables
indépendanles, moyennanl lequel nous pourrons supposer que nos deux
hypersurfaces aient pour équations z, = 0, z,.., = 0.

Sur chacune d’elles, nous supposerons donnée la série des valeurs de z,
soit
2 =Y (2,, Ly, .ors Tu—y) pour 2, =0
2 =y (2 Ty ey Bney, Xn) pour z,_, = 0.

(41)
Bien entendu, ces valeurs devront coincider sur la multiplicité (a n — 2
dimensions) commune aux deux premiéres : nous pourrons éerire
(42) Y (Zp @iy T g0 0) = g (2,85, @n_,y, 0)=w (Z,,2;, ..., Tn _3)
L’équation aux dérivées partielles etant
g =0,
la condition que z, =0 soit tangent & une caracléristique s’exprimera
(n° 288), par la condition

5 _
OPnn

Par contre, nous supposerons I’équation résoluble par rapport & pan—.

La condition — — 0, revient & admettre que la mulliplicité M, _, définie
n 1 2
n-
par les équations x, = 2n._, = 0, n’est pas langente & une bicaractéris—

tique. Si le cas contraire se produisait, les valeurs données ¢, y devraient
vérifier une nouvelle condilion de possibilité. Nous avons vu, en effet, que
la dérivée de p, suivant une bicaractéristique peut se calculer en fonction
des z, zi, p; : il faudrait que la valeur ainsi obtenue & Porigine fat égale &
celle que l'on connait direclement puisque p, est donné (a savoir, ézal

. 0 EETITY . . .
a EX—) sur la multiplicité M,_,. On aurait de méme une autre condition
Udn

de possibilité en considérant la dérivée de pun, et ainsi de suibe pour chaque
ordre de dérivation.
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317. — Soit donc I'équation du second ordre, résolue par rapport
1 DPan-y:

(43) Pan-y = F (@, Ty, vio Zny 2, Py oevy Pry Pygs ++vs Pun)

et supposons que la fonction F soit analytique ‘et holomorphe par rapport
aux variables dont elle dépend ('), dans un domaine comprenantles valeurs

étant nulle en ce

que ces variables prennent & l'origine, la quantité ;,;F
nn

dernier point.

Nous allons démontrer que si les fonctions ¥ et y sont également ana-
lytiques et holomorphes autour de lorigine, le probléme posé admetira
une solution holomorphe, et une seule.

Nous pourrons, quand nous le voudrons, simplifier la question en rame-
nant ¢ et y & étre nuls. 11 suffira, a cet effet, d’introduire, au lieude z, la
nouvelle inconnue

F=z—Y—y+w

(o (z,» @3 +.., @n_,) étant définie par Péquation (42)). Nous pourrons
également, en retranchant de z le terme axn Za- 4, ol a est une constante
convenable (ce qui diminue pyn_, de cette constante) nous arranger pour
que F soit nul a Porigine. Dans ces conditions, la fonction F sera repré-
senlée par un développement convergent ordonné suivant les puissances
de z, des a:, des p; el des pix a U'exception de pan_,, développement qui
manquera de terme constant et de terme en pn» seul.

318. — Que cette transformation ait été effectuée ou non, les données
du probleme foat conpaitre les valeurs & P'origine de toutes les dérivées
de z.

Tout d’abord, lorsqu’il n’y a pas, a la fois au moins une différencialion
par rapport & @5, et au moins une diflérenciation par rapport & xn_ 4, ces
valeurs résultent de la diflérenciation des équalions de condition (41):
elles sont nulles si I'on prend ¢ =y = 0.

(') Le théoréme que nous avons en vue a été, comme nous l’avons dit, établi par
M. Picard, indépendamment de I’bypothase d'analyticité, pour-le cas de deux varia-
bles. Dans le cas ol n est plus grand que 2, l'extension aux données non analyti-
ques — on plutdt, la question de savoir comment cette extension est possible —
Présente des difficultés nouvelles, qui n'ont pas été surmontées jusqu’a présent.
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Convenons d’autre parl, de dire qu'une dérivée parlielle de z est anté-
rieure a une autre :

1° Si elle est d’un ordre total moindre ;

20 8i, étant du méme ordre, elle comprend moins de dérivations par rap-
port & &n ;

3° Si, étant du méme ordre et comprenant gutant de dérivations par
rapport & a,, elle comprend moins de dérivations par rapport a @n .

Soit maintenan! pun_.q;jk... (o les indices i, j, k... ont des valeurs
tout & fait quelconques entre 1 et n) une dérivée dans laquelle on a diffé-
rengié & la fois par rapport 8 xn et & @ ;. Nous calculerons la valeur de

. . . 2 2 »
vantité en appliquant opération — — —..... aux deux membres
celle quantité ppliq p oz, @ b b

de I'équation (43). Toutes les dérivées qui figureront au second membre
seront évidlemment antérieures a celle que nous cherchons, a la seule
exception de Pnnijk ...... Mais celte derniére s’éliminera a lorigine : car

elle a pour coefficient 8;—F , quantité dont la valeur initiale est nulle.
nn

Le second mer:bre de ’équation obtenue ne compreodra dés lors que
des quantités déja connues si nous avons pris soin, ce qui est évidemment
possible, de ne jamais passer au caleul d'une dérivée sans avoir effectué
celui des dérivées antérieures. '

Cette premiére conclusion est donc démontrée. 1l suit de 13 que si le
probléme admet une solution holomorphe, cette solution est unique.

De plus, nous remarquerons :

1° Que toules les équations résultant de la différenciation de (43) sont
ainsi ulilisées, de sorle que toutes ces équalions sont vérifiées & I'origine
par le systéme des valeurs des p,:... ainsi calculé;

2° Que ce calcul ne compoite que des additions et des multiplica-
tions.

En vertu de celte derniére remarque, nous pourrons appliquer la mé-
thode des fonctions majorantes. Nous remplacerons les développements
donnés de F, ¢, x par d’aulres respectivemenl majorants des premiers ; et,
si le probléme ainsi modifié a une solution holomorphe, nous pourrons en
conclure que les valeurs des p;jk..... correspondant au probléme donné
fournissent, elles aussi, un développement de Taylor convergent (lequel
satisfera nécessairement a I'équation proposée, d’aprés la premiére des deux
remarques qui viennent d’étre faites).

En ce qui concerne les fonctions ¢ et x données, nous pouvons les sup-
poser nulles, comme il a été expliqué tout & F'heure. Dans ces condilions,
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checune d’elles admettra pour majorante loute fonction représentée par un
développement & coefficients fous positifs.

Quant a la fonction F, puisqu’elle manque de terme constant et de
terme en pan, elle admettra, d’aprés une remarque bien connue, une majo-
ranle de la forme

M

n
!
Ty, + Ly e = n + 2 + Z pi-’rzpik

i=1

t— R

nn
—M (1 +22).
la somme X' se rapportant & toules les dérivées secondes & l'exceplion
de pnn_s.

Bendon, admettant que z,_, = 0 était une caractéristique, supprimait
encore, dans cetle expression le terme en p,_, ,.. 4 seul. En raison de la
présence de ce terme, nous devrons, ici, employer I'artifice indiqué par
M. Goursat, et qui consisle & remarquer que la fonction F est a fortior!

majorée si nous remplacons, au dénominaleur, z, par )\—",ou )des_lgne un

nombre positif quelconque plus petit que 1. Nous sommes ainsi conduits a

I'équation
M
Pnn-q = z, — 7
x,+....r,._,+-)\— +3+2‘Pi+2 Dix
(44) - R
- I_’nn
M (1 +5e)

et le théoréme sera démontré si nous obtenons, pour cette équalion, une
solution nulle & P'origine ainsi que ses dérivées premiéres et secondes, et
se réduisant, tant pour z, = 0 que pour z,_, = 0, a des fonctions dont
les développements soient a coefficients {ous positifs.

Nous chercherons une telle solution en prenant z fonction des deux
variables

(45) X=uxz, + @, + oo = Tnegy Y =2, @ :
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. T'équation (44) deviendra

2z 1 a2z
M
+ iz
1——[X+ 3y +z+(n—2) 0X+(1+l)bY +C X

+A 4+ (r—2 bx;,y"‘(i"‘)‘)sz

ou C est le coefficient numérique C = (7‘_1)2—(”—_2)

¥’z M., %
Le second membre comprend un terme en Y le terme o 3 ~yi- Nous

délerminerons A de maniére que ce lerme ait un coefficient plus pelit que
celui du premier membre, soit

(46) 3

. ¥’z
Nous pourrons alors faire passer leterme en N du second membre dans

le premier et I'équation oblenue sera de la forme

M) ’7 2z ¥z % %
(47) A (’ —r) i =R Y 5 5 i oy W)
ou F, est holomorphe par rapport aux variables dont il dépend autour des
valeurs nulles de ces variables, son développement étant & coefficients tous

- Nz
posilifs et manquant de {erme en NGO seul,

Le théoreme de Cauchy-Kowalewsky nous apprend que cette équation
admet une intégrale holomorphe nulle, ainsi que sa dérivée par rappart 2 Y,
pour Y == 0. Si 'on substitue pour X et Y leurs valeurs (45), on aura une
solution holomorphe de I'équation (44). Celle solution el, par conséquent,
les fonclions auxquelles elle se réduit pour 2, = 0, 2,_, = 0 ont d’ailleurs
comme le montre le calcul méme qui les donne & Paide de I'équation (47) (1),

() Poux effectuer ce calcnl, il est inutile de résoudre V'équation (47) par

rapport a gyxv grace a cetle circonstance que, av second membre, le coefficieat de

02y ..
IYE est nul A Vorigine.
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des développements & coefficients tous positifs, leurs valeurs initiales ainsi
que celles de leurs dérivées premiéres et secondes étant nulles. .
Donc, le théoréme est démontré,

319. — De la proposition précédenle, on déduit aisément celle que nous
avions en vue, & savoir Pexistence d’une infinité de solutions holomorphes
pour le probléme de Cauchy dans le cas d’une caractéristique. '

Supposons encore que la multiplicité caracléristique ait pour équalion
z, = 0. Nous pourrouns, en outre, sdpposer que les valeurs données de z
sur cette multiplicité soient nulles, ainsi que celles de p, et celles qu’on en .
déduit pour paa. Il est clair, en effet, qu'on raménera le cas contraire a
celui-la par un changement d’'inconnue de la forme :

(48} 2 = 3 + A + B, + Ca?,

(A, B, C élant des fonclions de x,, @y, ..., Z,_,). Dans ces conditions,
I'équation (43) devra &lre vérifiée, quels que soient x,, 25, ...) Zn—, pour
ax, et z nuls avee les p; et les py,..

Mais, de plus, [a multiplicité donnée doit élre une caractéristique, et non
plus seulement tangente & une caractéristique a I'origine, ¢’est-a-dire qu’on

doit avoir, dans les mémes conditions, d’une part bbF == 0, d’aulre part

nn
Véquation (16%) (n° 288), laquelle se réduit ici a X = 0.

Ceci revient & dire que tout terme du développement de F renferme en
facteur 'une au moins des quantités

zZ,pii=1,2, ..., n)
pa(Gb=1,2, ....,n—1)
P (K = 1,2, ..., n — 2)
Ty Tn Pans Phn-
Donnons-nous alors arbilrairementles fonctions holomorphes ¢, o, ..

de z,, @, ...., 2, , el considérons la solution holomorphe de I'équation
(43) qui, pour x, = 0 se réduit a 0 et, pour z,_, = 0, &

(49) 928 + @, Tk 4 ...

solution dont l'exislence vient d’étre établie. I est; aisé.de constaler que,
quelles que soient les fonclions g, o,, ..., celte golution répond & notre
probléme de Cauchy, c’est-a-dire que, oulre ses valeurs, celles de sa déri-
vée p, et de sa dérivée pnn sont nulles avee @,. ll suffil & cet effet (puis-
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qu'il s’agit de fonctions holomorphes) de s’assurer que, pour celte intégrale z,
toutes les dérivées contenant une ou deux dérivations par rapporta , sont
nulies a l'origine. Or c’est ce que I'on vérifie sans difficulté en reprenant,
dans les hypothéses actuelles, les caleuls du n°® précédent par lesquels on
obtient ces dérivées.

Le théoréme est donc démontré,

3194, — L’expression (49) représente la valeur la plus générale que
puisse prendre, sur la multiplicité x,-, = 0, uve fonction holomorphe 7
qui soit nulle, ainsi que ses deux premiéres dérivées par rapporl & a,
pour 2, =— Q.

Repassons maintenant des calculs tels que nous venons de les faire & ceux
qui leur correspondent lorsqu’on n’effectue pas Ja transformation (48).
Alors les valeurs, pour s = 0, de z et de ses dérivées des deux premiers
ordtes ne sont plus nulles, mais elles devront encore vérifier : 1° équation

(43); 20 la condition b—;—? qui exprime que z» = 0 est une caracléristique;
n

3¢ la condition {18Y'*), nécessaire pour 'existence des dérivées troisiémes. Et
inversement, ces conditions sont les seules que nous ayons postulées dans
le raisonnement du n® précédent.

Celui-ci montre, par conséquent, qu’une distribution (sur la multipli-
cité x, = 0) des valeurs de pa, Pnn satisfaisant aux trois conditions
en question (o U'on donne & z les valeurs (x,, @,, ..., xn _,)), tera celle
méme qui correspond & la solution du probléme traité aux n>* 316-
318, st elle coincide, en tout point de lintersection des deux multi-
plicités 2, = 0, ., = 0, avec celle qu'on déduit de la deuxiéme con-
dition (41).

Lorsque I'équation est linéaire par rapport aux py, on peut énoncer la
méme propridté pour une distribution de valeurs de p,, qui satisfuit au
méme systéme de condifions & Uexception de (16%%), celle-c étant rem-
placée par Uéquation (13) (n° 282). Car, en déterminant pn, par 'équa~
tion (16) jointe & la condition de coincider, sur I'intersection des deux

2
multiplicités, avec les valeurs correspondantes de :}X , on est ramené a
n
I'énoncé précédent.
320. — La proposition établie au n° 3§8 n’est pas seulement utils a

la démonstration du théoréme du n® 31 9. Elle est, en elle méme, suscep-
tible d’applications dynamiques. Lé probleme qu’ellc résout est, en parli-
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culier, celui auquel bn est conduit en étudiant, comme au n°* 312, le
phénomeéne de la rencontre des ondes.

Avant celte rencontre, le fluide est divisé en trois régions animées de
mouvemenls distincts : nous désignerons par 'indice 1 celui que propage
I'onde §,, par lindice 2 celui que propage 'onde §'y, par l'indice 3 le mou-
vement intermédiaire.

Supposons :

1° que ces mouvements soient lous trois dépourvus de rotation ;

2¢ qu’ils soient analyliques ainsi que les multiplicités 8,, $',- Il en sera
alors de méme pour la multiplicité A et aussi pour les ondes 8,", §," qui
prennent naissance, ainsi que nous I'avons vu, a la renconlre des premiéres
et se propagent respeclivement, & partir de A, dans les mouvements 1 et 2.

Cela posé, nous allons montrer I'existence d'un qualriéme mouvement
analytique, salisfaisant aux équalions de I’hydrodynamique et se raccor-
dant avec 1 el 2 suivant les caractéristiques 8,", 8," C’est précisément par
ces condilions qu’est déterminé le nouveau mouvement intermédiaire qui
prend naissance entre les deux ondes correspondantes.

11 suffira de calculer le polentiel des vilesses ® du mouvement cherché :

@ devra d’abord vérifier I'équation (23).

D'autre part, toutes ses dérivées premiéres devront étre, sur 8, et §,” les
mémes que celles qui correspondent aux mouvements { et 2 respective~
ment, puisjue (les discontinuités étant supposées du second ordre au
moins) vilesses et pressions restent continues.

Or nous savons qu’il existe une fonction holomorphe ® qui vérifie I'équa-
tion (28') et prend, sur §," les mémes valeurs que le potenliel des vilesses
du mouvement 1 ; sur §," les mémes valeurs que le potentiel des vilesses
du mouvement 2. ‘

Le palentiel des vitesses du nouveau mouvement intermédiaire étant
ainsi choisi, il y aura continuité (au passage de §," et de'8,”), non seule-
ment des valeurs de ce potentiel, mais aussi de celles de ses dérivées,
comme les conditions de notre probléeme I'exigent.

En effet, les dérivées en question, déduites du mouvement {, forment
sur la multiplicité §;’ une distribution caraciéristique. Comme, d’auntre
part, I'équation (R3') est linéaire par rapport aux dérivées secondes, la
conlinuité annoncée aura licu dans toute P'étendue de 8," (en vertu du
n°® 319 si elle existe en tous les points de A.

Or, en ces poinls, elle résulte de ce que les dérivées de ® peuvenLse cal-
culer & I'aide des valeurs de cette fonction sur &, pour le mouvement 1,
et sur 8" pour le mouvement cherché, valeurs que I'on peut considérer
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commes données par les mouvements 3 et 2 respectivement ; et que d’autre
part, il y a, nous le supposons, continuité des dérivées premiéres entre les
trois mouvements primitifs, (Comparer la note de la page 174).

Le mouvement déduit du potentiel des vitesses calculé comme nous
venons de le dire satisfera donc bien & toutes les conditions du probléme,

321. — Nous nous proposerons, maintenant, de généraliser la propo-
sition des n°®* 316-318 aux systémes a plusieurs inconnues. Soit donc
un lel systéme aux inconnues £, n, {. Considérons encore deux multiplicités
sécantes dont nous pourrons toujours prendre les équations sous la forme
€, =10, £,y =0, la premiére étant tangente & une caractéristique, qui
ne soit pas multiple (n° 284) la seconde quelconque sous la seule condi-
lion que leur intersection ne soit pas tangente & une bicaractéristique.

Nous supposons que le systéme donné est analylique et régulier et reste
tel aprés le changement de variables que nous avons opéré pour donner
aux équalions de nos deux multiplicités la forme précédente. Dans ces
conditions, si nous cherchons des valeurs de &, 7, { qui s’annulent & l'ori-
gine ainsi que leurs dérivées premiéres et secondes, nous devrons admettre
que les premiers membres des équations sont développables suivant les
puissances croissantes de ,, £, «vv, Zns & 0y &, Py Gy T3y Diky Girr Tiae De
plus, si les lermes en pun, gua, Tnn de ces développements sont

Apnn ~+ Ban ~+ Cran,
(50) Alpnn -+ B,’]nn =+ C'7any
A”pnn -+ B”an -+ C'ran,

et si 'on tient compte de ce qui a été dit au no 301, les coefficients
A, B, C, A, B, C, A7, B’, (' ne seront autres que les valeurs initiales des

quantités que nous avons désignées sous ce nom au n° 291. Le détermi-
nant H, égal, a l'origine, & *

ABC
AB U
AII BVI Cll

devra étre nul, puisque , = 0 est tangente 4 une caractéristique : autre-
ment dit, nous pourrons former une combinaison linéaire de nos trois
équations telle que les termes de la forme (50) y disparaissent entiére-
ment : combinaison qui pourra remplacer I'une des équations données, la
troisiéme par exemple.

Hapamarp 20
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‘Admettons donc que l'on a A’ = B’ = C" = 0. Les dérivées oH se ré-

oP;
duisent a
oH ABC
(51) Wi = AR C
ai b ¢

en désignant par a;, b;, ¢;, les coeificients de pin, in, 7in dans la troisidme
équation. 1l résulte de la :

19 Que les déterminants-(51) ne sont pas tous nuls, puisque nolre carac-
Léristique est simple (*) ;

2° Qu'en particulier, celui qui correspond & { = n — 1 est différent de
zéro, puisque l'intersection de nos deux multiplicités n’est pas tangente &
une bicaractéristique, :

322. — Nous pourrons, dans ces conditions, opérer un changement
d’inconnues tel que deux d’entre elles soient remplacées par les quantités

3 §,= At + Bn + CZ

(52) n, = A% + B'n -+ C¢

ou, plus généralement, par les quantités

K cg,
(53) 3 ’E -+ ?B/n + /t
Mt + By 4 €T,
ol b, B, C, &, #, C' sont des fonctions holomorphes quelconques se
réduisant, a Porigine, 3 A, B, C, A, B/, C'.
Quant a la troisiéme inconnue, ce sera une fonclion quelconque

=Yy 8 2. @y ey @)

(') $'il n’en était pas ainsi, 148 résultats auzquels on arriverait seraient de nature
fort différente, comme le montre immédiatement 1’exemple du systéme

028 [}
b—xt-;‘z = 071- '\P (xh L2y sery Xny Ev 1\, C, Do Qi 7'-) + M,
0%

I
m = T_‘: G (24, 23, o0y Zny £, 6 Di Qi r) + N,

02 .
O-x,‘% = B (X, X2y eees By & Ny & Pir Gy Piy Piky @shs i)

(ot M et N sont des fonctions données des ) : systéme qui est impossible si 1’6n

M _ oN

a pas = — .
P 0 p—q d%n
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telle que I'on ait & 'origine,

ABGC
D¢y, 8) A'B
54 D (G0 n0r &) 0.
(54) D {0 op o o =
oF om %
Comme on a
5251__A B G 2%, — A B, Cyr
by Pan—=Bgna +Lry,, o Prrn—+ Bgun + Uran,
(65) ¢ " X "
%, _ ol o o
oxwd .ot Pnn ~+ an Inn + Y4 Tan ~+ oo

I'égalité (54) exprime que la troisiéme des dérivées (55) ne s’exprime pas
a l'aide des deux premiéres et, par conséquent, que les équations données
n’en fournissenl pas I'expression & l'aide de dérivées contenant moins de
deux différentiations par rapport & z,.

323. — Supposons ce changement d'inconnues déja effectné, Alors les
coefficients A, B’, seront égaux & un, pendant que B, A’, G, C' seront nuls :
par conséquent, le déterminant fonclionnel des premiers membres de nos

équalions par rapport & pan, qnn, "an—, sera initialement égal &

oH
) S
c¢’est-a-dire différent de zéro. On pourra donc résoudre ces équations par
rapport & Pan, gun, Tun- 4 et les écrire sous la forme

Dnn =F (wi, E, N C, Dis Qir Tiy Piky Qiks rik)
(56) gnn =@ (xiv E’ n, &, Dis @iy Ty Pik, Qiky rik)
Pan-g =W (xb 5: v, &, pi Qiy Tiy Piks Gik,y 1’,’];)

ot les seconds membres ne contiennent pas pan, gun, Prn—1, €t ot 'on a,
a lorigine,

oF od W
57)

=22 3y,

Mnn  Mnan  an

Nous allons montrer que, pour déterminer une solution d’un tel syléme,
ou peut se donner :

1° Pour les inconnues £ et x, les conditions de Cauchy, & savoir, les
valeurs de ces quantités et de leurs dérivées premiéres pour 2, = 0;

2° Pour l'inconnue &, au contraire, les conditions analogues a celles du
n° 316, a savoir, les valeurs de cette inconnue elle-méme sur z, == 0 et
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sur @&n —y = 0 (valeurs qui devront concorder, bien entendu, lorsque s et
Zy_ 4 seront nuls a la fois).

Ces différentes données seront encore supposées analytiques.

Elles nous feront évidemment connaitre a P'origine, parmi les dérivées
de g, toutes celles ou il n’y a pas différenciation a la fois par rapport
& x et par rapport & z,_, et, parmi les dérivées de £, n, toutes celles ot il
y aura, au plus, une différenciation par rapport a x;.

Pour calculer les dérivées restantes, nous les classerons encore par ordre
d’antériorité. La définition adoptée pour les dérivées antérieures les unes
aux autres sera la méme que précédemment (n° 318) avec cette conven-
tien additionnelle que, de deux dérivées du méme ordre comprenant le
méme nombre de différentiations par rapporl & x, et par rapport & x,_,,
une dérivée de £ ou de n sera considérée comme anférieure & une dérivée
de C.

Le calcul se fera alors zans difficulié par une méthode toute semblable &
celle du n° 318. 11 utilisera toutes les relations qui résulteat de la diffé-
rentiation des équalions données.

Pour démontrer la convergence des dévelopffements ainsi obtenus, on

- »
supposera encore que toules les données initiales (valeurs de§, de =, de 072
n
et de ;Tn pour z, = 0, valeurs de { pour x, = 0 et pour @,_, == 0) soient
n

nulles : résullat qu'on peut toujours obienir par un changement d'in-
connues.

Comme, i¢i encore, les opérations qui ont servi & oblenir les dérivées
successives 4 I'origine se composent exclusivement d’additions et de mul-
tiplicalions, nous pourrons remplacer les différentes données du probléme
par des majorantes. Aux données iniliales nulles nous pourrons en subs-
tituer d’autres représentées par des développements A coefficients positils
choisis entiérement & nolre volonté, ceux des termes constanls ainsi que
des termes du premier et du second ordre étant toutefois nuls.

Quant 4 F, ¢. ¥, leurs majoranles seront de la forme

M
" —;[Exi+§+n+ L+ 2(p.+ Qi+"‘i)+2"(pik+q;—|—r,—k)]
—M (1 n %)

(la somme désignée par le signe £’ se rapportant & toutes les dérivées

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LA THEORIE GENERALE DES CARACTERISTIQUES 309

secondes & l'exception de pan, gun, *aa—,;) ou, en remplacant encore x,
b

Tn
par ==,

M
+

n—1i
i_;{l: A\d @i+ v+ E’*‘*‘"’c"‘ (p +9i-+1m) +E,(Pik+qik+1'.‘ic)]

t=1
rnn
—M ( L+"g >
Si nous cherchons des solutions dépendant des deux guanlités

X=o,4+2,+.. +an_y, Y=122,_1 4+ 2,

ces solutions seront déterminées par les équations

% __otm 3 ¢
2Y? T o3 T TaYs

—_ M
X+Y+E+n+§+(n-—‘))°(‘ ol
1 W+ (=1 (n=—2)2¢+n+Y
I —g + (1 2Y + 2 oX?

+n=2)(4+) TE A ey (SEA ) 0n )},

—M ( ﬁl b\{c2)

— — 2
lesquelles seromnt vérifiées (en posant encore C = Q—Lz("———)) par

E=7l=')‘Co

Xolt 1 o’c
M
+ Y ) of 134
L [X+7+(27\+1) [c+ (n—2) -+ Ny
— K

40 S (2 (1N o | +((D+3) 1) Y,]

Or, dans cetie derniére équation, si ) satisfait & l'inégalité

x(_zv\_|_:~;)<1{-‘i
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o2 . .
le terme en ﬁ% aura un coelficient moindre dans le second membre que
dans le premier, ol nous pourrons le faire entiérement passer.
Dés lors, le raisonnement devient absolument identique & ce qu'il était
dans le cas d’une seule équation et U'existence d'une solution holomorphe
a coefficients positils est établie.

B824. — On déduira de la I'existence d’vne infinilé de solutions pour
le probléme de Cauchy, lorsque la muliiplicité x, = 0 est une
caractéristique. Pour tenir comple de ce que cette circonstance a lieu en
tous les points de la mulliplicité en question et non plus a l'origine, il
faudra exprimer qu’il existe en chacun d’eux une combinaison linéaire
des trois équations données dans laquelle les dérivées par rapport a
Pnny @nns Tnn s’éliminent. Si (les équations étant toujours & premiers mem-
bres holomorphes), nous supposons pour fixer les idées le mineur o dif-
férent de 0, cette combinaison lintaire pourra étre substituée  la troisiéma
équation donnée.

Une transformation tout analogue sera alors faite sur les inconnues :
dans les deux premiéres équations, les dérivées par rapport d pnn, Qun, Tan,
considérées en un point queleconque de notre multiplicité seront des fonc-
tions holomorphes de z,, «,, ._;. En désignant par A, B, €, &, &', ¢
ces dérivées, nous pourrons prendre pour deux de nos nouvelles inconnues
les combinaisons (53).

Nous.aurons ainsi réduit nos équations a la forme (56), les condi-
tions (5%7) élant vérifiées, cetie fois, en toufpoint de la mulliplicité 2, =0.
D’autre part, nous pouvons admeltre, moyennant une triple transforma-
tion analogue & (48), que les données initiales £, v, §, pn, gn, ra, sur
celte multiplité soient nulles, ainsi que les valeurs qu’on en déduit pour
Prns guny nn. Ces valeurs nulles devront donc vérifier les conditions (58),

\
57) et aussi la condition (32'), soit ici g\;p = 0 : autremenl dit, chaque
oLy

terme de F ou de ¢ devra contenir en facleur une des quantités

E; nE¢, Diy qiy Ti (i=14, 2, .., n)
(58) o i=1,2,..n . N\
) Dik, Qiky Tik </c —1.2, . n—1 (rnn -1 excepté) ),
xn’
(59) 3 7o
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chaque terme de ¥, une des quantités (58) ou :
(60) Xiny TnTrn, Thae

Il résulte aisément de la que si 'on prend comme données initiales :

lesara, =0: 5, m, §, Pny qn nuls;

2 sura, ., = 0:{ égal a I'expression (49) (n° 319),

les quantités 7, Pan, gnn, Tnn seront identiquement nulles avec z,, quels
que soient oy, ¢, .... On Je prouvera, comme précédemment, en suivant
I'ordre méme du caleul par lequel nous avons oblenu les dérivées succes-
sives,

324iis, — U est clair qu'on peul lirer de 1a des conséquences toutes
semblables & celles qui ont fait 'objel du n° 3 19%*. Si nous nous placons,
pour simplifier, dans le cas ou les équations sont linéaires par rapport aux
dérivées secondes, nous pouvons dire que lorsqu’une distribution de valeurs
de », sur la multiplicité x, = 0 (combinde avec une séri¢ donnée de va-
leurs de §, n, 5, pn, ¢n) rend celte multiplilé caractéristique, et satisfail
a Uéquation (80) (n° 29%) (condition d’exislence des dérivées secondes)
celte distribution sera précisément ¢elle qu'on obtiendira er résolvant le
probléme du n° 323, si la coincidence a liew sur U'intersection des deux
mulliplicités xy = 0, @5 —, = 0.

325. — Comme le théoréme du n® 316-318, celui que nous venons
de démontrer anx n® 32 1-323 est susceptible d’une interprétation hydro-
dynamique simple.

Nous avons vu plus haut comment, élant donnés le mouvement mltml
d’un gaz et le mouvemnnt de la paroi, on pouvait obtenir 1'accélération
initiale des points voisins de cetle paroi. Le nouveau mouvement ainsi
créé se propage, d’ailleurs, par une onde dont I'équation aux dérivées par-
tielles (23) (ou, ce qui revient au méme, I'équation (4) du n° 240),
permet de {rouver la position & chaque instant, une fois supposé connu le
mouvement du fluide au dela de cette onde (lequel fournil la valeur de p).

Supposons ce dernier mouvement analytique ainsi que le mouvement
donné de la paroi. 1l en sera alors de méme pour le mouvement de la
surface @’onde S. Le mouvement qui prendra naissance entre cette surface
et la paroi devra étre tel :

{° qu’il y ait constamment coniact entre le fluide et la paroi, ¢ est-a-dnre
que pour

(81) Y (a, b, ¢) =0
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(équation de la surface dans I’¢(at initial) on ait
Y(z, y, 5 t)=0.

2° qu'il y ait raccordement, le long de I'onde, entre le nouveau mouve-
ment et le mouvement primitif,

Prenons un nouveau systéme de variables indépendantes tel que z, et x,
s’annulent, I'une, pour Y, (a, b, ¢c) = 0, ['autre, le long de I'onde.

Opérons, d'autre part, un changement d’inconnues tel que la derniére
d’entre elles soit remplacée par la fonction ¢ (@, ¥, z, t). Donnons-nous
alors :

Pour #, = 0, la condition que cetle inconnue soit nulle;

Pour x, = 0, la condition que toutes les inconnues aient les mémes
valeurs que dans le mouvement primitif ainsi que les dérivées premiéres de
deux d’entre elles, celles qui ne se réduisent pas & 0 avec x,. $'il en est
ainsi, la coincidence s’établira d'elle méme pour les dérivées de la troisiéme
inconnue d’aprés un raisonnement totit semblable a celui qui a été fait plus
haut (n° 320), de sorle que la discontinuité sera bien du second ordre, la
seule condilion pour cela étant que cette coinéidence exisle aux points qui
salisfont & la fois & , = 0 et & , = 0, c’est-a-dire que la vilesse nor-
male de la paroi soit initialement égale a celle des molécules voisines du
fluide. (Il suffira d'appliquer la proposition énoncée au n® 324bis),

Le probléme ainsi posé rentre daps la calégorie traitée au n° 323. 11
resle seulement & s'assurer :

1° que l'intersection des deux multiplicités (z; = 0, xr, = 0) n’est pas
langente & une bicaractérislique. — Ceci est évident, puisque cetle inter-
section correspond a ¢ — const., alors que ¢ varie sur les rayons définis
par les équations du n° 296.

2° que, siA, B, C, A", B, ¢ ont la gignificalion indiquée aun® 321, on
a I'inégalité (54). Ceci revient & dire qu'on ne peul pas former, avec les
équations du probléme, une combinaison faisanl connaitre la dérivée
seconde de ¢ par rapport & a, : ou, ce qui revient au méme, ’expression

otz ab By | oy Pla
de o T ooy 82 T oz otf

Mais, dans le cas contraire, la discontinuité compalible avec ces équa-
tions serait forcément langenlielle et nous savons qu’il n’en est pas ainsi.

Le probléme d’analyse auquel nous avons été conduits est donc hien
celui qui a éié résolu tout & I'heure. La solution ainsi obtenue satisfera
d’ailleurs initialement au principe d’impénétrabilité (c’est-a-dire que a, b, ¢
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pourront étre exprimés en fonction de z, y, 2, ¢) lorsque la vitesse normale
de la paroi sera inférieure & la vitesse du son,

326. — Par contre, le probléme de la rencantre des ondes, traité au
n° 320 dans 'hypolhése d’un potentiel de vilesse, n’est pas, en général,
immédialement résolu par des considérations semblables aux précédentes.

Soient, en effet, deux mouvemenls 1 et 2 (fig. 21) donnés, et soit &
chercher un mouvement 4 se propageant dans les deux premiers suivant
lesondes §," et 8," (£g. 21) qui se coupent suivant la multiplicité A.

Nous pourrons, en vertu de ce qui précéde, aprés avoir effectué un chan-
gement d’inconnues convenable ayant pour effet de substituer & z, y, z de
nouvelles inconnues &, 7, ¢, déterminer cellés—ci par les équatior s internes
du mouvement et par les condilions suivantes :

10 sur §,", A devront prendre les mémes valeurs que dans le mouvement1 ;

20 sur la méme multiplicilé, les dérivées premiéres de § et de n auront
également les valeurs qui résultent du mouvement { ;

32 sur 8,7, { prendra les mémes valeurs que dans le mouvement 2.

De ces conditions résultera, comme précédemment, la continuité des
dérivées de { au passage de §,".

Mais il resterait a établir la continuité de £, n et de toutes les dérivées
premitres au passage de 8" ; et cetle continuité ne résulte nullement de 3°.
Elle entraine, en effet, cinq conditions & vérifier en chaque point de 8, et
'unique équation différentielle dont nous connaissions I'existence sur celle
multiplicité (I'équation 30) entraine simplement cette conséquence que ces
cinq conditions se réduisent & quatre.

Si l'on développe par la formule de Taylor, suivant les puissances crois-
santes de ¢ — ¢, (en désignant par {; la valeur de ¢ qui correspond au point
considéré de A) les premiers membres de ces quatre condilions et que I'an
égale & 0 les coefficients successifs, on aura une série de conditions de com-
patibilité de tous les ordres qui devront étre vérifiées en chaque point de
rencontre des deux ondes : faute de quoi les nouvelles discontinuilés
seraient nécessairement en nombre supérieur & deux. Si, par exemple, il
s’agit du probléme de I'Hydrodynamique, aux deux ondes §," et §,” sa
joindrait une discontinuité stationnaire ayant lieu suivanl la surface de
rencontre, c'est-a-dire suivant la projection de A sur un plan ¢ = const.

Seulement on doit tenir comple de ce fait que dans les conditions ou
nous nous sommes placés au n° 312, les discontinuités qui existent enlre
les mouvements 1 et 2 ne sont pas quelconques. On suppose en effet,
qu’avanl la production du phénoméne qui nous occupe, il n’exislait que
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“deuxondes §,et §, et, entre elles, un mouvement unique, le mouvement 3.
Ceci revient & dire que P'on a des conditions de compatibilité analogues a
celles qu’il s’agit de vérifier, mais relatives aux multiplicités §, et §'. Il
reslerait & chercher si. l'on peut en déduire les mémes conditions pour
8," el 8,”. Cest d’ailleurs ce qu’on constale en général sans difficulté pour
les conditions du second ordre.

Cest d’aulre part, ce qui a lieu certainement pour les dérivées (d’un
ordre quelconque) par rapport a ¢ seul, en vertu du théoréme auquel nous
avons fait I'alfusion au n° 249 et sur lequel nous revenons dans la nofe
& la fin de 'ouvrage.

327. — Nous venons de considérer le cas d’une caractéristique annu-
lant le déterminant H sans annuler ses mineurs. Les résultats analogues
relatifs & I'hypothése contraire (celle du nc 299) apparaiscent d’eux-
mémes. Il est clair que, moyennant un changement d’inconnues, on pourra
considérer les équations données comme résolues par rapporta pan, qnn — ¢
Tnn — 1, les expressions ainsi obtenues pour ces quantilés élant telles que
leurs dérivées par rapport & gnn, ru» soient nulles & Porigine.

Dans ces condilions, on pourra se donner les valeurs des trois inconnues
et de . pour z, = 0 et celles des deux premiéres inconnues pour @n _ ,=0.
La solulion du probléme ainsi posé s’étudiera par des procédés tout sem-
blables & ceux du n° 323.

1l est & observer que ce résullat est indépendant de 'hypothése faite au
no 299 sur les caractéristiques voisines de celles que VYon considére (V).
Elle suppose, toulefois, bien entendu, des conditions d’inégalité analogues’
& celles du n° 322, mais qui n’auront plus la méme signification géomé-
trique, les bicaractéristiques pouvant n’¢lre plus définies.

§ 3. — CAS DES EQUATIONS LINEAIRES

328. — Parmi les systémes d'équations appartenant & la calégorie que
nous venons de considérer, il y a lieu d’envisager en particulier le cas des
équalions linéaires. C'est & elles qu’on est ramené toutes les fois qu’au lieu

(1) L’é¢vanouissement simultanée des mineurs de H peut méme n’avoir lieu qu'en
un seul point de celle-ci, I'origine des coordonnées.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LA THEORIE GENERALE DES CARACTERISTIQUES 345

d’étudier les mouvements les plus généraux des corps, on se borne aux
mouvements infiniment petits.

C’est, par exemple ainsi qu’on est amené a la plus simple (aprés 1'équation
de Laplace) et la plus importante de ces équations, savoir :
1ot
at ol

(62) = A%,

ou a est un nombre donné lequel représentera, en vertu des formules éla-
blies dans ce qui précede la vitesse de propagation d’une onde dans un

mouvement régi par cette équation, C'est a celle-ci <avec at =(-‘%) )
. vip=po

que se réduit 'équation (28') du n°® 290 (4quation du mouvement d’un gaz
lorsque ce mouvement dépend d’un potentiel des vilesses), si 'on suppose
le mouvement infiniment peu différent du repos, c'est-a-dire les dérivées
de @ inliniment petiles, de maniére gu’on puisse négliger les termes du
second ordre en ces quantités.

329. — D’une maniére générale, on apercoit immédiatement une sim-
plification notable apportée dans la détermination des caractéristiques par
I'hypothése que I’équation est linéaire.

Les coefficients a;, sont alors, en effet, des fonctions des seules variables
indépendantes x,, #,, ... Z, el ne contiennent plus, contrairement a ce qui
arrive dans le cas général, ni la fonction inconnue, ni ses dérivées premiéres,
Il en résulte (n° 283) que les caractérisliques peuvent étre définies, abstrac-
tion faite de toute solution déterminée de I'équation. En particulier, a
chaque point (2, x,, ... 2,) correspond un conoide caractéristique parfaite-
ment déterminé dés que l'on a écrit I'équation.

Il est clair que, chaque fois qu’on résoudra relativement & celle-ci un
des problémes aux limites qui se posent en mécanique, la formule de réso-
lution devra faire inlervenir le conoide caractéristique lorsque celui-ci sera
réel, Nous avons vu, en effet, (n° 306) qu’il suffit de s’¢ire donné les élé-
ments qui déterminent cette solution a 'intérieur du conoide caractéristique
ayant pour sommet un point déterminé O (Aig. 20) pour la connaitre en O,

330. — Lorsque le milieu considéré est illimité et qu’on donne dans
tout I’espace, les positions et les vilesses des molécules a un instant déter-
miné ¢, la délermination du mouvement ullérieur conduit au probléme de
Cauchy dont nous nous sommes occupés dans ce qui précéde. La résolution
de ce probleme a pu étre effectuée dans un assez grand nombre de cas.
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Notre inltenlion n'est pas d’exposer en détail ces solutions () : nous nous
contenterons d’indiquer le principe commun sur lequel elles reposent, et
qui n’est autre que la généralisation de la méthode de Riemann, telle que
nous 'dvons rappelée au n° 171.

11 est tout d’abord aisé d’écrire dans le cas général, la formule qui corres-
pond & la relation (35) du n° 171 pour I'équation a deux variables &
caractéristiques réelles (oua la formule analogue de la théorie du potentiel).
8i
(63) F(z) = Z Qg Pix + 2 aipi + lzg =0

i1k <
est ’équation linéaire donnée, les ay, les a; et ! étant les fonctions données

de @y, x, ..., @, une série d’intégrations par parties évidentes permettra
d’écrire

aM, oM, oM
F(s) — il SRR vl
(64) uF(s) — 2G(w) = z, o
en posant
D
(85) M=u Z A Pr — & Z}:‘ =, (aixw) + ai uz,

©6)  G= mewku) IEACOREE

L’équation G (v) = 0 sera encore dite I'adjointe de la proposée.

1t est, d'ailleurs clair que le résulltat précédent n’est nullement particulier
au cas d’une équation du second ordre et qu'on peut 'obtenir quelque soit
I'ordre de I'équation proposée.

Il s’étend d'ailleurs tout aussi aisément a un systéme d’'un nombre quel-
conque p d’équations & un nombre égal d’inconnues, en introduisant, dans
le systéme adjoint, p nouvelles fonctions u,, u,, ... u, par lesquelles on

(1) Voir surtout PoissoN, Mémoire sur Uintégration de- quelgues équations aux
différences partielles et particuliérement de Uéquation génerale-du mouvement des
fuides clastiques (lu a I'Ac. des Sc. le 19 juillet 1819) ; Kircanorr, mécanique, 23
lecon, p. 314; Zur Theorie der Lichtstrahlen, Sitzungsberichte der K, Ak. der
Wisgs. ; 1882, p. 641 et suiv, (trad. par Duneyd, Ann. Ec. Norm. supéneure. 1886) et
Optik ; VoLreara, Att. Lincei, 1892 et Acta Math; Teoone, Att. Lincei, 1896 ;
Le Roux, Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XII et journ. de Mathém. 1898-1900 ; d’Ap=E-
aar, Bull. Soc. Math. Fr. 1901 et C. R. Ac. Sc. $902; Courox, Soc, Sc. Phys. et Nat. de
Bordeaux, passim et thése sur l'intégration des équations aux dérivées partielles
par la méthode des caractéristiques, Paris, Hermann (1902).
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multipliera respectivement les premiers membres des équations données.

Nous nous bornerons toulefois au cas d’une seule équation du second
ordre. Nous nous placerons méme souvent pour la commodité du langage,
dans le cas d’une équation 3 trois variables indépendantes, mais les raison-
nements seront sauf indication conlraire applicables, quel que soit le
nombre de ces variables,

331. — Pour résoudre le probléme de Cauchy relatif & notre équation,
P'inconnue et ses dérivées étant données sur une certaine multiplicité, nous
devrons supposer, conformément & ce qui précéde, que cette multiplicité
n’est pas tangente & une caractéristique.

En général (!), lorsque le probléme de Cauchy se pose en physique
mathémalique, une condition plus précise est vérifiée, celle méme que nous
avons déja rencontrée au n° 3035. Nous placant toujours dans le cas de
trois variables le plan tangent 4 la mulliplicité en question est extériewr
au cone caracléristique‘: un plan paralléle a celui-la coupe toujours ce.cone
suivant une courbe fermée.

Un fait tout analogue a lieu pour les équations a plus de trois variables
indépendanies. Par exemple dans la plus importante de celles-ci I'équa-
tion & qualre variables (62), la forme quadralique qui, égalée a 0, fournit
Péquation du cone caractéristique est une somme de carrés, tous de méme
signe, & 'exception d’un seul, lequel porte sur le paramelre =, correspon-
dant & la variable ¢. Or, le probléeme de Cauchy se pose précisément alors
relativement & la multiplicité ¢ = 0 : celle-ci est coupée par le cdne carac-
téristique ou, plus généralement, par le conoide caractéristique, ayant
pour sommet un point extérieur gquelcongque suttant vne multiplicité
[ermée (savoir, en 'espéce, suivant une sphére).

Les données relatives aux points intérieurs a cette multiplicilé fermée
sont, nous le savons, les seules qui interyiennent dans la détermination de
la valeur de I'intégrale au sommet du conoide.

33%2. —Considérons donc (dans le cas de trois variables) une surface S
située comme nous venons de Pexpliquer par rapport aux conoides carac-
téristiques et le long de laquelle nous nous donnerons les valeurs de l'in-
connue et de ses dérivées premiéres.

Soit S; une autre surface délimitant avec la premiére une portion & de

(1) Comparer plus loin, n® 340.
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Pespace. Si, dans celle-ci, la fonction u, solution de I’équation adjointe, est
réguliére, nous pourrons, en multipliant par I'élément de volume et inté-
grant dans G, écrire, d’'apreés le théoréme de Green (%)

fff uF (3) day d,y dx,

(67) =f/ M, dx; dz; + M, dz, de, 4~ M, dx, da,
(x, w) D(x,,2,) Dax,, z,)
= [ J =B onbs - whai oo

(ou I'intégrale double est étendue successivement 4 S et 4 S, et ot A, },
désignent des coordonnées curvilignes prises sur ces surfaces); ou, si l'on
veul,

(68) // f uF (z) dooy dw,y dovy = /f ZM,- cos (N, ) |dS

ou dS désigne successivement V’élément superficiel de S et celui de 8, et
N, la normale correspondante dirigée extérieurement ¢ . Rien d'essentiel
“he sera changé & ce qui précéde si le nombre  des veriables indépendantes
est supérieur 4 trois. La seule difficulté qui se présentera sera I'introduc-
tion de la géométrie a » dimensions. Au ligu des surfaces S el S, on aura a
considérer des multiplicités n — {4 fois étendues ou Aypersurfaces: la’
formule (67) deviendra

/./,.../ur«‘(z)dm, iy -ovve datn
=\/‘~/‘.“/<E~Mm>d1‘ X, ... dhn_y

(o le premier membre est une intégrale nx»! et le second une intégrale

(67

(1) Voir Picarp, Traité d’Analyse, 2¢ édition, t. I, 1%e partie : chap. 1v n° 15 et 16
et chap. v, n° 8.~
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n — 4“%), Dans celte formule les quantités =; sont, au signe pres, les
déterminants fonctionnels de n — 4 quelconques des ; par rapport aux
n — 1 coordonnés curvilignes X, },, ... Ao, choisies sur la multiplicité S
(ou S,) : autrement dit, si par chaque point de celle-ci on méne une ligne
dont s désigne I’arc, les quaatités =; sont définies par la condition que P'on
ait, quelle que soit celte ligne

L D(x,.aca, e Tn)
o8 D(Ru ¥ R"—us)

[ (¥
(69) ﬂ‘%-{— 2-&--..-l—'rt,.

Ces quantités peuvent étre considérées comme celles que nous avons dési-
gnées sous ce nom au n® 287. Eiles sont proportionnelles aux cosinus
directeurs de la normale 4 dS, ou aux dérivées parlielles du premier
membre {z,, ... &,, @x) de I'équation de la multiplicité.

Si la normale N est dirigée intérieurement au domaine G, ou si la fone-
tion I est positive & Pextérieur de ce domaine et négative & I'inlérieur, le
signe a prendre dans Péquation (67) ou dans 'équation (89) est lel que les
m; solent égaux aux cosinus directeurs ou aux dérivées partielles dont il
vient d’étre question, & un méme facteur positif prés.

Nous désignerons encore par A 'expression

(18) A=Y aumm,

de sorte que les caractéristiques sent définies par I'équation A = 0. On aura
1A

(70) 2 Aip T =— 2 E‘l

et, par conséquent,

Z Mimi=u " ag, :—;{ T (Z ai 'ni) —z Z e — (a,ku)

(711){ ¢ ik i
1 w 2z dA | 2 U bA

2 i-)—a;_b-f-;_gz b.'l:tbm
- s — i,
(7?) L=Yom—>m o

Introduisons maintenant, avec M. d’Adhémar (*), la direction qui a ses

-+ Luz

(1) C. R. Ac. Sc., 11 février 1901,
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. . . ., A . .
cosinus directeurs proportionnels aux quantités foml et qui sera dife la
i

conormale & dS : autrement dit, la direction définie par les proportions

_@1_ dx?— _%-—1(19
(73) LAY S Y U Y
2 om, 2 om, 2 o7

s étant un paramétre et & une quantité arbitraire dont nous pourruns, par

exemple, disposer de mamére que le plus grand des rapports —'ﬁ ) —T;li, eny f;t"

— ef, par conséquent [e plus grand des rapports %i, . qlo—%"( ) ait sa

valeur absolue comprise entre deux limites positives, finies el différentes

dx, dz, . .
de zéro (par exemple, en prenant pour a5t les cosinus directeurs

de la direction précédente).

D’aprés sa définition méme, la conormale est (3) le diamélre conjugué du
plan tangent & dS par rapport au cdne caraclérislique (représenté [;ar
Péquation tangentielle A = 0).

Elle est tangente 4 I'élément dS lorsque celui-ci est caractéristique et
dans ce cas seulement (comme on le voit en multipliant les termes des
fractions (78) respectivement par =, =, ... ™, el ajoutant) : elle n’est
alors autre que la direction bicaractéristique tangente a cet élément.

Moyennant la dénomination précédente et la formule (1), I'équalion

(87') s’écrit
///f F(2) dov, da, ... dzn
4)
/f f[ u——z‘;)—i—Lu»]dl Ay dha_ .

833. — Si nous voulons déterminer la fonction u et la multiplicité S,
de maniére que les valeurs de u et de ses dérivées sur S, s’éliminent du

(74)

(1) Du moins en supposant que la forme quadratique A a son discriminant diffé-
rent de zéro dans le domaine considéré et, en tout cas, sur toute caractéristique
simple.

(*) Voir Coulon, thése, p. 35,
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résullat,.il faudra tout d’abord, si u et ses dérivées ne sont pas nulles sur
cette méme multiplicité (*), que celle-ci soit caraclérislique. Sans cela, en
effet, la formule précédente contiendrait, .d’une part les valeurs de z, et
d’autre part celles de sa dérivée conormale, lesquelles seraient entiérement
indépendantes les unes des autres, puisque la conormale serait exlérieure
a la surface.

Supposons done que S, soit caractéristique, et, prenant d’abord le cas
de n == 3, rapportons S, & des coordonnées curvilignes dont I'une A soit
constanle sur les bicaractéristiques, tandis que I'autre sdéfinira la position

d’un point variable sur chacune de ces courbes, les dérivées 0;— étant toules

finies et non toutes infiniment petites, d'aprés la convention faite sur 4
au n° précédent. Alors dans le second membre de (74), la portion relative
a S,, savoir.

(75) f f [h (u % s 9’3) + Luz] I\ ds

pourra se transformer par intégration par parties en une intégrale simple

(76) f huz dl‘

(%4

prise le long du contour T de S,, jointe & la suivante

7 f‘/:[zh’i‘:—;ﬁu -——L]d)ds

(4) D’autre part, w (s8'il n’est pas identiquement nul) ne peut s’annuler en méme
temps que ses dérivées premidres sur S,, sans que celle-ci soit caractéristique. La
solution du probléme de Cauchy est, en effet, unique pour une multiplicité non
caractéristique : c’est ce que nous avons établi précédemment en supposant 1'inconnue
analytique et holomorphe. Pour u continu et dérivable jusqu'ad un certain ordre,
mais non analytique, le méme fait résulterait de l’extension (au cas de n variables
indépendantes) d’'une démonstration de M. Holmgren (Voir la note I & la fin de
I’'ouvrage).

Resterait enfin le cas ot S, serail pour % une multiplicité singuli¢re. Mais ainsi
que nous le verrons plus loin (n° 34®%), ce cas ne peut pas non plus se prérenter
(du moins pour les types usuels de singularité) si S, n’est pas caractéristique.

Hapamaro 21
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Nous choisirans la fonelion % de maniére a ce qu’elle vérifie, sur chaque
bicaractéristique, V'équation différentielle

(18) 2h%‘+u(g§‘—1.)=o,
laquelle détermine » par une quadralure sauf un facteur constant qu’on
peut choisir arbitrairement pour chaque valeur de X,

Tout ceci subsiste évidemment pour n quelconque. Il y aura seulement
n — 2 coordonnées A (lacoordonnée s restant unique) el le contour T de S,
ne sera plus une courbe, mais une multiplicilé = — 2 fois étendue. L’in-
tegrale relalive & S, se réduira & une intégrale n — 2uple

(76) f f f huz dh, d), ... i,

prise suivant T, jointe & une intégrale analogue & (77), laquelle disparattra
du moment que nous déterminerons « par I'équation différentielle (78).

334. — Nous avons laissé jusqu’ici la caractéristique S, quelconque.
Supposons mainlenant qu'on ait pris pour S, le conoide caractéristique G
ayant pour sommet un point déterminé O.

Dans ce cas, il résulte de I’équation (78) que « dévra étre infini en O.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que le paramélre s soit choisi,
sur chaque bicaractéristique, de maniére & s’annuler en ce poiot. Alors,
&,y T3, +»»y Tn devant étre égaux aux coordonnées de O pour s = 0, quels
que soient les paramétres A, A;, ..., dn_g, leurs dérivées par rapport a ces
paramétres sont nulles avec s, par conséquent, de 'ordrede s. Les détermi-
nants fonctionnels ; de n — 1 quelconques des coordonnées x par rapport
aux n — 2 paramétres A et & s sont donc de Pordre de s7-2 et il en est de
méme de L ainsi que de % si (comme nous en avons convenu plus haul)
nous prenons celte quantité de U'ordre du plus grand des =;.

Par exemple, pour n = 3, il est clair que, les points d'un céne étant
représentés par leur distance au sommet et un paramétre qui définit la gé-
néralrice, I'élément superficiel du cdne contiendra en facteur la premiére
de ces deux quantités.

h étant de I'ordre du plus grand des =;, le rapport ;—J est fini en 0. La
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qaadralure & laquelle conduit I'équation différentielle ('78), soit
i (dh L
[oh(—r)e_, fhe
e - — e
Vh

—2
donne alors un résaltat infini de ordre sL .

Dans ces conditions, pour appliquer Ia formule fondamentile, nous
retrancherons de notre volume d’intégration la partie qui avoisine imme-
diatement le point 0. En nous
placant encore dans le cas de
n = 3, une pelite portion du
conoide G sera ainsi enle-
vée, portion limitée par une
courbe y (fg. 22) : on peut
pour fixer les idées, admettre
que v est lintersection du
conoide, C par une sphére =
de centre O et de rayon trés

petit.
S, aura alors deux fron- .
titres : son intersection T Fie., 22

avec Set la mulliplicité y.
C'est le long de ces deux frontitres que devra 8&tre prise lintégrale
n — 2ule (78) & laquelle se réduit ('74) moyennant I'équation différen-
tielle ('78).

Le long de I cette intégrale, est connue, puisqu’'on connait z et ses dé-
rivées premiéres.

On aurait donc l'expression de z par la généralisalion naturelle de la
méthode de Riemann si, la fonction % étant réguliére dans tout le volume
d’intégration a I'exception du voisinage de O, et le rayon de = tendant vers
zéro, Pintégrale (6'7') étendue & =, augmentée de I'intégrale ('76') élendue
a v, se réduisait & z,.

333. — Mais les choses ne se passent point ainsi. Considérons, par
exemple, I’équation (62). C'est, dans la catégorie d'équalions que nous
envisageons en ce moment, la premiére pour laquelle le probleme de
Cauchy ait été résolu, grice aux travaux de Poisson et de Kirchhoff, Les
variables indépendanles sont alors au nombre de quatre, dont les trois pre-
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miéres, qui représentent des coordonnées cartésiennes dansi’espace ordinaire,
seront nommeées z,, @, ,, tandis que la quatriéme continuera a &trc
désignée par ¢, Nous supposerons que S a pour égquation ¢t = 0, de sortc
qu’on devra se donner, pour ¢ = 0, les conditions

z=f
vz
'b_t‘—f‘

ol f et f, sont des fonctions connues de z,, «;, #;.
La méthode employée pour exprimer, en fonelion de ces données, la
valeur de z pour z = 2%, &, = %, 7, = 2%, { = l,, consiste & prendre

u=%F(r+at)

I élant une fonction quelconque et r désignant la dislance (comptée dans
Vespace ordinaire) du point (,, ,, ,) au point (z°,, 2°;, a%)

r=V(@, — @) + @ — &) + (@, — )",

Celte quantité satisfait bien & I'équation adjointe, identique ici a la pro-
posée elle-méme. Elle vérifie également, quelle que soit la fonction F, la
condition ('78) : elle est en effet, sur le cone caraclérislique, proportion-

nelle a ; et c’est précisément une telle proportionnalité qu’indique Péquation

différentielle (78). )

Seulement, cetle fonclion n’est pas uniquement singulidre {comme le
voudrait la théorie précédente)en unseul point de I'espace & quatredimen-
sions. Elle est, en effet, infinie pour &, = 2%, «, = 29, x, = 2%, quel
que soit £ et non pas uniguement pour la valeur ¢; donnée qui eorrespond
au sommet O du cdne caracléristique. Nous devrons donc retrancher de
nolre volume d'intégration, non pas exclusivement le voisinage immédiat
du sommet du cdne, mais, parexemple, 'ensemble = des points (z,, z,, z,, ¥
satisfaisant a l'inégalitg

(#y = 2°) + (g 2°)% + (@5 — 2°%)* <

Conformément a la convention du n° 1 0Q0Pbs, cetle région est représentée
sur la figure 23, par Pintérieur d’un cylindre s (auquel elle se réduirait si
Pon n’avait & considérer que les coordonnées x,, x;, et ¢, la variable a4
étant supprimée).

La frontiére s de la région = interceptera, sur notre cone, la multiplicité y
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. ' Py €
(avi ne sera autre que la surface d'une sphére de rayon ¢, avec t — ¢, — —>

et sur S une multiplicité y' (sphére de rayon cavec ¢t = 0).
Le polynome F(z) ayant ici I'expression

1 a2z

F(z) = Az — PRy

?
el le conoide caracléristique élant
() — &) + (2 — &%) + (T — 2%) —a® (t — £, =

les bicaractéristiques correspondantes ne sont autres que les génératrices.

Nous obliendrons donc sur C, le systéme de coordonnées curvilignes
exigé par les raisonnemenls précédents en employant (dans Vespace ordi-
naire) les coordonnées polaires d'origine 0, ¢’esl-a-dire en posant

z, =% +rsind cosk,, Ty=ua%+rsindsind, z,=2%+ rcos},.

<< <7 0, << 29,
Nous pourrons alors prendre s = 7, el 'on trouvera aisément

__7Zsin},

- a

Dans> ces conditions, % étant donné par la formule (79), lintégrale
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triple relative & S, se réduira, en vertu des calculs précédents, a I'intégrale
double

(80) f / TUE o, by, = f f TNE 4o

(dQ =sin 1, d}, d}, étant un élément de sphére de rayon 1) élendue suc-
cessivement aux multiplicités T et y.

L’intégrale relative 4 S prend une forme particuliérement simple lorsque
(eomme nous le supposons) cette multiplicité a pour équation t = 0. Si
nous désignons par o(r) et ¢, (r) les yaleurs moyennes pour ¢ = 0, sur une
sphére de centre (z°, 2%, 2°) et de rayon r, des fonctions fel ffaux-

quelles se réduisent z et pour t =0, soit

o(r :;;fff(:ﬂ’t+rsin)\1cos)\3,w°g+rsin)«lsin )&2,1“3—%1'905)&,)

sin A, d\ d}g,

91(1')=;Ef [/,(w°,+rsinl,c0s12,x°,+rsin)}‘sin)\g,w"g—l—rcos)“)
v/

sin A, d\, di,,
cette intégrale devient

0« E\u
& /f/ M)dx, dx,dr,

= f r[F() 0,(r) — aF' () o(]dr -

v g

-

ou, moyennant une intégration par parties évidente

5 f f f )dw, dz, doy =

t, :
—4nt F (aty) 9 (aty) + é&‘ F(e)o(s) + Ea / F@)| ro (r)+ q%(r?(r))]dr

e
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expression dont le premier termne — kxt, F(at,) ¢(at,) vient précisément
détruire I'intégrale (80) relative a I,

Si maintenant ¢ tend vers zéro, le second terme de I'expression précé-
dente devient aussi infiniment pelit et il en est de méme de 'intégrale (80)
relative & y, puisque r*u tend vers zéro avec r.

Considérons enfin 'intégrale relative a o. Cette intégrale est

U . D2
ff/‘<zs;'—ug)e2dﬂdt

ou lintégration double est étendue a la surface d'une sphére de rayon ¢
(e2dqy étant I'élément d’aire.de cette sphére); elle n'aura pas pour livhile

., . . Lo o .
une quantilé proporlionaelle a z,.mais bien (507 ayant pour parlie prin-
\

cipale — % F(at)) Uintégrale simple

—_ 4tsz(at) dt

prise de 0 & ¢,, pour 2, = a*, x, = 2%, @, = a2,
1l vient done finalement

to to
Fe) [m(r) +al (rcg(r))] dr — f 2F (at)dt = 0.
0

Mais ici le résuliat se simplilie notablement grice a ce fait que la fonc-

0

tion F, qui inlervient dans les formules qui' précédent, est arbitraire. En
effet, en changeant r en at dans la premiére inlégrale, on peut écrire

(81) f F(at) [t?i(al) + ;’t (to(at)) — z] dt = 0.
0

Or, ainsi qu’il résulte d’un raisonnement classique du calcul des varia-
tions, une égalilé de la forme (81) ne peut pas avoir lieu quelle que soit
la fonclion F, si I'on n'a pas pour toule valeur de ¢

t] o, (at) + ao'(at)] + g(at) — 5 =

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



328 CHAPITRE VII
En particulier, ceci a lieu pour ¢ = ¢, e{ I'on a
(82) z, = o(at)) + t, [o, (at,) + ag'(aty)]-
Qn voit qu'ici la valeur de z, est exprimée, non pas enfonction de tou

) e o ,
celles que prennent z et S‘:i sur S dans tout I'intérieur du conoide caracti-

_rislique, mais seulement des valeurs prises par ces quantités sur ce conoide ;
Cette circonstance est die a la forme parliculiére de I’équation (62) et ne
se présenle pas pour uie équation du second ordre prise au hasard (*).

336. — On remarquera que, de la forme méme de la solution qui vient
d'éwe oblenue, il résulte que la méthode ne pouvait pas réussir sous la
forme primitive indiquée au n° 334. Elle aurait, en effet, conduit a
exprimer la solution sous forme d’uneintégrale analogue au second membre

de (74), c’est-a-dire porlant sur les valeurs de z et de%% dans toute la

partie S, de S intérieure au conoide caractéristique.
On pourrait bien, il est vrai, transformer I'inlégrale (82) en une autre
qui soil prise dans tfoute la région S,, mais il faudrait pour cela que I'élé-

ment d'intégration contienne les dérivées de z et de % par rapport aux

coordonnées prises sur S (autrement dit, par rapport a ,, x,, ;).

Ea un mot, le second membre de la formule (82) estirréductible & celui
de (74).

Il ne peut doncexister de solution de I’équation (62) vérifiant les diverses
conditions que nous avions postulées au n° 334.

337. — Ces divers résultats ont élé généralisés a des calégories assez
élendues d'équations dans les travaux cités plus haut. Nous nous contente-
rons d’indiquer le cas le plus simple, celui de I'équation
¥z, ¥z ¥
ox?, ' ox?, aaf?

(83) —0

qui n’est autre que l'analogue de (62) pour le cas de deux dimensions et

(1) La supposition gu'on ait pris pour S la multiplicité ¢ = 0 n'a évidemment rien
d’essentiel et les considérations précédentes snbsisteraient, avec des résultats un peu
moins simples, pour 8 quelconque,
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pour laquelle le probléeme de Cauchy (la multiplicité S vérifiant toujours
les conditions imposées au n° 33 1) a été résolu par M. Vollerra. La fone-
tion u, choisie par ce dernier, est alors celle qui se déduit de la quantité

(84) log [ LEVOE — 7\ — =,
o \/.1'21 +

en changeant »,, @;, t en x, — 2%, x; — 2%, t — {,.

Elle admet, on le voit, le conoide caractéristique comme surface singu-
liere. Mais il est aisé de voir que cette singularilé ne compromet pas l'appli-
cation de notre formule fondamentale : la seule parlie que I'on doive
retrancher du volume d’intégration est encore celle qui est comprise i
Lintérieur d’un petit cylindre ayant pour axe la droile

— 0 — 0
@, =x°, @, = 2%.

La formule (74) fera alors connailre I'intégrale simple
zdt

priee suivant celle droile, de t =0a ¢t = ¢,.

1} ne restera plus qu'a prenidre la dérivée de cette quantilé par rapporl
a t, pour obtenir la valeur de 7.

La solution obtenue ne peut plus, comme celle de I'équation (62), se
meltre sous la forme d'une intégrale étendue & la partie de 8 située sur la
surface du cone caractéristique : les valeurs des données dans tout I'inté-
rieur de ce cone y figurent nécessairement.

Par countre, on peut faire sur celte solution des remarques toutes sem-
blables du n° précédent el en déduire que la méthode ne pourrait pas
réussir sous la forme indiquée au n° 334.

338. — Qu'il s’agisse, d’ailleurs, du probléme dont nous venons de
parler ou de celui qui est relalif a I'équation (82), les considérations pré-
sentées jusqu’ici subsislent dans le cas limite ou 8 esl caractéristique : par
exemple, on pourrait prendre pour S un convide caractéristique, en se
contentant toutefois de déterminer z & I'intérieur de ce conoide.

Dans ce cas, comme la conormale & S serait tangente 2 S, la connais-
sance des valeurs de z sur la multiplicité en question suffirait, puisqu elle
entrainerait celle de la dérivée conormale.
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Ainsi, une intégrale de I'équation (62) ou de I'équalion (83) est déter-
minée, & Dintérieur d’un conoide caractéristique, quand on denne ses
valeurs sur ce conoide. En particulier, elle ne peut sannuler sur le conoide
(sauf le cas de singularilé, lel que nous-l'avons, par exemple, rencontré
pour 'expression (84), au n° précédent) sans étre identiquement nulle dans
lout Vintérieur.

Ce résultat correspond évidemment a celui que nous avons trouvé au

n° 172 (ch. 1v).

339. — Nous remarquerons également que la méthode s’étend d’elle-
méme au cas ot I'équation linéaire a un second membre, c’est-a-dire ol
I'on égale le premier membre de P’équation (83) non plus & zéro, mais a
une fonction donnée quelconque & de z,, @,, ... £». Dans ces conditions,
I'intégrale nurle qui figure au premier membre de Péquation (4) ne sera
plus nulle, mais sa valeur sera connue. Pour ’équation (82), ceci conduirait
a compléler la formule (82) par Vintégrale

»

F
- dx, dr, drx,

”

élendue au conoide caractéristique. Dans le cas de I*équation (83) on au-'
rail a counsidérer, oulre une intégrale double prise sur le conoide caracté-,
ristique, une inlégrale triple étendue au volume intérieur a ce cone.

340. — Dans tous les cas, un caleul direct montrera que les expressions
obtenues par les méthodes précédentes vérifient bien toutes les conditions
demandées, pourvu que la multiplicité S salisfasse aux hypothéses du
n° 331. .

Le probléme de Cauchy est done, dans ce cas, toujours possible, que les
données soient ou non analytigues.

1l n’en est plus de méme si les hypothéses du n° 331 ne sonl pas vérifiées.
si la multiplicité 8 coupe le cone caractéristique issu d’un de ses points.
C’est, par exemple, ce qu1 se présente dans la généralisation donnée par
Kirchhoff (*) de la solution du n° 335 ou dans les recherches analogues
développées par M. Vollerra () sur 'équation (83).

(1) Zur Theorie der Lichtstrahlen et Optik.
(2) Sur les vibrations des corps élastigues isotropes, n° 6 (Acta Math. t. XVIlI).
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Pour de telles formes de S, le probléme de Cauchy cesse d’étre possible
en général. (Cest ainsi que, dans les solutions données par Kirchhoff et
M. Volterra, apparaissent une infinité de conditions de possibilité. En réalité,
dans les problémes qu’ils ont traités, on peut, comme on s’assure aisément,
se donner les données de Cauchy — ¢ est-a-dire z el ses dérivées premiéres —
sur une partie seulement de 8, z seu!l étant (comme aux n° 180-181 du
ch. 1v) donné sur I'autre partie. Les formes correspondantes de S sont
d’ailleurs telles que la démonstration de Cauchy-Kowalewski (relatif -a
I'existence de la solution pour des données analytiques n’est plus applicable.

Mais, méme dans le cas ou cette démonstralion est possible — par exemple
lorsque, relativement & Péquation (62), on prend pour S la mulliplicité
z, = 0 — on constale que la possibilité du probléme cesse en général, avec
I'analyticité des données si la condition du n° 331 n’a pas lieu.

341. — Nous bornerons 14 les indications sur la résolulion du probléme
de Cauchy et nous allons étudier une autre question présenlant un rapport
étroit avec celles qui ont fait I'objet des chapitres précédents. _

Nous avons constaté que les ondes par lesquelles se propagent les dis-
continuités dans les milieux er mouvement ne sont autres que les carac-
téristiques des équalions différentielles qui déterminent ces mouvements.
Nous nous sommes placés, 4 cet effet, dans ’hypothése formuléeau n° 71
et d'apres laquelle les quintités considérées et leurs diverses dérivées
devaient toules tendre vers des limites parfaitement déterminées de chaque
colé de la discontinuité.

Iy a lieu de se demander si des conclusions analogues subsistent dans
I'hypothése contraire, c’est-a-dire en admeltant qu'il y a non seulement
discontinuité entre deux mouvements compatibles, mais singularité de 'un
de ces mouvements considéré en lui-méme, quelques unes des inconnues
ou de leurs dérivés devenant infinies. C'est ce qui arrive, par exemple,
pour [z solution (84) de I'équation (83).

Les résultats auxquels nous parviendrons seront d’ailleurs importants en
ce qu'ils nous permetlront de relier la th¥orie des ondes lelle que nous
Pavons exposée dans les chapilres précédents, & celle que I'on rencontre
dans diverses branches imporlantes de la Physique, particuliérement en
Acouslique et en Optique.

On saif qu'alors, au lieu de considérer, comme nous 'avons fait, la pro-
pagation proprement dite du mouvement, c’est-a-dire la maniere dont il
commence successivement aux différents poinis de P'espace, on suppose ce
mouvement déja commencé et arrivé & une sorte d’élat permanent. Dans
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ces conditions, la définition de la surface d’onde, telle que nous I'avons
envisagée dans ce qui précdde, n’est plus applicable. Mais, d’autre part, le
mouvement étudié n’est pas queleconque : c’est une oscillation périodique
ot la surface d’onde est alors le lieu des points de 'espace ou la phase d’os-
cillation est la méme. Comme précédemment, bien enlendu, ’ensemble des
faces d’onde correspondant & une méme phase, lorsqu'on fait varier le
temps, forme, dans P'espace E,, une multiplicité triplement étendue qui
représente la marche de Uonde et permet d’en définir la vitesse de propa-
galtion,

Nous verrons un peu plus loin pourquoi bn est ainsi conduit aux mémes
ondes que daons la théorie d’Hugoniol, — & savoir aux caractérisliques —
et nous verrons également s’introduire, comme possédant la propriété fon-
damentale des rayons tels qu'on les considére en Physique, les bicaracté-
ristiques définies dans le présent chapiltre.

342.— Admeltons donc, avec M. Delassus, (*) qu’une équalion linéaire
du second ordre donnée

(63) 3’(3)=2aikpn‘ +2a.~p‘-+lz=0

WA 1
posséde une solution de la forme
(85) z = ZF (I)

ot Z, N sont des fonctions réguliéres, — j'enlends par la des fonctions
finies, continues et dérivables — mais ou la fonction F admet une singu-
larité pour II = 0. Substiluant cette quantité, il vient aisément
\

(86) AZF'(m) - ( W LA MZ) F/'(0) + 9(Z). F(N) = 0

e DI; DTG

i /
les =; élant les dérivées des partielles de T et A étant toujours défini par
I'équation (18) du n° 287, pendant que F/, F sont les dérivées premiére
et seconde de la fonction F, et que I’on a

N\ [ .
M= N ay o + Y aim=7(0) —
ik i

Annales Scient. de U'Ec. Norm. Sup , 3¢ série, t. XIiI, p. 357 et suiv., 1396.
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Nous n’allons point laisser la fonction F tout a fait quelconque : nous
supposerons celle fonction telle que I’ soit infiniment grand par rapport a
F, et F/ par rapport a F', pour 11 voisin de 0. Cette condition est remplie
par toutes les formes usuclles de fonetions d'une variable singuliéres a -
I'origine telles que

F(n)=nm» (p non entier positif),
F (@) =logm,
F () = 02 log 11.
Dans ces conditions, il est clair que le coefficient de F’ (1), dans I'équa-
tion (86) doit s’annuler ave: I, On a donce (pour D = 0)

(87) A=0

et la multiplicité singuliére 1 = 0 doit élre une caractéristique (*).

11 en serail encore de méme si I'intégrale cherchée ne se composait pas
exclusivement de 'expression (85), mais comprenait en outre un terme
régulier quelconque.

343. — Inversement, étant donnée une multiplicité caracléristigue
Ml = 0, — telle, par conséquent, que le premier membre de I'équation
s'annule avec IT et que 'on ait

A=10k

(o & est une nouvelle quantilé réguliére), — proposons uous de trouver
a I'équation donnée une solution de la forme

(88) z = ZF () + z,,

#y étant une fonction réguliére.
Nous prendrons pour fixer les idées

.F (M) = log 11,

Fmy 1
On aura alors o= 0

(1) Cetfe conclusion ne serait pas en défaut si Z était nul avec II. Dans ce cas, en
effet, il conviendrsit de recommencer le raisonnement en remplacant Z par

Z, = ?I‘T et F(11) par IIF (11),
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Par conséquent, en écr:vant que les termes de I'ordre de F’ disparaissent,
on aura (pour 11 = 0) la condition ‘
L °A

- (M — A)Z==0.

(89) >

[

Celte condition peut éire considérée comme une équation aux dérivées
partielles linéaire du premier ordre & laquelle doit satisfaire la fonction Z,
il est clair (‘) que les caracléristiques de-cette équation seront situées sun
notre surface singuliére et ne seront aulres que les bicaractéristiques
correspondantes.

On voil, par conséquent, que la condition (89) est relative  la distribu-
tion des valeurs de Z lui-méme (et non de ses dérivées) sur Phypersurface
Il = 0 : si 'on pose, comme précédemment,

de,  dwy,  _ dva d
(14) A\ T Zb__) Y N S5
(.0?1) 67‘9 <5"Tn)
Z aura la valeur
S — M) ds

(90) L=17e

ou Z, est un facteur indépendant de s, qu'on peut encore choisir arbitrai-
rement en un point de chaque bicaractéristique.

Z élant ainsi choisi (et supposé d’ailleurs régulier), le premier membre
de la condilion (89) s'annuleraavec I : il sera, par conséquent, de ia forme

ne,

£ éfanl une fonction réguliére.

Quant aux termes logarithmiques, la condition nécessaire et sulfisante
de leur disparilion est évidemment que Z soit lui-méme une solution de
I’équation proposée.

S'il en est ainsi, il reslera, pour déterminer z,, I'équation

(91) F(z,) = — 2.

# étant, comme nous 'avons dit, une fonclion réguliére, les théorémes
généraux nous apprennent (?) que cette équation admet une solution éga-
lement réguliére.

(1) Comparer n° 332.
(?) Du moins dans le cas ou tous les calculs sont analytiques.
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Pour résumer, nous voyons qu’il faudra :

1° Choisir pour la multiplicité I = 0 une caracléristique, conformément
au théoréme de M. Delassus ;

2¢ Calculer, sur cette mulliplicité, la distribution des valeurs de Z par
I'équation (89) ou, ce qui revient au méme, par la formule (90).

3° Trouver une solution de I'’équation proposée, premant pour 1 = 0 les |
valeurs ainsi calculées.

4° Déterminer une fonction réguliére z, par I"équalion (91).

Nous savons d'ailleurs, par ce qui précéde, que si les calculs sont analy-~
tiques, l'opération 3° est possible d'une infinité de fagons.

344, — Lorsque le nombre des variables indépendantes est de deux,
les solutions logarithmigues ainsi obtenues jouent un rdle fondamental
dans 'étude de I’équation, et cela tout particuliérement dans le cas o les
caractéristiques sont imaginaires,

On peut alors (*), par un changement de variables réel, mettre I'équa-
tion sous la forme

[y

(92) 9(2)=A:+a5§+b%+cz:0

A désignant le symbole de Laplace a deux variables :—;i; -+ %;—f 1a, b, ¢, des
fonctions données de x et de y. Les caractéristiques sont, dans ces condi-
tions, @ — iy — const. ; # + sy = const. : ‘
Cherchons une solution uniforme qui devienne logarithmiquement infinie
au voisinage d’un point doung (x,, ¥,).
Si nous supposons a, b, ¢ analytiques, rien ne nous empéchera d’appli-
quer les raisonnements qui précédent aux multiplicités

x—'xo_i(.‘/—‘yo)‘_—ov & —Ty+ iy — y,)=0;

el, ce seront les logarithmes de # — 2, — i(y — y,), d’'une part, de
x — x, + i(y — y,) de 'autre, qui interviendront dans la solution cher-
chée : celle-ci aura donc la forme : -

Zlog [@ — 24 = iy — yo)] + Z log [@ — @, + ily — yp)] + 2.

(1) Picarp, Traité d’ Analyse.
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Maison a
log [x —x,—i(y — 1/0)] =log r — iw,
log [ — x, + i(y — y,)] = log r + iw,

\

en désignant par r la distance des deux points (, ¥o)s {2y y) et par w
I'angle que celte distance fait avec I'axe des x. 1l esl clair que la solulion
ne saurait étre uniforme si  n’en disparait point, c'est-a-dire si 'on n’a
pas identiquement

7 =1

-

Nous avons done finalement 4 {rouver une solulion Z de I'équation (92)
définie par la double condition de prendre des valeurs données, pour
x — x,—i(y — y,) = 0 et des valeurs données pour x —a, + 1{y - - y,)=0;
ces valeurs étant d’aillenrs toutes analyliques. C’esl, comme nous l’avons
vu, le probléme qui a été résolu par M. Goursat et, pour le cas d'un plus
grand nombre de variables, par Beudon.

Nous obtenons ainsi une solution de la forme

(938) 2Zlog r + 2,

c’est-a-dire une des solutions dont l'exislence a été &iablie par M. Picard
dans le cas spécial ol a et b sont nuls (!). Seulement nous avons élé obligés
de nous borner aux équations & coefficients analytiques : non gu’il soit
rien supposé & cet égard dans les développements du n° 343, mais parce
que nous les avons appliqués dans le domaine complexe. La méthode de
M. Picard, au conlraire, fondée sur des approximations successives, ne
suppose rien sur la nature analylique des coelficients.

Observons toutefois que méme pour a, &, ¢ non analytiques, notre mé-
thode conduit, dans des cas trés généraux, au résuitat cherché. Si, en
eflet, a, b, ¢ admettent des dérivées jusqu’a un certain ordre p autour de
(@45 ¥o), 1a formule de Taylor leur sera applicable autour de ce point, c’est-
a-dire qu’on pourra les représenter par des polyndémes «, B, ¥ en z, y,a des
quantités prés qui seront d’un ordre supérieur a p en @ — x,, y — ¥,.

Remplacons alors, pour un instant, a, b, ¢ par «, 8, y. L’équation ainsi

(1) La méthode précédente a été obtenue d’unc maniére indépendante, par M. He-
drick (Uber den analytischen Character der Lisungen von Differentialgleichungen,
Goettingen 1901) et par nous méme (voir Notice sur les travauc scientifigues de
M. Jacques Hadamard, février 1901, et aussi Congrés international des Mathéma-
ticiens) (Paris, 1900,; Gauthier-Villars, 1902).
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modifiée admettra une solution z’ de la forme (93). Le résultat de subsli-
tution de 2z’ dans I'équation donnée sera une quantilé conlinue el dérivable
jusqu'a Uordre p — 1. Il ne restera plus qu'd augmenler ' d’une quantité
z" définie par I'équation

Fie) = — 5(),

équation dont les théorémes de M. Picard (!) permellent de lrouver une
solution réguliére, en en indiquant Uordre de dérivabilité.

La seule question — que nous n’entreprendrons d’ailleurs pas d'élucider
— est de savoir si cet ordre est le plus ¢élevé possible, élant données les
hypothéses faites sur les coefficients.

Les intégrales de la forme (93) jouent dans I'étude de I'équation (92) le
méme rdle que la fonction log » dans I'étude de I’équation de Laplace.
Considérons, en effet, I'adjointe de (92), savoir I'équation

G(w) = Au—%c (au) —%(bu) +eu =1,

La formule fondamentale donne ici

f f [ (2) — 2€(w)] dzdy
©
=f§u%—z§—§—[acos(N,w)+bcosN,y)]zust

S étant la frontiére du domaine plan  ; s, I'arec de S; N, la normale 4 S.
Mais I'équation G(u) = 0 admet une solution de la forme (93). Suppo-
sons celle-ci choisie de maniére que le coelficient 2 Z soit égal & 1 au point
(24, ¥,) (ce qui est possible, car, d’apreés nos calculs, Z est nécessairement
différent de O en ce point) et choisissons la pour la fonction u.
En élendant P'intégration, d’une part & une courbe quelconque (?) S qui
entoure le point (a,, y,) d’autre part, & un cercle de rayon trés petit ayant

(1) Journal de Mathémaliques, 5° série, tome VI, 1900 ; p. 138 et suivantes.
(?) Ou méme & un systéme de plusieurs courbes, pourva que l'aire ainsi limitée
comprenne (xy, ¥o)-

Hapasarp 22
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pour centre ce point, on trouve, absolument comme dans la théorie du
potentiel logarithmique ordinaire

i dz du
™ ua—i——-zm—k[acos(N:p)—f—bcos(Ny)]zuzds:z(xo, Yo)-

s

b

Celte formule est entiérement -analogue & celle que nous avons rappelée
daos le ch. 1 (n°® 1) : comme en cet endroit, nous pouvons évidemment en
déduire les conséquences suivantes :

Une équation (92) a coefficients analytiques n’admet que des solutions
analytiques.

Si deux solutions d'une égquation (92) a coefficients analytiques,
définies de part et d'autre d’une Ligne L, prennent sur cette ligne les
mémes valeurs et qu'il en soit de méme de leurs dérivées normales, ces
deux fonctions sont le prolongement analytique Uune de U'autre.

Si enfin on se rappelle que le terme regulier 7, qui (igure dans la solu-
tion (93) peut étre moditié’ par 'addition d’une solulion réguliére quel-
‘conque de I’équation proposée, on sera conduit & délerminer un lel lerme
additif pour la fonction w,, de maniére a ce que la solution correspondante

w=—1] log r +

de I'équation adjointe s’annule sur le contour S, ou de maniére i ce quesa
dérivée normale y soit conslanle. u jouera alors le role d’une véritable
fonction de Green pour la résolution du probléme de Dirichlet ou du pro-
bléme de Neumann relalif a I’équalion (92).

345. — On peut se demander ce que deviennent les calculs que nous
venons d’effectuer lorsque I'équation a ses caractérisliques réelles.

Supposons alors les variables choisies de maniére que ces caractéristiques
soient @ = cunst., y = const. Alors la quantité

logr:% [log [(w — ;) — iy — ye} —+ log [w —x, + iy — yo)]]

devra élre remplacée (au facteur 2 prés) par le logarithme du produit
(‘t - wo) (3/ - !/o)-

Or, les caractéristiques étant les paralléles aux axes, ’équationa (0° 164)
la forme

2z ¥4 Y1
—— +a =4 b— 4cz=
ox oy o oy
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Si elle doit admeltre la solution

2 =1L log (& — ) (y — yp)] + %,

la fonction Z, elle-méme solulion de I’équalion, devra, en outre, vérifier
sur les caractéristiques les relalions(89), lesquelles se réduisent en I'espéce :
sur la caractéristique # = z,, &

S?;—f-aZ_—:O;

sur la caractéristique y = y,, a

YA
E—i—bZ_O.

Nous pouvons prendre encore Z = { pour = é: z,, y = y,. Nous voyons
alors que la fonction Z n’est autre que la fonction de Riemann définie au
n°171.

346. — Lorsqu'on passe au cas de trois variables indépendantes, les
solulions qu’il est important de considérer ne sont plus celles dont nous
venons de parler, mais celles qui, aux environs de » = 0, sont infinies

1
comme --
r
Ceci conduirait & prendre, pour la fonclion F précédemment introduite,
la forme F = I—ll Mais il est aisé de voir que si‘'l'équation donnée et la carac-

téristique If = 0 sont prises d'une mauniére quelconque, il n’exislera pas,
en général, d’intégrale de cette espéce.
11 suffit, pour cela, d’observer que, dans ’expression

zZ = ﬁ -+ z’,
singuliére sur la multiplicité 1 = 0, les valeurs prises par Z sur cetle mul-
tiplicité déterminent a elles seules la singularité, attendu qu’en ajoutant
a Z une fonction régulitre qui s’annule avee 1 et qui soit, par conséquent,
de la forme 113, on ne modifie 'expression z que de la quantilé réguliére Z.

Or, une fois le coefficient de F’, — c'est-a-dire de 2

qr annulé grice

au choix de 11, il reste & faire disparaitre les termes en ﬁl, et en %1 . Nous au-

rons ainsi deux conditions aux dérivées partielles, lesquelles porleront
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toutes deux, comme nous venons de le voir, et comme on le vérifie sans
peine directement, sur la distribution des valeurs de Z le long de notre
multiplicité I = 0. En général, ces deux équations aux dérivées partielles
n’auront point de solulion commune non identiguement nulle.

Par contre, il existera des solutions de la forme

Z
ZlogH +

et il est méme aisé de les déduire de celles qui ont été oblenues précédem-
ment. Considérons, en eflet, la caractéristique dont nous partons comme
faisant parlie d’une famille de caracléristiques, dont I'égquation générale
sera

0 (x,, £g «vv, ¥ny A) = 0.

Pour chaque valeur de 2, nous pourrons construire, par la méthode pré-
cédente, la solution
ZlogD + z,.

En dérivant Pexpression ainsi obtenue par rapport a A, nous aurons une
nouvelle solulion de I’équation, laquelle s’écrira

VAR | YA ¥z,
TN +b—)\10gﬂ+r'

Cette solution aura donc hien la forme demandée si I'on n’a pas %IXI: 0.

Par exemple, en dérivant par rapport & 2, ou & y, les solutions (93) du
n° 344, on obtiendra, pour I'équation (92), des solutions de la forme

P
a+ Qlogr+ 2,

(P et Q étant des fonctions réguliéres, avee P (z,, ¥,) = 0) lesquelles ont
été également considérées par M. Picard (*).

B47. — Les résultats précédents se généralisent d'eux-mémes au cas
d’équations d’un ordre quelcongne.

Par contre, ils ne subsistent plus si la caractéristique considérée est double
(n° 28 4), c'est-d-dire satisfait aux conditions

A _

om;

0: ([:l, 2, ...n)

(1) G. R. Ac. des Sc., 1891.
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Supposons, en effet, qu’il en soit ainsi, et aussi (ce que 'on peut évidemment
faire sans diminuer la généralité) que toutes les multiplicités 1I = const.
soient caractéristiques, de sorle que la quantité désignée plus haut par b
sera identiquement nulle. Alors, une fois le terme en F annulé, le terme en
F' ne pourra disparaitre que pour Z = 0, & moins que I'on n’ait pour Il = 0,

M=0.

Si, par exemple, on a pris II comme variable z., on devra avoir, dans
I'équation (63)
a, = 0.
Par contre, si cette condition est vérifiée il est, en général, possible de

former des intégrales présentant la singularité indiquée. Ainsi, pour I'équation
(d deux variables indépendantes)

¥z
AAz+a—(Az)+b—(Az)+cW+ dtmy—r -f

9 .
+_gby+hz_0

qui satisfait & Ja condition précédente, on démontrerait aisément, par ce pro-
cédé, Yexistence de solations de Ja forme

z=rtlog r.Z + z,

lesquelles joueraient, pour cette équation, le méme role que les solutions (93)
pour I'équation (92).

348. — Oa étend aisément les considérations précédentes anx systémes
d’équalions. Soit, par exemple, le sysléme linéaire

Zaikpik +2 bi g +2 cikrﬂe+2 aipi+2 biq;'+20¢7‘i

+gE+ P =0

(94) 2 a'y Py + 2 e qu + Z Cutu + E a'ip; +- 2 big;i + E c¢ir

+gE+ W+ T0=0,

2 @'y Pix +Z b”ik?ik,-i-z i ‘+'Za"¢ Pi +2 b g +2 ¢y 7y

+ g8+ V=0,

ou, comme aux n° 291, &, 7, { sont les inconnues; les p, les ¢ et les r,
leurs dérivées premiéres et secondes.
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Cherchons une solution, singuliére sur la multiplicité I = 0 dans laqueile
les parties principales des inconnues soient respectivement

§ = EF (D), 1 = HF (0), { = ZF ().
La fonction F étant toujours supposée vérifier les mémes hypotheses
qu’au n° 342, les lermes en F” devront disparaitre el ’on aura, pour 1 =0,

=A + HB + ZC =0,
(95) =A’ + HB' + ZC' == 0,
EAII + HBI/ + ZCII o O,

ou A est P’expression 2 ag ™ 1, et B, C,... les expressions analogues

formées comme au n° 291.
Le délerminant de ces équations devra, par conséquent, étre nul (1) de
sorte que la multiplicité sinquliére devra étre encore une caractéristique.
8i nous nous. plagons dans ’hypothése du n° 292 ol les mineurs du
déterminant en question ne sonl pas tous nuls et que nous désignions,
comme précédemment, ces mineurs par lesnolalions a, B, v... les équations
(95) donneront (pour I = 0)

(96) B = ao, H ] ﬂp, = Y
o étant une indélerminée : moyennant quoi les premiers membres de ces
équations seront nuls avec 11 et, par conséquent de la forme

Kip, K'Tlp, K’ Dp

K, K, K’ élant des fonctions réguliéres connues.
U

Soit encore F (I1). = log 1, de maniére que l’en ait I%,—: — :l‘ La dis-
parition des termes singuliers en F' dans I’équation que 'on obtient en
multipliant les premiéres respeclivement par «, o/, o’ (afin d’8liminer F")
fournit une équalion entitrement analogue & P’équation précédemment
éerite (83) au remplacement prés des quantités Pan, gnn, 7an.) ar =, H, Z. Dés
lors, si nous substituons & ces derniéres quantités leurs valeurs (96), il esl
clair que nous aurons une équation en p semblable a I’équalion obtenue
au n° 293 et a laquelle on pourra appliquer loules les conclusions pré-
cédemment éElablies relativement & cette derniére. Ainsi, cetle équation
définira a la distribution des valeurs de p sur la multiplicilé singuliere et
aura pour caractéristiques les bicaracléristiques du systéeme (94).

On déterminera ainsi les valeurs de =, H, Z sur 1 = 0.

(1) 11 n’y a pas & se préoccuper du cas ou Z, H, Z seraient nuls avec 11, pour la
méme raison qu'au n° 34%. (Voir la note de la page 333).
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349. — Pour voir si ’'on pourra oblenir dans ces conditions une solution
du probiéme, nous supposerons effectuée la transformation que nous avons
indiquée aux n° 322-323. Autrement dit, notre caractéristique ne sera
autre que &, = 0 ; de plus, 'une de nos trois équations ne contiendra plus
les dérivées secondes par rapport & @, ; les deux autres conliendront ces
dérivées, I'une dans le seul terme pn., l'aulre dans le seul terme gun (!).

Si nous groupons nos différents lermes d’aprés leurs ordres de différen-
ciation par rapport a4 2, seul, nous pourr(;ns écrire ces équations sous la
forme '

3052%'*' P4 (t%f‘n) + ¢ <:—1‘) + % (5;%) + 9, (8) + 4 () + %, (§) =0,
o

%:]n + ?I‘ (506%) + q/l < ! ) + X,l <%> =+ ‘Pla(E) -+ q'”z ("))+ Xla(c) =0,

¢’y <b:§,,) + ¢ (%) 4 o1y (%) + o () + ¢, ("l) + ¢ (8) =0,

o
8|
-3

ot o, b, 1 9 ¥ X ¢, 4, ¥, désienent des polynomes différentiels
linéaires du premier ordre, portant chacun une fonction, dans lesquels
n’interviennent que des différenciations par rapportaux variables autres que
Zni 90 Yoy eoes ¥y 1’30 des polyndmes différentiels du second ordre égale-
ment dépourvus de différenciations par rapport a .

C'est dans les équations ainsi écrites que nous devrons substituer les
valeurs

(97) t==logzs+ 8, n=Hlogan+, {=1Zlog zn 4+,

des inconnues. Le facteur log xz, devant étre {raité comme une constante
dans toute différenciation par rapport & une variable autre que x,, on aura
évidemment comme résultat

|

et ramrnmrn @]+ =0

n Ln (XN

) — X [ @+ 0+ 4]+ =0,

23, @, | Toxn

Lo (@ + ¢, () 1, (@)] ... =0,

xn

(1) Plus exactement, pour obtenir ce résultat on devra s’arranger pour que toutes
les multiplicités a, = const. soient des caracléristiques et opérer un changement
d’inconnues défini, non par les formules (52), mais par les formules (63}, les fonctions,
&, B, C, &' B' € étant égales, pour tout systéme de valeurs de &;, Te, .-. Tny AUX
coelficients dun, Buny Cnny @'any Bnny C'mne
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. , .o i 1 L
ol nous n’avons écrit que les termes en s eten —. La disparition des
n n

premiers dans les deux premiéres équations montre que = et H doivent
s’annuler avec @, : c'est ce qui correspand aux formules (96). Dans ces

conditions, la disparition des termes en o dans fa (roisiéme équation exige
“n

que Pon ait pour I = 0,
X (D) =0.

C’est I'équation aux dérivées partielles trouvée tout a Pheure, qui détermine
la distribulion des valeurs de Z sur la multiplicité 22 = 0. Si elle est
vérifiée, notre troisicme équation (4 laquelle se réduit ici la combinaison
linéaire formée au ne précédent) ne contient plus d’aulres {ermes singuliers
que les termes logarilhmiques.

Ecrivons qu’il en est de méme des deux équalions restantes. = et H élant
nuls initialement, on a

(99) E =@, E‘, H =, H,
ou sonl Z, et I, de nouvelles fonctions réguliéres. 1l vient alors, en égalanta

zéro les termes en ;— (lesquels, moyennant les relations (89) sont fournis tant
n

1 N | S .
par les termes en 57 que par ceux'en - des deux premiéres équalions (98),
n n

B+ u(@)y=0,
H, + 1',(2) = 0.

Z étant connu pour xn = 0, les deun relations précédentes fonl connaitre

Lo — , L qe 2= oH
lzs va'eurs initiales de E, et de Hy, t’est-a-dire de — et de —.
3Ln T

Si nous nous rappelons que =, H, Z doivent former eux-mémes une
solution du sysiéme donné (afin de faire disparallre les lermes logarith-
miques), nous voyons que nous sommes conduits & délerminer une telle
solulion en nous donnant les valeurs de nos trois inconnues el des dérivées
premiéres de deux d’entre elles sur la caracléristique @n = 0. Or, nous
avons va au n° 328 qu’a ces données nous pouvions adjoindre les valeurs
de Z sur une multiplicité sécante a la premiére.

Done il existe une infinité de solutions de la forme (97) dépendant
d’une fonction arbilraire de n — 1 variables et d’une seconde fonclion
arbitralre de n — 2 variables puisque Z peut étre choisi arbilrairement en
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tous les point d’une multiplicité n — 2 fois étendue située sur notre carac-
léristique et coupant chaque bicaractéristique en un point.

350. — Nous serons conduits aux ondes quiinlerviennent dans la
théorie des mouvements périodiques si nous donnons i la fonction F la forme

F (1) = sin pIl

 étant un paramétre arbitraire,

La fonction F ainsi choisie est holomorphe, quel que soit ¢ et constam-
ment comprise entre + 1 et — 1. Elle ne rentre donc pas, a proprement parler,
dans la catégorie qui vient d’étre envisagée. Cependant — et c’esl 1a une
nolion qui acquiert une grande importance dans beaucoup d'applications
physiques de I’Analyse — tout en élant théoriquement toujours réguliére,
elle doit étre considérée comme pratiqguement singuliére lorsque u a de
grandes valeurs : elle présente, en effet, un cerlain nombre de propriéiés
qui la rapprochent des fonclions pourvues de singularités. Elle est toujours
conlinue et n’offre jamais de variations brusques, au sens absolu du mot ;
mais elle passe cependant de la valeur 4+~ 1 & la valeur — 1 lorsque sa

variable indépendante I s’accroit de la petite quantité -EL Elle a une dérivée,

laquelle n’est jamais intinic ; mais les valeurs de celte dérivée sont tres
grandes par rapport A celles de la fonction, savoir de I'ordre de p ; celles de
la dérivée seconde sont de méme trés grandes comme p?; elc.

Draprés cela, si (en nous bornant au cas d'une seule inconnue) nous sup-
posons que ’équation (63) a une solution de la forme (1)

(100) 2z =Zsin pll + z,

el si ¢ est trés grand, les dérivées de 11, de Z et de z, (ainsi que ces quan-
tités elles-mémes) n’étant pas trés grandes, il faudra que dans le premier
membre de 'équalion (88), les termes en F’, qui sonl de I'ordre de u?, et
les termes en F’, qui sont de l'ordre de y, s'annulent séparément. La pre-
miére de ces conditions donne '

(12") A=0

el cela, celte fois, pour toule valeur deIl, de sorte que les multinlicités
N = const. doivent Atre des caractéristiques.

(1) Rien d'essentiel ne serait modifié si nous remplacions le terme unique Z sin pll
par la somme Z, sin pll 4+ Z, cos pll.
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Les termes en F’ donnent la condition (89) avec Jox= 0, par conséquent,
en introduisant la variable bicaractéristique s détinie par les équations (14)
(n° 283).

dZ ‘
(101) Fr MZ = 0.

Inversement, supposons les fonctions Il et Z délerminées, la premiere
par Péquation (12'), Ja seconde par I'équation (101). Alors le résultat de
substitution, dans Péquation donnée, du produit Z sin pll se réduira &
Q sin pll, en posant.

Q=9(2).
Nous aurons donc & déterminer z, par I'équation
(102) F(z,) = — Q sin gll.

Or, pour les diverses équations aux dérivées partielles du second ordre
(a caracléristiques réelles) que I'on a pu intégrer (comparer n° 339), on
conslale, pour I'équation & second membre

,7(:) =

(o4 F est une fonction donnée de z,, «,, ..., z,), ’existence de solutions
représentées par des sommes d’'intégrales nuples ou n — {uples de la forme

(103)\//.../:7(3;", vory En) Gy, gy wevy 0y &y, oony @) dr

on G est calculé a priori,indépendamment de la fonclion & et o dx est un
¢lément de mulliplicité n fois ou n — 1 fois étendue, décrite par le point
(@) &gy oovs T'n)

Pour obtenir une solution de I'équation (102), nous devrons remplacer F
par — () sin pll,

Supposons que les fonctions,Q et G satisfassent a des condilions analogues
a celles de Dirichlet, je veux dire que leurs varialions totales (*), sur une
ligne quelconque finie, ne soient pas trés grandes par rapport a ces fonctions
elles-mémes. Alors la théorie des séries trigonométriques (%) nous apprend

(1) JorvAN, Cours d'Analyse, 2¢ édition, tome 1, n® @9, pages 54 et suiv.
(2) Jorpan, Ibid. tome II, ch. 1v; Prcaro, Traiteé d'Analyse, ¢ édition, tome I
2¢ partie, ch. 1x,
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qu’une intégrale de la forme (103), portant sur lafonction QG sin 1, est trés
petite par rapport aux valeurs de §) et de Uordre de 8

Supposons enfin que Q = F (Z) soit du méme ordre de grandeur que Z
lui-méme. On voit alors que, des deux lermes de l'expression (100), le
second est trés petit par rapport au premier. La solution se réduit donc
sensiblement dans ces conditions, au produit Z sin pD,

Cette quantité éprouve, d'aprés sa forme méme, des oscillations pério-.
diques d’autanl plus rapides que p est plus grand, el les points de phases
correspondantes sont situés sur des surfaces Il = const., c'est-a-dire sur
des caractéristiques.

351. — Revenons maintenant a la détermination de Z. Une fois T choisi,
Z est assujetl: a I'équation différentielle (101).

Or celle~ci ne fait connaitre que les rapports mutuels des valeurs de Z
aux différents points d’'une méme bicaractérislique. Elle n’établit aucune
relation entre les valeurs prises par cette fonclion sur des bicaraciéristiques
différentes.

Donnons-nous arbitrairement, par exemple, une région de l'espace a n
dimensions, el considérons V'ensemble des bicaractéristiques qui traversent
celte région : ce qu’on pourrait appeler un pinceau de bicaractéristiques,
Rien ne nous empéchera de supposer T différent de zéro sur les bicarac-
téristiques du pinceau et nul partout aillevrs.

Les bicaractéristiques sont d'ailleurs bien, d’aprés ce qui précéde, les
seules lignes qui possédent cetle propriété.

Or, dans celle-ci, nous reconnaissons bien le caraclére essentiel par lequel
les rayons interviennent physiquement. Elle correspond d’ailleurs d’autant
mieux & une propriélé de la solution (100) que p. est plus grand et, par
conséquent, z, plus petit : et c’'est bien, en effer, pour les oscillations
extrémement rapides, comme les vibrations lumineuses, que la propaga-
tion par rayons est la plus nelte.

I faut observer, toutefois, que, dans les régions o Z variera rapidemént,
les conclusions seront modifiées, z, cessant d’étre négligeable (diffraction).
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NOTE I

SUR LE PROBLEME DE CAUCHY ET LES CARACTERISTIQUES.

Lorsque nous avons élabli (au chap. 1V) que si deux surfaces intégrales
d’une 1méme équalion de Monge-Ampére élaient tangentes tout le long
d’une ligne, celle-ci ne pouvait étre qu’une caracléristique, notre démons-
tration ast restée incompléte sur un point : nous avons dq, en effet, laisser
de cdté le cas ou le contact est d’ordre infini. Il y a done lieu de se deman-
der si, inéme en {enant comple des solulicns non analyliques, le probléme
de Cauchy est parfailemnent déterminé toutes les fois que la série des va-
leurs données n’est pas caractéristique. Lorsqu’il s’agil d’'une équation
linéaire & coelficients analyliques et holomorphes, la solulion a éié oblenue
d’une manitre ultérieurement générale par M. Holmgren (*), et cela, non
seulement pour une équation du second ordre, mais pour un systéme
linéaire d’'un nombre quelconque d’équalions.

Un tl sysléme peut, comme on sail, se ramener toujours & une forme
dans laquelle loutes les équatlions sont du premier ordre. De plus, si les
multiplicilés .x — const. ne sont pas des caracléristiques, ces équations
sont ré-olubles par rapport aux dérivées relatives a z, de sorle qu’elles ont
la forme

n n
22 2z
1) S@ = — ¥ Aulzy) o~ > Bu(w, y) s =0
k=1t h=1

(i: 1, 2, eeny n)

les quentités .\, By, élant des fonclions analytiques et holomorphes de «

(1) Orversigt af Kongl. Vetenskaps-Akad. Forhandl, 9 janvier 1901, p. 91 -103.
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et de y. Si la ligne donnée L (sur laquelle z,, z,, ... z, doivent sannuler)
n’est pas tangente & une caractérislique au point 0 aux environs duquel
nous nous proposons d'étudier le systéme des fonctions z, on peut admettre
que 'axe des y est la tangente en ce point, les équations conscrvant la
forme précédente.

On peut, de plus toujours exclure, par une transformation évidente, le
cas ol il y aurait inflexioa en () et admettre par conséquent, que notre
ligne'tourne sa convexilé d’un cété déterminé de I'axe des y. Le choix de
ce cOté est méme a notre disposition. Supposons, pour fixer les idées, que
nous avons choisi celui des @ positifs, ou cdté droit.

Le systéme adjoint de (1) est

l‘ (u) 2 O\ (Alu uk) —_— \ B;,,uk =0
k
ou

@) _<;u>—°l'—2Ak.°“* thuk—o

bA‘In

3) B —Bu— .

Il donne lieu, avec le systéme donné, & l'identité

fng[u,ﬂ.-(z)—i- zig,-(u)]:dxdy
:f(Z z.-uidy—iEkA;ku,-z,,dx>

ou lintégrale double est étendue & une aire quelconque du plan des xy et
Vintégrale simple au contour de cette aire.

Les fonctions B seront, comme les A et les B, analyliques et liolomorphes,
par conséquent développables en séries de Taylor ordonnées suivant les
puissances de @ — xy, ¥ — y,, en désignant par =z, y, les conrdonnées
d’un point quelconque voisinp de O. De plus, les rayons de convergence
associés (') de ces développements ne descendront pasau-dessous I'une certaine
limite fixe lorsque le point, (%, y,) variera dans Ié voisinage de ). Comme

(1) Voir BonrgL. — Legons sur les séries & termes positifs, p. 86.
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les fonclions correspondantes reslent finies, I'un quelconque des développe-
mentls en question admettra une séric majorante de la forme

()

M, », +' étant indépendants de x,, y,-

Dans ces conditions si, sur la droite z == 2, nous nous donnons des va-
leurs des u, soit %; = f; (y), ces valeurs étanl analytiques et holomorphes et
leurs développements suivant les puissances de y — y, admettant la série
majorante commune

P
©) =
R

(P, R conslants) les raisonnements classiques relalifs aux équations aux
dérivées partielles nous apprennent (!) lexistence d’une solution holo-
morphe du systéme (2) prenant sur la droite = @, les valeurs données.
De plns, les développements des fonctions u ainsi obtenues convergent
pour

(@—x)<<e, (y—y)<<¢

¢, ¢’ dépendant de M, », »', R, mais non de P : on peut, en eflet, donner 2
cette derniére quantité une valeur arbitraire en multipliant les valeurs f;(y)
par un méme facteur, lequel se retrouvera dans les valeurs des inconnues
et ne modifiera pas les rayons de convergence de leurs développements : ¢, o’
sont, par exemple, supérieurs aux valeurs qu’ils prendraient si I’on rempla-
cait tous les Ay, Pu par la fonction (5) et tous les £; par la fonction

i
{ ¥ —%
R

(cas ol ces valeurs pourraient étre aisément écrites, les « s’obtenant alors
par intégration directe).

Choisissons arbitrairement R, ce qui nous permetira de calculer p, ¢’
puisque M, r, 7, sont connus. Donnons enfin a 2, une valeur inférieure en
valeur absolue a p et telle que la droite «# = «, inlercepte sur notre ligne

(1) Jorpan. — Cours d’Analyse, t. 11, chap, III. — Goursar, Lecons sur Uintégra-
tion des operations dérivées partielles du premier ordre, p. 2-8.
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un arc PP’ (fig. 24) entitremenl situé dans le domaine ou les considéra-
tions précédentes sont valables.

Supposons maintenant que le systéme (1) admette une solution telle que
tous les z soient nuls sur I'arc, cette solution étant définie dans le voisinage
de cet arc et en particulier dans toute la région
comprise entre cet arc et sa corde. Nous appli-
querons la formule (4) au contour de Iaire ainsi
définie en prenant pour les # les fonctions dont
nous venons de supposer I’existence. ,

Quant aux u, ils seront définis de la fagon P
suivante : soit F;(y) la série des valeurs prises
par 3; le long du segment de droite. Nous
pourrons trouver (pour chaque valeur de z) un X
polynome f; (y) qui ait, avec F;, une différence
o;(y) partout inférieure en valeur absolue & un
nombre € aussi petit que nous le voulons.

Nous prendrons pour les u; la solution du sys-
teme adjoint telle que w; se réduise sur la droite
a%fi(y). Les polynomes'f; pouvant évidemment
toujours étre regardés comme admettant des majorantes de la forme (8) les
u; existeront et seront holomorphes dans toute notre aire d’intégration.

Dans le second membre de (4), I'intégrale relalive a ’arc PP’ sera nulle,
puisque tous les z s'annulent le long de cet arc. Sur la corde de PP, dx
élant nul, I'élément d’intégration se réduit a

¥

Fig. 2

_ » . W F Y
2 w;z;dy=dy E Ffi=dy [2‘ F2, + Z F,p.].

Soient 1 l’intégralef[E F,-(y)’] dy; H, le maximum du module

des F;; , la longueur PP’ : il est clair que 'intégrale considérée différera
de I d’une quantité inférieure & neH!I. Elle ne pourra donc étre nulle si
F'on a

1

S nHI

Comme ¢ est arbitrairement petit, on pourra toujours supposer cette iné-
gahté vérifiée, et la formule conduira par conséguent & une contradiction
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dés que l'on n’aura pas T = 0, c’est-a-dire dés que les F ne seront pas tous
identiquement nuls. Il faudra done bien que l'on ait partout du moins &

droite de L
=%, = --'=zn=0,

car P'abscisse o, est arbitraire sous la condition 2, <C p.

Pour élablir la méme conclusion pour les points situés a gauche de L, il
suffira de modifier, par un changement de variables, le sens de la convexité
de cette ligne.

‘Le raisonnement précédenlt se généralise de lui-méme au cas d’un nombre
quelconque de variables indépendantes. S'il y en a trois, par exemple, les
données de Cauchy seront relatives & une surface & laquelle il suffira de
donner (par un changement de variables) des courbures de méme signe et
différentes de 0.

On peut, d’autre part, ramener le cas d’une équation quelconque a celui
d’une équation linéaire au moyen du lemme suivant :

Soit F (@, ,, ..., @m) une fonction qui admet dans un certain domaine
des dérivées partielles continues jusqu’a un certain ordre p. Siy,, y;, .
Ym désignent une nouvelle série de variables en méme nombre gue les
premiéres, la différence '

Fy ysr o5 Ym) — Flo, 4 -0y Zm)

peut se meltre sous la formeé

W — &)+ @y — %) 99 + .o =+ (Yo — T) P

0% 91, 0y, ..., O désignent des fonclions de 2., Ty ooy Ty Yyy Yay ooes Yim
continues ainsi par leurs dérivées jusqu'a Uordre p — 1.

Pour démontrer cette proposition, on commencera par supposer 7 = { ;
on verra sans difficulté que, pour F conlinu ainsi que ses p premidres
dérivées, la fondtion

Fly) —F(z)

Y— @y

est conlinue ainsi que ses dérivées partielles, par rapport & @, etd y,, jusqu’a
Iordre p — 1.
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Pour passer de la au cas général, il sulfira d’appliquerla conclusion ainsi
obtenue a chacun des termes de la somme.
[Fly, 2y @y oo, Ti) — F (@, 25 240 ooy Ta)]-
+ [F(y,, Yoy Tgs ooy Tm) — F)y,, 24, @, .., .1:,,.)] -+ ..
-+ [F(.’/u ygv secy ym) - F(yly yp ooy ym——lv "vm)]-

Si d’ailleurs F est analytique, il sera de méme de o,, ¢4, ...; O,
Pour z, = y,, &, = y;., ..., Zm = Ym, ces fonctions ont évidemment les
valeurs
oF .
(7 %= (i=1,2,..m.

Cela posé, soient
(8) F(z)=F(z, v, 2,p, ¢, 7, s,.t) =40

une équalion aux dérivées partielles du second crdre définissant’z comme
fonction de z et de y; z et ' = # + u deux intégrales de cette équation,
lesquelles coincident ainsi que leurs dérivées tout le long d’une cerlaine
ligne L. On aura

Flze+uw=9(z =0
Mais d’aprés le lemme précédent, la relation

173 2%u e b?u)
— r 4 —

/ U
F(w,y,z+u, P 4+ T S sy 7

_F(‘T! Y50, ¢4 7S, t)=0
pourra se mettre sous la forme

@) a$+2b§%’%{+c:’7’f+2d%+2ezg+m=o,
a, b, ..., f étant des fonctions cenlinues et dérivables de z, y de #, u et de
leurs dérivées : c'est-a~dire (si z el u sonl eux-mémes supposés dérivables
jusqu’a un certain ordre) des fonctions continues et dérivables de « et de y.
Tout revient donc & savoir si cetle équation linéaire en u peut admeltre
une intégrale nulle ainsi que ses dérivées premiéres et secondes tout le long
d’une ligne déterminée L sans étre identiquement nulle — ou, du moins,
sans étre nulle dans toute une région avoisinant L.

HaDANARD 23
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Remarquons qu’en tout point ou % est nul ainsi que ses dérivées pre-
miéres et secondes, on a, d'aprés les relations (7),
__?F oF __oF

26 =

(10) a= % ST

de soite qu’en un tel point, les caractéristiques de I'équation (9) sont tan-
gentes 2 celles de la proposée.

La queslion serait dés lors résolue, par la démonstration de M. Holmgren,
si équalion (9) étail & coelficients analylique~s. Mais nous ne devons pas
admettre qu’il en soit ainsi, méme si F est elle-méme analytique. Nous
devons, en eflet, comme nous l'avons dit en commencant, supposer que
les inlégrales z et 2’ ne possédent pas cette propriété, laquelle ne saurait
dés lors appartenir aux coeflficients @, b, ¢, ... .

Il serait donc nécessaire d’étendre le raisonmement de M. Holmgr:an aux
équations lincaires noa analyliques. Cetfe extension n’est fait= jusqu’ici que
dans un cas : celui ot les caraclérisliques de I'équation (9) — et, par con-
s*quent, cclles de I'équation donnée — sonl réelles et distincles. Dans ce
cas, en eflet, les rauisonnemen!s du n® 174 s'appliquenl, 'la fonclion de
Riemann pouvant toujours étre formée par la méthode des approximalions
successives {!). Notre conclusion est donc alors démontrée.

(") Pic\ry, in Dawrpoux, Lerons sur la t'éorie d s surfaces, tome 1V,

v
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SUR LES GLISSEMENTS DANS LES FLUIDES

Nous avons vu, au chap. V, que, oulre les ondes (lesquelles n’existent
que dans les fluides compressibles) les fluides quelconques, compressibles
ou non, peuvent présenter des disconlinuilés stalionnaires. On sait d’ail-
leurs que celles-ci peuvent étre absolues, c'esl-d-dire que deux porlions du
fluide peuvent glisser I'une sur I'autre & la facon de deux corps différents.

Depuis Helmholtz, qui, le premier, a attiré ’attention sur cetle calégorie
de mouvements ('), ceux-¢i jouent un réle imporlant dans plusieurs
théories hydrodynamiques ; leur existence est invoguée pour expliquer
diverses circonstances paradoxales, tels que I'écoulement des liguides en
présence de parois anguleuses, ou encore le résultat connu sous le nom de
paradoxe de d’ Alembert (absence de résislance opposée par un liguide &
un solide symélriquz par rapport & un plan perpendiculaire & la direction
du mouvement).

De telles explicalions souffrent toulefols une objeclion commune &
laquelle nous avons déja faitallusion dans le texte (ch. V). Les glissements
dont nous venons de parler sont, en effet, possibles, en ce sens que rien (en
I'absence de viscosité) ne s’oppose & leur persistance, une fois qu'ils se sont
produits entre deux régions quelconques du fluide ; mais nous allons voir
que leur naissance est impossible, du moins dans les conditions ou se
place 'Hydrodynamique rationnelle.

Si méme, sur une surface de glissement, la vitesse de glissement est

() Monatsber, der Berl. Ac. der Wissensch , 23 avril 1868,
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vulle en un point délérminé & Pinstant ¢, elle restera nulle entre les
mémes molécules & tout inslant ultérieur.

11 est toutefois essentiel de tenir compte de la restriction que nous avons
apportée & motre énoncé il y a un instant. On rencontre, en eflet, dans
Pétude des fluides nalurels, des cas qui échappent au raisonnement que
nous allons présenter, comme & lous ceux qui- reposent sur les équations
classiques de ’hydrodynamique lelles que nous les avons écrites dans le
texte (ch. III et V) et o0, par conséquent, rien n’exclut plus la production
de discontinuités absolues au cours du mouvement.

Tels sont ceux dans lesquels, la pression s'annulant, des cavitée se creu-
sent momentanément dans la masse fluide considérée. Ces cavilés se
refermenl en général par des remous dans lesquels les molécules apparte-
nant & des régions différentes se mélangent entfe elles, de sorte qu'il devient
_impossible d’admetire en aucun point 'hypothése de continuvité du n° 435.

Ce que nous allons prouver est done simplement qu’une telle singularité
(ou toule autre analogue, pourvu que les Hypothéses qui servent de base &
Phydrodynamique rationnelle cessent d’étre vérifiées (*) ) sont nécessaires
pour gu'un glissement se produise dans une période quelconque du mou-
vement, s’il n’en existait pas avaot celle période.

La démonstration repose sur ce fait, conslaté au n° 244, que (moyen-
nant les hypothéses fondamentales en question) a4 chaque instant d’un
glissement relalif, le saut d’accélération est-normal a la surface S, le long
de laquelle la discontinuité a lieu.

Proposons-nous de former les équations différentielles quiexpriment cette
condition.

Reprenant les mémes nolations qu'au n° 249, nous désignerons
par &, 7 des coordonnées curvijignes prises sur S, considérée dans son état
initial 8;. Les coordonnées carlésiennes x, y, z d'une molécule de S appar-
tenant & la région 1 seront des fonctions de §, w et du temps ¢ :

€ = -’”(Ey T t)’
(1) y=yE 1),
z =zt t)

(1) Les équations générales de I'Hydrodynamique sont également modifiées dans le
cas du frottement; mais celui-ci ne parait pas pouvoir étre invoqué pour expliquer
la naissance des glissements, car il a pour effet, au contraire, de déiruire ceux gui
pourraient exister initialement,
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1l en sera de méme des coordonnées 2’ y’ 2z’ d’'une -molécule de 8 appar-
tenant & la région 2 ; mais les expressions seront différenies dans les deux
cas. Puisqu'il y a glissement le long de S, la molécule de la région 1 qui
avail, dans I'état inilial, les coordonnées curvilignes £, 7 coincidera, a I'ins-
tant ¢, cefle de la région 2 qui avait, dans[’état initial, les coordonnées ¥/, v/
(en général différentes des premiéres). Si § et n’ sont donués, ¢ et q seront
des fonclions de ¢, qu’il suffira de substituer dans les équalions (1) pour
avoir le mouvement de la molécule (2, ¥ 3.

Ce sont ces fonclions que nous avons a étudier.

L’accsléralion de la molécule (&, y, z) s’obtiendra en' différentiant deux

fois les formules (1) par rapport a ¢, sans faire varier§ et v ; elle aura pour
composantes

¥r Dy oz

W w’ ad

L'accélération de la molécule (2, ¥, 2’) s'obtiendra en substifuant, au

conlraire, 3 &, n, leurs valeurs en fonetion de ¢ : elle aura pour compo-
sanles

do o wmdt  swdm ¥z (dE)' o didy | ¥ fdn\t
af T Tdagnt on art + o \d1 ofon dt de " ot (di)
' S 13 o'z dy
DX A% g 3T 49,
2 Sdidr T * wydt dt
y __ ¥y gl oy din dt %y df dy y<d'q
dr o Tk g o an &2( )+2o20ndtdt+ dt)
My di o'y dn
2gudt T2imardr’ _
d' ¥z oz d% oz di w d5\* | otz didn | 'z (dn :
ar = T an v o g (%) Fom di dt T an? )
b z dt 42 3z d'n
b‘bt dt andtdt

dt

suffira de faire passer dans les premiers membres les terwes
1 b’y 'z .
@ i’ o bour obtenir, aux seconds membres, les composanles du saut

d’accélération. Nous écriruns que le segment ainsi obtenu est normal S
en écrivant qu'il est perpendiculaire aux deux directions

RN
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Ceci donne les deux relations

azt az\?  d¥ QW dx di\2 dr O
(& 2 @ 2ED -G 2EY
o d& dy, ‘o v dn\’ " [ox vz
22 ar - 2 (5@ om) + (51?) " (55 a?)

o d§ oz bl o dn ox dlr\
+2 di - Z(oz oﬂat>+‘3t'2<§ﬁ§t)’"o

d¥% QO oz dw aiy e\ ? a3 ar iz
w2 a2 (@) 2EE)
dﬁ dn (bac b’x) (d-q 2 AN (bw 0_’20)

2 4t di - o %07, tTt) * hed \O7 072

¢_z’~E (b.x 32) 2 ‘2z dx
dt- on dfdt (on om of

olt les signes X signifient qu’il faut remplacer, dans les dérivées parliclles,
Z par y, puis par z et ajouler les trois expressions ainsi obtenues.
Nous voyons s'introduire ici les coefficients

o a=3(y r-3(EE) =X (3)

de ’élément linéaire

(2)

+

|

+

Edi* + 2F d%dr, + Gdy?

de la surface § & 'instanl considéré : ce sont eux qui figurent comme coeffi-
cients des dérivées secondes de § et 7, dans les équations précédenles.
D’aulre part, leurs dérivées parlielles permettent d'exprimer les coeffi-

%2 2 .

uentsde( ),..Ziz: (Z—?),savmr
vbza’-x_!ar‘ or iy ibF otz __oF 1 G
—F 2T W i 0EdEOm 20w o on* ~ om 2 og’
N\ ote _oF  1oE N o’ 4G ozt _ 1 oG
s 3 02 T 0F 2 0m'  ad om OEm 2 0% . 20y
i dv

Eiles permetlent également d’exprimer deux des coefficients de T ar
celui de gi dans a premiére équalion :

O o Oz oE

— 0 2T B
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et celul deg? dans la seconde

5 N T oG,
T kmd 2w 20t O
Mais il n’en esl pas de m{me des deux coefficients restants

2

dr olx w2
4 v‘c‘_“ v‘—c '
ad O OMOUL med D1, DEDE

Leur somme seule peut se calculer a P'aide des coelfivients (3) : elle est
égale a oF,
° at

Il ét: it d'ailleurs évident a prior: que, dans les équalions (2), devait
s'introduire un élément dislinct de la forme de la surface S. En effet, le
mouvement d’une molécule (o', 3, 2') peul élre considéré comme résultant
du mouvement de la surface S prise dans la région 1 (c'est-a-dire celui-des
molécules (x, y, 2) ) el du mouvement de (2, y', 2') par rapport a’(z,y, z):
le premier de ces mouvements pouvant élre regardé comme un mouvement
d’entrainement et le second comme un mouvement relatil. Or on sait que,
dens la (héorie des mouvements relalifs, les accélérations ne se composent
pas lindairement comme les vitesses : si, par exemple, le mouvement d’en-
trainement était celui d'un systéme invariable, on aurait a lenir comple de
l'aceéléralion complémentuire de Coriolis, laquelle dépend de la rotation
instantanée de ce systérpe. On doit done s’altendre & Vinlervenlion d’une
rolalion de celle espéce dans la question actuelle, et méme le théoréme de
Coriolis auquel nous venons de faire allusion nous indique la parlie de
celte rotalion qui joucra vraisemblablement un role. Si, en effet, la rota-
tion en question étail tangente 3 S, comme il en est de méme de la vilesse
relative, le théoréme de Coriolis (en le supposant applicable) donnerait une
accélération complémentaire normale. Comme I'évanouissement des com-
posanles langentielles du saut d'accéléralion nous intéresse seul, nous
ne devons avoir A utiliser que la composaunle normale de la rotation.

1l est aisé de voir que les choses se passent effectivernent ainsi : il suffit
de décomposer le mouvement de S en une déformation pure et une rota—
lion, comme nous V'avons fait aux n> 51 et 62. 1l est vrai qu'au lieu
d’une déformalion de l'espace, nous n’avons ici que la déformation d’une
surface ; mais, pour ramener ce dernier cas au premier, il suflfit d'imaginer
que la surface S entraine avec elles ses normales, chacune de celles-ci se
déplacant comme une droile tnvariable. On pourra alors écrire, en. Jési-
gnant par le symbole d les différentielles qui correspondent & des déplace-
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wents dans I'espace & l'instantl considéré ; par u, v, w, les composantes de la
vitesse du point (z, y, ) el par ¢ une forme quadralique en dx, dy, dz,
écrire les équations du n° 62 sous la furme

22 gdz — rdy,

!
2
dv =% % 4 rdg — pdz,
i
2

P _ Y w=—2)-
S YA V=3t Y]

2L Yy vz ., DT Y dzF

- —eta
oo T N o

ou 3% 1 e °z _ .y,
as—asm“‘za or 7% (113
of
w __dy A v 2T 2z
of — otot 2 (hg/) 0% (Y
o
w ¥z LI oy .
of T Sl T 2 "("o; ey Tl
%)

el les équalivns analogues ol £ est remplacé par n.
Multiplions mainlenant les frois: premiéres de ces équations respective-
ment par ?E, hi/. ff; les trois derniéres par ?g, ZLE/’ ?—5 et retranchons la
o oY (T
somme des trois derniers prodyils de la somme des lIrois premiers. Les
t:rmes qui dépendenl des dérivées de ¢ s’élimineront el il restera

. pgqr
2 e
ﬂqra’ﬁ_ bfbx‘:2 b.z‘b_y?;zz =2R\EG—F2,
i 36, DEOL T et 05 O 0L of af 2%

dxr dy 27

o7 dm O

en désignant par R la composante normale de la rolalion (p, ¢, 7).
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Done enfin, les équalions (2) s'écrivent

Ot A [E () B e () (B
i P (E o

o [ ) (4] o St S (]
ERPIE IS L

Lorsque lasurface 3 est fixe ainsi que les molécules de la région 1 situées
sur celle surface, les deux é jualions que nous venons d’obtenir se réduisent
& celles qui définissent le mouvemeut d'un point sur S, en 'absence de
force accélératrice ; ce qui élait évident @ priori, puisque ces derniéres s’ob-
tienoenl en exprimant que I’accéléralion est normale.

Dans lous les cas, si le mouvement du milieu 1 est donné, celui des
molécules ', i/, 2’ esl déterminé par les équations (5) lesquelles sont de la
méme forme que les équalions de la dynamique & deux. degrés de liberté,
en ce-sens que les dérivées secondes de £ et de 7 sont exprimées par des
polyndmes du second degré par rapport aux dérivées premiéres, (!).

D’aulre part, les équalions (3) élant toujours xésolubles par rapport &
ces dérivées secondes (puisque EG — F? est toujours positif) et admeltant
la soludon & == const., n = const., il résulte des théorémes généraux
rclalifs aux équations différentielles que & et 5 sont forcément constants
si, @ un instant déterminé quelconque t, leurs dérivées sont nulles, c’est-
a-dive si, @ cel inslant, il n'y a point de saut de vilesse,

Ceci pourra d’ailleurs avoir lieu en tous les points de la surlace S — etalors
ceile-ci ue sera pas une discontinuité absolue — ; ou seulement en certains
points de celle surface, ¢t alors les molécules de la région 1 siluées en ces
poiuts cuindideront, dans loule la suite du mouvemenl, avee les molécules
currespondantes de la région 2,

(1) 8i I'on substituait & 'une des porlions du fluide une paroi solide animée du
méme mouvement, le mouvement des molécules de la partie fluide ne serait pas
changé. Il n’en résulte pas, bien entendu, que les équalions (3) soient applicables au
mouvement superficiel d’un fluide limité par une paroi quelconque. Il n'en est ainsi
que dans le cas ot le mouvement de celle paroi est celui qu'elle prendrait d’elle-
méme 8i on la supposait fluide, de méme nature que le milieu qui la touche ot
soumise aux pressions de ce milieu.
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SUR LES TOURBILLONS PRODUITS PAR LES ONDES DE CHOC

Nous avonsélabli aux n° 234-253 que la présence de discontinuités du
second ordre ne meltail pas en défau! les théorémces classiques de I'hydro-
dynamique relalifs & la conservation du potentiel des vites-es ou des tour-
billons. Nous allons nous proposer de rechercher I'effet produit a cet égard
lorsque la discontinuilé qui se propage est du premier ordre. Nous empluie-
rons a cet effel I'inlégrale

fud.z: + vdy + wdz

ou circulation, prise le long d’un contour fermé C,

Ce contour étanl de forme entli¢rement arbitraire, nous pouvons supposer
pour simplifier que pendant les
insfants ou il traverse la surface
d’onde, il n’est jamais rencontré
par elle qu’en deux points.

Soient alors A, B les deux points
de renconlre & un inslant déler-
miné ¢, Prenons pour état initial
I'état de la région 1 A cet in<tant;
soient cncore A’ B les positions
initiales des points de rencontre &

Fig. 25

I'instanl ¢ -+ dt : ces points seront
déterminés par la nouvelle surface d'onde §', située & une distance Bd¢
de la premiére S,.
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Pour évaluer de combien a varié la circulalion pendant Uintervalle de
temps df, nous considérerons séparément :

1o Les deux ares BA, A'B’ (fig. 25) dont le premier apparlient, pendant
toul l'intervalle de lemps considéré, a la région 1, le second a la région 2;

2° Les deux petits arcs A\, B'B qui passent d’'un étatl & ['aulre pendant
le temps d¢ ;

Placons-nous dans le cas le plus simple, celui ot ’'on ne tienlt pas comple
de I'objection d’Hugouiot et o, par conséquent, la pression et la densité
sont lies par la loi de Poisson ou, plus généralement, par une relation
ayant la forme (13) du n° 131, o

La variation relalive & I’arc BA est donnée par les considérations clas-
siques qui servenl a élablir le Lthéoréme des lourbillons (). Elle est égale au
produit de dt par la différence des va'eurs que prend, aux points A et B,
la quantité

: 2 2 ¢
(1) Q:u +v2+m2+v_ glpl;

ol V est tonjours le potentiel des forces pondérales el ou le dernier terme,
que nous désignerons par — P, esl comme on sait, dans nos hypothéses
acluelles, une fonction de p.

De méme la variation de l'intégrale prise suivant I'arc A’B’ est le produit
de dt par la différence des valeurs que prend la quantité Q aux points B’
et A'.

La somme de ces deux termes donne (en supposant le contour parcouru
dans le sens A’B'BA)

(2) di (OA - OB -+ Ou'l_ QA’) =dt LQA - OA' - (OB - QB')]

oi1, dans chacune des difféiences Q, — Q,., Q, — Q,, on prut faire abs-
traction du terme V, qui est conlinu au passage de ’onde.

Occupons-nous maintenant de la partic relalive 3 I'arc AA'. Boient z,,.y,,
z,, %y, v, w les coordonnés et les composanles de la vitesse d'un point de
cet arc dans I'étal 1; o,, v,, 2;, u,, v;, w,, les mémes gquanlilés considérées
dans Pétat 2: on aura, .

uy == u, —-A\0
(3 vy =10, — b
1w, = 1w, — v0

(1) Kircunorr, Mécanique, 15¢ legon.
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ef, d'aprés les formules (8) du n° 35,

dz, = dz, + Madz, + Bdy, + vdz,)
4) dy, = dy, + ¢ (adz, + Bdy, + vdz,)
dzy = dz, + v(ade, +Bdy,—~+ ydz,)

en désignant toujours par X, p, v, 8 les composanles de la disconlinuité et
la vitesse de propagation rapportées a I'état inilial (c'est-a-dire & I'élal de la
région 1) et par a, p, ¥ les cosinus direcleurs de 1a normale a 'onde.

It vient donc, en mullipliant respectivement les quantités (3) par les
quanlilés (4)

u,dr,+ v, dy; + wdz, = u,dx, +v,dy, + w,dz, — 0z, + pdy, + vdz,)
=+ (Mg + po, +ww,) (adz, + Bdy, + Ydz,)
— (A 4 p? + V)0 (adw, + Bdy, + 1dz)).

dt élant considéré comme un infiniment petit, les intégrales prises suivant
Parc AA/, par exemple, se réduiront aux différentielles correspondantes.
La différentielle =dx, + Bdy, + vdz,, projeclion normale de I'arc AA’, ne
sera autre que 0d¢, distance des deux surfaces d’ondes dans I'élat initial.
L'expression Mz, + pdy, -+ vdz, se raménera & la précédente si nous
remplagons 1, , v par leurs valeurs la, IB, Iy (o0 { est la grandeur de la
disconlinuilé) : elle sera égale & /8dt, pendant que du, + pv, + vw,
représenlera lv,, (o0 v,, désigue, comme au n° 103, la composante
normale de la vilesse dans I’étal 1). La variation de I'intégrale relalive a
AA’ sera donce

u de, +v,dy, +w, da, — (u,dz, + vy dy, + w,; dz,)
=8+ 1)0 —v,{de

si nous supposons, pour fixer les idées, que la propagation a lieu de la
région 1 vers la région 2 et que, par conséquent, les 'molécules atleintes
par Ponde passent de I'élat 2 & I'état 1.

L’intégrale relalive 4 BB" aura une expression tout analogue, mais prise
en signe conlraire.

"Mais dans P'expression (2), nous pouvons aussi évaluer la différence des

2 2 2
valeurs de 02 T aux points A et A’ (ou aux poinilsBet B')a 'aide

des formules (3). 1l viendra ainsi, comme au n° 257,

u? + v} 4 w? 202
= vy, — g
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La variation iotale de la circulation, c’est-a-dire la somme des expres—
sions (2) et (5), sera dés turs égale au produil de d¢ par la quanlité

(8) Py — P, 10t (4 + 1)
“relative au point A, diminuée de la quantité analogue relalive au point B.
Utilisons maintenant les formules '
I

P2

|
l=—5;gz (py — p,)

>

du n° 256. La quantité (6) devient .
—P. —p PO (1 1y,
™ ’ m=P, P, 2 s + Pn)
Il est clair, dans ces conditions, qu'une [fois le coutour C complétement
passé dans la région 1, la eirculation $wivant le conlour aura augmenté de
'intégrale curviligne

(8) f nde,

dans laquelle ¢ représente instant ott un point.quelconque du contour
aura traversé I'onde, la quantilé II'correspondanté étant calculée au mo-
ment de ce passage.

Supposons le contour G trés pelit et rds voisin d’un point délerminé O
de la surface S. Rapportons-le a trois axes rectangulaires U, Or, Of dont
les deux premiers soient tangents & S en O, le troisieme normal et dirigé
vers la région 2. ¢ sera alors une fonciion de &, m, {, et il en sera de méme
de 11, L’intégrale (8) pourra s’écrire

ot ot [}

On sait que, pour obtenir les composantes du tourbillon, il suffit d’appli-
quer a la circulation le long d’un conlour fermé le théoréme de Stokes, de
maniére & la mettre sous la forme

(10) ‘/f[p cos (n, £) + ¢ cos (n, n) + r cos (n, {)] d2
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366 NOTE 11t

(o0 T est une surface quelcongue menée par le conlour el limitée & ce con-
tour, el U n est la normale en un point quelcongue de Z) : les quanliles
P, ¢, r sont alors les composanles cherchées. On aura donc les composanles
P, q. r du tourbillon additionnel produil par le passage de l'onde en fai-
sant ce méme calcul sur intégrale (9) : il vient ainsi

—2(p¥y 2 (g DY
P=5 (“ oc) o (n 071) DY
D, 0
= DL
_D(m, 9
T=D0¢ )

Si, enfin, nous tenons compte de ce que le contour est infiniment voisin

. . . 0 .
de Porigine, nous devrons faire é_f = gf— = 0 (puisjue les axes des % et
c .I :
des v, sonl langents a S) el?—f_ = % : d’ott enfin les furmules cherchées
o5
.
p ] o
(11 1011
r=20

¢ et 7 peuvent élre considérés comme des coordonnées curvilignes sur la
surface S, dont un point queleonque, voisin de O, peul &tre subslitué a sa
projection sur le plan tangeni en O. Les valeurs de p et de q dépendent
alors uniquement de la distribulion des valeurs de 11 sur S : Il résulle des
formules {11) qu'une onde de choc crée toujours des tourbil'ons par son
passage st la quantité T n'est pas constanle sur Uonde & chaque instant.

Il est d’ailleurs clair que, sur une onde prise au hasard, 0 ne sera pas
conslant, & moins que la relation entre la pression el la densilé ne soitl tlle
que cetle quanlilé soit idenliquement nalle. Mais c’esl ce qui n’aurail lieu,
ainsi qu'il esl facile de s’en assurer, que dans le cas, dunt nous.avons parlé

au n® 144, ou —; serait une fonction linéaire de p.

Nous avons admis, dans ce qui précéde, Uexaclilude de la loi de Poisson.
Si P'on se placait au point de vue d'[Tugoniot, la question perdrait de son
inlérét, parce que les tourbillons, aprés avoir ét¢ modifiés au moment du
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passage de l'onde, conlinucraient & s’altérer dans le mouvement conlinu
qui suivrait. La quanlité & qui figure duns la relation

p - }flgm

. . . L. ..od, .
devenanl, en eflet, variable ap.és la disconlinuilé, la quantité —OB cesserail

d’étre une différentielle exacle et la théorie générale des tourbillons d’étr.
applicable.

11 est d’aillenrs aisé de calculer, méme dans ce cas, la varialion instan-
tanée du tourbillon. 1l faul toutefuis observer qu’a cetle varialion inslanlanée
viendra s’en joindre une aulre continue. Si donc nous considérons, comne
tout & I'heure, notre contour C qui met, & traverser l'onde, un cerlain
temps < (d'ailleurs trés pe'it en méme lemps que les dimensions de C), la
varialion qui se sera produite, pendanl le temps <, dans la circulation le
long de C, sera l'effet combiné des deux canses dont nous venons de parler,
el non celui de la seule variulion inslantanée.

Mais il est aisé de discerncer le terme provenant de celle derniére de celui
quiest daa la va:iation conlinue. Ce dernicr est, en eflct, de Uordre de X<,
ou = est une aire limilée au contour C : il sera donc infiniment petit par
rapport & la varialion instantanZe, qui est de Uordre de =.

Dans 'expression Iy — T, qui nous fournissait tout a I'beure, au fac-
leur dt prés, la varialion élémentaire de circulation, une scule catégorie
de termes devra élre modiliée : ce sont les termes en P. Leur ensemble
(P, —Pa - (P,—P))s devra évidemment étre remplacé par ladilférence

des valeurs que I'on obtient pour l'inlégrale‘j a_l:r_) lorsqu’on la prend de B

{
en A sur la partie du contour C siluée dans V'état 1 ou sur la partie située
dans l'état 2.

Soit menée la surface = limitée au conlour C, el que nous supposerons,
pour fixer les idées, conslamment composée des mémes mo'écules. Snil o la
ligne B A suivant laguelle £ coupe la surface d’onde S au lemps ¢. Nous
remplacerons la dilférence des deux inlégrales dont nous venons de parler
par I'expression

(12) (C.l& — ip_t).

En opéranl ainsi, nous altérerons la différence en question d’une quan-
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tité de l'ovdre de = : cetle quanlité, dans Uintégrale prise par rapport a ¢
dans lintervalle de temps <, donnera un résultat de U'ordre de =<, lequel
devra étre négligé d’aprés ce qui a été dit plus haut.

Soit s un parametre correspondant 4 un point variable sur s et croissant
de B en A, par exemple I'arc de o compté & partir du point B. Nous pour-
rons prendre comme cqordonnées curvilignes sur X, Finstant ¢ oi une
molécule quelcongue de celle surface est a'teinte par 'onde el la valeur de s
déterminanl la position de cette molécule sur la ligne s correspondanle.
D'aprés Phypothése [aile sur la position du plan des §n, on aura sensible-
ment

0 0
(18) Yoo, B,

“et cela en toul point de = et & tout inslant ¢, postérieur, mais d’une quan,
tité suffisammeat petite, & l'intervalle de temps = (et ol, par conséguent-
Paire =, complétement située dans la région 1, sera infiniment voisine de
P'onde).

D’autre part, Pintégrale de la quantité (12), prise par rapport a £ est
évidemment

i op 1 p
('4) f\/‘<9—i 0—: —P—‘ '5§i> ds dt.
z

p, et p, étant délerminés pour chaque molécule (ils doivent étre, comme
précédemment, au moment de son passage i travers I'onde) el étant, par
conséquent, fonctions des coordonnées £, , § de cette molécule a 'instant ¢,,

Lo
on aura (puisque = 0)

op __ % oDy ‘49
os  of 28 ' om 08 (=12

Si nous reportons ces valeurs dans l'intégrale (14), il suffira d’employer
les relations

Y3 das > d=
= dsdt = — ZF cos (n, ), £ww:Tm@@

qui résultent des équations (13), pour meltre celle-ci sous la forme (10),
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le coefficient de cos (7, §) étant % (P—t %%‘1 oy %%’) et celui de cos (n, ),

1/12 3
—6(\?{5——9— ps‘) On a done

ol on devra supposer p,, p,, g, el o, lides par la relation adiabatique dyna-
mique (13) du no 257. Cette relation permet d'ailleurs de mettre les
formules précédentes sous la forme

1 m1 OF m—1 OB

P=— = (" e TS
= — R 2 log k 2log k
G (W =)

1 ok ok
q= (m (Pgm—i ?&_z _ ‘oim—-l -b—§l>

R dlog k o log k&
g (2

oa Ty, T, sont les deux températures absolues, pendant que I'on a

et que R désigne la constaﬁte qut figure au second membre dans U'équa-
tion (5) du n°® 1235.

Hapamano 24

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



NOTE IV

SUR LA REFLEXION DANS LE CAS D'UN PISTON FIXE

Nous avons vu au chapitre IV (n° 180) qu’en cherchant & tenir compte
& la fois du mouvement préexistant du gaz (ce mouvement étant quelconque)
et du mouvement du piston, on était conduit & un probléme trés différent
de celui qui correspond au cas o le mouvement initial intervient seul et
d’une difficulté bien plus grande grace, & cetle circonstance que l'on a a
déterminer une solulion de I'équation d'Euler (équation (46) n° 1'73) par
des données relatives a une ligneinconnue du plan des §7.

Il est cependant un cas particulier qui fait exceplion et ol la question se
résout sans difficulté, c'est celui ou le piston est immobile (ou plus géné-
ralement animé d’'un mouvement uniforme).

Alors en effet a Pextrémité du tube (par exemple pour a = 0) la quantité
=&t
- 2
D’autre part, pour % constant et « seul inttialement, on a loujours & = ut.
Dans ces conditions, la quantité s définie par la formule (30) du
n° 170 sera nulle.

Nous avons dounc a déterminer une solution 5 de I'équation d’Euler par
les conditions suivanles :

o 7 sera nul pour £¢ + n =0 (ou pour Z 4 n égal & une constanle
donnée 2v);

u sera nulle (ou constante).

2° Les valeurs de z seronl connues sur une certaine caractéristique
1 = comst., a4 savoir Ponde suivant laquelle le mouvement cherché se
raccorde au mouvement initial donné soit

7 = .
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Nous avons dit plus haut (chap. VII) qu'un fel probléme est possible et
déterminé, pourvu que les données précédentes concordent au point du
plan des ¢y qui est commun aux deux lignes précédenles, ¢’est-a-dire lorsque
I'on donne & 7 a valeur o, et & £ Ja valeur §, = 20 — 7,

Pour en trouver la solution, tracons la seconde caractérislique £ = ¢,
qui passe par ce méme point et qui n’est autre que la symétrique de la
premiére par rapport & la ligne droile A représentée par I'équation § + ¢
= 2v. Considérons la solulion z de ’équalion d’Euler qui prend, pour
n = 7,, les valeurs donnécs et pour £ = ¢, des valeurs égales et de signes
conltraires aux premiéres.J entends par la que, au point (§,. ), z aura une
valeur égale et de signe contraire & celle qu'il prend au point (2v — v, 7,)
symétrique du précédent par rapport a A.

D’aprés ce que nous avons vu au n° 172, en nous donnant ainsi les
valeurs de z pour £ = £, d’une part, pour n = n  de Pautre, nous déter-
minons une intégrale de I’équation d’Euler.

Or il est clair que cette intégrale prend des valeurs égales et de signes
contraires en deux points gquelcongues symétriques 'un de P'autre par
rapport & A, c’est-a-dire dont les coordonnées §, n; §' o' sont liées par les
relations
) ;E’,=2v—n,

N = 2v — E

La transformalion ainsi définie ne change pas, en effet, I’équalion aux
dérivées partielles et change les signes des données initiales. Puisqu’elle
change de signe lorsqu’on passe d’un c6lé a 'autre de A, I'inlégrale z est
nulle sur A : elle représente la solution cherchée : solution que ’on déter-
minera par la formule (40) du n° 172.

1l est aisé de mettre en évidence, dans le calcul auquel nous sommes
ainsi amenés, le phénoméne de la réflexion. Soient, en effet, u/, w' les
valeurs prises par « et w moyennanl les formules (27) du n° 1'70, lorsqu’on
donne a § la valeur ¢’ et & 7 la valeur v/, La (ransformation (1) que nous
avons écrite il y a un ipstant correspond a

w=2v—u, w = w.
La nouvelle valeur de z étant 2/ — — 2z, les nouvelles valeurs de
1% oz
=—)B,det—_—ﬁetdew—_—maﬂ—ut——zseront
(R) a = — a, V=t
(3) z == 20t — m.
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Si dong, ’état initial du fluide donné étant supposé correspondre d a > 0,
nous considérons une masse fluide toule semblable remplissant la région
a << 0, et que novs imprimions a ce second milieu un mouvement tel que,
moyennanl les relations (2), on ail (3), 'ensemble du fluide réel et du
fluide fictif formera une seule masse dont le mouvement satisfera a I’équa-
tion aux dérivées parlielles. Ce mouvement, qui se calculera & partir de
I’état inilial du fluide donné comme il a été expliqué au n° 179, satisfera
de lui méme & la condition £ = v? pour 2 = Q, de sorle que nous pourrons
dans ces condilions supprimer le pislon.

Or chaque molécule du fluide fictif est, a un inslant quelconque, symé-
trique de la molécule correspondante du fluide réel par rapport & la cloison.

Bien entendu, la solution ainsi obtenue peut éire sujette a la difficullé
signalée a la fin du n° 179 et donner liew aux singularités considérées
aux n° 194 et suivants,
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