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Kapitel 1
Einleitung

Mit demAufkommenelektronischelRechenanlagehabensich die an die numerischeMathe-
matik gestelltenAnforderungerentscheidenderandert.Ganzselbsterstindlichverbindetman
heutemit einemnumerischen/erfahrenaucheinenAlgorithmus, der tberein entsprechendes
ProgrammaufeinemComputerausgeiihrt werdenkann.DieserengeZusammenhangwischen
der Entwicklung numerischeMethodenund der Umsetzungn effiziente Algorithmen hatim
Laufe dervergangenerdahrezur Bildung einerneuenDisziplin innerhalbder numerischemMa-
thematik gefuhrt, dem Wissenshaftlichen Retinen (scientific computing) Ein wichtiges Ziel
desWissenschaftlicheRechnendestehdarin, fur einenComputer,konstruktve Verfahrenzu
entwickeln undbereitzustellenmit denenAufgabenderangevandtenMathematikausallen Be-
reichender Naturwissenschaftemnd Technikerfolgreichund moglichsteffizient bearbeiteund
zahlennaRigzu einerLosunggefuhrt werdenkonneri (vgl. [143], S.1094).In dernumerischen
Praxislassensich viele dieserAufgabenauf die folgendendrei Standardproblemder linearen
Algebrazuriickfuhren:

Losunglinearer GleichungssystemeGesuchtst die LosungeinedinearenGleichungssystems
Ax = b, wobei A einenichtsingubiren x n-Matrix darstelltundb einenausn Eintragen
bestehendeiektor. Der Vektor b heildtauchredte Seite Die (eindeutige)Losungdes
Gleichungssystenist ein Vektorx mit n Eintragen.DieserVektorhei3tLosungsvektor

Losunglinearer Ausgleichspobleme Gesuchtst ein Vektor z, fur den||Az — b, dasMini-
mum annimmt.Dabeiist A einem x n-Matrix und b ein Vektor mit m Eintragen.Der
Losungsektorz bestehtausn Eintragen|| - || bezeichnetlie euklidishheNorm Im Falle
m > n heiBt Az = b Uberbestimmte&leichungssystermn der Regel existiert fir ein
solchesGleichungssysterkeineLdsung.

LosungdesEigenwertproblems Zu einergegebenem x n-Matrix A ist ein ausn Eintragen
bestehendevektorz # 0 undein Skalar\ gesuchtsodalRAx = Az gilt. Der Vektor z
heiRtEigernvektorzum Eigenwert\.
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Die LosundinearerGleichungssystemgldetdenKernvielernumerischeAnwendungenGrol3e
Gleichungssystenteetenz. B. in denlngenieurswissenschaftéei der Simulationvon Flussig-
keits- oder Gasstomungenoder bei der SimulationdesVerhaltensson Materialienwie Stahl,
Beton,Holz usw unterBelastungauf. Ganzgrob unterscheidemanzwischendirektenundite-
rativen Losungserfahren(vgl. Abschnitt 1.1.1). Auf lineare Ausgleichsproblemetd3t man,
wenn durchwissenschaftlichéxperimenteder Wert von Konstanterin empirischenFormeln
bestimmtwerdensoll. Eigenwertproblemdindet manz.B. in der Physikbei der Analysevon
SchwingungenEigenwertespielenauchbei der UntersuchunglesKornvergenz\erhaltenstera-
tiver Losungserfahreneinegrof3eRolle.

In dieserArbeit betrachterwir dasersteStandardproblerderlinearenAlgebra.Dabeikon-
zentriererwir unsauf die Untersuchungind Entwicklungvon sequentiellerund parallelenAl-
gorithmenzur schnellenFaktorisierunggrof3er dinn besetzterpositiv definiter Matrizen mit
reellenKoeffizienten.Eine symmetrische: x n-Matrix A hei3tpositiv definit, falls fur alle n-
elementigerVektorenz # 0 gilt, daBz” Az echtgroRerals null ist. Positiv definite Matrizen
besitzereine ReiheinteressanteEigenschafterisiehez. B. Stoer[137]). Insbesonderexistiert
fur jedepositiv definite Matrix A genaueine untereDreiecksmatrix, mit positven Diagonal-
elementensodaRgilt A = LL”. Die Matrix L heiRtFaktormatrix Ihre Berechnungstellt den
aufwendigsterSchritt bei der direktenL dsungeinesGleichungssystemdar. Ist L bekannt,so
erhalt manz durchLosendergestafeltenGleichungssystemey = bund Lz = v.

Die FaktormatrixL kannmit Hilfe desCholesk-\erfahrensberechnetverden.Wie alle di-
rektenVerfahrenzur LosungeineslinearenGleichungssystemiasiertauchdie Methodevon
Cholesly auf einersukzessien Elimination der Unbekanntenlst A diinn besetztso entstehen
im Laufe desEliminationsprozessesftmalsviele zusatzlichevon null verschieden&lemente.
DieseElementeheil3erFill-in oderAuffullungvon A. Ein wesentlicheNachteildirekterVerfah-
ren bestehinun geradedarin, daf3durchdie Auffullung von A derzur LosungdesGleichungs-
systemserdtigte Rechen-und Speicherauf@ndstarkansteigerkann.Durch eine,,geschickté
Pivotwahlist esjedochmoglich, diesenMehraufwandsignifikantzu reduzieren.

Im Falle einerindefinitenKoeffizientenmatrixmuf3die Pivotwahl dariberhinausdie nume-
rischeStabilitat und die Durchfuhrbarleit desVerfahrenssicherstellenin der Regel lassensich
nichtalle Ziele gleichermal3errreichensodal’die Aufrechterhaltunglernumerischeistabilitat
durcheinenhdhererRechenaufanderkauftwird. Ist die Matrix jedochpositiv definit,soist das
VerfahrenohneBeeintachtigungder numerischerstabilitat fur jedebeliebigePivotreihenfolge
durchihrbar Man wahlt deshalbdie Reihenfolgeso, daf3die Auffullung von A moglichstge-
ring ist. Die EntwicklungverbesserteAlgorithmenzur Bestimmungeinermoglichstoptimalen
Pivotreihenfolgebildet einenSchwerpunktlieserArbeit.

Gelingtesdie Auffullung von A in Grenzerzu halten,so stellendirekte Losungserfahren
eineinteressantdlternative zu denin der numerischerPraxisoftmals bevorzugteniterativen
Verfahrendar Ob nun ein direktesVerfahreneinemiterativen vorgezogenwerdensollte, hangt
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vonvielenFaktorenabundkannnichteindeutigpeantvortetwerdenIn Abschnittl.1geherwir

auf dieseviel diskutierteFragenaherein und motivieren,warumwir unsauf Losungserfahren
fur positiv definite Gleichungssystemi@nzentrierenDarananschlie3engvird in Abschnittl.2
derAufbaudieserArbeit beschrieben.

1.1 Motivation

Im BereichdesWissenschaftlicheiRechnensspielt die Simulationkomplexer physikalischer
SystemeeinezentraleRolle. Ein solchesSystemist beispielsweiséurcheinenTragflachenfligel
gegeben,derin einemWindkanalumstomt wird. Ziel der Simulationist die Berechnungder
dabeientstehendeWirbel und Auftriebskiafte sovie die Bestimmungder Druckwverteilungund
Stromungsgeschwindigit in derNahederFlugeloberfche.

Oftmalswird dasphysikalischeSystemdurchpartielle Differentialgleiciungenbeschrieben,
wobeizustzlicheNebenbedingungetienZustanddesSystemsamRandund zu Beginn der Si-
mulation festlegen. Aufgabeist danndie Bestimmungeiner Funktion desOrtesund der Zeit,
die alle Differentialgleichungenindalle Nebenbedingungeerfullt. Ist dieseFunktionbekannt,
sokonnendie gesuchtermphysikalischerGroZenfur jedenbeliebigenOrt desGrundgebietde-
rechnetwerden.In der Reggel ist esjedochnicht moglich, eine solchegeschlossen&unktion
zu finden.DaskontinuierlichephysikalischeSystemmuf3dannin ein diskretesmathematisches
Modell transformiertwerden.Dies kann beispielsweisanit Hilfe einesDifferenzemerfahens
geschehen.

Differenzemerfahrenberuhenauf derldee,die in denDifferentialgleichungemuftretenden
Ableitungendurch Differenzenquotientenu approximierenHierfur ist ein Gitter notwendig,
dasvor Beginn der eigentlichenSimulationauf das Grundgebietdes physikalischernSystems
projiziert wird. Die gesuchterphysikalischerGrofenkdonnendannfir jedenOrt desGrundge-
biets,dermit einemGitterknotenzusammerdllt, naherungsweisberechnetverden.In derRe-
gelwird derWert einerphysikalischerGrof3enur von denWertenanbenachbarteitterknoten
unmittelbarbeeinflulRtsodaldie KoeffizientenmatrixA sehrdiinnbesetzist. Desweiterenent-
haltenviele partielle DifferentialgleichungeminenOpemtor, der zu einemGleichungssystem
mit positiv definiter Koeffizientenmatrixfiihrt. Die positive Definitheit ermoglicht den Einsatz
effizienter iterativer Gleichungsbser AberauchdirekteLdsungserfahrenprofitierenvon dieser
EigenschaftdakeinePivotsuchezur Aufrechterhaltunglernumerischerstabilitat durchgetihrt
werdenmulf3.

Im folgendenwerdenwir die Vor- und Nachteiledirekter und iterativer Losungserfahren
diskutierenlnsbesonderstellenwir die vier grundlegendenSchrittezur direktenLdsungeines
positiv definitenGleichungssystemgor. DarananschlieRenaverdenwir denEinsatzparalleler
Rechnerzur LosungdinnbesetzteGleichungssystemmotivieren.
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1.1.1 Direktevs.iterative Losungserfahren

lterative Verfahrenerzeugerausgehendon einemStart\ektorz® eineFolgex!, 22, ... vonVek-
toren,die gegendie gesuchtd_osungz einesGleichungssystemisorvergiert. In vielen Fallen
ist der Rechenaufand pro Iterationsschritivergleichbarmit dem Aufwand zur Multiplikation
von A mit einemVektor. Klassischelterationserfahrenwie z.B. das Jacobi-\érfahren (Ge-
samtsarittverfahren)oderdasGaul3-Seidel-&ffahren(Einzelstrittverfahren)benutzerdie Fix-
punktiterationz*+! = T'z* + ¢, um ausgehendon z° denLosungsektorz zu approximieren.
BeideVerfahrenunterscheidesichlediglichin derausA abgeleiteteriterationsmatrixi’.

Fur Gleichungssystemmit positv definiter Koeffizientenmatrixexistieren weitauseffizi-
enterelterationserfahren.An dieserStelle seilediglich dascg-\erfahren (conjugategradient
method)erwahnt.Esberuhtdarauf,da’die Losungz desGleichungssystemdz = b dasFunk-
tional F(v) = $v”Av + b"'v minimiert. Im Gegensatzu denklassischeriterationserfahren,
die zur exaktenBerechnungdesLosungsektorsz unendlichviele arithmetischeOperationen
durchiihrenmiissenstopptdascg-VerfahrenbeirundungsfehlerfreigRechnungrachhochstens
n Schrittenmit der exaktenLodsung.In der numerischerPraxiskannjedochvon einerexakten
Rechnungiichtausggangerwerden,sodalReventuellzusatzlichelterationenmotwendigsind.

Die Geschwindigkit, mit derdie FixpunktiterationgegendenL dsungsektorx konvermiert,
wird durch den betragsrRig groBtenEigenwert| A\, (7')| der lterationsmatrix’ bestimmt.
DieserWert hei3t Spektalradiusund wird mit p(7") bezeichnetGilt p(T') < 1, soerzeugtdie
Fixpunktiterationfiur jeden beliebigenStartwektor z° eine zum Losungsektor z korvergente
Folge(vgl. Schwarz[134] oderStoerundBulirsch[138]). Die entscheidend&roRRefur die Kon-
vemgenzgdite descg-Verfahrensst die Kondition der Matrix A. Diesewird mit x(A) bezeichnet
und entsprichtdem Quotienten| Apax(A4)|/| Amin(A4)|. Der engeZusammenhangwischender
Konvergenzgeschwindigiit und dennumerischerkigenschaftemer Matrix A bzw. T ist cha-
rakteristischfir alle Iterationserfahren.Im Gegensatalazuhangtdie Effizienz einesdirekten
Losungserfahrensson der NichtnullstrukturderMatrix A ah Essindalsovollig unterschiedli-
cheEigenschaftenerKoeflizientenmatrixdie die Effizienzeinesiterativenunddie einesdirek-
tenLosungserfahrendeeinflussen.

Der wesentlicheVorteil einesiteratven Losungserfahrendiegt in demgeringenSpeicher
platzbedarfDaruiberhinausist esoftmalsmoglich, durchspezielleTechnilen die Korvergenz-
geschwindigkit signifikantzu erhbhen.Beispielsweis&annin vielen Fallen die Konditionder
Matrix A bzw. der Spektralradiugler IterationsmatrixI” durch Multiplikation mit einergeeig-
net gewahltenMatrix verbessertverden.Iln diesemFall sprichtmanvon einerVorkonditionie-
rung. Fernetkanndie KorrekturderVektorkomponenteeimUbeigangvon z* nachz**! durch
EinfuhrungeinesRelaxationspaametes w versarkt werden.Im Falle w < 0 sprichtmanvon
Unter undim Falle w > 0 von Uberrelaxation Es ist jedochzu bedenlen, daRdie optimale
Wahl einesRelaxationsparametebzw. einerVorkonditionierungsmatrixselbstwiedervon den
numerischerktigenschafteleszu losenderGleichungssystemabhangt.Zudemtauchenin der
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numerischerPraxisimmerwiederMatrizenauf, derenschlechteKonditionsich iberhauphicht
odernur unwesentlictverbessertafit.

Der Vorteil einesdirekten Verfahrensbestehtnun geradedarin, dafl3 seine Effizienz nicht
von den numerischerkigenschafterder Matrix A abhangt. Gelingt es,denwahrendder Fak-
torisierungentstehendefill-in zu begrenzen so erreichtman nicht nur eine Beschleunigung
desVerfahrens sondernaucheine signifikanteReduzierunglesSpeicherbedarfdst A positv
definit, so kanndie Pivotreihenfolgeund die Nichtnullstrukturvon L vor Beginn der eigentli-
chenFaktorisierungberechnetverden.Die Faktorisierungvon A wird dannnicht mehrdurch
Zeilervertauschungender SpeichererwaltungsoperationennterbrochenDies fiihrt zu einer
hoherenCade-Efizienzund damit zu einerweiterenBeschleunigunglesdirektenVerfahrens.
Zur Losungeinespositiv definitenGleichungssystensnd danndie folgendenSchrittenotwen-
dig (vgl. GeogeundLiu [53]):

Ordering Berechneeine Pivotreihenfolge,so daldder Grad der Auffullung von A moglichst
geringist. Vertauschelie Zeilenund Spaltervon A entsprechenderberechneteReihen-
folge. BestimmedazueinegeeignetdPermutationsmatri®’ undbilde PAPT.

SymbolischeFaktorisierung Berechnalie NichtnullstrukturderFaktormatrixL von PAPT =
LLT undallokiereSpeicherplatfur inre Nichtnullelemente.

NumerischeFaktorisierung Berechnalie Nichtnullelementevon L.

BestimmungdesL osungsektors Losedie gestafelten Gleichungssysteméz = Pb, LTu =
zundz = P,

Sind mehrereGleichungssystemmit identischerKoeffizientenmatrixaberverschiedenenech-
ten Seitenzu losen,so musserdie erstendrei Schrittenur einmaldurchgefihrt werden.Demge-
gerilberist bei einemiterativen Verfahreneine WiederholungdesgesamterL dsungsprozesses
erforderlich.Der modulareAufbau desdirektenLdsungserfahrenshat einenweiterenVorteil:
Im Bereichder Strukturmechanikbesitzerviele DifferentialgleichungerinenOperatoyderin-
nerhalbdes Differenzemerfahrenszu Koeffizientenmatrizerfuhrt, die sich lediglich in ihren
numerischerkEintragen,nicht jedochin ihrer Besetzungsstrukturnterscheidenn diesemfFall
muf3nur einmal— namlichzu Beginn der Simulation— ein Orderingberechnetwerden.

ZusammerdssendalitsichfeststellendalRsowohl iterative alsauchdirekteL dsungserfah-
renihre Vorteile besitzen.Der in der Literatur oftmals beklagtehohe Speicherbedardlirekter
Verfahrenkann durch moderneOrdering-Stratgien zum Teil erheblichreduziertwerden.Ge-
lingt datiber hinauseine auf die speziellenEigenschafterder Rechnerarchitektuzugeschnit-
tenelmplementierunglesFaktorisierungsalgorithmuso erhalt manein effizientes,universell
einsetzbarekdsungserfahren.
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1.1.2 Sequentiellevs. parallele Losungswerfahren

In denvergangenedahrerhatsichdie LeistungderklassischerEinprozessorrechnén Durch-
schnittalle 18 Monateverdoppelt(Gesetavon Moore). Die steigendeRechnerkapazit ermbg-
licht es,immerkomplexereAufgabenin Angriff zu nehmenDiesgilt insbesonderé&ir denBe-
reich desWissenschaftlichefRechnensvo heuteSimulationenhochlomplexer physikalischer
Systemeadurchgeiihrt werden Als BeispielseienandieserStellevirtuelle Crash-Estsgenannt,
durchdie sich erheblicheEinsparungspotentialeei der Entwicklung einesneuenAutomobils
ergebenDamitdie Simulationerdie Realitait moglichstexakt widerspigyeln,misserauchklein-
steDetailseinesphysikalischerSystemserfal3twerden.Dazuist eineDiskretisierungmit einem
sehrfeinen Gitter erforderlich.Trotz AnwendungadaptiverDiskretisierungsmethodeentsteht
soein BedarfanimmermehrRechenleistung.

Die potentiellunbeschiinkteNachfragenachRechenkapazit kannvon denklassischelkin-
prozessorrechnemicht erfullt werden.Daherhatder EinsatzparallelerRechnersystemia den
letztenJahrenmmer mehran Bedeutunggevonnen.Verstrkt wurde dieseEntwicklungdurch
denstetigenPreis\erfall beiHalbleiternund Speicherelementefarundsitzlichkbnnenmoderne
Parallelrechneiin drei Klasseneingeteiltwerden: SMP-Systemeyerteilte Systemeund Vek-
torrechnerEin SMP-Systen(symmetricmulti-processosystem)bestehtausmehrererProzes-
soren,die Uber einenBus oder Kreuzschienenschaltécrossbarswitch) auf einengemeinsa-
menSpeiter zugreifen.Viele urspiinglichfiur Einprozessorrechnentwickelte Anwendungen
lassensichrelatv einfachauf ein SMP-Systenportieren.Der Nachteil einessolchenSystems
bestehtjedoch darin, dald das Konzeptdes gemeinsamerspeichergphysikalischnicht belie-
big skalierbarist. In gro3enParallelrechnerrbesitztdaherjeder Prozessoseineneigenenlo-
kalen Speicher Der Datenaustauscin einemsolchenverteilten System(distributed memory
system)findet iberein Verbindungsnetzwergtatt. Entscheidendiir die Kommunikationsefzi-
enzist dabeiwenigerdie Anzahlder Kanteniiberdie eine Nachrichtgesendetvird (Dilation),
alsvielmehrdie Anzahl der Nachrichtendie zur selbenZeit Gibereine gemeinsamé&ante ge-
routet werden(Kongestion) In einem \ektorredner spielt sich die Parallelitat auf einer sehr
viel niedrigerenStufe abh Diese RechnerbesitzenspezielleProzessorendie dem Pipelining-
Prinzip folgendverschieden®hasereinerOperationmit verschiedene@perandemleichzeitig
ausfihrenkdnnen HeutefindetmankaumnochreineVektorrechnerVielmehrwerdenverteilte
oderSMP-Systemenit Vektorprozessoreausgestattetym soeineweitereLeistungssteigerung
zuerreichenDarliberhinausexistierenHybrid-Architekturen peidenemmehrerekleinereSMP-
Systemadiberein Netzwerkmiteinandewerbundensind.

Die wachsend@edeutungdesparallelenRechnendat die EntwicklungskalierbarerAlgo-
rithmenzur LosungdiinnbesetzteGleichungssystems&arkforciert. In dieserArbeit stellenwir
einenparallelenFaktorisierungsalgorithmusor, der auf dem Prinzip desNadrichtenaustau-
sches(messge passing)beruht.Durch die Definition standardisierteKommunikationsschnitt-
stellenwie z.B. MPI (messge passingnterface)ist esprinzipiell mdglich, diesenAlgorithmus
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aufverschiedeneRarallelrechneauszutihren.Dabeiist jedochzu beachtengal3die von einem
parallelenSystemzur VerfugunggestellteRechenleistungiur dannvoll genutztwerdenkann,

wennein Algorithmusbis ins Detail der jeweiligen Architektur angepaliist. Bei der Entwick-

lung deshier vorgestelltenFaktorisierungsalgorithmusurde ein verteiltes Systemzugrunde
gelegt, wobeidie MinimierungdesKommunikations-Overhead® Vordegrundstand.

Obwohl die Faktorisierungeinerdinn besetzteMatrix ein groReredParallelisierungspoten-
tial besitztals die einervoll besetzter(vgl. Kapitel 5), ist die Entwicklung einesskalierbaren
FaktorisierungsalgorithmusngleichschwierigerBereitsim sequentiellerrall sindkomplexere
DatenstrukturemndAlgorithmenerforderlichumdie dinneStrukturderKoeffizientenmatrixzu
erhalterundauszunutzerDariberhinausmuf3die Faktorisierungsoorganisiertwerden daf3ein
effektiver Einsatzdervon modernerComputerrbereitgestelltel®aching-Mechanismemoglich
ist. In einemverteiltenSystemstellt sich dariiberhinausdie Frage welcheBerechnungsschritte
vonwelchenProzessoreausgefihrtwerdensollen.Die Zuordnungder Berechnungsschrittauf
die Prozessorennd die damitverbundeneVerteilungder Nichtnullelementevon A bzw. L hat
einenentscheidendeRBinflu auf die Skalierbarlit desFaktorisierungsalgorithmus.

Zusammerdssendaltsichfeststellendalbereitsdie Entwicklungeineseffizientensequen-
tiellen Algorithmus zur Losungdinn besetzteiGleichungssystemieohe Anforderungenstellt.
Dain dernumerischerPraxisimmergrof3ereGleichungssystemgelostwerdenmiissenijst eine
Parallelisierungder komplexen sequentiellemilgorithmenunumganglich.Die Losungder hier-
bei zusatzlichentstehende®ptimierungsaufgabestellt eineweitereHerausforderungdar.

1.2 Aufbau der Arbeit

In dieserArbeit stellenwir Algorithmenzur BerechnunginerPivotreihenfolgeund Algorithmen
zur Durchfuhrungder symbolischerund numerischerraktorisierungvor. Wir befasserunsalso
mit denerstendrei Schrittenzur Losungeinespositv definitenGleichungssystem#ufgrund
ihrer hohenpraktischerBedeutungstehenAlgorithmen zur BerechnungeinerPivotreihenfolge
im Mittelpunkt dieserArbeit.

In Kapitel 2 stellenwir zunachstzwei elementaré/erfahrenzur Berechnungler Faktorma-
trix L vor. Beide Verfahrensind numerischaquivalent,d. h. sie fuhrendie gleiche Anzahlvon
Multiplikations-undAdditionsoperationeaus Die Verfahrenunterscheidesichlediglichin der
ReihenfolgaderOperationenAnschliel3enaeigenwir, wie derbeiderFaktorisierungentstehen-
deFill-in graphentheoretisdmeschriebemerdenkann.Die grundleggendedeebestehdarin,die
Auffillungvon A durcheineFolgevon Eliminationsgrapheau modelierenNahezualle ausder
LiteraturbekannterMethodenzur Minimierung desFill-in basiererauf diesergraphentheoreti-
schenBeschreiling. Schliel3lichstellenwir die drei grundlegendenOrdering-Methodewor. Es
handeltsichum die Profil-, die Bottom-up-unddie Top-dovn-Methode.

In Kapitel 3 untersuchemvir Ordering-\érfahrenfiir Matrizen,derenNichtnullstruktureinen
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gitterformigenGrapherninduziert.DieseMatrizenspielenin dernumerischerPraxiseinegrof3e
Rolle. Wir prasentierereine leichte Modifikation desbekannterNested-Dissection-&ffahrens
von Geoge [48]. DurchdieseModifikation kannder bei der Faktorisierungeinesn x n-Gitters
entstehendé&ill-in um fastdie Halfte reduziertwerden.Gleichesgilt fur die Anzahl der Mul-
tiplikations- und Additionsoperationerglie zur Berechnungler Faktormatrixbertigt werden.
AnhandeinergenauemnalysedesmodifiziertenNested-Dissection-&ffahrenszeigenwir, dald
die Gute einesOrderingsganzentscheidendon der ,Form' der Gebieteabhangt,die im Laufe
desEliminationsprozessemtstehen.

In Kapitel 4 prasentierenvir einneueOrdering-\érfahrenfir beliebigeGraphenCharakte-
ristischfur dasVerfahrenist eineengeKoppelungzwischenBottom-up-und Top-dovn-Metho-
den.Dabeiwerdendie im RahmereinesTop-donvn-VerfahrenkonstruierterKnotenseparatoren
alsRanderdervon einemunvollstandigenBottom-up-OrderingyebildetenGebieteinterpretiert.
Die Motivationbestehtdarin, die SchwachendereinenMethodedurchdie Starkenderanderen
auszuaumenDies geschiehin zwei Schritten:Zum einenbenutzerwir Bottom-up-TEechnilen
zur Konstruktionder Knotenseparatorerazu entwickeln wir ein neuartigesMultilevel-Ver-
fahren,bei demspezielleKnotenauswhlistratgien zur SchrumpfungeinesGrapheneingesetzt
werdenZum andererbenutzerwir die Knotenseparatoregisein, Geilist zur Generierungind
EvaluierungeinesweitenSpektrumson Bottom-up-OrderingsAusdiesenSpektrunmkanndann
dasbesteOrderingausg&ahlt werden.Im Vergleich zu einemreinenBottom-up-Algorithmus
reduziertsichsodie Anzahlderzur Berechnung/on L berbtigtenMultiplikations- und Additi-
onsoperationenm durchschnittlicd2%. Dader Aufwandzur Berechnungon L denAufwand
zurLosungeinesGleichungssystendominiert,fuhrtdieszueinersignifikanterBeschleunigung
desdirektenLdsungserfahrens.

In Kapitel 5 beschreibenvir sequentiellaind paralleleAlgorithmenzur Durchfuhrungder
symbolischemundnumerischefraktorisierunglm sequentiellefrall gehenwir insbesonderauf
Technilenzur SteigerunglerCache-undRegisterefizienzein. Dervon unsimplementiertd-ak-
torisierungsalgorithmubasiertauf der von Duff und Reid [35, 36] entwickelten Multifrontal-
Methode.Um die von modernenHochleistungsrechnévereitgestellté-loating-Point-Leistung
voll nutzenzu konnen,benutztder Faktorisierungsalgorithmusinenauf BLAS 3 Routinenba-
sierendemumerischerKern. Zur Parallelisierungunsered-aktorisierungsalgorithmugerwen-
denwir dasvon Guptaet al. [63, 66] vorgeschlageneweidimensionaldlapping-Schemam
parallelenFall stehtdie MinimierungdesKommunikations-Ogrhead$m Vordegrund.Anhand
zweierBeispielezeigenwir, dal3die mit Hilfe desneuenVerfahrensderechnete@rderingsauch
fur die paralleleFaktorisierunggeeignesindund sehrgute Ergebnissdiefern.

In Kapitel 6 fasserwir die in dieserArbeit vorgestelltenMethodenzur effizientenLdsung
dinnbesetzterpositiv definiterGleichungssystemeusammernunddiskutiereneinigeungebste
Probleme.



Kapitel 2
Grundlagen

Wie bereitsin der Einleitung erwahnt, beruhenalle direkten Verfahrenzur Losungeinesli-
nearenGleichungssystemauf einersukzessien Elimination der Unbekanntenln seinerallge-
meinstenForm wird dieserEliminationsprozefom GaufRsbenAlgorithmusbeschriebenAn-
gewandtauf eine nichtsinguéire Matrix A liefert der Algorithmus eine Dreieckszerlgung der
Form PA = LR. Dabeiist P einePermutationsmatrix, eineuntereDreiecksmatrixnit Einsen
in der Diagonaleund R eineobereDreiecksmatrixDie Matrix P beschreibdie bei der Pivot-
wahl vorzunehmende®eilervertauschungerst A dinn besetzt,so muld die Pivotwahl nicht
nurdie Durchfuhrbarleit undnumerischétabilitat desVerfahrengarantierensonderrauchdie
Auffullung von A in Grenzenhalten.Diese Aufgabenlassensich nur schwervereinen,so dal3
die Aufrechterhaltungler numerischerstabilitat oftmalsdurcheinengrof3ererRechenaufand
erkauftwerdenmulf3.

Ist A jedochsymmetrischund positiv definit, so existiert eine eindeutigbestimmteuntere
Dreiecksmatrix, mit positiven Diagonaleintagen,fur die gilt A = LL”. Bei der Berechnung
von L. werdendie Diagonalelementeinfachin ihrer natirlichenReihenfolgeals Pivotsgewahit.
Die positive DefinitheitderMatrix A garantierdabeidie Durchfuhrbarleit undnumerischesta-
bilitat desVerfahrenslm Falle einerdiunn besetzterKoeffizientenmatrixstehtjetzt ,nur* noch
die MinimierungderAuffullung von A im Vordegrund.Da fur jede Permutationsmatrix gilt,
daBmit A auchPAPT positiv definit ist, kannwie folgt vorgegangenwerden:Bestimmeei-
ne Permutationsmatri¥, sodaRdie Auffullung von PAPT moglichstgeringist und berechne
anschlieBendie Faktormatrix, von PAPT,

DiesesKapitel ist in drei Abschnittegegliedert.In 2.1 werdenzwei elementare/erfahren
zur Berechnungler FaktormatrixZ vorgestellt.Es handeltsichum dasCholesk-Verfahrenund
um eineVariantedesCholesly-VerfahrensAngelehntandie Ausfuhrungenn Stoer[137] wird
die engeVerwandtschaftbeiderVerfahrenzum Gaul3schei\lgorithmusund zur direktenLR-
ZerleggungnachCroutdagestellt. Abschnitt2.2 zeigt,wie derbeiderFaktorisierungentstehende
Fill-in graphentheoretischeschrieberwerdenkann. Viele Heuristiken zur Bestimmungeiner



10 Kapitel 2. Grundlagen

»guteri Permutationsmatri® benutzerdiesegraphentheoretischigeschreibngderAuffullung
von A. In derRegel basiererdie Heuristikenauf einerderin Abschnitt2.3 vorgestellterMetho-
den.Eshandeltsichdabeium die Profil-, die Bottom-up-unddie Top-down-Methode

2.1 Gaul3-Elimination und Dreieckszerlegungron Matrizen

Im folgendenstellenwir denGaul3-Algorithmusglie direkteLR-ZerlegungnachCrout,dasCho-
lesky-Verfahrenund eine VariantedesCholesk-Verfahrensvor. Zwischenallenvier Verfahren
gibt es zahlreicheverwandtschaftlicheBeziehungenSo unterscheidersich beispielsweisalie
erstenund die letztenbeidenlediglich in der Reihenfolgeder Multiplikations- und Additions-
operationennicht jedochin ihrer Anzahl. Desweiterenkanndie Cholesk-Zerlegungals eine
aufsymmetrischepositiv definiteMatrizenzugeschnittenkeR-Zerlegunginterpretiertwerden.

Im folgenderseiangenommerdgal A einereelle,nichtsinguéiren x n-Matrix istundb € IR"
einVektor. Mit Hilfe desGaul3schekliminations\erfahrengkanneinlinearesGleichungssystem

ai; ... Qip bl
Az = b, A= ; : , b= : (2.1)
Ap1 ... QOpn bn

gelostwerden Dazuwird (2.1) durchgeeignet&eilervertauschungeandLinearkombinationen
von Zeilenschrittweisdn ein gestafeltesGleichungssysterder Form

11 .- T1in
Rz =V, R=
0 Tnn
transformiertwelchesdieselberLdsungerbesitzt.Da R eineobereDreiecksmatrixst mit r; #
0furi=1,...,n, kanndasgestafelte Gleichungssysteneicht gelostwerden.

Der Einfachheithalber werdenbeim GaulRscherEliminationserfahrendie Zeilervertau-
schungerund Linearkombinationenvon Zeilen nicht an den Gleichungen(2.1) durchgeiihrt,
sonderranderum denVektorb erweiterterkKoeffizientenmatrix

aip ... Qip bl
(A’ b) =

apl -.. Gpp bp
Man erhalt danneineKettevon Matrizen
(A,b) := (AQ pO) 5 (AW pM) — . o (A" pn=D) = (R, D),

wobeider Ubegang(A®—1 p*-1) — (A® p®) furk = 1,... ,n — 1 formal wie folgt be-
schrieberwerdenkann:
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(1) Bestimmeein Elementa -1 20,7 € {k, ... ,n}, undvertauschelie Zeilenr undk von
(A®=D k=1 Ein soIchesEIementeX|st|ert,daA nichtsingubrist. Sei (A*~1 plk=1)
die resultierendeéVatrix.

~(k 1)

(2) Furi =k +1,...,n setzely, := (k i undsubtrahieredasl;,-facheder k-tenZeile von

Zeilei. Die resultierendéatrix |st(A<k bk,

Dasin Schritt(1) bestimmteElementheil3tPivotelementindsollteausGrindendernumerischen
Stabilitatsogfaltig gevahltwerden(vgl. Stoer[137]). Die Subtraktionernn Schritt(2) bewirken,
daRin Spaltek von A®) alle Elementeunterhalbder Diagonalezu null werden Die Variablex;,
tritt alsoin denentsprechende@leichungemicht mehrauf; daherder NameEliminations\er-
fahren.Man kanndenUbegangvon (A®=1 5(-1) nach(A®), 5®)) auchmit Hilfe von Ma-
trizenmultiplikationerbeschreiberSei P, = (€1, ... , €x_1,€r, €kt1y- -« s Er_1,€ky Erily--- ,En)
wobeie; deni-ten Einheitsvektodarstellt.Weitersei L, eineuntereDreiecksmatrixder Form

(. a

1

—lp1p 1

oy

Danngilt (A®) p*)) = L, P,(A%~D (k-1 Unter der vereinfichenderAnnahme daRkeine
Zeilervertauschungeim Laufe desEliminationsprozessasrgenommerwerden erhalt man

R = Ln,1 . LlA
Da L, nichtsinguérist, kanndie Gleichungumgeformtwerdenzu

Ll—l...Lr—LilR:A

mit
1 0
lo1 1
Lt Ly =] . =L
ln1,1 1
lni lpo vyt 1

Als Ergebniserhalt maneine Dreieckszerlgung A = LR. DieseDreieckszerlgunglaRtsich
auchdirekt, onneBildung der Matrizen A, ... | A(»=1 perechnenDazu betrachteman die
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Abb. 2.1: Bei der Berechnungler k-ten Zeile von R (links) bzw der k-ten Spaltevon L (rechts)wird
auf die graudamgestelltenElementeaus R und die schrafiert eingezeichneteklementeaus L
zugariffen. Die zu berechnendeBlementesind schwarz dagestellt.

Variablenl;;, i > j (I; = 1), undry;, j > 4, alsUnbekanntedie mit Hilfe dern? Gleichungen

min(i,j)

a;; = Z lisTsj (li=1)
s=1

bestimmtwerden.Die Elementel;; konnenspaltenweiseind die Elementer;; zeilenweisebe-

rechnetwerden Man setztdazunacheinandefirk = 1,... ,n
k—1
T‘ki:aki—Zlijji, izk,...,n,
Th 2.2)
lik:(aik—;lijrjk)/rkk, i=k+1,...,n.

In Schritt k£ wird alsozuerstdie k-te Zeile von R und anschliel3endlie k-te Spaltevon L (oh-
nel;) berechnetFuhrt mandie Dreieckszerlgungauf einemComputerdurch,sowerdendie
Elementeaus A nachund nachdurch die Elementer,; und ;. UberschriebenAbbildung 2.1
zeigt,auf welchebereitsberechnetelitlementevon L und R beider Berechnungler k-ten Zei-
le von R (links) und der k-ten Spaltevon L (rechts)zugegriffen wird. Die obenbeschriebene
Reihenfolgejn derdie ElementeausL und R berechnetverden wurdeurspiinglichvon Crout
vorgeschlagerNachBanachigicz ist aucheinezeilenweiseBerechnungon L und R moglich
(vgl. Wilkinson[141]).

Die direkteDreieckszerlgungnachCrout(2.2) unterscheidesichvonderGaul3-Elimination
lediglich in der Reihenfolge- nicht jedochin der Anzahl- der berbtigten OperationenNach
derBerechnunglerk-tenZeile von R undderk-tenSpaltevon L kdnnendie Elementevon A%)
wie folgt berechnetverden:

k
az(.;?):aij—Zlisrsj, L,j=k+1,...,n.
s=1
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Die Matrix A®) dientalsoals Speichervon stiickweiseberechneterskalarproduktenBei der
direktenDreieckszerlgung verzichtetman auf einensolchenZwischenspeichennd berechnet
die Skalarprodukten einemSchritt.

Nicht jedeMatrix besitzteineDreieckszerlgungderForm A = L R wie dasBeispiel

A= 01
10
zeigt.In derRegel miisserzurachstdie Zeilenund Spaltervon A in geeignetekVeisepermutiert

werden.Man erhalt danneine Zerlegungder GestaltPA = LR. Esgibt jedocheinewichtige
Klassevon Matrizen,bei denemrmanohnePermutationsmatriauslommt:

Satz2.1 SeiA € IR™" einesymmetrishe positiv definite Matrix. Dann gibt es genaueine
(reelle)untere n x n-DreieksmatrixL, I;;, = 0 furi < k, mitl,, > 0,k =1,...,n,sodalgilt
A=LL",

Die DreiecksmatrixL heil3tFaktormatrixvon A. Der BeweisdesSatzediefert zugleichein Ver-
fahrenzur Berechnung/on L. Aus diesemGrundwerdenwir denBeweis andieserStellenoch
einmalwiederholenWir orientierenunsdabeiandenAusfiihrungernvon GeogeundLiu [53].

Beweis: DerBeweiswird durchinduktionnachn gefuhrt.Im Fallen = 1 besteht4 auseiner
(reellen)Zahld > 0, die eindeutigin derFormd = l11111, 11 = +V/d, geschriebemwerdenkann.
Seinun angenommengalder Satzfur alle symmetrischenpositiv definiten(n — 1)-reihigen
Matrizengultig ist. Wir partitionierenA wie folgt:

d =x
A= .
(i 5)
Dabeiist B eine(n — 1)-reihigeMatrix, z € IR" ! ein VektorderLangen — 1 undd € IR ein
SkalarWegenel Ae; = d gilt d > 0. Seil,, , die (n — 1)-reihigeEinheitsmatrixdannlaBtsich

A darstellerals
.’ET
A (Ve O L0 (vl G 2.3)
Vd Infl 0 B_% 0 Infl

Die Matrix B — % ist nicht nur symmetrischsondernselbstwieder positiv definit, dennfir
einenVektory € IR"! derLangen — 1 gilt
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und damity® (B — %)y > 0. NachInduktionswraussetzungesitztdie Matrix B — % eine
eindeutiggraktormatrix L. Die Matrix A kanndahergeschriebemverdenals
T
A:(ﬂ Q)M %):m_
7 L 0o LT
Die Eindeutigleit von L folgt ausderEindeutigleit von L undausder TatsachegdaRd eindeutig
als Quadratvon ++/d daigestelltwerdenkann(vgl. Induktionsanéng). [ ]
Der Vektor (v/d, %)T entsprichtder erstenSpalteder Faktormatrix L. Die zweite Spalte
erhalt man,indem(2.3)aufdie RestmatrixB — % angevandtwird. Diesist moglich,daB — %
wiedersymmetrisclundpositiv definitist. Die Matrix B — % Ubernimmtdabei-wie die Matrix
AW peider GauR-Elimination- die Rolle desobenangesprochenefwischenspeicheriir die
Skalarprodukte.
Angelehntandie LR-ZerlegungnachCrout(2.2) konnenauchhier die Variableni,, undi;,
i > k, der Faktormatrix L direkt berechnetverden.Dazubenutztmandie Bestimmungsglei-
chungenk =1,...,n)

k
2
Qg = E lkja
j=1
k
Azp = E lijlkja z:k—|—1,,n
j=1

AufgeloRtnachiy;, bzw [, erralt mandanndie Formeln

k—1

2

Qpp — § lk]-,
Jj=1

Ik =

(2.4)

k—1
lik:(aik_zlijlkj)/lkk; Z:k+1, , .
j=1
DasVerfahren(2.4) gehtzuriick auf Cholesly [20]. Die FaktormatrixZ wird deswegenauch
Cholesk-Faktor genannt.In der Literatur bezeichneiman (2.4) als Inner-Product- und (2.3)
als Outer-Pioduct-Form der Cholesk/-Zerlegung.Abbildung 2.2 zeigt fur beideVerfahren,auf
welche Elementebei der Berechnungler k-ten Spaltevon L jeweils zugeyriffen wird. Dabei
nehmerwir wiederan,dalRdie Koeffizientenvon A nachund nachdurchdie Koeffizientenvon
L Uberschriebewerden BeideVerfahrenberbtigendie gleicheAnzahlvon Multiplikations-und
AdditionsoperationerBezeichney (L, ,) die Anzahlder Subdiagonalelementg 0 in Spaltek
von L. In L gibtes

n(L) = n(L.x) (2.5)
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Abb. 2.2: Beim Cholesly-Verfahren(links) wird zurBerechnunglerk-tenSpaltevon L aufdie schrafiert
eingezeichneteklementevon L zugeyriffen. Beim Outer-Product-¥rfahren(rechts)kanndie
k-te Spaltesofortberechnetverden.AnschlieRendverdendie graudagestellterElementeder
Restmatrixwie in (2.3) beschriebemodifiziert.

von null verschieden&lementeunterhalbder Diagonale Man kannleicht zeigen(vgl. Geoge
undLiu [53]), dafiir die BerechnunglesCholesk/-FaktorsL

n—1

1
5 2 N(Lak)((Lug) +3) (2.6)
k=1
Multiplikationsoperationemind
1 n—1
3 D (L) (L) + 1) (2.7)
k=1

Additionsoperationenurchgeiihrt werdenmiissenDie Summeder fur die Berechnung/on L
berbtigtenMultiplikations- und Additionsoperationewird in derLiteraturoft mit 6( L) bezeich-
net.Istdien xn-Matrix A voll besetztsogilt (L. ) = n—k. Fur dieBerechnungon L werden
dannd(L) = $n® + $n”> — 3n Multiplikations- und Additionsoperationeberbtigt.

An dieserStelleseinocheinmaldaraufhingaviesen,daf3bei der Pivotwahl auf die numeri-
scheStabilitat keineRucksichtgenommermwerdenmuf3.Nach(2.4) gilt namlich:

ki < Vakk, j=1,...,k, k=1,...,n.

Im Gegensatzur Gaul3-Eliminatiorkdnnenalsodie bei der Cholesk/-Zerlegungauftretenden
Zahlennicht zu groBwerden(vgl. Wilkinson[141]).
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2.2 GraphentheoretischeBeschribung der Cholesky-
Zerlegung

Ist A einedunnbesetztepositiv definite Matrix, so enthalt der Cholesk/-Faktor L in der Regel

sehrviel mehrElemente# 0 als A selbstDer GradderAuffullungvon A, unddamitdie Anzahl

derfir die Berechnungon L berbtigtenOperationenhangtentscheidendon der Reihenfolge
ab,in derdie Diagonalelementals Pivots gewvahltwerden.In diesemAbschnittzeigenwir, wie

die Entstehungvon Fill-in bei der spaltenweisemerechnunglesCholesk/-Faktorsnachdem
Outer-Product-¥rfahrendurch die Konstruktionvon Eliminationsgaphenmodelliert werden
kann.Viele Heuristikenzur Bestimmungeiner,guteri Permutationsmatri® basiereraufdieser
graphentheoretischddeschreilnng der Auffullung von A.

Im folgendenberbtigen wir einige Begriffe ausder GraphentheorieEin GraphG ist ein
Tupel (V, E'). Die MengeV beschreibtdie Knotenunddie MengeE C V x V die Kantendes
GraphenG hei8tungerichtet, falls mit (u,v) € E, u # v, auchimmerdie Kante (v, u) in E
enthaltenist. Man unterscheidetlannnicht mehrzwischenden Kanten (u, v) und (v, u). Ein
ungerichteteGraphenttélt keineself-loops d. h. KantenderForm (u, u).

Ist jedemKnotenwv € V' ein Gewicht |v| zugeordnetso heil3t G gewichtet Das Gewicht
einerKnotenmengd/ C V ist |[U| = > ., |ul. In der Literatur bezeichnemandasGewicht
einerMengeU oftmalsmit weight (U). Dawir in dieserArbeit sovohl ungevichtetealsauchge-
wichteteGrapherbetrachtenbenutzerwir zur Vereinfichungder Darstellungdie Notation|U|.
GewichteteGrapherentsteheimmmerdann,wennmehrereKnoteneinesungeavichtetenGraphen
zu einemlogischenKnotenverschmolzemwerden.Standardrafigbetrachterwir alle Graphen
alsungevichtet,d.h. |v| = 1 und|U| entsprichtder Kardinalitat von U. In einemgewichteten
Grapherbezeichnenvir die Kardinalitatvon U mit card(U).

Ist (u, v) eineKantedesGraphensoheil3endie Knotenu, v adjazentoderbenadbartin G.
Die Mengealler zu v adjazenterKnotenwird mit adj(v) bezeichnetinddeg(v) = | adjs(v)|
heiR3tGrad desKnotensw. Fur U C V ist die Mengederzu U adjazenterkKnotendefiniertals
adjg(U) = Uyep adie(u) = U.

Ein (einfacdher) Weg der Lange k& zwischenzwei Knotenwv,v' € V ist eine Folge v =
Ug, U1, - .. ,up = v mit (u;_1,u;) € E furi = 1,..., k, wobeijeder Knotennur einmalan-
getrofenwird. Gilt (ug, ug) € E, k > 2, soerhalt maneinenKreisder Lange k£ + 1. Der Graph
G heildtzusammerdngend falls zwischene zwei Knotenimmerein Weg existiert.

Der durchdie Knotenmengd/ C V induzierteTeilgraph von G ist der GraphG(U) =
(U,E(U))mit E(U) = EN (U x U)). Die MengeU heif3t(maximale)Zusammenhangskipo-
nente falls G(U) zusammenangendst undadj(U) = 0. Schliel3lichheil3teineKnotenmenge
C c V einesungerichteterGraphenClique, falls die Knotenin C' paarweisedurcheine Kan-
te miteinanderverbundensind. Durch C' wird der vollstandige TeilgraphG(C) induziert. Der
Einfachheithalberschreiberwir E(C) = C x C, wobei E(C) jedochkeineself-loopsenttlt.
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In dieserArbeit betrachterwir nur ungerichteteGraphenJedesymmetrische: x n-Matrix
A definierteinenungerichteterGraphen = (V, E) mit n Knoten.SeiV = {v1,... ,v,}, dann
ist (v;,v;) € E genaudann,wenna;; # 0. JederSpaltej, unddamitauchjedemDiagonalele
menta,;, ist soein Knotenv,; desGraphenG' zugeordnetlst G zusammen&ingendso heifl3t A
irreduzibel Durch (2.3) wird die Matrix A transformiertin die Matrix B — % =: A;. Nach
Parter[108] und Rose[118] erhalt mandenzu A, gelbrendenGraphen;, indemG wie folgt

modifiziertwird:

(1) EntferneKnotenwv; zusammemit alleninzidentenKanten.
(2) FugeKantenhinzu,sodaRalle Knotenausadj;(v;) eineCliquebilden.

Man sagt,daRG; durchElimination desKnotenswy; ausG entstanderist. G; hei3tdesween
auchEliminationsgraphvon G. Wir wollen die Konstruktionvon GG; an einemBeispielveran-
schaulichenDazubetrachterwir die symmetrischéviatrix

( air 0 az au as1 0
0 axp axp 0 0 ae
A— az1 azge a3z 0 0 O
ayn 0 0 au ass O
as; 0 0 asy ass O
0 age 0 0 0 oae

(2.8)

Wird A wie in (2.3)beschriebepartitioniert,sogilt d = a;; undz = (0, az1, aq, as1, 0)”. Nach
einerlterationdesOuter-Product-¥rfahrenserhalt mandie Matrix

a2 a3z 0 0 g2
l-xT a3y Q33 — a31d1131 _a41c;=131 _351;131 0
B — 7 = 0 _—a41da31 44 — a41;41 as4 — %%iazu 0 = Al.
0 _351d331 A5q — (151;41 Us5 — 05#051 0
Qg2 0 0 0 Qg

Die in (2.8) in FettdruckdagestelltenNullelementevon A werdenin A; ersetztdurchdie von
null verschiedenertlemente—*xt und —*22t, Ganzallgemeingilt, dal nachder ersten
Iteration des Outer-Product-¥rfahrensein Elementa;;, 7,5 € {2,... ,n}, ersetztwird durch
a;; — “272+. DabeientstehfFill-in, falls a;; = 0 unda;;, a;1 # 0. Siehtmanvon dementarteten
Fall ab,daRa;; — % = 0 flra;; # 0 (Fill-out), sogilt alsofur die Kantenmengel; des
Eliminationsgraphefr:

(UZ',’U]') el & (Ui,’l}j) € E oder (UZ',Ul), (Uj,’Ul) e Fb.

Diesentsprichtgenauder Regel (2) von Parterund Rose.Abbildung 2.3 zeigtfir A und A, die
zugeldrigenGraphenG undGs .
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Abb. 2.3: Der ausder Matrix (2.8) abgeleiteteGraphG (links) und der Eliminationsgraphz; (rechts).
Die durchEliminationdesKnotensy; entstandenehRill-Kantensindin Fettdruckdaigestellt.

Durch die spaltenweisé8erechnungson L. nachdem Outer-Product-®rfahren,erhalt man
so eine Sequenzvon EliminationsgrapherGy,, ¥ = 1,...,n, G, = 0, wobei G}, ausGj_;
(Go = G) durchEliminationdesKnotensy,, entstehtDie dabeieingefigtenKantenentsprechen
exakt demFill-in von A. Man nenntdie eingefigtenKantendeswgenauchFill-Kanten. Auf-
grundder positiven Definitheitvon A ist esmoglich, die Diagonalelementen jederbeliebigen
Reihenfolgeals Pivots zu wahlen.Daherkdnnenauchdie Knotenin G in jederbeliebigenRei-
henfolgeeliminiert werden.Eine solcheEliminationsreihenfolgevird mathematischiurcheine
Permutationr : V — {1,... ,n} beschriebenist ein Knotenv; mit derZahl £ numeriert,d.h.
m(v;) = k, sowird v; beim Ubemgangvon G,_; nachG, eliminiert. Die Permutationr heif3t
Ordering Man ist nun bestrebtr so zu wahlen,dal3die Anzahl der entstehendekill-Kanten
minimiertwird. Aus 7« kanndie Permutationsmatri¥® leicht abgeleitetverden.Man setztdazu
P= (ew(vl), c. ,e,r(vn)).

Wir wollen dasobenGesagtean demausder Matrix (2.8) abgeleiteterGraphenG veran-
schaulichensieheauchAbbildung 2.3). Werdendie Knotenin ihrer natirlichen Reihenfolge
eliminiert, soentstehenlie Fill-Kanten (vs, v4), (v3, v5) (Eliminationvon v,), (vs, vg) (Elimina-
tion von vy) und (vy, v6), (vs, vs) (Eliminationvon v3). Setztmann(v;) = 6, m(vg) = 1 und
m(vg) = kfurk = 2,...,5, soerhalt mandie Eliminationsreihenfolges, vo, v3, v4, vs, v1. Man
vergewissertsichleicht, dalRdurchdieseReihenfolgekeineFill-Kante entsteht.

Durch7 wird ein weitererGraphdefiniert.Dieserheil3taufgefullter (filled) Graphundwird
mitG, = (V, E,) bezeichnetDie MengeFE, enthaltneberdenKantenausE alleFill-Kantendie
entstehenywenndie KnotendesGraphen in derdurchz beschriebeneReihenfolgeeliminiert
werden.Nach Roseet al. [119] stehendie Kantenmenger® und E, wie folgt in Beziehung
zueinander

Lemma2.1 (Roseetal. [119])
Seir eineNumerierungder KnotenvonG. Dannist (v, v') € E, genaudann,wenn(v, ') € E,
oderesgibteinenWeg v, uy, . . . , ug, v' in G Mit7(u;) < min{7(v), 7(v')} furallei =1,... k.

Zwei Knotenwv, v' mit (v,v') ¢ E sindalsoin demaufgefiliten GraphenG,, benachbartfalls
esin demurspiinglichenGraphenG einenWeg zwischenv und«’ gibt, derausschliel3lictiber
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Knotenfiuihrt,dievor v undv’ eliminiertwerden Lemma2.listvongrundleggendeBedeutungda
hierdurchdie Fill-Kantenanhandvon G und = bestimmtwerdenkdonnen Eineexplizite Bildung
derEliminationsgrapherst nicht erforderlich.

Kenntman die Kantenmenger,,, so kenntman auchdie Nichtnullstrukturdes Cholesk/-
FaktorsL von PAPT. Bezeichnemadj,_(v) die Mengeallerzu v adjazenterknotenin G, die
nachv eliminiertwerdenalsomadj;_(v) = {w € V; w € adjg_(v) undm(w) > 7(v)}. Weiter
seiStruct(L, ) = {i > k; lix # 0}. Die MengeStruct(L. ) entralt alsodie Zeilenindizesder
von null verschiedeneBubdiagonalelemente Spaltek von L. Danngilt:

w € madjg_(v) & m(w) € Struct(L, z(v))- (2.9)

Die Mengemadj;_(v) heiitmonotoneAdjazenzlesKnotensv in demaufgetiliten GrapherG...
Aus (2.9)folgt sofort

| madjg, (v)| = 1(Luxw)- (2.10)

Man kanndaher| madj,;_(7—'(k))| anstellevon n(L, ) in die Formeln(2.5), (2.6) und (2.7)
einsetzerund erhalt so die Anzahl der Subdiagonalelementg 0 im Cholesk-Faktor L von
PAPT unddie Anzahlderzur Berechnungon L berdtigtenOperationen.

Der GraphG, besitzteinigesehrinteressant&igenschafteraufdie wir in dennachfolgen-
denKapitelnBezugnehmenZur Beschreilnng dieserEigenschaftemerdtigenwir die folgen-
den Definitionenausder GraphentheorieEin ungerichteteiGraphG = (V, E) heif3tchordal,
falls esin jedemKreis der Lange> 3 zwei nicht aufeinanderfolgend&noten v, v gibt mit
(u,v) € E. Die Kante(u, v) wird auchSehnggenanntEine MengeS C V hei3tKnotensepa-
rator, fallsderTeilgraphG(V — S) nichtzusammen&ingendst. Seiena, b zwei nichtadjazente
KnotenausV'. Ein Knotenseparato§ heif3ta, b-Sepaator, falls die Knotena, b in G(V — S)
zuverschiedenedusammenhangsknponentemgetbren.Falls keineechteTeilmengevon S ein
a, b-Separatoist, so heil3tS minimalera, b-Sepaator. Ein minimalerKnotensepaator ist eine
KnotenmengeS C V/, die beZiglich zweiernicht adjazenteKnotena, b einenminimalena, b-
Separatodarstellt.Schlief3lichhei3tein Orderings fur die KnotenausV' perfekt falls bei der
Bildung der EliminationsgraphekeinezusatzlicheKantenentstehen.

NachDirac[29] und Fulkerson,Gross[44] qilt:

Satz2.2 (Dirac [29] und Fulkerson,Gross[44])
SeiG einungerichteterGraph.Dannsinddie folgendenAussaienaquivalent:

(1) G istchordal.
(2) G besitztein perfekterdering

(3) JederminimaleKnotensepaator in G bildeteineClique

Aufgrund der Konstruktionvon G, ist 7 ein perfektesOrdering fir diesenGraphen.Nach
Satz2.2ist G, chordal,undjederminimaleKnotenseparatan G, bildeteineClique.



20 Kapitel 2. Grundlagen

2.3 KlassischeOrdering-Verfahren

NachYannakakig142] ist die BestimmungeinerPermutationsmatri¥’, so daf3die Auffillung
von PAPT minimalist, ein A/P-vollstandigesProblem Zur Bestimmungeinermoglichstguten
PermutationsmatriwerdenHeuristikenbenutzt,derenEingabein der Regel ausdemungerich-
tetenGraphenGG besteht.Die Heuristiken konstruierendannfir die Knoten des Graphenein
Orderingm, so dalRder aufgefilite GraphG,, moglichstwenigezusatzlicheKantenenthalt. In

diesemAbschnittstellenwir kurz drei klassischeOrdering-Methodewor, auf denenviele Heu-
ristikenbasierenEshandeltsichum die Profil-, die Bottom-up unddie Top-down-Methode

2.3.1 Die Profil-Methode

Die Profil-Methodegelbrt zu den altestenund am weitestenverbreitetenOrdering-Methoden.
Ziel ist dabei,die Zeilenund SpaltenderMatrix A sozu permutierengal3die von null verschie-
denenElementemoglichstnahander Diagonaleriegen.Auch fur diesesOrdering-Problenist
die BestimmungeineroptimalenPermutationsmatriwieder N P-vollstandig[107]. Zur Erlaute-
rung der Profil-Methodebertigen wir einige zusatzliche Definitionen: Bezeichnef;(A) den
Spalteninde deserstenElementes# 0 in Zeile 4, also f;(A) = min{j; a;; # 0}. Dannist
die Bandweiteder i-ten Zeile von A, kurz 3;(A), definiertdurch 8;(A) = i — f;(A). Wegen
a; # 0 gilt f;(A) <iunddamitg;(A) > 0. DasProfil von A bestehhunausderIndexmenge
Profil(A) = {(i,7); fi;(A) < j < i}.NachGeogeundLiu [53] gilt Profil(4) = Profil(L+L%),
sodalRder Aufwandfur die Berechnungon L entscheidengion der GroRedesProfils,d. h. von
S, Bi(A) abrangt.

EinerderbekanntesteAlgorithmenzur Profilminimierungist der Algorithmusvon Cuthill
undMcKee[26]. Hierbeiwerdendie KnotendesGraphenG mit Hilfe einerspeziellerBreiten-
suchedurchlaufenVor demStartdesAlgorithmuswird die innerhalbder Breitensuchédenutzte
Sdlange (queue)) mit einempseudo-periphan Graphknotennitialisiert. Der Algorithmus
arbeitetdannwie folgt: Seiu der ersteKnotenin . Der Knotenu wird aus(@ entferntund
als nachstemumeriert.AnschlieRendverdenalle Nachbarnvon u, die wedernumeriertnoch
in Q gespeichersind, aufsteigendortiertnachinrem Knotengradn @ eingefigt. Der gesamte
Prozelwird solangewiederholtbis ) leerist.

Seiwiedern die Numerierungund P die ausw abgeleitetePermutationsmatrix@urch die
Vorgehensweisaird fur benachbart&notenwu, v mit 7(u) < m(v) die Differenzz(v) — 7(u)
minimiert. Diesfuhrt wiederumzu einerMinimierung der Bandweitevon Zeile 7 (v) in PAPY,
dennesgilt 8, (PAPT) = m(v) — min{n(u); v € adjgz(v) U {v}}. In [99] beweisenLiu und
Shermangdal3durchUmdreherdesCuthill-McKee-OrderingslasProfil niemalsvergroRert,son-
dernin vielenFallensogamweiterverkleinertwird. DieserEffekt wurdeerstmals/on Geoge[47]
beobachtetDassomodifizierteOrderingheil3tReverse-Cuthill-Mckee-Odering
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Die Profil-MethodehatjedocheinenentscheidendeNachteil. Gilt namlich f;(PAPT) < i
fur alle Zeileni = 2,...,n, sokannmanleicht zeigen(vgl. Geoge und Liu [53]), dal3un-
abhangigvon der Anzahl der Elemente# 0 im Profil von PAPT dasProfil von L + L* voll
besetzist. Die Bedingungst beispielsweiserfullt, wenn A irreduzibelist und P mit Hilfe des
Cuthill-McKee-Algorithmusberechnetvird.

Obwohl die im nachstembschnittvorgestellterBottom-up-und Top-dovn-Methodersigni-
fikantbesser@®©rderingsproduzierenywerdenauchheutenochin vielenkommerziellePAnwen-
dungenAlgorithmenzur ProfilminimierungeingesetztDiesliegt haupt&chlichdarandal3viele
derin dernumerischerPraxisauftretenderMatrizenbereitseine BandstruktubesitzenDa bei
VerwendungeinesProfil-Orderinggdie Bandstruktuwahrendder Faktorisierungerhalterbleibt,
konneneinfachereDatenstrukturemenutztwerden.Hierdurchreduziertsich der Aufwandbei
derlmplementierungeinesnumerischemlgorithmuserheblich.

Der Entwicklung verbesserteAlgorithmen zur Profilminimierungwird daherauch heute
nochviel Aufmerksamleit geschenktNebendenklassischerMinimierungs\erfahrenbasieren
auchviele neueréAlgorithmenaufeinerBreitensucheZu denklassischeerfahrengetbrender
obenbeschriebeneguthill-McKee-Algorithmussowie die Algorithmenvon King [82], Gibbs-
King [57] undGibbs-Poole-Stocknyer[58]. Zu denauf Breitensuchdasierendeneueren/er-
fahrengehdren der Sloan-Algorithmug135] sowie die von Duff et al. [38] und Kumfert und
Pothen[85] vorgestellterErweiterungerdesSloan-AlgorithmusWeiterestate-of-the-arAlgo-
rithmenbasiererauf Spektral-\érfahren(vgl. Barnardet al. [18] und Paulino et al. [106]) oder
Multilevel-Verfahren(vgl. Bomanund Hendrickson[22]). In dieserArbeit werdenwir nicht
naherauf die Profil-Methodeeingehen.

2.3.2 Die Bottom-up- und die Top-down-Methode

Die Bottom-up-Methoddenutztdie in Abschnitt2.2 vorgestellterEliminationsgraphernym ein
Orderingzu berechnenBasierendcaufdemausA abgeleitetertGraphenG wird nachdenRegeln
von Parter und Roseeine Sequenaon Eliminationsgrapherti,, £ = 1,... ,n, G, = 0, ge-
neriert. Dabeiist entscheidendhachwelcherVorschriftder beim Ubeigangvon G,_; hachGy,
zu eliminierendeKnotenausgavahlt wird. Zu denbekanntesteAuspragungerder Bottom-up-
Methodegelbrt der von Tinney und Walker [139] vorgestellteMinimum-Degree-Algorithmus
Hierbeiwird ausGj,_; ein Knotenv mit minimalemGradentfernt,damitdie in G;, entstehende
Clique moglichstklein ist. Der Minimum-Degree-Algorithmugehtzurick auf einevon Marko-
witz [102] vorgeschlagen®ivotsuchezur LosunglinearerGleichungssystemmit unsymmetri-
scherKoeffizientenmatrix.

Genaugenommeist die Anzahlderin G, einzufigenderKantennicht von der GroReder
entstehende@lique abhangig,sondernvon der Anzahldernicht durcheineKantevertundenen
Knotenin der NachbarschaftieseliminiertenKnotens.Man nenntdiesenWert die Unzukng-
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lichkeit (deficiency)deseliminiertenKnotens.Formal ist die Unzulanglichleit einesKnotens
v definiertdurchdefg(v) = [{{v,w}; u,w € adj;(v),u ¢ adj,(w)}|. Bei demvon Ro-
se[118] vorgeschlageneNinimum-DeficiencyederMinimum-Local-HI-Algorithmuswird aus
Gr-1 einKnotenv entfernt,fur dendef, , (v) minimalist. In Kapitel 4 werdenwir nochein-
mal naherauf denMinimum-Degree-und denMinimum-Deficieng-Algorithmuseingeherund
weitereAuspragungerder Bottom-up-Methoderorstellen.

Bei der Bottom-up-Methodewird dasOrderingn von ,untennachoberi aufgebautDer
beimUbemangvon G_; nachG), zueliminierendeknotenwird dabeinacheinemlokalenKno-
tenauswahlverfal@nbestimmtim Gegensatdazubautdie Top-dovn-MethodedasOrderingr
von ,,obennachunteri auf. Man bestimmtalsozuerstdiejenigenKnoten,die ganzzum Schluf3
eliminiertwerden Eineweit verbreiteteAuspragungder Top-dovn-Methodest der Nested-Dis-
section-Algorithmusson Geoge und Liu [51]. Der Algorithmus gehtzuriick auf ein von Ge-
orge [48] vorgestelltesverfahrenzur Numerierungspeziellerquadratischegitter. DieseGitter
heiRenGitter mit 9-Punkte-Stermndwerdenin Kapitel 3 genauebetrachtet.

Der Nested-Dissection-Algorithmugn Geoge und Liu ist ein rekursver Algorithmusmit
Parameterm, und «.. Auf EingabeeinesungerichteterGraphenG = (V, E') und einerZahl p
arbeitetder Algorithmuswie folgt: Gilt |V| < ng, sowerdendie KnotenausV in beliebiger
Reihenfolgevonp — |V| + 1 bis p numeriert AnschlieBendvird p := p — |V| gesetztim Falle
|V | > no wird ein Knotenseparata$ bestimmt,durchdesserEntnahme? in zwei Teilgraphen
G(B)undG(W) zerfallt mit V = SUBUW und|B|, |[W| < a|V],0 < a < 1. Die Knoten
ausS werdendannin beliebigerReihenfolgevon p — |S| + 1 bis p numeriert.AnschlieRend
wird p := p — |S| gesetztund eserfolgt ein rekursver Aufruf fur jedenzusammenéingenden
Teilgraphervon G(B) und G(WV). Initial gilt p = n. Der Parameten, steuertdie Termination,
undderParametery beeinflul3die BalancedergenerierterPartitionen?

Wegender rekursiven Struktur desAlgorithmuskonnendie Separatoremuf natirliche Art
und Weisein Ebenereingeteiltwerden.Ein SeparatoiS gelort zur Ebenei, wennsS in Rekur
sionsstufe konstruiertwurde.Die Ebenenull bestehtausdeminitialen SeparatorEine Ebene:
hei3thohere Ebenebeziglich einerEbenej, fallsi < j. Die Ebenenull ist die obeisteEbene.

Abbildung 2.4 zeigtein nachGeoge [48] berechnete®rderingfur ein 7 x 7-Gitter mit 9-
Punkte-SternDas Orderingkannauchmit Hilfe desNested-Dissection-Algorithmugeneriert
werden.Dazuwird beim erstenAufruf der ausdenKnotenwy, v, vig, V25, V32, Usg, Vag DE-
stehendeSeparatokonstruiert.Die Knotenwerdenvon 43 bis 49 numeriert.Nach Entnahme
desSeparatorzerfallt der Graphin zwei Teile. Im linken Teil wahlt man den Separatomwys,
V93, V24 UNAim rechtenTeil den Separatot.g, va7, v25. Beide Separatoremgetorenzur Ebene
eins.Die KnotendeserstenSeparatorsverdenvon 19 bis 22 numeriert,die deszweitenvon 40
bis 42. Das Verfahrenwird rekursv fortgesetztbis nur noch ein einzelnerkKnoten tibrig bleibt

*In dieserArbeit werdenwir oft PartitionierungerdurcheineFarbungderKnotendarstellenln diesemZusam-
menhangenthalt B alle schwarz (black) und W alle weil3 (white) gefarbtenKnoten.
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Abb. 2.4: GeogesNested-Dissection-Orderirigr ein 7 x 7-Gitter mit 9-Punkte-SternledeiKnotenu; ist
mit 7(v;) beschriftetDie Knotenaller zueinerEbenegelbrenderSeparatoresindim gleichen
Grautondagestellt.Jehdherdie Ebene destodunklerder Grauton.

(ng = 1). GeogesOrderingist alsoein speziellesauf quadratisché&itter zugeschnittenelle-
sted-Dissection-Ordering/lan sprichtdaherauchvon GeogesNested-Dissection-Orderirfgr
guadratisch&itter.

Lipton et al. stellenin [90] eineleicht modifizierteVersiondesNested-Dissection-Algorith-
musvon Geoge und Liu vor. In ihrem verallgemeinerter(generlized) Nested-Dissection-Al-
gorithmuswerdenausG(B) und G(W) die GraphenG(B) = (BU S, E(B U S) — E(S))
undG(W) = (WU S, E(W U S) — E(S)) konstruiert.Der Algorithmuswird dannrekursi
fur G(B) und G(W) aufgerufenEsgibt hier alsoimmer genauzwei rekursie Aufrufe, wobei
die Separatorknotem jedenAufruf mit einbezogerwerden.Sie werdenjedochkein zweites
Mal numeriert.Erfullt der auseinern x n-Matrix A abgeleiteteGraphG ein n!/2-Sepaator-
Theoem([89], undwird der GraphnachdemverallgemeinerteNested-Dissection-Orderingu-
meriert,sogilt fur denentsprechende@holesly-Faktor L nachLipton etal.:n(L) = O(nlogn)
undd(L) = O(n*?). Benutztman hingegenzur Numerierungvon G den Nested-Dissection-
Algorithmusvon Geoge und Liu, so reichtdie Existenzeinesn!/2-Separator-Theorenalein
nicht aus,um einenFill-in von hdochstensO(n logn) zu garantierenlst jedoch zusatzlich G
planar odervon bggrenztemGrad, so geltenauchhier die obigenSchranken (vgl. Gilbert und
Tarjan[61]). Der Nested-Dissection-Algorithmusgn Lipton et al. spieltin der praktischerAn-
wendungkaumeineRolle. Diesliegt haupt&chlichdarandallder Algorithmusvon Geoge und
Liu fur die wichtigeKlassederplanarenGraphendie gleichenErgebnissdiefert. Hinzu kommt,
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daRdieserAlgorithmussehrviel einfacherimplementiertwerdenkann.Wennwir im folgenden
von einemNested-Dissection-Orderirgprechenso meinenwir immer ein nachdemAlgorith-
musvon GeogeundLiu konstruierte©rdering.

In der Literatur wird dasNested-Dissection-&ffahrenwie folgt motiviert: Da die Knoten
derTeilgraphenG(B) und G(WW) vor denKnotendesSeparatorss eliminiert werden kannes
nachLemma2.1in G, keineKantegebendie einenKnotenausG(B) mit einemKnotenaus
G (W) verbindet.In dementsprechende@holesky-Faktor L gibt esdaherBlocke, die nur aus
NullelementerbestehenDies wird durch denUmstanderkauft,daldie Knotenaus S in den
meistenFalleneineCliquein G, bilden,waswiederumzu einemvollbesetzterBlock in L fuhrt.
Dazumuf3 S noch nicht einmal ein minimaler Knotenseparatoseinwie in Satz2.2 verlangt.
In der Tat sind die von einerHeuristik konstruierterKnotenseparatorenur in wenigenFallen
minimale a, b-SeparatorenNach Lemma2.1 bildet jedoch S bereitsdanneine Clique, wenn
in G(B) oderG(W) eineZusammenhangsknponentd/ existiert, so dal3jederKnotenausS
zu mindestenginemKnotenausU adjazenist. DieseBedingungwird in der Regel von allen
heuristischberechneteKnotenseparatoreerfullt.

Vor einerlmplementierungler hier kurz beschriebeneAuspragungerder Bottom-up-und
der Top-dovn-Methode miissemoch eine Reiheoffener Fragenbeantvortet werden.So stellt
sichbeispielsweis®ei derimplementierunglesMinimum-Degree-Algorithmuslie Frage wel-
cherKnoteneliminiert werdensoll, wennmehrereKnotendengleichenminimalenGradbesit-
zen.Die Gute einesMinimum-Degree-Orderingkannganzentscheidengion einersolchenTie-
Breaking-Stategie abrangen(vgl. Abschnitt3.3). Bei derImplementierunglesNested-Dissec-
tion-Algorithmusstehtdie EntwicklungeineseffizientenVerfahrenszur Bestimmungmoglichst
kleinerKnotenseparatoram Vordegrund.In denzweifolgenderKapitelnwerdenwir im Detail
aufdieseoffenenFrageneingeheninsbesondereverdenwir, angergt durchdie Ergebnissaus
Kapitel 3, ein Ordering-\érfahrenentwickeln, in demdie Bottom-up-Methodeind dasNested-
Dissection-\rfahrenauf eineneueArt und Weisemiteinandewerknipft sind.



Kapitel 3

Ordering-Verfahrenfur gitterf ormige
Graphen

Die in der numerischerPraxisauftretenderGleichungssystembesitzenoftmals eine Koeffi-
zientenmatrixA, derenNichtnullstruktur einen gitterformigen GraphenG induziert. Dies ist
beispielsweiséei der LosungdesDiric hletstien Randwertpoblemsauf einem offenen,qua-
dratischerGebiet(2 mittelsfiniter DifferenzerderFall (vgl. Frommer{43] oderSchwarz[134]).
Zur LosungdesRandwertproblemsst eine Funktion o gesuchtsodal3fir einenPunktu auss?
mit Koordinaten(z, y) gilt:

—Ao(z,y) = f(z,y), fallsu im Innerenvon (2 liegt,

o(z,y) =0, falls w aufdemRandvon (2 liegt. (3.1)

DabeibezeichnetlasSymbol A denLaplace-Opeator. Um p numerischzu approximierener-
setztman (3.1) mittels einer geeigneterDiskretisierungdurch ein linearesGleichungssystem.
Beim Differenzermerfahrenwird dazueinn x n-Gitter auf dasquadratisch&ebiet(2 projiziert
(vgl. Abschnittl.1). Man|8stjetzt(3.1) nur nochfir solchePunkteauss?, die mit einemKnoten
desGitterszusammerdllen. Bezeichngz;, y;) die KoordinaterdesjenigerPunktesauss?, der
mit demGitterknoten(i, j), 1 < 4,5 < n, zusammerillt. Bei einerDiskretisierungmit einem
5-Punkte-Steriist der Funktionswert-Ap(z;, y;) einesinnerenPunktes(z;, y;), 1 < 4, j, < n,
abhangigvon denWerteno(z;_1,v;), o(Zit+1,v;), o(zi, xj—1) undo(z;,y,4+1). Die entsprechen-
denGitterknoterliegen+-formigum i, j) undbildenzusammemit (4, j) einen5-Punkte-Stern.
Wird zur Diskretisierungein 9-Punkte-Sterivenutztsoist —Ap(z;, y;) zusatzlichabrangigvon
o(%i—1,Yj-1), 0(Tit1,Yj—1), 0(@iz1,Yj+1) und p(z;11,y;11). Die zusatzlichenGitterknotenlie-
genx-formigum (i, 7). Alle Knotenzusammetbildenmit (, j) einen9-Punkte-Sterrin beiden
FallenkannbasierencufdenAbhangigleiteneinlinearesGleichungssystermufgestelliverden.
DiesesGleichnungsysterenthalt fur jedenKnotendesDiskretisierungsgittergenaueineGlei-
chung (die sogenanntdaplace-Gleibiung. Die KoefizientenmatrixA ist alsoeinen? x n?-
Matrix. Im erstenFall induziert A ein zu demDiskretisierungsgitteisomorphes: x n-Gitter G

25
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mitV = {(,5); 1 <4,j <npundE = {((i1, 1), (12, 52)); (i1,71), (2, 42) € V; [in—da|+ 51—
J2| = 1}. Im zweitenFall enthalt G zusatzlichdie Kanten{((i1, j1), (2, 32)); (%1, 1), (32, j2) €
V, iy — | = 1 und|j; — jo| = 1}. DasersteGitter hei3tGitter mit 5-Punkte-Sterpdaszweite
Gitter mit 9-Punkte-Stern

In diesemKapitel betrachterwir Ordering-\érfahrenfur A x n-Gitter mit 5-Punkte-bzw.
9-Punkte-SternDas Kapitel ist wie folgt gegliedert: In Abschnitt3.1 stellenwir einige wich-
tige, ausder Literatur bekannteErgebnissebeziglich der Numerierunggitterformiger Graphen
vor. Alle Aussagergeltendabeisovohl fur Gitter mit 5-Punkte-Stermls auchfur Gitter mit 9-
Punkte-Sternin Abschnitt3.2 prasentierenvir einverbesserteNested-Dissection-Orderirf@r
guadratischésitter mit 5-Punkte-SternBasierendauf einergenauerAnalysedesverbesserten
Orderingsgebenwir ein allgemeinexKriterium zur CharakterisierunginesgutenOrderingsan.
In Abschnitt3.3 zeigenwir, dal3die gleichenVerbesserungeauchmit Hilfe einesBottom-up-
Orderingserreichtwerdenkonnen Wir benutzerdazuein Minimum-Degree-Orderingnit einer
speziellenTie-Breaking-Stratgie.

3.1 Literatur ubersicht

Wird fur die Numerierungeinesh x n-Gittersmit h < n ein Algorithmuszur Profilminimierung
benutzt,so berbtigt manfur die Berechnungdes Choleky-Faktorsmindestens:®n + O(h?n)
Multiplikations- und AdditionsoperationerDer Choleky-Faktorenthalt dabeimindesteng?n +
O(hn) von null verschiedené&ubdiagonalelement@gl. Geoge und Liu [53]). Eine weitere
ReduzierunglesFill-in bzw derZahl derberbtigtenOperationerkann—wennuberhaupt nur
mit komplexerenOrdering-\érfahrenerreichtwerden.Bei demvon Geoge [49] vorgestellten
One-Wy-Dissection-grfahren wird dash x n-Gitter zunachstdurch vertikale Separatoreiin
etwa gleich groReBlocke zerteilt. Danachwerdendie Knoten einesjedenBlocks zeilenweise
numeriertZum Schluf3verdendie SeparatorknotenumeriertManbeginntdazumit denKnoten
desamweitesterlinks stehenderseparatorsSind alle KnotendiesesSeparatoraumeriert(die
ReihenfolgespieltdabeikeineRolle), sofahrtmanmit denKnotendesrechtsdavon stehenden
Separatordort. Auf dieseWeisewerdendie Separatorewon links nachrechtswie bei einem
Profil-OrderingdurchnumeriertGeoge zeigt,dafin Abhangiglkeit von denDimensionerh, und
n die Zahl der Blocke so gewahlt werdenkann,da3fur die BerechnunglesCholesk/-Faktors
nurnoch+/56/3 h*2n + O(h?n) Operationemotwendigsind.

Mit Hilfe desNested-Dissection-&ffahrenskanndie Zahl der bertigten Multiplikations-
und Additionsoperationemveiter reduziertwerden.Wir betrachterdazuzurachstein quadrati-
schesn x n-Gitter. Wird diesesGitter nachGeogesNested-Dissection-&ffahrennumeriert,so
berbtigt manfur die BerechnunglesCholesly-Faktors829/42 n?® + O(n?logn) Operationen.
Der Cholesly-Faktorenttalt dabeid1/4 n? log n + O(n?) von null verschieden&lementg(vgl.
GeogeundLiu [53]). Die Numerierungeinesh x n-Gittersmit h < n kannnunaufdie Nume-
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rierungmehrereiquadratischeGitter zuriickgefihrtwerdenIm einfachsteriall wird dash x n-

Gitter (b < n/2) zuréchstrekursi durchvertikale Separatorein n/h quadratisch&itter mit

Seitenéingeh geteilt. AnschlieRendverdenin denquadratischer@ittern die Separatorenvie

von Geoge beschrieberkonstruiert.Fur die BerechnunglesCholesk-Faktorssind dannins-
gesamti24/3 h?n + O(h*) Operationemotwendig.Roseund Whitten[120] beobachtetergaly
sichder Aufwandzur BerechnunglesCholesly-Faktorsweiter verringernlafit,wenndie ober

stenn/h—1 vertikalenSepratoremichtentsprechenithrer Rekursionstiefesonderreinfachvon
links nachrechtswie beim One-Way-Dissection-Orderingurchnumeriertverden.Zur Berech-
nungdesCholesky-Faktorswerdendannnurnoch112/3 h?n + O(h®) Operationerberdtigt. Im

Fall h < n/2 liefert alsodie Kombinationmit einemProfil-Orderingbesserérgebnisseals ein
reinesNested-Dissection-Ordering/ir werdenaufdieserEffektin Abschnitt4.1.4nocheinmal
genaueeingehen.

Bhatetal. zeigenin [19], daRdurcheinegeschickteAuslegungdesh x n-Gitters,h < n, mit
guadratischesittern die Zahl der berdtigtenOperationerweiter reduziertwerdenkann.Auch
sie benutzereinenHybrid-Ansatz.Fur die Numerierungder quadratischeGitter wird Geoges
Nested-Dissection-&ffahrenbenutzt.Anschliel3endverdendie verbleibenderSeparatorknoten
mit Hilfe einesProfil-VerfahrensmumeriertBhatetal. zeigen,daf3bei VerwendunghresLocal-
Nested-Dissectionevfahrensnur noch 829/30 h*n — 829/105 h* + O(hnlogh) Operationen
fur die BerechnunglesCholesly-Faktorsnotwendigsind. Setztmanin der Formelh := n, so
erhalt maninteressanterweisgieder829/42 n® + O(n?logn), alsodengleichenAufwandwie
bei GeogesNested-Dissection-&ffahrenfir quadratisché&itter.

Nach Hoffman et al. [74] ist Geoges Nested-Dissection-Orderiniiir quadratischeGitter
asymptotisctoptimal. Eliminiert mannamlich nacheinandedie Knoteneinesn x n-Gitters,so
tritt unweigerlichder Fall ein, dal3zum erstenMal eine Zeile oder SpaltedesGittersnur noch
einennicht eliminiertenKnotenv entralt. Man kann nun zeigen,dal3in dementsprechenden
Eliminationsgraphemer Knoten v zu mindestens: — 1 Knoten benachbartst. Diesen — 1
Knotenbilden zusammemnit v eineClique der Gro3en in demaufgefiliten GraphenFur die
BerechnunglesCholesly-Faktorssind demnachmindesten$)(n?) Multiplikations- und Addi-
tionsoperationenotwendig.

EineuntereSchranle fur denFill-in kannwie folgt abgeleitetverden(vgl. wiederHoffman
etal. [74]): Jedes x n-Gitterenthalt (n — k + 1) viele Teilgitter derGroRek x k, k = 2, ... , n.
Da der aufgetfillte GraphnachSatz2.2 chordalist, mu3in jedemk x k-Teilgitter eine Kante
vorhandersein,die zweigegeriiberliggendeSeitendesTeilgittersverbindetMan sagt,daf3diese
KantedasTeilgitter zersbrt. DaeinesolcheKantemaximalk TeilgitterderGroRRek x k zersbren
kann, enttélt der aufgefilite Graphmindestensy ", _, W > n?H, — n? Kanten,wobei
H,, die n-te HarmonischeZahl ist. Bezeichney die EulerKonstantg(y = 0.57721...), dann
gilt (vgl. z.B. Knuth [83]): H, = Inn + v + O(1/n). Damit gibt esin dem Cholesky-Faktor
mindesten$)(n? log n) von null verschieden&lemente.
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Abb. 3.1: Links die +-formigeAnordnungder Separatorebeidemvon GeogevorgeschlageneNested-
Dissection-Orderingiir ein quadratischeSitter mit Seitenéingen = 2! — 1, [ = 4. Rechtsdie
x-formige Anordnungder Separatorein demmodifiziertenNested-Dissection-OrdegnDie
Seitenfingedesquadratischeittersbetigthiern = 2! + 1.

Benutztmanfur die Numerierungeinesn x n-Gittersein Minimum-Degree-\érfahren,so
hangtdie Gite desOrderingsganzentscheidendron der verwendeterTie-Breaking-Stratgie
ah Bermanund Schnitgergebenin [21] ein Minimum-Degree-Orderingan, durchdasin dem
Cholesly-Faktor ein Fill-in von O(n?!°8s4) erzeugtwird. Flr die Berechnungdes Cholesky-
FaktorswerdendabeiO (n'°8s *) Multiplikations- und Additionsoperationeberitigt. Bei einem
Minimum-Degree-Orderingnit schlechteiTie-Breaking-Stratgie kannalsoder Fill-in unddie
Zahl der berbtigten Operationerasymptotischhoher sein als bei GeogesNested-Dissection-
Ordering.

3.2 Ein verbessertedNested-Dissection-¥rfahrenfir quadra-
tische Gitter

Die in Abbildung 3.1(links) daigestellte+-formige Anordnungder Separatorein einemqua-
dratischenGitter ist charakteristiscHir GeogesNested-Dissection-Orderingdandeltes sich
um ein Gitter mit 5-Punkte-Sternso kann diesedurch eine 45 Grad Drehunguberfihrt wer-
denin eine x-formige Anordnung(sieheAbbildung 3.1(rechts)).Im folgendenzeigenwir, daf3
dadurchderFill-in unddie Zahl derberbtigtenOperationenn etwa halbiertwird.

SeialsoG einn x n-Gitter mit 5-Punkte-Stermindn = 2! + 1. Weiter sei P die ausdem
modifiziertenNested-Dissection-Orderirapgeleitetd>ermutationsmatriXm folgendenwollen
wir die Anzahlder Subdiagonalelementg 0 im Cholesky-Faktor L von PAPT unddie Anzahl
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derzur FaktorisierungoerdtigtenOperationergenauberechnenAls Hilfsmittel dientunsdabei
dasfolgendeLemma(vgl. auchGeoge[48]).

Lemma 3.1 Seir einNested-Dissection-@eringder KnotenV desGraphenG undS C V ein
minimalerKnotensepaator. SeiweiterangenommendalReineMenge Rs C V' — S existiert mit
madj; (v) — S = Rg furallev € S. Esgelte|S| = s und|Rg| = r. Dannbetragt die Anzahl
der Subdigonalelemente- 0 in denzu S gehbrendenSpaltendesCholesk-Faktors

1
f(s,r) = 58(8 — 1)+ sr.
Zur FaktorisierungdieserSpaltenwerden
1 )
g(s,7) =8>+ =8 — —s+rs® +rs+1’s

3 2 6
Multiplikations-und Additionsopeationenberitigt.

Beweis: Sei S = {v,...,vs}. Da 7w ein Nested-Dissection-Orderinigt, kbnnenwir an-
nehmendaln(v;11) = =w(v;) + 1 furi = 1,...,s — 1. Aufgrund der Minimalitat von S
bilden die Knoten vy, ... ,v, eine Clique in G, (vgl. Satz2.2) und es gilt: madj,_(vi) =
{vit1,-.. ,us} URsfuri=1,...,s. Aus(2.10)folgt dannn(L. »(v;)) = s — i + r. Die Anzahl
derSubdiagonalelementg 0 in denSpaltenr(v,), ... ,7(vs) berechnesichdaherzu

ZT](L*,W(%)) = ZS —i+r= f(S,T).
=1 =1
Nach(2.6) und(2.7) verursachtie Faktorisierungder Spaltenr (v,), . .. , 7(vs)

1< 1<
52(5—72—}-7‘)(5—72—1—7“—}-3)+§Z(s—i+r)(s—i+r+1) =g(s,7)
=1 =1
Multiplikations- und Additionsoperationen. [ ]

Fur dasneueNested-Dissection-Orderingerdenzurachstdie in Abbildung3.1(rechts)dar
gestellterSeparatorels,, S, und.S; konstruiert.S; istderinitiale SepratoEbened) undbesteht
aus2’ + 1 Knoten.Die Separatorei$, undS; (Ebenel) besteherausjeweils 2!~! Knoten.Alle
drei Separatorersind minimal. Da alle Knoten, die nicht zu S;, S, oder S; gelbren,vor den
KnotenausSi, S», Sz eliminiert werden kannmit Hilfe von Lemma2.1 leicht gezeigtwerden,
daflfur einenKnotenv € S, (bzw. v € Ss) gilt madj,;_(v) — S2 = S1 (madjg_(v) — S5 = Sh).
Desweiterengilt madj,_(v) — Sy = 0 furallev € S;. Esfolgt Rg, = Rg, = S; undRg, = 0.
Damit betiagt die Anzahl der Subdiagonalelementg 0 in denletzten2*! 4+ 1 Spaltennach
Lemma3.1:

F(182; [S1]) + f(1S5], [S1]) + £ (1511, 0)
=2 f2" 24+ 1) + (21 +1,0) = 22” + 2L, (3.2)
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Zur FaktorisierungdieserSpalterwerden

23 21 7
5231 + Z2” + §2l (3.3)

Multiplikations- und Additionsoperationeberbdtigt. NachEntnahmeder Separatore§;, S, und
S3 entsteherwvier zusammenéingendeleilgraphenin Form einesrechtwinkligenDreiecks.Auf
denKatheteneinessolchenDreiecksliegenjeweils 2—! undaufderHypotenuse' — 1 Knoten.
JedesDreieckwird durchdie in den Ebenenzwei und drei konstruiertenSeparatorern zwei
kleinereDreiecle und eine Rautezerteilt. Auf den Kathetender Dreiecle und den Seitender
Rauteliegenjeweils 2!-2 Knoten.In dendarauffolgendenRekursionsstufemerdenDreiecle
undRauterdurchEntnahmeder x -formig angeordnete8eparatoreim immerkleinereDreiecle
undRautereerteilt(vgl. Abbildung3.1(rechts)) Die Rekursionstopptwennein Dreieckausnur
nochvier undeineRauteausnur nochfiinf Knotenbesteht.

BezeichneD; ein Dreieck,auf desserKathetenjeweils 2! Knotenliegen.Weiter seisep(D;)
die Mengeder Knoten,durchdesserEntnahme®; in zwei kleinere Dreiecle und eine Raute
zerfallt, wobei auf jeder KatheteeineskleinerenDreiecksund auf jeder Seiteder Raute2i~!
Knotenliegen. Wir wollen jetzt die Anzahl der Subdiagonalelementg 0 in den zu sep(9;)
gehdrendenSpaltenund die Anzahl der zur FaktorisierungdieserSpaltenberpdtigten Operatio-
nenberechnenAbbildung 3.2(links) zeigtein Dreieck®; fur : = 3. Die graueingezeichneten
Separatorefl; und T, bildendie Mengesep(®;). DasDreieckwird von denschrafiert einge-
zeichneterKnotenmengert/;, U, und demKnoten« umrandetDieseKnotengelbrenzu Se-
paratorengdie in einerhdherenEbenekonstruiertwurden.In ©; werdenzuerstdie Knotendes
Separatord’ undanschlieBendie desSeparatorg;, eliminiert. Beide Separatoresind mini-
mal. Mit Ry, = T, UU; U {u} und R, = U; U Uy U {u} betidagt die Anzahl der von null
verschiedeneBubdiagonalelemente denzusep(®;) gefdrenderSpaltemachLemma3.1:

fa(i) = FIT Tl + UL + 1) + f(IT2], | U] + |Uz] + 1)

In ®; gilt nun:|Ty| = 21 — 1, |Ty| = 2071, |Uy| = 3 -2 und |U,| = 2. Darausfolgt:
. . . . 9 .. .
faG)=f2 ' —1,4- 274 1)+ f(2 14271 4 1) = 1221 —2-2% (3.4)

Zur FaktorisierungdieserSpalterwerden

61 .. 1., 23,
N — 231 _221 _ 21 .

Multiplikations- und Additionsoperationeteritigt. Bezeichngetzt R; eine Raute,auf dessen
Seitenjeweils 2° Knotenliegen.Weiterseisep (R;) die MengederKnoten,durchdesserEntnah-
me$R; in vier kleinereRautenzerfallt, wobeiauf jederSeiteeinerkleinerenRaute2:~! Knoten
liegen.Abbildung3.2(rechts)zeigteineRautefR; furi = 3. Die graueingezeichneteBeparato-
renTs, T, und T5 bildendie Mengesep(fR;). In der Rautewerdenzuerstdie KnotenausTs, T}
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Abb. 3.2: Links ein Dreieck®;, rechtseineRautef;, i« = 3. Die Knotenmengesep(D;) bzw sep(R;)
sind graudamgestellt. Dreieck und Rautewerdenvon denschrafiert eingezeichneteKnoten-
mengerunddemKnotenu, bzw. denKnotenwv, w umrandet.

undanschlieRendie KnotenausT; eliminiert. Alle Separatoresindminimal. NachLemma3.1
betiagtdie Anzahlder Subdiagonalelementé 0 in denzusep(fR;) getbrenderSpalten

fo(@) = f(T3], [Ts] + [Us| + 2) + f(|Tul, [T5| + |Us| +2) + f(|T5], |Us| + [Us| + 2).

In %R; gllt |T3| = |T4| =271 — 1, |T5| =21—-1 Und|U3| = |U4| =4.2"1 1, Daraug()lgt:

31

fold)=2-f(271 —1,6-27Y) + f(20 — 1,8-271) = ZQ% —13-2+3. (3.6)

Zur FaktorisierungdieserSpaltenwerden
_167pn 5

371 ., . 4
iy 9% _ 9ot 7
12 4 3 +3 (3.7)

Multiplikations- und Additionsoperationeerdtigt. Im folgendenbezeichne:; die Anzahlder
Dreiecle, aufderenKathetenjeweils 2!~ Knotenliegenundb; die AnzahlderRautenaufderen
Seitenjeweils 2/-¢ Knotenliegen.Es gilt a; = 4 und b, = 0. JedesDreieck zerfallt durch
Entnahmeder in Abbildung 3.2 dagestelltenSeparatorern zwei kleinere Dreiecle und eine
Raute JedeRautewiederumzerfallt in vier kleinereRauten Dahergilt:

go (i) =

Qi1 =2-q; und bi+1 =4-b; + a;.
DurchInduktionzeigtmanleicht:

) 1 .. .
a; =2t und b,-=§221—21. (3.8)
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Damitgibt esa,_; = 2' Dreiecle, die nurausvier Knotenundb,_; = $2% — 2’ Rautendie nur
ausfunfKnotenbestehernn einemsolcherDreieckbildendie dreiKnotenaufdenKathetereine
unablangige Mengg, d.h. sie sind nicht durcheineKantemiteinandewerbunden.Gleichesgilt
fur die vier Knotenauf denSeiteneiner Raute.In demmodifiziertenNested-Dissection-Orde-
ring werdenzuerstdie KnotenderunabtangigenMengeeliminiertunddanachderverbleibende
Knoten.In denentsprechendeBpaltendesCholesky-Faktorsgibt es

1 1
15-2" 424 - (5221 — §2l> =3-224+3.2 (3.9)

von null verschieden&ubdiagonalelement&ur FaktorisierungdieserSpaltenwerden
l 1 2l 1 l 2l l
89 -2 +176 - g2 52 ) =22-2" 42 (3.10)

Multiplikations- und Additionsoperationetertigt. Mit Hilfe von (3.2), (3.4),(3.6),(3.8) und
(3.9) kannnundie Gesamtzahtlervon null verschiedeneBubdiagonalelementa L berechnet
werden Esqilt:

-2

. 1 .. .
n(L) = 22” +2+) (2@*1 cfall — i)+ (52’“ — 21) < fo(l — i)) +3.2%43.2f
=1

31 93

31
= 9% =92 L 11.9 + =2t + 4.
2 l 2 + I+ 52+

Die Gesamtzahter zur Berechnungvon L berbtigten Operationerbetiagt nach (3.3), (3.5),
(3.7),(3.8)und(3.10):

23 4 21, T 1
(L) = 2%+ =22 4 o2' 4+ Y (2"“ ga(l —14) + <—22i — 2@') - go(l — i)) +22-2% 42
i=1

T 12 4 3 — 2
631 167 393 13 421

=93 792y T7T92% ol "ol 4,
72 8 + 8 6 18 +

Wir habendamitgezeigt:

Satz3.1 Wird zur Numerierungeinesn x n-Gitter mit 5-Punkte-SterdasmodifizierteNested-
Dissection-¥rfahren benutzt,so berbtigt manfur die BerechnungdesentspecendenCholes-
ky-Faktors 631/72n? + O(n?logn) Multiplikations- und Additionsopeationen.Der Cholesk-
Faktor enthélt dabei31/8 n?logn + O(n?) vonnull verschiedeneElemente

Tabelle 3.1 zeigt noch einmal einen Vemleich zwischenGeoges Nested-Dissection-Ordering
und dem modifiziertenNested-Dissection-Orderin§Verdendie drei quadratischer@Gitter mit
Seiteningen = 127, n = 255 undn = 511 wie von Geoge beschriebemumeriert,soergeben
sichfurn(L) undf(L) diein denSpalter?2 und3 anggebeneerte.Demgegeriiberzeigendie
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+-formigeSeparatoren

x -formige Separatoren

n

n(L)/10°

6(L)/10°

n

n(L)/10°

6(L)/10°

127
255
511

439
2235
10900

33
201
2461

129
257
513

266
1296
6153

17
139
1140

Tab. 3.1: Vergleichvonn(L) (in Tsd.)undé(L) (in Mio.) bei+-formigerundbei x-formigerAnordnung
derSeparatorerim ersterfall betigtdie Seitenngen derGitter 127,255und511,im zweiten
Fall 129,257und513.

Spalten5 und 6 die Wertefur (L) und#(L), wennzur Numerierungder quadratischer®itter

mit Seiteningen = 129, n = 257 undn = 513 dasmodifizierteNested-Dissection-&ffahren
benutztwird. Die Wertefiir n(L) sindin Tausendund die Werteftr (L) in Millionen angee-

ben.Obwohl bei x-formigerAnordnungder Separatoredie DimensionderKoeffizientenmatrix
groRerist, werdenfr die Berechnungon L nur etwa halb soviele Operationerberitigt. Auch

die Zahldervon null verschiedeneB8ubdiagonalelemente L ist nur nochetwa halbsogrof3.

Tabelle 3.2 zeigt, daf3 sich bei einer Halbierungvon 6(L) auchdie auf einem Computer
berbtigte Zeit zur Berechnungvon L starkreduziert.Die in den Spalten3 und 6 angegebene
Gesamtzeifin Sek.)beinhaltetdie Zeit zur Durchfuhrungder symbolischerund numerischen
Faktorisierung Fur die numerischeBerechnungron L wurdeein von unsentwickelter, auf der
Multifrontal-Method€gvgl. Duff undReid[35, 36] oderLiu [97]) basierendeAlgorithmusver-
wendet Auf die symbolischaund numerischd-aktorisierungverdenwir in Kapitel 5 nochein-
mal nahereingehenDie Spalten2 und5 zeigen daf3die numerischd-aktorisierungdengrof3ten
AufwandverursachtAlle ZeitangabenvurdenaufeinerSUN Ultra mit 296 MHz UltraSFRARC-
Il Prozessoundzwei GByte Hauptspeicheermittelt.

Im folgendenwollen wir untersuchenwiesoesbei einer x-formigenAnordnungder Sepa-
ratorenzu einer Reduzierungron n(L) und §(L) kommt. Wir betrachterdazueine RautefR;
mit Seiteniinge2’. R; bestehtaus2'2’ + (2° — 1)(2° — 1) Knotenundwird von 4 - 2° Knoten
umrandet.Bei +-formiger Anordnungder Separatoremntstehtanalogzu $R; ein Quadratf;
mit Seiteninge2! — 1. £; wird ebenélls von 4 - 2! Knotenumrandetpestehiedochausnur
(21 —1)(2° — 1) Knoten.Dahergibt esungefihrdoppeltsoviele Quadrated; wie Rautertr;. Be-
zeichnesep(£;) die MengederKnoten,durchdesserEntnahme)); in vier kleinereQuadratenit
Seiteniinge2'~! — 1 zerfallt. Esgilt | sep(Q;)| = | sep(R;)|. Weiterbezeichnefz (i) die Anzahl
der Subdiagonalelementé 0 in denzusep(£Q;) gelbrendenSpaltendesCholesky-Faktorsund
go(7) die Anzahl der zur FaktorisierungdieserSpaltenberbtigten OperationenMan Uberlegt
sichleicht, daRgilt:

fa(@) = fo (i)

und  go(i) = go (). (3.11)
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+-formigeSeparatoren| x-formigeSeparatoren

n | num.Fakt. | total | n | num.Fakt. | total
127 0.70| 0.86| 129 0.44| 0.57
255 3.12| 3.86| 257 1.85| 2.28
511 22.95| 26.24| 513 13.60| 16.58

Tab. 3.2: Vemgleichder zur Berechnung/on L berbtigtenZeit (in Sek.)bei +-formigerundbei x-formi-
gerAnordnungder SeparatorerDie Zeit zur Durchfuhrungdernumerischerraktorisierungst
separatinggebenSiebetiagtmehrals95% derGesamtzeitAlle Zeitangabemvurdenaufeiner
SUN Ultra mit 296 MHz UltraSFARC-II Prozessoundzwei GByte Hauptspeicheermittelt.

Fur die Berechnungvon n(L) und (L) bei +-formiger Anordnungder Separatorerkdonnen
wegen (3.11) weiterhindie Formeln (3.6) und (3.7) verwendetwerden.Sie gehenjetzt jedoch
mit einemzusatzlichenFaktorvon ungefhrzweiin die Gesamtrechnungin.

Aus der obigenBeobachtungkann ein allgemeinesKriterium zur Charakterisierungines
gutenOrderingsabgeleitetverden Seiwiederr einOrderingdesGrapherG = (V, E), |V| = n.
Desweiterenseik eineZahlmit 1 < £ < nundU; = {v € V; n(v) < k}. Die MengeUy,
enthalt alsoalle bis zu einemZeitpunktk eliminierteKnoten.

EineMengeD cC U, heil3tGebiet(domain)beziglich Uy, falls G(D) einzusammen&ngen-
derTeilgraphvon G istundadj; (D) C V — Uy. Die Mengeadj. (D) heiRtRanddesGebietes
D. Wegenadj;(D) C V — U, werdenalle Knotenauf dem Randvon D nachden Knoten
ausD numeriert.Da G (D) ein zusammenéangendeiTeilgraphvon G ist, folgt ausLemma2.1
unmittelbar dafRadj.; (D) eineCliquein demEliminationsgrapheid, und damitauchin dem
aufgetiliten Graphen; bildet.

Von besondereninteressest nun das Verhaltnis von |D| zu |adj;(D)|. Ist der Quotient
|D|/| adj;(D)| grof3,sobedeutetlies,daftrotz Eliminationvieler KnotennureinekleineClique
entstandenst. Der EliminationsprozefatalsoeinengeringenFill-in verursachtDaherist die
Gute einesOrderingsganzentscheidendon der Form derim Laufe desEliminationsprozesses
entstehendeGebieteabrangig(vgl. auchRothbeg und Eisenstaf125]).

Sindin einemguadratischeitter mit 5-Punkte-Sterdie Separatoren--formigangeordnet,
so tretenim Verlauf desEliminationsprozessesberwiggendGebietein Form einesQuadrates
auf. Fur ein Quadrat; mit Seiteninge2’ — 1 gilt:

Q@D 1o,
|adjg (L)) 4.2 4
Demgeaeriibertretenbei einer x-formigenAnordnungder SeparatorefiberwiggendGebietein
Form einerRauteauf. Fur eineRauteR; mit Seiteniinge2’ gilt:
PR, | 22+ (2 -1)(2° - 1)
ladje ()] 4.2

1 .
~—(2'—1).
@ - 1)
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Der Quotientist hier also— bedingtdurch die speziellenisoperimetrisben Eigenschafterdes
Gitters—in etwa doppeltsogrol3.

3.3 Ein verbesserteBottom-up-Verfahrenfir quadratische
Gitter

In diesemAbschnittzeigenwir, dal3die rautenbrmigenGebieteauchmit Hilfe einesBottom-
up-Verfahrengyeneriertverdenkdnnen Wir benutzerdazuein Minimum-Degree-\érfahrenmit
einerMinimum-Deficieny-Tie-Breaking-Stratgie. BesitzenalsomehrereKnotenin einemEli-
minationsgraphet’, dengleichenminimalenGrad,sowird derjenigeKnoteneliminiert,dessen
Unzulanglichlkeit am geringsterist. Um die Form der Gebieteschonwahrendder Berechnung
desOrderingserkennerzu konnenwird jedereliminierteKnotenim Gitter markiert.Ein Gebiet
wird dannvon einerzusammenéingenderMenge markierterKnoten gebildet.Bereitsim vor-
herigenAbschnitthabenwir gesehendalRdie Knotenauf demRandeinesGebietesineClique
bilden. DieseCliguenentsprechegenaudenim Laufe desEliminationsprozessemntstehenden
Cliquen. Daherist es moglich, anhandderim Gitter eingezeichneteGebieteden Grad eines
Knotensv im Eliminationsgrapheru bestimmen.

Abbildung 3.3 zeigtin vier Schnappsadlssendie durchdasspezielleMinimum-Degree-Or
dering geformtenGebietein einem16 x 16-Torus'. Die Gebietewerdendabeivon dengrau
unterlgtenund bereitseliminiertenKnotengebildet.Wir habeneinenTorusgewahlt, daesin
einemGitter aufgrundder Randknoterzu kleinerenVerwerfungerbei der Bildung der Gebiete
kommt. Dieseverursacherzwar nur eine geringeVerschlechterungesOrderings,erschweren
jedochdie Analyseerheblich Perfekterautenbrmige Gebietewerdenin einemn x n-Torusmit
n = 2! gebildet.

Wir wollen nun untersuchenwie die Minimum-Deficieny-Tie-Breaking-Stratgie die Bil-
dungder GebietebeeinfluBtDain einemTorusalle KnotendenGradvier besitzenkonnenwir
ohneEinschiankungannehmengdal3der in Abbildung 3.3(a) eingezeichnet&notenwv als er-
steseliminiert wird. Hierdurchentstehtein Gebiet,dasnur v enthalt. Abgesehervon denvier
zuwv benachbarteKnoten,die eineClique bilden, besitzeralle restlichenKnotenweiterhinden
Gradvier. Durchdie entstanden€liqueist jedochdie Unzulanglichleit der Knotenu,, us, us
undu, um einsgeringer Durchdie Tie-Breaking-Stratgie wird soerzwungengdal3alsnachstes
ein Knotenaus{uy, ... ,us} eliminiert wird. Nachn?/2 Eliminationsschritterentstehtso die
in Abbildung 3.3(a) daigestellteAnordnungder Gebiete.In dieserAnordnungliegenalle noch
nicht eliminiertenKnotenauf den Randernvon vier Gebieten.JedesGebietbestehtausgenau
einem (eliminierten) Knoten. Man tiberlegt sich leicht, da nachweiterenn?/8 Eliminations-
schrittendie in Abbildung3.3(b) daigestellteAnordnungderGebieteentstehtHier besitzeralle

*Ein Torusist ein Gitter mit zusatzlichenWrap-Amound-Kanten
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Tl D,
S0 o] |’ u y
(@) (b)
B,
() (A

Abb. 3.3: Die durchdasspezielleMinimum-Degree-OrderinggeformtenGebietein einem16 x 16-Torus.
Der Ubersichtlichleit halberist die Bildung der Gebietenur fiir den mittleren Teil desTorus
dagestellt.Dariberhinauswurdeauf ein Einzeichnerder Wrap-Around-Kanteverzichtet.
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Nested-Dissection | Minimum-Degreemit Approximate-
x -formigeSeparatoren Min.-Def.-Tie-Breaking| Minimum-Degree
n | n(L)/10% | O(L)/10% | n(L)/10%| @(L)/10° | n(L)/10% | H(L)/10°
129 266 17 287 18 346 27
257 1296 139 1386 146 1863 269
513 6153 1140 6547 1205 9834 2776

Tab. 3.3: Vemleich zwischendem verbesserteMNested-Dissection-gdem speziellenMinimum-Degree-
unddemApproximate-Minimum-Dgree-Orddang. Die Seiteniingen derGitter betiagtjeweils
129,257und513.

Knoten,die auf denRandernvon zwei Gebieterliegen,dengleichenminimalenGrad.Diesgilt

insbesonderéir die Knotenu, v undw. OhneEinschankungseiangenommergaldv alserster
Knoten eliminiert wird. Hierdurchwerdendie GebieteD; und D, verschmolzenund es ent-
stehtdasin Abbildung 3.3(c) daigestellterechteckigeGebietD,. Wegender Clique adj(D,)

ist jetzt die Unzulanglichleit von u geringerals die einesjedenandererkKnotensmit minima-
lem Grad.Insbesonder&vird dahernicht w, sondernu als nachsteseliminiert. Durch die Tie-

Breaking-Stratgie wird soerzwungengdalidie rechteckigeriGebietemit ihrer langenSeiteein-
andergegeriiberliegen.In denfolgendenEliminationsschritterwird dannausje zwei rechtecki-
genGebietererneutein rautenbrmigesGebietgebildet(vgl. Abbildung3.3(d)). Mit Hilfe einer
Analyseahnlichderin Abschnitt3.2 zeigtman:

Satz 3.2 Wird zur Numerierungeinesn x n-Torusein Minimum-Degree-\érfahrenmit einer Mi-
nimum-Deficiency4€-Breaking-Stategie benutztsoberbtigt manfur die BerechnungdesCho-
lesky-Faktors 145/8 n® + O(n? log n) Multiplikations-und Additionsopeationen Der Cholesk-
Faktor enthélt dabei31/8 n?logn + O(n?) vonnull verschiedeneElemente

Tabelle3.3zeigtnocheinmal,daRbeidemspeziellerMinimum-Degree-\érfahrenderFill-in
bzw. die Zahl derberbtigtenOperationeretwashodherist als beimverbesserteilested-Dissec-
tion-Verfahren.Ursachehierfur sind die kleinerenVerwerfungenbei der Bildung der Gebiete
amRanddesGitters.Mit Hilfe der Minimum-Deficieng-Tie-Breaking-Stratgie werdenjedoch
im Vemleichzum Approximate-Minimum-Dgree-Algorithmus/on Amestq etal. [1] sehrviel
besser®©rderingserzeugtDer Approximate-Minimum-Dgree-Algorithmuson Amestg etal.
gelort zu deneffektivstenOrdering-\érfahren die derzeitbekannsind.Mit seinerHilfe konnen
gualitatv hochwertigeOrderingsn sehrkurzerZeit berechnetverden.Der Algorithmuswird in
Abschnitt4.1.2kurz beschrieben.
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Kapitel 4
Ordering-Verfahrenfur beliebigeGraphen

Im vorherigenKapitel habenwir gesehendald Knotenseparatorebei der Numerierunggit-
terformigerGraphereinewichtigeRolle spielen.Viele derspeziellfur dieseGrapherentwickel-
ten Ordering-\érfahrenbenutzenn irgendeinefForm GeogesNested-Dissection-Algorithmus.
DemgeaeriiberwerdenOrdering-\érfahrendie auf der Bottom-up-Methoddasierenkaumbe-
trachtet.Dies ist jedochnicht verwunderlich,dennaufgrundder homogenerstrukturder Gra-
phen(fastalle KnotenbesitzendengleichenGrad) und der lokalen Struktur einesBottom-up-
Algorithmus (der als nachsteszu eliminierendeKnoten wird nacheinemlokalen Knotenaus-
wahlverfahrenbestimmt)hangtdie Gute der generierterOrderingsganzentscheidendon der
verwendeteie-Breaking-Stratgie ah Eine Random-Te-Breaking-Stratgie allein reichtnicht
aus,um mit denspeziellerDissection-\érfahrenkonkurrierenzu kbnnen.Im unginstigsterfall
erhalt man sogarein Ordering,durch dasein asymptotischthohererFill-in erzeugtwird (vgl.
Bermanund Schnitgef21]).

Die Situationandertsichjedochvollig, wennNumerierungeriiiir beliebigeGrapherberech-
net werdenmussen.n diesenGraphensind die ,guteri Knotenseparatorenicht a priori be-
kannt, sondernmissenerstmit Hilfe einesgeeigneterVerfahrenskonstruiertwerden.Da die
Gute einesNested-Dissection-Orderingmnzentscheidendon der Grol3eder Knotenseparato-
renabhangt,kommtdemVerfahrenzur Bestimmungler Separatorerineherausragend@edeu-
tungzu. Bis Mitte derneunzigedahregabeskeinenNested-Dissection-Algorithmuderfur die
in derPraxisauftretendemichtgitterformigenGrapherkonsistenbesser®©rderingsproduzier
te alsein Minimum-Degree-AlgorithmusErstin denletztenJahrergelangesmit demAufkom-
men leistungsahigerAlgorithmen zur Bestimmungvon Knotenseparatoremlie Vorherrschaft
derBottom-up-\érfahrenzu brechen.

Im Mittelpunkt diesesKapitels stehtdie Entwicklung einesneuenOrdering-\érfahrensfur
beliebigeGraphenCharakteristischiir dasVerfahrenist eineengeKoppelungzwischerBottom-
up- und Top-dovn-Methoden Dabeiwerdendie im RahmeneinesTop-dovn-Verfahrenskon-
struierterKnotenseparatoresds Randerdervon einemunvollstandigerBottom-up-Orderingye-

39
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bildetenGebieteinterpretiertiIm UmkehrschlufkonnenalsoKnotenseparatoresis eineAnein-
anderreihungyon RandsgmenteraufgeiRtwerden,die zu denGebietereinesunvollstandigen
Eliminationsprozessegetiren.DasneueOrdering-\érfahrenzeichnetsichdurchdie folgenden
Besonderheiteaus:

e Die Knotenseparatorewerdenmit Hilfe einesspeziellenMultilevel-Verfahrenskonstru-
iert. Dabeiwird zur Schrumpfungder Graphenein Eliminationsproze(benutzt,derdem
zur BerechnunginesBottom-up-Orderingsehrahnlichist.

e Basierendauf den Knotenseparatorewird nicht nur ein Bottom-up-Orderinggeneriert,
sondermmehrere DasbesteOrderingwird schlie3lichvon demAlgorithmusausgegeben.

Auf der einen Seite benutzenwir also Bottom-up-TEchnilen zur Konstruktionder Knotense-
paratorenauf der andererSeitedienendie Knotenseparatoreals ein Gellist zur Generierung
mehrereBottom-up-Ordering€EEskommtsozu einerwechselseitigeBereicherungler Metho-
den,wodurchsichdie Qualitatder Orderingserheblichverbessert.

DieseKapitelistwie folgt aufgebautZunachstbeschreibewir in Abschnitt4.1diewichtig-
sten,ausder Literatur bekanntermlgorithmen zur NumerierungoeliebigerGraphen Anschlie-
Bendstellenwir in Abschnitt4.2 dasneueOrdering-\érfahrenvor. Im Vergleich zum Appro-
ximate-Minimum-Dgree-Algorithmusvon Amestq et al. reduziertsich bei Verwendungdes
neuenVerfahrensdie Anzahl der zur Berechnungdes Cholesk/-Faktors bertigten Operatio-
nenum durchschnittlichd2%. Schliel3lichstellenwir in Abschnitt4.3 die Ordering-Bibliothek
PoRD [131] vor undzeigen,wie dasneueVerfahrenin die Bibliothek eingelundenist. Dariiber
hinausvergleichenwir PORD mit einigender zur Zeit machtigstenOrdering-CodesHierzu
zahlendasan der Universitat von Minnesotaentwickelte ProgrammMETIS [79] (Karypis und
Kumar),die an der Universitat von Bordeauxentwickelte Bibliothek ScotcH [109] (Pellayri-
ni) sowie dasbeiHarwell-BoeinginformationandSupportServiceentwickelte Programmpadt
SPOOLES [8] (Ashcraftund Grimes).Fur unsererVergleich benutzerwir einenweit verbreite-
tenundfrei verfugbarenSatzvon Benchmark-MatrizenDie meistendieserMatrizenstammen
ausderbekannterHarwell-Boeing-Collectioi34], sowvie ausder Spaise-Matrix-Collectiorf28]
von Tim Davis, Universi@tvon Florida.

4.1 Literatur Ubersicht

DiesedUnterkapitelist in funf Teilabschnitteyegliedert.Zuerststellenwir in 4.1.1die Klasseder
Quotientengraphewor. DieseGraphenspieleneinewichtige Rolle in unseremOrdering-Algo-
rithmus.In Abschnitt4.1.2beschreibewir TechnilenzureffizientenimplementierunglesMini-
mum-Degree-AlgorithmusAulRerdemgehenwir naherauf denMinimum-Deficieng-Algorith-
musein undprasentiererinigeinteressant&notenauswhlstratgien,die auf einerapproxima-
tiven Berechnungler Unzulanglichleit einesknotensberuhenln Abschnitt4.1.3beschreiben
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wir kurz die wichtigstenTechnilen zur Konstruktionder Knotenseparatoreim einemNested-
Dissection-AlgorithmusSchlieRlichstellenwir in Abschnitt4.1.4bereitsbekannteAnsatzezur
Kombinationvon Bottom-up-und Top-davn-Methodenvor.

4.1.1 Quotientengraphen

Wie bereitsin Abschnitt2.3.2erwahnt,werdenfir die BerechnunginesBottom-up-Orderings
die Eliminationsgrapheits,, £ = 1,...,n berdtigt. Aus Effizienzgiindenist esjedochnicht
ratsam,die einzelnenEliminationsgraphemxplizit zu bilden. Mit Hilfe sogenannteQuotien-
tengraphen(quotientgraphs,generlizedelemenimodel)(vgl. Duff und Reid[35], Goege und
Liu [53] oderSpeelpenningl36]) konnendie Graphen, sehrelegantdagestelltwerden.Zur
Bezeichnungler Quotientengrapheverwenderwir kaligraphischéBuchstaben.

Es seiangenommendalRG, = (Vi, Ex) ausG durch Elimination der KnotenU,, C V
entstandenst, d.h. V = V, U U, undV, N U, = 0. Der zu G, gelbrendeQuotientengraph
Gr = (X, &) enthalt die Knoten Xy, = Dy, U Vi, mit

Dy = {D; D isteinGebietbeziglich U},
Ve = {{v}; v € Vi }.

In diesemKontext heil3teine Menge D € D, Cliquenelemenfoder kurz Elemen} und eine
Menge{v} € V; Variable. Die Knoten X}, = D, U V;, desQuotientengrapheg; liefern eine
PartitionierungderKnotenvon GG. Dabeienthalt D,, disjunkteGebietedie ausbereitseliminier-
ten Knoten bestehenund V,, eine Variablefurr jedennicht eliminiertenKnoten.Im folgenden
werdenwir nichtimmerexplizit zwischenderVariablen{v} unddemKnotenv unterscheiden.

Sei D ein Elementund seienu, v zwei VariablendesQuotientengraphern G, gibt eszwei
unterschiedlich&antentypenDomain-\értex-Kantender Form (D, v), fallsv € adj,(D) qilt,
und Vertex-\ertex-Kantender Form (u, v), falls (u, v) € E gilt undeskein ElementD gibt mit
u € adjg(D) undv € adj, (D). In Abschnitt4.2 betrachterwir Quotientengraphenin denen
es keine Eins-zu-Eins-Beziehungwischenden Variablenund den nicht eliminierten Knoten
gibt. Vielmehrrepiasentierdort jede Variableeine Mengevon nicht eliminiertenKnoten. Die
folgendeformale Definition von &£, decktauchdiesenallgemeinereriall ab:

& ={(D,V;); D € Dy, Vi € Vy undV; N adjg (D) # 0}

U{(Vi,V;); Vi, V; € Vi, Vinadj(V;) # O und AD € D, mit Vi, V; Nadjs(D) # 0}.
(4.2)

(4.1)

Esgibt eineengeBeziehungzwischendenElementenvon G, unddenCliquenin Gy. Die Kan-
tenmenger;, desEliminationsgraphefdr, kannnamlichgeschriebemverdenals

By = (BN (Vi x Vi) U | (adja(D) x adjg(D)). (4.3)

DeDy,
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Abb. 4.1: Der Quotientengraplg;, 1 (links) undderdurchEliminationdesKnotensy entstanden®uo-
tientengrapl@;, (rechts).Jede<liqguenelemenist durchein Oval dagestellt.Durchdie Elimi-
nationvon v entstehin G, ein neueCligenelemeniD, . DiesesCliqguenelemenersetztv und
die urspiinglichzuv benachbarteg@liguenelementd®; und Dy. Man beachtedalldie Vertex-
Vertex-Kante (z,, u4) nichtmehrin G, vorhanderist, dabeideKnotenzu D,, adjazensind.

Die ersteMengeenthalt alle KantenausG, die zu nicht eliminiertenKnoteninzidentsind. Die
zweiteMengeenthalt die Kantenaller Cliquen,dieim LaufedesEliminationsprozessemntstan-
densind.DieseKantensindjedochnichtexplizit in G, abgespeicher¥ielmehrwird eineClique
C durchein ElementD € Dy reprasentiertDie Clique C enthalt dabeialle Knoten/\ariablen,
dievon D ubereineDomain-\ertex-Kanteerreichbarsind.

In demEliminationsgrapheitr, bestehtdie Mengeadj, (v) ausallen Knotenu, die in Gy
UbereineVertex-Vertex-Kante (v, ) oderuberzwei aufeinanderfolgendBomain-\értex-Kan-
ten (v, D) und (D, u) erreichtwerdenkdnnen.Damitwird auchklar, warumeineVertex-Vertex-
Kante(u, v) nurdannin G, enthalterist, wennkein ElementD € D, existiert mit u € adj;(D)
undv € adjs(D). Gibt esnamlich ein solchesD, so geldrenwu, v zu einer Clique und eine
explizite SpeicherunglerKante (u, v) ist Uberflissig.

Bereitsin Abbildung3.3haberwir amBeispieldesTorusgesehendal3durchdie Elimination
einesKnotensv alle GebieteD mit v € adj,(D) zueinemneuenGebietD, verschmolzenver-
den,dasv enthalt. Dementsprechenehtstehtder Quotientengraply, ausg,_: (G, istisomorph
zu ) durchVerschmelzemlerzu v benachbarte@liquenelementeAbbildung 4.1 verdeutlicht
die VorgehensweisaneinemBeispiel.

Durch die beim Ubemgangvon G,_; nachg, durchgefihrtenVerschmelzungsoperationen
wird ein Baum auf denKnotenvon G definiert. SeiendazuD,,;, i = 1,...,t, die zu v be-
nachbarterCliguenelementén G;_;, wobeiwir annehmengda3D,,, durchdie Eliminationdes
Knotensu; entstanderist. Beim Ubeigangvon G;_; nachg, werdendie ElementeD,, von D,
absorbiertDesweendefiniererwir v alsVatervonu, . ... , u;. FahrtmanaufdieseArt undWei-
sefort, soerhalt maneinenBaum,deralle KnotenausG enthalt. Die BlatterdesBaumesverden
dabeivon denjenigerKnotengebildet,die zum Zeitpunktihrer Elimination zu keinemElement
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benachbantvaren.Der Baumheifl3tEliminationsbaumneliminationtree) und spielt einewichti-
ge Rolle bei der direktenL 6sungdiinn besetzteGleichungssystemgrgl. Duff und Reid [35],
Eisenstaetal. [41], Liu [96], Schreibe{127] oderSpeelpenningl36]).

4.1.2 Bottom-up-Verfahren

Bottom-up-\érfahrenbauenden Eliminationsbaunmvon den Blatternzur Wurzel auf. In jeder
Iterationwird basierendauf einerlokalenKnotenauswahlistratgie der nachstezu eliminierende
Knotenbestimmt.In diesemAbschnittstellenwir zwei der bekanntesteBottom-up-\erfahren
genauewror, denMinimum-Degree-unddenMinimum-Deficieng-Algorithmus.

4.1.2.1 Der Minimum-Degr ee-Algorithmus

DasamweitesterverbreitetdBottom-up-\érfahrenst derMinimum-Degree-AlgorithmugMD).
Im LaufederletztenJahrzehntevurdenverschieden&echnilenentwickelt, die zu einererhebli-
chenReduzierunglerLaufzeitdesAlgorithmusfihrten.Hierzuzahltu. a. die obenbeschriebene
DarstellungderEliminationsgrapheanls QuotientengrapheiteogeundLiu zeigenin [52], daf3
bei VerwendunggeeigneteiDatenstrukturerzur SpeicherungeinesQuotientengrapheg, nie
mehr Platz berdtigt wird als zur Speicherungles Grapheng,. Eine dynamischeAllokierung
zusatzlichenSpeichersst dahernicht notig. Im folgendenwollen wir einigeweitereVerbesse-
rungenkurz vorstellen Fur einenvollstandigenUberblickseiauf Liu [54] verwiesen.

Superknoten Die vielleicht wichtigste VerbesserungesMinimum-Degree-Algorithmusbe-
stehtdarin, die KnotenausG), zu sogenannteSuperknotezusammenzafssert. Zwei Knoten
u, v ausGy geldrenzu demgleichenSuperknotentalls gilt

adjg, (v) U{u} = adjg, (v) U {v}. (4.4)

In diesemFall heil3enu und v nicht untersceidbar (indistinguishable) Durch (4.4) wird eine
Aquivalenzrelatiorauf denKnotenausG, definiert. JedeAquivalenzklasséildet dabeieinen
Superknotenin einem Minimum-Degree-Orderingkdnnendie Knoten eines Superknotend
aufeinanderfolgendumeriertwerden Diesliegt darandalRalle Knotenaus/ dengleichenGrad
besitzenund dal3sich nachElimination einesKnotensv € I der Gradaller in I verbleiben-
den Knotenum eins verringert.War also der Knotengradvon » minimal, so ist anschlie3end
der Knotengradaller verbleibenderkKnoten minimal. Dariber hinausgilt, da zwei nicht un-
terscheidbar&notenu, v € I bis zu ihrer Elimination nicht unterscheidbableiben.Innerhalb
desMinimum-Degree-Algorithmuskdonnendaheralle KnoteneinesSuperknoteng durcheinen
einzigenKnotenaus/ repiasentieriverden Hierdurchverringertsichdie Anzahlder Knotenin

*Im Zusammenhanmit Quotientengraphesprichtmanauchvon Supervariablen
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G unddamitauchdie AnzahlderlterationendesMinimum-Degree-AlgorithmusUm weiterhin
die Knotengradexakt berechnerzu kdnnen erhélt der RepiasentantasGewicht | I|.

Wir wollen die Bildung der Superknoteran den Quotientengrapheg@,_, und G, ausAb-
bildung 4.1 veranschaulichern demdurchg,_; damgestelltenEliminationsgrapherts,_; gilt
adjg,_, (u2) U{uz} = adjq, _, (us) U{us} = {v,u1, us, us, us, we, w3, w,}. Die Knotenu, und
ug sindalsonichtunterscheidbaSeiu, RepéasentantlesSuperknotengu,, us }. Dannkannu;
ausGy_1 bzw. G;_, entferntwerdenundesgilt |u,| = 2. Mandarfus jedochnichtbeiderspate-
renNumerierungvergessenDurchdie Verschmelzungon D; und D, wachstder Superknoten
um u4. Daherkannauchu, entferntwerdenundesgilt |us| = 3.

Externer Knotengrad Sehrengverbundenmit demKonzeptder Superknoternst dasKonzept
desexternenKnotengadeg91]. Seiv derRepi@asentaneinesSuperknotens. Zur besserever-
anschaulichungeiangenommergafldie Knotenaus! — {v} nichtwie obenbeschriebeausGy,
entferntwurden(G, ist alsoungavichtet). Der externeKnotengradsonv istdanndegg, (I). Die
zu eliminierenderRepisentantemverdenjetzt nicht mehranhandhresexaktenKnotengrades,
sondermanhandhresexternenKnotengradeausg&ahlt. Dieskannwie folgt motiviert werden:
Aus (4.4)folgt unmittelbar daBjederKnotenu € I — {v} bereitszu allenKnotenausadj, (v)
benachbarist. Daherkanndurchdie Elimination desKnotensv keineFill-Kante enstehendie
inzidentzu einemKnotenaus! — {v} ist. Vielmehrkonnennur Fill-KantenzwischendenKno-
tenausadjg, (1) erzeugwerden Durchdie VerwendunglesexternenKnotengradegrhalt man
soeinegenauerebereSchrank fur die Zahl der einzufigenderFill-Kanten, wodurchsichdie
Qualitatder Orderingdeicht verbesserfvgl. GeogeundLiu [54] oderLiu [91]).

Multiple-Minimum-Degree EinezentraleEigenschaftlesMinimum-Degree-Algorithmuse-
stehtdarin,daRin jederlterationk genauein Knoten(bzw. Rep@sentant) ausGy_; eliminiert
wird. AnschlieRendvird der EliminationsgraphG;, konstruiertund der Grad einesjedenKno-
tenu € adjg,_, (v) neuberechnetGenaudieserDegree-Update-Schrifst sehrzeitaufwendig.
In Lius Multiple-Minimum-Dgree-AlgorithmugMMD) [91] wird deshallin jederlterationeine
maximaleunablangige Mengevon Knotenmit minimalemGradausG)_, entfernt.DieseMulti-
ple-Elimination-Technikreduziertdie AnzahlderlterationerundfuhrtzueinersignifikanterBe-
schleunigunglesAlgorithmus.In gewvissemSinnestellt die Multiple-Elimination-Technikeine
Art Tie-Breaking-Stratgie dar Im Vergleichzu einemnormalenMinimum-Degree-Algorithmus
mit einerRandom-Te-Breaking-Stratgie werdenjedochkeinebesserei®rderingsgeneriert.

Approximative Berechnung derKnotengrade EineweitereReduzierunglerLaufzeitlaf3tsich
dadurcherreichen,daf nach Elimination einesKnotensv der neueGrad aller Knotenu €
adjg, ,(v) nurapproximatv berechnetwvird (vgl. Amesty et al. [1] oder Gilbert et al. [59]).
Seidazuwiederg, derQuotientengrapkon G, und D, dasneuentstanden€liquenelement.
In dem Approximate-Minimum-Dgree-AlgorithmugAMD) von Amestq et al. [1] wird fur u



4.1. Literaturiibersicht 45

zunchstder Wert

ladjg, (Do) + > |adjg, (D) — adig, (D,)| (4.5)
D#D,
(Dyu)egk

berechnetDieserWertwird anschlieendmdie ZahlderKnotenu' erhdht, die mit u Ubereine
Vertex-Vertex-Kante verbundensind. Man erhalt so eine obereSchrank approxdegg, (u) >
degg, (u). Dabeikannesdurchdie Summenbildungn (4.5) zu Mehrfachzhlungerkommen.

In Abbildung 4.1(rechts)ist diesbeispielsweiséei der Berechnung/on approxdeg, (u1)
derFall. Der Knotenwu, ist UbereineDomain-\ertex-Kantemit denElementenD; und D, ver
bundenIn die Summenbildungehendaheradj;, (Ds) —adjg, (D,) undadjg, (D4) —adjg, (D,)
ein. Beide Mengensind jedochnicht disjunkt. Der Knotenws ist in beidenMengenenthalten.
Daherist derWert approxdeg,;, (u1) istum einshoheralsderexakteKnotengrad.

Man beachtedaRes durchdie Einbeziehungaller Knoten ', die mit « Uibereine Vertex-
Vertex-Kante verbundensind, nicht zu Mehrfachzahlungenkommenkann. Nach Konstruktion
derQuotientengrapheexistiertdie Kante(u, u') namlichnurdannwenneskein Cliquenelement
D gibtmit (D,u) € & und (D, u') € &. Der Knotenu' kannalsonichtin (4.5) auftreten.

Unter der Voraussetzungja| adjg, (D)| fur alle CliquenelementeéD) bekanntist, berbtigt
manfir den Degree-Update-Schrii’nsgesamO(ZuEadjgk (p,) dege(u)) Zeiteinheitenim Ge-
gensatalazukostetdie Berechnungler exaktenKnotengradeZeit O(ZuEadjgk( py) dege, (v)).
In der Regel ist deg;(u) sehrviel kleinerals deg, (u), so daldie approximatve Berechnung
zu einererheblicherBeschleunigunglesAlgorithmusfihrt. Die Qualitat der Orderingsleidet
daruntemicht.f

4.1.2.2 Der Minimum-Deficiency-Algorithmus

Im Gegensatzum Minimum-Degree-wurdedemMinimum-Deficieng- oderMinimum-Local-
Fill-Algorithmus (MF) weit wenigerAufmerksamleit geschenktDiesliegt haupt&échlichdaran,
daRdie Berechnungondef(v) sehrviel aufwendigeist alsdie Berechnungondeg(v). Darliber
hinausbeinflu3tdie Elimination einesknotensy nicht nur die Unzulanglichleit aller Nachbarn
u von v, sondernauchdie aller Nachbarmu von u. Nach Elimination von v muf3 daherdie
Unzulanglichleit aller Knotenim Abstandzweivon v neuberechnewerden.

Historischgesehenvurdeder Minimum-Deficieng-Algorithmusunterschtzt. Man glaubte
viele Jahreda3im Vemgleichzum Minimum-Degree-Algorithmuglie Gite einesOrderingsnur
mamginal verbessertvird (vgl. z.B. Duff et al. [33]). NeuereUntersuchungembelggenjedoch
(sieheMeszaroq103] sowie Rothbeg und Eisensta{125]), dal3der Minimum-Deficieng-Al-

tWerdendie approximatven KnotengradenachGilbert et al. berechnetso verschlechtersich die Qualitat der
OrderingszumTeil erheblich.



46 Kapitel 4. Ordering-\érfahrenfir beliebigeGraphen

gorithmusfir viele Graphererheblichbesser®©rderinggproduziert Aufgrundderextremhohen
Laufzeitist der Algorithmusjedochnichtin derPraxiseinsetzbar

Die Unzulanglichleit einesknotenskannaberals Tie-Brealer in einemMinimum-Degree-
Algorithmusbenutztwerden(vgl. z.B. Cavers[25] oderMeszarog103]). Dannist die Berech-
nungvondef(v) nur fur Knotenmit minimalemGraderforderlich.Wie bereitsam Beispieldes
Torusgesehenlal3tsich mit Hilfe dieserTie-Breaking-Stratgie die Gute einesMinimum-De-
gree-Orderingerheblichverbessern_eiderist dieseherdie Ausnahmealsdie Regel.

Der Erfolg desMinimum-Deficieng-Verfahrenderuhtdarauf,dalineuentstehend&ebiete
sopositioniertwerdendafisiemit bereitsexistierenderGebietereingroiefRandsgmentteilen.
Die GebieteheiRendannwohl positioniert(well aligned) Wohl positioniertenGebieteermbgli-
chenin spaterenEliminationsschritterdie Bildung von Gebietenmit einemgrof3enVerhaltnis
vonInhaltzu Umfang.In einemMinimum-Degree-Algorithmusnit einerMinimum-Deficieng-
Tie-Breaking-Stratgie kobnnenjedochnur solcheElementewohl positioniertwerden die durch
Eliminationvon Knotenmit minimalemGradentstehen.

Eine Moglichkeit, die Laufzeit des Minimum-Deficieng-Algorithmus zu reduzieren be-
stehtin der approximatven Berechnungler Unzulanglichleit einesknotens.Seiwiederwv der
ausGy_; eliminierte Knoten. Wie beim Minimum-Degree-Algorithmuswird zurachstfur je-
denKnotenu € adjg, ,(v) der neueKnotengraddeg, (u) berechnetBezeichnel, denSu-
perknotendesserRep@asentant; ist. Dannist d = degg, (I,) der externeKnotengradvon u
und ;d(d — 1) eineobereSchrank fiir def, (u). Da adjg, _,(v) eineCliquein Gy, bildet mit
I, C adjg,  (v), kanndie obereSchranle reduziertwerdenauf ;d(d — 1) — 1c(c — 1) mit
¢ = |adjg,_, (v) = L]

Rothbeg und Eisenstafi125] benutzendie verbessert@mbere Schranke zur Formulierung
einigersehreffektiver Knotenauswhlstratgien. JedeAuswahlstratgie ist durcheine Funktion
score : V — IR beschrieberBeim Ubeigangvon G_; nachG), wird dannimmerein Knotenu
mit minimalemScore-Wrt eliminiert. In Abhangigleit von der Auswahlstratgie berechnesich
derneueScore-VérteinesKnotensu € adjg, , (v) wie folgt:

1. Approximate-Minimum-Local-if (AMF)

dld—1)—c(c—1)

> (4.6)

scoreayr(u) =

2. Approximate-Minimum-Mean-Local#F (AMMF)
Wird derKnotenu zu einemspaterenZeitpunkteliminiert, soist die Unzulanglichleit der
in I,, verbleibenderkKnotengleich null. Im Schnittverursachtlsodie Elimination aller

KnotenausI, nur defﬁjf“) zusatzlicheKanten.Dies motiviert die Score-Funktion

scoreavmr(u) = w. 4.7)
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3. Approximate-Minimum-In@ase-in-Neighbor-Dgee(AMIND)
Durchdie Eliminationaller KnotenausI, entstehenlefs, (v) neueKanten,die zu einem
Knotenausadjg, (1..) inzidentsind.Zugleichwerdenjedochauchd - |I,,| Kantengeloscht,
die zu einemKnotenausadjg, (I,) inzidentsind. Daherkannscoreayr(u) modifiziert
werdenzu

scoreaminp (u) = scoreayr(u) — d - |1,]. (4.8)

Alle drei Auswahlstratgien beguinstigenein weiteresAnwachsernbereitsgrofl3erGebiete.Ver-
gleichbareinemGraph-Graving-Verfahrenwachstein Gebietin mehrerenaufeinanderfolgen-
denEliminationsschritterdurch Einverleibenaller benachbartekleinerenGebiete Der Prozel3
stoppt,sobalddasGebieteinegewisseGrof3eerreichthatundwird dannaneinerandererttelle
desGraphererneutgestartet.

Sowohl durcheinenMinimum-Deficieng-, als auchdurcheinenauf den Auswahlstrategi-
en AMF, AMMF oder AMIND beruhenderAlgorithmuswird die Entstehungvon Gebieten
mit einemgrolRenVerhaltnis von Inhalt zu Umfang beglinstigt. Im erstenFall geschiehtdies
durchBildung wohl positionierteitGebietejm zweitenFall durchkurzfristigeKonzentratiordes
Wachstumsuf ein bestimmtessebiet.

4.1.3 Top-down-Verfahren

DasamweitesterverbreiteteTop-dovn-Verfahrenenst derNested-Dissection-AlgorithmyaD)
vonGeogeundLiu (vgl. Geoge[48] sowie GeogeundLiu [51]). Wie bereitsin Abschnitt2.3.2
beschrieberbestehtdie grundstzlicheldee desVerfahrensdarin, eine KnotenmengeS ¢ V

zu finden, durch derenEntnahmeG in zwei TeilgraphenG(B) und G(W) zerfallt mit V' =

SUBUWund |B|,|W| < «a|V|,0 < a < 1. Im folgendenbezeichnerwir eine solche
Partitionierungvon G mit (S, B, W). Der Algorithmuswird dannrekursv fur jedenzusam-
menténgenderTeilgraphenvon G(B) und G(W) aufgerufenbis ein Teilgraphwenigerals ny

Knotenentralt. Dadie Knotenin S vor denKnotenin BUW numeriertwerdenpautderNested-
Dissection-AlgorithmusienEliminationsbaunvon derWurzelzu denBlatternauf.

Im GegensatzumMinimum-Degree-oderMinimum-Deficieng-AlgorithmusstelltdasNe-
sted-Dissection-&tfahrenmehrein Ordering-Frameavork dar als einenexakt spezifiziertenAl-
gorithmus(vgl. auchHendricksorund Rothbeg [72]). Vor einerimplementierungniissereine
Reihevon Fragenbeantvortetwerden.Insbesonderenu3 geklart werden,wie die Knotensepa-
ratorenkonstruiertwerdensollen.Weitere,nicht minderwichtige Fragensind:

e Wie grol3sollny gewahltwerdend. h. wieviele Knotenmuf3ein Teilgraphenthaltendamit
fur ihn ein Knotenseparatdsonstruiertwird?

e Wie soll o gewahltwerden,d. h. wie wichtig ist einebalanciertéAufteilung dereinzelnen
Teilgraphen.
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Im folgendenbeschreibenvir kurz die wichtigsten,ausder Literatur bekannteriVerfahrenzur
Konstruktionund Minimierungvon Knotenseparatoren.

4.1.3.1 Konstruktion einesinitialen Knotenseparators

Verfahrenzur Graph-Rurtitionierungwerdeniblicherweisan zwei Klassereingeteilt:konstruk-
tive Verfahrenund iterative Verfahren Konstruktve VerfahrennehmendenGraphenG alsEin-
gabeund bestimmeneineninitialen Knotenseparatogfrom scratch. Dieser Knotenseparator
kann dannmit Hilfe einesiteratven Verfahrensweiter minimiert werden.Bevor wir unsim
nachstenmAbschnittmit iteratven Verfahrenbesclaftigen, stellenwir zurachstzwei leistungs-
starke Methodenzur Konstruktionvon Knotenseparatoregenauewor. Es handeltsich dabei
um die Multilevel- und die GebietszerlgungsmethodeAndere,in der Literatur erwahnte kon-
struktive Verfahrenberuhenauf der Spektral-(vgl. Barnardund Simon[17], Hendricksonund
Leland[69] sowvie Pothenet al. [113]) oderder Graph-Graving-Methode(vgl. Goehringund
Saad62]). Wir werdenauf dieseMethodenjedochnicht nahereingehen.

Die Multilevel-Methode In denvergangenedahrenvurdenMultilevel-Verfahrensehrerfolg-
reich zur Konstruktionvon Kantensepaatoren eingesetz{vgl. z.B. Bui und Joneg[24], Hen-
dricksonund Leland[70], Karypis und Kumar[78] oderMonien et al. [104]). Ein Multilevel-
Verfahrenbestehtausdrei Phasenln der erstenPhasewird ausgehendon G eine Folge im-
merkleinererGrapherkonstruiert.Ziel ist dabei,die strukturellenEigenschaftewon G soweit
wie moglich zu erhaltenlst G beispielsweis@in quadratische&itter, so solltenauchdie klei-
nerenGraphenein quadratischeSitter darstellen.Ublicherweisewird zur Schrumpfungder
Grapheneine Technik angwandt, die auf einer Kontraktionder Kantenberuht.Dabeiwerden
die zwei zu einer Kante inzidenteKnoten zu einemneuenKnoten zusammengefit. Der Ver
groberungsprozeftoppt,wennin einemGraphemur nochwenigeKnotenvorhandersind. An-
schlieBendvird in Phasezweifur denkleinstenGrapherderFolge eininitialer Kantenseparator
bestimmt.Im darauffolgendenVerfeinerungsproze@hasedrei) wird der Kantenseparatan
denjeweils groRerenGrapheriibertragerund mit Hilfe einesiterativenVerfahrenswie z.B. der
Kernighan-Lin-oderderFiduccia-Matthgses-Heuristik42, 81] optimiert. Die Software-Rakete
CHAcCoO [68], METIS [79], PARTY [115] und WGPP [64] stelleneine Reiheunterschiedlicher
Verfahrenfur die Schrumpfungs-nitiale Partitionierungs-unddie Verfeinerungsphadeereit.

Zur BerechnungeinesNested-Dissection-Orderingerotigenwir jedochKnoten-undkeine
Kantenseparatorewiele altereNested-Dissection-&ffahrenbestimmerzunachstmit Hilfe der
Multilevel-Methodeeinen KantenseparatoF’ und leiten dann hierauseinen Knotenseparator
S ab (vgl. z.B. Bui und Jones[24], Karypis und Kumar[78], Ragh&an [116] sowie Schulze
etal. [129]). S bestehtdabeiauseiner Teilmengeder zu E’ inzidentenKnoten. Da die GrolRe
einesKantenseparator®’ unddie GroReeinesausE’ abgeleitetefrKnotenseparatorS in keiner
direktenBeziehungzueinandestehenproduziererdieseVerfahrenoftmalssehrviel mehrFill-
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in als ein Minimum-Degree-AlgorithmusDies liegt auchdaran,dal3Knotenmit hohemGrad
in der Reggel nicht inzidentzu einerKanteaus E’ sind. Die Knotengelbrendamit auchnicht
zueinemauskE’ abgeleiteteiKnotenseparatoEs gibt jedochkeinenGrund,warumKnotenmit
hohemGrad bei der KonstruktioneinesKnotenseparatoranbeiicksichtigtbleibensollten. In
derTatkannesbeiderBerechnunginesOrderingsdurchaussinnvoll sein,dieseKnoteneinem
Separatorzuzuordnengda ihre Elimination eine grof3eClique erzeugt(vgl. z.B. Ashcraftund
Liu [12] oderHendricksorundRothbeg [72]).

In neuererNested-Dissection-&ffahrenwerdendaherdie Knotenseparatoretirekt konstru-
iert. Dazuwird ein Multilevel-Ansatzbenutzt,der dem zur Konstruktionvon Kantenseparato-
ren sehrahnlichist (vgl. Gupta[65], Hendricksonund Rothbeg [72] sawie Karypis und Ku-
mar[79]). Auch hierwird derGraphmit Hilfe einesKantenlontraktionserfahrenggeschrumpft.
In demsoverkleinertenGrapherbestimmtmandannjedochsoforteinenKnotenseparatobie-
serinitiale Knotenseparatowird in dendarauffolgendenVerfeinerungsschrittemit Hilfe ei-
nergeeignetendeuristikoptimiert. AshcraftundLiu [10] schlagerdazueineleicht modifizierte
VersiondesFiduccia-Matthgses-Algorithmusor. Der Algorithmuswird im nachstembschnitt
genauerorgestellt.

Die Gebietszerlegungsmethodelm Gegensatzu dem mehrstufigerMultilevel-Verfahrenbe-
nutzenAshcraftund Liu [12] einenzweistufigenAnsatz zur Konstruktionder Knotensepara-
toren.In einemerstenSchritt wird die Knotenmengé/ desGraphenG partitioniertin V' =
Vu D, U...U D, mit adj;(D;) C V fur alle 1 < ¢ < r.Die Mengef/ heil3t Multisek-
tor. Durch Entnahmeder Knoten aus V zerfllt G in die zusammenangendenTeilgraphen
G(Dy),...,G(D,).

NachdemeineGebietszerlgung(V,Dl, ..., D,) bestimmtwurde,wird in einemzweiten
SchrittjederMengeD; eineFarbeaus{BLACK, WHITE} zugeordnetHieraufbasierendver-
dendie Knotenv € V desMultisektorswie folgt gefarbt:

BLACK, fallsfuralle D mitv € adj,(D) gilt color(D) = BLACK
color(v) = ¢ WHITE, fallsfuralle D mitv € adj;(D) gilt color(D) = WHITE  (4.9)
GRAY, sonst.

Sind alsoalle MengenD mit v € adj;(D) schwarz (weil3) gefarbt, so erhalt auchv die Farbe
schwarz (weil). Gibt es jedochzwei MengenD;, D; mit v € adj;(D;),v € adjz(D;) und
color(D;) # color(D,), soerhalt v die Farbegrau.Auf dieseWeiseinduziertjede Farbungvon
Dy, ..., D, eineMengeS C V von graugefarbtenKnoten.

Um zu garantierengdalRdie graugefarbtenKnoteneinengultigen Knotenseparatodarstel-
len, milssendie Knotenaus in geeignetefForm zu S@gmenterzusammengefdtwerden.Wir
werdenauf die Segmentbildungn Abschnitt4.2.1nocheinmalgenaueeingeherundihre Not-
wendigleit an einemBeispielillustrieren. Als Ergebnisertalt man eine Partitionierungf/ =
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Viu...UV, V;nV; =0,i # j, desMultisektors.Analog zu (4.9) kannnun jedemSegment
V; C V dieFarbe

BLACK, fallsfuralle D mit V; Nnadj,(D) # 0 gilt color(D) = BLACK
color(V;) = ¢ WHITE, fallsfuralle D mit V; N adj,(D) # 0 gilt color(D) = WHITE
GRAY, sonst
(4.10)

zugeordnetverden.Jetztstellt die MengeS = {v € ‘7; V; C V mitv € V; und color(V;) =
GRAY} einengultigenKnotenseparatdir alle Farbungenvon Dy, ... , D, dar.

Zur KonstruktioneinerGebietszerlgung(XA/, Dy, ..., D,) benutzerAshcraftund Liu eine
randomisierteauf Breitensuchdasierendé&reedy-MethodeAnschliel3endverdendie Mengen
Dy, ..., D, mit Hilfe einerspeziellerHeuristikgefarbt.Ziel ist dabeieineFarbungzufinden,die
die GroRedesinduzierterKnotenseparatorS minimiert. Zum Schluf3wird S mit Hilfe derweiter
untenbeschriebeneNetzwerk-FluR-@dnik geglattet. DazuwerdenNetzwerle konstruiert,die
ausbis zu siebenSchichterbesteherfvgl. AshcraftundLiu [12, 13]).

4.1.3.2 Minimierung eineskKnotenseparators

GenaugenommelestehtdasZiel eineriteratvenVerbesserungsheuristitchtin der Minimie-
rung einesKnotenseparators, sondernin der Optimierungeiner Partitionierung (S, B, W).
In die BewertungeinerPartitionierunggehennormalerweisalie GroRedesSeparatorsind die
Balanceein. Um zu entscheidengb eine Partitionierung (S, B, W) besserder schlechterist
als eine zweite Partitionierung(S’, B', W'), wird eine BewertungsfunktionF' berbtigt. Diese
Funktiongewichtetdie in derRegelin Konflikt stehendeZielkriterien,,Minimierung desKno-
tenseparatotsund, MaximierungderBalancé. Die WahleinergeeigneterBewertungsfunktion
ist nicht einfachund muf3im Kontext destibegeordneterOrdering-Prozessegesehermwerden
(vgl. auchRothbeg [123]).

Die OptimierungeinerPartitionierung(S, B, W) geschieht. allg. durchdie Berechnungi-
nesneuenKnotenseparators’ mit der EigenschaftS’| < [S|. Man hofft, dadie Minimie-
rung desKnotenseparator§ auchzu einerVerbesserunger Partitionierung(.S, B, W) fuhrt.
Grundstzlich unterscheidednan zwischenzwei Minimierungstechnikn (vgl. Ashcraft [4]):
HeuristiscieMethodendiein mehrererSchritterversuchemurchVerschieberinzelneiknoten
einenbessere®eparatols’ zufindenunddirekteMethodendiein einemSchrittdurchVerschie-
beneinerganzeKnotenmengelenbesterSeparatom derNachbarschafton S bestimmen.

Heuristische Methoden Die Algorithmen von Kernighan,Lin [81] und Fiduccia, Matthey-
ses[42] gelbrenzu denam haufigstenverwendeterVerfahrenzur Minimierung von Kanten-
separatorenBeide Algorithmen besteheraus zwei ineinandergeschachtelteischleifen. Der
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Kernighan--Lin-Algorithmusvahlitin derinnerenSchleifePaarevon zu verschiedeneKompo-
nentengelbrenderkKnotenaus,vertauschthre Positionlogischund sperrtsie. Dieselogischen
Vertauschungemwerdenso lange wiederholtbis alle Knoten gesperrtsind. Die Besonderheit
desAlgorithmus bestehtdarin, wahrendder logischenVertauschungeeine Verschlechterung
der Bisektionsweitezuzulassenin der Hoffnung zu einemspaterenZeitpunkteinenviel bes-
serenKantenseparataru finden. Nachdemalle Knotengesperrtsind, wird diejenigeSequenz
vonlogischenVertauschungeherechnetdie zu demkleinstenKantenseparatdiihrt. Ist dieser
Kantenseparatdoesserals der urspiingliche,so werdendie entsprechendeKnoten physisch
vertauschtinddie innereSchleifewird erneutgestartet.

Zur Beschleunigungles Algorithmus schlagenFiducciaund Mattheysesvor, in derinne-
renSchleifenur Verschiebingenvon Knotenstattpaarweisé/ertauschungenu betrachtenDie
innereSchleifekanndannin Zeit O(e) ausgeiihrt werden,wobeie die Anzahl der Kantenin
G bezeichnetln state-of-the-artmplementierungemwerdenviele zusatzliche , Tricks' ange-
wandt,um die Laufzeit und Effektivitat desKernighan-Lin-Algorithmusweiter zu verbessern
(vgl. CHACO [68], METIS [79], PARTY [115] undWGPP [64]).

Die VorgehensweisdesFiduccia-Matthgses-Algorithmukannsehreinfachauf Knotense-
paratoreruibertragemwerden.Der Vertex-FHduccia-Matthgses-Algorithmusgvahltin jederltera-
tion der innerenSchleifeeinenKnotenwv € S aus,verschiebthn nach B oderW und sperrt
ihn. Bei einerVerschieling nach B miusseralle Knotenu € adj;(v) N W in denSeparatoS
eingefigt werden.Daherandertsich dasGewicht desSeparatorss um denWert (wir nehmen
an,dalG gewichtetist)

gaing,p(v) =l = > |ul.

u€adjg(v)NW

Analogberechnemangaing_, ;- (v), sodaBjedemKnotenv € S zwei Gain-Werte zugeordnet
sind. Basierendauf diesenWertenkannnun eineSequenzon Knoterverschiebingenbestimmt
werdendie zu einemminimalenSeparatofuhrt.

Wurde v nach B verschobenso miissendie Gain-Werte aller Knotenu € adj;(v) N W
berechnetverden.Daruberhinausmussendie Gain-Werte aller Knotenw € S neuberechnet
werdendie zueinemKnotenu € adj;(v) N W benachbarsind.DajederKnotenin derinneren
Schleifenureinmalverschobemvird, verursachtie BerechnunglerGain-Werteinsgesameinen
Aufwandvon O(e) (vgl. Hendricksorund Rothbeg [72]). Benutztmanzur Sortierungder Gain-
WerteeinenHeap sokanndie innereSchleifedesVertex-Fiduccia-Matthgses-Algorithmusn
ZeitO(elogn) ausgefihrtwerden Dabeibezeichnet die AnzahlderKnotenin G. Manbeachte,
dalRdie hohereLaufzeit desVertex-Fiduccia-Matthgses-Algorithmusinzig und allein auf die
Knotengeavichte zuriickzufihrenist, dain diesemFall die Gain-Werte nicht wie von Fiduccia
undMattheysesvorgeschlagemit Hilfe von Budketssortiertwerdenkonnen.
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Direkte Methoden Ein vollig andererAnsatzzur Minimierung von Knotenseparatorewurde
von Liu [94] vorgeschlagenZur Beschreibing desVerfahrensberdtigenwir einigezusatzliche
Definitionenausder GraphentheorieEin ungerichteteiGraphG = (V, E) heil3tbipartit, falls
eseinePartitionierungV = V; U V,, V; NV, = 0, gibt, sodalfur jedeKanteausE einerder
Knotenin V; und der anderein V; liegt. Eine Menge M C E heil3t Matching, wennin dem
Graphen(V, M) jederKnotenhodchstenglenGrad einsbesitzt.Ein maximumMatching ist ein
MatchingmaximalerKardinalitat. Ein Knotenv € V' heil3tfrei, wenner nichtinzidentzu einer
KanteausM ist. Ein alternierenderWeg ist ein einfacherWeg in G, deraneinemfreienKnoten
startetund desserKantenabwechseln@du £ — M undzu M gelbren.Ein alternierendeWWeg,
derauchan einemfreien Knotenendet,hei3terweiterndenMeg. Schliel3lichheil3teine Menge
U C V Vertex-Cover, falls jedeKanteausE zu mindestenginemKnotenausU inzidentist. Ein
minimum\Vertex-Cover ist ein Vertex-Cover minimalerKardinalitat.

SeiG ein ungevichteterGraphund (S, B, W) eine Partitionierungvon G. Es gelte| B| >
|W|. Wir betrachterdendurch S und B’ = adj;(S) N B induziertenbipartitenGraphenH .
JedesVertex-Coverin H definierteinenKnotenseparatan G. Ziel desvon Liu beschriebenen
Algorithmusist deshalbgin minimum Vertex-Coverin H zu finden.Dazuwird ausgehendon
demVertex-Cover S nacheinerMengeZ C S mit|Z|—|adj,(Z)| > 0 gesuchtEsgilt namlich:
S = (58 — Z) U adjy(2) ist wiederein Vertex-Cover und |S| < |S|. Zur Bestimmungeiner
solchenMenge Z wird ein maximumMatching M in H berechnetDie KnotenausS kdnnen
dannin dreidisjunkteMengenS;, Sx, Sg aufgeteiltwerdenmit

S; = {s € S; sistibereinenaltern.Weg von einemfreienKnotenaussS erreichbaf,
Sx = {s € S; sistibereinenaltern.Weg von einemfreienKnotenausB’ erreichba},
Sp=8—(SrUSx).

Die Aufteilung S = S; U Sx U Sk heil3t Dulmage-Mendelsohn-Dealkmposition Nach[39] ist
die Aufteilung unablangig von der Wahl desmaximum Matchings.Dartiber hinausgilt (vgl.
AshcraftundLiu [13] sowie PothenundFan[112])

1S1| = | adjy (S1)| > 0, falls Sy # 0,
‘SI‘ - ‘adJH(SI)| = |SIUSR| — |ad.]H(SIUSR)|

Falls esalsoin S einenfreien Knotengibt (S; # 0), so erhélt manein kleineresVertex-Cover
S, indem S; durch adjy(Sr) oderS; U Sg durchadjy (S U Sg) ersetztwird. Abbildung 4.2
verdeutlichtdiesan einemBeispiel. Nachder Substitutionsind alle KnotendesVertex-Covers
S zu einerKantedesMatchingsinzident.Die Kardinalitatvon S entsprichialsoderKardinalitat

desmaximumMatchings.NachKonig [86] ist daherS bereitsein minimum Vertex-Cover.

Die Idee,Knotenseparatoremittels einesVertex-Coverszu bestimmengehteigentlichauf
LeisersorundLewis [88] zurlick. Im Gegensatzu Liu berechnersiejedochein minimalesver-
tex-Coverin H. NachHopcroftundKarp[75] kostetdie BerechnunginesmaximumMatchings
und damitdie BerechnungginesminimumVertex-Coversnur O(eq/ny) ZeiteinheitenDabei
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Abb. 4.2: Bipartiter Graph H mit maximumMatchingund Vertex-Cover. Die Matching-Kantersindin
Fettdruckdagestellt,unddie KnotendesVertex-Coverssindgraugefarbt. (a) zeigtdasinitiale
Vertex-Cover. Es gllt Sr = {83,85,84,86}, Sx = {81,82,38,89} und Sr = {87}. (b) und
(c) zeigendasVertex-Cover § nachSubstitutionvon S; mit adj, (S7), bzw. nachSubstitution
von St U Sg mit adjy (S7 U SR).
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Abb. 4.3: Zwei KopiendesausdembipartitenGraphenH konstruierterNetzwerksN. Der Einfachheit
halberseiangenommendaRldie Kanten(q, s), s € S, und (b,t), b € B’, die Kapazitt eins
habenAlle Kantentuiberdie der berechnetenaximaleFluRR flie3t sindin Fettdruckdagestellt.
In der linken Kopie sind alle Knoten, die ausgehendon ¢ tGiber benutzbareKantenerreicht
werdenkdnnen,grau gefarbt. Zu dem minimal gewichtetenVertex-Cover geltbren alle nicht
grau gefarbtenKnotenaus S und alle grau gefarbtenKnotenaus B’. Die rechteKopie zeigt
alle Knoten, die ausgehendion ¢ Uber benutzbareKantenerreichbarsind. Zu dem minimal
gewichtetenVertex-Cover geldrenjetzt alle grau gefarbtenKnotenaus S und alle nicht grau

gefarbtenKnotenausB'.
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bezeichnety die AnzahlderKantenundny die Anzahlder Knotenin H. Deswgenwird in
derPraxisLius VariantederVorzuggegeben.

Ist G gewichtet, so mul3ein minimal gewichtetesVertex-Cover bestimmtwerden.Dies ge-
schiehtmit Hilfe einesNetzwerk-Flu3-Algorithmu®azuwird ausdem bipartitenGraphenH
wie folgt ein Netzwerk N konstruiert:

1. Fugezweiausgezeichneténotenq (Quelle)undt (Senlke) mit denKanten(q, s), s € S,
und (b,t), b € B’ ein. Die Kante(q, s) erhalt die Kapazitt ¢(¢, s) = |s| unddie Kante
(b, t) die Kapazititc(b,t) = |b|.

2. Alle Kanten(s, b) zwischenS und B’ erhalterdie Kapazi#itc(s, z) = oo undalle Kanten
(b, s) zwischenB' und S werdengeloscht.

In N wird zurachstein maximalerFlul3 bestimmt.AnschlieRendvird mit Hilfe einerBreiten-
suche die an demKnoteng (odert) startetund tiberbenutzbae Kanteri fuhrt, ein minimaler
Sdnitt bestimmt.Zu demoptimalen,d. h. minimal gewichtetenVertex-Cover gefbrendannalle
KnotenausS U B’, dieinzidentzu eineriiberdenSchnittfihrenderKantesind. Abbildung4.3
verdeutlichtdie VorgehensweisaneinemBeispiel.

Mit Hilfe desDinic-Algorithmuskannein maximalerFluf3 und damitein minimal gewich-
tetesVertex-Cover in Zeit O(eyn?;) berechnetverden(vgl. Ahuja et al. [16]). Im gewichteten
Fall verursachtlie BerechnungeinesoptimalenVertex-Coversalsosehrviel mehrAufwandals
im ungevichtetenFall. Die Netzwerk-Fluf3-€chnik hat jedochgegeriiber der Dulmage-Men-
delsohn-DekmpositioneinenentscheidendeXorteil: sie kannauchzur Bestimmungeinesop-
timalenVertex-Coversin einemausmehrals zwei SchichterbestehendeNetzwerkverwendet
werden(vgl. AshcraftundLiu [13]). Damitist esmoglich einegrofRereNachbarschafton S zu
durchsucherDie obenvorgestellteGebietszerlgungsmethodenachthiervon Gebrauch.

Abschlie3endsei angemerktdalR mit der Vertex-Cover-Technikauchein Knotenseparator
S auseinemKantenseparatoE abgeleitetwerdenkann. Dazu betrachtetman den durch E’
induzierternbipartitenGraphen.

4.1.4 Multisection-Verfahren

In einem Bottom-up-\érfahrenwie Minimum-Degreewird der als nachsteszu eliminierende
Knotenmit Hilfe einerlokalenKnotenauswhlstratgie bestimmt.Der Algorithmuskannnicht
voraussehenyelchenEinfludie Eliminationeinesknotensaufdie Bildung zukiinftigerGebiete
hat.DieseSchwachenutzenBermanund Schnittgef[21] beiderKonstruktionhressuboptimalen
Minimum-Degree-Ordering$ir quadratisché&sitter aus.lhr Orderingist sokonzipiert,dalRGe-
bietemit einem, fraktaleri (alsoeinemsehrgrol3enRandentstehenDemgeeniberist Geoges

tBezeichnef(e) denFluR tiberdie Kantee. Dannheilte = (u,v) benutzbarfalls e eineKanteausN ist mit
c(u,v) — f(u,v) > 0, oderfalls (v, u) eineKanteausN ist mit f (v, u) > 0.
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NS NS A A NS

S S % s S

Abb. 4.4: Die obersterSeparatoreim einemrechteckigerGitter. Zuerstwurdeder SeparatosS, konstru-
iert (Ebened), danachdie Separatorei;, S2 (Ebenel) und(Ss, Ss1) (Ebene2).

Nested-Dissection-Orderirfir n x n-Gitter bis auf einenkonstanteraktor optimal. Werden
die Separatoremntsprechenthrer Rekursionstiefeeliminiert, so entsteherGebietemit einem
»glatterf Rand.

Die SchwacheeinesTop-dovn-Verfahrenswie Nested-Dissectiokann am bestenanhand
einesh x n-Gittersmit groRemAspekt-Ratiallustriert werden.Fur dieseGitter produziertein
Minimum-Degree-OrderingvenigerFill-in als ein Nested-Dissection-Orderingm Extrem#fll
h = 1 liefert der Minimum-Degree-Algorithmusogarein perfektesOrdering,wohingeggenNe-
sted-DissectioreinenFill-in von O(n) erzeugt.Da auchhier die bestenKnotenseparatoreim
die BerechnunglesOrderingseingeher(die bestenn Bezugauf Gro3edesSeparatorsind Ba-
lanceder Partitionierung),kann der hoheFill-in nicht der Qualitat der Separatoremngelastet
werden.Vielmehrist die Numerierungder Separatorefiir denhohenFill-in verantvwortlich. Ab-
bildung 4.4 zeigt die obersternSeparatoreinesrechteckigerGitters. Werdendie Separatoren
entsprechendhrer Rekursionstiefenumeriert,so wird S; vor S; und S, ausdem Gitter ent-
fernt. Dadurchentstehein ElementaufdesserRand2h Knotenliegen.Werdendie Separatoren
jedochwie bei einemProfil-Orderingvon links nachrechtsoderwie bei einemMinimum-De-
gree-Orderingron beidenSeitenzur Mitte numeriert,so besitzeralle ElementesinenRandder
GroReh.’

In Multisection-\erfahren[14] werdendie Knotenseparatoremur nochzur Aufspaltungdes
Graphen in mehrereTeilgrapherbenutzt Als ErgebnisdieserAufspaltungerhalt maneineGe-
bietszerlgung(®, €24, . .. , Q,), wobeiderMultisektor ® alle Knotenenttalt, die zu einemSepa-
ratorgeldren.Wir benutzergriechischeBuchstabenum die Gebietszerlgung(®, €, ... , $,)
von derin Abschnitt4.1.3vorgestelItenGebietszerIgung(17, D, ..., D,) zu unterscheiden.
Wie von Ashcraftund Liu [12] beschriebenkanndie zweite Gebietszerlgungbenutztwerden,
umdie Knotenseparatoretter erstenzu konstruieren.

Die fundamentaleEigenschafeinesMultisection-Orderingdestehtdarin, dal3die Knoten
in denMengen(ly, ... , , vor denKnotenaus® numeriertwerden.Die Eliminationssequenz
ist alsobeschankt, d. h. einigeKnotenmiisservor andererkKnoteneliminiert werden.Zur Nu-

$An dieserStelleseiangemerkigdaRdernurausdenvertikalenSeparatorebestehendEliminationsgraptbereits
chordalist. Ein Profil- oderein Minimum-Degree-Algorithmudindetein perfektesOrderingfiir diesenGraphen.
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merierungder Knotenaus® betrachtemandenEliminationsgraphettze = (®, E¢) mit (vgl.
Formel(4.3))

Es =(EN(® xP))U

2

q
(adje (%) x adje(S2)).

=1

Fur die NumerierungderKnotenin €, . .. , , undfur die Numerierungder KnotendesSdur-

KomplemenGraphenG s konnenunterschiedlich©rdering-\érfahrenbenutztverden Ein Mul-

tisection-Orderingst deswgen durch die folgendenAngabenspezifiziert(vgl. auch Ashcraft

undLiu [14]):

1. Verfahrenzur Konstruktionder Gebietszerlgung(®, 2y, ... , €).
2. Knotenauswhlverfahrenzur EliminationderKnotenin €2, ... ,Q,.
3. Knotenauswhlverfahrenzur EliminationderKnotenin .

Ein Multisection-Orderingwird mit MS(ord;, ords) bezeichnetDabeigibt ord; dasKnoten-
ausvahlverfahrenzur Elimination der Knotenin €24, ... , 2, anundord, dasKnotenauswhl-
verfahrenzur Elimination der Knotenin ®. Viele derin der Literatur beschriebene@rdering-
VerfahrensindMultisection-\erfahrenBeispielsweisést dasin 3.1beschrieben®ne-Way-Dis-
section-\érfahrenvon Geoge[49] ein Multisection-\erfahrenvom Typ MS(Profil, Profil). Das
ebenallsin 3.1beschriebenkocal-Nested-DissectionérfahrervonBhatetal. [19] ist ein Mul-
tisection-\érfahrenvom Typ MS(ND, Profil). Weiterewichtige Multisection-\éerfahrensind:

e MS(MD,ND)

In denmeistenFallenist die Konstruktionderfur ein Nested-Dissection-Orderirgeritig-
ten Knotenseparatoresehrviel aufwendigerals die BerechnungeinesBottom-up-Orde-
rings. In der Praxiswird daherdie Konstruktionder Knotenseparatorebereitsnachwe-
nigenRekursionsstufegestopptd. h. derParameter, wird aufeinenrelatv hohenWert
gesetztEin solcheOrderingbezeichnethandeswegenauchals unvollstandiges(incom-
plete) Nested-Dissection-Orderinygl. Geoge et al. [56]). Da in diesemFall die Teil-
graphersehrgrol3sind, werdendie Knotennicht mehrin beliebigerReihenfolgesondern
mit Hilfe einesMinimum-Degree-\érfahrensnumeriert.Dabeiist dasMinimum-Degree-
Verfahrenso modifiziert, da3die Knotenaus® zwar in die Berechnungler Knotengra-
de eingehenso jedochnicht eliminiert werden(vgl. auchLiu [93]). Man erhalt so ein
Multisection-Orderingrom Typ MS(MD, ND).

e MS(MD, MD)

Wie andemh x n-Gitter ausAbbildung4.4 gesehenkanndie Gite einesunvollstandigen
Nested-Dissection-Orderinggeiterverbessenverdenwenndie Knotenseparatoremcht
entsprechentdhrer Rekursionstiefesondernmit Hilfe einesMinimum-Degree-Algorith-
musnumeriertwerden Man erhalt soein Multisection-Orderingzom Typ MS(MD, MD).



58 Kapitel 4. Ordering-\érfahrenfir beliebigeGraphen

Mit Hilfe einesMS(MD, MD)-Orderingskonnendie Schwachender Bottom-up-undder
Top-davn-Methodeam besterausgglichenwerden.MS(MD, MD)-Orderingsgehenzu-
rick aufdie unabtangigenArbeitenvon AshcraftundLiu [11] undRothbeg [122].

Einenvollig andererMultisection-AnsatdeschreibemBornsteinet al. [23]. In ihrem Less-Rr-
allel-Nested-Dissection-Algorithmy&PND) sind die Konstruktionund die Numerierungder
Separatoremicht mehr klar voneinandemgetrennt.In jedemRekursionsschritvird nachBe-
rechnungeinesminimalenKnotenseparator§ entschiedenin welcherReihenfolgedie durch
Entnahmevon S entstehendenusammenangendeeilgraphenG,, . .. , G, abgearbeitetver-
den.Dazuwird fur jede Komponent&s; berechnetwieviele Knotenausbereitskonstruierten
Separatorerzu KnotenausG; benachbarsind. Gibt es mehrereKomponentenfur die dieser
Wert maximalist, sowerdenGy, ... , G, wie bei einemnormalenNested-Dissection-Schriit
beliebigerReihenfolgeabgearbeitetGibt esjedochgenaweineKomponentés;-, fur diederWert
maximalist, sowird diesealsletztesabgearbeitefdie andererKomponentetkannmanwieder
in beliebigeReihenfolgeabarbeiten)Dabeiwird G;- wie beimGeneralized-Nested-Dissection-
Algorithmusvor demrekursven Aufruf um die KnotenmengeS erweitert.Im Gegensatzum
Generalized-Nested-Dissection-Algorithmusrdendie Knotenaus S jedocherstin dennun
folgendenRekursionsstufemumeriert. Dahermissenalle Fill-Kantenin S eingefigt werden,
die durch Elimination der in denandererKomponenterenthaltenerKnoten entstehenGenau
dieserSchrittverursacheinenerheblicherAufwand,wesweendasVerfahrenin derPraxisnur
beschankteinsetzbaist. Der LPND-AlgorithmusbesitzteineweitereBesonderheitDie Kno-
ten desin einemnormalenNested-Dissection-SchrikonstruiertenSeparatorsS werdennicht
in beliebigerReihenfolge,sondernmit Hilfe einesMinimum-Degree-Algorithmusnumeriert.
Hierdurchund durchdie Festlgungeiner Reihenfolgebei der Abarbeitungder Komponenten
G4, ... ,G, istgarantiertdalRin einemchordalenGraphenmmereineperfekteEliminationsse-
guenzgefunderwird (die Minimalitatder Separatoremorausgesetzt).

4.2 Ein verbessertedMultisection-Verfahren

Im letzten Abschnitt habenwir zwei Kombinationsstufervon Minimum-Degreeund Nested-
Dissectionvorgestellt:MS(MD, ND) und MS(MD, MD). Insbesonder#lultisection-Orderings
vom Typ MS(MD, MD) sind sehrrobust und kbnnendie Schwachender Bottom-up-und der
Top-dovn-Methodeam bestenausgleichenUnserZiel ist es,einenochengereKopplungzwi-
scherbeidenMethoderzu erreichenDazuzeigenwir, wie Bottom-up-Technikenzur Konstruk-
tion bessereKnotenseparatoremndwie Knotenseparatorerur KonstruktionbessereBottom-
up-Orderinggenutztwerdenkdonnen(vgl. auchSchulzeg132]).

Widmenwir uns zunachstdem erstenVorhaben. Abbildung 4.5 zeigt einen Multisection-
Algorithmus,derdemurspiinglichvon Ashcraftund Liu [14] beschriebeneAlgorithmussehr
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MULTISECTION (ordg, ord;, ords)

01: Determineadomaindecompositior{®, ;,. .. ,,) of G by arecursve bisection
processUsenodeselectionstrat@y ordg to constructhevertex separators.

02: for eachset(; do

03: Eliminateall verticesin 2; usingnodeselectionstratgy ord;.

04: ConstructheeliminationgraphGe.

05: Numbertheverticesin G4 usingnodeselectionstratgy ords.

Abb. 4.5: FunktionM ULTISECTION.

ahnlichist. Auch hier wird der Multisektor ® mit Hilfe einesrekursven Bisektionsprozesses
konstruiert DabeikommtjedocheineneuartigeMultilevel-Methodezum EinsatzIm Gegensatz
zu herkbmmlichenMultilevel-Methodendie auf einemKantenlontraktionserfahrenbasieren,
generiertdie neueMethodeeine Folge von Quotientengrapheg, Gi, . . . , G;. Die Knotenaus-
wahlstratgie ords dientzur Bestimmungderbeim Ubeigangvon G,_; nachG,, 1 < k < t zu
eliminierenderVariablen NachdensoeineGebietszerlgung(®, €24, . . . , ,) berechnetvurde,
werdendie Knotenin denMengen(l, ... , ), entsprechender Knotenauswhlstratgie ord;
und die Knoten desSchur-komplementGraphenGe entsprechender Auswahlstratgie ord,
eliminiert.

In Anlehnungan dasKlassifizierungsschemeon Ashcraftund Liu, ist unserMultisection-
Orderingdurchdie folgendenAngabenspezifiziert:

1. Knotenauswhlverfahrenzur SchrumpfunglesGraphens.
2. Knotenauswhlverfahrenzur EliminationderKnotenin €, ... ,Q,.

3. Knotenauswhlverfahrenzur Eliminationder Knotenin ®.

UnsereMultisection-Orderingsverdendahemit MS(orde, ord;, ord,) bezeichnet.

Zur RealisierungdeszweitenVorhabensserallgemeinermwir dasin Abbildung 4.5 prasen-
tierteMultisection-\erfahrenln demverallgemeinerteNerfahrendienendie Knotenseparatoren
alsein Gelrust zur GenerierungnehrereBottom-up-OrderingsDie Ideeist, einige Separatoren
aus® entsprechendhrer Rekursionstiefaund einige mit Hilfe einesBottom-up-\érfahrenszu
numerierenDasverallgemeinert&/erfahrenheil3tdeswegendreistufigegsMultisection

DieserAbschnittist wie folgt aufgebautin 4.2.1stellenwir die neueMultilevel-Methodezur
Konstruktionder Knotenseparatorevor. Desweiterenprasentierewir einige Knotenauswahl-
stratgienzur SchrumpfunginesGraphenlin 4.2.2beschreibemir die iterative Verbesserungs-
heuristik,die in der VerfeinerungsphasenseremMultilevel-Methodebenutztwird. Wir zeigen,
daRdie Laufzeit der Heuristik asymptotischder des Vertex-Fiduccia-Matthgses-Algorithmus
entsprichtSchlieRlichprasentierenvir in 4.2.3dasdreistufigeMultisection-\erfahren.
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4.2.1 Konstruktion der Knotenseparatoren

Betrachterwir nocheinmaldie in Abschnitt4.1.3vorgestellteGebietszerlgungsmethoddm

Geagensatzur Multilevel-Methodehandeltessich um einenzweistufigerAnsatzzur Konstruk-
tion von Knotenseparatoreabeiwird in der erstenStufe die Knotenmengd’ desGraphen
G partitioniertin V. = VUuD,U...UD,. Es gibt einenengenZusammenhangwischen
den MengenDl,.. , D, und deninnerhalbeinesBottom-up-\érfahrensgebildetenGebieten.
SeiU = |J; 1 Di. Da alle GraphenG(D;) zusammenéingendeTeilgraphenvon G sind mit

adjz(D;) C V, stellt jedeMenge D; ein GebietbeZiglich der eliminiertenKnotenU dar. Der

Multisektor ¥V entralt dabeialle nicht eliminiertenKnoten, und esqilt V = V uU. Eine Ge-
bletszerlgung(V,Dl, ..., D,) kanndaherdurcheinenEliminationsprozef&onstruiertwerden,
derdemzur BerechnungeinesBottom-up-Orderingsehrahnlichist. In diesemFall erbalt man
eine Folge von Quotientengraphe@,, Gi, . . . , G;, wobeiderletzte Graphder Folge geradedie

gesuchteGebietszerlgung reprasentiert. Aber auchalle vorherigenGraphenstelleneine Ge-
bietszerlgungdarundkonnendeshallzur Verfeinerungdesmit Hilfe von G, bestimmterkKno-

tenseparatorbenutztwerden.Man erhalt so einenMultilevel-Algorithmus,der im folgenden
genauebeschriebemvird (vgl. auchSchulzg133]).

4.2.1.1 Bescheibung der neuenMultile vel-Methode

UnsereMultilevel-Methodebeginnt mit der Konstruktioneinesinitialen Quotientengrapheg.
Basierendauf G, wird danneine Folge von Quotientengrapheé;, . .. , G; generiertwobei G,
ausgGi_1, 1 < k < t, durchdie Elimination von Variablenentsteht Alle Quotientengraphen
Gr = (X, &) besitzerdie folgenderzwei Eigenschafteifdiesschlie3tg, ein,d.h.0 < k£ < t):

(1) SeiV, = {W,,...,V;} dieMengederVariablenvon G, undseiS; C V; eineMengevon
Variablen durchderenEntnahmeg,, in zweiodermehreréKomponentezerfallt. Falls Sy
die VariablenV,, , ... ,V,, enthalt, soistS =V, U ... UV, einSeparatom G.

(2) Gi istbipartit,d.h. esgibt nur Domain-\ertex-Kanten.

Die Eigenschaf(l) ist entscheidendir die Effektivitat unsereMultilevel-Methode Durch sie
wird die Minimierung eines SeparatorsS, fur G, in Verbindunggebrachtzur Minimierung
einesSeparatorsS fur G. Zur Konstruktioneines SeparatorsS, benutzenwir die von Ash-
craft und Liu vorgestellteFarbungstechnik.Dazu erhélt jedesElementD € D, eine Farbe
color(D) € {BLACK, WHITE}. Hierausleitet sich analogzu (4.10) eine Farbung der Varia-
blen{Vi,...,V;} ah Wie wir gleichsehenwerdengarantiertdie Eigenschaf(2), daldie grau
gefarbtenVariableneinenSeparatos; fur G, induzierenAbbildung4.6faldtdie Schritteunserer
Multilevel-Methodezusammenlm folgendenwerdenwir jedenSchrittgenauebeschreiben.



4.2. Ein verbesserteblultisection-\érfahren 61

SEPARATOR(ordg)

01: Constructinitial quotientgraphg, from G.

02: k:=0;

03: while G, notsmallenoughdo

04. Constructcoarsemquotientgraphgy1 by eliminatingsomevariablesfrom Gy.
Thevariablesarechoseraccordingto nodeselectionstratgy orde.

05: k:=k+1;

06: endwhile

07: Determineacoloringfor G, thatinducesa smallseparatosSy,.

08: while £ > 0do

09: Extendthe coloringof G, to thenodesof G,_1. ThisinducesaseparatoS;_; of Gy _1.

10: Improve thecoloringof G 1 sothatSy 1 is minimized.
11: k:=k—-1,
12: endwhile

13: Extendthecoloringof G, to theverticesof G. Thisinducesa separatolS of G.
14: Improve S by applyingavertex cover technique.

Abb. 4.6: FunktionSEPARATOR.

Konstruktion desinitialen Quotientengraphen Zunachstbestimmerwir in G einemaximale
unablangigeMengeU von Knoten.DieseKnotenwerdendannausG eliminiert. Man erkélt so
r = card(U) initiale Gebiete. AnschlieBendverdenalle Knoten,die nur auf demRandeines
Gebietediegen,mit ebendiesemGebietverschmolzenSeienD,, ... , D, die soerhaltenerGe-
biete,undseiV’ die Mengealler nicht eliminiertenKnoten.NachAshcraftundLiu generiertdie
Farbungsrgel (4.9) nur danneinengultigen Knotenseparartdiir jedeFarbungvon Dy, ... , D,

wenngilt

VuveV: (u,v) € E= 3D mitu,v € adj;(D). (4.11)

Abbildung 4.7(a) zeigt, dalRdie Farbungstechnikversagtfalls (4.11) nicht erfullt ist. Seidazu
angenommengalidie drei zu u benachbarteebieteschwarz und die zwei zu v benachbarten
Gebieteweil3 gefarbtsind. Entsprechender Farbungsregel 4.9 erhalt « die FarbeSchwarz und
v die FarbeWeil3.Da beideKnotendurcheineKanteverbundensind,kanndie Farbungnicht zu
einerFarbungerweitertwerden die einenKnotenseparatdn G induziert.

Eine solcheSituationtritt nicht auf, falls fur alle Knotenu, v € V mit (u, v) € E ein Gebiet
D existiertmit u € adj,(D) undv € adj,(D). In derRegel erfilllen die KnotenausV’ nicht die
Bedingung Siewerdendeshallzu Segmenteny, . .. , V, zusammengef3t,sodalgilt

VV;,V; € Vi Vinadja(V;) # 0 = 3D mit V, V; N adjg(D) # 0. (4.12)

Die Segmentely, . .. , Vi sinddie kleinstendie 4.12erflllen. In Abbildung4.7 bildendie Kno-
tenu, v ein Sgment.Alle andererSegmenteenthaltemur einenKnoten.
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Abb. 4.7: Die Generierungler Quotientengrapherin (a) ist jeder KnotendesGraphenG, der zur un-
ablangigerMengeU getbrt, durcheinenKreis markiert.JederieserKnotenbildetein Gebiet.
Alle verbleibendenoten,die nurzueinemGebietbenachbarsind,werdemmit diesemGebiet
verschmolzenDiesist durchein Oval angedeutetDie durchKreiseund Ovale umschlossenen
Knotenbildenjetztdieinitialen Gebiete Anschliel3endverdenalle durcheineKantemiteinan-
derverlundene&Knoten,die zukeinemgemeinsame@ebietbenachbarsind,zu einemSegment
zusammengefit.Diesist durchein RechteckangedeuteDerresultierendénitiale Quotienten-
graphg istin (b) dagestellt.DabeientsprichjedemschwarzenKreis eineVariableundjedem
weil3enKreis ein Gebiet.Je mehrKnotenausG durchein Elementbzw durcheine Variable
reprasentieriverden destogrofRerist derKreis. (c) zeigtdenQuotientengraphe@; , derausgg
durchdie Eliminationderin (b) markiertenVariablenentstehtWerdenin G; alle nicht unter
scheidbareWariablen-siesindin (c) durcheinegraugestricheltd.inie miteinandererkunden
— zu einerSupenrariablenzusammengafit,so erhalt mandenin (d) dagestelltenQuotienten-
grapheng;. Durchdie fett gestrichelteLinie wird ein Separatodagestellt.
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Wir sindjetztin derLage,deninitialen Quotientengraphe@, zu definieren.Die Elemente
von G, sind die GebieteD;, ... , D, und die Variablendie SegmenteV, ..., V;. Die Kanten
von G, erhalt mandurchdie Formel (4.2). OffensichtlichbesitztG, die Eigenschafi(1). We-
gen(4.12)gibt esin G, nur Domain-\értex-Kanten.DaherbesitztG, auchdie Eigenschaf(2).
Die Abbildungen4.7(a) und(b) illustrierendie Konstruktionvon G,.

Sdcrumpfung der Quotientengraphen SeiG, = (D U Vi, &) ein Quotientengraphder die
Eigenschafteril) und(2) besitzt.Zur Konstruktionvon Gy .1 wird zurachstmit Hilfe der Kno-
tenausvahlstratgie ords eineunablangigeMengel/ C V, von Variablenbestimmt.In diesem
Zusammenhangei3enzwei VariablenV;, V; unablangig,falls kein ElementD € D, existiert
mit (D,V;) € & und (D,V;) € &. AnschlieRendwird jede VariableV; € U mit allen adja-
zentenElementerzu einemneuenElementD,, verschmolzenDie Verschmelzungsoperationen
entsprechermen EliminationsschrittereinesBottom-up-Algorithmus Es gibt eine interessan-
te Analogiezu Lius Multiple-Minimum-Degree-AlgorithmusAuch dort wird in jederlteration
eineunablangigeMengevon Knoteneliminiert. Allerdingsist die Auswahl der Knotenauf sol-
chemit minimalemGradbeschankt. Um eineschnelleSchrumpfungler Quotientengraphenu
erreichenjst die AuswahlderVariablenin unserenVergroberungsprozefliicht sorestrikti.

Schliel3lichwerdenalle Variablen,die nur zu einemElementbenachbarsind, mit ebendie-
semElementverschmolzenMan erhélt so einenQuotientengraphet’, .1, der wieder bipartit
ist. WegenVy,1 C Vy ist jederSeparatom G, 1 auchein Separatom G, unddag;, die Eigen-
schaft(1) besitzt,besitztsieauchgy , ;.

Es gibt eine weitere Analogie zu einemBottom-up-Algorithmusin G, werdenalle Va-
riablen, die zu der gleichenMenge von Elementenbenachbarsind, zu einer Supenariablen
zusammengetf3t.Hierdurchreduziertsichnochmalsdie AnzahlderKnotenin G ;. Die Abbil-
dungem.7(b)-(d) illustrierendie SchrumpfungeinesQuotientengraphen.

Farbung der Quotientengraphen SeiwiederG, = (D U Vy, &) ein Quotientengraphder
die Eigenschafterfl) und (2) besitzt.Zur KonstruktioneinesSeparatorss, C V, benutzerwir
die Farbungstechnikvon AshcraftundLiu [12]. Dabeiwerdendie Variablennachderfolgenden
Regel gefarbt:

BLACK, fallsfuralle D € adjg, (Vi) gilt color(D) = BLACK
color(V;) = ¢ WHITE, fallsfuralle D € adjg, (V;) gilt color(D) = WHITE (4.13)
GRAY, sonst.

Die Regel (4.13)ist derRegel (4.9) sehranhlich.Da esjedochin G, keineVertex-Vertex Kanten
gibt, ist sichegestellt,daldie MengeS;, = {V; € Vi; color(V;) = GRAY} fur jedeFarbungder
Elementen D, einengultigenKnotenseparatatarstellt EineweitereSegmentbildungbeziglich
derVariablenin V) ist nicht notwendig.
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Zur BestimmungeinerFarhung,die einenmdoglichstkleinenSeparatosS; induziert,benutzen
wir die in Abschnitt4.2.2 vorgestellteVerbesserungsheuristikingabeder Heuristik ist eine
initiale FarbungderElementelm Falle £ = ¢ (d. h. G, ist derletzteQuotientengrapher Folge)
ist die initiale Farbung definiertdurchcolor(D) = BLACK fur alle D € Dy. Gilt k < ¢, so
erhalt mandie initiale FarbungdurcheineErweiterungder Farbungvon Gy ;.

Glattung desSeparators Der SeparatotS, = {V,,,...,V,,} induziertin G den Separator
S =V, U...UV,,. S enthaltalsonursolcheKnotenausG, die zueinemSegmentgeltbren.in der
Regel kanndurchEinbeziehunglerin denGebietervon G, enthaltenefkKnotendasGewicht des
Separatorsveiterreduziertwerden DieseGlattungdesSeparatorgieschiehtn einemiterativen
ProzelRderaufderin Abschnitt4.1.3beschriebeneNertex-Cover-Technikberuht.Seiwieder
(S, B, W) die Partitionierungvon G. Esgelte| B| > |IW|. Mit Hilfe der Dulmage-Mendelsohn-
Dekomposition(G' ungavichtet) oderder Netzwerk-Flu3-€chnik (G gewichtet) wird zurachst
in demdurchS und B’ = adj;(S) N B induziertenbipartitenGraphenH ein optimalesVertex-
Cover bestimmt.Wie in denAbbildungend.2 und 4.3 gezeigtwerdendurchbeideVerfahrenin
der Regel zwei Losungergeneriertin denLosungerist dasGewicht desVertex-Covers— und
damitdasGewicht desneuenSeparators- gleich, die entsprechendeRartitionierungerkdonnen
sichjedocherheblichin ihrer BalanceunterscheiderDa in die BewertungeinerPartitionierung
Geawicht undBalanceeinflieRenwird die bessebalanciertddsunggewahilt.

Die Balancest auchderGrund,warumsS zuerstmit derschwereretengeB gepaartvurde.
Nur wenndieszu keinerVerbesserungiihrt, wird ein optimalesVertex-Coverin demdurch S
und W' = adj;(S) N W induziertenGrapherberechnetSchigtdie Optimierungder Partitio-
nierungauchhierfehl, soterminiertder GlattungsprozeffAnderenélls wird dergesamtd’rozel’
mit derverbesserteRartitionierungerneutdurchlaufen.

4.2.1.2 Knotenauswahlstrategienzur Schrumpfung einesGraphen

In unserenMultilevel-Verfahrenbestehter SeparatosS; einesQuotientengraphe@, = (D U
Vi, &) ausdenin Yy, enthaltenerVariablen.Nach Konstruktionentsprichteder Variablenaus
Vi ein SgmentundjedemElementausD, ein Gebietin G. Der durchS,, induzierteSeparator
S von G setztsichalsoausRandsgmenternderin G gebildetenGebietezusammenHier zeigt
sich ein entscheidendévorteil unsereVultilevel-VerfahrensWird namlich G mit Hilfe eines
Kantenlontraktionserfahrenszu einemGraphenGG’ geschrumpftso induziertjeder Separator
S" in G' einenSeparatorS in G, der ausmehreremebeneinanddiegendenKnotenschichten
bestehtEin groRRerTeil derin S enthaltenerKnotenist alsoredundantDemgeniberist der
Anteil redundanteKnotenin einemausRandsgmenternzusammengesetzt&eparatorS sehr
viel geringer

Es verbleibtdie Frage,nachwelchenKriterien die beim Ubeigangvon G, nachG,; zu
eliminierendenVariablenausg&vahlt werdensollen. UnserprimaresZiel ist die Konstruktion
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einesleichtenSeparators$ in G. Dasich S ausRandsgmenterzusammensetzsolltenbei der
Bildung von G, ., die Elementeso verschmolzerwerden,dal3die Randerder neuenElemente
ausmoglichstwenigen,leichten SegmentenbestehenDariiber hinausmuf3 ein unbalanciertes
AnwachserderElementevermiedernwerden.SchwereElementeentsprechegrol3enGebieterin
G. Beruihrt ein Separatoein groResGebietsokannder Fall eintretendaler eineweite Strecle
um diesesGebiet, herumlaufet muf3. Der GraphG sollte daherdurchungeghr gleich grof3e
Gebieteabgedeckiverden die einenkleinenRandbesitzen.

Die Generierungrzon Gebietenmit kleinemRandentsprichtexakt demZiel desMinimum-
Degree-AlgorithmusDie Knotenauf demRandbildennamlicheineCliqueim Eliminationsgra-
phen.Dies motiviert die folgendeKnotenauswhlstratgie: Berechndir jedeVariableV; € V,
ihrenKnotengrad

deg(Vi)) = Y [Vil. (4.14)

V; EMVi

Dabeienttalt My, alle Variablen,die von V; uberein gemeinsameElementD erreichbarsind,
d.h.V; € My, < 3 D € Dy mitV; € adjg, (D) undV; € adjg, (D). SortiereanschlieRendie
VariablenaufsteigenshachinremKnotengradundfille die unablangigeMengel/ beginnendmit
dererstenVariablenin der Sortierungauf. Die Knotenauswhlistratgie hei3tMinimum-Degree-
In-Quotient-Gaph(QMD).

Unserezweite Knotenauswahlstratgie basiertauf der Heavy-Edg-Matding-Heuristikvon
Karypisund Kumar[78] Die Ideeist, beimUbegangvon G, nachg,_, eineunablangigeMen-
ge moglichstschwereVariablenzu eliminieren.Diese Auswahlstratgie hatjedocheinenent-
scheidendemachteil: Eine schwereVariablein G, entsprichteinemgroRenRandsgmentin
G. Typischerweisdrenntein solchesRandsgmentzwei groReGebiete.Durch die bevorzugte
EntnahmeschwererVariablenwird so dasWachstumgroRerGebietebegiinstigt. Um ein sol-
chesunbalancierte&nwachserder Gebietezu vermeidenwird dasGewicht einerVariablenV;
in Relationzu dem Gewicht desneu geformtenElementesDy. gesetztMan erhalt danneine
Knotenauswhlstratgie, beiderzur Sortierungder Variablendie Werte

score(V;) = L Z |D| (4.15)

Deadjg, (Vi)

benutztwerden.Die Auswahlstratgie hei3tMaximal-Relative-De@ase-Of-Hriables-In-Quo-
tient-Graph (QMRDYV). Man beachte dal3durch (4.15) die Generierungvon Elementenmit
kleinemAspekt-Ratidbeginstigtwird. Dazubetrachtemwir zwei VariablenV; undV;. Esseian-
genommendal3V; vier Knotenenthalt undzu zwei Elementeradjazentst, die jeweilsein 4 x 4-
Gitter darstellenDanngilt score(V;) = (16 + 16) /4 = 8. Durchdie Eliminationvon V; entsteht
ein4 x 9-Gitter. Beziglich V; seiangenommengafidie Variableauszwei Knotenbestehtund
zuzwei?2 x 8-Gitternadjazenist. Fur V; ergibt sichdannein Score-Vértvon (16 + 16) /2 = 16.
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Abb. 4.8: VerteilungderKnotengraddir CFD1undBCSSTK25.

Wird V; eliminiert, soentstehtin 2 x 17-Gitter. In beidenFallenentstehemlsoungefihrgleich
grol3eGitter. Die Elimination von V; wird jedochbevorzugt, so daRein Gitter mit kleinerem
Aspekt-Raticentsteht.

Wir wollen die Effektivitatder Auswahlstratgienexemplariscranzwei Matrizendarstellen.
Die ersteMatrix (CFD1)wurdeauseinemProgrammzur Stromungssimulatiomxtrahiert. Der
GraphdieserMatrix ist sehrhomogen Abbildung 4.8(links) zeigt,dal383% der Knoteneinen
Gradvon 26 besitzenDie zweiteMatrix (BCSSTK25)stammtausderbekannterHarwell-Boe-
ing-Collection[34] und stellt dasModell einesHochhauseslar Im Vemleichzu CFD1ist der
Graphvon BCSSTK25sehrviel heterogenerAbbildung4.8(rechts)zeigt,dal’14% derKnoten
einenGradvonzehnund17% einenGradvon 18 besitztenDie verbleibendei®9% derKnoten
besitzereinenGradzwischeneinsund58.

Einflul3 der Knotenausvahlstrategieauf die Bildung der Gebiete Wir untersucherzurachst,
welchenEinfluR die Knotenauswahlstratgie auf die Bildung der Gebieteim Vergroberungs-
prozel3hat. Nebenden obenvorgestelltenAuswahlstratgien QMD und QMRDYV betrachten
wir einedritte Strateyie, bei der die zu eliminierenderiVariablennachdem Zufallsprinzip aus-
gewahlt werden.Wir nennendieseStratgie QRAND. Abbildung 4.9 enthalt sechsGraphilen,
die fur jede Matrix undfur jede Auswahlstratgie zeigen,wie sich die Gro3ederim Laufe des
VergroberungsprozessegebildetenGebietegegeriiberder GroReihrer Randerverhalt. Dazuist
jedesGebietD durcheinenPunktmit der x-Koordinate|D| und der y-Koordinate| adj(D)|
dagestellt.Da wir die ,,Geometrié einesGraphendurchetwa gleich grof3eGebietemit einem
glattenRanduberdecknmochten solltendie PunktemoglichstnahamUrsprungdesKoordina-
tensystem$iegen.

Die GraphilenaufderlinkenSeitezeigendie Uberlegenheitvon QMD undQMRDV im Ver-

gleichzu QRAND. Werdendie Quotientengraphefiir CFD1 mit Hilfe von QRAND gebildet,
so entsteherviele Gebiete die mehrals 1000Knotenenthalten Darliberhinausbesitztenviele
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GebieteD mit |D| < 1000 einengrof3ererRandalsGebietedie mit Hilfe derAuswahlstratgien
QMD undQMRDV gebildetwerden.Man beachtedal3im Falle von QMD und QMRDYV kein
Gebietentstehtdasmehrals 1000Knotenentlalt.

Betrachtetmandie Graphilenfir BCSSTK25,s0 scheintdie Effektivitat der Auswahlstra-
tegienQMD undQMRDV nachzulassepproximiertmanjedochdie Eintrageder Graphilen
durch eine Kurve, so verlauft dieseKurve sehrviel flacher wenndie Quotientengraphemit
Hilfe der Auswahlstratgien QMD oder QMRDYV gebildetwerden.Im Vergleich zu QRAND
produziereralsoQMD und QMRDV wiederGebietemit einemkleinerenRand.Ein Vergleich
zwischenden Graphilen fur QMD und QMRDV zeigt auRerdemgalR durch die Minimum-
Degree-Ausvahlstratgie ein gleichmaligeresAnwachserder Gebieteerreichtwird. Wir haben
dieseTendenZur eineReiheweitererheterogeneGrapherbeobachtet.

Zusammengeiidt |alt sich feststellen,dal’ bei Verwendungder Auswahlstratgien QMD
und QMRDV mehr,wohlgeformté Gebieteentsteherals bei Verwendungeinerauf demZu-
fallsprinzipberuhendeistratgie. Im Falle einesheterogenesraphenjst die Auswahlstratgie
QMD der Auswahlstratgie QMRDYV Uberlggen,dadurchsie ein gleichmalRigeresAnwachsen
derGebieteerreichtwird.

Einflul3 der Knotenausvahlstrategieauf die Konstruktion der Separatoren Wir widmenuns
jetzt der Frage welchenEinfluld die Knotenauswahlstratgie auf die Konstruktionder Separato-
renhat.Dazuhaberwir fur BCSSTK25undCFD1die Quotientengraphe, . . . Gs konstruiert.
Die zwei oberenGraphilen in Abbildung 4.10 zeigendie Anzahl der Elementein G, ...Gs
in Abhangigleit von der verwendeterKnotenauswhlstratgie. Man beachte daR3wir fur die
y-AchseeinelogarithmischeSkalierunggenvahlthabenIim Falle von CFD1halbiertsichdie An-
zahlderElementebeijedemUbegangvon G, nachgy..... Dabeikdnnerwir keinenUnterschied
zwischenden Auswahlstratgien QMD, QMRDV und QRAND feststellen Abbildung 4.9 hat
jedochgezeigt,daRdie Qualitat der Elementesehrviel besselist, wenn zur Schrumpfungdie
AuswahlstratgienQMD oderQMRDYV verwendetverden.

Die Graphikfur BCSSTK25illustriert, daf3bei Schrumpfunginesheterogenerapherdie
Anzahl der Elementenicht immer linear abnimmt.Bedingtdurchden stark variierenderkno-
tengrackommtesschonsehrfriih zur Bildung groRerElementedie zu einerLahmungdesVer-
groberungsprozesséshren.Wie in Abbildung4.9gesehenwird ein unbalanciertednwachsen
der Gebieteam effektivstenvon der Auswahlstratgie QMD verhindert.Daherist esnicht ver-
wunderlich,dal3die Anzahl der Elementein Gg am geringstenist, wennzur Schrumpfungder
Quotientengraphedie Auswahlstratgie QMD benutztwird. Man beachtedalR3nurim Falle von
QMD dasTerminationskriterium{wenigerals 200 Elementam Quotientengraphemachsechs
Vergroberungsschrittearfullt ist.

Die beidenGraphilenin der Mitte von Abbildung 4.10 zeigendie Minimierung einesSe-
paratoram Laufe desVerfeinerungsprozessd3azuhabenwir fur jedenQuotientengraphegs
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Abb. 4.9: Einflu der Auswahlstratgien QRAND, QMD und QMRDYV aufdie Bildung derGebiete.
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Abb. 4.10: EinflulR der Auswahlstratgien QRAND, QMD und QMRDYV aufdie Konstruktionder Sepa-
ratoren.
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mit Hilfe derim nachstenAbschnitt vorgestelltenVerbesserungsheuristé&inen SeparatoiSy

konstruiertund diesenSeparator wieder mit Hilfe der Verbesserungsheuristikin i Schrit-
tenverfeinert,s = 0,...,6, biswir einenSeparatoiS,_; fur G¢_; erhaltenhaben.Die beiden
GraphilenzeigendasGewicht desdurchSg_; induziertenSeparator$ als eineFunktionvon .

Alle Angabenstellendie Durchschnittswerteon elf AusfuhrungenunseresgMultilevel-Verfah-
rensdar. Vor jederAusfuhrungwurdendie Adjazenzlisterder GraphenCFD1und BCSSTK25
zufallig permutiert.Im Falle von QRAND hatderfur Gg konstruierteKnotenseparatogin sehr
hohesGewicht. Diesliegt daran,da’die mit Hilfe von QRAND produzierterGebietszerlgun-
genunsereAnforderung, UberdeckunglesGraphens durchungefhrgleichgroBeGebietemit

glattemRand amwenigstererfillen. Die beidenGraphikenzeigenjedochauch,dalRdie negati-
venAuswirkungenreinerschlechterGebietszerlgungbis zu einemgewissenGraddurchdie im

VerfeinerungsprozeferwendetdHeuristikkompensiertverdenkdonnen.

In unseremExperimenthabenwir bislangauf den Einsatzder Vertex-Cover-Technik zur
GlattungeinesSeparatorserzichtet Esstelltsichdie Frage wie wichtig derEinsatzdieserTech-
nik zur KonstruktioneinesgutenKnotenseparatonst. Vielleicht ist dieseTechnikso machtig,
daRauf dengesamterVerfeinerungsprozefderzichtetwerdenkann. Dieser Gedanle ist nicht
abwayig, dain demzweistufigenAnsatzvon Ashcraftund Liu [12] die Quotientengraphe@s
und Ge_; identischsind. Die letztenbeidenGrafiken in Abbildung 4.10 gebeneine Antwort
auf dieseFrage.Die Graphilen zeigendas Gewicht desdurch Sg_; induziertenSeparatorsS
nachAnwendungderVertex-Cover-Technik.Die Grafik fur CFD1verdeutlichtdalitrotz derho-
henEffektivitat derVertex-Cover-Technikauf denVerfeinerungsprozefiicht verzichtetwerden
kann.InsbesondereiennGg eineschlechtesebietszerlgungdarstellt,wie diesbei Verwendung
derAuswahlistratgie QRAND derFall ist, wird derVerfeinerungsprozefur Konstruktioneines
gutenKnotenseparatorserdtigt. Dies erklart, warumAshcraftundLiu einensehrviel komple-
xerenGlattungsalgorithmubenutzen.

Die Graphikfur BCSSTK25scheintaufdenerstenBlick anzudeutenjal3eineguteGebiets-
zerlggungbereitsausreichtum nur mit Hilfe der Vertex-Cover-Technik einenkleinenKnoten-
separatobestimmerzu konnen.In der Tat sindim Falle von QMD und QMRDV die Verfeine-
rungsschrittevier, funf und sechsliberflissig.Man mul3jedochbedenlen, dalRBCSSTK25das
Modell einesHochhauseslarstellt. Daherentralt BCSSTK25ein weites Spektrumvon vielen
kleinen Separatorendlie sich lediglich hinsichtlich der Balanceihrer Partitionierungenunter
scheidenDie Effektivitat der Vertex-Cover-Technikist somit auf die spezielleGeometrievon
BCSSTK25zuriickzufihren.

4.2.2 Optimierung der Knotenseparatoren

Die Effizienz unsereMultilevel-Methodehangtganzentscheidendon der Laufzeitdesin der
VerfeinerungsphadeenutzterOptimierungserfahrensah Wie Ashcraftund Liu [12] benutzen
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IMPROVECOLORING(G = (D UV, £), color)

01: repeat

02: color™® := color;

03: unmarkall D € D;

04: while thereareunmarledelementglo
05: selectanunmarled elementD;

06: if color(D) = BLACK then

07: color(D) := WHITE;

08: for eachvariableV; € adjg (D) do
09: UPDATEg,w (Vi, D);

10: else

11: color(D) := BLACK;

12: for eachvariableV; € adjg (D) do
13: UpPDATEW -, 5(V;, D);

14: endelse

15: mark D;

16: let (S*, B*, W*) denotethe partitioninducedby color*;
17: let (S, B, W) denotethe partitioninducedby color;
18: if F(S,B,W) < F(S5*, B*,W*) then
19: color® := color;

20: endwhile

21: color := color”;

22: until color hasnotbeenimproved;

Abb. 4.11: Funktion| M PROVECOLORING.

auchwir zur OptimierungeinergegebenerrarbungeineVariantedesFiduccia-Matthges-Algo-
rithmus.Im Gegensatzu ihrem Algorithmusberbdtigt unserevariantejedochnur eineLaufzeit,
dieasymptotisclierdesVertex-Fiduccia-Matthgses-Algorithmugntsprichtlm folgendernwer-
denwir zurachstalle Funktionenunsere®ptimierungsalgorithmugorstellenundanschliel3end
seineLaufzeitanalysieren.

4.2.2.1 Bescheibung der iterativen Verbesserungsheuristik

Abbildung4.11zeigtdie Strukturunsere®ptimierungsalgorithmugingabeparameteindein
Quotientengraplyy und eine initiale Farkung color. Der Algorithmus bestehtaus zwei inein-
andergeschachtelteBSchleifen.In derinnerenwhile-Schleifewerdendie Farbenausg&vahlter
Elementeggeandertunddie neuentstandeneRartitionierungerbewertet.Vor Eintritt derSchleife
wird die aktuelle,d. h. die bestebislanggefundend-arbungin color* gespeichertDa der Algo-
rithmus die Verschlechterunginer Partitionierungzulal3t, muf3 sichegestelltwerden,dalR die
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while-Schleifeterminiert.DaherdarfjedesElementnur einmalseineFarbewechselnNachdem
FarbwechseWird dasElementmarkiertund kanndannnicht mehrin Zeile 05 gewahlt werden.
Diese Einschankungmotiviert die aul3ereSchleife,die den OptimierungsprozeBo oft startet
bis eineVerbesserunderaktuellenFarkung nicht mehrmoglichist.

Die AuswahleinesElementesn Zeile 05geschiehtvie folgt: Ausallenunmarkierterschwar-
zenund ausallenunmarkierterweiRenElementerwird jeweils dasjenigeElementausgavahlt,
durch desserFarbwechseblas Gewicht des Separatoram meistenreduziertbzw. am gering-
stenerhdht wird. SeienD, und D,, die entsprechendeklemente.In Abhanigigkeit von der
Bewertungsfunktionf’ setztmandannD := D, oderD := D,,. Gibt esvon einerFarbekeine
unmarkierterElementeanehr soeribrigt sichdie Benutzungvon F.

Nachdemein ElementD bestimmtund desserfFarbegeandertwurde,wird die Farbungsre-
gel4.13aufjedeVariableV; € adj; (D) angavandt.DiesgeschiehtlurchAufruf derFunktionen
UPDATEp i und UPDATEy, _, 5. Falls die neueFarbung eine Partitionierung(S, B, W) indu-
ziert, die besseilist als die durch color” induziertePartitionierung(S*, B*, W*), sowird color
nachcolor® kopiert.Zur BewertungeinerPartitionierungbenuzterwir die Funktion

F(S,B,W) =S|+ p-max(0, 7 - max(|B|, |W|) — min(|B|, |W]))
max(|B|, |W|) — min(|B|, |W) (4.16)
max(|Bl, [W]) '

In FistdasGewicht desSeparators die bestimmend&rol3e Erstwenndie Differenzzwischen
demGewicht von B unddemGewicht von W einengewissenToleranzweriibersteigtwird ein
zusatzlicherStraftermaufaddiert.Die Toleranzwird mit Hilfe desParameters, 0 < 7 < 1,
eingestellunddie HohedesStraftermanit Hilfe desParameterg > 0. Derdritte Termfungiert
alsTie-BrealerbeiderWahlzwischemmehrerergleichschwererSeparatorenyenndie Balance
innerhalbdestoleriertenBereichdiegt.

Ein sehrwichtigesDetail bei derimplementierungler Funktion] MPROVECOL ORING ist die
effiziente Berechnungder Gewichte | S|, |B| und |W| nacheinemFarbwechselDie Gewichte
werdenzur Bewertungder neuenPartitionierungberdtigt. Um eine effiziente Berechnungzu
ermbglichen,speicherrwir in Ag(D), Ag(D) undAy (D), umwelchenWertsichdie Gewich-
te der Mengenandernwenn D seineFarbewechselt.Die Werte Ag(D), Ag(D) und Ay (D)
konnenpositiv odernegativ sein.Sind sie bekanntso erhélt mandie Bewertungder neuenPar-
titionierungdurchEinsetzervon |S| + Ag(D), |B| + Ag(D) und|W| + Aw (D) in F.

Nachdendie FarbeeinesElementesdD geandertwurde,misserdie A-Wertealler Elemente
D', die mit D Ubereine Variableverbundensind, Uberpiift und gegebenerdlls neuberechnet
werden.Auch diesgeschiehtnnerhalbder FunktionenUPDATE z_,1»» und UPDATEyw,_, . In bei-
denFunktionenverdenvier FalleunterschiederDie ersterbeidenFalle beziehersichaufdie Si-
tuationvor, die letztenbeidenauf die SituationnachdemFarbwechsellm folgendenbetrachten
wir nur die in Abbildung4.12dagestellteFunktionUPDATE z_,y-. Die FunktionUPDATEy _, 5
kannanalogformuliertwerden.
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UPDATEB ,w (V;, D)
01:
02:
03:
04
05:
06:
07:
08:
09:
10:
11:
12:
13:
14.
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21.
22.
23:
24
25:
26:
27:
28:
29:
30:

[* Casel: Befoe flipping D to WHITE there wasonly oneother WHITE element.
Seach it andupdateits Ag and Ag values*/

if thereis only oneD’ € adjg(V;), D' # D, with color(D') = WHITE then
AS(DI) : AS(DI) + |V|,
Ap(D') == Ap(D') — |Vil;

endif

[* Case2: Befoe flipping D to WHITE all elementsvere colored BLACK.
MoveV; into the sepantor andupdateA g and Ag of all BLACK elements?*/

if color(D') = BLACK for all D' € adjg(V;), D' # D then
color(V;) := GRAY;

for eachD’ € adjg(Vi), D' # D do
As(D') = As(D') — |Vil;
Ap(D') == Ap(D') + |Vil;
endfor
endif

[* Case3: Afterflipping D to WHITE there is only oneremainingBLACK element.

Seach it andupdateits Ay andAg values.*/
if thereis only oneD’ € adj;(V;), D' # D, with color(D') = BLACK then
Ag(D') = Ag(D') ~ |Vil;
Aw/(D') := Aw(D') + Vil
endif
[* Cased: Afterflipping D to WHITE all elementsre colored WHITE.
RemeeV; fromthe sepaator andupdateA, and Ag of all WHITE elements?/
if color(D') = WHITE for all D' € adjg(V;), D' # D then
color(V;) := WHITE;
for eachD’ € adjg(V;), D' # D do
As(D') == Ag(D') +|Vil;
Aw(D') :== Aw(D') — |Vil;
endfor
endif

Abb. 4.12: FunktionUPDATEg_, .
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SeiV; die Variable fur die die FunktionUPDATE _, - aufgeruferwird. Wir nehmerzunachst
an,daflRD nochimmerschwarzgefarbtist. In denZeilen01-06betrachtenvir denFall, daResin
derNachbarschafvon V; nur ein ElementD’ gibt mit color(D') = WHITE. Ware D’ schwarz
gefarbtworden,sowareV; nichtlangerTeil desSeparatordDadurchhattesichdasGewicht des
Separatorsim denWert |V;| reduziertin Ag(D') istdeshallderWert —|V;| undin Agz(D') der
Wert +|V;| enthaltenNachdemFarbwechselon D gibt esnun aberzwei wei3eElementein
derNachbarschafton V;. Erhalt jetzt D' die Farbeschwarz,soverbleibtV; im SeparatarDaher
mussemAg(D') undAg(D') korrigiertwerden.

Betrachterwir nun denFall, daBeskein weil3 gefarbtesElementD’ in der Nachbarschaft
vonV; gibt (Zeilen07-15).Dannist D dasersteElementin adj;(V;) mit color(D) = WHITE.
Dadurchwird V; zu einemTeil desSeparatorsind ein FarbwechsetlerandererschwarzenEle-
mentein adjg(V;) verbilligt sichumdenWert |V;|.

SeinunangenommedalD seineFarbegeanderthatundweil3gefarbtist. In denZeilen16—
21 betrachterwir den Fall, da3es nur noch ein schwarzesElementD’ in der Nachbarschaft
von V; gibt. NacheinemFarbwechseVon D’ wiirdeauchV; weil3 gefarbt. Damit wareV; nicht
langerTeil desSeparatorsDeshalbwird Ag(D’) um denWert |V;| reduziertund Ay, (D') um
dengleichenWert erhbht.

Betrachterwir abschlieRendienFall, da3alle Elementein der Nachbarschafton V; weif3
gefarbtsind (Zeilen22—-30).Dannist V; nichtlangerTeil desSeparatorsy; wird jedochwieder
BestandteildesSeparatorsywennein ElementD’ € adj;(V;) schwarz gefarbtwird. Der Farb-
wechsekinessolchenElementsrerteuersichdaherum denWert |V;|.

Man Uberlegt sichleicht, daBweitereFallunterscheidungemcht notwendigsind.Wie bereits
obenerwahntkanndie Funktion UPDATE, _, 5 analogformuliert werden.Wir sind jetztin der
Lage,die LaufzeitunsereNerbesserungsheuristiki analysieren.

4.2.2.2 Aufwandsanalyse

Die Effizienz unsereOptimierungsalgorithmus/ird ganzentscheidendon der Ausfiihrungs-
zeitderFunktionIMPROVECOLORING bestimmtNatirlich kobnnenwir nichta-prioriberechnen
wie oft die auRereSchleife durchlaufenwird. Wir konnenjedochanalysierenwie teuereine

Ausfuhrungderinnerenwhile-Schleifeist.

Kritischin IMPROVECOLORING sinddie Bestimmungron D (Zeile 05)unddiefor-Schleifen
in denZeilen08-09sowie 12—13.In denSchleifenwerdendie FunktionenUPDATE 5,y (V;, D)
undUPDATEw _, (V;, D) aufgerufenTrifft mindestenginerdervier Falle zu, sokostetein Auf-
ruf O(degg(V;)) ZeiteinheitenWir sprecherdannvon einemaktivenAufruf. Man beachtedaf
alle vier if-Abfragen in konstanterZeit ausg&vertetwerdenkonnen.Dies geschiehimit Hilfe
zweierZahler#(V;) und#y (V;), diefur eineVariableV; angebenwieviele schwarzundwie-
viele weil3 gefarbte Elementein der Nachbarschafton V; vorhandersind. Jedernicht aktive
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Aufruf kannalsoin konstanteiZeit abgearbeitetverden.DasfolgendeLemmazeigt, dafdvon
deninsgesamtleg,;(V;) Aufrufen (jedesbenachbart&lementwechseligenaueinmalseineFar-
be) nur maximalvier aktiv seinkdnnen.Daherverursachemlle Aufrufe von UPDATE z_,;» und
UPDATE _, 5 zusammerinenAufwandvon O(|£]).

Lemma4.1l SeiV; eine Variable desQuotientengapheng. Dann gibt esin IMPROVECOL O-
RING maximalvier aktive Aufrufevon UPDATE g, (V;, D) undUPDATEy, , 5(V;, D).

Beweis: Die Aussageist klar fur alle Variablenvom Grad < 4. Seialsod := degg(V;) mit
d > 4. Weiter seia die initiale Anzahlvon weil3 gefarbtenElementerin adj;(V;). Esgilt 0 <
a < d.DurcheinenAufruf vonUPDATE g, (V;, D) wird #y(V;) umeinserhbht. DieserAufruf
ist aktiv, falls vor dem Aufruf #y, (Vi) € {0, 1} gilt, oderfalls nachdem Aufruf #u (V;) €
{n, — 1,n,} gilt. Umgelehrtwird durcheinenAufruf UPDATEy _,g(V;, D) der Wert #y (V;)
umeinsreduziert DieserAufruf ist aktiv, falls vor demAufruf #w (Vi) € {d —1, d} gilt (Falle1
und 2 in Abbildung 4.12),oderfalls nachdem Aufruf #y,(V;) € {0,1} gilt (Falle 3und4 in
Abbildung 4.12). Im folgendennennenwir einenAufruf UPDATE ., (V;, D) Aufwarts- und
einenAufruf UPDATEy _,5(V;, D) Abwartssdritt. Da jedesElementin adj;(V;) genaueinmal
seineFarbewechselt,gibt esd — a Aufwarts-und a Abwartsschritteln Abhangigleit von a
konnenfunf Falle unterschiedewerden:

Fall1l: a =0
Danngibt esd Aufwartsschritteyon denengenauwier aktiv sind.
Fall2: a =1

Danngibtesd — 1 Aufwartsschritteyon denemmaximaldreiaktiv sind.Zusatzlichgibt es
einenAbwartsschritt Auch dieserkannaktiv sein.

Fall 3: a = d (analogzu Fall 1)
Fall 4: « = d — 1 (analogzu Fall 2)
Fall5: 2<a<d—-2
Wir zeigenim folgendendalResmaximalzwei aktive Aufwartsschrittageberkann.Dabei

bezeichnemvir einenAufwartsschritdurchein Tupel(i, i+ 1), wobeii demWert #y, (V)
vor demAufwartsschritientsprichtWir unterscheidedrei Falle:

Fall 5.1: Der ersteaktive Aufwartsschritist (0, 1).
Dannsindalle a Abwartsschrittebereitsausgefihrt wordenundvon denverbleiben-
denAufwartsschritter{falls vorhandenkannnur noch(1, 2) aktiv sein.

Fall 5.2: Der ersteaktive Aufwartsschritist (1, 2).
Dannist von deninitial a Abwartsschrittemoch einer tibrig. Darliber hinausgibt
esnoch< d — 3 weitere Aufwartsschritte Daherkannes noch einmal einenakti-
ven Aufwartsschritt(1, 2), odereinenaktiven Aufwartsschritt(d — 2, d — 1) geben.
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Beideszusammerist jedochnicht moglich, dahierfur die Anzahlder zur Verfugung
stehendeufwartsschrittenicht ausreicht.

Fall 5.3: Der ersteaktive Aufwartsschritist (d — 2,d — 1).
Danngibt esnur nocheinenAufwartsschritt.

Analogzeigtman,dal3esfir 2 < a < d — 2 maximalzwei aktive Abwartsschrittegeben
kann.Insgesamfolgt damitdie Behauptung. ]

Es verbleibtzu untersuchenwelcherzusatzliche Zeitaufwand durch die Auswahl der Ele-
mentein Zeile 05 verursachtwird. Alle unmarkiertenschwarzenElementesind sortiert nach
ihren As-Wertenin einemHeapabgespeicher&in zweiterHeapenthalt die unmarkierterwei-
RenElemente Zur Auswahl einesElementesverdendaherO(log |D|) Zeiteinheitenberitigt.
Das Heap-ManagementerursachieinenzusatzlichenAufwand bei jedemaktiven Aufruf von
UPDATEg_,w (V;, D) und UPDATEy _,5(V;, D). Andertsichnamlichfir ein zu V; benachbartes
ElementD’ derWert Ag(D'), somu3 D' neuin denentsprechendeldeapeingeordnetverden.
Jederaktive Aufruf kanndaherO (degg(V;) log |D|) Zeiteinheiterkosten.Da esjedochnur vier
aktive Aufrufe fur V; gibt, errélt man:

Satz4.1 Seig = (X, &) ein Quotientengaph.Ein Durchlauf derinnerenwhile-Sdleifein Im-
PROVECOLORING kostetO(|€]log | X|) Zeiteinheiten.

Damit besitztunserOptimierungsalgorithmuslie gleiche Effizienz wie der von Ashcraftund
Liu [10] vorgeschlagen¥ertex-Fiduccia-Matthgses-Algorithmus.

4.2.3 DreistufigesMultisection

DasdreistufigeMultisection-\erfahrerbasiertaufeinerVerallgemeinerungesin Abbildung4.5
prasentiertelgorithmus.Die Ideeist, einigeSeparatoreaus® entsprechenihrer Rekursions-
tiefe und einige mit Hilfe einesBottom-up-\érfahrenswie z.B. Minimum-Degreezu numerie-
ren. Das dreistufigeMultisection-\erfahrenstellt eine Kombinationaus unvollstandigemNe-
sted-DissectiodMS(MD, ND), und Local-Nested-DissectiohS(ND, Profil) dar. Ersetztman
in demLocal-Nested-Dissection-AlgorithmugasProfil- durchein Minimum-Degree-Ordering,
soerhalt mandurchdie KombinationbeiderAlgorithmenein dreistufigeMultisection-\erfahren
vom Typ MS(MD, ND, MD). Esverbleibtdie Frage,welche Separatoremus® mit Hilfe von
Nested-Dissectionndwelchemit Hilfe von Minimum-Degreenumeriertwerdensollen.

4.2.3.1 DasgenerischedreistufigeMultisection-Verfahren

Ein Bottom-up-Algorithmuskann aufgrundseinerlokalen Struktur nicht voraussehenyie die
Elimination einesKnotensdenweiterenEliminationsprozefs- und damit die Bildung zukiinf-
tiger Gebiete— beeinflul3t.Um dieseSchwachezu Uberwindenzerteilt man den Graphenmit
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Hilfe von Knotenseparatoreim mehrerezusammenéingendeleilgraphenDie Teilgraphenbil-
dendanndie GebieteeinesurvollstandigenBottom-up-OrderingsNormalerweiseverdendie
Separatorem einemrekursvenProzessekonstruiertZiel ist dabeidie Konstruktionmoglichst
kleiner SeparatorenrMan hofft, dal3derrekursve Prozeldie Separatoreiso anordnetdalRGe-
biete mit einemkleinen RandentstehenGenauhier zeigt sich die SchwacheeinesTop-dowvn-
Verfahrenswie Nested-DissectiorBei der BestimmungeinesKnotenseparatoriir einenGra-
phenG’ bleibt derausbereitskonstruierterSeparatorebestehend®andvon G’ unbeficksich-
tigt. Folglich wird der RandeinesGebietesauchbei der Numerierungder Knotenauf3erAcht
gelassenlim Gegensatalazu fliel3t derRandeinesGebietesauf natirliche Art undWeisein die
BerechnunginesBottom-up-Orderingsgin.

Es gibt eine wichtige Klassevon Graphen,fur die dasNested-Dissection-&fahreneine
asymptotisctoptimaleEliminationssequenerzeugtnamlich die Klassedern x n-Gitter. Hier
werdendie Knotenseparatoreso angeordnetdalRimmer wieder quadratischesebieteentste-
hen.Dies motiviert folgendeStrataie zur VerbesserunginesMultisection-OrderingsFalls die
KnotenseparatoredesMultisektors® derartangeordnesind, dalRdurcheine Elimination ent-
sprechendler Rekursionstiefeviele quadratisch&ebieteentstehenso behaltedie Nested-Dis-
section-Numerierungei. Werdenjedochviele Gebietemit einemgrol3enAspekt-Ratioerzeugt,
soverwerfedie Nested-Dissection-Numerierunmd eliminieredie Separatoremit Hilfe eines
Bottom-up-\érfahrenswie z.B. Minimum-Degree.

Theoretisclwird dieseVorgehensweisanterstitztdurchdie Arbeitenvon Bhatetal. [19]. In
ihremLocal-Nested-Dissection-AlgorithmugemerfolgreichsterOrdering-\érfahrenfir A x n-
Gitter, werdendie quadratische®Gebietemit Hilfe einesNested-Dissectiondnd die Knotense-
paratoremmit Hilfe einesProfil-VerfahrenswumeriertBenutztmanin demLocal-Nested-Dissec-
tion-AlgorithmusanstelleeinesProfil- ein Minimum-Degree-\érfahren soandertsichderGrad
derAuffullung kaum.

Um die Vorgehensweiseealisiererzu konnen muf3der Aspekt-Ratioder entstehendeGe-
biete bekanntsein. Aspekt-Ratioist jedochnur dannwohldefiniert,wennfir die Knoten des
GraphereineEinbettungn die Ebeneexistiert. Eine einfacheL dsungdiesesProblemssiehtwie
folgt aus:Da die KnotenseparatoredesMultisektors® in einemrekursven Bisektionsprozel3
berechnetverden,kannmansie als Binarbaumdarstellen.Sei T' dieserBinarbaum.Berechne
nun fir jedenTeilbaumTs von T ein Minimum-Degree-Orderingund vergleichees mit dem
gegebenerNested-Dissection-Orderingestimmeanschlie3endie maximalenTeilbaume fur
die Nested-Dissectiobesseist als Minimum-Degree,und eliminieredie Separatorem diesen
Teilbaumenentsprechendhrer RekursionstiefeBezeichned’ ¢ ® denverbleibenderMulti-
sektor Bilde denSchur-komplemeniGraphenG s/, und eliminieredie Knotenin G mit Hilfe
einesMinimum-Degree-\érfahrens.

Besitztder Separatorbaurt = O(logn) Ebenenso berbtigt manfur die Berechnungles
dreistufigerMultisection-OrderingginenAufwand,dernachobenbegrenztist durchdenk + 1-
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Abb. 4.13: Spektrunvon Multisection-Orderings.

fachenAufwandzur BerechnungeinesMinimum-Degree-OrderingsDies siehtmanwie folgt:
Fur jedenTeilbaumTs vonT muf3ein Minimum-Degree-Orderinderechnetverden.Gehtman
in T eine Ebenetiefer, so verdoppeltsich zwar die Anzahl der Teilbaume,ihre Grol3ehalbiert
sichjedochauch.Fur die Berechnungaller Minimum-Degree-Ordering®erdtigt mandeshalb
einenAufwand,dernachobenbegrenztist durchdenAufwandzur Berechnungron &£ Minimum-
Degree-OrderingBericksichtigtmanjetztnochdenAufwandzur BerechnunginesMinimum-
Degree-Ordering$iir die Knotenin €4, ... ,Q, und®’, soerhalt mandasgewinschteResultat.

4.2.3.2 DasdreistufigeMultisection-Verfahren von Ashcraft, Liu und Eisenstat

EineeffizientereMethodezur BerechnungeinesdreistufigerMultisection-\erfahrensvurdevon
Ashcraft,Liu und Eisenstatorgestellt[4, 15]. Seik die tiefsteEbenedesSeparatorbaumasd
j € {0,...,k}. Ihr dreistufigesMultisection-\erfahrenevaluiert alle Orderings,die nachder
folgendenVorschriftgenerierwerdenkonnen:

(1) Eliminieredie Knotenseparatorein denunterenEbenerk, ... , 5 — 1 entsprechendhrer
Rekursionstiefe.

(2) Eliminiere die Knotenseparatorem denoberenEbeneny, ... ,0 mit Hilfe einesMini-
mum-Degree-Algorithmus.

Von diesenk + 1 Orderingswird anschlie3endlasBesteausg&ahlt. Abbildung 4.13 zeigt,
dalR durch die Vorschrift ein weites Spektrumvon Orderingsgeneriertwird. JedesOrdering
wird durchein Dreieckundein daruntediegendeskechtecksymbolisiert DasDreieckrepiasen-
tiert den Separatorbaurand entrélt alle Knotenaus®. DasRechteckstehtfur die Knotenaus
Qy,...,Q,. Auf derlinken SeitedesSpektrumsverdensowvohl die Knotenaus(),, ... , (2, als
auchdie Separatoreaus® mit Hilfe einesMinimum-Degree-\érfahrensaumeriert.Man erhalt
so ein Multisection-Orderingrom Typ MS(MD, MD). Auf der gegeriiberliggendenSeitedes
Spektrumsverdendie Separatoreaus® entsprechenihrer Rekursionstiefeliminiert,undman
erhalt ein unvollstandigedNested-Dissection-Ordering, h. ein Multisection-Orderingrom Typ

MS(MD, ND).

Die nachder Vorschriftvon Ashcraftet al. generierterOrderingsiiberlappersich stark. Fur
j € {0,...,k} bezeichned; C & denMultisektor, der die Separatoremier Ebenero, ... ,j
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TRISTAGEMULTISECTION (ordg, ord; , ords)

01: Determineadomaindecompositior{®, 1, ... , {2,) of G by arecursve bisection
processlsenodeselectiorstratgy ordg to constructhevertex separators.

02: for eachset(2; do

03: Eliminateall verticesin ; usingnodeselectionstratgy ord;.

04: Storeoperationcountin ops, andconstructliminationgraphGe, .

03: ops; := 0; ops™* := oc;

04: for j := k downto 0 do

05: if j < kthen

06: Eliminatefrom G'¢, ,, all separatorsn level j + 1 to obtaintheactual
eliminationgraphGs, . Add operationcountto ops; .
07: endif

08: Ordertheverticesin Gg, usingnodeselectionstrat@y ords.
Storeoperationcountin ops,.

09: if opsy + ops; + opsy < ops* then

10: if=7

11: ops® := opsy + 0Ops; + 0Opsy;

12: endif

13: endfor

14: Splicetogetherthebottom-uporderingson 2y, ... ,Q,, thenestedlissectiorordering
on ®; — ®;«, andthebottom-uporderingon & ;.

Abb. 4.14: FunktionTRISTAGEM ULTISECTION.

enthalt. (d.h. &, = ®). Berechnetmandie Orderingswie in Abbildung 4.13 angedeutevon

j = k bis j = 0, sokannbeim Ubeigangvon j nachj — 1 die Nested-Dissection-Numerierung
der Separatorer® — ®; zu einer Nested-Dissection-Numerierurtger Separatore® — &;_,
erweitertwerden.Man muf3dannnur nochein Minimum-Degree-Orderingir die Knotenaus
®; berechnen.

Abbildung 4.14 zeigt die Berechnungund Evaluierungder £ + 1 Orderingsin demverall-
gemeinerteMultisection-\erfahren.NachKonstruktiondesMultisektors®,, werdenzurachst
die Knotenin denMengen(2,, ... , Q, eliminiert. Die Variableops, speichertlie Anzahlderzur
Faktorisierungder entsprechende8paltenberdtigten Multiplikations- und Additionsoperatio-
nen.Dieselaltsich sehreinfachbestimmenWird namlichein Knotenwv im Schrittk eliminiert
(alsom(v) = k), sogilt n(L.x) = degg, ,(v). Mit n(L,x) ist nach(2.6) und (2.7) auchdie
Anzahlderzur Faktorisierungvon & berbtigtenOperationerbekanntAls ErgebnisdesElimina-
tionsprozessesrhalt mandenSchur-komplementGraphenG's, . Die Berechnunglerverschie-
denenOrderingsfir G5, geschiehtn dernunfolgendenfor-Schleife(Zeilen04-13).
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In jederlterationj < k derfor-Schleifewird als erstesder aktuelleEliminationsgraphG's,
konstruiert(im Falle j = k£ entsprichiGs, demSchur-komplemenGraphern's, ). Dazuwerden
ausdemEliminationsgrapheii-y,, derlteration;j + 1 die Knotenseparatoreder Ebene;j + 1
eliminiert. Die Variableops, speicheridie Summeder Multiplikations- und Additionsoperatio-
nen,die durchdie Faktorisierungderin diesenNested-Dissection-SchrittesliminiertenKnoten
entstehenAnschlieendvird fur die KnotendesGraphenG s, ein Bottom-up-Orderingerech-
net.Da Gy, in dernachsterterationzur Konstruktionvon G, _, berotigt wird, darfder Graph
beiderBerechnunglesBottom-up-Orderingsicht zersbrt werden Die Numerierungder Kno-
tenin G, komplettiertein neuesdreistufigesMultisection-Ordering Falls es dasBestebisher
gefundenérderingist, wird j in j* gespeichert.

Nach Durchlaufder for-Schleifestehtin j* die Ebene,ab der die Separatoremicht mehr
entsprechencdhrer Rekursionstiefesondernmit Hilfe einesBottom-up-\érfahrenseliminiert
werdensollten. Das bestedreistufigeMultisection-Orderingertalt mandaherwie in Zeile 14
beschrieben.

Der Aufwandzur BestimmungdesbesterdreistufigerMultisection-Orderingsst nachoben
begrenztdurch den Aufwand zur Berechnungvon drei Bottom-up-OrderingsDies sieht man
wie folgt: In jederlterationhalbiertsich die Anzahlder Knotenim aktuellenEliminationsgra-
phen.Zeile 08 verursachtlahereinenBerechnungsaufandvon hochstengwei Bottom-up-Or
deringsZusammemit demAufwandzur BerechnunglerBottom-up-Orderings$ur die Knoten
in Qy,...,Q, (Zeilen 02-03)und dem Aufwand zur Konstruktionder aktuellenEliminations-
graphen(Zeile 06) erhélt mandasgewiinschteResultat.

4.3 Die Ordering-Bibliothek PoORD

DieserAbschnittist in zwei Teilabschnittegegliedert.Zunachststellenwir in 4.3.1diein derOr-

dering-BibliothekPoRD (PaderbornORDering Tools) enthalteneriProgrammepord und mul-

tipord vor. Alle Funktionendie in diesenProgrammeraufgeruferwerden sind Teil derBiblio-

thek und konnendamit auchvon jedemandererProgrammbenutztwerden.Eine vollstandige
Beschreilnngder Funktionenundihrer Parametefindetmanin [131]. Den Schwerpunktieses
Abschnittsbilden die experimentellenErgebnissenn 4.3.2. Durch sie wird eindruckswll die

Leistungséhigkeit derin PORD enthaltenerOrdering-Algorithmerdemonstriert.

4.3.1 Die Programmepord und multipord

Im wesentlicherrealisierendie Programmepord und multipord die in den Abbildungen4.5
und 4.14 dagestelltenFunktionenM ULTISECTION und TRISTAGEMULTISECTION. Die Para-
meterord; undord, konnendabeidie Werte AMD, AMF, AMMF, AMIND undMF annehmen.
Dabeiist zu beachtengal3derin die Berechnungonscoreyr, scoreanvr Undscore sy €in-
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gehendexterneKnotengradi! nur approximatv berechnewird. DieshatjedochkeinenEinflul3
auf die Effektivitat der Auswahlistratgien (vgl. auch Rothbeg und Eisenstaf125]). Im Pro-
grammpord ist fur ord, zusatzlichder Wert ND erlaubt.In diesemFall werdendie Separato-
ren entsprechenthrer Rekursionstiefeeliminiert. Der Parametefrds kanndie Werte QMD,
QMRDV undQRAND annehmenDaruberhinausfiihrendie Programmepord und multipord
ein Preprocessingnd ein Postprocessindurch.InnerhalbdesPreprocessingaird untersucht,
ob der GraphG nicht unterscheidbar&noten enthalt. Dies erscheintzurachstrecht unwahr
scheinlichzu sein.In dernumerischerPraxistaucherjedochimmerwiederMatrizenauf,in de-
nenaufeinanderfolgend8paltendie gleicheNichtnullstrukturbesitzen Dies gilt insbesondere
fur Matrizen,die bei einerDiskretisierungnmittelsfiniter Differenzenentstehenwennanjedem
Punkt des DiskretisierungsgittersnehrerephysikalischeGroRenwie z.B. Druck, Temperatur
oder Geschwindigkit zu berechnersind. Durch Zusammerdssender nicht unterscheidbaren
KnotenkannderGraphin derRegel erheblichverkleinertwerden.

SeiG = (V,E) mitV = {vy,...,v,}. Zur ldentifizierungder nicht unterscheidbarekno-
tenwird zurachstfur allev; € V derWert

hash(v;) =i + Z J

vj€adjg(vi)

berechnetEin beziglich v; nichtunterscheidbardfnotenv; erfullt danndie Bedingungen
vj € adjg(v;) und degg(v;) = degg(v;) und hash(v;) = hash(v;).

Um alle nicht von v; unterscheidbareKnotenzu finden,muf manalsonur die Adjazenzliste
von v; durchlauferundfur jedenKnotenv,; mit deg;(v;) = deg(v;) undhash(v;) = hash(v;)

testen,ob adjq(vi) U {vi} = adjg(v;) U {v,} gilt (vgl. auchAshcraft[3], Damhaug[27] so-
wie Hendricksonund Rothbeg [72]). Alle Knotenw;, die denTestbestehenwerdenmit v; zu
einem SuperknoterverschmolzenGanz ahnlich werdendie Superknoterin den Bottom-Up-
Algorithmenunddie Supenariablenin demneuenMultilevel-Verfahrenbestimmit.

Mit Hilfe derSuperknotetkkanneinkomprimierterGraphG, konstruiertwerden Dabeiwird
jeder Superknoten’ durcheinenlogischenKnotenmit Gewicht || ersetzt.Der komprimierte
GraphdG, dientdannals Eingabefir die FunktionenMULTISECTION und TRISTAGEMULTI-
SECTION. Dies ist problemlosmdglich, da sowohl die Bottom-Up-Algorithmenals auchdie
Funktion SEPARATOR knotenge&vichtete Graphenals EingabeakzeptierenMan erhalt so ein
Orderingr, fur die KnotendeskomprimiertenGraphen..

In demPostprocessin&chrittwird dasOrderingr, auf die Knotenmengd’ desurspiing-
lichenGraphen’ erweitert.Seiendazuu,. undv, zwei KnotendeskomprimiertenGraphermit
7e(ue) < me(ve). Esseiangenommerdalu, die nichtunterscheidbarekdnoten{u., ... ,u,} C
V' undw, die nicht unterscheidbareknoten{vy,... ,v;} C V repisentiertln demerweiter
ten Orderingm werdendie nicht unterscheidbareKnoten aufeinanderfolgendumeriert,also
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m(u;) =7m(u) +4—1,1 < i <rundanalogr(v;) = w(v1) +j — 1,1 < j < s. Desweiteren
gilt in demerweiterterOrderingr (u,) < m(vy).

4.3.2 Experimentelle Ergebnisse

In diesemAbschnittstellenwir einige experimentelleErgebnissevor, die die Leistungséhig-
keit derin PORD enthaltenerOrdering-Algorithmenunter Beweis stellen.Wir benutzendazu
einenweit verbreiteterund frei verfugbarenSatzvon Benchmark-MatrizenAlle Experimente
wurdenauf einer SUN Ultra mit 296 MHz UltraSFARC-II Prozessound zwei GByte Haupt-
speichedurchgeiihrt. Im folgenderwerdenwir zur EvaluierungeinesOrderingammerdie An-
zahlder zur Faktorisierungberbtigten Multiplikations- und Additionsoperationemeranziehen.
Wie bereitsin Kapitel 3 am Beispieldesquadratischeittersgesehenwird die Laufzeiteines
Faktorisierungsalgorithmuisn wesentlicherdurchdie Anzahl der arithmetischerOperationen
bestimmt.

4.3.2.1 Vorstellung der Testmatrizen

Fur unsereExperimentenabenwir einenSatzgrol3ey praxisnahefestmatrizerausgavahlt. Die
erstenzwei Matrizenwurdenvon uns selbstgeneriert.Es handeltsich um die Laplace-Matrix
eines127 x 127-Gittersmit 5-Punkte-{GRID127x127)bzw. 9-Punkte-SterfMESH127x127).
Die 15 BCSSTK-Matrizerstammerausder bekannterHarwell-Boeing-CollectionEine detai-
lierte Beschreiling dieserMatrizenfindet manin [34]. MATO2HBF und MATO3HBF wurden
unsvon einer Consulting-Agenturder deutschemutomobilindustriezugeschickt Es handelt
sich hierbeium Matrizen,die auseinemSimulationsprogrammir Crash-Estsextrahiertwur-
den.Bei den Matrizen BRACK2, WAVE, HERMES, CYL3 und DIME20 handeltes sich um
dreidimensional&EM-Gitter. Die Matrix CRACK stelltein zweidimensionaleBEM-Gitterdar.
Die Matrizen BRACK2, CRACK, WAVE stammenvon der Carngjie-Mellon-Unwersity. Die
Matrix HERMESist von der Michigan-State-Uniersityundstellt ein dreidimensionalesodell
deseuropaischerRaumgleitergiar. Die letztenzwei MatrizenCYL3 und DIME20 wurdenuns
von C. Walshav, Universitat von Southamptonzur Verfugunggestellt.Alle restlichenMatrizen
stammerausder Sparse-Matrix-Collectiof28] von Tim Davis. Hierbeihandeltessichum Ma-
trizen, die auskommerziellerAnwendungerzur Losungvon ProblemerausdenBereicherder
Struktur und Stomungsmechanikxtrahiertwurden.

Tabelle4.1 zeigt einige wesentlicheEigenschaftemer TestmatrizenDie erstenzwei Spal-
ten gebenan, wieviele Knotenund Kantender ausder Matrix A abgeleiteteGraphG enthalt.
Die nachsterewei Spaltenzeigendie GroliedeskomprimiertenGraphenG.. In Spalte5 ist an-
gegebenwieviele von null verschieden&intrageder Cholesky-Faktor L von A enthalt, wenn
zur BestimmungdesOrderingsder Approximate-Minimum-Degree-Algorithmus/on Amestay
etal. [1] benutztwird. Spalte6 zeigtwieviele Multiplikations- und Additionsoperationem die-
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G G, AMD

Matrix VI [ B | Vel [ Bl | n(L)/10° [ 6(5)/10°

GRID127x127 16129 32004| 16129 32004 346 27
MESH127x127| 16129 63756| 16129 63756 527 43
BCSSTK15 3948 56934 3948 56934 624 155
BCSSTK16 4884 | 142747 1778 18251 763 162
BCSSTK17 10974 208838 5219 40531 985 138
BCSSTK18 11948 68571| 10926 61086 625 127
BCSSTK?23 3134 42044 2930 17628 428 125
BCSSTK?24 3562 78174 892 6378 270 31

BCSSTK?25 15439| 118401| 13183 80982 1464 316
BCSSTK?29 13992 | 302748| 10202| 156923 1760 467
BCSSTK30 28924 | 1007284 9289 | 111442 3786 947
BCSSTK31 35588 572914 17403| 144403 5281 2593
BCSSTK32 44609| 985046| 14821| 113487 5002 989
BCSSTK33 8738 | 291583 4344 82142 2480 1140
BCSSTK35 30237 709963 6611 32967 2725 399
BCSSTK36 23052| 560044 4351 18583 2719 616
BCSSTK37 25503| 557737 7093 44462 2755 535
BCSSTK38 8032| 173714 3456 40656 718 115
MATO2HBF 46949| 1117809 6707 19938 5057 1344
MATO3HBF 73752| 1761718|| 10536 31438 10061 4184
STRUCT3 53570| 560062| 41644 340543 5040 1096
STRUCT4 4350| 116724 4350| 116724 2357 2004
PWT 36519| 144794\ 36515| 144774 1556 173
BRACK?2 62631| 366559| 62631| 366559 7275 3085
CRACK 10240 30380|| 10240 30380 163 8

3DTUBE 45330| 1584144| 15909| 181865 26310 30053
CFD1 70656| 878854| 70656| 878854 37663 44556
CFD2 123440 1482229|| 123440| 1482229 74884 136477
CYL3 232362| 457853|| 232362| 457853 77440 208480
DIMEZ20 224843| 336024| 224843| 336024 3430 330
GEARBOX 153746| 4463329|| 56175| 693142 46325 41121
NASASRB 54870| 1311227| 24954| 275813 11624 4538
WAVE 156317| 1059331| 156316| 1059325 114930 372458
PWTK 217918| 5708253|| 41531| 221130 60305 49086
HERMES 320194 | 3722641|| 320194| 3722641 323055| 1434744

Tab. 4.1: EigenschaftenlerBenchmark-Matrizen.
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semFall zur Berechnungron L notwendigsind. Die Wertein Spalte5 sindin Tausendunddie
Wertein Spalte6 in Millionen anggebenim folgendenwerdenwir alle unsereErgebnisseauch
in Relationzu denWertenausdenSpalten5 und 6 angebenDa der Algorithmusvon Amestgy
etal. zu deneffektivstenBottom-up-Algorithmergelort, ist soeineleichte Einordnungunserer
Ergebnissamoglich.

4.3.2.2 Ergebnissdir die Programmepord und multipord

Wie bereitseingangerwahntrealisierendie Programmeoord und multipord im wesentlichen
die FunktionenMULTISECTION und TRISTAGEMULTISECTION. Die algorithmischerKompo-

nentendieserFunktionenhabenwir in Abschnitt4.2 vorgestellt. Die folgendeListe fa3tdie

wichtigstenParametereinstellungater Komponenterzusammen.

¢ In allenTestswurdendie FunktionenM ULTISECTION und TRISTAGEMULTISECTION mit
orde = QMRDV aufgerufenObwohl in heterogenerraphenmit Hilfe der Auswahl-
stratgie QMD besserésebietszerlgungengenerierwwerdenkonnen habenwir orde auf
QMRDYV gesetztdafir eine VariableV; die Berechnungron scorequrpy (Vi) sehrviel
billiger ist alsdie Berechnungon deg(V;).

e In den FunktionenMULTISECTION und TRISTAGEMULTISECTION wird die rekursie
Konstruktionder Knotenseparatoresolangefortgesetztis alle Teilgraphenwenigerals
100KnotenenthaltenEswerdenjedochhdchsten®55 Separatoreberechnet.

e In derFunktionSEPARATOR wird derVergroberungsproze&bgebrochesobaldein Quo-
tientengraptwenigerals 200 Elementebesitzt.Es werdenjedochhochstensl5 Quotien-
tengraphererechnet.

e In der FunktionMPROVECOLORING erfolgt ein vorzeitigerAbbruchderinnerenwhile-
Schleife fallsin 100aufeinanderfolgendeiterationendie Partitionierungnicht verbessert
werdenkann.

¢ In der Bewertungsfunktion/' sind die Parameterr und p auf die Werte0.5 und 100 ge-
setzt.SolangealsodasGewicht derkleinerenPartition mindesten$0% vom Gewicht der
groRererPartition ausmachtgehtin die BewertungeinerPartitionierungnur dasGewicht
desSeparatorgin.

Tabelle4.2 zeigtdie Zahl derzur BerechnunglesCholesk/-FaktorsberbtigtenMultiplikations-
und Additionsoperationefitir dasProgramnpord. Dabeiwurdedie FunktionMULTISECTION
mit den Parameterrord; = ord;, = AMD (Spaltel), ord; = ordy, = AMMF (Spalte2),
ord; = AMMF, ord; = MF (Spalte3) undord; = AMMF, ord, = ND (Spalted) aufgerufen.
Obwohl weitereKombinationenvon Knotenauswhlstratgien moglich sind, habenwir unsauf
diesevier beschankt.In Klammernist jeweilsderWertin RelationzumApproximate-Minimum-
Degree-\érfahrenangeeben.
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Matrix (AMD, AMD) | (AMMF, AMMF) | (AMMF, MF) | (AMMF,ND)
GRID127x127 16(0.59) 16 (0.59) 16 (0.59) 17(0.63)
MESH127x127 36(0.84) 38(0.88) 35(0.81) 39(0.91)
BCSSTK15 93(0.60) 79(0.51) 86 (0.55) 82(0.53)
BCSSTK16 112(0.69) 117(0.72) 115(0.71) 135(0.83)
BCSSTK17 124(0.90) 123(0.89) 120(0.87) 172(1.25)
BCSSTK18 87(0.68) 85(0.67) 82(0.65) 96 (0.76)
BCSSTK23 98(0.78) 85(0.68) 98(0.78) 90(0.72)
BCSSTK24 30(0.97) 30(0.97) 30(0.97) 31(1.00)
BCSSTK25 256(0.81) 207(0.65) 230(0.73) 355(1.12)
BCSSTK29 360(0.77) 326(0.70) 277(0.59) 336(0.72)
BCSSTK30 722(0.76) 702(0.74) 707(0.74) 982(1.04)
BCSSTK31 1226(0.47) 1215(0.47) 1184(0.46)|  1291(0.50)
BCSSTK32 827(0.84) 774(0.78) 767(0.77) 969(0.98)
BCSSTK33 740(0.65) 626(0.55) 619(0.54) 644(0.56)
BCSSTK35 374(0.94) 367(0.92) 369(0.92) 384(0.96)
BCSSTK36 461(0.75) 458(0.74) 460(0.75) 500(0.81)
BCSSTK37 404(0.75) 403(0.75) 388(0.72) 445(0.83)
BCSSTK38 91(0.79) 91(0.79) 89(0.77) 106(0.92)
MATO2HBF 1091(0.81) 1088(0.80) 1093(0.81) 1222(0.91)
MATO3HBF 2654(0.63) 2723(0.65) 2473(0.59) 2666(0.64)
STRUCT3 717(0.65) 730(0.67) 664(0.61) 731(0.67)
STRUCT4 574(0.29) 541(0.27) 617(0.31) 504 (0.25)
PWT 108(0.62) 109(0.63) 107(0.62) 110(0.64)
BRACK2 1923(0.62) 1610(0.52) 1661(0.53) 1982(0.64)
CRACK 7(0.87) 7(0.87) 6 (0.75) 7(0.87)
3DTUBE 13235(0.44) 14839(0.49) | 11437(0.38)| 12303(0.41)
CFD1 9885(0.22) 8814(0.20) 8799(0.20) | 11302(0.25)
CFD2 34421(0.25) 27978(0.20) | 27902(0.20)| 28636(0.21)
CYL3 57971(0.29) 45386(0.22) | 41372(0.20)| 39791(0.19)
DIME20 175(0.53) 175(0.53) 167(0.51) 191(0.58)
GEARBOX 18034(0.44) 17404(0.42) | 17505(0.43)| 17987(0.44)
NASASRB 2839(0.63) 2613(0.58) 2582(0.56) 3437(0.76)
WAVE 160843(0.43) 119694(0.32) | 108804(0.29) | 97480(0.26)
PWTK 23019(0.47) 22658(0.46) | 22323(0.45)| 23119(0.47)
HERMES 326902(0.23) 266255(0.19) | 268303(0.19) | 265133(0.18)
Durchschnitt (0.63) (0.60) (0.59) (0.67)

Tab. 4.2: Anzahlder zur Faktorisierungoeritigten Multiplikations- und Additionsoperatiore (in Mio.)

in Abhangigleit von denverwendeterkKnotenauswhlstratgien. Alle Orderingswurden mit

Hilfe desProgrammgpord bestimmt.
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Iterationj
Matrix 7 6 5 4 3 2 1 0
GRID127x127 - 16 16 16 16 17 17 17
MESH127x127 - 38 45 42 35 36 39 39
BCSSTK15 - - - 79 78 78 82 82
BCSSTK16 - - - 117 120 130 135 135
BCSSTK17 - - 123 137 156 171 171 172
BCSSTK18 - 85 87 81 86 91 96 96
BCSSTK23 - - - - 85 84 91 90
BCSSTK24 - - - - 30 31 31 31
BCSSTK25 - 207 216 244 309 326 355 355
BCSSTK29 - 326 309 321 330 316 336 336
BCSSTK30 - 702 725 809 913 973 982 986
BCSSTK31 1215 1266 1317 1261 1289 1285 1291 1291
BCSSTK32 774 774 794 833 929 968 969 969
BCSSTK33 - - 626 626 615 644 644 644
BCSSTK35 - 367 376 378 383 385 384 384
BCSSTK36 - - 458 476 475 497 500 500
BCSSTK37 - 403 393 403 413 433 445 445
BCSSTK38 - - 91 93 97 103 106 106
MATO2HBF - 1088 1107 1128 1140 1192 1222 1222
MATO3HBF 2723 2726 2542 2790 2619 2659 2663 2666
STRUCT3 730 691 712 707 725 731 731 731
STRUCT4 - - - 541 542 523 503 504
PWT 109 111 108 108 109 110 110 110
BRACK2 1610 1646 1633 1655 1817 1981 1982 1982
CRACK - 7 7 6 7 7 7 7
3DTUBE 14839| 14953| 12907| 12366| 13392| 12303| 12303| 12303
CFD1 8814 | 8961| 10011| 10533| 10798| 10947, 11302| 11302
CFD2 27978| 26379| 27616| 26141| 26554| 28371 28636| 28636
CYL3 45386| 40806| 41324| 41525| 40623| 40190| 39791| 39791
DIME20 175 174 182 183 187 190 191 191
GEARBOX 17404| 17643| 17658| 17748| 17791| 17987| 17987| 17987
NASASRB 2613 2706 2767 2955 3201 3280| 3437 3437
WAVE 119694 98274| 100509| 101306| 99559| 97463| 97472| 97480
PWTK 22658 | 22680| 22868| 23068| 23088| 23042| 23119| 23119
HERMES 266255| 260469| 260060| 250740| 252313| 255478| 265133| 265133

Tab. 4.3: Anzahl der Multiplikations- und Additionsoperationeiin Mio.) beZiglich aller innerhalbvon
TRISTAGEMULTISECTION generierterOrderings.Dabeigilt immerord; = ords = AMMEF.
Die besterErgebnissesindin Fettdruckdagestellt.
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Bereitsein ersterBlick aufdie Tabelle4.2 zeigt,dalldasneueMultisection-\erfahrenfur al-
le vier Parameterkmbinationersehrgute Orderingsgeneriertlm VergleichzumVerfahrenvon
Amestq etal. kanndie Zahl derzur BerechnunglesCholesly-FaktorsberbtigtenOperationen
im Schnittum bis zu 41% reduziertwerden.Bemerlenswertist insbesonderedal3alle ,ech-
tert Multisection-Orderingghier gilt ord, # ND) bessersind als die entsprechendeAMD-
OrderingsVon unseremAlgorithmuswerdenalsokonsistenbesserérderingsgeneriert.

Rothbeg und Eisensta{125] habengezeigt,dal3ein Bottom-up-Algorithmusder auf den
Knotenauswahlstratgien AMMF oder MF basiert,sehrviel besserérderingserzeugtals ein
Minimum-Degree-Algorithmus Daher liegt es nahe,die Auswahlstratgien auchin unserem
Multisection-\erfahrenzu benutzenln derTatzeigtein VergleichzwischendenSpaltenl und2
derTabelle4.2, daRdurchdenUbegangvon ord; = ordy, = AMD auford; = ordy = AMMF
die Qualitat dergenerierterOrderingsverbessenvird. Eine weitereVerbesserungrreichtman,
wennzur Eliminationder Knotenseparatoretie Auswahlstratgie MF benutztwird. In derRe-
gel enthalt der SchurKomplemenGraphGs nurnochwenigeSuperknotenDaherist die Kom-
binationord; = AMMF, ord, = MF auchin derPraxiseinsetzbarMit Hilfe dieserKombinati-
on kanndie Anzahlderzur Berechnung/on L berdtigtenMultiplikations- und Additionsopera-
tionenamstarksterreduziertwerden.

Interessanist auchein VemgleichderSpalter2 und4. Werdendie Separatorenicht mit Hilfe
derAuswahlstratgie AMMF, sondernwie bei einemNested-Dissection-Orderirentsprechend
ihrer Rekursionstiefenumeriert,so verschlechtersich die Qualitat der generierterOrderings
zumTeil erheblich Auffallig sindinsbesonderdie Ergebnissdiur BCSSTK17BCSSTK25und
BCSSTK30.Hier sind zum erstenMal die von pord berechnete®rderingsschlechterls die
entsprechendeAMD-Orderings.Dieskannjedochsehreinfacherklartwerden.n denGraphen
sinddie obersterSeparatowie bei einemh x n-Gitter mit A < n nebeneinanderlgendange-
ordnet.Werdendanndie Separatoreentsprechencdrer Rekursionstiefeliminiert, so entsteht
in dembereitschordalerEliminationsgrapherusatzlicherFill-in (vgl. auchAbbildung4.4).

Die durch dasNested-Dissection-OrderingprgegebeneEliminationssequenkann jedoch
auchzubessereirgebnisseriihren.Diesist beispielsweisbeidenMatrizenCYL3 undWAVE
derFall. Uberhaupteigtein Vemleichderletztendrei Spaltervon Tabelle4.2,daRdie Ordering-
Ergebnissdrotz identischerSeparatorenind Auswahlstratgie ord; starkvariierenkonnen.Da
die meisterMultiplikations- und AdditionsoperationebeiderFaktorisierunglerletztenSpalten
einer Matrix anfallen, spielt die Reihenfolge,n der die Knotenseparatorealiminiert werden
eine wichtige Rolle. Mit Hilfe desProgrammanultipord ist es moglich, mehrereVarianten
sehreffizient durchzurechnenlabelle4.3 zeigtfur jede Matrix die Anzahlder Multiplikations-
undAdditionsoperationeallerinnerhalbvon TRISTAGEM ULTISECTION generierterOrderings.
Dabeigilt immerord; = ordy = AMMF. Da maximal255 Separatorekonstruiertwerden hat
die Variablek hochstenglenWert sieben Daherwerdenin derfor-Schleife(vgl. Zeilen04-13)
der Funktion TRISTAGEMULTISECTION maximalachtOrderingsberechneund evaluiert. Die



88 Kapitel 4. Ordering-\érfahrenfir beliebigeGraphen

Anzahlder Multiplikations- und Additionsoperationetbeziglich desin Iterationj = 7,... ,0
generierterOrderingsfindet manin der entsprechendeBpalteder Tabelle.Die Eintrageder
letztenSpalte(j = 0) entsprechedabeidenEintragenderSpaltel AMMF, ND) von Tabelle4.2.
FalRtmanin jederZeile die amweitesterlinks stehenderintragezusammenso erhélt mandie
Spalte(AMMF, AMMF) von Tabelle4.2.

4.3.2.3 Vergleichmit anderen Ordering-Codes

In diesemAbschnittvergleichenwir die von pord undmultipord generierterOrderingsmit de-
nender ProgrammeMETIS [79], ScoTCH [109] und SPOOLES [8]. Genaugenommehandelt
essich nicht um Programmesondernum Programmbibliothe&n, die eine Reihe zusatzlicher
FunktionenbereitstellenMETIS und SCOTCH enthaltenrHeuristiken zur Graph-Rrtitionierung
und SPOOLES Funktionenzur Losungdinn besetzteiGleichungssystemen jeder Bibliothek
sind sogenanntstand-aloneProgrammeenthaltenmit derenHilfe die in der Tabelle4.4 ange-
gebenenNerte produziertwurden.Bevor wir auf dieseTabelleeingehenwollen wir kurz die
charakteristischeMerkmaleder stand-aloné’rogrammebeschreiben.

METIS Die Bibliothek METIS wurdevon KarypisundKumaranderUniversiatvon Minnesota
entwickelt. Die Quelldateiersindfrei verfugbar METIS enthalt zweistand-alonérogram-
mezurBerechnunginesOrderingsin beidenProgrammemverdendie Knotenseparatoren
mit Hilfe einesMultilevel-Verfahrensbestimmt,dasauf einerMatching-Technikbasiert.
Im Programmonmetis wird der Knotenseparatodirekt, im Programmoemetisanhand
einesKantenseparatotzestimmtin derRegelliefert onmetissehrviel besser®rderings.
Desweaenwird in derLiteraturMETIS mit demProgramnonmetisgleichgesetzZur Eli-
minationderKnotenin denTeilgrapherbenutztMETIS einenMultiple-Minimum-Degree-
Algorithmus.Die Separatorknotewerdenentsprechenthrer Rekursionstiefeliminiert.
Damit stellt METIS einenstate-of-the-arNested-Dissection-Algorithmuwar.

ScoTcH Die Bibliothek ScotcH wurdevon Pellggrini an der Universitat von Bordeauxent-
wickelt. Auch hier sind die Quelldateierfrei verfugbar Zur BerechnungeinesOrderings
enthalt ScotcH dasstand-alonérogramnord. UbereineVielzahlvon Parameterrkann
die genauév/orgehensweisbei der BerechnunglesOrderingsspezifiziertwerden Die in
derTabelle4.4 anggebenenVertewurdenmit Hilfe dervon Pellggrini vorgeschlagenen
Einstellungerermittelt. Wie METIS, sostelltauchScOTCH einenstate-of-the-arNested-
Dissection-Algorithmuslar. Zur Konstruktionder Knotenseparatorewird wiederein auf
einer Matching-TechnikbasierendeMultilevel-Ansatzbenutzt.Im Gegensatzu METIS
werdendie Knotenin denTeilgraphemmit Hilfe desApproximate-Minimum-Dgree-Al-
gorithmusvon Amestq etal. eliminiert (vg. auchPellggrini etal. [111]).

SPOOLES Die vonAshcraftund Grimesentwickelte SPOOLES-Bibliothek enthalt eineVielzahl
von Algorithmenzur Losungdiinn besetzteGleichungssystem®ie gesamteBibliothek
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basiertaufeinemobjektorientierteiProgrammieransatZur Vermeidungron Performanz-
verlustersindjedochalle ObjekteundMethodenn derProgrammiersprach@implemen-
tiert. Die Quelldateiersindfrei verfugbar SPOOLES enthalt mehrerestand-alon€®rogram-
me.Die in derTabelle4.4 anggebeneWertewurdenmit Hilfe desProgrammsldseper-
mittelt. DiesesProgrammwurdebereitsin einerfriherenArbeit von AshcraftundLiu [14]
separaworgestellt.In ddsepwerdendie Knotenseparatorenachdemin Abschnitt4.1.3
beschriebenernweistufigeriVerfahrenkonstruiert.Die Konstruktionder Gebietszerlgung
(17, D, ..., D,) basieraufeinerrandomisierteiGreedy-MethodeDeshalthaberwir das
Programnfir jedenGrapherelfmal gestartetDie in denTabellen4.4und 4.5 anggebe-
nenWertestellenjeweils denDurchschnittder elf Laufedar. Zur Eliminationder Knoten
in denTeilgraphenund in dem Multisektor wird Lius Multiple-Minimum-Degree-Algo-
rithmusbenutzt.

Tabelle4.4 zeigt die UberleggenheitunseresMultisection-\erfahrens Die Werte fiir pord ent-
sprecherdenWertenin Spalte2 von Tabelle4.2 und die Werte fur multipord denhenorge-
hobenerzahlenin Tabelle4.3. Wahrenddie von METIS (Version4.0), ScotcH (Version3.3)
und SPOOLES (Version2.2) generierterOrderingsm Durchschnitt25%, 28% und 31% weni-
ger Operationerverursacherals der AMD-Algorithmus von Amestq et al., erzielt multipord
eineVerbesserungon 42%. Insbesonderseidaraufhingeviesen,daf3alle von pord und mul-
tipord generierterOrderingsbesseirsind als die entsprechendeAMD-Orderings.Dies ist flr
keinandererdering-\érfahrenderFall.

Interessantst in diesemZusammenhanguchein Vermgleich der Nested-Dissection-afian-
te von pord (Spalte4 in Tabelle4.2) mit METIS und ScoTcCH. Alle drei kbnnenals state-of-
the-artNested-Dissection-Algorithmelmezeichnetverden.WahrendMETIS und SCOTCH die
Anzahlder arithmetischerOperationenm Schnittum 25% bzw. 28% reduzierengrreichtdie
Nested-Dissection-afiantevon pord eineVerbesserungm 33%. Lediglich fur drei Matrizen
ist dasvon pord generierteNested-Dissection-Orderirgghlechtealsdasentsprechend@MD-
Ordering.Bei METIS ist diesfur achtundbei ScoTcH fur siebenMatrizenderFall.

Tabelle4.5 stellt die Laufzeitender Ordering-Algorithmeneinandergegeriiber In Klam-
mernist wiederder Wert in Relationzu demApproximate-Minimum-Dgree-Algorithmus/on
Amesty et al. anggeben.Ein Vergleich zwischenpord und multipord zeigt, dal3der durch
die Generierungund Evaluierungvon bis zu achtBottom-Up-Orderingentstehend®ehrauf-
wand sehrgeringist. Insgesamtalitsich feststellen,da von denfinf Ordering-Algorithmen
METIs die geringste_aufzeitberbtigt. BedingtdurchdenkomplexerenSchrumpfungsund Op-
timierungsprozeRonnendie Laufzeitenvon pord bzw. multipord im Vergleichzu METIS um
denFaktorzwei (z.B. fur BRACK2 und HERMES)odermehr(z.B. fur CYL3) anwachsenim
Durchschnittiegendie Laufzeitenvon pord und multipord jedochnur leicht iberdenenvon
METIs undsinddeutlichgeringeralsdie von SCOTCH und SPOOLES.



90 Kapitel 4. Ordering-\érfahrenfir beliebigeGraphen

Auffallendist, da3die Laufzeitender funf Ordering-Algorithmerum ein vielfacheshdher
sind als die des Approximate-Minimum-Dgree-Algorithmuslm Falle von ScoTcH kdnnen
sich die Laufzeitenum bis zu einem Faktor von 30 erhdhen.Es stellt sich die Frage,ob die
Zeitersparnidei dernumerischerraktorisierunggro3genugist, um denMehraufwandzur Be-
rechnungeinesbesserei®rderingszu rechtfertigenDie Antwort ist einklaresJa.Wahrendsich
die Laufzeitenzur BerechnungeinesOrderingsim Bereichvon Sekunderbewegen, berbtigt
die numerischeraktorisierungLaufzeitenim Bereichvon mehrererMinuten. Bei sehrgrol3en
Matrizenkanndie Laufzeitauf mehralseineStundeanwachsen.

Wir wollendasVerhaltnisderLaufzeitenanderMatrix CFD1veranschaulicheiei Verwen-
dungdesvon multipord generierterOrderingsmissenzur BerechnungdesCholesky-Faktors
8814 - 10° arithmetischeDperationerdurchgetihrt werden.Der von unsimplementierteMul-
tifrontal-Algorithmus(vgl. Abschnitt5.1.3)berdtigt dazu87.09 SekundenZusammemit dem
Orderingemibt sicheineLaufzeitvon 104.52 SekundenBenutztmandasvon METIS generierte
Ordering,soergebensichdie folgendenwWerte:

e AnzahlderOperationen16345 - 10°
e numerischd-aktorisierungi184.47 Sek.
e numerischd-aktorisierungplusOrdering:197.25 Sek.
Der Approximate-Minimum-Dgree-Algorithmus/on Amestq et al. berdtigt zur Berechnung
einesOrderinggur CFD1nurdreiSekundenAuf BasisdieseOrderingsergebersichdie Werte:
e AnzahlderOperationen44556 - 10°
e numerischd-aktorisierung514.90 Sek.
e numerischd-aktorisierungplusOrdering:517.74 Sek.
Ein VermgleichderLaufzeitenzeigt,daRessichaufjedenFall lohnt,mehrZeit in die Berechnung

einesgutenOrderingszu investierenDariiberhinausunterstreichtlerVergleichnocheinmaldie
hohepraktischeRelevanzdesneuenOrdering-\érfahrens.
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Name METIS-4.0 SCOTCH-3.3 | SPOOLES-2.2 pord multipord
GRID127x127 22(0.81) 25(0.93) 20(0.74) 16(0.59) 16(0.59)
MESH127x127 37(0.86) 40(0.93) 43(1.00) 38(0.88) 35(0.81)
BCSSTK15 87(0.56) 93(0.60) 95(0.61) 79(0.51) 78(0.50)
BCSSTK16 140(0.86) 140(0.86) 129(0.79) 117(0.72) 117(0.72)
BCSSTK17 184(1.33) 161(1.16) 135(0.98) 123(0.89) 123(0.89)
BCSSTK18 101(0.80) 77(0.60) 84 (0.66) 85(0.67) 81(0.64)
BCSSTK23 98(0.78) 94(0.75) 91(0.72) 85(0.68) 84(0.67)
BCSSTK24 34(1.09) 35(1.13) 38(1.22) 31(0.97) 30(0.97)
BCSSTK25 380(1.20) 348(1.10) 235(0.74) 207(0.65) 207(0.65)
BCSSTK29 345(0.74) 327(0.70) 341(0.73) 326(0.70) 309(0.66)
BCSSTK30 1203(1.27) 1114(1.18) 833(0.88) 702(0.74) 702(0.74)
BCSSTK31 1165(0.45) | 1219(0.47)| 1530(0.59)| 1215(0.47)| 1215(0.47)
BCSSTK32 1213(1.23) 1175(1.19) 866(0.88) 774(0.78) 774(0.78)
BCSSTK33 909(0.78) 674(0.59) 739(0.65) 626(0.55) 615(0.54)
BCSSTK35 523(1.31) 422(1.06) 393(0.98) 367(0.92) 367(0.92)
BCSSTK36 615(1.00) 583(0.95) 496(0.81) 458(0.74) 458(0.74)
BCSSTK37 694(1.30) 653(1.22) 433(0.81) 403(0.75) 397(0.74)
BCSSTK38 135(1.17) 108(0.94) 103(0.90) 91(0.79) 91(0.79)
MATO2HBF 1192(0.87) 1099(0.82) 1156(0.86) 1088(0.81) 1088(0.81)
MATO3HBF 2724(0.65) 2924(0.70) 3607(0.86) 2723(0.65) 2542(0.61)
STRUCT3 826(0.75) 857(0.78) 773(0.70) 730(0.67) 691(0.63)
STRUCT4 535(0.27) 541(0.27) 691(0.34) 541(0.27) 503(0.25)
PWT 110(0.64) 101(0.58) 108(0.62) 109(0.63) 108(0.62)
BRACK2 1908(0.62) 1821(0.59) 1900(0.62) 1610(0.52) 1610(0.52)
CRACK 7(0.87) 7(0.87) 7(0.87) 7(0.87) 6 (0.75)
3DTUBE 12071(0.40) | 15834(0.53) | 15523(0.52) | 14839(0.49)| 12303(0.41)
CFD1 16345(0.37) | 15027(0.34) | 10509(0.24) 8814(0.20) 8814(0.20)
CFD2 31024(0.23) | 35659(0.26) | 35798(0.26) | 27978(0.20) | 26141(0.19)
CYL3 32164(0.15) | 31670(0.15)| 80818(0.39) | 45386(0.22) | 39791(0.19)
DIME20 196(0.59) 181(0.55) 235(0.71) 175(0.53) 175(0.53)
GEARBOX 20390(0.50) | 24755(0.60) | 21516(0.52) | 17404(0.42)| 17404(0.42)
NASASRB 3494(0.77) 3748(0.83) 2801(0.62) 2613(0.58) 2613(0.58)
WAVE 120180(0.32) | 98547(0.26) | 188316(0.50) | 119694(0.32) | 97463(0.26)
PWTK 22039(0.45) | 23275(0.47)| 28313(0.58)| 22658(0.46)| 22658(0.46)
HERMES 258970(0.18) | 368863(0.26) | 518549(0.36) | 266255(0.19) | 250740(0.17)
Durchschnitt (0.75) (0.72) (0.69) (0.60) (0.58)

Tab. 4.4: Vergleichderzur FaktorisierungpberdtigtenOperationer{in Mio.).
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Matrix METIS-4.0 | SCOTCH-3.3 | SPOOLES-2.2 pord multipord
GRID127x127 | 0.81(4.1)| 2.22(11.1)| 1.58(7.9)| 1.27(6.4)| 1.35(6.7)
MESH127x127| 1.04(4.7)| 2.90(13.2)| 2.36(10.1)| 1.45(6.6)| 1.58(7.2)
BCSSTK15 0.52(4.3)| 1.96(16.3)| 1.13(9.4)| 0.52(4.3)| 0.60(5.0)
BCSSTK16 0.21(2.6)| 0.52(6.5)| 0.48(6.0)| 0.19(2.4)| 0.25(3.1)
BCSSTK17 0.76(5.1)| 1.50(10.0)| 1.13(7.5)| 0.61(4.1)| 0.71(4.7)
BCSSTK18 1.02(4.1)| 3.70(14.8)| 2.84(11.4)| 1.25(5.0)| 1.57(6.3)
BCSSTK23 0.25(2.5)| 1.23(12.3)| 0.58(5.8)| 0.29(2.9)| 0.37(3.7)
BCSSTK24 0.09(3.0)| 0.20(6.7)| 0.16 (5.3)| 0.07(2.3)| 0.11(3.7)
BCSSTK25 1.63(4.9)| 5.81(17.6)| 3.71(11.2)| 1.69(5.1)| 1.90(5.8)
BCSSTK29 1.65(5.5) 9.09(30.3)| 3.29(11.0) 1.35(4.5) 1.66(5.5)
BCSSTK30 2.26(4.2)| 4.73(89)| 4.30(8.1)| 1.69(3.2)| 1.85(3.5)
BCSSTK31 3.35(5.2)| 6.61(10.2)| 5.60 (8.6)| 2.96(4.6)| 3.44(5.3)
BCSSTK32 2.86(4.8)| 4.95(8.2)| 4.30(7.2)| 2.28(3.8)| 2.90(4.8)
BCSSTK33 0.77(3.7)| 256(12.2)| 2.61(12.4)| 0.78(3.7)| 0.91(4.3)
BCSSTK35 0.91(2.9)| 157(5.1)| 1.70(55)| 0.81(2.6)| 0.95(3.1)
BCSSTK36 0.56(2.4)| 0.95(4.1)| 1.17(5.1)| 0.48(2.1)| 0.61(2.7)
BCSSTK37 1.03(3.7)| 1.90(6.8)| 1.71(6.1)| 0.87(3.1)| 0.97(3.5)
BCSSTK38 0.85(5.7)| 1.63(10.8)| 1.00(6.7)| 0.48(3.2)| 0.61(4.1)
MATO2HBF 0.90(2.2)| 1.37(3.3)| 1.73(4.2)| 0.87(2.2)| 0.97(2.4)
MATO3HBF 1.15(1.9) | 2.35(3.9)| 2.70 (4.4)| 1.46(2.4)| 1.66(2.7)
STRUCT3 5.18(4.9) | 18.40(17.5)| 14.00(13.3)| 7.52(7.2)| 8.81(8.4)
STRUCT4 1.37(5.1) | 3.58(13.3)| 5.43(20.1)| 1.06(3.9)| 1.33(4.9)
PWT 0.96(1.7)| 6.30(11.1)| 6.30(11.1)| 3.87(6.8)| 4.03(7.1)
BRACK2 7.14(3.5)| 23.95(11.7)| 17.32(8.4)| 12.48(6.1)| 14.11(6.9)
CRACK 0.59(3.3)| 1.69(9.4)| 1.06(5.9)| 0.87(4.8)| 0.98(5.4)
3DTUBE 3.73(3.9)| 757(8.0)| 6.70(7.1)| 2.81(3.0)| 3.40(3.6)
CFD1 12.78(4.3) | 37.57(12.5)| 36.73(12.2)| 15.71(5.2)| 17.43(5.8)
CFD2 22.34(5.0)| 65.29(14.5)| 64.11(14.2)| 27.61(6.1)| 31.64(7.0)
CYL3 21.99(1.3)| 77.81(4.6)| 71.53(4.2)| 68.59(4.0)| 71.99(4.2)
DIME20 13.70(3.4) | 38.00(9.5)| 37.50(9.4)| 32.78(8.2)| 33.07(8.3)
GEARBOX 18.61(6.5) | 27.83(9.6)| 21.36(7.4)| 13.85(4.8)| 14.86(5.2)
NASASRB 6.30(6.3)| 9.54(9.5)| 7.95(7.9)| 4.68(4.7)| 5.77(5.8)
WAVE 21.32(3.6) | 72.51(12.2)| 67.81(11.4)| 35.79(6.0)| 38.59(6.5)
PWTK 16.74(7.4)| 11.53(5.1)| 10.50 (4.7)| 6.80(3.0)| 8.01(3.6)
HERMES 61.78(3.9) | 181.79(11.4) | 220.68(13.9) | 104.81( 6.6) | 110.91( 7.0)
Durchschnitt (4.0) (10.6) (8.7) (4.4) (5.1)

Tab. 4.5: VemgleichderLaufzeiten(in Sek.).




Kapitel 5

Symbolischeund numerische
Faktorisierung

Die numerischeraktorisierungstellt denaufwendigsterSchritt zur Losungeinesdiinn besetz-
ten, linearenGleichungssystemgar. Um die Faktorisierungmoglichsteffizient durchiihrenzu
konnen,wird zurachsteine geeigneteDatenstrukturzur Speicherungler Faktormatrix L be-
stimmt.Diesist AufgabedersymbolischerraktorisierungWichtigsteEingabedersymbolischen
Faktorisierungst derin Abschnitt4.1.1beschrieben&liminationsbaumbDer Eliminationsbaum
spieltauchbeidernumerischerraktorisierungeineentscheiden®olle.

Fastalle ausder Literatur bekanntenFaktorisierungsalgorithmesind spaltenbasiert. h.
derCholesky-Faktor L wird Spaltefir SpalteberechnetDie bekanntestespaltenbasiertexer-
fahrensind die Fan-in- und die Fan-out-MethodeDie Fan-in-Methodd6] realisiertdie in Ab-
schnitt 2.1 beschriebenénner-Product-Brm der Cholesk/-Zerlegung. Demgeayeriiber basiert
die Fan-out-Methodg50] auf der ebenélls in 2.1 beschriebene®uter-Product-6rm. Beide
Methodersindnumerischaquivalent,d. h. sieberbtigendie gleicheAnzahlvon Multiplikations-
undAdditionsoperationerSieunterscheidesichlediglichin derReihenfolgejn derdie Opera-
tionenausgeifihrt werden.Man erhélt so zwei unterschiedlichénsatzezur Parallelisierungder
Cholesly-Zerlegung(vgl. z.B. Ashcraftetal. [6, 5], Geogeetal. [50] oderHeathetal. [67]).

EineVariantederFan-out-Methodést die Multifrontal-Methode[35, 36]. Urspriinglichwur-
dedie Multifrontal-Methodezur Faktorisierungsehrgrof3erMatrizenentwickelt, die nicht voll-
standigin denHauptspeicheeinesRechnerpasser{vgl. z.B. Liu [95] oderReid[117]). Heute
benutztmandie Multifrontal-Methodehaupt&chlichzur FaktorisierungliinnbesetzteMatrizen.
Mit ihrer Hilfe ist esmoglich die Faktorisierungeinerdinn besetzterMatrix auf die teilweise
Faktorisierungmehrererkleinerer voll besetzteMatrizen zurickzufihren.Zur Faktorisierung
einerdunnbesetzteMatrix konnendannProgrammiertechngnangevandtwerdendie eigent-
lich zur Losungvoll besetzteystemeentwickelt wurden.Desweiterenlal3tsichdie Zerlegung
einervoll besetzterMatrix sehreffizient auf einemVektor oder Parallelrechnedurchiihren
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(vgl. Gallivan et al. [45] oder Kumar et al. [84]). Daherbasiererviele paralleleAlgorithmen
zur Faktorisierungdiinn besetzteMatrizenauf der Multifrontal-Methode(vgl. z.B. Ashcraftet
al. [9], Dongarraund Eisensta{31], Gilbert und Schreibe{60], Guptaet al. [63, 66], Lucaset
al. [100] oderSchulze[130]).

DiesesKapitel ist wie folgt aufgebautln Abschnitt5.1 stellenwir einensequentiellemlgo-
rithmus zur symbolischerund numerischerfFaktorisierungvor. Dabeigehenwir nochmalsauf
denEliminationsbaunein und zeigen,wie dieserBaumdie symbolischeund numerische~ak-
torisierungsteuert.UnserAlgorithmusbasiertauf der Multifrontal-Methodeund dientals Aus-
gangspunkfir diein 5.2 beschrieben®arallelisierungBei derImplementierunglesparallelen
Algorithmus sind wir von einemverteilten SystemausggangendesserVerbindungsnetzwerk
einemHypercube[87] entspricht.

5.1 Der sequentielleFall

Entscheidendur die Effizienz der numerischerfFaktorisierungist ein effektiver Einsatzder
von modernenComputernbereitgestellterCaching-MechanismerDazu muf3in kurzenZeit-
abstinden(zeitliche Lokalitat) sehroft aufeinenkleinen,begrenzterSpeicherbereicfraumliche
Lokalitat) zugegriffenwerden.Sowvohl die Fan-in-alsauchdie Fan-out-Methodéasiereraufder
einfachenBLAS 1[101] Operationdaxpy . Daherist die AnzahlderaufeinemSpeicherbereich
durchgetihrtenFloating-Point-Operationesehrgering.Wird die Matrix jedochin quadratische
Blocke partitioniert, so kanndie Operationdurch sehrviel effizientereBLAS 3 [30] Routinen
wie z.B. dgenmersetztwerden.Man sprichtin diesemFall von einerblockweisenFaktorisie-
rung (vgl. auchAshcraftetal. [9], Ng und Peyton [105] oderRothbeg [121]). Bei denBLAS 3
Routinenist die AnzahlderaufeinemSpeicherbereictdurchgetihrtenFloating-Point-Operatio-
nensehrviel hdher sodalRderProzessor-Cachgesseausgelastewird.

Die RegistereinesProzessorsilden denschnellsterSpeicherUm die Verwendunglieses
Speicherszu optimieren(register re-use),benutztman die Technik desLoop-Unolling [31].
HierbeiwerdennochmalsquadratischaBlocke gebildet,die jetzt jedochso klein sind, dal3die
Operationenauf diesenBlocken ,,ausprogrammiéertwerdenkonnen.Es entsteheralso keine
zusatzlichenSchleifen.

Ist A dinnbesetztsowerdendie Blocke mit Hilfe derbeiderBerechnungeinesOrderings
entstehendeBSuperknotergebildet.Eine besonderétellungnimmt in diesemZusammenhang
die Multifrontal-Methodeein. Hier ist mit jedem Superknotereine voll besetzteuntereDrei-
ecksmatrixverbunden.Durch eineteilweiseFaktorisierungdieserMatrix erhélt mandie zu dem
SuperknotemelbrenderSpaltendesCholesk/-Faktors.Der entscheidend®orteil der Methode
bestehtdarin, dal3die voll besetzteMatrix in der Regel soklein ist, dal3sie vollstandigin den
Cachepal3t.Obwohl die Verwaltungder MatrizeneinengewissenOverheaderzeugtgelort die
Multifrontal-Methodezu denschnellsteriFaktorisierungserfahrenfiir dunnbesetzteMatrizen.
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DieserAbschnittist wie folgt aufgebautZunachstbesclaftigenwir unsin 5.1.1und5.1.2
mit der symbolischerfaktorisierungIm Mittelpunkt stehtdabeider bereitsin Abschnitt4.1.1
vorgestellteEliminationsbaumSchlieRlichstellenwir in 5.1.3die Multifrontal-Methodegenau-
er vor. Dabeigehenwir nocheinmalauf die obenbeschriebenemechnilen zur Steigerungder
Cache-und Rajisterefizienz ein. Um die Leistungséhigkeit unseressequentielleri-aktorisie-
rungsalgorithmusinterBeweiszu stellen,vergleichenwir ihnin 5.1.4mit einemProgramnaus
der SPooLEs-Bibliothek.

5.1.1 Die symbolischeFaktorisierung und der Eliminationsbaum

Ziel der symbolischerfaktorisierungist die Bestimmungder NichtnullstrukturdesCholesky-
FaktorsL von PAP”. Dazuwird fur jedeSpaltek von L die IndexmengeStruct(L, ;) berechnet
(zur ErinnerungStruct (L. x) = {i > k; lix # 0}). Basierencauf denindexmengerkanndann
einegeeignetdatenstruktuzur Speicherunglervon null verschiedeneubdiagonalelemente
von L aufgebautverden.Fur eine genaueBeschreiling der Datenstruktuisei auf Eisenstatet
al. [40] verwiesenln diesemAbschnittkonzentriererwir unsauf die Berechnungler Mengen
Struct(L. ), k¥ = 1,...,n. Dabeispieltderin Abschnitt4.1.1vorgestellteEliminationsbaum
eineentscheidendRolle.

Betrachterwir nocheinmaldie beiderBerechnunginesBottom-up-Orderingsntstehenden
Gebiete SeiwiederD, dasGebiet,dasdurchdie Eliminationvonwv entstehtEsgilt adj(D,) =
madj,;_(v) unddamit(vgl. Formel(2.9))

w € adjg(Dy) & m(w) € Struct(Ly ()

Ist alsoadj;(D,) bekannt,so kanndie Nichtnullstrukturder Spalter(v) von L sehreinfach
konstruiertwerden.Dabeiist jedochzu beachtendalRzum Zeitpunktder Eliminationvon v die
Knotenin adj,(D,) nochgarnichtnumeriertsind. Daherkanndie BerechnunginesOrderings
unddie DurchfuhrungdersymbolischerFaktorisierungnichtin einemSchritterfolgen.

Hier kommt der Eliminationsbaumins Spiel. Mit Hilfe diesesBaumeskann die Menge
adj,(D,) nach Abschlu3des Eliminationsprozessesehr einfach rekonstruiertwerden. Sind

Ui, ... ,u; die Sbhnevon v im Eliminationsbaumsoist D, durchVerschmelzermer Gebiete
D,,, i = 1,...,t, entstandenUnter der Annahme,dadie Mengenadj(D,,) bekanntsind
folgt dann:
t
adj(D,) = madjq(v) U | (adjg(Dy,) — {v}). (5.1)
=1

Der Randvon D, setztsich alsoausdennoch nicht eliminiertenKnotenausadj.(v) und den
Randernder absorbierterGebiete(ohnev) zusammenMan beachtedalR3wir denBegriff der
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SYMBFACELIMTREE(T)

01: v := firstPostorder(T);

02: while v # root(T") do

03: k:=m(v);

04: Struct(L, ) := Struct(PAsz);

05: Letuy,... ,us denotethechildrenof v in T'.
06: for eachvertex u; do

07: Struct(Ly ) := Struct(La ) U (Struct(Ly r(u;)) — {k});
08: v := nextPostorder(T,v);
09: endwhile

Abb. 5.1: FunktionSY MBFACELIMTREE.

monotonerAdjazenzaufdie KnotendesurspiinglichenGraphenG angevandthabenBasierend
auf(5.1) berechnesichdie IndexmengeStruct(L, x), k = m(v), zu

t
Struct(L, &) = Struct(PAPY,) U | (Struct(Ls xqu,)) — {£})- (5.2)

=1

Dabeienttalt Struct(P AP, ) die Zeilenindizeslervonnull verschiedeneBubdiagonalelemen-
tein Spaltek von PAPT,

Abbildung5.1zeigteineneinfachenAlgorithmuszur BestimmunglerNichtnullstrukturvon
L. Der AufwanddesAlgorithmusist O(n(L)). Dabeiwerdendie KnotendesEliminationsbau-
mesin Postorder-ReihenfolgaurchlaufenDie Postorder-ReihenfolggarantiertdaRdie in der
for-Schleife(Zeilen06-07)berdtigtenMengenbekannsind.Die Wurzelroot(7") desEliminati-
onsbaumesimmteinebesonder&tellungein. In dernumerischerfPraxistauchenmmerwieder
Matrizenauf, die einennicht zusammenéingenderGraphen induzieren.In diesemFall ist T
ein ausmehrererBaumenbestehendevald. Der Knotenroot(7') ist ein Hilfsknoten, der die
einzelnerBaumezu einemBaumzusammerd(3t.

Der Eliminationsbaun¥” besitzteine ReiheinteressanteEigenschaftentur einenaustihr-
lichen Uberblick sei auf die Zusammerdissungvon Liu [96] verwiesen Firr die Herleitungder
Multifrontal-Methodein Abschnitt5.1.3berbtigenwir dasfolgendeLemma:

Lemma5.1 Gilt /;; # 0, j < 4, dannistin demEliminationsbaunt” der Knotenu = 7 *(j)
ein Vorganger desknotensw = 71(3).

In dieserArbeit gehenwir immer davon aus,dalRT — quasials ,,NebenproduKt — von einem
Ordering-Algorithmuskonstruiertwurde.Der Eliminationsbaunkannjedochauchnachtéglich
berechnetverden.Liu stelltin [96] einenUnion-Fnd-Algorithmusvor, der auf Eingabevon G
undz denEliminationsbauni” in Zeit O(e (e, n)) konstruiert.Dabeibezeichnet die Anzahl
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Abb. 5.2: Frontbaumeines? x 7-Gittersmit 9-Punkte-Stermvenndie Knotenin derdurchGeogesNe-
sted-Dissection-OrdemrbeschriebeneReihenfolgesliminiertwerden.

derKantenundn die Anzahlder Knotenin G. Die Funktionq stellt die Inverseder Ackerman-
Funktiondar Der Aufwandzur KonstruktiondesEliminationsbaumewird alsovon derAnzahl
derKantenin G undnichtvonder AnzahlderKantenim aufgefiliten Graphen,, bestimmt.

5.1.2 Vom Eliminationsbhaum zum Frontbaum

In der Regel besteherdie hoherenEbenenreinesEliminationsbaume§’ auslangenKettenvon
Knoten.Viele dieserKettensind Teil derim RahmendesEliminationsprozessegebildetenSu-
perknoten.n demzu 7" gelbrendenFrontbaumwerdensolcheKettendurchlogischeKnoten
ersetzt.Jederlogische Knoten repiasentierteine Menge von aufeinanderfolgenchumerierten
Graphknotendie zum Zeitpunktihrer Elimination nicht unterscheidbasind. Ein solcherlo-
gischerKnotenheif3tfundamentaleSuperknotefi7] oderkurz Front Im folgendenbezeichnen
wir denzuT" gelbrenderFrontbaummit demkaligraphischefBuchstabery .

Abbildung 5.2 zeigt den Frontbaum,der entstehtwenn die Knoten desin Abbildung 2.4
dagestellteri x 7-Gittersin derdurchGeogesNested-Dissection-OrderirgeschriebeneRei-
henfolgeeliminiert werden.Die zu einerFrontzusammengefitenGraphknotersind durchein
Oval umrandet.In den untersterzwei Ebenendes Baumesbestehtjede Front ausnur einem
Knoten.Der Frontbaunty ist hieridentischmit demEliminationsbauni'.
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Die Frontenbzw. fundamentalerSuperknoterstimmennicht zwangséufig mit denim Rah-
mendesEliminationsprozesseasgebildetenSuperknoteriiberein(vgl. Ashcraftund Grimes|[7]).
Betrachterwir dazunocheinmaldas7 x 7-Gitter. Werdendie Gitterknotenin derdurchGeokr
gesNested-Dissection-OrderingeschriebeneReihenfolgeeliminiert, so entstehzum Schluf
desEliminationsprozesseder Superknoten{vy, v11, v1s, Va5, V32, U39, Vg, V26, V27, U2g }. IN dem
FrontbaumausAbbildung 5.2 ist der Superknotenn zwei Ketten— und damitin zwei funda-
mentaleSuperknoten- aufgespaltetmamlich {veg, vor, vag } UNd{vy, v11, V18, Vas, V2, V39, Vag }-

DerFrontbauni/” kannwie derEliminationsbaun?” wahrendderBerechnungeinesBottom-
up-Orderingskonstruiertwerden.Es ist jedochaucheine nachtagliche Konstruktionmoglich.
Dabeiist zu beachtendalReineKettein 7" nicht automatischeinenfundamentalersuperknoten
darstellt.Die fundamentalersuperknoterkdnnenjedochmit Hilfe desvon Liu et al. [98] vor-
geschlageneAlgorithmusnachtaglichin 7' bestimmtwerden.Dazusind lediglich O(n + e)
Zeiteinheitemotwendig.

Der Frontbaum7 enthalt mehrInformationenals der entsprechendg&liminationsbauni’".
Diese zusatzlichenInformationenermbglicheneine signifikanteBeschleunigungler symboli-
scherFaktorisierungBetrachterwir dazudie Nichtnullstrukturderzu einerFront F' geldrenden
Spalten.Seienv, v’ € F mit 7(v) = k undx(v') = k + 1. Dadie Knotenv, v" zum Zeitpunkt
ihrer Eliminationnicht unterscheidbasind, gilt

madj_(v') = madjg_(v) — {v'}
unddamit
Struct(L,41) = Struct(L. x) — {k + 1}.

Man muf3alsonur die Nichtnullstrukturder erstenSpalteeinerFrontberechnenDie Nichtnull-
strukturender restlichenSpaltenergebensich durchsukzessies Entfernendesjeweils grof3ten
ZeilenindizesAbbildung5.3 zeigtdenauf einemFrontbaurmbasierendeAlgorithmuszur sym-
bolischenFaktorisierung.

In Zeile 03wird derersteKnotenderFront F', d. h. derKnotenmit derkleinstenNummer er-
mittelt. Anschlie3enckrfolgtdie InitialisierungderNichtnullstrukturderentsprechendeBpalte.
Dadie KnotenausF eineCliquebilden,enttalt Struct (L, x) neberStruct(PAP],) dieIndizes
{k+1,...,k+ s— 1}. In derfor-Schleife(Zeilen 07-10)wird Struct(L, ;) verwllstandigt.
SeidazuU; ein Sohnvon F' in 7. Seiweiteru; der Knotenmit der grof3tenNummerin U; (u;
heil3tin diesemFall letzterKnotenin U;). Dannwird durchdie Elimination desKnotensv das
GebietD,, von D, absorbiertDaherwird in Zeile 09 die MengeStruct(L, rq.,)) — {k} der
MengeStruct (L, ;) hinzugefigt. NachdensStruct(L, ) bekanntist, kdnnendie Indexmengen
derrestlicherzu F' gelbrenderSpaltenganzeinfachabgeleitetverden(Zeilen11-12).

Die Frontenspielenauchbei der numerischeriraktorisierungeineentscheidend®Rolle. Mit
ihrer Hilfe kannder Cholesk-Faktorin quadratischdlocke partitioniertwerden.JederBlock
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SYMBFACFRONTTREE(T)

01: F := firstPostorder(T);

02: while F # root(T) do

03: Lets = |F| andlet v bethefirst vertex in F.

04: k:=m(v);

05: Struct(Lyy) :={k+1,... ,k+s—1}U Struct(PAPEk);
06: LetU,... ,U; denotethechildrenof Fin 7.

07: for eachfront U; do

08: Let u; bethelastvertex in U;.

09: Struct(Ly ) := Struct(Ly ) U (Struct(Ly x(u;)) — {k});
10: endfor

11: forj:=k+1tok+s—1do

12: Struct(L, ;) := Struct(L.j—1) — {j};

13:  F := nextPostorder(T, F);

14: endwhile

Abb. 5.3: FunktionSY MBFACFRONTTREE.

wird danninnerhalbderFan-in-bzw. Fan-out-Methodavie ein MatrixelemenbehandeltDurch
einesolcheblockweiseBerechnungon L erhoht sich die Cache-Hizienz desFaktorisierungs-
algorithmuserheblich.

Insbesonderen dentieferenEbenenvon 7 besteherie Frontenauseinemodernur weni-
genKnoten(vgl. auchAbbildung5.2),sodalReineblockweiseBerechnungpichtmoglichist. Mit
Hilfe desvon Ashcraftund Grimes[7] entwickeltenVerfahrengkonnendie kleinerenFrontenzu
einerFrontzusammengefitwerden.Dies geschiehturchkontrollierteseinfugenvon Nullele-
mentenin L. Ubertragerauf denEliminationsprozef@ntsprichdiesdemEinfuigenzusatzlicher
Kantenzur Generierunggro3ererSuperknotenDie neuenFrontenheil3endeswgenauchrela-
xierte SuperknotenDa dasVerfahrensehrtechnischst, verzichterwir andieserStelleauf eine
genauerdeschreibing.

5.1.3 Die numerischeFaktorisierung nach der Multifr ontal-Methode

Die Multifrontal-Methodewurde1983von Duff undReid[35, 36] entwickelt. Die grundlegende
IdeederMethodebestehtdarin, die FaktorisierungeinerdiinnbesetzteMatrix auf die teilweise
Faktorisierungmehrerewoll besetzteMatrizen zuriickzutihren.Durch dieseVorgehensweise
wird die Datenlokaligatunddamitdie Cache-HizienzdesFaktorisierungsalgorithmusgnifikant
erhoht. DariiberhinauskonnenTechnilenzur Losungvoll besetzteBSystemeangevandtwerden
(vgl. z.B. Duff [32]). Hierzu zahlt insbesonderéie TechnikdesLoop-Unrolling, die zu einer
bessereuslastungder Prozessormgisterfuhrt.
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DENSEFACTOR(A)

01: Initialize L with thelowertriangularpartof A;
02: forj:=1tondo

03: lj,j = lj,j;

i1,

In; In,j
04. fori:=j+1tondo
li; li li

ln,z ln,l ln’]
05: endfor
06: endfor

Abb. 5.4: FunktionDENSEFACTOR.

Zur BeschreilbmngderMultifrontal-Methodebetrachterwir nocheinmaldie in Abschnitt2.1
vorgestellteOuter-Product-¥riantedes Cholesk/-Verfahrens Aus (2.3) laf3tsich leicht der in
Abbildung 5.4 dagestellteFan-out-Algorithmusableiten.Charakteristischiur denFan-out-Al-
gorithmusist, dal3nachFaktorisierungder Spalte; (Zeile 03) die Eintrageder Spaltezur Aktua-
lisierungdernachfolgendespalterverwendetverden(Zeile 04). Bei derMultifrontal-Methode
werdendie Aktualisierungen-I; ; - (I; ;- - - I, ;)T nichtsofortmit denSpalteni = j +1,... ,n
verrechnetsonderrzurachstin einersogenannteblpdate-Matrixzwischengespeicheie Up-
date-Matrixist auchim Falle einerdiinnenStrukturvon L immervoll besetzt.

Engverbundenmit derMultifrontal-Methodeist — wie derNameschonandeutet derFront-
baum.Zu jederFront F desBaumes] gelbrt eineUpdate-Matrixund einesogenannt&rontal-
Matrix. Auch beiderFrontal-Matrixhandeltessichumeinevoll besetzteintereDreiecksmatrix.
Im folgendenbezeichnemwir die zu einerFront F' getbrendeFrontal-Matrixmit §» unddie zu
F gehlbrendeUpdate-Matrixmit 4. Die Frontal-Matrix§r setztsichausdenUpdate-Matrizen
derSohnelU, ... , U, von F undausEintragender Matrix PAPT zusammenDie Update-Ma-
trix U enthalt alle Aktualisierungengdie ausder Faktorisierungvon Spaltenresultierendie zu
einerFrontim Teilbaum7z gehdren(diesschliel3tdie Front £ ein).

Im folgenderzeigenwir, wie ausderFrontal-Matrix§ die Update-Matrixi; entstehtDazu
seiangenommerdalbeziglich dererstenzu F' getbrenderSpaltek gilt Struct(L, x) = {k +
1,...,k+s—1,iy,...,i,}. UnserZiel ist die FaktorisierunglerSpalterk, k+1,... ,k+s—1.
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Wir konstruiererrurachstdie Frontal-Matrix

( Qg k \

Ak+1,k Ak41,k+1

SF=| Gkis—1,k Okts—1h+1 " Okts1kts1
@iy i @iy k1 @iy k+s—1 0
\ i, o Qi jr1 0 Gkgs—1 0 --- 0 /

Die erstens SpaltenentsprechemlabeidenSpaltenk,k + 1,... ,k + s — 1 von PAPT. Um
die Spaltenfaktorisiererzu konnen,ist die Einbeziehungller Aktualisierungemotwendig,die
ausder FaktorisierungvoranggangeneBpalterresultierenWie Abbildung5.4 zeigt, tragteine
vorang@angenespaltej nur dannzur AktualisierungeinerSpalte: > j bei, wennl;; # 0 gilt.
NachLemmab.1listin diesemFall derzuj gelbrendeknoteneinVorgangerdeszu: getbrenden
Knotensim Eliminationsbaunm¥’. Dahermiissenn §x nur solcheAktualisierungereinbezogen
werden die ausderFaktorisierungvon Spalterresultierendie zu einerFrontin einemTeilbaum
Tu,, i = 1,...,t gelbren.NachVoraussetzungverdendieseAktualisierungenn denUpdate-
Matrizenily, gespeicherDeshallkonnenwir nachAddition derUpdate-Matrizedly, , . .. , LUy,
die erstens Spaltenvon § 5 faktorisierenWir benuzterdazueinenAlgorithmusahnlichdemin
Abbildung5.4.Sei

Uik
ki e psr

SF= | lits—1k lhts—1k+1 *°° lhts—1k+s—1
iy i Livkv1 o ligkrs—1 Wi

\ lir,k lir,k—i—l lir,k—l—s—l Uipiy = Uiy iy

dieresultierendé&rontal-Matrix.Die erstens Spalterbeinhalterjetztdie von null verschiedenen
Eintrageder Spaltenk, k + 1, ...,k + s — 1 desCholesly-Faktors L. Die verbleibendeDrei-
ecksmatrixenthalt alle Aktualisierungengdie ausder Faktorisierungvon Spaltenresultierendie
zu einerFrontin einemTeilbaum7, oderzur Front ' getbren.Die Dreiecksmatrixstellt daher
die Update-Matrixix dar.

Bei der Addition einerUpdate-Matrixiiy, ist zu bericksichtigendal3die Elementeausidy,
bediglich L die Indizes(r,c) mit r > c undr, ¢ € Struct(L. ;) besitzen(u; ist wieder
der letzte Knotenin U;) und die Elementeaus§ die Indizes(r,c) mit r > cundr,c €
Struct(L, ) U {k}. Esdirfennur Elementemit ,passendénindizesaddiertwerden.
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Gilt beispielsweise

" f33
3,3
Uy, = ( e ) und Sr=| fi3 [aa ;
53 Ur7
fs3 fsa [z

soemgibt sichausder Addition beiderMatrizendie Matrix

J33 tuss
f4,3 f4,4
fs3+uss fsa frp+urg
DieseerweiterteAddition (extendedadd) wird in der Literatur mit dem Symbol® bezeichnet.
Aus der symbolischerFaktorisierungfolgt sofort Struct (L, r(u;)) C Struct(L,,) U {k} (vgl.
Abbildung 5.3). Daherist jedesIndexpaar (r, ¢) ausily, auchin §r enthaltenDie erweiterte
Addition ist alsowohldefiniert.

Abbildung5.5 zeigtdenvollstandigenMultifrontal-Algorithmus.Fur einedetailierteHerlei-
tung sei auf dasTutorial von Liu [97] verwiesenDer Frontbaum7 wird wiederin Postorder-
ReihenfolgedurchlaufenHierdurchist garantiertdalRdie zur Bildung von § berdtigtenUpda-
te-Matrizenily, bekanntsind.

Wir wollen die Vorgehensweisan einemBeispielveranschaulicherDazu bestrachtenvir
nocheinmaldenin Abbildung 5.2 damgestelltenFrontbaumDa der Baumin Postorder-Reihen-
folge durchlaufenwird, werdenzuerstdie Fronten{v;} und {v,5} bearbeitetDie erste(und
einzige)zu {v, } bzw. {v15} getbrendeSpalteist die Spalteeinsbzw. die Spaltezwei. Es gilt
Struct(L,1) = {3,8,9} und Struct(L..) = {3,7,8,19,20}. Beide Frontensind Blatter des
Baumes.Die Frontal-Matrizeng,,; und §,,,; konnendahersofort faktorisiertwerden.Man
erhalt die Spalteneinsund zwei desCholesk-Faktorssowie die Update-Matrizen

!
Us3
U ! !
3,3 Uz Urq
— — ! ! !
Uiy = | us3 usg und Upisy = Ugs Ugy Ugg
! ! ! !
Ugz Ugg Ugg U9 Uo7z Uigg Urg,19

UI20,3 “I20,7 “I20,8 UI20,19 “I20,20
Als nachstesearbeitetler Algorithmusdie Front{vs }. Zu dieserFrontgeldrt die Spaltedrei.
Esgilt Struct(L,3) = {7,8,9, 19, 20}. Nachinitialisierungder Frontal-Matrix§ ,,,; werdendie
Update-Matrizenly,,, undsly,, ., aufaddiert.Danngilt:

az3 + Uz + U3 \
ars + Uz Urq
8"{1,8} _ ag,3 + Usg,3 + ’Ulg,?, Ugﬂ Ug,8 + Ug,s
ag,3 + Ug 3 0 Ug g Ug,9
19,3 + Ung 3 Ulg7 Ulg g 0 w19

! ! ! ! !
\ 20,3 + Usgg 3 Ugo,7 Ugo,8 0 Uy 9 “20,20/
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MULTIFRONAL (7))

01: F := firstPostorder(7);

02: while F' # root(T) do

03: Lets = |F| andlet v bethefirst vertex in F'.

04:  k:=m(v);

05: Letk+1,... ,k+s—1,i1,...,4, bethesubscriptsn Struct(L, ).
06: Setup frontal matrix

ag k
Ak+1,k Gk+1,k+1

SF=| @rys—1k Gkys—1ht1 "*° Qpis—1kts—1

gy k @iy k+1 0 Gipkts—1 0

@i, ko Qi f+1 " @i kts—1 0 --- 0
wherethefirst s columnscorrespondo columnsk, ... .k + s — 1 of PAPT,

07: LetUy,... ,U; denotethechildrenof Fin T.

08: for eachfront U; do

09: Sr:=3Fr ®Uy;.

10: Performs stepsof eliminationon §  to obtainthecolumnsk, k +1,... ,k+s—1
of L andtheupdatematrix Uz.

11:  F := nextPostorder(7, F);

12: endwhile

Abb. 5.5: FunktionMULTIFRONTAL.

Die Frontal-Matrixkannjetzt faktorisiertwerden.Man ertélt sodie dritte Spaltevon L unddie
Update-Matrixil;,,;. AnschlieBendahrtder Algorithmusmit derFront{v;} fort.

Um die Vorteileder Multifrontal-Methodevoll ausnutzezu kdonnen st einesomgfalltige Im-
plementierungotwendig.DabeimuRinsbesonderauf die folgendenPunktegeachtetverden:

Verwaltung der Update-Matrizen Da der Algorithmus den Frontbaumin Postorder-Reihen-
folge durchBuft, kbnnendie bereitsgeneriertenabernoch nicht mit einer Frontal-Ma-
trix verrechnetetdpdate-Matrizenin einemStadk gespeichertverden.Der Stackwachst
dynamischmit der GroReder abgelgten Update-MatrizenDer hierfur bereitzustellende
Speicherplatzstellt einenzusatzlichenOverheaddar. Mit Hilfe desvon Liu [92] vorge-
stelltenAlgorithmuskanndie maximaleAusdehnunglesStacksminimiert werden.Dazu
werdendie TeilbaumeTy,, ... , Ty, untereinerFront F' in aufsteigendeReihenfolgenach
der GroRReihrer Updaten-Matrizenly,, . .. , 4y, angeordnetin demPostorder-Durchlauf
werdendanndiejenigerBaumezuerstabgearbeitetlie einekleine Update-Matrixiefern.
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Erweiterte Addition Die Addition der Update-Matrizertly,, ... , 4y, zu §x stellt einennu-
merischerOverheaddar. EsentsteherzusatzlicheOperationendie bei Verwendungeines
Fan-in-odereinesFan-out-\érfahrensvermeidbamwaren.Zur Beschleunigungler erwei-
tertenAddition benutztmanlokale Indizes(vgl. auchSchreibef127]). Dabeierhaltendie
ElementesinerUpdate-Matrixvor dereigentlicherAddition die passendeimdizesrelativ
zur Frontal-Matrix.Beipielsweiseerhalt dasElementuy 3 ausiy,,; die Indizes(4, 1).

Faktorisierung der Frontal-Matrix In vielen Fallen pal3tdie gesamta~rontal-Matrixin den
Prozessor-Cachepdalidie Faktorisierunglererstens Spaltersehreffizientdurchgetihrt
werdenkann. Hierin liegt der eigentlicheVorteil der Multifrontal-Methode.Die Effizi-
enzlaltsichdurchAnwendungder Loop-Unrolling-Techniknocheinmalsignifikantstei-
gern.Dazuwird § in quadratisch®&locke partitioniert.Die Blocke sindsoklein gewahilt,
daRRdie Operationerauf ihnenausprogrammienverdenkonnen.Abbildung 5.6 zeigtdie
BlockversiondesAlgorithmusDENSEFACTOR ausAbbildung5.4.Die Variablenl, J lau-
fen dabeiliberZeilen und SpaltenbestehenduseinzelnerBlocken. Besitzendie Blocke
die GroReq x ¢, sogilt N = n/q (wir nehmerderEinfachheithalberan,dal3n ohneRest
durchgq teilbarist). Die FunktionFACTOR (Zeile 03) berechnetlanndenCholesk/-Faktor
einerg x g-Matrix. Wir weisennochmalgdaraufhin, daf3die FunktionFACTOR sowie alle
andererOperationeraufdeng x ¢ BlockenohnezusatzlicheSchleifenauslommen.

Die Loop-Unrolling-Technikentfaltetinre volle Wirkung nurdannwenndie Front F' einegewis-
seAnzahlvon Knotenenthalt (s > 1). Mit Hilfe desvon Ashcraftund Grimes[7] vorgestellten
Verfahrenskonnenwieder kleinere Frontenzu relaxiertenSuperknotereusammengef3twer-
den.Hierdurchentsteherzwar zusatzlicheNullelementein denFrontal-und Update-Matrizen,
eserhbht sichjedochauchdie Cache-und RegisterefizienzdesFaktorisierungsalgorithmus.

5.1.4 Experimentelle Ergebnisse

Wir haberein sequentielle®rogramneur Faktorisierungliinnbesetztempositiv definiterMatri-
zenentwickelt, dasalsAusgangspunkderim nachsterAbschnittbeschriebeneRarallelisierung
dient.DasProgramntragtdenNamenspace(SPArseCholesk Elimination) undstellteineum
die symbolischeund numerischda-aktorisierungerweiterteVersiondesProgrammsnultipord
dar Die symbolischeFaktorisierungorientiertsichander Funktion Sy MBFACFRONTTREE, die
numerischenderFunktionMULTIFRONTAL. Die folgendeListe fal3tdie wichtigstenMerkmale
unsereg-aktorisierungsalgorithmususammen.

e Vor Beginn der symbolischerund numerischeraktorisierungwird derim Rahmendes
Ordering-Prozessd®nstruierte=rontbaunt/” wie folgt modifiziert:

— In einemPostorder-Durchlaufverdendie Frontenan den Blatternvon 7 mit den
dariberliegendenFrontenzu neuenBlatt-FrontenverschmolzenDer Prozelistoppt,
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DENSEBLOCKFACTOR(A)

01: Initialize L with thelowertriangularpartof A;
02: for J:=1to N do

03: LJ,J = FACTOR(LJ,J);

L1,y Ly,
: -1 : )
P LJ’J * : y
Ly, Ly
04: forI:=J+1to N do

L;; Ly Ly,

LN,[ LN,I LN,J
05: endfor
06: endfor

Abb. 5.6: FunktionDENSEBLOCKFACTOR.

sobaldeineneueBlatt-Frontmehrals 200 zusatzlicheNulleintrageentHalt.

— In einemzweitenPostorder-Durchlauiverdendie Teilbaume7y,, ... , Ty, unterei-
nerFront F' aufsteigendhachder GroRReihrer Update-Matrizerangeordnet.

e Zur Faktorisierungder Frontal-Matrizerverwenderwir einennumerischerkKern, der auf
Blockender Gro3e3 x 3 arbeitet.Grof3ereKernefilhrennur nochzu mamginalenEffizi-
enzsteigerungeigsie ernbhendenProgrammieraufandjedocherheblich.

Um die Leistungsahigkeit unseressequentiellerFaktorisierungsalgorithmusnter Beweis zu
stellen,habenwir spacemit einemProgrammausder SPOOLES-Bibliothek verglichen.DasPro-
grammbasiertaufderFan-in-Methodaindbenutztwie spaceeinennumerischeKernderGrofie
3 x 3. EingabedesProgrammsst — abgesehemon der Matrix A — dervon spacekonstruierte
FrontbaumDamit sinddie Startbedingungefur beideProgrammaegleich.

Tabelle5.1zeigtdie Laufzeitendersymbolischemndnumerischetfraktorisierungur 15 Ma-
trizen unsererBenchmark-SuiteWir habendiejenigenMatrizenausg&ahlt, derenFaktorisie-
rung die meistenOperationenverursachtAlle Zeitangaberwurdenauf einer SUN Ultra mit
296 MHz UltraSFARC-II Prozessound zwei GByte Hauptspeicheermittelt. In denSpalten3
und 5 sind zusatzlich die jeweils erzieltenMegaflopsangegeben.lhre Berechnungoasiertauf
der Zahl der zur Faktorisierungberbtigten Multiplikations- und AdditionsoperationenDiese
Zahlist durchdasverwendetérderingeindeutigbestimmt Die von der Multifrontal-Methode
zusatzlich durchgetihrten Additionsoperationerjextendedadd) bleibenalso unbeficksichtigt.

*Die Zahlensindin derletztenSpaltevon Tabelle4.4 angeyeben.



106 Kapitel 5. Symbolischeindnumerischd-aktorisierung

SPOOLES-2.2 space

Matrix symb Fakt. num. Fakt. symb Fakt. num. Fakt.

BCSSTK30 2.34 8.50(84.57) 1.31 6.64(106.95)
BCSSTK31 1.35 13.95(89.09) 1.01 10.83(113.61)
BCSSTk32 2.38 9.75(82.61) 1.43 7.61(104.01)
MATO2HBF 2.66 12.92(86.18) 1.56 10.19(107.02)
MATO3HBF 4.36 29.04(/89.05) 2.58 22.74(111.85)
BRACK2 111 19.40( 86.70) 1.12 15.60(106.28)
3DTUBE 3.84 | 159.44(77.41) 3.40| 131.09(94.08)
CFD1 2.42 96.56( 92.05) 2.86 87.09(101.66)
CFD2 4.19| 333.78(78.64) 5.37| 289.59(90.49)
CYL3 2.65| 616.94(64.85) 5.14| 494.06 ( 81.20)
GEARBOX 11.52| 207.41(84.60) 7.97| 181.54(96.35)
NASASRB 3.07 29.32(90.37) 2.27 23.30(113.09)
WAVE 3.59| 1638.23(59.66) 8.04| 1179.09(82.80)
PWTK 15.09| 294.40(77.33) 10.14| 279.81(81.10)
HERMES 11.57| 4158.60( 60.41) 19.64 | 3273.68( 76.68)

Tab. 5.1: Vergleich der Laufzeitenzur Durchfuhrungder symbolischerund numerischeraktorisierung
(in Sek.).In Klammernsind zusatzlich die erzieltenMegaflopsangegeben.

Hierdurchist sichegestellt,dal3sichim Falle von spaceder numerischeverheadhicht positiv
aufdie erzieltenMegaflopsauswirkt.

Am BeispielderMatrix CFD1wollenwir denEinfluld desnumerischerKernsauf die Lauf-
zeitdesFaktorisierungsalgorithmugerdeutlichenBei Verwendungineseinfachenl x 1-Kerns
werdenzur Faktorisierungvon CFD1 ungefihr 232 Sekunderberdtigt. Die Laufzeitreduziert
sichauf109Sekundenm Falle eines2 x 2-Kerns.Bei Verwendungeines3 x 3-Kernsergibt sich
eineweitere— diesmaliedochnicht mehrsostarle — Beschleunigunguf 87 Sekunden.

5.2 Der parallele Fall

Interessanterweisieesitztdie Faktorisierungdiunn besetzteMatrizen ein hoheresParallelisie-
rungspotentiabls die voll besetzterTrotzdemgab es bis Anfang der neunzigerJahrekeinen
parallelenAlgorithmus,der die von grof3en verteiltenSystemerbereitgestelltdcRechenleistung
effektiv nutzenkonnte.Schonim sequentiellerrall ist dasDesigneinesFaktorisierungalgorith-
mus sehrviel schwierigey wenndie Matrizen eine dinne Struktur besitzen.Da zur Paralleli-
sierungdieserkomplexen Algorithmenrelatv einfacheTechnilenangevandtwurden,entstand
ein gewaltiger Kommunikations-OgrheaddereineschlechteSkalierbarlit der parallelenver
fahrenzur Folge hatte(vgl. Schreibe{128]). Die Skalierbarlkit einesAlgorithmusbeschreibt
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die Fahiglkeit, einevorgegebeneEffizienzbei gleichzeitigefeErhdhungder Prozessorzahindder
ProblemgofRezu halten.Die Isoefizienzfunktiorgibt dabeian, wie starkdie ProblemgélRein
Abhangigleit von derProzessorzaldrhbhtwerdenmuf3(vgl. Kumaretal. [84]).

Das hohereParallelisierungspotentidiei der Zerlegung diinn besetzteMatrizen resultiert
ausdemUmstand,dafl3die SpaltendesCholesk-Faktorsnicht zwangshufig nacheinandebe-
rechnetwverdenmiissenVielmehrerlaubtdie durchdenEliminationsbaunbeschriebenpartiel-
le Ordnung,Spaltenin unterschiedlicheifeilbaumengleichzeitigzu faktorisierenln denersten
parallelenAlgorithmenwurdendie KnotendesEliminationsbaumemmit Hilfe einessehreinfa-
chenWrap-Mapping-¥rfahrens[50] auf die ProzessoreabgebildetDasWrap-Mapping-\ér-
fahrenarbeitetwie folgt: Zunachstwerdendie Blatt-Knotenin zyklischerForm auf die Prozes-
sorenverteilt. Die KnotenwerdendannausdemEliminationsbaunentfernt,und dasVerfahren
fahrt mit den neuenBlatt-Knotenfort. Auf dieseWeisewerdendie KnotendesEliminations-
baumesebenenweisgon den Blatternbis zur Wurzel auf die Prozessorenerteilt. Das Wrap-
Mapping-\erfahrenhat zwei Vorteile: Zum einennutztesdasdurchdenEliminationsbaunbe-
schriebenéarallelisierungspotentialoll aus,zumanderergarantierteseinegleichnaf3igeVer-
teilungderRechenlast.

Trotzdemist dieseVerteilungder Spaltennicht praktikabelwie dasfolgendeBeispielzeigt.
Dazuseiangenommergal3die NichtnullstrukturderMatrix A einn x n-Gitterinduziert.Dann
sind zur Berechnungdes Cholesly-Faktors O(n?) Multiplikations- und Additionsoperationen
notwendig Der Cholesly-Faktorenttélt dabeiO(n? log n) vonnull verschieden&lementevgl.
Kapitel 3). Ein parallelerf~an-in-[6] oderFan-out-Algorithmug50], derzurVerteilungderSpal-
tendasWrap-Mapping-\érfahrenbenutzt produziertauf p Prozessoreain Kommunikationse-
lumenvon O(n?plogn) [55]. Man beachtedalRdasKommunikationselumen,alsodie Summe
allerverschickterDaten lediglich eineuntereSchranle fur denKommunikations-Ogrheadlar
stellt. Damit stehtder Kommunikations-Ogrheadn keinemakzeptableVerhaltnis zur Anzahl
derdurchzufihrenderarithmetischerf®©perationen.

HistorischgesehemwurdendieseerstenparallelenAlgorithmenin zwei Richtungenweiter
entwickelt. Zum einenkonntedaskKommunikationselumendurchgeschickteréMapping-Stra-
tegienreduziertwerden.ln demvon Ashcraftet al. [5] sowie Geistund Ng [46] vorgeschlage-
nenDomain-Mapping-¥rfahrenwerdenganzeTeilbaumeexklusiv einemProzessozugeordnet.
Die restlichenKnotenin denobersterEbenerndesEliminationsbaumewerdenwie beimWrap-
Mapping-\erfahrenebenenweisauf die Prozessorewerteilt. Ein Fan-out-Algorithmusgderdie-
sesMapping-\erfahrenbenutzt produziertein Kommunikationselumenvon O (n?plog p) (vgl.
Hulbertund Zmijewski [76]). Bei demvon Geoge et al. [55] vorgeschlageneBubtee-to-Sub-
cube-Mappingverdenauchdie restlichenKnotennicht mehrzyklischauf alle Prozessoremer-
teilt, sonderrauf einzelneProzessaruppen(vgl. auchAbschnitt5.2.1).Mit Hilfe desSubtree-
to-Subcube-MappinggerringertsichdasKkommunikationselumeneinesFan-in-oderFan-out-
Algorithmusauf O(n?p) [55]. Auch bei demvon Pothenund Sun[114] vorgeschlageneRro-
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portinal-Mapping-\érfahrenwerdenganzeTeilbaumerekursv auf Prozessarupperabgebildet.
Die AnzahlderProzessorem einerGrupperichtetsichdabeinachder GroRedesTeilbaumes.

NachGeoge et al. [55] ist O(n?p) eineuntereSchranle fur dasKommunikationselumen
einesjedenparallelenFaktorisierungsalgorithmusler auf einer spaltenweiseVerteilungvon
A beruht.In einemzweitenAnsatzwurdedaherdie dinnbesetzteMatrix A nicht nur spalten-,
sonderrauchzeilenweiseauf die Prozessorererteilt. Aus der Literatur sind mehrereAlgorith-
men bekannt,die auf einer solchenzweidimensionaleMapping-Stratgie basierenBeispiel-
haft seienhier die Arbeiten von Gilbert und Schreiber[60], Rothbeg [124], Rothbeg und
Gupta[126] sowvie Venugopalund Naik [140] genannt.Der besteAlgorithmus reduziertdas
Kommunikationselumenauf O(n?,/plog p) [126]. In [2] stellt AshcrafteinenFan-both-Algo-
rithmusvor (ein Zwitter ausFan-in-und Fan-out-\érfahren),der ein Kommunikationselumen
vonO(n?,/plogn) erzeugt.

In den Arbeitenvon Guptaet al. [63, 66] werdenbeide Ansatze miteinanderkombiniert.
Ihr parallelerAlgorithmus beruhtauf der Multifrontal-Methode.Die KnotendesEliminations-
baumesverdenmit Hilfe einesSubcube-to-Subtree-Mappingaf die Prozessoremerteilt. Aus
demMappingwird danneinezeilen-undspaltenweis&erteilungderMatrixelementabgeleitet.
Hierdurchreduziertsichnicht nurdaskommunikationselumen sonderrauchderKommunika-
tions-Owerheachuf O (n?,/p) [63, 66].

Dieser Abschnittist wie folgt aufgebautZunachststellenwir in 5.2.1 unserenMapping-
Algorithmusvor. Der Algorithmus basiertauf dem Subtree-to-Subcube-Mappingn Geoge
et al. [55]. AnschlieBendobeschreiberwir in 5.2.2und 5.2.3 Algorithmen zur parallelensym-
bolischenund parallelennumerischerfaktorisierung Die parallelenumerischeraktorisierung
basiertauf demvon Guptaet al. [63, 66] entwickelten zweidimensionaleiMultifrontal-Algo-
rithmus.Schlief3lichprasentieremwir in 5.2.4einigeexperimentelleErgebnisselm Mittelpunkt
stehtdabeider EinfluR desOrderingsauf die parallelenumerischd-aktorisierung.

5.2.1 Mapping desFrontbaumes

UrspriunglichwurdedasSubtree-to-Subcube-Mappimmtwickelt, um die Knoteneinesn x n-
Gittersauf die Prozessorerinesr-dimensionalendypeicubeszu verteilen.Der r-dimensionale
Hypercubdst ein Graphbestehen@us2” Knotenundr2"~! Kanten.JedeiKnotendesGraphen
entspricheinemProzessoundwird durcheinebinareZeichenlettederLanger daigestellt.Zwel
Knotensind genaudanndurcheine Kantevertunden,wennsichihre binarenZeichenlettenin
genaueinemBit unterscheiderEine Kante heil3tKanteder Dimensiond, 0 < d < r, falls sie
zweiKnotenu, v € {0, 1}" verbindetdie sichim d-tenBit unterscheiden.

Werdendie KnotendesGittersin derdurchGeogesNested-Dissection-Orderirggschriebe-
nenReihenfolgeeliminiert, so ergibt sich ein balancierteiFrontbaum Aufgrund der rekursven
StrukturdesHypercubegsiehe[87], Seite308ff) konnendie TeilbaumedesFrontbaumesehr
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groupID: 1
Teilcube: {00, 01, 10, 11

grouplD: 2

grouplD: 3
Teilcube: {00, 01}

41| Teilcube: {10, 11}

Abb. 5.7: Subtree-to-Subcube-Maipg desFrontbaumesusAbbildung5.2.

einfacheinzelnenTeilcubeszugeordnewerden. Abbildung5.7illustriert dasSubtree-to-Subcu-
be-Mappingam Beispieldes7 x 7-Gittersund deszweidimensionaletdypercubesDer Teil-
baUM T4y, 025,004} ISt dEMTeilcube{00, 01} zugeordnetDer Baumteilt sich aufin 7y, ve 0.6}
UNd T{30,057,044} - Di€ Baumewerdenauf die Teilcubes{00} bzw. {01} abgebildetAlle Fronten
in dengrauunterlgten Teilbaumensind so exklusiv einemProzessorzugeordnetDie Fronten
{92, Va3, Vo4 } UNA {9, Vo7, vog } Werdenvon denzwei Prozessoref0 und 01 bzw 10 und 11
bearbeitetinddie Wurzel-Frontvon allenvier Prozessoregemeinsam.

Im allgemeinenFall ist der Frontbaum7 wederbinar noch balanciert.Um die Prozesso-
ren einesr-dimensionalerHypercubegleichmal3ig auszulastenmissendaherkompliziertere
Algorithmenwie z.B. dasDomain-Mapping-{5, 46] oder dasProportional-Mapping-¥rfah-
ren [114] angevandtwerden.In unseremparallelenAlgorithmus benutzenwir eine einfache
Erweiterungdes Subtree-to-Subcube-Mappin§ayl. auchGuptaet al. [66]). Die Idee besteht
darin, den Frontbaum7 von ,,obennachunteri zu durchsucherbis 7 in zwei Gruppenvon
Teilbaumenaufgeteiltwerdenkann,derenFaktorisierungn etwa dengleichenAufwanderfor-
dert. Hat man eine solcheAufteilung gefunden,so miussendie zwei Teilbaumgruppereinem
(r — 1)-dimensionalerdypercubezugeordnetverden Man erhélt soeinenrekursvenMapping-
Algorithmuswie erin Abbildung5.8beschriebetst.

EingabedesAlgorithmusist eineMengeM von Teilbaumendie einemHypercubeder Di-
mensiond zugeordnetverdensoll. GenaugenommemestehtdasZiel desMapping-Algorithmus
nichtin einerVerteilungder Teilbaume,sondernn einerVerteilungderin denTeilbaumenent-
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SPLIT(M, d, groupID)

01: if d > 0 then

02: ratio := 0;

03: while ratio < 8 do

04: M = M;

05: M = 0; ops(My) :=0;

06: M = 0; ops(M3) := 0;

07: while M’ # () do

08: Find 7z € M’ with ops(7r) maximal.SetM’ := M' — {Tr};
09: if ops(M1) < ops(Mz) then

10: My := My U{T}; ops(M1) := ops(M1) + ops(Tr);
11: else

12: My := Mo U{T}; ops(Mz) := ops(Mz) + ops(Tr);
13: endif

14: endwhile

15: ratio := min(ops(M ), ops(Mz))/ max(ops(M;),ops(Maz));
16: if ratio < S then

17: Find Tr € M with ops(7r) maximal.SetM := M — {Tr};
18: frontgroup(F') := grouplD;

19: LetU,... ,U; denotethechildrenof F.

20: M = MU{Tu,,---,Tu, };

21: endif

22: endwhile

23: SPLIT(M1,d — 1,2 - groupID);
24: SPLIT(My,d — 1,2 - groupID +1);
25: else

26: for eachfront tree7r in M do

27: for eachfront U in 7 do

28: frontgroup(U) := grouplID;
29: endif

Abb. 5.8: FunktionSPLIT.
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haltenerFrontenaufdie Prozessoreazuerhalterdie Fronteneinesogenannt&ruppenidenti-
fikationsnummeikurz groupID. Abbildung5.7 zeigtdie Verteilungderldentifikationsnummern
am Beispieldes7 x 7-Gittersund deszweidimensionalefdypercubesinitial gilt M = {7},
d = r undgrouplD = 1.

Der Algorithmusarbeitetwie folgt: Gilt d > 0, sowird mittelseinereinfachenBin-Padking-
Heuristik versuchtdie in M enthalteneMeilbaumein zwei moglichstgleich schwereMengen
M, My aufzuteilen(Zeilen 04—14).Um dasGewicht der MengenM, M, genauerzu spezi-
fizieren, berdtigenwir einige zusatzliche Definitionen: Seiwieder F' eine Frontmit |F| = s.
Weiterseiv derersteKnotenin F. Esgelter(v) = k. Dannbezeichnebps(F') die Anzahlder
durchzutihrenderMultiplikations-und AdditionsoperationerymausderFrontal-Matrixg » die
Update-Matrixr unddie Spaltenk, k + 1, ...,k + s — 1 desCholesk/-FaktorsL zu erhalten
(vgl. Funktion MULTIFRONTAL ausAbbildung 5.5). Der Wert ops(F') kannwieder mit Hilfe
derFormeln(2.6)und(2.7) berechnetverden.Dazumufbei der BerechnunglesOrderingsnur
degg, . (v) gespeichenverdenWir erweiterndie Funktionops aufFrontdhumeundaufMengen
von FronttAumen Dazusetzerwir

ops(T) = Z ops(F) und ops(M) = Z ops(7).
FistFrontin 7 Tem

Zwei MengenM,, M, von Fronttaumenheil3endanngleich schweroderbalanciertwenngilt

min(ops(M;), ops(My))
max(ops(M ), ops(My))

> 0, 0<pB<1.

Gelingt die Aufteilung in zwei balancierteMengennicht, sowird der schwersteleilbaum 7z
aus M extrahiertund durch die TeilbaumeTy,, ... , Ty, unterder Wurzel F' von Ty ersetzt.
Die Wurzel F' erhalt dabeidie aktuellegroupID. Diesewird in frontgroup(F') gespeicherZei-
len 16—21).AnschlieRendvird dergesamtd’rozelimit dererweiterteniMienge M wiederholt.

NacherfolgreicherAufspaltungmussendie Teilbaumein denMengenM; und M, einem
HypercubederDimensiond — 1 zugeordnetverden Diesgeschiehtlurchdie rekursvenAufrufe
in denZeilen23und 24.

Gilt d = 0, soist ein weiteresAufspaltenderMengeM nichterforderlich.Alle Frontendie
zu einemTeilbaumin M gelbren,kdnnenexklusiv einemProzessorugeordnetverden.Dies
geschiehtviederuberdie aktuellegrouplID (Zeilen26-28).

Nach Terminationder Funktion SpLIT ist jeder Front eine Gruppenidentifikationsnummer
zugeordnetAnhanddieseNummerkannein Prozessoentscheidemb eranderFaktorisierung
der Front beteiligtist odernicht. BezeichnemyprocID € {0,...,2" — 1} die Nummereines
Prozessorgm DezimalsystemJederProzessoberechneinygrouplD := 2" + myproclD. Der
ProzessomyproclD ist dannander FaktorisierungeinerFront F' beteiligt, wenngilt

frontgroup(F') € {mygrouplD, |mygrouplID /2|, | |mygroupID /2]/2],...,1}.



112 Kapitel 5. Symbolischeindnumerischd-aktorisierung

Beispielsweisest in Abbildung5.7 der Prozessot 0 ander FaktorisierungeinerFront F' betei-
ligt, wenngilt frontgroup(F’) € {6, 3,1}.

Jekleinerdie Gruppenidentifikationsnummaest, destomehrProzessoresindanderFaktori-
sierungeinerFrontbeteiligt.Um denhierbeientstehendellommunikations-Ogrheadnoglichst
geringzu halten,sollte insbesondere denobersterRekursionsstufeder Funktion SPLIT die
aulRerewhile-Schleife(Zeilen 03—22)nur wenigeMale durchlauferwerden.Zwar erreichtman
diesganzeinfachdurchWahl eineskleinerenWertesfur 3, dabeiist jedochzu beachtengal3auf-
grundvon hoherenLastunterschiededie Idle-Zeitender Prozessorestarkanwachserkonnen.
Strenggenommemul3 bereitsbei der Berechnungdes Orderingsauf die Balancedes Front-
baumegyeachtewverden.Dieskannz.B. dadurchgeschehergalRin einemNested-Dissection-
VerfahrendasGewicht der Teilgraphenstarker in die Bewertungeiner Partitionierungeingeht.
HierdurchkannsichjedochdasGewicht derSeparatorennddamitder GradderAuffullung von
A starkerhbhen.Wir werdenauf diesenZielkonflikt in Abschnitt5.2.4nahereingehen.

5.2.2 Die parallele symbolischeFaktorisierung

Im Vordegrundder parallelensymbolischeraktorisierungstehtwenigerder Speedupalsviel-
mehrdie effektive NutzungdesgesamtewverteiltenSpeichersNur wennder Cholesk/-Faktor L
von Anfanganverteiltgespeichenvird, ist die Faktorisierungvon grof3enMatrizenmoglich.

In unserenparallelenAlgorithmusgeschiehtie symbolischd=aktorisierungn zwei Schrit-
ten. Der ProzessomyprocID berechnetrzurachstfur jede Front ', an derenFaktorisierunger
beteiligtist, die Nichtnullstrukturdererstenzu F' gefbrendenSpalte.Die entsprechendindex-
mengewird in Indices(F') abgel@t. Istalsowiederv derersteKnotenderFront F mit 7 (v) = k,
so gilt Indices(F') = Struct(L, ). In einemzweitenSchritt bestimmter, welche Spaltender
Front ' in seinemSpeicherabgelgt werdenund — mit Hilfe von Indices(F') — die Nichtnull-
strukturdieserSpalten.

Um denzweistufigenProzelvollstandigversteherzu konnen misserwir aufdie parallele
numerischeaktorisierungvorgreifen. Die grundstzlicheldee desFaktorisierungsalgorithmus
von Guptaetal. [63, 66] bestehtarin,die zuderFront F' gelbrendeFrontal-Matrix§ spalten-
undzeilenweisaufdie ProzessorenuverteilenIm Vemgleichzu einerspaltenweiseAufteilung
reduziertsichsoder Kommunikations-Ogrheacdei der Faktorisierungdererstens Spaltenvon
§r umdenFaktorO(+/p’) [84]. Dabeibezeichnep' die AnzahlderbeteiligtenProzessorerDie
erstens Spaltervon §, unddamitauchdie Spaltenk, . .. , k + s — 1 desCholesk-FaktorsL,
sind alsoverteilt auf p' Prozessoreabgelgt. Wie dieseVerteilunggenauaussiehtwird spater
gezeigtWir widmenunszurachstderBerechnunglerindexmengen.

Abbildung 5.9 zeigt dasparalleleProgrammzur Berechnungder MengenIndices(F'). Als
erstesberechnejeder Prozessodie GruppenidentifikationsnummenygroupID. Wie bereits
obengesehendientdie Nummerzur ErmittlungderjenigerFronten anderenfFaktorisierungder



5.2. DerparalleleFall 113

SETUPINDICESPAR (myprocID, 7))

01: mygrouplD := 2" 4+ myprocID; L := §;
02: ford:=0tordo

03:  F := firstPostorder(7T);

04:  while F # root(T) do

05: if frontgroup(F') = mygroupID then

06: LetUy,... ,U; denotethechildrenof Fin T.

07: Determinelndices(F) usingPAPT andIndices(U3), . .. , Indices(U;).
08: L= (LU{F}) - {U,... ,Us};

09: endif

10: F := nextPostorder (7, F);

11: end while

12: if d < rthen

13: Sendall Indices(F'), F' € L, to processomyprocID(d) andreceve from
myprocID(d) all Indices(U). Add eachU to L.

14: mygrouplD := |mygroupID /2];

15: endfor

Abb. 5.9: FunktionSETUPINDICESPAR.

ProzessomyproclID beteiligtist. In einerfor-Schleife,die Uberalle DimensionerdesHyper
cubedauft, werdendie FrontennachabfallendenGruppenidentifikationsnummegabgearbeitet.
In der erstenlterationder for-Schleife(d = 0) erfolgt die Berechnungron Indices(F') fur alle
FrontenF’, die exklusiv demProzessomyprocID zugeordnesind.Die eigentlicheBerechnung
von Indices(F") geschiehin der Zeile 07. Dazumussendie MengenIndices(U;), 1 < i < ¢,
der SbhneU; von F' bekanntsein.Zeile 07 fal3tdie Anweisunger05-10der Funktion Sy MB-
FACFRONTTREE zusammerDabeiist jedochzu beachtendalIndices(U;) nichtdie Strukturder
letztenzu U; gelbrenderSpalteenthalt, sondermdie StrukturdererstenDiesstellt kein Problem
dar, weil die StrukturderletztenSpalteganzeinfachausder StrukturdererstenSpalteabgeleitet
werdenkann(vgl. wiederFunktionSy MBFACFRONTTREE).

Ist die Front F' exklusiv dem ProzessomyprocID zugeordnetso sind esauchdie Sohne
Ui,...,U; von F. Dader Frontbaumin Postorder-Reihenfolgéurchlaufenwird, ist sichege-
stellt, daB die MengenIndices(U;), ... , Indices(U;) bekanntsind. Die Situationandertsich,
wenndie Front F' zwei odermehrProzessorenugordneist. In diesemFall kenntderProzessor
myprocID nichtimmeralle Indexmengerder Sohne.Vor Beginn einerneueniterationder for-
Schleifeerhalt myprocID alle berbtigtenindexmengenvon demin Dimensiond benachbarten
ProzessomyprocID(d). Im GegenzugverschickimyprocID alle Indexmengendie derProzes-
sormyproclD(d) berbtigt. Die Fronten,derenindexmengerverschicktwerdenmissensindin
L gespeichertl enlalt alle Fronten die nochnicht mit inrer Vater-Frontverrechnetvurden.
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grouplID 1: Teilcube {00, 01, 10, 11}
grouplD 2: Teilcube {00, 01}
grouplD 3: Teilcube {10, 11}

groupID 4: Prozessor 00
grouplD 5: Prozessor 01
groupID 6: Prozessor 10
groupID 7: Prozessor 11

Abb. 5.10: Mapping einesunbalancierterFrontbaumesauf einen zweidimensionalerHypercube.Die
Frontensind mit ihrer Gruppenidentifikationarmmerbeschriftet.

Wir wollen den Datenaustauscan dem FrontbaumausAbbildung 5.10 veranschaulichen.
Die FrontendesBaumessind mit Hilfe der FunktionSpLIT denProzessorerineszweidimen-
sionalerHypercubegugeordnetvorden.Jede-rontist mit inrer Gruppenidentifikationsnummer
beschriftet. Wir betrachterden Prozesso00. Fur denProzessof0 gilt initial mygrouplD =
22 + 0 = 4. Die FrontenA4;, i = 1,... ,4 sind exklusiv demProzessof0 zugeordnetin der
erstenlterationderfor-SchleifeberechneProzessof0 die Mengenindices(A;). Dadie Fronten
A; und A, in dieserlterationnicht mit ihrer Vater-Frontverrechnetverden yverbleibernsiein L.
DurchdenDatenaustausdh Zeile 13 erhélt Prozessof1 die MengenIndices(A; ), Indices(A,)
und Prozessof0 die MengenIndices(B), Indices(Bs). Damit gilt fur beideProzessorelf =
{AI; AQ, Bla B2}

Wir befindenunsjetzt in der zweitenlterationder for-Schleife(d = 1). Fur die Prozesso-
ren00 und 01 gilt mygroupID = 2. Beide Prozessoreberechnerndices(C') undfugenC' in
ihre Menge/L ein. DarliberhinausentfernerbeideProzessoredie FrontenA, und B; ausihrer
MengeL. Fur beideProzessoreqilt jetzt £ = { A;, By, C'}. Prozessof0 verschicktdie entspre-
chendenndexmengerzu Prozessoil0 und Prozessof)1 zu Prozessoil 1. Damit sind alle vier
Prozessorein derlLage,in Iterationd = 2 die Indexmengelndices(D;) zu berechnen.

Wir zeigenjetzt, wie die zu einer Front F' getbrendenSpaltenauf die Prozessorerines
r-dimensionalerHypercubesverteilt werden.Dazu berbtigen wir die folgendenFunktionen:
Seiz € {0,...,2" — 1} und0 < d < r. Die Funktionlast,(z) extrahiertdie letztend Bits
ausder Binardarstellungron z. Enthalt die Binardarstellungzon z wenigerals d Bits, sowird
mit Nullen aufgefillt. Per Definition gilt lasty(z) = e furalle z € {0,...,2" — 1}. Beispiel:
last,(5) = lasty((101)2) = 0101, last3(9) = last3((1001)5) = 001.

Die Funktionereven,(z) undodd,(z) extrahiererausdenletztend Bits derBinardarstellung
von z die Bits angeradebzw. ungeradePosition.Wir nehmenan, dalRdasniederwertigsteBit
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SETUPSTRUCTUREPAR (myprocID, 7', Indices)
01: mygrouplD := 2" + myproclD;

02: SetStruct(L, ) :=0forallk=1,... ,n;
03: for d:=0tordo

04:  F := firstPostorder(7);

05:  while F # root(7") do

06: if frontgroup(F) = mygroupID then

07: Lets = |F| andletv bethefirst vertex in F'.

08: k:=m(v);

09: for eachj € {k,... ,k + s — 1} with last[4/91(j) = eveng(myprocID) do

10: Struct(Ls,;) := {i > j; 4 € Indices(F) and last| 4/ (i) = oddgq(myprocID)};
11: endif

12: F := nextPostorder (T, F);

13: endwhile
14: mygrouplD := |mygroupID /2];
15: endfor

Abb. 5.11: FunktionSETUPSTRUCTUREPAR.

ander Positionnull steht.Daherhatdie von eveny(z) zurickgeggebenebinare Zeichenlettedie
Lange[d/2] unddievonodd,(z) zurickgegeben&eichenlettedie Lange| d/2|. PerDefinition
gilt eveny(z) = e undoddy(z) = odd;(z) = e. Beispiel:even3(9) = evens((1001),) = 01,
odd,(5) = odd,((0101),) = 00.

Abbildung5.11zeigt, wie die zu einerFrontgelbrendenSpaltenauf die Prozessoredesr-
dimensionalerHypercubesverteilt werden.Die Verteilungwird von der binarenZeichenlette
desProzessordestimmt.Die Bits in eveny(myprocID) entscheiderwelche Spaltenund die
Bits in odd,(myprocID) welche Elementeeiner Spaltedem ProzessomyprocID zugeordnet
werden.Von besondereninteressdst die for-Schleifein den Zeilen 09-10.Sei F' einedem
ProzessomyproclD zugeordnet&ront.Eine Spaltej derFront F' ist genaudanndemProzessor
myproclD zugeteilt,wenngilt lastfq/21(j) = eveng(myproclD). Ist die Bedingungerfillt, so
sindalle Elementen Zeiles mit last 42| (i) = odd4(myprocID) aufdemProzessogespeichert.
BeiderAufteilungderSpaltereinerFrontspieltalsodie Dimensiond, in derdie Frontbearbeitet
wird, eineentscheidendRolle.

Gilt d = 0, soist jedeFront F' mit frontgroup(F') = mygroupID exklusiv demProzessor
myprocID zugeordnetWegenlastry/o1(j) = eveng(myprocID) = e furallej € {k,... ,k +
s — 1} undlast|q/2) (¢) = oddg(myprocID) = e fur alle ¢ € Indices(F") sinddie s Spaltender
Front F' vollstandigauf dem ProzessomyprocID gespeichertim Falle d = 1 ist jede Front
F mit frontgroup(F') = mygroupID denProzessoremyprocID undmyprocID(0) zugeordnet
(myprocID(0) bezeichnewiederden zu myprocID benachbartef®rozessoin Dimension0).
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Durch die for-Schleifewerdendie geradenSpaltenvon F' auf den Prozessomit der geraden
Nummerunddie ungeraderspaltenauf denProzessomit derungerademNummerabgebildet.
Auch hier gilt last|4/2) (i) = € fur alle i € Indices(F'). Da die Funktionodd, im Falled = 1
immerdenWert e zuriickliefert, erfolgt keinezeilenweiseAufteilung der Spalternvon F'.

Diesandertsichin Iterationd = 2. Die SpaltenderFront F' werdenjetzt auf die Prozessoren
myprocID und myprocID(0) sowie auf die beidenzu myprocID und myprocID(0) benach-
bartenProzessorein Dimensioneins verteilt. Seiena00, a01, @10 und all, o € {0,1}"2
die binarenZeichenlettender vier ProzessorenAlle geradenSpaltender Front F' werdenauf
die Prozessorem00, a10 und alle ungeraderSpaltenauf die Prozessorem01, «11 abgebil-
det.In Zeile 10 erfolgt dariberhinauseinezeilenweiseAufteilung. Wegenodds («00) = 0 und
odd,(«10) = 1 werdendie ElementeeinergeraderSpaltemit geradenZeilenindex Prozessor
00 und die mit einemungeraderZeilenindex Prozessorn10 zugeordnetGleichesgilt fur die
ungeraderspaltenunddie Prozessoren01 unda11. Man erkélt soauchfur hohereDimensio-
neneinegleichmalige zweidimensional@ufteilung derzu einerFrontgetdrenderSpaltenauf
die beteiligtenProzessoren.

Abschlie3endsei angemerktdalinnerhalbder Funktion SETUPINDICESPAR kein Daten-
austauschinterdenProzessoreatattfindet.

5.2.3 Die parallele numerischeFaktorisierung

Beiderparallelemumerischeffraktorisierungvird die zweidimensional@ufteilungderSpalten
einerFront F aufdie SpaltenderFrontal-Matrix§ erweitert.Wird alsogr in Iterationd fakto-
risiert, so speicherder ProzessomyproclD die Eintrage f; ; mit ¢, j € Indices(F’), 7 > j und
last|q/2) (1) = oddg(myproclD), lastfq/21(j) = eveng(myproclD). Der paralleleMultifrontal-
AlgorithmusbasiertaufdieserzweidimensionaleNerteilungderFrontal-MatrizenAls Ergebnis
erhalt mandie in Abbildung5.12beschriebenBunktionMULTIFRONTALPAR.

Die FunktionMULTIFRONTALPAR setztsichausElementerderFunktionenSETUPINDICES-
PAR und MULTIFRONTAL zusammenDie Elementeder Funktion SETUPINDICESPAR bilden
dabeidenRahmerdesparallelenMultifrontal-Algorithmus.Wir konzentrieremunszurachstauf
dieserRahmenDazublendenwir in Abbildung5.12die Zeilen06—12aus.

Wie in SETUPINDICESPAR soberechnetiuchhier jederProzessoals erstesdie Gruppen-
identifikationsnummemygroupID. In einerfor-Schleife,die Uberalle Dimensionendes Hy-
percubegauft, werdenzuerstdie Frontal-Matrizerbetrachtetdie exklusiv einemProzessoru-
geordnetsind. Danachdie Frontal-Matrizendie auf 2,4, . .. , 2" Prozessorenerteilt sind. Die
Menge£ enthalt alle Fronten derenUpdate-Matrixnochnichtmit einerFrontal-Matrixverrech-
netwurde.Die Menge£ dientwiederdemDatenaustauscNor Beginn einerneuenterationder
for-Schleifesendetder ProzessoimyprocID die Update-Matrizerilr, FF € £, zu demin Di-
mensiond benachbarte®rozessomyprocID(d). Im Gegenzugerhlt er die von myprocID(d)
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MULTIFRONTALPAR (myprocID, 7, Indices)
01: mygroupID := 2" 4+ myprocID; L := §;
02: ford:=0tordo

03:  F := firstPostorder(7);

04:  while F' # root(7T) do

05: if frontgroup(F') = mygrouplD then

06: Setup (distributed)frontal matrix § usingIndices(F).

07: Letks,... , ks, bethecolumnsthatareassociateavith F' andmappedo myprocID.

08: Fill columnsks, ... , ks, with columnsky, ... , ks, of PAPT,

09: LetU4,...,U; denotethechildrenof Fin 7.

10: for eachfront U; do

11: SF = Sk @ Uy;.

12: Performs = |F'| stepsof paralleleliminationon §r to obtainthe (distributed)
columnsky, ... , ks, of L andthe (distributed)updatematrix { .

13: L:=(LU{F})—{U,... ,U};

14: endif

15: F' := nextPostorder(7, F);

16: endwhile
17: if d < rthen

18: Sendall 4z, F € L, to processomyprocID(d) andreceve from
myprocID(d) all ;. Add eachU to L.

19: if dmod2 = 0 then

20: Split eachupdatematrixir, F' € L, column-wise.

21: if dmod2 = 1 then

22: Split eachupdatematrixip, F' € L, row-wise.

23: endif

24 mygrouplD := |mygroupID /2];

25: endfor

Abb. 5.12: FunktionMULTIFRONTALPAR.
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nochnicht verrechnetetdpdate-Matrizertl;;. Beide Prozessoresind jetzt in derLage,die in
Iterationd + 1 zugeordnetefrontal-Matrizereu faktorisieren.

Da sichdie Binardarstellungewler ProzessoremyprocID und myprocID(d) in denersten
d Bits (alsoin denBits an denPositionen0, ... ,d — 1) nicht unterscheidenist die zweidi-
mensionaleAufteilung der verschickterund erhaltenerlJpdate-Matrizergleich. Hierdurchist
garantiertdalRnachAddition einerauf ProzessomyproclD gespeichertetpdate-Matrixip,
F € L, mit einervon myprocID(d) erhaltenerUpdate-Matrixii;; die neueMatrix Uz & U nur
solcheSpaltenund Zeilenenthalt, die auchmyprocID zugeordnesind.

In derlterationd + 1 tritt zumerstenMal der Fall ein, dal3die ProzessoremyprocID und
myproclD(d) gemeinsanan der Faktorisierungeiner Frontal-Matrixarbeiten Bislangwar die
zweidimensional@ufteilung der Frontal-und Update-Matrizerauf beidenProzessoregleich.
Diesgilt jedochnichtmehrin Iterationd+1. Istd beispielsweisgeradesoerhohtsichdie Lange
derZeichenletteeven,, ; (myprocID) im Vemleichzu even,(myprocID) umeins.Die Zeichen-
ketteneven . ; (myprocID) undeven,; (myprocID(d)) unterscheidesichgenaun demzusatz-
lichenBit anPositiond. Diesfuhrt dazu,dadie von myprocID undmyprocID(d) gemeinsam
bearbeiteterrontal-MatrizemocheinmalspaltenweisenterdenbeidenProzessoreaufgeteilt
werden.Dementsprechenidt eine spaltenweiséufteilung der Update-Matrizerin £ notwen-
dig. Analogmissenm Falle d ungeradelie Update-Matrizerzeilenweiseaufgeteiltwerden.

Wendenwir unsnundeminnerenderwhile-Schleifezu (Zeilen06—12).Im Falled = 0 istdie
Frontal-Matrix§» exklusivdemProzessomyprocID zugeordnetDahergilt {ky,... &, } =
{k,k+1,... ,k+ s — 1}. Die Anweisungerin denZeilen 06—12entsprecheenAnweisun-
gendessequentiellerMultifrontal-Algorithmus (vgl. Abbildung5.5).Im Falle d > 0 sinddie
Eintrageder Frontal-Matrix§» auf mehrereProzessorenerteilt. Es gilt jetzt {ki,... ,k;,} C
{k,k+1,...,k+s—1}.Istd > 1, somuRbei der Auffillung der Spaltenk, . .. , k,, mit
Elementenaus PAPT beachtetwerden,daRdie Spaltennicht vollstandig auf myprocID ab-
gelagt sind. Nach Addition der Update-Mtrizentl,, . .. , iy, kanndie verteilte Frontal-Matrix
faktorisiertwerden Wir verwenderdazueineparalleleVersiondesAlgorithmusDENSEBL OCK -
FACTOR ausAbbildung5.6.Bevor wir genauenufdiesenAlgorithmuseingehenyollenwir die
generelleVorgehensweisder FunktionMULTIFRONTALPAR aneinemBeispielillustrieren.

Dazubetrachterwir nocheinmaldenin Abbildung5.7 daigestelltenFrontbaumNach Ab-
schluderwhile-Schleifein Iterationd = 0 speicherProzessod0 die Update-Matrixtly,, vo.v,6}
undProzessob1 die Update-MatriXLy,,,, ... +..}- Die Update-Matrizersindjeweils exklusiv den
Prozessorenugeordnetln Zeile 18 kommteszum Austausctder Update-MatrizenBeidePro-
zessorerspeichernetztily,, vy ve} UNALhiy0 0a7 040}



5.2. DerparalleleFall 119

Esgilt
( U19,19 \
U20,19 U20,20
U21,19 U21,20 U21,21
ﬂ{w,vg,vw} = U46,19 V46,20 U46,21 V46,46
Ugr9 Uar20 U721 Ugr a6 U4z 4ar
Ugg,19 U48,20 U48,21 U4846 Usg4a7 U4848
\U49,19 U49,20 U49,21 U49,46 U49,47 U4948 U49,49)
und

!

U1g,19 \
! !

Ug0,19 U20,20

! ! !

Ug119 U2120 U121

39 = | u, u U

{vs0,v37,v44} 43,19 Ug320 U321 Ug343

! ! ! ! !

Ugg19 Ugq20 Ugq21 Ugq43 V4444

! ! ! ! ! !
Ugs19 Ugs20 Ugs21 Uasa3 Ua544 Ugs45

! ! ! ! ! ! !
Ugs19 U620 Uss21 Usp,43 46,44 Usp4a5 V46,46

Nachder spaltenweiseAufteilung der Update-Matrizenn Zeile 20 speichertProzessof0 nur
nochdiein FettdruckdaigestelltergeraderSpalterund Prozessob1 diein normalerSchriftdar
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01 2 3 45 6 7 8 91011 01 2 3 45 6 7891011
010 010
112 3 110 0
218 9 12 212 2 3
3110 11 14 15 312 2 3 3
401 4 5 0 418 8 9 9 12
512 3 6 7 2 3 518 8 9 9 12 12
68 9 1213 8 9 12 610 10 11 11 14 14 15
7110 11 14 15 10 11 14 15 7110 10 11 11 14 14 15 15
810 1 4 5 01 4 5 0 80 01 1 4 4 5 50
912 3 6 7 2 3 6 7 2 3 910 01 1 4 4 5 500
10,8 91213 8 9 1213 8 9 12 1002 2 3 3 6 6 7 7223
11110 11 14 15 10 11 14 15 10 11 14 15 1112 2 3 3 6 6 7 7223 3

Abb. 5.13: Verteilungder Frontal-Matrix§r mit Indices(F') = {0,1,... ,11} auf 16 ProzessorerDie
linke Abbildungzeigteineeinfachezyklische die rechteeine2 x 2 block-zyklischeverteilung.

die nachder Faktorisierungvon §y,, v.;,0,,.} auf Prozesso00 gespeichert&pdate-Matrix.Pro-
zessor00 schickt die Update-Matrixzu dem in Dimensioneins benachbartefrozessorl0.

AuchProzessot 0 sinddie geraderSpaltereinerUpdate-MatrixzugeordnetAnschliel3endvird

Uuas,vasea} Z€1IENWeEISEAUTGELEIlt(VYI. Zeile 22). Prozesson0 belalt die in Fettdruckdage-
stelltengeraderZeilenvon Uy,,, .., ..} Und Prozessoil0 die in normalerSchrift dagestellten
ungeraderZeilen.

Wie bereitsobenerwahnt,basiertderparallelenumerisché ernzur Faktorisierungder Fron-
tal-Matrizenauf derin Abbildung 5.6 dagestelltenFunktion DENSEBLOCKFACTOR. Wir ver-
zichtenandieserStelleauf die explizite AngabeeinesAlgorithmus,dadiesersehrtechnischst.
Vielmehrbeschreibenvir die paralleleFaktorisierungder Frontal-MatrizeraneinemBeispiel.

Dazu betrachterwir eine Frontal-Matrix §r mit Indices(F') = {0,1,...,11}. Esseian-
genommengdaR2* = 16 Prozessoreman der Faktorisierungder Frontal-Matrix beteiligt sind.
Wir befindenuns alsoin Iterationd = 4 der Funktion MULTIFRONTALPAR. Die Elemente
fi,; der Frontal-Matrix sind wie in Abbildung 5.13(links) anggebenauf die 16 Prozessoren
verteilt. Dabei bezeichnetie in Zeile i und Spalte; stehendeZahl den Prozessqrauf dem
fi; abgebildetist. Zum Beispielist f,,; demProzessomyprocID = 9 zugeordnetDie Ver
teilung der Elementeauf die Prozessoremntsprichtgenaudem oben vorgestelltenSchema.
Fur den ProzessomyprocID = 9 gilt beispielsweis@ven,(9) = evens((1001);) = 01 und
0dd4(9) = 0dd4((1001)2) = 10. Damit speichertder ProzessomyprocID = 9 alle Elemente
fij mitlasty(¢) = 10 undlast(j) = 01. Der Prozessogsieht alsodie Frontal-Matrix

foa
Je1 fos
froq fios  fioe



5.2. DerparalleleFall 121

2 3

|0010H0011|

6 7
|0110| |0111|

(b)

3 1

|0011H0001|

11 9
|1011| |1001|

(©)

@

Abb. 5.14: KommunikationsschemaesparallelennumerischerKernsfiir 16 Prozessoren(a) zeigt die
horizontaleund vertikale Verteilungder auf denProzessoremyprocID = 0, 2,8, 10 fakto-
risiertenSpalte.Die Diagonalprozessoresind grau gefarbt. (b) zeigt wie die von Prozessor
myprocID = 2initiierte horizontaleVerteilungalsBroadcasimplementieriverdenkann.Die
geraderBits sindin Fettdruckdagestellt.(c) zeigtdenBroadcastur die vertikale Verteilung
amDiagonalprozessanyproclD = 3.

Wir nehmenan, dal3 die erste Spaltevon §r faktorisiertwurde. ProzessomyprocID = 9
berbtigt zur AktualisierungseinesTeils der Frontal-Matrix g denVektor (Is,9, 15 0, l10,0)" und
die Skalarel; o, 50,190 (vgl. auchFunktion DENSEFACTOR ausAbbildung 5.4). Der Vektor
(12,0, l6.0, l10,0)" ist auf dem ProzessomyprocID = 8 gespeichertMan tberlegt sich leicht,
daRauchdie ProzessoremyprocID = 12 undmyprocID = 13 denVektorzur Durchfihrung
ihrer Aktualisierungerberdtigen. Alle diesevier Prozessorefiegenin Abbildung 5.13(links)
aufeinerhorizontalerLinie. Die Skalar€l; o, I5 o, l9 o Sindauf ProzessomyprocID = 1 gespei-
chert.Die Skalarewerdenaul3erdenvon denProzessoremyprocID = 3 undmyprocID = 11
berbtigt. Die vier Prozessorehegenin Abbildung5.13(links) aufeinervertikalenLinie.

Es egibt sich so ein Kommunikationsschemaie esin Abbildung 5.14(a) daigestelltist.
Nachdendie ProzessoremyprocID = 0, 2, 8, 10 die ersteSpaltefaktorisierthabenwerdendie
ElementederFaktorspaltéhorizontalandie andererProzessorewerteilt. JedemDiagonalprozes-
sor—d.h. jederProzessomit even,(myprocID) = odd,(myprocID) —initiilert datiberhinaus
einvertikalesVerschiclendererhaltenerElementeln unserenBeispielmit 16 Prozessoregibt
esv/16 = 4 Diagonalprozessoreabeihandeltessichum die Prozessorefi000, 0011, 0110
und1111 (umzuverdeutlichengalRdie binarenZeichenlettenausgeraderbzw. ungerademits
gleichsind,habenwir die geraderBits henorgehoben)Der ProzessomyprocID = 9 erhélt al-
sodenVektor (ly,0, ls 0, l100)" direktvon ProzessomyprocID = 8 unddie Skalarel; o, 5., oo
von ProzessomyproclD = 1 lberdenDiagonalprozessanyprocID = 3.
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In unseremparallelennumerischerKernist dashorizontaleund dasvertikale Verschiclen
als Broadcast-Opeation implementiert Der horizontaleBroadcastvird initiiert von denander
Faktorisierungder SpaltebeteiligtenProzessorergervertikaleBroadcaston denDiagonalpro-
zessorerDiesist moglich,dadie geraderBits derhorizontalaufeinerLinie liegenderProzesso-
reneinenTeilcubedesr-dimensionalemypercubesilden.Gleicheggilt fur die ungeraderBits
dervertikal auf einerLinie liegendenProzessorembbildung 5.14(b) zeigtdenvon Prozessor
myproclD = 2 initilerten horizontalerBroadcastEswerdenausschliel3liciKantenbenutzt die
in einergeraderDimensionverlaufen.Der von dem DiagonalprozessamyprocID = 3 initi-
ierte vertikale Broadcastist in Abbildung 5.14(c) dagestellt.Der vertikale Broadcastenutzt
ausschlieRlicikanten,die in einerungerademimensionverlaufen.

Auch die Faktorisierungder erstenSpalteerforderteinenvertikalenBroadcastDieserwird
von demPivotprozessomyprocID = 0 initiiert. Der Broadcastlientzur VerteilungdesDiago-
nalelementeg, ; andie ProzessoremyproclD = 2, 8, 10.

Istd ungeradesoemgibt sicheinahnlichesKkommunikationsschemin diesentall bildendie
2¢ Prozessorekein Quadratwie in Abbildung 5.14(a) dagestellt,sondernein RechteckEine
horizontaleLinie desRechteckenthalt 2[%/21 Prozessorereinevertikale2!4/?/, Dadie horizon-
taleLinie doppeltsoviele Prozessoreanthalt wie die vertikale,gibt esin ihr zwei Diagonalpro-
zessorenkUr einenDiagonalprozessdaiilt jetzteven, 1 (myprocID) = oddy(myprocID).

AbschlieRendsei angemerktdal3zur ReduzierungdesKommunikationselumensdie Ele-
menteder Frontal-Matrix §z nicht wie in Abbildung 5.13(links) angeebenin einfacherzy-
klischerFrom,sondernn block-zyklischer-orm auf die Prozessorererteilt werden(vgl. auch
Guptaetal.[63,66]). Um Blocke derGroRe2! x 2! zuerhaltenspeicherProzessomyproclD al-
le Elementef; ; mitlast|4/2| (¢/2") = oddg(myprocID) undlastrq/s)(j/2") = eveny(myprocID).
Abbildung5.13(rechts)zeigteine2 x 2 block-zyklischeVerteilungder Frontal-Matrix.

5.2.4 Experimentelle Ergebnisse

BeidemvonunsimplementiertemparallelerFaktorisierungsalgorithmysspace(ParallelSPArse
Cholesly Elimination) handeltessichum eineWeiterentwicklunglessequentielle®Programms
space Wie in spacewird zurachstder Frontbaum7 modifiziert. DieseAufgabetibernimmtder
ProzessomyprocID = 0. AnschlieBenderechnetler Prozessomit Hilfe der FunktionSpLIT
eine Verteilungder Frontenauf die ProzessorenlesHypercubesDer Aufwand fur diesesse-
guentiellePreprocessinpetiagtselbstfur sehrgroReMatrizenlediglich ein bis zwei Sekunden.
Schlie3lichwird der modifizierteFrontbaunsowie dasin frontgroup gespeichertdappingan
die restlichenProzessoredesHypercubegyeschicktDanachkdnnenalle Prozessoregemein-
samdie symbolischeund numerischda=aktorisierungdurchiihren.Die Prozessorenufen dazu
die FunktionenSETUPINDICESPAR, SETUPSTRUCTUREPAR und MULTIFRONTALPAR auf.
Die folgendelListe fal3tdie wichtigstenMerkmaleunseregarallelenAlgorithmuszusammen.
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Hypercube der
Dimension r-1
Hypercube der| Hypercube der
h h | bimension r-1 | Dimension r-1

Hypercube der
Dimension r-1

Abb. 5.15: Einbettungdesr-dimensionaleridypercubesn ein b x n-Gitter, hn = 27. Gilt h = n (links),
sowird dasquadratischesitter horizontalin zwei rechteckigeGitter aufgespaltenln jedes
rechteckigesitterwird einr—1-dimensionaleHypercubesingebettem Falleh < n (rechts)
wird dasGitter vertikal entlangderlangererSeiteaufgespalten.

e InderFunktionSpPLIT istderParametes aufdenWert0.95 gesetztDurchdenAustausch
derUpdate-Matrizenn MULTIFRONTALPAR (Zeile 18) synchronisieresichdie Prozes-
sorenmyprocID und myprocID(d). Um hierbeigro3ereldle-Zeitenzu vermeidensollte
B immerauf einenWert naheeinsgesetziverden.

e Zur Reduzierungleskommunikations-Ogrhead&enutzemwir ein2! x 2! block-zyklisches
Mapping(vgl. auchAbbildung5.13).Die optimaleWahl desParametersg hangtvon der
LatenzzeidesparallelenSystemsah In unsererExperimenterhabenwir | auf denWert
dreigesetzt.

e Zur Faktorisierungder exklusiv einemProzessorugeviesener-rontal-Matrizerbenutz-
tenwir wiedereinennumerischerKern,deraufBlockenderGrofie3 x 3 arbeitetDerKern
Lvertragt sichjedochnicht mit demblock-zyklischenMapping.Daherbenutzernwir zur
Faktorisierungder auf mehrereProzessorenerteilten Frontal-Matrizeneineneinfachen
1 x 1-Kern.

Alle unsereexperimentellerErgebnissevurdenauf einemParsytecCC (Cognitive Computing)
Systemmit 16 Knotenermittelt. JederKnotendesParallelrechnerdestehtauseinem133 MHz
MotorolaPaverPC604 Prozessound 64 MByte HauptspeicheDie Knotensind zu einemqua-
dratischerGitter vernetzt Der von unserentaktorisierungsalgorithmuserobtigte Hypercubest
wie in Abbildung 5.15gezeigtin dasGitter eingebettetDie einfacherekursve Einbettunghat
denVorteil, dal3TeilcubesaufdisjunkteTeilgitter abgebildetverden Hierdurchwird vermieden,
dalR3sichdie KommunikationinnerhalbeinerProzess@ruppemit derKommunikationinnerhalb
einerandereriiberlagertZum Nachrichtenaustausdienutzerwir die von demBetriebssystem
PARIX ' bereitgestelltesynchroneriKommunikationsroutineie Latenzzeibetiagtin diesem
Fall lediglich 90 Mikrosekunden.

tPARIX (PARallel Extensiongo UniX ) ist einkommerzielleProduktder FirmaParsytec.
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+-formigeSeparatoren AnzahlProzessoren

n | n(L)/10® | 6(L)/10% | 2 4 8 16
255 2235 291 | 548 | 3.14(1.75)| 1.95(1.61)| 1.24(1.57)
400 6230 1161 | 22.27 | 12.27(1.82)| 7.20(1.70)| 4.40(1.63)
511 10900 2461| — | 26.57 —— | 15.05(1.76) | 8.86(1.70)

Tab. 5.2: Faktorisierungeinesguadratischeittersmit Seiteningen = 255,400,511 aufp = 2,4, 8,16
ProzessorenZur Numerierungder Gitterknotenwurde Geoges Nested-Dissectionarffahren
benutzt.

Tabelle5.2 zeigtdie Laufzeitenzur BerechnunglesCholesk-FaktorsdreierLaplace-Matri-
zen,die ein quadratische§itter mit Seiteningen = 255, n = 400 undn = 511 induzieren.
DieseMatrizen stelleneinenldealfall dar, weil dasasymptotiscloptimale Nested-Dissection-
Orderingzugleicheinenbalancierteri-rontbaunerzeugtDarliberhinausentstehbei der Fakto-
risierungdieserMatrizenlediglich ein Kommunikations-Oerheadvon O(n?,/p) [63, 66]. Der
linke Teil der Tabelle5.2 zeigtdie Anzahl der subdiagonalemNichtnullelementen L (in Tsd.)
und die Anzahl der zur Berechnungvon L berbtigten Operationen(in Mio.). Der rechteTell
zeigtdie Laufzeitenaufp = 2,4, 8, 16 Prozessorerin Klammernist jeweils der Speedumnge-
geben der sich beim Ubeigangzu einemhodherdimensionalehlypercubeergibt. Im optimalen
Fall betiagtder Speedugwei.

Der Speedupst am geringsterbei der Faktorisierungdes255 x 255-Gitters.Diesist nicht
verwunderlich,da bereitsauf acht Prozessoreaur BerechnunglesCholesk-Faktorsweniger
alszwei Sekunderberdtigt werden.Da jederKnotendesCC Systemdiberlediglich 64 MByte
Speichewerfugt,istim Fallen = 511 eineFaktorisierungauf zwei Prozessorenicht moglich.

Wendenwir unsnun der FaktorisierungbeliebigerMatrizenzu. In Abschnitt4.3 habenwir
gesehengal3sichbei Verwendunglesvon unsentwickeltenOrdering-\érfahrensder Aufwand
zur BerechnunglesCholesk/-Faktorserheblichreduziereral3t. Charakteristischiir unserver-
fahrenist, dal3Knotenseparatoreals Randerder von einemunvollstandigenBottom-up-Orde-
ring gebildetenGebieteinterpretiertwerden.Deshalbspieltdie Balanceder Teilgrapherbei der
Bewertungeiner Partitionierungnur eine untegeordneteRolle. Dies hat unmittelbarzur Fol-
ge, dalRder durchdasOrderinginduzierteFrontbaumunbalancierist. Im Vergleich zu einem
Nested-Dissection-Orderingannsich so die Anzahl der Fronten,die einergrol3enProzessor
gruppezugeteiltwerden drastischerhbhen.Dieslegt die Vermutungnahe dal3die von unserem
VerfahrengenerierterOrderingsnicht fur die paralleleFaktorisierunggeeignesind.

Die folgendenTabellenzeigenanhandzweier Beispiele,daRdieseAnnahmenicht zutrifft.
Dazubetrachterwir die MatrizenBCSSTK30und MATO2HBE Die Matrix BCSSTK30besitzt
wie diein Abschnitt4.2.1naherbetrachtetéMatrix BCSSTK25einengrol3enAspekt-RatioDa-
herist dasvon pord generierteOrderingvom Typ (AMMF, AMMF) sehrviel besserals das
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Nested-Dissection-Orderinggm Typ (AMMEF, ND) (vgl. Tabelle4.2).Im Gegensatadlazusind
die Unterschieddei der Matrix MATO2HBF nicht sogroR3.Esstellt sichnundie Frage wie die
Orderingddie Effizienzder parallelemnumerischerraktorisierungoeeinflussen.

Betrachterwir zurachstdie FaktorisierunglerMatrix BCSSTK30Wir haberdie Faktorisie-
rungnacheinandeaufp = 2, 4, 8, 16 Prozessoredurchgeiihrt. Die Tabellen5.3und5.4 zeigen
fur jedendervier Laufewie die arithmetische®perationenn Abhangigleit vondemgewahlten
Orderingauf die ProzessoredesHypercubesverteilt sind. Dazuist jede Tabellein vier hori-
zontaleAbschnitteunterteilt.JederAbschnittenthalt einenvollstandigerBinarbaumiiberdie an
der FaktorisierungbeteiligtenProzessorerDie Zahlenan denBlatterndesBinarbaumegeben
an, wieviele arithmetischeDperationerexklusiv einemProzessorzugeordnesind. Die Zahlen
darunterzeigendie Anzahl der arithmetischerOperationendie von einerProzessaruppeder
GrolRezwei ausgeifihrtwerdenusw

Die Verteilungenin Tabelle5.3 basiererauf dem FrontbaumdesOrderings(AMMF, ND)
unddie in Tabelle5.4 auf demFrontbaumdesOrderings(AMMF, AMMF). Um im Falle von
(AMMF, ND) einenmoglichstgut balancierteriFrontbaunzu erhaltenwurdeder Parameterr
in derZielfunktion (4.16)von0.50 auf0.05 abgesenkiDamitwird dasGewicht einesSeparators
bereitsdanndurcheinenStraftermerhbht, wenndie Gewichteder Teilgrapherum mehralsfunf
Prozendifferieren Bei VerwendunglesOrderingf AMMEF, ND) sindzurBerechnunglesCho-
lesky-Faktorsvon BCSSTK301183 - 10¢ arithmetischéperationemotwendig bei Verwendung
desOrderings AMMF, AMMF) lediglich 702 - 10°.

Betrachterwir zunachstdie FaktorisierungderMatrix BCSSTK30aufeinemHypercubealer
Dimensioneins.Ein Vemleich deserstenAbschnittsder Tabelle5.3 mit dem erstenAbschnitt
der Tabelle5.4 zeigt, daRbei Verwendungdes Orderings(AMMF, AMMF) wesentlichmehr
Operationerden ProzessoremyprocID = 0 undmyprocID = 1 zur gemeinsamemBearbei-
tung zugeordnetverdenals bei VerwendungdesNested-Dissection-Orderind® MMF, ND).
Wahrendm Falle von (AMMF, ND) lediglich 22 - 10° Operationervon beidenProzessorege-
meinsamausgefihrt werdenmiissensind esim Falle von (AMMF, AMMF) 79 - 10°. Bei der
Faktorisierungder Matrix auf einemhoherdimensionaleklypercubemiissendie 79 - 10° Ope-
rationenauf mehr Prozessorewerteilt werden,wodurch sich der Kommunikations-Ogrhead
starker ertbhtalsim Falle von (AMMF, ND).

Die nachsterAbschnitteder Tabellen5.3und 5.4 zeigenjedoch,dal3hierfur ein hoherPreis
gezahltwerdenmul3. Bereitsan dem Beispieldesh x n-Gitter aus Abbildung 4.4 habenwir
gesehendaldin einemGraphermit groliemAspekt-RaticElementemit einemgrol3enRandent-
stehenwenndie Separatoreentsprechenthrer Rekursionstiefeliminiertwerden.Jedeglieser
Elementestellt eine groReClique dar, derenFaktorisierungsehraufwendigist. Bei der Fakto-
risierungder Matrix BCSSTK30auf einemzweidimensionaleidypercubekommtesdaherzu
einerstarlen Belastungder zweielementigefProzessagruppen.Ein Vergleich deszweitenAb-
schnittsderTabellen5.3und5.4zeigt,dallim Fallevon (AMMF, ND) die zweielementigefro-
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zessogruppent 28 - 10¢ bzw. 145 - 10® arithmetischéperationemurchithrenmiissenwahrend
bei Verwendungdes Orderings(AMMF, AMMF) den Prozessaruppennur 113 - 10° bzw.

68-10° Operationerzugavieserwerden Auchin dennachstembschnitterist die einerzweiele-
mentigenProzessa@ruppezugeavieseneAnzahlarithmetischeOperationenmmerhdher wenn
dasOrdering(AMMF, ND) benutztwird. Man beachtedal3esim Falle von (AMMF, AMMEF)

sogarProzess@ruppengibt, denengar keine Operationerzugaviesenwerden.In diesemkFall

erhoht sich die Anzahl der einer kleinerenProzessaruppezugaviesenenOperation,was zu
einerReduzierunglesKkommunikations-Ogrheadsuhrt.

Insgesamialdt sich also feststellen,dal? bei der Faktorisierungvon Graphenmit groRem
Aspekt-Ratiodie VerwendungeinesNested-Dissection-Orderingalein aus Balancgriinden
nicht ratsamist. Zwar kann der Frontbauman der Wurzel leichter aufgespalterwerden,be-
dingt durchdie Numerierungder Separatorererhoht sich jedochder Aufwandzur Berechnung
von L erheblich.Dies verdeutlichemocheinmaldie Tabellen5.5(a) und 5.5(b). Die Tabellen
zeigendie Laufzeitenzur Durchfuhrungder numerischertaktorisierungin Abhangigkeit von
demgewahitenOrdering.JedeTabelleist wiederin vier Abschnitteunterteilt. Die Binarbkaume
in denAbschnittenzeigendie von denProzessaruppenberitigte Zeit zur Durchfuhrungder
zugeteilterarithmetischer®perationenln Klammernist jeweils dervon einerProzessaruppe
produziertetKommunikations-Ogrheacdang@ebenDie letzte SpalteeinerTabellezeigtdie ins-
gesamtzur BerechnunglesCholesk/-Faktorsberitigte Zeit. Die Gesamtzeierhalt mandurch
Aufsummiererderauf demkritischenPfadliegenderZeiten.In denBinarcaumensinddie Zeit-
angaberauf denkritischenPfadendurchUnterstreichertnenorgehoben.

Ein VemgleichderGesamtzeitemeigt,dallbei VerwendunglesOrderingg AMMF, AMMF)
trotz einesunbalancierterfrrontbaumesuf einemr — 1-dimensionalerHypercubedie gleiche
Performanzerzielt werdenkann wie im Falle von (AMMEF, ND) auf einemr-dimensionalen
Hypercube.

Betrachterwir nundie Faktorisierungder Matrix MATO2HBFE. Wir habendieseMatrix aus-
gewahlt,umaufeineweitereUnzulanglichleitim ZusammenspielwischenOrdering-undMap-
ping-VerfahrenhinzuweisenAuch hier wurdeim Falle von (AMMF, ND) derParameterr von
0.50 auf 0.05 abgesenktEin Vergleich deserstenAbschnittsder Tabellen5.6 und 5.7 zeigt je-
doch,dalRbeiVerwendunglesNested-Dissection-Orderingda MMF, ND) die Aufspaltungdes
Frontbaume§ anderWurzelsehrviel schwierigeiist alsim Fallevon (AMMF, AMMF). Dies
liegt darandalRdie BalanceeinerPartitionierunganhandder Gewichteder Teilgrapherbewertet
wird. Das Gewicht einesTeilgraphensagtjedochgar nichtsdariberaus,wieviele Operationen
zur Faktorisierungder Knoten notwendigsind, und genaudieseZahl ist entscheidendir die
AufspaltungdesFrontbaumesZum ZeitpunktderKonstruktioneinesknotenseparatorxistiert
nochkein Orderingfur die Knotenin denTeilgraphenDaherist auchdie zur Faktorisierungei-
nesTeilgrapherberdtigte AnzahlanarithmetischerOperationemicht bekanntDie Benutzung
derKnotengavichtestelltalsonur eineheuristischeschatzungdar, die nicht sehrgenaust.
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Ein wesentlichbessereZusammenspiewischenOrdering-undMapping-\erfahrenermog-
licht dasin Abschnitt4.2.3 vorgestelltedreistufigeMultisection-\erfahren.Innerhalbder for-
Schleifein Funktion TRISTAGEMULTISECTION (Zeilen 04—-13in Abbildung 4.14) werdenje-
weils vollstandigeOrderingsgeneriert.Als Nebenproduktiefert jedesdieserOrderingseinen
Frontbaum7 . Da der Aufwandzur BerechnungeinesMappingssehrgeringist, kannauf jeden
Frontbaum7 die Funktion SPLIT angevandtwerden.Innerhalbder Funktion TRISTAGEM UL -
TISEKTION kanndanndasjenigeOrderingausg&vahlt werden,dassavohl die Auffullung von
A alsauchdenbeiderparallelenFaktorisierungentstehendeKommunikations-Ogrheadnini-
miert. Hierzuist lediglich die FormulierungeinergeeigneterZielfunktion notwendig.

Die Tabellen5.8(a) und5.8(b) zeigendie Laufzeitenzur BerechnunglesCholesk-Faktors
von MATO2HBF in Abhangigleit von demgewahltenOrdering.BedingtdurcheinengrofReren
Fill-in unddurchdie Schwierigleitenbeim AufspaltendesFrontbaumesnderWurzel,sinddie
Laufzeitenbei VerwendungdesNested-Dissection-Orderings allen vier Fallen hoherals die
Laufzeitenbei Verwendungles(AMMF, AMMF)-Orderings.

AbschlieRendvollen wir auf eine SchwacheunseregarallelenFaktorisierungsalgorithmus
hinweisen.Dazubetrachterwir denerstenAbschnittder Tabelle5.6 und denerstenAbschnitt
derTabelle5.8(a). Bei derFaktorisierungron MATO2HBFaufeinemHypercubederDimension
einswerdenim Falle von (AMMF, ND) denProzessoremyprocID = 0 undmyprocID = 1
zur gemeinsameAbarbeitungd26 - 106 Operationerzugaviesen Exklusiv werdendenProzes-
sorenungefihr 500 - 10 Operationerzugaviesen.Zur Ausfiihrungder exklusiv zugeviesenen
Operationerberbtigendie Prozessorena. 17 SekundenFur die gemeinsamdbarbeitungder
426 - 10° Operationersolltendaherungefihr8.5 Sekunderund nicht 14.13 Sekunderberitigt
werden.Dieser, Slowvdown* kannnicht demKommunikations-Ogrheadangelastetverden.Er
betragtlediglich 0.90 SekundenVielmehrist hierfur derUmstandverantvortlich, daaufgrund
von Kommunikationsoperationamdaufgrunddeseinfachenl x 1-Kernsdie Cache-undRegyi-
sterefizienzim parallelenFall nicht sohochist wie in sequentiellen.

In einerzukiinftigen Implementierungsollte daherder1 x 1-Kerndurcheinen2 x 2-Kern
ersetztwerden.DieserKern ist auchmit demblock-zyklischenMapping vertraglich. Dariber
hinaushabenwir in Abschnitt5.1.4am Beispielder Matrix CFD1 gesehengdal3sichdie grofite
Beschleunigungpeim Ubeigangvon eineml x 1-Kernzueinem2 x 2-Kernemibt.
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

588 573
22
229 231 215 213
128 145
22
90 90 70 66 70 74 80 83
49 95 71 49
128 145
22
22 22 26 26 15 15 24 23 19 20 28 29 27 27 18 18
46 38 39 19 32 17 26 48
49 95 71 49
128 145

22

Tab. 5.3: Verteilungderzur Faktorisierungron BCSSTK30durchzufihrenderOperationer{in Mio.) auf
die ProzessoredesHypercubesDie Verteilungbasiertauf demOrdering(AMMEF, ND). Ins-
gesammmiissent 183 - 106 Operationerverteiltwerden.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

311 312
79

99 99 122 122
113 68
79

30 29 49 50 44 44 61 61
40 0 34 0
113 68
79

11 11 15 14 17 17 25 25 18 18 15 14 23 22 31 30
7 0 14 0 8 15 16 0
40 0 34 0
113 68
79

Tab. 5.4: Verteilungderzur Faktorisierungron BCSSTK30durchzutihrenderOperationer{in Mio.) auf
die ProzessoredesHypercubesDie Verteilungbasiertauf demOrdering(AMMF, AMMF).
Insgesammiisseri702 - 108 Operationerverteilt werden.
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Tab. 5.5: Laufzeiten(in Sek.) zur Berechnungles Cholesky-Faktorsvon BCSSTK30in Abhangigleit

von demgewahltenOrdering.
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

497 506
426
253 244 258 248
0 0
426
61 63 95 97 100 102 67 68
129 52 56 113
0 0
426
31 30 28 27 23 22 36 37 38 38 30 31 20 20 34 34
0 8 50 23 24 41 27 0
129 52 56 113
0 0

426

Tab. 5.6: Verteilungder zur Faktorisierungvon MATO2HBF durchzufihrendenOperationen(in Mio.)
auf die ProzessoredesHypercubesDie Verteilungbasiertauf demOrdering(AMMF, ND).
Insgesaminiisseri429 - 106 Operationerverteilt werden.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

439 446
203
180 180 172 173
79 100
203
78 78 82 82 71 69 74 74
24 16 32 25
79 100
203
22 22 26 27 25 24 32 33 22 22 34 35 26 26 15 15
34 25 32 17 27 0 22 44
24 16 32 25
79 100

203

Tab. 5.7: Verteilungderzur Faktorisierungzon MATO2HBFdurchzuiihrenderOperationerfin Mio.) auf
die ProzessoredesHypercubesDie Verteilungbasiertauf demOrdering(AMMF, AMMF).
Insgesamimiissent 088 - 106 Operationerverteilt werden.
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5.2. DerparalleleFall
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Tab. 5.8: Laufzeiten(in Sek.)zur BerechnungdesCholesly-Faktorsvon MATO2HBF in Abhangigleit

von demgewahltenOrdering.
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Kapitel 6
Zusammenfassungund Ausblick

In dieserArbeit wurdenAlgorithmenzur schnellerfFaktorisierunggro3er diinnbesetztempositiv
definiter Matrizen vorgestellt. Dabei habenwir uns zurachstauf die Berechnungeiner guten
Pivotreihenfolgekonzentriert Wir entwickeltenein Ordering-\érfahren,in demdie klassischen
Bottom-up-und Top-davn-Methoderauf eineneueArt und Weisemiteinandewerknipft sind.
Anschlie3endvurdeeineffizienterAlgorithmuszur numerischeifraktorisierungsorgestellt.Der
Algorithmusbasiertauf der Multifrontal-Methodeund benutzteinennumerischerkKern, der auf
Blockender Grof3e3 x 3 arbeitet.Bei der ParallelisierungdesAlgorithmussindwir von einem
verteiltenSystemausggangengdesserVerbindungsnetzwerkinemHypercubeentspricht.

Zusammenfassung In Kapitel 3 habenwir am Beispieldesn x n-Gitters gezeigt,daR die
Gute einesOrderingsganz entscheidendion der Form der Gebieteabhangt, die im Rahmen
desEliminationsprozessemntstehenDer Aufwandzur FaktorisierungeinerLaplace-Matrixmit
5-Punkte-Operatokannim Vemleich zu GeogesNested-Dissection-Orderindurch eine ein-
fache45 Grad Drehungder Gitterseparatorenm fastdie Halfte reduziertwerden.Die exakte
AnalysedesverbessertefNested-Dissection-&ffahrenshat gezeigt,dal3hierfur die speziellen
isoperimetrischekigenschaftemlesGittersverantwortlich sind. Werdennamlich die Separato-
renum 45 Gradgedrehtso entstehenm Laufe desEliminationsprozessdsinequadratischen,
sonderrrautenbrmigeGebieteIn einemGitter mit 5-Punkte-Sterist dasVerhaltnisvon Inhalt
zu Umfangfur rautenbrmige Gebieteetwa doppeltsogro3wie fir quadratisché&ebiete Inter-
essanterweisentstehemlie rautenbrmigenGebieteauchbei einemMinimum-Degree-Ordering
mit Minimum-Deficieng-Tie-Breaking-Stratgie.

Im Mittelpunkt desKapitels4 standdie Entwickelungeinesverbesserte®@rdering-\érfah-
rensfur beliebigeGraphen.Characteristischitir dasVerfahrenist, daR Knotenseparatoreals
RandereinesunvollstandigenBottom-up-Orderingterpretiertwerden.Im Umkehrschlulset-
zensichalsoKnotenseparatoreswsRandsgmentereinzelnerGebietezusammenDieseBeob-
achtungmotivierte die EntwicklungeinesneuartigerMultilevel-Verfahrensln demneuenVer-
fahrenwird derurspiinglicheGraphdurcheineFolge von QuotientengrapheapproximiertDie
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Quotientengrapheentsteherdurch einen Eliminationsprozef3ger dem zur Berechnungeines
Bottom-up-Orderingsehrahnlichist. JederQuotientengraplstellt eine Gebietszerlgungdar.
Ziel ist es,eineUberdeckunglesGraphemit ungefihrgleichgroRenGebieterzufinden,deren
Aspekt-Ratiklein ist. Wir habergezeigtdalisichdiese<Ziel ambestererreicheralt,wennzur
Bildung der Quotientengrapheaine Minimum-Degree-Heuristikenutztwird. JederSeparator
einesQuotientengraphemduzierteinenSeparatodesurspiinglichenGraphenZur Minimie-
rung der Separatoremenutzerwir die von Ashcraftund Liu vorgestellteFarbungstechniklm
GegensatzumVertex-Fiduccia-Matthgses-Algorithmugkonnenmit Hilfe derFarlungstechnik
ganzeKnotenmengenn einemAustauschschritverschoberwerden.Die Farbungstechnikist
damitsehrviel machtigeralsderVertex-Fiduccia-Matthgses-AlgorithmusTrotzdembesitztdie
von uns entwickelte iterative Verbesserungsheuristikie gleicheniedrige Laufzeit. Eine zwei-
te BesonderheitinsereOrdering-\érfahrensbestehtdarin, daRdie Knotenseparatoreals ein
Geluist zur BestimmungmehrererBottom-up-Ordering®enutztwerden.Diese Vorgehenswei-
seist motiviert durchden Umstand,dal3die Elimination der Knotenseparatoreantsprechend
ihrer Rekursionstiefggenaudannvorteilhaftist, wenndurchdie Anordnungder Separatorefse-
biete mit einemkleinen Aspekt-RatioentstehenExperimentelleErgebnissénabengezeigt,dald
mit Hilfe desneuenOrdering-\érfahrengder Aufwandzur BerechnunglesCholesk/-Faktorsim
VemgleichzumbesterderzeitbekannteBottom-up-Algorithmusim durchschnittlicht2% redu-
ziertwerdenkann.Eine derartigeVerbesserungst mit state-of-the-arflgorithmenwie METIS,
ScoTCH oderSPOOLES nichtzu erreichen.

In Kapitel 5 besclaftigtenwir unsmit der symbolischerund numerischerfFaktorisierung.
Bei dem DesigndessequentiellerAlgorithmus standenTechnilen zur Steigerungder Cache-
und Reyisterefizienzim Vordegrund. Wir habengezeigt,dal3durchdie Multifrontal-Methode
und die VerwendungeinesnumerischerKernsder Grof3e3 x 3 die von modernenComputern
bereitgestelltd-loating-Point-Leistungehreffektiv genutztwerdenkann. Die Parallelisierung
dessequentiellerFaktorisierungsalgorithmusasiertauf dem2-dimensionaleapping-Sche-
mavon Guptaet al. [63, 66]. Wir habenexemplarischan zwei Beispielengezeigt,daf3die von
unseremVerfahrenberechneterOrderingsauchim parallelenFall zu einer signifikantenBe-
schleunigunglernumerischerraktorisierungiihren.

Ausblick  Aufgrund ihrer enormenBedeutungfur die Faktorisierungdiinn besetzterpositv
definiterMatrizenstehtdie EntwicklungverbesserteDrdering-\érfahrenim Vordegrundzahl-
reicherForschungsaktitaten.Wir wollen abschlieR3enduf drei offeneFragemahereingehen:

e AnordnungderKnotenseparatoren

Wie bereitsin Abschnitt4.2.3 damgelayt, bestehtdie wesentlicheSchwacheeinesTop-

down-Verfahrenswie Nested-Dissectiodarin, daf3bei der BestimmungeinesKnotense-
paratorsS fir einenGrapherG’ derausbereitskonstruierterseparatorebestehendRand
von G’ unbeificksichtigtbleibt. Am Beispieldesn x n-Gittersmit 5-Punkte-Stermaben
wir gesehendalldie ,Geometrié einesGrapherdurchGebietemit kleinemAspekt-Ratio
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uberdecktverdensollte.Ein Nested-Dissection-OrderirggreichtdieseZiel —wenniber
haupt— nur indirekt Uber eine Minimierung der SeparatorenDie LosungdesProblems
scheintaufdenersterBlick rechteinfachzu sein:manmufRnurdenRandder Teilgraphen
G(B) und G(B) in die BewertungeinerPartitionierung(S, B, W) mit einflieRenlassen.
Wie diese<effektiv geschehekann,ist jedochbis heuteein offenesProblem[4].

ZusammenspiewischenOrdering-und Mapping-\érfahren

Die paralleleFaktorisierungstellt eineweitereAnforderungandenOrdering-ProzelDie

Struktur einesFrontbaumesollte so beschdkn sein, dalR eine effiziente Verteilungder

Frontenaufdie Prozessoremdglichist. Die paralleleAusfuhrungszeikannmit Hilfe ei-

nesgeeignetefiniertenlask-Graphenabgeschtztwerden Ein gutesOrderingsolltedann
zusatzlich die Eigenschafbesitzen dal3der ausdem FrontbaumabgeleiteteTask-Graph
einenmoglichst kurzen kritischen Pfad besitzt. Die Frageist nun, wie diese Anforde-

rungbereitsbeiderBerechnunginesOrderingsbericksichtigtwerdenkann.Einenersten
Losungsansatitefert desdreistufigeMultisection-\erfahren.Es besitztdie Eigenschatft,
ein Ordering aus mehrerenOrdering-ModulenzusammenzusetzeBei diesemZusam-
mensetzekonnendie spezifischenforderungereinerparallelenFaktorisierungperick-

sichtigtwerden.Eine Arbeit zu diesemThemaist in Vorbereitung.Sie wird im Rahmen
einesMinisymposiumsaufderzehnterSIAM KonferenzParallel Processindor Scientific
Computingvorgestellt.

ParalleleBerechnungeinesOrderings

Eine der groRtenHerausforderungeim Bereichder direktenLosungserfahrenbesteht
in der FromulierungeinesskalierbarenparallelenAlgorithmus,der alle vier Schrittezur
Losungdunn besetzteGleichungssystememfaldt. An dieserStelle seiinsbesonderauf
die Arbeitenan den Universitatenvon Bordeaux[73] und Minnesota[77] hingaviesen.
Wahrenddas ProgrammPASTIX von Henonet al. [73] einensequentiellerOrdering-
Algorithmusbenutzt,ist in demProgrammPSPACES von Joshiet al. [77] ein paralleles
Nested-Dissection-&ffahrenintegriert. Kern desVerfahrendst ein parallelerMultilevel-
Algorithmuszur Bestimmungvon Kantenseparatorevgl. Karypisund Kumar[80]). Ty-
pischerweis@eneriererNested-Dissection-&ffahren,derenKnotenseparatoresmusKan-
tenseparatoreabgeleitetverden einenhohererfill-in alsmoderneBottom-up-\érfahren.
Esstelltsichhierdie Frageob zur effizientenparallelerBerechnunginesOrderingsiicht
ganzneueAnsatzeentwickelt werdenmussen.

Alle dieseFragestellungenzeigen,dal’ die Entwicklung von neuenOrdering-\érfahrenauch
zukiinftig ein interessanteforschungsgebialarstellt.In dieserArbeit habenwir gezeigt,wie
bestehend&erfahrendurch eine engereKoppelungvon Bottom-upund Top-dovn-Methoden
verbessenwverdenkdnnen.Dies gilt sowohl hinsichtlichder sequentiellerals auchhinsichtlich
derparallelenFaktorisierung.
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