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Kapitel 1

Einleitung

Mit demAufkommenelektronischerRechenanlagenhabensich die an die numerischeMathe-
matik gestelltenAnforderungenentscheidendver̈andert.Ganzselbstversẗandlichverbindetman
heutemit einemnumerischenVerfahrenaucheinenAlgorithmus,der überein entsprechendes
ProgrammaufeinemComputerausgef̈uhrtwerdenkann.DieserengeZusammenhangzwischen
der EntwicklungnumerischerMethodenund der Umsetzungin effizienteAlgorithmenhat im
LaufedervergangenenJahrezur Bildung einerneuenDisziplin innerhalbdernumerischenMa-
thematikgeführt, dem WissenschaftlichenRechnen(scientificcomputing). Ein wichtigesZiel
desWissenschaftlichenRechnensbestehtdarin,für einenComputer

”
konstruktiveVerfahrenzu

entwickelnundbereitzustellen,mit denenAufgabenderangewandtenMathematikausallenBe-
reichenderNaturwissenschaftenundTechnikerfolgreichundmöglichsteffizient bearbeitetund
zahlenm̈aßigzueinerLösunggeführt werdenkönnen“ (vgl. [143], S.1094).In dernumerischen
Praxislassensichviele dieserAufgabenauf die folgendendrei Standardproblemeder linearen
Algebrazurückführen:

Lösunglinearer GleichungssystemeGesuchtist dieLösungeineslinearenGleichungssystems�������
, wobei

�
einenichtsingul̈are �	�
� -Matrix darstelltund

�
einenaus � Einträgen

bestehendenVektor. Der Vektor
�

heißt auchrechte Seite. Die (eindeutige)Lösungdes
Gleichungssystemsist ein Vektor

�
mit � Einträgen.DieserVektorheißtLösungsvektor.

Lösunglinearer Ausgleichsprobleme Gesuchtist ein Vektor
�
, für den � ������ ��� dasMini-

mum annimmt.Dabei ist
�

eine � ��� -Matrix und
�

ein Vektor mit � Einträgen.Der
Lösungsvektor

�
bestehtaus� Einträgen.������� bezeichnetdieeuklidischeNorm. Im Falle� ��� heißt

�������
überbestimmtesGleichungssystem. In der Regel existiert für ein

solchesGleichungssystemkeineLösung.

LösungdesEigenwertproblems Zu einergegebenen����� -Matrix
�

ist ein aus � Einträgen
bestehenderVektor

������
undein Skalar  gesucht,sodaß

���!�  � gilt. Der Vektor
�

heißtEigenvektorzumEigenwert  .

1



2 Kapitel 1. Einleitung

DieLösunglinearerGleichungssystemebildetdenKernvielernumerischerAnwendungen.Große
Gleichungssystemetretenz.B. in denIngenieurswissenschaftenbeiderSimulationvonFlüssig-
keits- oderGasstr̈omungenoderbei der SimulationdesVerhaltensvon Materialienwie Stahl,
Beton,Holz usw. unterBelastungauf.Ganzgrobunterscheidetmanzwischendirektenund ite-
rativen Lösungsverfahren(vgl. Abschnitt 1.1.1). Auf lineareAusgleichsproblemestößt man,
wenndurchwissenschaftlicheExperimenteder Wert von Konstantenin empirischenFormeln
bestimmtwerdensoll. Eigenwertproblemefindet manz.B. in der Physikbei der Analysevon
Schwingungen.Eigenwertespielenauchbei derUntersuchungdesKonvergenzverhaltensitera-
tiverLösungsverfahreneinegroßeRolle.

In dieserArbeit betrachtenwir dasersteStandardproblemder linearenAlgebra.Dabeikon-
zentrierenwir unsauf die UntersuchungundEntwicklungvon sequentiellenundparallelenAl-
gorithmenzur schnellenFaktorisierunggroßer, dünn besetzter, positiv definiter Matrizen mit
reellenKoeffizienten.Einesymmetrische���"� -Matrix

�
heißtpositiv definit, falls für alle � -

elementigenVektoren
����#�

gilt, daß
�%$&���

echtgrößerals null ist. Positiv definiteMatrizen
besitzeneineReiheinteressanterEigenschaften(siehez.B. Stoer[137]). Insbesondereexistiert
für jedepositiv definiteMatrix

�
genaueineuntereDreiecksmatrix' mit positivenDiagonal-

elementen,sodaßgilt
��� '(' $ . Die Matrix ' heißtFaktormatrix. Ihre Berechnungstellt den

aufwendigstenSchritt bei der direktenLösungeinesGleichungssystemsdar. Ist ' bekannt,so
erḧalt man

�
durchLösendergestaffeltenGleichungssysteme'�) �*� und ' $ �+� ) .

Die Faktormatrix ' kannmit Hilfe desCholesky-Verfahrensberechnetwerden.Wie alle di-
rektenVerfahrenzur LösungeineslinearenGleichungssystemsbasiertauchdie Methodevon
Cholesky auf einersukzessivenEliminationderUnbekannten.Ist

�
dünnbesetzt,soentstehen

im LaufedesEliminationsprozessesoftmalsviele zus̈atzlichevon null verschiedeneElemente.
DieseElementeheißenFill-in oderAuffüllungvon

�
. Ein wesentlicherNachteildirekterVerfah-

renbestehtnungeradedarin,daßdurchdie Auffüllung von
�

derzur LösungdesGleichungs-
systemsben̈otigteRechen-undSpeicheraufwandstarkansteigenkann.Durcheine

”
geschickte“

Pivotwahlist esjedochmöglich,diesenMehraufwandsignifikantzu reduzieren.

Im Falle einerindefinitenKoeffizientenmatrixmußdie Pivotwahl dar̈uberhinausdie nume-
rischeStabilität unddie Durchführbarkeit desVerfahrenssicherstellen.In derRegel lassensich
nichtalleZielegleichermaßenerreichen,sodaßdieAufrechterhaltungdernumerischenStabilität
durcheinenhöherenRechenaufwanderkauftwird. Ist dieMatrix jedochpositiv definit,soist das
VerfahrenohneBeeintr̈achtigungdernumerischenStabilität für jedebeliebigePivotreihenfolge
durchf̈uhrbar. Man wählt deshalbdie Reihenfolgeso,daßdie Auffüllung von

�
möglichstge-

ring ist. Die EntwicklungverbesserterAlgorithmenzur Bestimmungeinermöglichstoptimalen
PivotreihenfolgebildeteinenSchwerpunktdieserArbeit.

Gelingt esdie Auffüllung von
�

in Grenzenzu halten,sostellendirekteLösungsverfahren
eine interessanteAlternative zu den in der numerischenPraxisoftmalsbevorzugteniterativen
Verfahrendar. Ob nunein direktesVerfahreneinemiterativenvorgezogenwerdensollte,hängt
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vonvielenFaktorenabundkannnichteindeutigbeantwortetwerden.In Abschnitt1.1gehenwir
auf dieseviel diskutierteFragenäherein undmotivieren,warumwir unsauf Lösungsverfahren
für positiv definiteGleichungssystemekonzentrieren.Darananschließendwird in Abschnitt1.2
derAufbaudieserArbeit beschrieben.

1.1 Moti vation

Im BereichdesWissenschaftlichenRechnensspielt die Simulationkomplexer physikalischer
SystemeeinezentraleRolle.Ein solchesSystemist beispielsweisedurcheinenTragflächenfl̈ugel
gegeben,der in einemWindkanalumstr̈omt wird. Ziel der Simulationist die Berechnungder
dabeientstehendenWirbel undAuftriebskr̈aftesowie die BestimmungderDruckverteilungund
Strömungsgeschwindigkeit in derNähederFlügeloberfl̈ache.

Oftmalswird dasphysikalischeSystemdurchpartielle Differentialgleichungenbeschrieben,
wobeizus̈atzlicheNebenbedingungendenZustanddesSystemsamRandundzuBeginn derSi-
mulation festlegen.Aufgabeist danndie BestimmungeinerFunktiondesOrtesund der Zeit,
die alle Dif ferentialgleichungenundalle Nebenbedingungenerfüllt. Ist dieseFunktionbekannt,
sokönnendie gesuchtenphysikalischenGrößenfür jedenbeliebigenOrt desGrundgebietsbe-
rechnetwerden.In der Regel ist es jedochnicht möglich, eine solchegeschlosseneFunktion
zu finden.DaskontinuierlichephysikalischeSystemmußdannin ein diskretesmathematisches
Modell transformiertwerden.Dies kann beispielsweisemit Hilfe einesDifferenzenverfahrens
geschehen.

Dif ferenzenverfahrenberuhenauf der Idee,die in denDifferentialgleichungenauftretenden
AbleitungendurchDifferenzenquotientenzu approximieren.Hierfür ist ein Gitter notwendig,
dasvor Beginn der eigentlichenSimulationauf dasGrundgebietdesphysikalischenSystems
projiziert wird. Die gesuchtenphysikalischenGrößenkönnendannfür jedenOrt desGrundge-
biets,dermit einemGitterknotenzusammenf̈allt, näherungsweiseberechnetwerden.In derRe-
gel wird derWert einerphysikalischenGrößenur vondenWertenanbenachbartenGitterknoten
unmittelbarbeeinflußt,sodaßdieKoeffizientenmatrix

�
sehrdünnbesetztist. Desweiterenent-

haltenviele partielleDif ferentialgleichungeneinenOperator, der zu einemGleichungssystem
mit positiv definiterKoeffizientenmatrixführt. Die positive Definitheit ermöglicht denEinsatz
effizienter, iterativerGleichungsl̈oser. AberauchdirekteLösungsverfahrenprofitierenvondieser
Eigenschaft,dakeinePivotsuchezurAufrechterhaltungdernumerischenStabilitätdurchgef̈uhrt
werdenmuß.

Im folgendenwerdenwir die Vor- und Nachteiledirekterund iterativer Lösungsverfahren
diskutieren.Insbesonderestellenwir die vier grundlegendenSchrittezur direktenLösungeines
positiv definitenGleichungssystemsvor. Darananschließendwerdenwir denEinsatzparalleler
RechnerzurLösungdünnbesetzterGleichungssystememotivieren.
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1.1.1 Dir ektevs. iterati veLösungsverfahren

IterativeVerfahrenerzeugenausgehendvoneinemStartvektor
�-,

eineFolge
�/.102� � 0434343 vonVek-

toren,die gegendie gesuchteLösung
�

einesGleichungssystemskonvergiert. In vielen Fällen
ist der Rechenaufwandpro Iterationsschrittvergleichbarmit demAufwandzur Multiplikation
von

�
mit einemVektor. KlassischeIterationsverfahrenwie z.B. dasJacobi-Verfahren (Ge-

samtschrittverfahren)oderdasGauß-Seidel-Verfahren(Einzelschrittverfahren)benutzendieFix-
punktiteration

�-576&.��98��-5;:�<
, um ausgehendvon

�-,
denLösungsvektor

�
zu approximieren.

BeideVerfahrenunterscheidensichlediglich in deraus
�

abgeleitetenIterationsmatrix
8

.

Für Gleichungssystememit positiv definiter Koeffizientenmatrixexistierenweitauseffizi-
entereIterationsverfahren.An dieserStellesei lediglich dascg-Verfahren (conjugategradient
method)erwähnt.Esberuhtdarauf,daßdieLösung

�
desGleichungssystems

���+�=�
dasFunk-

tional >@?BADC � .� A $ � A :E� $ A minimiert. Im Gegensatzzu denklassischenIterationsverfahren,
die zur exaktenBerechnungdesLösungsvektors

�
unendlichviele arithmetischeOperationen

durchf̈uhrenmüssen,stopptdascg-Verfahrenbei rundungsfehlerfreierRechnungnachhöchstens� Schrittenmit der exaktenLösung.In der numerischenPraxiskannjedochvon einerexakten
Rechnungnichtausgegangenwerden,sodaßeventuellzus̈atzlicheIterationennotwendigsind.

Die Geschwindigkeit, mit derdie FixpunktiterationgegendenLösungsvektor
�

konvergiert,
wird durch den betragsm̈aßig größtenEigenwert FG %HJILKM? 8 CNF der Iterationsmatrix

8
bestimmt.

DieserWert heißtSpektralradiusundwird mit OP? 8 C bezeichnet.Gilt OP? 8 CRQTS , so erzeugtdie
Fixpunktiterationfür jedenbeliebigenStartvektor

�-,
eine zum Lösungsvektor

�
konvergente

Folge(vgl. Schwarz[134] oderStoerundBulirsch[138]).Die entscheidendeGrößefür dieKon-
vergenzg̈utedescg-Verfahrensist die KonditionderMatrix

�
. Diesewird mit UJ? � C bezeichnet

und entsprichtdem Quotienten FV WHJILKM? � CNFVXPFG %HZYV[M? � CNF . Der engeZusammenhangzwischender
Konvergenzgeschwindigkeit unddennumerischenEigenschaftender Matrix

�
bzw.

8
ist cha-

rakteristischfür alle Iterationsverfahren.Im Gegensatzdazuhängtdie Effizienz einesdirekten
Lösungsverfahrensvon derNichtnullstrukturderMatrix

�
ab. Essindalsovöllig unterschiedli-

cheEigenschaftenderKoeffizientenmatrix,diedieEffizienzeinesiterativenunddieeinesdirek-
tenLösungsverfahrensbeeinflussen.

Der wesentlicheVorteil einesiterativenLösungsverfahrensliegt in demgeringenSpeicher-
platzbedarf.Darüberhinausist esoftmalsmöglich, durchspezielleTechnikendie Konvergenz-
geschwindigkeit signifikantzu erḧohen.Beispielsweisekannin vielenFällendie Konditionder
Matrix

�
bzw. der Spektralradiusder Iterationsmatrix

8
durchMultiplikation mit einergeeig-

net gewähltenMatrix verbessertwerden.In diesemFall sprichtmanvon einerVorkonditionie-
rung. FernerkanndieKorrekturderVektorkomponentenbeimÜbergangvon

�-5
nach

�-5\6&.
durch

EinführungeinesRelaxationsparameters ] versẗarkt werden.Im Falle ]^Q �
sprichtmanvon

Unter- und im Falle ]_� �
von Überrelaxation. Es ist jedochzu bedenken, daßdie optimale

Wahl einesRelaxationsparametersbzw. einerVorkonditionierungsmatrixselbstwiedervon den
numerischenEigenschaftendeszu lösendenGleichungssystemsabḧangt.Zudemtauchenin der
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numerischenPraxisimmerwiederMatrizenauf,derenschlechteKonditionsichüberhauptnicht
odernur unwesentlichverbessernläßt.

Der Vorteil einesdirektenVerfahrensbestehtnun geradedarin, daßseineEffizienz nicht
von dennumerischenEigenschaftender Matrix

�
abḧangt.Gelingt es,denwährendder Fak-

torisierungentstehendenFill-in zu begrenzen,so erreichtmannicht nur eineBeschleunigung
desVerfahrens,sondernaucheinesignifikanteReduzierungdesSpeicherbedarfs.Ist

�
positiv

definit, so kanndie Pivotreihenfolgeund die Nichtnullstrukturvon ' vor Beginn der eigentli-
chenFaktorisierungberechnetwerden.Die Faktorisierungvon

�
wird dannnicht mehrdurch

ZeilenvertauschungenoderSpeicherverwaltungsoperationenunterbrochen.Dies führt zu einer
höherenCache-Effizienzunddamit zu einerweiterenBeschleunigungdesdirektenVerfahrens.
Zur Lösungeinespositiv definitenGleichungssystemssinddanndie folgendenSchrittenotwen-
dig (vgl. GeorgeundLiu [53]):

Ordering Berechneeine Pivotreihenfolge,so daßder Grad der Auffüllung von
�

möglichst
geringist. VertauschedieZeilenundSpaltenvon

�
entsprechendderberechnetenReihen-

folge.BestimmedazueinegeeignetePermutationsmatrix̀ undbilde ` � ` $ .

SymbolischeFaktorisierung BerechnedieNichtnullstrukturderFaktormatrix' von ` � ` $ �'(' $ undallokiereSpeicherplatzfür ihreNichtnullelemente.

NumerischeFaktorisierung Berechnedie Nichtnullelementevon ' .

BestimmungdesLösungsvektors Lösedie gestaffeltenGleichungssysteme'(a � ` � , ' $&b �a und
�c� ` $ b .

SindmehrereGleichungssystememit identischerKoeffizientenmatrixaberverschiedenenrech-
tenSeitenzu lösen,somüssendie erstendrei Schrittenur einmaldurchgef̈uhrt werden.Demge-
gen̈uberist bei einemiterativen VerfahreneineWiederholungdesgesamtenLösungsprozesses
erforderlich.Der modulareAufbau desdirektenLösungsverfahrenshat einenweiterenVorteil:
Im BereichderStrukturmechanikbesitzenviele DifferentialgleichungeneinenOperator, derin-
nerhalbdesDifferenzenverfahrenszu Koeffizientenmatrizenführt, die sich lediglich in ihren
numerischenEinträgen,nicht jedochin ihrer Besetzungsstrukturunterscheiden.In diesemFall
mußnur einmal– nämlichzuBeginn derSimulation– einOrderingberechnetwerden.

Zusammenfassendläßtsichfeststellen,daßsowohl iterativealsauchdirekteLösungsverfah-
ren ihre Vorteile besitzen.Der in der Literatur oftmals beklagtehoheSpeicherbedarfdirekter
VerfahrenkanndurchmoderneOrdering-Strategien zum Teil erheblichreduziertwerden.Ge-
lingt dar̈uberhinauseineauf die speziellenEigenschaftender Rechnerarchitekturzugeschnit-
teneImplementierungdesFaktorisierungsalgorithmus,so erḧalt manein effizientes,universell
einsetzbaresLösungsverfahren.
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1.1.2 Sequentiellevs.parallele Lösungsverfahren

In denvergangenenJahrenhatsichdieLeistungderklassischenEinprozessorrechnerim Durch-
schnittalle 18 Monateverdoppelt(Gesetzvon Moore).Die steigendeRechnerkapazität ermög-
licht es,immerkomplexereAufgabenin Angriff zu nehmen.Diesgilt insbesonderefür denBe-
reich desWissenschaftlichenRechnenswo heuteSimulationenhochkomplexer physikalischer
Systemedurchgef̈uhrt werden.Als BeispielseienandieserStellevirtuelle Crash-Testsgenannt,
durchdie sich erheblicheEinsparungspotentialebei der EntwicklungeinesneuenAutomobils
ergeben.DamitdieSimulationendieRealiẗatmöglichstexaktwiderspiegeln,müssenauchklein-
steDetailseinesphysikalischenSystemserfaßtwerden.Dazuist eineDiskretisierungmit einem
sehrfeinenGitter erforderlich.Trotz AnwendungadaptiverDiskretisierungsmethodenentsteht
soein BedarfanimmermehrRechenleistung.

Die potentiellunbeschr̈ankteNachfragenachRechenkapazitätkannvondenklassischenEin-
prozessorrechnernnicht erfüllt werden.DaherhatderEinsatzparallelerRechnersystemein den
letztenJahrenimmermehranBedeutunggewonnen.Versẗarkt wurdedieseEntwicklungdurch
denstetigenPreisverfall beiHalbleiternundSpeicherelementen.Grunds̈atzlichkönnenmoderne
Parallelrechnerin drei Klasseneingeteiltwerden:SMP-Systeme,verteilte Systemeund Vek-
torrechner. Ein SMP-System(symmetricmulti-processorsystem)bestehtausmehrerenProzes-
soren,die über einenBus oder Kreuzschienenschalter(crossbarswitch) auf einengemeinsa-
menSpeicher zugreifen.Viele urspr̈unglichfür EinprozessorrechnerentwickelteAnwendungen
lassensich relativ einfachauf ein SMP-Systemportieren.Der NachteileinessolchenSystems
bestehtjedochdarin, daßdasKonzeptdesgemeinsamenSpeichersphysikalischnicht belie-
big skalierbarist. In großenParallelrechnernbesitztdaherjederProzessorseineneigenenlo-
kalen Speicher. Der Datenaustauschin einemsolchenverteiltenSystem(distributed memory
system)findet überein Verbindungsnetzwerkstatt.Entscheidendfür die Kommunikationseffizi-
enzist dabeiwenigerdie AnzahlderKantenüberdie eineNachrichtgesendetwird (Dilation),
als vielmehrdie Anzahl der Nachrichten,die zur selbenZeit übereinegemeinsameKantege-
routet werden(Kongestion). In einemVektorrechner spielt sich die Paralleliẗat auf einer sehr
viel niedrigerenStufe ab. DieseRechnerbesitzenspezielleProzessoren,die dem Pipelining-
Prinzip folgendverschiedenePhaseneinerOperationmit verschiedenenOperandengleichzeitig
ausf̈uhrenkönnen.HeutefindetmankaumnochreineVektorrechner. Vielmehrwerdenverteilte
oderSMP-Systememit Vektorprozessorenausgestattet,um soeineweitereLeistungssteigerung
zuerreichen.DarüberhinausexistierenHybrid-Architekturen,beidenenmehrerekleinereSMP-
Systemëuberein Netzwerkmiteinanderverbundensind.

Die wachsendeBedeutungdesparallelenRechnenshatdie EntwicklungskalierbarerAlgo-
rithmenzurLösungdünnbesetzterGleichungssystemestarkforciert. In dieserArbeit stellenwir
einenparallelenFaktorisierungsalgorithmusvor, der auf dem Prinzip desNachrichtenaustau-
sches(message passing)beruht.Durch die Definition standardisierterKommunikationsschnitt-
stellenwie z.B. MPI (message passinginterface)ist esprinzipiell möglich,diesenAlgorithmus
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aufverschiedenenParallelrechnerauszuf̈uhren.Dabeiist jedochzubeachten,daßdievoneinem
parallelenSystemzur VerfügunggestellteRechenleistungnur dannvoll genutztwerdenkann,
wennein Algorithmusbis ins Detail der jeweiligen Architektur angepaßtist. Bei der Entwick-
lung deshier vorgestelltenFaktorisierungsalgorithmuswurde ein verteiltesSystemzugrunde
gelegt, wobeidie MinimierungdesKommunikations-Overheadsim Vordergrundstand.

Obwohl die FaktorisierungeinerdünnbesetztenMatrix ein größeresParallelisierungspoten-
tial besitztals die einervoll besetzten(vgl. Kapitel 5), ist die Entwicklungeinesskalierbaren
Faktorisierungsalgorithmusungleichschwieriger. Bereitsim sequentiellenFall sindkomplexere
DatenstrukturenundAlgorithmenerforderlich,umdiedünneStrukturderKoeffizientenmatrixzu
erhaltenundauszunutzen.DarüberhinausmußdieFaktorisierungsoorganisiertwerden,daßein
effektiverEinsatzdervonmodernenComputernbereitgestelltenCaching-Mechanismenmöglich
ist. In einemverteiltenSystemstellt sichdar̈uberhinausdie Frage,welcheBerechnungsschritte
vonwelchenProzessorenausgef̈uhrtwerdensollen.Die ZuordnungderBerechnungsschritteauf
die Prozessorenunddie damit verbundeneVerteilungderNichtnullelementevon

�
bzw. ' hat

einenentscheidendenEinflußaufdie Skalierbarkeit desFaktorisierungsalgorithmus.

Zusammenfassendläßtsichfeststellen,daßbereitsdieEntwicklungeineseffizientensequen-
tiellen Algorithmuszur Lösungdünn besetzterGleichungssystemehoheAnforderungenstellt.
Da in dernumerischenPraxisimmergrößereGleichungssystemegelöstwerdenmüssen,ist eine
ParallelisierungderkomplexensequentiellenAlgorithmenunumg̈anglich.Die Lösungderhier-
bei zus̈atzlichentstehendenOptimierungsaufgabenstellt eineweitereHerausforderungdar.

1.2 Aufbau der Arbeit

In dieserArbeit stellenwir AlgorithmenzurBerechnungeinerPivotreihenfolgeundAlgorithmen
zurDurchführungdersymbolischenundnumerischenFaktorisierungvor. Wir befassenunsalso
mit denerstendrei Schrittenzur Lösungeinespositiv definitenGleichungssystems.Aufgrund
ihrer hohenpraktischenBedeutungstehenAlgorithmenzur BerechnungeinerPivotreihenfolge
im Mittelpunkt dieserArbeit.

In Kapitel 2 stellenwir zun̈achstzwei elementareVerfahrenzur BerechnungderFaktorma-
trix ' vor. BeideVerfahrensind numerischäquivalent,d.h. sie führendie gleicheAnzahl von
Multiplikations-undAdditionsoperationenaus.Die Verfahrenunterscheidensichlediglichin der
ReihenfolgederOperationen.Anschließendzeigenwir, wie derbeiderFaktorisierungentstehen-
deFill-in graphentheoretischbeschriebenwerdenkann.Die grundlegendeIdeebestehtdarin,die
Auffüllungvon

�
durcheineFolgevonEliminationsgraphenzumodelieren.Nahezualleausder

LiteraturbekanntenMethodenzur MinimierungdesFill-in basierenauf diesergraphentheoreti-
schenBeschreibung.Schließlichstellenwir die drei grundlegendenOrdering-Methodenvor. Es
handeltsichumdieProfil-, die Bottom-up-unddieTop-down-Methode.

In Kapitel3 untersuchenwir Ordering-Verfahrenfür Matrizen,derenNichtnullstruktureinen
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gitterförmigenGrapheninduziert.DieseMatrizenspielenin dernumerischenPraxiseinegroße
Rolle. Wir präsentiereneineleichteModifikation desbekanntenNested-Dissection-Verfahrens
von George[48]. DurchdieseModifikation kannderbei derFaktorisierungeines�"�d� -Gitters
entstehendeFill-in um fastdie Hälfte reduziertwerden.Gleichesgilt für die Anzahl der Mul-
tiplikations- und Additionsoperationen,die zur Berechnungder Faktormatrixben̈otigt werden.
AnhandeinergenauenAnalysedesmodifiziertenNested-Dissection-Verfahrenszeigenwir, daß
die GüteeinesOrderingsganzentscheidendvon der

”
Form“ derGebieteabḧangt,die im Laufe

desEliminationsprozessesentstehen.

In Kapitel4 präsentierenwir einneuesOrdering-Verfahrenfür beliebigeGraphen.Charakte-
ristischfür dasVerfahrenist eineengeKoppelungzwischenBottom-up-undTop-down-Metho-
den.Dabeiwerdendie im RahmeneinesTop-down-VerfahrenskonstruiertenKnotenseparatoren
alsRänderdervon einemunvollständigenBottom-up-OrderinggebildetenGebieteinterpretiert.
Die Motivationbestehtdarin,die SchẅachendereinenMethodedurchdie Sẗarkenderanderen
auszur̈aumen.Diesgeschiehtin zwei Schritten:Zum einenbenutzenwir Bottom-up-Techniken
zur Konstruktionder Knotenseparatoren.Dazu entwickeln wir ein neuartigesMultilevel-Ver-
fahren,bei demspezielleKnotenauswahlstrategienzur SchrumpfungeinesGrapheneingesetzt
werden.Zumanderenbenutzenwir dieKnotenseparatorenalsein

”
Ger̈ust“ zurGenerierungund

EvaluierungeinesweitenSpektrumsvonBottom-up-Orderings.AusdiesemSpektrumkanndann
dasbesteOrderingausgewählt werden.Im Vergleich zu einemreinenBottom-up-Algorithmus
reduziertsichsodie Anzahlderzur Berechnungvon ' ben̈otigtenMultiplikations- undAdditi-
onsoperationenumdurchschnittlich42%.DaderAufwandzurBerechnungvon ' denAufwand
zurLösungeinesGleichungssystemsdominiert,führtdieszueinersignifikantenBeschleunigung
desdirektenLösungsverfahrens.

In Kapitel 5 beschreibenwir sequentielleund paralleleAlgorithmenzur Durchführungder
symbolischenundnumerischenFaktorisierung.Im sequentiellenFall gehenwir insbesondereauf
TechnikenzurSteigerungderCache-undRegistereffizienzein.DervonunsimplementierteFak-
torisierungsalgorithmusbasiertauf der von Duff und Reid [35, 36] entwickeltenMultifrontal-
Methode.Um die von modernenHochleistungsrechnerbereitgestellteFloating-Point-Leistung
voll nutzenzu können,benutztderFaktorisierungsalgorithmuseinenauf BLAS 3 Routinenba-
sierendennumerischenKern.Zur ParallelisierungunseresFaktorisierungsalgorithmusverwen-
denwir dasvon Guptaet al. [63, 66] vorgeschlagenezweidimensionaleMapping-Schema.Im
parallelenFall stehtdieMinimierungdesKommunikations-Overheadsim Vordergrund.Anhand
zweierBeispielezeigenwir, daßdiemit Hilfe desneuenVerfahrensberechnetenOrderingsauch
für die paralleleFaktorisierunggeeignetsindundsehrguteErgebnisseliefern.

In Kapitel 6 fassenwir die in dieserArbeit vorgestelltenMethodenzur effizientenLösung
dünnbesetzter, positiv definiterGleichungssystemezusammenunddiskutiereneinigeungel̈oste
Probleme.



Kapitel 2

Grundlagen

Wie bereitsin der Einleitung erwähnt, beruhenalle direktenVerfahrenzur Lösungeinesli-
nearenGleichungssystemsauf einersukzessivenEliminationderUnbekannten.In seinerallge-
meinstenForm wird dieserEliminationsprozeßvom GaußschenAlgorithmusbeschrieben.An-
gewandtauf einenichtsingul̈areMatrix

�
liefert der AlgorithmuseineDreieckszerlegungder

Form ` �E� '(e . Dabeiist ` einePermutationsmatrix,' eineuntereDreiecksmatrixmit Einsen
in der Diagonaleund e eineobereDreiecksmatrix.Die Matrix ` beschreibtdie bei derPivot-
wahl vorzunehmendenZeilenvertauschungen.Ist

�
dünn besetzt,so mußdie Pivotwahl nicht

nurdieDurchführbarkeit undnumerischeStabilitätdesVerfahrensgarantieren,sondernauchdie
Auffüllung von

�
in Grenzenhalten.DieseAufgabenlassensich nur schwervereinen,so daß

die AufrechterhaltungdernumerischenStabilität oftmalsdurcheinengrößerenRechenaufwand
erkauftwerdenmuß.

Ist
�

jedochsymmetrischund positiv definit, so existiert eineeindeutigbestimmteuntere
Dreiecksmatrix' mit positivenDiagonaleintr̈agen,für die gilt

��� '(' $ . Bei der Berechnung
von ' werdendieDiagonalelementeeinfachin ihrernaẗurlichenReihenfolgealsPivotsgewählt.
Die positiveDefinitheitderMatrix

�
garantiertdabeidieDurchführbarkeit undnumerischeSta-

bilit ät desVerfahrens.Im Falle einerdünnbesetztenKoeffizientenmatrixstehtjetzt
”
nur“ noch

die MinimierungderAuffüllung von
�

im Vordergrund.Da für jedePermutationsmatrix̀ gilt,
daßmit

�
auch ` � ` $ positiv definit ist, kannwie folgt vorgegangenwerden:Bestimmeei-

nePermutationsmatrix̀ , sodaßdie Auffüllung von ` � ` $ möglichstgeringist undberechne
anschließenddie Faktormatrix' von ` � ` $ .

DiesesKapitel ist in drei Abschnittegegliedert. In 2.1 werdenzwei elementareVerfahren
zurBerechnungderFaktormatrix' vorgestellt.EshandeltsichumdasCholesky-Verfahrenund
um eineVariantedesCholesky-Verfahrens.Angelehntandie Ausführungenin Stoer[137] wird
die engeVerwandtschaftbeiderVerfahrenzum GaußschenAlgorithmusund zur direktenLR-
ZerlegungnachCroutdargestellt.Abschnitt2.2zeigt,wie derbeiderFaktorisierungentstehende
Fill-in graphentheoretischbeschriebenwerdenkann.Viele Heuristiken zur Bestimmungeiner

9
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”
guten“ Permutationsmatrix̀ benutzendiesegraphentheoretischeBeschreibungderAuffüllung

von
�

. In derRegel basierendie Heuristikenauf einerderin Abschnitt2.3vorgestelltenMetho-
den.EshandeltsichdabeiumdieProfil-, dieBottom-up-unddieTop-down-Methode.

2.1 Gauß-Elimination und Dreieckszerlegungvon Matrizen

Im folgendenstellenwir denGauß-Algorithmus,diedirekteLR-ZerlegungnachCrout,dasCho-
lesky-VerfahrenundeineVariantedesCholesky-Verfahrensvor. Zwischenallenvier Verfahren
gibt eszahlreicheverwandtschaftlicheBeziehungen.So unterscheidensich beispielsweisedie
erstenund die letztenbeidenlediglich in der Reihenfolgeder Multiplikations- und Additions-
operationen,nicht jedochin ihrer Anzahl.Desweiterenkanndie Cholesky-Zerlegungals eine
aufsymmetrische,positiv definiteMatrizenzugeschnitteneLR-Zerlegunginterpretiertwerden.

Im folgendenseiangenommen,daß
�

einereelle,nichtsingul̈are�f��� -Matrix ist und
�fgih efj

einVektor. Mit Hilfe desGaußschenEliminationsverfahrenskanneinlinearesGleichungssystem���k�E�l0 �E� mnoqp .r. 34343 p . j...
...p j . 34343 p jsj
tsuv 0 �w� mno � .

...� j
tsuv (2.1)

gelöstwerden.Dazuwird (2.1)durchgeeigneteZeilenvertauschungenundLinearkombinationen
vonZeilenschrittweisein ein gestaffeltesGleichungssystemderForme �+�=�7xy0 e � mno=z .r. 34343 z . j. . .

...� z jsj
tsuv

transformiert,welchesdieselbenLösungenbesitzt.Da e eineobereDreiecksmatrixist mit zs{|{ ���
für } � S 0s34343/0 � , kanndasgestaffelteGleichungssystemleicht gelöstwerden.

Der Einfachheithalber werdenbeim GaußschenEliminationsverfahrendie Zeilenvertau-
schungenund Linearkombinationenvon Zeilen nicht an denGleichungen(2.1) durchgef̈uhrt,
sondernanderum denVektor

�
erweitertenKoeffizientenmatrix? �~0\� C � mno p .r. 3s343 p . j � .

...
...

...p j . 3s343 p j�j � j
tsuv 3

Man erḧalt danneineKettevonMatrizen? �~07� C;� � ? ��� ,�� 0\�s� ,�� C�� ? ��� .�� 07�4� .�� C�� 34343 � ? ��� j�� .�� 07�4� j�� .�� C � �-?�e 0\�7x C 0
wobeider Übergang ? � � 5 � .�� 0\� � 5 � .�� C�� ? � � 57� 0\� � 5\� C für � � S 043s343/0 � � S formal wie folgt be-
schriebenwerdenkann:
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(1) BestimmeeinElementp � 5 � .��� 5 ��=�
, z g�� � 04343s3/0 ��� , undvertauschedieZeilen z und � von? � � 5 � .�� 07� � 5 � .�� C . Ein solchesElementexistiert, da

�
nichtsingul̈ar ist. Sei ?��� � 5 � .�� 0 �� � 5 � .�� C

die resultierendeMatrix.

(2) Für } � � : S 0434343/0 � setze� { 5 � ����\���������� ��� ������������ undsubtrahieredas � { 5 -facheder � -tenZeile von

Zeile } . Die resultierendeMatrix ist ? � � 57��0\� � 5\� C .
Dasin Schritt(1) bestimmteElementheißtPivotelementundsollteausGründendernumerischen
Stabilitätsorgfältig gewähltwerden(vgl. Stoer[137]).Die Subtraktionenin Schritt(2) bewirken,
daßin Spalte� von

� � 5\�
alle ElementeunterhalbderDiagonalezu null werden.Die Variable

� 5
tritt alsoin denentsprechendenGleichungennicht mehrauf; daherderNameEliminationsver-
fahren.Man kanndenÜbergangvon ? � � 5 � .���0\� � 5 � .�� C nach ? � � 5\��07� � 5\� C auchmit Hilfe von Ma-
trizenmultiplikationenbeschreiben.Sei ` 5 � ?B  . 0434343¡0   5 � . 0   � 0   5\6&. 0s34343/0   � � . 0   5 0   � 6&. 04343s3/0   j C
wobei   { den } -tenEinheitsvektordarstellt.Weitersei ' 5 eineuntereDreiecksmatrixderForm

' 5 �
mnnnnnnnno
S �

. . . S� � 5\6&.r¢ 5 S
...

. . .� � � j 5 S
tsuuuuuuuuv 3

Danngilt ? � � 5\��0\� � 5\� C � ' 5 ` 5 ? � � 5 � .���0\� � 5 � .�� C . Unter der vereinfachendenAnnahme,daßkeine
Zeilenvertauschungenim LaufedesEliminationsprozessesvorgenommenwerden,erḧalt mane � ' j�� . �l�l�7' . �~3
Da ' 5 nichtsingul̈ar ist, kanndieGleichungumgeformtwerdenzu' � .. �l�l�2' � .j�� . e �*�
mit

' � .. �l�l�7' � .j�� . �
mnnnnno

S ��£� . S
...

. . .� j�� .r¢V. S� j . � j � 34343 � j ¢ j�� . S
tsuuuuuv � �¤' 3

Als Ergebniserḧalt maneineDreieckszerlegung
�¥� '(e . DieseDreieckszerlegungläßtsich

auchdirekt, ohneBildung der Matrizen
� � .���0s34343/07� � j�� .�� , berechnen.Dazubetrachtetmandie
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Abb. 2.1: Bei der Berechnungder ¦ -ten Zeile von § (links) bzw. der ¦ -ten Spaltevon ¨ (rechts)wird
auf die graudargestelltenElementeaus § unddie schraffiert eingezeichnetenElementeaus ¨
zugegriffen.Die zu berechnendenElementesindschwarzdargestellt.

Variablen� {G© , }(ª�«@?B� {|{ � SlC , und zs{V© , «¬ª�} , alsUnbekannte,die mit Hilfe der � � Gleichungen

p {G© � HZYV[ � { ¢ © � ®L¯ . � { ® z ® © ?B� {|{ � SNC
bestimmtwerden.Die Elemente� {G© könnenspaltenweiseund die Elementezs{G© zeilenweisebe-
rechnetwerden.Man setztdazunacheinanderfür � � S 0434343¡0 �

z 5 { � p 5 { � 5 � .°© ¯ . � 5 ©\z\©�{ 0 } � � 043s343Z0 � 0� { 5 � ? p { 5 � 5 � .°© ¯ . � {G©�z\© 5 C2X z 575 0 } � � : S 043s343/0 � 3 (2.2)

In Schritt � wird alsozuerstdie � -te Zeile von e und anschließenddie � -te Spaltevon ' (oh-
ne � 575 ) berechnet.Führt mandie Dreieckszerlegungauf einemComputerdurch,sowerdendie
Elementeaus

�
nachund nachdurchdie Elementez 5 { und � { 5 überschrieben.Abbildung 2.1

zeigt,auf welchebereitsberechnetenElementevon ' und e bei derBerechnungder � -tenZei-
le von e (links) und der � -ten Spaltevon L (rechts)zugegriffen wird. Die obenbeschriebene
Reihenfolge,in derdie Elementeaus ' und e berechnetwerden,wurdeurspr̈unglichvon Crout
vorgeschlagen.NachBanachiewicz ist aucheinezeilenweiseBerechnungvon ' und e möglich
(vgl. Wilkinson [141]).

Die direkteDreieckszerlegungnachCrout(2.2)unterscheidetsichvonderGauß-Elimination
lediglich in der Reihenfolge– nicht jedochin der Anzahl – der ben̈otigtenOperationen.Nach
derBerechnungder � -tenZeilevon e undder � -tenSpaltevon ' könnendieElementevon

� � 5\�
wie folgt berechnetwerden:

p � 5\�{G© � p {G© � 5 ®�¯ . � { ® z ® © 0 } 0 « � � : S 0434343¡0 � 3



2.1. Gauß-EliminationundDreieckszerlegungvon Matrizen 13

Die Matrix
� � 57�

dient alsoals Speichervon stückweiseberechnetenSkalarprodukten.Bei der
direktenDreieckszerlegungverzichtetmanauf einensolchenZwischenspeicherund berechnet
die Skalarproduktein einemSchritt.

Nicht jedeMatrix besitzteineDreieckszerlegungderForm
�=� '�e wie dasBeispiel�*�²± � SS �d³

zeigt.In derRegelmüssenzun̈achstdieZeilenundSpaltenvon
�

in geeigneterWeisepermutiert
werden.Man erḧalt danneineZerlegungder Gestalt ` �_� '(e . Es gibt jedocheinewichtige
KlassevonMatrizen,bei denenmanohnePermutationsmatrixauskommt:

Satz2.1 Sei
� g�h efj�´�j einesymmetrische, positiv definiteMatrix. Dann gibt esgenaueine

(reelle)untere �"�i� -Dreiecksmatrix ' , � { 5 �*� für }�QE� , mit � 575 � � , � � S 04343s3/0 � , sodaßgilt�*� '(' $ .

Die Dreiecksmatrix' heißtFaktormatrixvon
�

. DerBeweisdesSatzesliefert zugleichein Ver-
fahrenzur Berechnungvon ' . Aus diesemGrundwerdenwir denBeweisandieserStellenoch
einmalwiederholen.Wir orientierenunsdabeiandenAusführungenvon GeorgeundLiu [53].

Beweis: Der Beweiswird durchInduktionnach � geführt. Im Falle � � S besteht
�

auseiner
(reellen)Zahl µ¶� � , dieeindeutigin derForm µ � � .r. � .r. , � .r. �*:¸· µ , geschriebenwerdenkann.
Sei nun angenommen,daßder Satzfür alle symmetrischen,positiv definiten ?¹� � SNC -reihigen
Matrizengültig ist. Wir partitionieren

�
wie folgt:�=� ± µ �� $ º ³ 3

Dabeiist
º

eine ?¹� � SNC -reihigeMatrix,
�"g�h e j�� . ein VektorderLänge� � S und µ g�h e ein

Skalar. Wegen   $ . �   . � µ gilt µ¶� � . Sei
h j�� . die ?B� � SNC -reihigeEinheitsmatrix, dannläßtsich�

darstellenals �*��» · µ �¼½ ¾ h j�� .¸¿ » S �� º � ¼\¼�À¾ ¿ » · µ ¼ À½ ¾� h j�� . ¿ 3 (2.3)

Die Matrix
º � ¼\¼ À¾ ist nicht nur symmetrisch,sondernselbstwiederpositiv definit, dennfür

einenVektor ) gih e j�� . derLänge� � S gilt? � ) $ �µ 0 ) $ C ± µ �� $ º ³ » �¬Á ÀM¼¾) $ ¿ � ) $ ? º � �W� $µ C�)



14 Kapitel 2. Grundlagen

unddamit ) $ ? º � ¼\¼ À¾ C�)"� � . NachInduktionsvoraussetzungbesitztdie Matrix
º � ¼\¼ À¾ eine

eindeutigeFaktormatrix Â' . Die Matrix
�

kanndahergeschriebenwerdenals�E� » · µ �¼½ ¾ Â' ¿ » · µ ¼ À½ ¾� Â' $ ¿ � '(' $ 3
Die Eindeutigkeit von ' folgt ausderEindeutigkeit von Â' undausderTatsache,daßµ eindeutig
alsQuadratvon

:¸· µ dargestelltwerdenkann(vgl. Induktionsanfang).

Der Vektor ? · µ 0 ¼½ ¾ C $ entsprichtder erstenSpalteder Faktormatrix ' . Die zweite Spalte

erḧalt man,indem(2.3)aufdieRestmatrix
º � ¼\¼�À¾ angewandtwird. Diesist möglich,da

º � ¼\¼�À¾
wiedersymmetrischundpositiv definitist.Die Matrix

º � ¼\¼ À¾ übernimmtdabei– wie dieMatrix� � .��
bei derGauß-Elimination– die Rolle desobenangesprochenenZwischenspeichersfür die

Skalarprodukte.

Angelehntandie LR-ZerlegungnachCrout(2.2)könnenauchhier die Variablen� 525 und � { 5 ,}¬�Ã� , der Faktormatrix ' direkt berechnetwerden.Dazubenutztmandie Bestimmungsglei-
chungen( � � S 04343s3/0 � )

p 575 � 5 © ¯ . � �5 © 0p { 5 � 5 © ¯ . � {G© � 5 © 0 } � � : S 0434343/0 � 3
Aufgelößtnach� 575 bzw. � { 5 erḧalt mandanndieFormeln� 575 � ÄÅÅÆ p 575 � 5 � . © ¯ . � �5 © 0� { 5 � ? p { 5 � 5 � . © ¯ . � {G© � 5 © C2X�� 575 0 } � � : S 0s34343/0 � 3 (2.4)

DasVerfahren(2.4)gehtzurückaufCholesky [20]. Die Faktormatrix' wird deswegenauch
Cholesky-Faktor genannt.In der Literatur bezeichnetman (2.4) als Inner-Product- und (2.3)
alsOuter-Product-Form derCholesky-Zerlegung.Abbildung2.2 zeigt für beideVerfahren,auf
welcheElementebei der Berechnungder � -ten Spaltevon ' jeweils zugegriffen wird. Dabei
nehmenwir wiederan,daßdie Koeffizientenvon

�
nachundnachdurchdie Koeffizientenvon' überschriebenwerden.BeideVerfahrenben̈otigendiegleicheAnzahlvonMultiplikations-und

Additionsoperationen.BezeichneÇ/?B'�È ¢ 5 C die AnzahlderSubdiagonalelemente
��^�

in Spalte �
von ' . In ' gibt es Ç¡?�'�C � j�� . 5 ¯ . Ç¡?�'(È ¢ 5 C (2.5)
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RestmatrixRestmatrix

Abb. 2.2: BeimCholesky-Verfahren(links) wird zurBerechnungder ¦ -tenSpaltevon ¨ aufdieschraffiert
eingezeichnetenElementevon ¨ zugegriffen. Beim Outer-Product-Verfahren(rechts)kanndie¦ -te Spaltesofortberechnetwerden.Anschließendwerdendie graudargestelltenElementeder
Restmatrixwie in (2.3)beschriebenmodifiziert.

von null verschiedeneElementeunterhalbderDiagonale.Man kannleicht zeigen(vgl. George
undLiu [53]), daßfür die BerechnungdesCholesky-Faktors'SÉ j�� . 5 ¯ . Ç/?B'�È ¢ 5 Cs?¹Ç/?B'(È ¢ 5 C :ËÊ C (2.6)

Multiplikationsoperationenund SÉ j�� . 5 ¯ . Ç/?B'�È ¢ 5 Cs?¹Ç/?B'(È ¢ 5 C : SlC (2.7)

Additionsoperationendurchgef̈uhrt werdenmüssen.Die Summeder für die Berechnungvon '
ben̈otigtenMultiplikations-undAdditionsoperationenwird in derLiteraturoft mit Ì%?B'ÍC bezeich-
net.Ist die �f��� -Matrix

�
voll besetzt,sogilt Ç¡?�'(È ¢ 5 C � � � � . Für dieBerechnungvon ' werden

dann ÌÎ?�'�C � .Ï � Ï : .� � � ��ÐÑ � Multiplikations- undAdditionsoperationenben̈otigt.

An dieserStelleseinocheinmaldaraufhingewiesen,daßbei derPivotwahl auf die numeri-
scheStabilität keineRücksichtgenommenwerdenmuß.Nach(2.4)gilt nämlich:FV� 5 © FDÒ · p 575 0 « � S 0s34343/0 � 0 � � S 043s343/0 � 3
Im Gegensatzzur Gauß-Eliminationkönnenalsodie bei der Cholesky-Zerlegungauftretenden
Zahlennicht zugroßwerden(vgl. Wilkinson [141]).
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2.2 GraphentheoretischeBeschreibung der Cholesky-
Zerlegung

Ist
�

einedünnbesetzte,positiv definiteMatrix, soentḧalt derCholesky-Faktor ' in derRegel
sehrviel mehrElemente

��=�
als
�

selbst.DerGradderAuffüllungvon
�

, unddamitdieAnzahl
derfür die Berechnungvon ' ben̈otigtenOperationen,hängtentscheidendvon derReihenfolge
ab,in derdie DiagonalelementealsPivotsgewähltwerden.In diesemAbschnittzeigenwir, wie
die Entstehungvon Fill-in bei der spaltenweisenBerechnungdesCholesky-Faktorsnachdem
Outer-Product-Verfahrendurch die Konstruktionvon Eliminationsgraphenmodelliert werden
kann.VieleHeuristikenzurBestimmungeiner

”
guten“ Permutationsmatrix̀ basierenaufdieser

graphentheoretischenBeschreibungderAuffüllungvon
�

.

Im folgendenben̈otigen wir einige Begriffe ausder Graphentheorie:Ein Graph Ó ist ein
Tupel ?LÔ 0\Õ C . Die Menge Ô beschreibtdie Knotenunddie Menge

Õ_Ö Ô×��Ô die Kantendes
Graphen.Ó heißtungerichtet, falls mit ? b 0 ADC g=Õ ,

b �� A , auchimmer die Kante ?BA 0 b C in
Õ

enthaltenist. Man unterscheidetdannnicht mehrzwischendenKanten ? b 0 AÎC und ?BA 0 b C . Ein
ungerichteterGraphentḧalt keineself-loops, d.h. KantenderForm ? b 0 b C .

Ist jedemKnoten A g Ô ein Gewicht F AJF zugeordnet,so heißt Ó gewichtet. DasGewicht
einerKnotenmengeØ Ö Ô ist FÙØ¬F � °*ÚNÛlÜ F b F . In der Literatur bezeichnetmandasGewicht
einerMenge Ø oftmalsmit ÝÍÞsß�àâá¤ãN?rØäC . Dawir in dieserArbeit sowohl ungewichtetealsauchge-
wichteteGraphenbetrachten,benutzenwir zur VereinfachungderDarstellungdie Notation F�Ø¬F .
GewichteteGraphenentstehenimmerdann,wennmehrereKnoteneinesungewichtetenGraphen
zu einemlogischenKnotenverschmolzenwerden.Standardm̈aßigbetrachtenwir alle Graphen
alsungewichtet,d.h. F AZF � S und FÙØ¬F entsprichtder Kardinaliẗat von Ø . In einemgewichteten
Graphenbezeichnenwir dieKardinaliẗat von Ø mit åsæMç2èZ?rØäC .

Ist ? b 0 ADC eineKantedesGraphen,soheißendie Knoten
b 0 A adjazentoderbenachbart in Ó .

Die Mengealler zu A adjazentenKnotenwird mit æMè�é2ê�?¹ADC bezeichnetund è%Þ�àDêë?BADC � F�æMè�é�ê�?BADCNF
heißtGrad desKnotensA . Für Ø Ö Ô ist die Mengeder zu Ø adjazentenKnotendefiniertalsæMè�é2êë?rØäC �íì ÚlÛlÜ æMè�é2ê�? b C � Ø .

Ein (einfacher) Weg der Länge � zwischenzwei Knoten A 0 A x g Ô ist eine Folge A �b , 0 b . 043s343/0 b 5 � A x mit ? b { � . 0 b { C gîÕ für } � S 0s34343/0 � , wobei jederKnotennur einmalan-
getroffenwird. Gilt ? b 5 0 b , C g
Õ , �kª É , soerḧalt maneinenKreisder Länge � : S . Der GraphÓ heißtzusammenḧangend, falls zwischenje zweiKnotenimmerein Weg existiert.

Der durch die KnotenmengeØ Ö Ô induzierteTeilgraph von Ó ist der Graph Ó@?rØäC �?rØ 0\Õ ?rØäC2C mit
Õ ?rØäC �=Õ�ï ?rØî�
ØðCñC . Die Menge Ø heißt(maximale)Zusammenhangskompo-

nente, falls Ó¶?�ØðC zusammenḧangendist und æMè�é�ê(?rØäC �íò . SchließlichheißteineKnotenmengeó Ö Ô einesungerichtetenGraphenClique, falls die Knotenin
ó

paarweisedurcheineKan-
te miteinanderverbundensind. Durch

ó
wird der vollständige Teilgraph Ó@? ó C induziert.Der

Einfachheithalberschreibenwir
Õ ? ó C � ó � ó , wobei

Õ ? ó C jedochkeineself-loopsentḧalt.
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In dieserArbeit betrachtenwir nur ungerichteteGraphen.Jedesymmetrische�	�
� -Matrix�
definierteinenungerichtetenGraphenÓ � ?LÔ 0\Õ C mit � Knoten.Sei Ô ��� A . 0s34343/0 A j � , dann

ist ?¹A { 0 A © C gôÕ genaudann,wenn p {G© ��õ�
. JederSpalte« , unddamitauchjedemDiagonalele-

ment p ©�© , ist soein Knoten A © desGraphenÓ zugeordnet.Ist Ó zusammenḧangend,soheißt
�

irr eduzibel. Durch (2.3) wird die Matrix
�

transformiertin die Matrix
º � ¼\¼ À¾ � � � . . Nach

Parter[108] undRose[118] erḧalt mandenzu
� . geḧorendenGraphenÓ . , indem Ó wie folgt

modifiziertwird:

(1) EntferneKnoten A . zusammenmit alleninzidentenKanten.

(2) FügeKantenhinzu,sodaßalle Knotenaus æMèNé2ê�?BA . C eineCliquebilden.

Man sagt,daß Ó . durchElimination desKnotens A . aus Ó entstandenist. Ó . heißtdeswegen
auchEliminationsgraphvon Ó . Wir wollen die Konstruktionvon Ó . an einemBeispielveran-
schaulichen.Dazubetrachtenwir diesymmetrischeMatrix

�*� mnnnnnnno
p .r. � p Ï . pâö . p Ð . �� p �r� p Ï � � � p Ñ �p Ï . p Ï � p ÏrÏ ÷ ÷ �
p¤ö . � ÷ pâöröøp Ð ö �
p Ð . � ÷ p Ð öøp ÐrÐ �� p Ñ � � � � p ÑrÑ

tsuuuuuuuv 3
(2.8)

Wird
�

wie in (2.3)beschriebenpartitioniert,sogilt µ � p .r. und
�c� ? �D0 p Ï . 0 pâö . 0 p Ð . 0\� C $ . Nach

einerIterationdesOuter-Product-Verfahrenserḧalt mandie Matrix

º � �W�%$µ � mnnnnno p
�r� p Ï � � � p Ñ �p Ï � p ÏrÏ � ��ù � �ñù �¾ �¬ú\ûñürú�ý�üþ �¬ú�ÿ�ürú�ý�üþ �� � ú\ûñü�ú�ý�üþ pâörö � � � � � � �¾ p Ð ö � ��� � � � �¾ �� � ú�ÿ�ü�ú�ý�üþ p Ð ö � ��� � � � �¾ p ÐrÐ � ��� � ��� �¾ �
p Ñ � � � � p ÑrÑ

tsuuuuuv � � � . 3
Die in (2.8) in FettdruckdargestelltenNullelementevon

�
werdenin

� . ersetztdurchdie von
null verschiedenenElemente

�@� � � � ù �¾ und
�¬� � � � ù �¾ . Ganzallgemeingilt, daßnachder ersten

IterationdesOuter-Product-Verfahrensein Element p {V© , } 0 « g�� É 0s34343/0 � � , ersetztwird durchp {G© � � � � ��� �¾ . DabeientstehtFill-in, falls p {G© � � und p { . 0 p © . �� � . Siehtmanvon dementarteten
Fall ab, daß p {G© � � � � ��� �¾ �²�

für p {G© �� �
(Fill-out), so gilt also für die Kantenmenge

Õ . des
EliminationsgraphenÓ . :?BA { 0 A © C gdÕ .�� ?¹A { 0 A © C gdÕ oder ?BA { 0 A . C 0 ?¹A © 0 A . C gdÕ¬3
DiesentsprichtgenauderRegel (2) von ParterundRose.Abbildung2.3zeigt für

�
und

� . die
zugeḧorigenGraphenÓ und Ó . .
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Abb. 2.3: Der ausder Matrix (2.8) abgeleiteteGraph 	 (links) und der Eliminationsgraph	 . (rechts).
Die durchEliminationdesKnotens
 . entstandenenFill-Kantensindin Fettdruckdargestellt.

Durch die spaltenweiseBerechnungvon ' nachdemOuter-Product-Verfahren,erḧalt man
so eine Sequenzvon EliminationsgraphenÓ 5 , � � S 04343s3/0 � , Ó j � ò

, wobei Ó 5 aus Ó 5 � .
( Ó , � Ó ) durchEliminationdesKnotensA 5 entsteht.Die dabeieingef̈ugtenKantenentsprechen
exakt demFill-in von

�
. Man nenntdie eingef̈ugtenKantendeswegenauchFill-Kanten. Auf-

grundder positivenDefinitheit von
�

ist esmöglich, die Diagonalelementein jederbeliebigen
ReihenfolgealsPivotszu wählen.Daherkönnenauchdie Knotenin Ó in jederbeliebigenRei-
henfolgeeliminiert werden.EinesolcheEliminationsreihenfolgewird mathematischdurcheine
Permutation�Ë�PÔ�� � S 04343s3/0 ��� beschrieben.Ist ein Knoten A { mit derZahl � numeriert,d.h.��?¹A { C � � , so wird A { beim Übergangvon Ó 5 � . nach Ó 5 eliminiert. Die Permutation� heißt
Ordering. Man ist nun bestrebt� so zu wählen,daßdie Anzahl der entstehendenFill-Kanten
minimiert wird. Aus � kanndie Permutationsmatrix̀ leicht abgeleitetwerden.Man setztdazu` � ?B �� ��� � � 0434343/0  �� ����� � C .

Wir wollen dasobenGesagtean demausder Matrix (2.8) abgeleitetenGraphenÓ veran-
schaulichen(sieheauchAbbildung 2.3). Werdendie Knoten in ihrer naẗurlichenReihenfolge
eliminiert,soentstehendie Fill-Kanten ?¹A Ï 0 A ö C , ?BA Ï 0 A Ð C (Eliminationvon A . ), ?¹A Ï 0 A Ñ C (Elimina-
tion von A�� ) und ?BA ö 0 A Ñ C , ?BA Ð 0 A Ñ C (Elimination von A Ï ). Setztman ��?BA . C ���

, ��?¹A Ñ C � S und��?¹A 5 C � � für � � É 043s343/0�� , soerḧalt mandie EliminationsreihenfolgeA Ñ 0 A�� 0 A Ï 0 A ö 0 A Ð 0 A . . Man
vergewissertsichleicht,daßdurchdieseReihenfolgekeineFill-Kanteentsteht.

Durch � wird ein weitererGraphdefiniert.Dieserheißtaufgefüllter (filled) Graphundwird
mit Ó � � ?LÔ 0\Õ � C bezeichnet.DieMenge

Õ � entḧaltnebendenKantenaus
Õ

alleFill-Kantendie
entstehen,wenndieKnotendesGraphenÓ in derdurch � beschriebenenReihenfolgeeliminiert
werden.Nach Roseet al. [119] stehendie Kantenmengen

Õ
und

Õ � wie folgt in Beziehung
zueinander.

Lemma 2.1 (Roseet al. [119])
Sei � eineNumerierungderKnotenvon Ó . Dannist ?¹A 0 A x C gdÕ � genaudann,wenn ?BA 0 A x C giÕ ,
oderesgibt einenWeg A 0 b . 0s34343/0 b 5 0 A x in Ó mit ��? b { C Q��@ß�� � ��?¹ADC 0 ��?¹A x C\� für alle } � S 0434343¡0 � .
Zwei Knoten A 0 A x mit ?¹A 0 A x C �gEÕ sind alsoin demaufgef̈ullten GraphenÓ � benachbart,falls
esin demurspr̈unglichenGraphenÓ einenWeg zwischenA und A x gibt, derausschließlicḧuber
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Knotenführt,dievor A und A x eliminiertwerden.Lemma2.1ist vongrundlegenderBedeutung,da
hierdurchdieFill-Kantenanhandvon Ó und � bestimmtwerdenkönnen.Eineexplizite Bildung
derEliminationsgraphenist nichterforderlich.

Kenntmandie Kantenmenge
Õ � , so kennt manauchdie NichtnullstrukturdesCholesky-

Faktors' von ` � ` $ . Bezeichne�@æMè�é ê�� ?¹AÎC dieMengeallerzu A adjazentenKnotenin Ó � , die
nachA eliminiertwerden,also �@æMè�éñê��Î?BADC ������g Ô! ��g æMè�é2ê��Î?BADC und ��? � C ����?¹ADC�� . Weiter
sei " ã7ç�#%å�ãl?�'(È ¢ 5 C � � } �E�$ � { 5 ���� � . Die Menge "�ã7ç�#Îå�ã�?B'�È ¢ 5 C entḧalt alsodie Zeilenindizesder
vonnull verschiedenenSubdiagonalelementein Spalte� von ' . Danngilt:��g �¶æMèNé ê � ?¹ADC � ��? � C g "�ã7ç�#Îå�ã�?B' È ¢ � �%� � C 3 (2.9)

Die Menge�¶æMèNé ê�� ?¹ADC heißtmonotoneAdjazenzdesKnotensA in demaufgef̈ulltenGraphenÓ � .
Aus (2.9) folgt sofort F&�@æMè�é ê�� ?BADCNF � Ç¡?�' È ¢ � �%� � C 3 (2.10)

Man kanndaher F&�@æMè�é�ê��D?'� � . ?��%C2ClF anstellevon Ç/?B'(È ¢ 5 C in die Formeln (2.5), (2.6) und (2.7)
einsetzenund erḧalt so die Anzahl der Subdiagonalelemente

����
im Cholesky-Faktor ' von` � ` $ unddie AnzahlderzurBerechnungvon ' ben̈otigtenOperationen.

Der Graph Ó � besitzteinigesehrinteressanteEigenschaften,auf die wir in dennachfolgen-
denKapitelnBezugnehmen.Zur BeschreibungdieserEigenschaftenben̈otigenwir die folgen-
denDefinitionenausder Graphentheorie:Ein ungerichteterGraph Ó � ?�Ô 0\Õ C heißtchordal,
falls es in jedemKreis der Länge � Ê

zwei nicht aufeinanderfolgendeKnoten
b 0 A gibt mit? b 0 ADC gôÕ . Die Kante ? b 0 ADC wird auchSehnegenannt.EineMenge ( Ö Ô heißtKnotensepa-

rator, fallsderTeilgraph Ó¶?�Ô � ((C nicht zusammenḧangendist. Seienp 0\� zweinichtadjazente
Knotenaus Ô . Ein Knotenseparator( heißt p 0\� -Separator, falls die Knoten p 0\� in Ó¶?�Ô � ((C
zuverschiedenenZusammenhangskomponentengeḧoren.FallskeineechteTeilmengevon ( einp 0\� -Separatorist, soheißt ( minimaler p 07� -Separator. Ein minimalerKnotenseparator ist eine
Knotenmenge( Ö Ô , die bez̈uglich zweiernicht adjazenterKnoten p 0\� einenminimalen p 0\� -Separatordarstellt.Schließlichheißtein Ordering � für die Knotenaus Ô perfekt, falls bei der
BildungderEliminationsgraphenkeinezus̈atzlicheKantenentstehen.

NachDirac [29] undFulkerson,Gross[44] gilt:

Satz2.2 (Dirac [29] und Fulkerson,Gross[44])
Sei Ó einungerichteterGraph.Dannsinddie folgendenAussagenäquivalent:

(1) Ó ist chordal.

(2) Ó besitztein perfektesOrdering.

(3) JederminimaleKnotenseparator in Ó bildeteineClique.

Aufgrund der Konstruktionvon Ó � ist � ein perfektesOrdering für diesenGraphen.Nach
Satz2.2 ist Ó � chordal,undjederminimaleKnotenseparatorin Ó � bildeteineClique.
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2.3 KlassischeOrdering-Verfahren

NachYannakakis[142] ist die BestimmungeinerPermutationsmatrix̀ , sodaßdie Auffüllung
von ` � ` $ minimal ist, ein )+* -vollständigesProblem.Zur Bestimmungeinermöglichstguten
PermutationsmatrixwerdenHeuristikenbenutzt,derenEingabein derRegel ausdemungerich-
tetenGraphenÓ besteht.Die Heuristiken konstruierendannfür die Knoten desGraphenein
Ordering � , so daßder aufgef̈ullte Graph Ó � möglichstwenigezus̈atzlicheKantenentḧalt. In
diesemAbschnittstellenwir kurz drei klassischeOrdering-Methodenvor, auf denenviele Heu-
ristikenbasieren.Eshandeltsichumdie Profil-, die Bottom-up- unddieTop-down-Methode.

2.3.1 Die Profil-Methode

Die Profil-Methodegeḧort zu denältestenund am weitestenverbreitetenOrdering-Methoden.
Ziel ist dabei,dieZeilenundSpaltenderMatrix

�
sozupermutieren,daßdievonnull verschie-

denenElementemöglichstnahanderDiagonalenliegen.Auch für diesesOrdering-Problemist
dieBestimmungeineroptimalenPermutationsmatrixwieder),* -vollständig[107].Zur Erläute-
rung der Profil-Methodeben̈otigen wir einige zus̈atzlicheDefinitionen:Bezeichne- { ? � C den
Spaltenindex deserstenElementes

�� �
in Zeile } , also - { ? � C � �¬ß.� � «/ p {G© ���� � . Dann ist

die Bandweiteder } -ten Zeile von
�

, kurz 0 { ? � C , definiertdurch 0 { ? � C � } � - { ? � C . Wegenp {|{ ��9�
gilt - { ? � CäÒî} unddamit 0 { ? � Cäª � . DasProfil von

�
bestehtnunausder Indexmenge1 ç�243�5�? � C �q� ?B} 0 « C6 7- { ? � C Ò�«¬Q }ñ� . NachGeorgeundLiu [53] gilt

1 ç�243�5�? � C � 1 ç�243�5�?B' : ' $ C ,
sodaßderAufwandfür dieBerechnungvon ' entscheidendvonderGrößedesProfils,d.h. von° j{ ¯ . 0 { ? � C abḧangt.

EinerderbekanntestenAlgorithmenzur Profilminimierungist derAlgorithmusvon Cuthill
undMcKee[26]. Hierbeiwerdendie KnotendesGraphenÓ mit Hilfe einerspeziellenBreiten-
suchedurchlaufen.Vor demStartdesAlgorithmuswird die innerhalbderBreitensuchebenutzte
Schlange (queue) 8 mit einempseudo-peripheren Graphknoteninitialisiert. Der Algorithmus
arbeitetdannwie folgt: Sei

b
der ersteKnoten in 8 . Der Knoten

b
wird aus 8 entferntund

als nächstennumeriert.Anschließendwerdenalle Nachbarnvon
b
, die wedernumeriertnoch

in 8 gespeichertsind,aufsteigendsortiertnachihremKnotengradin 8 eingef̈ugt.Der gesamte
Prozeßwird solangewiederholtbis 8 leerist.

Sei wieder � die Numerierungund ` die aus � abgeleitetePermutationsmatrix.Durch die
Vorgehensweisewird für benachbarteKnoten

b
, A mit ��? b C�Q9�(?BADC die Differenz ��?BADC � ��? b C

minimiert.Diesführt wiederumzu einerMinimierungderBandweitevon Zeile ��?¹ADC in ` � ` $ ,
dennesgilt 0 � ��� � ?�` � ` $ C � ��?BADC � �¬ß.� � �(? b C6 b g æMè�é2ê�?¹ADC;: � AW�¤� . In [99] beweisenLiu und
Sherman,daßdurchUmdrehendesCuthill-McKee-OrderingsdasProfil niemalsvergrößert,son-
dernin vielenFällensogarweiterverkleinertwird. DieserEffekt wurdeerstmalsvonGeorge[47]
beobachtet.DassomodifizierteOrderingheißtReverse-Cuthill-McKee-Ordering.
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Die Profil-Methodehat jedocheinenentscheidendenNachteil.Gilt nämlich - { ?B` � ` $ C�Qî}für alle Zeilen } � É 0434343¡0 � , so kann man leicht zeigen(vgl. George und Liu [53]), daßun-
abḧangigvon der Anzahl der Elemente

��#�
im Profil von ` � ` $ dasProfil von ' : ' $ voll

besetztist. Die Bedingungist beispielsweiseerfüllt, wenn
�

irreduzibelist und ` mit Hilfe des
Cuthill-McKee-Algorithmusberechnetwird.

Obwohl die im nächstenAbschnittvorgestelltenBottom-up-undTop-down-Methodensigni-
fikant bessereOrderingsproduzieren,werdenauchheutenochin vielenkommerziellenAnwen-
dungenAlgorithmenzurProfilminimierungeingesetzt.Diesliegt haupts̈achlichdaran,daßviele
der in dernumerischenPraxisauftretendenMatrizenbereitseineBandstrukturbesitzen.Da bei
VerwendungeinesProfil-OrderingsdieBandstrukturwährendderFaktorisierungerhaltenbleibt,
könneneinfachereDatenstrukturenbenutztwerden.Hierdurchreduziertsich der Aufwandbei
derImplementierungeinesnumerischenAlgorithmuserheblich.

Der Entwicklung verbesserterAlgorithmen zur Profilminimierungwird daherauchheute
nochviel Aufmerksamkeit geschenkt.NebendenklassischenMinimierungsverfahrenbasieren
auchvieleneuereAlgorithmenaufeinerBreitensuche.Zu denklassischenVerfahrengeḧorender
obenbeschriebenenCuthill-McKee-Algorithmussowie die Algorithmenvon King [82], Gibbs-
King [57] undGibbs-Poole-Stockmeyer[58]. Zu denaufBreitensuchebasierendenneuerenVer-
fahrengeḧorender Sloan-Algorithmus[135] sowie die von Duff et al. [38] und Kumfert und
Pothen[85] vorgestelltenErweiterungendesSloan-Algorithmus.Weiterestate-of-the-artAlgo-
rithmenbasierenauf Spektral-Verfahren(vgl. Barnardet al. [18] undPaulinoet al. [106]) oder
Multilevel-Verfahren(vgl. Bomanund Hendrickson[22]). In dieserArbeit werdenwir nicht
näheraufdie Profil-Methodeeingehen.

2.3.2 Die Bottom-up- und die Top-down-Methode

Die Bottom-up-Methodebenutztdie in Abschnitt2.2vorgestelltenEliminationsgraphen,umein
Orderingzuberechnen.Basierendaufdemaus

�
abgeleitetenGraphenÓ wird nachdenRegeln

von Parterund RoseeineSequenzvon EliminationsgraphenÓ 5 , � � S 0s34343/0 � , Ó j ��ò
, ge-

neriert.Dabeiist entscheidend,nachwelcherVorschrift derbeimÜbergangvon Ó 5 � . nach Ó 5
zu eliminierendeKnotenausgewählt wird. Zu denbekanntestenAuspr̈agungenderBottom-up-
Methodegeḧort der von Tinney und Walker [139] vorgestellteMinimum-Degree-Algorithmus.
Hierbeiwird aus Ó 5 � . ein Knoten A mit minimalemGradentfernt,damitdie in Ó 5 entstehende
Cliquemöglichstklein ist. DerMinimum-Degree-AlgorithmusgehtzurückaufeinevonMarko-
witz [102] vorgeschlagenePivotsuchezur LösunglinearerGleichungssystememit unsymmetri-
scherKoeffizientenmatrix.

Genaugenommenist die Anzahl der in Ó 5 einzuf̈ugendenKantennicht von der Größeder
entstehendenCliqueabḧangig,sondernvon derAnzahldernichtdurcheineKanteverbundenen
Knotenin der NachbarschaftdeseliminiertenKnotens.Man nenntdiesenWert die Unzul̈ang-
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lichkeit (deficiency)deseliminiertenKnotens.Formal ist die Unzul̈anglichkeit einesKnotensA definiert durch èÎÞ=< ê ?BADC � F �¤� b 0>� �? b 0>� g æMè�é ê ?BADC 0 b �g æ�è�é ê ? � C��WF . Bei dem von Ro-
se[118] vorgeschlagenenMinimum-Deficiency-oderMinimum-Local-Fill-Algorithmuswird ausÓ 5 � . ein Knoten A entfernt,für den è%Þ6< ê ����� ?¹AÎC minimal ist. In Kapitel 4 werdenwir nochein-
mal näherauf denMinimum-Degree-unddenMinimum-Deficiency-Algorithmuseingehenund
weitereAuspr̈agungenderBottom-up-Methodevorstellen.

Bei der Bottom-up-Methodewird dasOrdering � von
”
untennachoben“ aufgebaut.Der

beimÜbergangvon Ó 5 � . nachÓ 5 zueliminierendeKnotenwird dabeinacheinemlokalenKno-
tenauswahlverfahrenbestimmt.Im GegensatzdazubautdieTop-down-MethodedasOrdering�
von

”
obennachunten“ auf.Man bestimmtalsozuerstdiejenigenKnoten,die ganzzumSchluß

eliminiertwerden.Eineweit verbreiteteAuspr̈agungderTop-down-Methodeist derNested-Dis-
section-Algorithmusvon George und Liu [51]. Der Algorithmusgehtzurück auf ein von Ge-
orge [48] vorgestelltesVerfahrenzur NumerierungspeziellerquadratischerGitter. DieseGitter
heißenGitter mit 9-Punkte-Sternundwerdenin Kapitel 3 genauerbetrachtet.

Der Nested-Dissection-Algorithmusvon GeorgeundLiu ist ein rekursiver Algorithmusmit
Parametern� , und @ . Auf EingabeeinesungerichtetenGraphenÓ � ?�Ô 07Õ C undeinerZahl A
arbeitetder Algorithmuswie folgt: Gilt FVÔ+FÍQ � , , so werdendie Knotenaus Ô in beliebiger
Reihenfolgevon A � FGÔkF : S bis A numeriert.Anschließendwird A� � A � FVÔkF gesetzt.Im FalleFGÔcF%ª*� , wird ein Knotenseparator( bestimmt,durchdessenEntnahmeÓ in zwei TeilgraphenÓ@? º C und Ó@?�BîC zerf̈allt mit Ô � (C: º :CB und F º F 0 FDBTF&ÒE@�FGÔcF , � QE@ Q^S . Die Knoten
aus ( werdendannin beliebigerReihenfolgevon A � FF(fF : S bis A numeriert.Anschließend
wird A � � A � FD(fF gesetztund eserfolgt ein rekursiver Aufruf für jedenzusammenḧangenden
Teilgraphenvon Ó¶? º C und Ó¶?GBîC . Initial gilt A � � . Der Parameter� , steuertdie Termination,
undderParameter@ beeinflußtdieBalancedergeneriertenPartitionen.È

Wegender rekursivenStrukturdesAlgorithmuskönnendie Separatorenauf naẗurliche Art
undWeisein Ebeneneingeteiltwerden.Ein Separator( geḧort zur Ebene} , wenn ( in Rekur-
sionsstufe} konstruiertwurde.Die Ebenenull bestehtausdeminitialen Separator. EineEbene}
heißthöhereEbenebez̈uglicheinerEbene« , falls }�Q	« . Die Ebenenull ist die obersteEbene.

Abbildung2.4 zeigtein nachGeorge [48] berechnetesOrderingfür ein H �IH -Gitter mit 9-
Punkte-Stern.DasOrderingkannauchmit Hilfe desNested-Dissection-Algorithmusgeneriert
werden.Dazu wird beim erstenAufruf der ausdenKnoten A ö , A .r. , A .KJ , A�� Ð , A Ï � , A Ï�L , A ö Ñ be-
stehendeSeparatorkonstruiert.Die Knotenwerdenvon M Ê bis MON numeriert.NachEntnahme
desSeparatorszerf̈allt der Graphin zwei Teile. Im linken Teil wählt man denSeparatorA��r� ,A�� Ï , A�� ö und im rechtenTeil denSeparatorA�� Ñ , A��&P , A�� J . BeideSeparatorengeḧorenzur Ebene
eins.Die KnotendeserstenSeparatorswerdenvon SQN bis

ÉâÉ
numeriert,die deszweitenvon M �

bis M É . DasVerfahrenwird rekursiv fortgesetztbis nur nochein einzelnerKnotenübrig bleibtR
In dieserArbeit werdenwir oft PartitionierungendurcheineFärbungderKnotendarstellen.In diesemZusam-

menhangentḧalt S alleschwarz(black) und T alle weiß(white)gefärbtenKnoten.
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Abb. 2.4: GeorgesNested-Dissection-Orderingfür ein U$VWU -Gittermit 9-Punkte-Stern.JederKnoten
 { ist
mit XZY.
 { [ beschriftet.Die KnotenallerzueinerEbenegeḧorendenSeparatorensindim gleichen
Grautondargestellt.JehöherdieEbene,destodunklerderGrauton.

( � , � S ). GeorgesOrderingist alsoein spezielles,auf quadratischeGitter zugeschnittenesNe-
sted-Dissection-Ordering.Man sprichtdaherauchvon GeorgesNested-Dissection-Orderingfür
quadratischeGitter.

Lipton et al. stellenin [90] eineleicht modifizierteVersiondesNested-Dissection-Algorith-
musvon George und Liu vor. In ihrem verallgemeinerten(generalized)Nested-Dissection-Al-
gorithmuswerdenaus Ó@? º C und Ó@?�BîC die Graphen �Ó@? º C � ? º :�( 0\Õ ? º :�((C �íÕ ?�((CñC
und �Ó@?�BîC � ?GB :I( 0\Õ ?GB :I((C �*Õ ?�((C2C konstruiert.Der Algorithmuswird dannrekursiv
für �Ó@? º C und �Ó@?�BîC aufgerufen.Esgibt hier alsoimmergenauzwei rekursive Aufrufe, wobei
die Separatorknotenin jedenAufruf mit einbezogenwerden.Sie werdenjedochkein zweites
Mal numeriert.Erfüllt der auseiner �Ë�	� -Matrix

�
abgeleiteteGraph Ó ein � .G\ � -Separator-

Theorem[89], undwird derGraphnachdemverallgemeinertenNested-Dissection-Orderingnu-
meriert,sogilt für denentsprechendenCholesky-Faktor ' nachLipton etal.: Ç/?B'�C �,] ?¹�^5.2âà��/C
und ÌÎ?�'�C ��] ?B� Ï \ � C . Benutztmanhingegenzur Numerierungvon Ó denNested-Dissection-
Algorithmusvon George und Liu, so reicht die Existenzeines � .G\ � -Separator-Theoremsallein
nicht aus,um einenFill-in von höchstens

] ?B�^5�2âà��ZC zu garantieren.Ist jedochzus̈atzlich Ó
planar odervon begrenztemGrad, so geltenauchhier die obigenSchranken (vgl. Gilbert und
Tarjan[61]). Der Nested-Dissection-Algorithmusvon Lipton et al. spielt in derpraktischenAn-
wendungkaumeineRolle.Diesliegt haupts̈achlichdaran,daßderAlgorithmusvonGeorgeund
Liu für diewichtigeKlassederplanarenGraphendiegleichenErgebnisseliefert. Hinzukommt,



24 Kapitel 2. Grundlagen

daßdieserAlgorithmussehrviel einfacherimplementiertwerdenkann.Wennwir im folgenden
von einemNested-Dissection-Orderingsprechen,someinenwir immerein nachdemAlgorith-
musvonGeorgeundLiu konstruiertesOrdering.

In der Literatur wird dasNested-Dissection-Verfahrenwie folgt motiviert: Da die Knoten
derTeilgraphenÓ¶? º C und Ó¶?GBîC vor denKnotendesSeparators( eliminiert werden,kannes
nachLemma2.1 in Ó � keineKantegeben,die einenKnotenaus Ó¶? º C mit einemKnotenausÓ@?�BîC verbindet.In dementsprechendenCholesky-Faktor ' gibt esdaherBlöcke, die nur aus
Nullelementenbestehen.Dies wird durchdenUmstanderkauft,daßdie Knotenaus ( in den
meistenFälleneineCliquein Ó � bilden,waswiederumzueinemvollbesetztenBlock in ' führt.
Dazumuß ( nochnicht einmalein minimalerKnotenseparatorseinwie in Satz2.2 verlangt.
In der Tat sind die von einerHeuristik konstruiertenKnotenseparatorennur in wenigenFällen
minimale p 0\� -Separatoren.Nach Lemma2.1 bildet jedoch ( bereitsdanneine Clique, wenn
in Ó@? º C oder Ó@?�BîC eineZusammenhangskomponenteØ existiert, sodaßjederKnotenaus (
zu mindestenseinemKnotenaus Ø adjazentist. DieseBedingungwird in der Regel von allen
heuristischberechnetenKnotenseparatorenerfüllt.

Vor einerImplementierungderhier kurz beschriebenenAuspr̈agungender Bottom-up-und
der Top-down-Methode,müssennocheineReiheoffenerFragenbeantwortet werden.So stellt
sichbeispielsweisebeiderImplementierungdesMinimum-Degree-AlgorithmusdieFrage,wel-
cherKnoteneliminiert werdensoll, wennmehrereKnotendengleichenminimalenGradbesit-
zen.Die GüteeinesMinimum-Degree-OrderingskannganzentscheidendvoneinersolchenTie-
Breaking-Strategie abḧangen(vgl. Abschnitt3.3).Bei der ImplementierungdesNested-Dissec-
tion-Algorithmusstehtdie EntwicklungeineseffizientenVerfahrenszur Bestimmungmöglichst
kleinerKnotenseparatorenim Vordergrund.In denzweifolgendenKapitelnwerdenwir im Detail
aufdieseoffenenFrageneingehen.Insbesonderewerdenwir, angeregt durchdie Ergebnisseaus
Kapitel 3, ein Ordering-Verfahrenentwickeln, in demdie Bottom-up-MethodeunddasNested-
Dissection-Verfahrenauf eineneueArt undWeisemiteinanderverkn̈upft sind.



Kapitel 3

Ordering-Verfahren für gitterf örmige
Graphen

Die in der numerischenPraxisauftretendenGleichungssystemebesitzenoftmals eine Koeffi-
zientenmatrix

�
, derenNichtnullstruktureinengitterförmigenGraphenÓ induziert. Dies ist

beispielsweisebei der LösungdesDirichletschenRandwertproblemsauf einemoffenen,qua-
dratischenGebiet_ mittelsfiniter Dif ferenzenderFall (vgl. Frommer[43] oderSchwarz[134]).
Zur LösungdesRandwertproblemsist eineFunktion ` gesucht,sodaßfür einenPunkt

b
aus _

mit Koordinaten? �J0 )ÎC gilt:�ba ` ? �J0 )%C � -ë? �J0 )ÎC 0 falls
b

im Innerenvon _ liegt
0` ? �J0 )ÎC �=�Î0 falls

b
aufdemRandvon _ liegt

3 (3.1)

DabeibezeichnetdasSymbol
a

denLaplace-Operator. Um ` numerischzu approximieren,er-
setztman(3.1) mittels einergeeignetenDiskretisierungdurchein linearesGleichungssystem.
Beim Differenzenverfahrenwird dazuein ���
� -Gitter auf dasquadratischeGebiet _ projiziert
(vgl. Abschnitt1.1).Manlöstjetzt (3.1)nurnochfür solchePunkteaus_ , diemit einemKnoten
desGitterszusammenfallen.Bezeichne? � { 0 ) © C die KoordinatendesjenigenPunktesaus _ , der
mit demGitterknoten?B} 0 «DC , ScÒ�} 0 «�Ò�� , zusammenf̈allt. Bei einerDiskretisierungmit einem
5-Punkte-Sternist derFunktionswert

�ba ` ? � { 0 ) © C einesinnerenPunktes? � { 0 ) © C , S¬Qí} 0 « 0 Q�� ,
abḧangigvon denWerten ` ? � { � . 0 ) © C , ` ? � { 6&. 0 ) © C , ` ? � { 02� © � . C und ` ? � { 0 ) © 6&. C . Die entsprechen-
denGitterknotenliegen

:
-förmigum ?B} 0 «DC undbildenzusammenmit ?¹} 0 « C einen5-Punkte-Stern.

Wird zurDiskretisierungein9-Punkte-Sternbenutzt,soist
�ca ` ? � { 0 ) © C zus̈atzlichabḧangigvon` ? � { � . 0 ) © � . C , ` ? � { 6&. 0 ) © � . C , ` ? � { � . 0 ) © 6&. C und ` ? � { 6&. 0 ) © 6&. C . Die zus̈atzlichenGitterknotenlie-

gen � -förmigum ?¹} 0 « C . Alle Knotenzusammenbildenmit ?B} 0 « C einen9-Punkte-Stern.In beiden
FällenkannbasierendaufdenAbhängigkeiteneinlinearesGleichungssystemaufgestelltwerden.
DiesesGleichnungsystementḧalt für jedenKnotendesDiskretisierungsgittersgenaueineGlei-
chung(die sogenannteLaplace-Gleichung). Die Koeffizientenmatrix

�
ist alsoeine � � ��� � -

Matrix. Im erstenFall induziert
�

ein zudemDiskretisierungsgitterisomorphes�
�d� -Gitter Ó
25
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mit Ô �q� ?¹} 0 « C6 wS�Ò�} 0 «¶Ò���� und
Õî�q� ?2?¹} . 0 « . C 0 ?¹}L� 0 «4�1CñC6 �?B} . 0 « . C 0 ?B}�� 0 «4�1C g Ô 0 F } . � }L�âF : F « . �«4�âF � S�� . Im zweitenFall entḧalt Ó zus̈atzlichdie Kanten

� ?ñ?B} . 0 « . C 0 ?¹}L� 0 «4��C2C� ~?¹} . 0 « . C 0 ?¹}L� 0 «4��C gÔ 0 F } . � }L�MF � S und F « . � «4�âF � SM� . DasersteGitter heißtGitter mit 5-Punkte-Stern, daszweite
Gitter mit 9-Punkte-Stern.

In diesemKapitel betrachtenwir Ordering-Verfahrenfür d!�!� -Gitter mit 5-Punkte-bzw.
9-Punkte-Stern.DasKapitel ist wie folgt gegliedert: In Abschnitt3.1 stellenwir einigewich-
tige, ausderLiteraturbekannteErgebnissebez̈uglich derNumerierunggitterförmigerGraphen
vor. Alle Aussagengeltendabeisowohl für Gitter mit 5-Punkte-Sternalsauchfür Gitter mit 9-
Punkte-Stern.In Abschnitt3.2präsentierenwir einverbessertesNested-Dissection-Orderingfür
quadratischeGitter mit 5-Punkte-Stern.Basierendauf einergenauenAnalysedesverbesserten
Orderingsgebenwir ein allgemeinesKriterium zur CharakterisierungeinesgutenOrderingsan.
In Abschnitt3.3 zeigenwir, daßdie gleichenVerbesserungenauchmit Hilfe einesBottom-up-
Orderingserreichtwerdenkönnen.Wir benutzendazuein Minimum-Degree-Orderingmit einer
speziellenTie-Breaking-Strategie.

3.1 Literatur übersicht

Wird für dieNumerierungeinesd �¬� -Gittersmit d Ò�� einAlgorithmuszurProfilminimierung
benutzt,so ben̈otigt man für die BerechnungdesCholeky-Faktorsmindestensd Ï � :e] ?�d � �/C
Multiplikations-undAdditionsoperationen.DerCholeky-Faktorentḧalt dabeimindestensd � � :] ?Gd%�ZC von null verschiedeneSubdiagonalelemente(vgl. George und Liu [53]). Eine weitere
ReduzierungdesFill-in bzw. derZahl derben̈otigtenOperationenkann– wennüberhaupt– nur
mit komplexerenOrdering-Verfahrenerreichtwerden.Bei demvon George [49] vorgestellten
One-Way-Dissection-Verfahren wird das d	��� -Gitter zun̈achstdurchvertikaleSeparatorenin
etwa gleich großeBlöcke zerteilt. Danachwerdendie KnoteneinesjedenBlocks zeilenweise
numeriert.ZumSchlußwerdendieSeparatorknotennumeriert.Manbeginntdazumit denKnoten
desamweitestenlinks stehendenSeparators.Sindalle KnotendiesesSeparatorsnumeriert(die
ReihenfolgespieltdabeikeineRolle), sofährtmanmit denKnotendesrechtsdavon stehenden
Separatorsfort. Auf dieseWeisewerdendie Separatorenvon links nachrechtswie bei einem
Profil-Orderingdurchnumeriert.Georgezeigt,daßin Abhängigkeit vondenDimensionend und� die Zahl der Blöcke so gewählt werdenkann,daßfür die BerechnungdesCholesky-Faktors
nur noch f �4� X Ê d Ð \ � � :g] ?�d � �/C Operationennotwendigsind.

Mit Hilfe desNested-Dissection-Verfahrenskanndie Zahl der ben̈otigtenMultiplikations-
undAdditionsoperationenweiter reduziertwerden.Wir betrachtendazuzun̈achstein quadrati-
sches���i� -Gitter. Wird diesesGitter nachGeorgesNested-Dissection-Verfahrennumeriert,so
ben̈otigt manfür die BerechnungdesCholesky-Faktors h É N¤XiM É � Ï :,] ?B� � 5�2âà(�ZC Operationen.
Der Cholesky-Faktorentḧalt dabei

Ê SlXiM(� � 5.2Mà�� :j] ?B� � C von null verschiedeneElemente(vgl.
GeorgeundLiu [53]). Die Numerierungeinesd�i� -Gittersmit d Qô� kannnunaufdie Nume-
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rierungmehrererquadratischerGitterzurückgef̈uhrtwerden.Im einfachstenFall wird dasd¸�R� -
Gitter ( dËÒõ�/X É ) zun̈achstrekursiv durchvertikaleSeparatorenin �/Xkd quadratischeGitter mit
Seitenl̈ange d geteilt. Anschließendwerdenin denquadratischenGittern die Separatorenwie
von George beschriebenkonstruiert.Für die BerechnungdesCholesky-Faktorssind dannins-
gesamtS É M�X Ê d � � :�] ?Gd Ï C Operationennotwendig.RoseundWhitten[120] beobachteten,daß
sichderAufwandzur BerechnungdesCholesky-Faktorsweiterverringernläßt,wenndie ober-
sten�ZXkd � S vertikalenSepratorennichtentsprechendihrerRekursionstiefe,sonderneinfachvon
links nachrechtswie beimOne-Way-Dissection-Orderingdurchnumeriertwerden.Zur Berech-
nungdesCholesky-Faktorswerdendannnurnoch SâS É X Ê d � � :l] ?�d Ï C Operationenben̈otigt. Im
Fall d
Ò��/X É liefert alsodie Kombinationmit einemProfil-OrderingbessereErgebnissealsein
reinesNested-Dissection-Ordering.Wir werdenaufdiesenEffekt in Abschnitt4.1.4nocheinmal
genauereingehen.

Bhatetal. zeigenin [19], daßdurcheinegeschickteAuslegungdesdR� � -Gitters, d QË� , mit
quadratischenGitterndie Zahl derben̈otigtenOperationenweiter reduziertwerdenkann.Auch
siebenutzeneinenHybrid-Ansatz.Für die NumerierungderquadratischenGitter wird Georges
Nested-Dissection-Verfahrenbenutzt.Anschließendwerdendie verbleibendenSeparatorknoten
mit Hilfe einesProfil-Verfahrensnumeriert.Bhatetal. zeigen,daßbeiVerwendungihresLocal-
Nested-Dissection-Verfahrensnur noch h É N¤X Êâ� d � � � h É N¤XDS �k� d Ï :e] ?�d%�^5.2MàWdPC Operationen
für die BerechnungdesCholesky-Faktorsnotwendigsind.Setztmanin derFormel d�� � � , so
erḧalt maninteressanterweisewieder h É N¤XiM É � Ï :j] ?¹� � 5�2âà(�ZC , alsodengleichenAufwandwie
bei GeorgesNested-Dissection-Verfahrenfür quadratischeGitter.

Nach Hoffman et al. [74] ist GeorgesNested-Dissection-Orderingfür quadratischeGitter
asymptotischoptimal.Eliminiert mannämlichnacheinanderdie Knoteneines���
� -Gitters,so
tritt unweigerlichder Fall ein, daßzumerstenMal eineZeile oderSpaltedesGittersnur noch
einennicht eliminiertenKnoten A entḧalt. Man kannnun zeigen,daßin dementsprechenden
Eliminationsgraphender Knoten A zu mindestens� � S Knoten benachbartist. Diese � � S
Knotenbildenzusammenmit A eineCliquederGröße � in demaufgef̈ullten Graphen.Für die
BerechnungdesCholesky-Faktorssinddemnachmindestens

] ?¹� Ï C Multiplikations- undAddi-
tionsoperationennotwendig.

EineuntereSchranke für denFill-in kannwie folgt abgeleitetwerden(vgl. wiederHoffman
etal. [74]): Jedes� �~� -Gitterentḧalt ?B� � � : SlC � vieleTeilgitterderGröße���R� , � � É 0434343/0 � .
Da der aufgef̈ullte GraphnachSatz2.2 chordalist, mußin jedem �"��� -Teilgitter eineKante
vorhandensein,diezweigegen̈uberliegendeSeitendesTeilgittersverbindet.Mansagt,daßdiese
KantedasTeilgitterzersẗort.DaeinesolcheKantemaximal � TeilgitterderGröße�;�ä� zersẗoren
kann,entḧalt der aufgef̈ullte Graphmindestens

° j 5 ¯ � � j�� 5\6&.��nm5 ª � �po j � � � Kanten,wobeio j die � -te HarmonischeZahl ist. Bezeichneq die Euler-Konstante( q �#�Î3r� HkH É S 34343 ), dann
gilt (vgl. z.B. Knuth [83]): o j � 5.� � : q :+] ?�SNX��/C . Damit gibt es in demCholesky-Faktor
mindestens

] ?B� � 5�2âà��ZC von null verschiedeneElemente.
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S1

S2

S3

Abb. 3.1: Links die s -förmigeAnordnungderSeparatorenbeidemvonGeorgevorgeschlagenenNested-
Dissection-Orderingfür ein quadratischesGitter mit Seitenl̈angetvuxwQy{z}| , ~�ul� . RechtsdieV -förmigeAnordnungderSeparatorenin demmodifiziertenNested-Dissection-Ordering. Die
Seitenl̈angedesquadratischenGittersbetr̈agthier t!uxwQy4sl| .

Benutztmanfür die Numerierungeines ���	� -Gittersein Minimum-Degree-Verfahren,so
hängtdie Güte desOrderingsganzentscheidendvon der verwendetenTie-Breaking-Strategie
ab. Bermanund Schnitgergebenin [21] ein Minimum-Degree-Orderingan,durchdasin dem
Cholesky-Faktor ein Fill-in von

] ?B� ���D��� ù ö C erzeugtwird. Für die BerechnungdesCholesky-
Faktorswerdendabei

] ?¹� Ï �D��� ù ö C Multiplikations-undAdditionsoperationenben̈otigt.Bei einem
Minimum-Degree-Orderingmit schlechterTie-Breaking-Strategie kannalsoderFill-in unddie
Zahl der ben̈otigten Operationenasymptotischhöhersein als bei GeorgesNested-Dissection-
Ordering.

3.2 Ein verbessertesNested-Dissection-Verfahrenfür quadra-
tischeGitter

Die in Abbildung3.1(links) dargestellte
:

-förmigeAnordnungder Separatorenin einemqua-
dratischenGitter ist charakteristischfür GeorgesNested-Dissection-Ordering.Handeltessich
um ein Gitter mit 5-Punkte-Stern,so kann diesedurcheine45 GradDrehungüberf̈uhrt wer-
denin eine � -förmigeAnordnung(sieheAbbildung3.1(rechts)).Im folgendenzeigenwir, daß
dadurchderFill-in unddie Zahl derben̈otigtenOperationenin etwahalbiertwird.

Sei also Ó ein �!��� -Gitter mit 5-Punkte-Sternund � � É y : S . Weiter sei ` die ausdem
modifiziertenNested-Dissection-OrderingabgeleitetePermutationsmatrix.Im folgendenwollen
wir die AnzahlderSubdiagonalelemente

��=�
im Cholesky-Faktor ' von ` � ` $ unddieAnzahl
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derzur Faktorisierungben̈otigtenOperationengenauberechnen.Als Hilfsmittel dientunsdabei
dasfolgendeLemma(vgl. auchGeorge[48]).

Lemma 3.1 Sei � einNested-Dissection-OrderingderKnotenÔ desGraphenÓ und ( Ö Ô ein
minimalerKnotenseparator. Seiweiterangenommen,daßeineMenge e�� Ö Ô � ( existiert mit�@æMè�é ê�� ?BADC � ( � e�� für alle A g ( . Esgelte FD(äF ���

und F e��¡F � z . Dannbeträgt die Anzahl
der Subdiagonalelemente

��=�
in denzu ( geḧorendenSpaltendesCholesky-Faktors-ë? �â0 z C � SÉ � ? ��� SlC :�� z 3Zur FaktorisierungdieserSpaltenwerden� ? �â0 z C � SÊ � Ï : SÉ � � � �� � : z � � : z � : z � �Multiplikations-undAdditionsoperationenben̈otigt.

Beweis: Sei ( � � A . 0434343¡0 A ® � . Da � ein Nested-Dissection-Orderingist, könnenwir an-
nehmen,daß ��?¹A { 6&. C � ��?¹A { C : S für } � S 04343s3/0��@� S . Aufgrund der Minimalität von (
bilden die Knoten A . 0434343Z0 A ® eine Clique in Ó � (vgl. Satz 2.2) und es gilt: �@æMè�é ê � ?BA { C �� A { 6&. 04343s3Z0 A ® ��: e�� für } � S 0s34343/0�� . Aus (2.10)folgt dannÇ/?B'(È ¢ � ��� � � C ���w� } : z . Die Anzahl
derSubdiagonalelemente

��*�
in denSpalten��?BA . C 0s34343Z0 ��?¹A ® C berechnetsichdaherzu
® { ¯ . Ç¡?�' È ¢ � �%� � � C �

® { ¯ . ��� } : z � -ë? �¤0 z C 3
Nach(2.6)und(2.7)verursachtdie FaktorisierungderSpalten��?BA . C 0s34343/0 �(?BA ® CSÉ ® { ¯ . ? ��� } : z Cs? ��� } : z :ËÊ C : SÉ ® { ¯ . ? �w� } : z Cs? ��� } : z : SNC � � ? �â0 z C
Multiplikations- undAdditionsoperationen.

Für dasneueNested-Dissection-Orderingwerdenzun̈achstdie in Abbildung3.1(rechts)dar-
gestelltenSeparatoren( . 0 (¡� und ( Ï konstruiert.( . ist derinitiale Seprator(Ebene0) undbesteht
aus

É y : S Knoten.Die Separatoren(¡� und ( Ï (Ebene1) bestehenausjeweils
É y � . Knoten.Alle

drei Separatorensind minimal. Da alle Knoten,die nicht zu ( . 0 (¡� oder ( Ï geḧoren,vor den
Knotenaus ( . 0 (¡� 0 ( Ï eliminiert werden,kannmit Hilfe von Lemma2.1 leicht gezeigtwerden,
daßfür einenKnoten A g (¡� (bzw. A g ( Ï ) gilt �@æMè�é2ê��D?BADC � (¡� � ( . ( �@æMè�é�ê��%?¹AÎC � ( Ï � ( . ).
Desweiterengilt �@æMè�é ê � ?BADC � ( . ��ò für alle A g ( . . Esfolgt e�� m � eb� ù � ( . und eb� � ��ò .
Damit betr̈agt die Anzahl der Subdiagonalelemente

��²�
in den letzten

É y 6&. : S Spaltennach
Lemma3.1: -ë?�FD(¡��F 0 FF( . FVC : -ë?\FF( Ï F 0 FF( . FGC : - ?�FF( . F 0\� C� É ��-ë? É y � . 0 É y : SNC : -ë? É y : S 0\� C � HM É � y : É y 3 (3.2)
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Zur FaktorisierungdieserSpaltenwerdenÉ ÊS É É Ï y : É SM É � y : HÊ É y (3.3)

Multiplikations-undAdditionsoperationenben̈otigt. NachEntnahmederSeparatoren( . 0 (¡� und( Ï entstehenvier zusammenḧangendeTeilgraphenin Form einesrechtwinkligenDreiecks.Auf
denKatheteneinessolchenDreiecksliegenjeweils

É y � . undaufderHypotenuse
É y � S Knoten.

JedesDreieckwird durchdie in denEbenenzwei und drei konstruiertenSeparatorenin zwei
kleinereDreiecke und eineRautezerteilt. Auf denKathetender Dreiecke und denSeitender
Rauteliegenjeweils

É y � � Knoten.In dendarauffolgendenRekursionsstufenwerdenDreiecke
undRautendurchEntnahmeder � -förmigangeordnetenSeparatorenin immerkleinereDreiecke
undRautenzerteilt(vgl. Abbildung3.1(rechts)).Die Rekursionstoppt,wenneinDreieckausnur
nochvier undeineRauteausnurnochfünf Knotenbesteht.

Bezeichne� { ein Dreieck,aufdessenKathetenjeweils
É { Knotenliegen.Weitersei �2Þ�� ?�� { Cdie Mengeder Knoten,durchdessenEntnahme� { in zwei kleinereDreiecke und eineRaute

zerf̈allt, wobei auf jederKatheteeineskleinerenDreiecksund auf jederSeiteder Raute
É { � .Knoten liegen.Wir wollen jetzt die Anzahl der Subdiagonalelemente

����
in denzu �2Þ�� ?�� { CgeḧorendenSpaltenunddie Anzahlderzur FaktorisierungdieserSpaltenben̈otigtenOperatio-

nenberechnen.Abbildung3.2(links) zeigtein Dreieck � { für } �õÊ
. Die graueingezeichneten

Separatoren
8 . und

8 � bildendie Menge �ñÞ�� ?'� { C . DasDreieckwird von denschraffiert einge-
zeichnetenKnotenmengenØ . 0 Ø�� und demKnoten

b
umrandet.DieseKnotengeḧorenzu Se-

paratoren,die in einerhöherenEbenekonstruiertwurden.In � { werdenzuerstdie Knotendes
Separators

8 . undanschließenddie desSeparators
8 � eliminiert. BeideSeparatorensindmini-

mal. Mit e $ � ��8 ��:ËØ . : � b � und e $ m � Ø . :ËØ���: � b � betr̈agt die Anzahl der von null
verschiedenenSubdiagonalelementein denzu �2Þ=� ?'� { C geḧorendenSpaltennachLemma3.1:-i��?¹}rC � -ë?\F 8 . F 0 F 8 ��F : F�Ø . F : SNC : -ë?�F 8 �MF 0 FÙØ . F : FÙØ��MF : SNC 3
In � { gilt nun: F 8 . F � É { � . � S , F 8 �âF � É { � . , F�Ø . F �*Ê � É { � . und F�Ø ��F � É { � . . Darausfolgt:

-i��?¹}rC � - ? É { � . � S 0 Mð� É { � . : SNC : -ë? É { � . 0 M�� É { � . : SNC � NM É � { � É � É { 3 (3.4)

Zur FaktorisierungdieserSpaltenwerden� ��?B}�C � � SS É É Ï { : SÉ É � { � É Ê� É { (3.5)

Multiplikations- undAdditionsoperationenben̈otigt. Bezeichnejetzt � { eineRaute,auf dessen
Seitenjeweils

É { Knotenliegen.Weitersei �2Þ=� ?K� { C dieMengederKnoten,durchdessenEntnah-
me � { in vier kleinereRautenzerf̈allt, wobeiauf jederSeiteeinerkleinerenRaute

É { � . Knoten
liegen.Abbildung3.2(rechts)zeigteineRaute� { für } �*Ê . Die graueingezeichnetenSeparato-
ren

8 Ï , 8 ö und
8 Ð bildendie Menge �2Þ=� ?K� { C . In derRautewerdenzuerstdie Knotenaus

8 Ï 028 ö
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Abb. 3.2: Links ein Dreieck � { , rechtseineRaute� { , ��u�� . Die Knotenmengen���p��Y.� { [ bzw. ���p�$Y.� { [sind graudargestellt.Dreieckund Rautewerdenvon denschraffiert eingezeichnetenKnoten-
mengenunddemKnoten � , bzw. denKnoten 
���  umrandet.

undanschließenddieKnotenaus
8 Ð eliminiert.Alle Separatorensindminimal.NachLemma3.1

betr̈agtdieAnzahlderSubdiagonalelemente
��*�

in denzu �ñÞ�� ?'� { C geḧorendenSpalten-�¡ ?¹}rC � -ë?\F 8 Ï F 0 F 8 Ð F : F�Ø Ï F : É C : -ë?�F 8 ö F 0 F 8 Ð F : FÙØ ö F : É C : -ë?\F 8 Ð F 0 FÙØ Ï F : FÙØ ö F : É C 3
In � { gilt: ¢ £ Ï ¢4¤¥¢ £ ö ¢4¤ É�¦.§/¨�©jª

, ¢ £¬«i¢i¤9 ¦®©�ª
und ¢°¯�±4¢i¤²¢�¯´³k¢4¤¶µ¸·� ¦.§/¨�©�ª

. Darausfolgt:¹�º�»'¼�½ ¤9b· ¹¾»  ¦.§/¨ ©�ªk¿pÀ ·� ¦.§/¨ ½;Á�¹�»  ¦ ©�ªk¿>Â ·� ¦.§/¨ ½ ¤Ã ªµ iÄ ¦ ©�ª Ã ·� ¦ Á ÃÆÅ (3.6)

Zur FaktorisierungdieserSpaltenwerdenÇ º�»K¼�½ ¤²ÃOÈ ªª   ± ¦ © ªÉÀ Èµ iÄ ¦ ©ËÊÃ  ¦ Á Ã (3.7)

Multiplikations- undAdditionsoperationenben̈otigt. Im folgendenbezeichneÌ ¦ die Anzahlder
Dreiecke,aufderenKathetenjeweils iÍ §?¦ Knotenliegenund Î ¦ dieAnzahlderRauten,aufderen
Seitenjeweils  Í §?¦ Knoten liegen.Es gilt Ì ¨ ¤ µ und Î ¨ ¤ Ï . JedesDreieck zerf̈allt durch
Entnahmeder in Abbildung 3.2 dargestelltenSeparatorenin zwei kleinereDreiecke und eine
Raute.JedeRautewiederumzerf̈allt in vier kleinereRauten.Dahergilt:Ì ¦ÑÐ$¨ ¤��·�Ì ¦ und Î ¦ÑÐ$¨ ¤,µÒ·�Î ¦ Á Ì ¦ Å
DurchInduktionzeigtmanleicht:

Ì ¦ ¤+ ¦ÑÐ$¨ und Î ¦ ¤ ª  Ä ¦ ©  ¦ Å (3.8)
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Damitgibt es Ì Í §/¨ ¤9 Í Dreiecke,dienurausvier Knotenund Î Í §/¨ ¤ ¨Ó  Ä Í © ¨Ä  Í Rauten,dienur
ausfünfKnotenbestehen.In einemsolchenDreieckbildendiedreiKnotenaufdenKatheteneine
unabḧangige Menge, d.h. siesindnicht durcheineKantemiteinanderverbunden.Gleichesgilt
für die vier Knotenauf denSeiteneinerRaute.In demmodifiziertenNested-Dissection-Orde-
ring werdenzuerstdieKnotenderunabḧangigenMengeeliminiert unddanachderverbleibende
Knoten.In denentsprechendenSpaltendesCholesky-Faktorsgibt esª Ê ·� Í Á iµ^·�Ô ªÂ iÄ Í © ª  Í�Õ ¤ Ã ·��Ä Í Á Ã ·� Í (3.9)

vonnull verschiedeneSubdiagonalelemente.Zur FaktorisierungdieserSpaltenwerdenÂ4Ö ·É Í Á ª È À ·�Ô ªÂ �Ä Í © ª  Í�Õ ¤94b·�iÄ Í Á  Í (3.10)

Multiplikations- undAdditionsoperationenben̈otigt. Mit Hilfe von (3.2), (3.4), (3.6), (3.8) und
(3.9)kannnundie Gesamtzahldervon null verschiedenenSubdiagonalelementein × berechnet
werden.Esgilt:

Ø » × ½ ¤ Èµ  Ä Í Á  Í Á Í § ÄÙ ¦ÑÚ$¨ Ô  ¦ÑÐ$¨ · ¹4Û�»GÜ © ¼Ý½;Á Ô ª  Ä ¦ ©  ¦ Õ · ¹�º�»KÜ © ¼Ý½ Õ Á Ã ·� Ä Í Á Ã ·� Í
¤ Ã ªÂ  Ä Í Ü © Ö ÃÂ  Ä Í Á ª4ª ·� Í ÜÆÁ Ã ª  Í Á µ Å

Die Gesamtzahlder zur Berechnungvon × ben̈otigten Operationenbetr̈agt nach(3.3), (3.5),
(3.7),(3.8)und(3.10):

Þ�» × ½ ¤  Ãª   ± Í Á  ªµ  Ä Í Á ÈÃ  Í Á
Í § ÄÙ ¦ÑÚ$¨ Ô� ¦ßÐ$¨ · Ç Ûà»GÜ © ¼Ý½;Á Ô ª  Ä ¦ ©  ¦ Õ · Ç º�»GÜ © ¼Ý½ Õ Á k�·� Ä Í Á  Í

¤ À Ã ªÈ   ± Í ©
ªÉÀ ÈÂ  Ä Í Ü�Á Ã Ö ÃÂ  Ä Í © ª ÃÀ  Í Ü © µ? ªªÉÂ  Í Á µ Å

Wir habendamitgezeigt:

Satz3.1 Wird zur Numerierungeinesá}âãá -Gitter mit 5-Punkte-SterndasmodifizierteNested-
Dissection-Verfahrenbenutzt,soben̈otigt manfür die BerechnungdesentsprechendenCholes-
ky-Faktors

À Ã ª�ä È ¾á ± Á¶åv» á Ä�æ�çkè á ½ Multiplikations-undAdditionsoperationen.Der Cholesky-
Faktorentḧalt dabei Ã ª�ä4Â á Ä/æ�çkè á Áéåv» á Ä ½ vonnull verschiedeneElemente.

Tabelle3.1 zeigt noch einmal einenVergleich zwischenGeorgesNested-Dissection-Ordering
und dem modifiziertenNested-Dissection-Ordering.Werdendie drei quadratischenGitter mit
Seitenl̈angeáC¤ ª  È , áê¤Ë ÊkÊ und áã¤ Ê ªkª wie von Georgebeschriebennumeriert,soergeben
sichfür Ø » × ½ und

ÞÆ» × ½ die in denSpalten2 und3 angegebenenWerte.Demgegen̈uberzeigendie
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Á
-förmigeSeparatoren â -förmigeSeparatorená Ø » × ½ ä�ª Ï ± Þ�» × ½ ä�ª Ï4ë á Ø » × ½ ä�ª Ï ± Þ�» × ½ ä�ª Ï4ë

127 439 33 129 266 17
255 2235 291 257 1296 139
511 10900 2461 513 6153 1140

Tab. 3.1: Vergleichvon ì�íïî¾ð (in Tsd.)und ñ{íïî�ð (in Mio.) bei ò -förmigerundbei ó -förmigerAnordnung
derSeparatoren.Im erstenFall betr̈agtdieSeitenl̈angeô derGitter127,255und511,im zweiten
Fall 129,257und513.

Spalten5 und6 die Wertefür Ø » × ½ und
ÞÆ» × ½ , wennzur Numerierungder quadratischenGitter

mit Seitenl̈angeáI¤ ª  Ö , áI¤õ Ê È und ál¤ Ê ª Ã dasmodifizierteNested-Dissection-Verfahren
benutztwird. Die Wertefür Ø » × ½ sind in Tausendunddie Wertefür

ÞÆ» × ½ in Millionen angege-
ben.Obwohl bei â -förmigerAnordnungderSeparatorendieDimensionderKoeffizientenmatrix
größerist, werdenfür die Berechnungvon × nur etwa halbsoviele Operationenben̈otigt. Auch
die Zahldervon null verschiedenenSubdiagonalelementein × ist nur nochetwahalbsogroß.

Tabelle3.2 zeigt, daßsich bei einer Halbierungvon
ÞÆ» × ½ auchdie auf einemComputer

ben̈otigte Zeit zur Berechnungvon × stark reduziert.Die in denSpalten3 und 6 angegebene
Gesamtzeit(in Sek.)beinhaltetdie Zeit zur Durchführungder symbolischenund numerischen
Faktorisierung.Für die numerischeBerechnungvon × wurdeein von unsentwickelter, auf der
Multifrontal-Methode(vgl. Duff undReid[35, 36] oderLiu [97]) basierenderAlgorithmusver-
wendet.Auf die symbolischeundnumerischeFaktorisierungwerdenwir in Kapitel 5 nochein-
malnähereingehen.Die Spalten2 und5 zeigen,daßdienumerischeFaktorisierungdengrößten
Aufwandverursacht.Alle ZeitangabenwurdenaufeinerSUNUltra mit 296MHz UltraSPARC-
II ProzessorundzweiGByteHauptspeicherermittelt.

Im folgendenwollen wir untersuchen,wiesoesbei einer â -förmigenAnordnungderSepa-
ratorenzu einerReduzierungvon Ø » × ½ und

Þ�» × ½ kommt. Wir betrachtendazueineRaute ö ¦
mit Seitenl̈ange  ¦ . ö ¦ bestehtaus  ¦  ¦ ÁË»  ¦ ©÷ª ½=»  ¦ ©÷ª ½

Knotenund wird von µø·? ¦ Knoten
umrandet.Bei

Á
-förmiger Anordnungder Separatorenentstehtanalogzu ö ¦ ein Quadratù ¦

mit Seitenl̈ange  ¦�©eª
. ù ¦ wird ebenfalls von µ!·{ ¦ Knotenumrandet,bestehtjedochausnur»  ¦4©Cª ½=»  ¦i©Cª ½ Knoten.Dahergibt esungef̈ahrdoppeltsovieleQuadrateù ¦ wie Rautenö ¦ . Be-

zeichneú�û=ü » ù ¦ ½ dieMengederKnoten,durchdessenEntnahmeù ¦ in vier kleinereQuadratemit
Seitenl̈ange ¦.§/¨�©�ª

zerf̈allt. Esgilt ¢&ú�û�ü » ù ¦ ½ ¢4¤²¢&ú�û=ü » ö ¦ ½ ¢ . Weiterbezeichne
¹ký¬»K¼Ý½

die Anzahl
derSubdiagonalelementeþ¤eÏ in denzu ú�û�ü » ù ¦ ½ geḧorendenSpaltendesCholesky-FaktorsundÇ ý$»K¼Ý½ die Anzahl der zur FaktorisierungdieserSpaltenben̈otigtenOperationen.Man überlegt
sichleicht,daßgilt: ¹ký¬»K¼Ý½ ¤ ¹iº�»K¼�½

und Ç ý$»K¼Ý½ ¤ Ç º�»K¼Ý½ Å (3.11)
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Á
-förmigeSeparatoren â -förmigeSeparatorená num.Fakt. total á num.Fakt. total

127 0.70 0.86 129 0.44 0.57
255 3.12 3.86 257 1.85 2.28
511 22.95 26.24 513 13.60 16.58

Tab. 3.2: Vergleichderzur Berechnungvon î ben̈otigtenZeit (in Sek.)bei ò -förmigerundbei ó -förmi-
gerAnordnungderSeparatoren.Die Zeit zur DurchführungdernumerischenFaktorisierungist
separatangegeben.Siebetr̈agtmehrals95% derGesamtzeit.Alle Zeitangabenwurdenaufeiner
SUNUltra mit 296MHz UltraSPARC-II ProzessorundzweiGByteHauptspeicherermittelt.

Für die Berechnungvon Ø » × ½ und
ÞÆ» × ½ bei

Á
-förmiger Anordnungder Separatorenkönnen

wegen(3.11)weiterhindie Formeln(3.6) und (3.7) verwendetwerden.Sie gehenjetzt jedoch
mit einemzus̈atzlichenFaktorvonungef̈ahrzwei in dieGesamtrechnungein.

Aus der obigenBeobachtungkann ein allgemeinesKriterium zur Charakterisierungeines
gutenOrderingsabgeleitetwerden.Seiwieder ÿ einOrderingdesGraphen�e¤ »�� ¿�� ½

, ¢ � ¢i¤,á .
Desweiterensei � eineZahl mit

ª�� �	�²á und ¯�
 ¤����� ��� ÿ » � ½ � ��� . Die Menge ¯�

entḧalt alsoalle biszueinemZeitpunkt � eliminierteKnoten.

EineMenge����¯�
 heißtGebiet(domain)bez̈uglich ¯�
 , falls � » � ½ einzusammenḧangen-
derTeilgraphvon � ist und ������� » � ½ � � © ¯ 
 . Die Menge �!���"� » � ½ heißtRanddesGebietes� . Wegen ����� � » � ½ � � © ¯ 
 werdenalle Knoten auf dem Randvon � nachden Knoten
aus � numeriert.Da � » � ½ ein zusammenḧangenderTeilgraphvon � ist, folgt ausLemma2.1
unmittelbar, daß ����� � » � ½ eineClique in demEliminationsgraphen�#
 unddamit auchin dem
aufgef̈ulltenGraphen�%$ bildet.

Von besonderemInteresseist nun dasVerḧaltnis von ¢&� ¢ zu ¢������ � » � ½ ¢ . Ist der Quotient¢&�}¢ ä ¢������ � » � ½ ¢ groß,sobedeutetdies,daßtrotzEliminationvielerKnotennureinekleineClique
entstandenist. Der EliminationsprozeßhatalsoeinengeringenFill-in verursacht.Daherist die
GüteeinesOrderingsganzentscheidendvon derForm der im LaufedesEliminationsprozesses
entstehendenGebieteabḧangig(vgl. auchRothberg undEisenstat[125]).

Sindin einemquadratischenGittermit 5-Punkte-SterndieSeparatoren
Á

-förmigangeordnet,
so tretenim Verlauf desEliminationsprozesses̈uberwiegendGebietein Form einesQuadrates
auf.Für ein Quadratù ¦ mit Seitenl̈ange ¦®©�ª

gilt:¢ ù ¦ ¢¢������ � » ù ¦ ½ ¢ ¤ »  ¦ ©�ª ½�»  ¦ ©�ª ½µÒ·� ¦ ' ªµ »  ¦ ©  ½ Å
Demgegen̈ubertretenbeieiner â -förmigenAnordnungderSeparatoren̈uberwiegendGebietein
FormeinerRauteauf.Für eineRauteö ¦ mit Seitenl̈ange ¦ gilt:¢ ö ¦ ¢¢������ � » ö ¦ ½ ¢ ¤  ¦  ¦ Á+»  ¦®©�ª ½�»  ¦/©�ª ½µÒ·� ¦ ' ª »  ¦ ©�ª ½ Å
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Der Quotientist hier also– bedingtdurchdie speziellenisoperimetrischenEigenschaftendes
Gitters– in etwadoppeltsogroß.

3.3 Ein verbessertesBottom-up-Verfahrenfür quadratische
Gitter

In diesemAbschnittzeigenwir, daßdie rautenf̈ormigenGebieteauchmit Hilfe einesBottom-
up-Verfahrensgeneriertwerdenkönnen.Wir benutzendazueinMinimum-Degree-Verfahrenmit
einerMinimum-Deficiency-Tie-Breaking-Strategie.BesitzenalsomehrereKnotenin einemEli-
minationsgraphen�#
 dengleichenminimalenGrad,sowird derjenigeKnoteneliminiert,dessen
Unzul̈anglichkeit am geringstenist. Um die Form der Gebieteschonwährendder Berechnung
desOrderingserkennenzukönnen,wird jedereliminierteKnotenim Gittermarkiert.Ein Gebiet
wird dannvon einerzusammenḧangendenMengemarkierterKnotengebildet.Bereitsim vor-
herigenAbschnitthabenwir gesehen,daßdie Knotenauf demRandeinesGebieteseineClique
bilden.DieseCliquenentsprechengenaudenim LaufedesEliminationsprozessesentstehenden
Cliquen.Daherist esmöglich, anhandder im Gitter eingezeichnetenGebietedenGradeines
Knotens� im Eliminationsgraphenzubestimmen.

Abbildung3.3 zeigt in vier Schnappscḧussendie durchdasspezielleMinimum-Degree-Or-
dering geformtenGebietein einem

ªÉÀ â ªÉÀ
-TorusÈ . Die Gebietewerdendabeivon den grau

unterlegtenund bereitseliminiertenKnotengebildet.Wir habeneinenTorusgewählt, da esin
einemGitter aufgrundderRandknotenzu kleinerenVerwerfungenbei derBildung derGebiete
kommt.Dieseverursachenzwar nur einegeringeVerschlechterungdesOrderings,erschweren
jedochdieAnalyseerheblich.Perfekterautenf̈ormigeGebietewerdenin einemáãâ á -Torusmitá ¤� Í gebildet.

Wir wollen nun untersuchen,wie die Minimum-Deficiency-Tie-Breaking-Strategie die Bil-
dungderGebietebeeinflußt.Da in einemTorusalle KnotendenGradvier besitzen,könnenwir
ohneEinschr̈ankungannehmen,daßder in Abbildung 3.3(a) eingezeichneteKnoten � als er-
steseliminiert wird. Hierdurchentstehtein Gebiet,dasnur � entḧalt. Abgesehenvon denvier
zu � benachbartenKnoten,die eineCliquebilden,besitzenalle restlichenKnotenweiterhinden
Gradvier. Durchdie entstandeneClique ist jedochdie Unzul̈anglichkeit derKnoten ( ¨ , ( Ä , (®±
und (/³ um einsgeringer. Durchdie Tie-Breaking-Strategie wird soerzwungen,daßalsnächstes
ein Knotenaus ��( ¨ ¿ ÅQÅQÅ ¿ (®³)� eliminiert wird. Nach á Ä ä  Eliminationsschrittenentstehtso die
in Abbildung3.3(a) dargestellteAnordnungderGebiete.In dieserAnordnungliegenalle noch
nicht eliminiertenKnotenauf denRändernvon vier Gebieten.JedesGebietbestehtausgenau
einem(eliminierten)Knoten.Man überlegt sich leicht, daßnachweiteren á Ä ä4Â Eliminations-
schrittendie in Abbildung3.3(b) dargestellteAnordnungderGebieteentsteht.Hier besitzenalle*

Ein Torusist einGittermit zus̈atzlichenWrap-Around-Kanten.
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Abb. 3.3: Die durchdasspezielleMinimum-Degree-OrderinggeformtenGebietein einem .0/¾ó1.0/ -Torus.
Der Übersichtlichkeit halberist die Bildung der Gebietenur für denmittlerenTeil desTorus
dargestellt.Darüberhinauswurdeaufein EinzeichnenderWrap-Around-Kantenverzichtet.
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Nested-Dissection Minimum-Degreemit Approximate-â -förmigeSeparatoren Min.-Def.-Tie-Breaking Minimum-Degreeá Ø » × ½ ä�ª Ï ± Þ�» × ½ ä�ª Ï ë Ø » × ½ ä�ª Ï ± ÞÆ» × ½ ä�ª Ï ë Ø » × ½ ä�ª Ï ± Þ�» × ½ ä�ª Ï ë
129 266 17 287 18 346 27
257 1296 139 1386 146 1863 269
513 6153 1140 6547 1205 9834 2776

Tab. 3.3: Vergleich zwischendem verbessertenNested-Dissection-,dem speziellenMinimum-Degree-
unddemApproximate-Minimum-Degree-Ordering. Die Seitenl̈angeô derGitterbetr̈agtjeweils
129,257und513.

Knoten,die auf denRändernvon zwei Gebietenliegen,dengleichenminimalenGrad.Diesgilt
insbesonderefür die Knoten ( , � und 2 . OhneEinschr̈ankungseiangenommen,daß� alserster
Knoteneliminiert wird. Hierdurchwerdendie Gebiete� ¨ und � Ä verschmolzen,und esent-
stehtdasin Abbildung3.3(c) dargestellterechteckigeGebiet �43 . WegenderClique ����� � » �43 ½
ist jetzt die Unzul̈anglichkeit von ( geringerals die einesjedenanderenKnotensmit minima-
lem Grad.Insbesonderewird dahernicht 2 , sondern( als nächsteseliminiert. Durch die Tie-
Breaking-Strategie wird soerzwungen,daßdie rechteckigenGebietemit ihrer langenSeiteein-
andergegen̈uberliegen.In denfolgendenEliminationsschrittenwird dannausje zwei rechtecki-
genGebietenerneutein rautenf̈ormigesGebietgebildet(vgl. Abbildung3.3(d)). Mit Hilfe einer
Analyseähnlichderin Abschnitt3.2zeigtman:

Satz3.2 Wird zurNumerierungeinesá â á -ToruseinMinimum-Degree-Verfahrenmit einerMi-
nimum-Deficiency-Tie-Breaking-Strategiebenutzt,soben̈otigt manfür dieBerechnungdesCho-
lesky-Faktors

ª µ Ê ä4Â á ± Á å » á Ä æ�çkè á ½ Multiplikations-undAdditionsoperationen.Der Cholesky-
Faktorentḧalt dabei Ã ª�ä4Â á Ä æ�çkè á Áéåv» á Ä ½ vonnull verschiedeneElemente.

Tabelle3.3zeigtnocheinmal,daßbeidemspeziellenMinimum-Degree-VerfahrenderFill-in
bzw. die Zahl derben̈otigtenOperationenetwashöherist alsbeimverbessertenNested-Dissec-
tion-Verfahren.Ursachehierfür sind die kleinerenVerwerfungenbei der Bildung der Gebiete
amRanddesGitters.Mit Hilfe derMinimum-Deficiency-Tie-Breaking-Strategiewerdenjedoch
im VergleichzumApproximate-Minimum-Degree-AlgorithmusvonAmestoy et al. [1] sehrviel
bessereOrderingserzeugt.DerApproximate-Minimum-Degree-AlgorithmusvonAmestoy etal.
geḧort zudeneffektivstenOrdering-Verfahren,diederzeitbekanntsind.Mit seinerHilfe können
qualitativ hochwertigeOrderingsin sehrkurzerZeit berechnetwerden.DerAlgorithmuswird in
Abschnitt4.1.2kurzbeschrieben.
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Kapitel 4

Ordering-Verfahren für beliebigeGraphen

Im vorherigenKapitel habenwir gesehen,daß Knotenseparatorenbei der Numerierunggit-
terförmigerGrapheneinewichtigeRollespielen.Vielederspeziellfür dieseGraphenentwickel-
tenOrdering-Verfahrenbenutzenin irgendeinerForm GeorgesNested-Dissection-Algorithmus.
Demgegen̈uberwerdenOrdering-Verfahren,dieaufderBottom-up-Methodebasieren,kaumbe-
trachtet.Dies ist jedochnicht verwunderlich,dennaufgrundder homogenenStrukturder Gra-
phen(fastalle KnotenbesitzendengleichenGrad)und der lokalenStruktureinesBottom-up-
Algorithmus (der als nächsteszu eliminierendeKnoten wird nacheinemlokalen Knotenaus-
wahlverfahrenbestimmt)hängtdie Güte der generiertenOrderingsganzentscheidendvon der
verwendetenTie-Breaking-Strategie ab. EineRandom-Tie-Breaking-Strategie allein reichtnicht
aus,ummit denspeziellenDissection-Verfahrenkonkurrierenzukönnen.Im ungünstigstenFall
erḧalt man sogarein Ordering,durch dasein asymptotischhöhererFill-in erzeugtwird (vgl.
BermanundSchnitger[21]).

Die Situationändertsichjedochvöllig, wennNumerierungenfür beliebigeGraphenberech-
net werdenmüssen.In diesenGraphensind die

”
guten“ Knotenseparatorennicht a priori be-

kannt,sondernmüssenerst mit Hilfe einesgeeignetenVerfahrenskonstruiertwerden.Da die
GüteeinesNested-Dissection-Orderingsganzentscheidendvon derGrößederKnotenseparato-
renabḧangt,kommtdemVerfahrenzurBestimmungderSeparatoreneineherausragendeBedeu-
tungzu.Bis Mitte derneunzigerJahregabeskeinenNested-Dissection-Algorithmus,derfür die
in derPraxisauftretenden,nichtgitterförmigenGraphenkonsistentbessereOrderingsproduzier-
tealseinMinimum-Degree-Algorithmus.Erstin denletztenJahrengelangesmit demAufkom-
men leistungsf̈ahigerAlgorithmenzur Bestimmungvon Knotenseparatoren,die Vorherrschaft
derBottom-up-Verfahrenzubrechen.

Im Mittelpunkt diesesKapitelsstehtdie EntwicklungeinesneuenOrdering-Verfahrensfür
beliebigeGraphen.Charakteristischfür dasVerfahrenisteineengeKoppelungzwischenBottom-
up- und Top-down-Methoden.Dabeiwerdendie im RahmeneinesTop-down-Verfahrenskon-
struiertenKnotenseparatorenalsRänderdervoneinemunvollständigenBottom-up-Orderingge-

39
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bildetenGebieteinterpretiert.Im UmkehrschlußkönnenalsoKnotenseparatorenalseineAnein-
anderreihungvon Randsegmentenaufgefaßtwerden,die zu denGebieteneinesunvollständigen
Eliminationsprozessesgeḧoren.DasneueOrdering-Verfahrenzeichnetsichdurchdie folgenden
Besonderheitenaus:5 Die Knotenseparatorenwerdenmit Hilfe einesspeziellenMultilevel-Verfahrenskonstru-

iert. Dabeiwird zur Schrumpfungder Graphenein Eliminationsprozeßbenutzt,der dem
zurBerechnungeinesBottom-up-Orderingssehrähnlichist.5 Basierendauf denKnotenseparatorenwird nicht nur ein Bottom-up-Orderinggeneriert,
sondernmehrere.DasbesteOrderingwird schließlichvon demAlgorithmusausgegeben.

Auf der einenSeitebenutzenwir also Bottom-up-Techniken zur Konstruktionder Knotense-
paratoren,auf der anderenSeitedienendie Knotenseparatorenals ein Ger̈ust zur Generierung
mehrererBottom-up-Orderings.EskommtsozueinerwechselseitigenBereicherungderMetho-
den,wodurchsichdieQualiẗatderOrderingserheblichverbessert.

DiesesKapitel istwie folgt aufgebaut:Zunächstbeschreibenwir in Abschnitt4.1diewichtig-
sten,ausderLiteraturbekanntenAlgorithmenzur NumerierungbeliebigerGraphen.Anschlie-
ßendstellenwir in Abschnitt4.2 dasneueOrdering-Verfahrenvor. Im Vergleich zum Appro-
ximate-Minimum-Degree-Algorithmusvon Amestoy et al. reduziertsich bei Verwendungdes
neuenVerfahrensdie Anzahl der zur BerechnungdesCholesky-Faktorsben̈otigten Operatio-
nenum durchschnittlich42%. Schließlichstellenwir in Abschnitt4.3 die Ordering-Bibliothek
PORD [131] vor undzeigen,wie dasneueVerfahrenin die Bibliothek eingebundenist. Darüber
hinausvergleichenwir PORD mit einigender zur Zeit mächtigstenOrdering-Codes.Hierzu
zählendasan der Universiẗat von Minnesotaentwickelte ProgrammMETIS [79] (Karypis und
Kumar),die an der Universiẗat von Bordeauxentwickelte Bibliothek SCOTCH [109] (Pellegri-
ni) sowie dasbeiHarwell-BoeingInformationandSupportServicesentwickelteProgrammpaket
SPOOLES [8] (AshcraftundGrimes).Für unserenVergleichbenutzenwir einenweit verbreite-
tenund frei verfügbarenSatzvon Benchmark-Matrizen.Die meistendieserMatrizenstammen
ausderbekanntenHarwell-Boeing-Collection[34], sowie ausderSparse-Matrix-Collection[28]
vonTim Davis, UniversiẗatvonFlorida.

4.1 Literatur übersicht

DiesesUnterkapitelist in fünf Teilabschnittegegliedert.Zuerststellenwir in 4.1.1dieKlasseder
Quotientengraphenvor. DieseGraphenspieleneinewichtigeRolle in unseremOrdering-Algo-
rithmus.In Abschnitt4.1.2beschreibenwir TechnikenzureffizientenImplementierungdesMini-
mum-Degree-Algorithmus.Außerdemgehenwir näherauf denMinimum-Deficiency-Algorith-
musein undpräsentiereneinigeinteressanteKnotenauswahlstrategien,dieauf einerapproxima-
tivenBerechnungder Unzul̈anglichkeit einesKnotensberuhen.In Abschnitt4.1.3beschreiben
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wir kurz die wichtigstenTechniken zur Konstruktionder Knotenseparatorenin einemNested-
Dissection-Algorithmus.Schließlichstellenwir in Abschnitt4.1.4bereitsbekannteAnsätzezur
Kombinationvon Bottom-up-undTop-down-Methodenvor.

4.1.1 Quotientengraphen

Wie bereitsin Abschnitt2.3.2erwähnt,werdenfür die BerechnungeinesBottom-up-Orderings
die Eliminationsgraphen�1
 , �7698 ¿ ÅQÅQÅ ¿ á ben̈otigt. Aus Effizienzgr̈undenist es jedochnicht
ratsam,die einzelnenEliminationsgraphenexplizit zu bilden. Mit Hilfe sogenannterQuotien-
tengraphen(quotientgraphs,generalizedelementmodel)(vgl. Duff undReid[35], Goergeund
Liu [53] oderSpeelpenning[136]) könnendie Graphen�1
 sehrelegantdargestelltwerden.Zur
BezeichnungderQuotientengraphenverwendenwir kaligraphischeBuchstaben.

Es sei angenommen,daß �#
	6 »�� 
 ¿�� 
 ½ aus � durch Elimination der Knoten ¯�
:� �
entstandenist, d.h.

� 6 � 
<;�¯ 
 und
� 
<=�¯ 
>69? . Der zu �1
 geḧorendeQuotientengraph@ 
A6 »CB 
 ¿"D 
 ½ entḧalt dieKnoten

B 
E6GFH
I;KJL
 mitFM
E6N��� � � ist ein Gebietbez̈uglich ¯�
�� ¿JL
E6N�O���P� � �Q� � 
�� Å (4.1)

In diesemKontext heißt eine Menge � �RFH
 Cliquenelement(oder kurz Element) und eine
Menge ���P�S�TJL
 Variable. Die Knoten

B 
U6VFH
W;XJL
 desQuotientengraphen
@ 
 liefern eine

PartitionierungderKnotenvon � . Dabeientḧalt FH
 disjunkteGebiete,die ausbereitseliminier-
ten Knotenbestehen,und JL
 eineVariablefür jedennicht eliminiertenKnoten.Im folgenden
werdenwir nicht immerexplizit zwischenderVariablen���Y� unddemKnoten � unterscheiden.

Sei � ein Elementundseien( ¿ � zwei VariablendesQuotientengraphen.In
@ 
 gibt eszwei

unterschiedlicheKantentypen:Domain-Vertex-KantenderForm
» � ¿ � ½ , falls �S�Z����� � » � ½ gilt,

undVertex-Vertex-KantenderForm
» ( ¿ � ½ , falls

» ( ¿ � ½ � � gilt undeskein Element� gibt mit([�T����� � » � ½ und ���T����� � » � ½ . In Abschnitt4.2 betrachtenwir Quotientengraphen,in denen
es keine Eins-zu-Eins-Beziehungzwischenden Variablenund den nicht eliminiertenKnoten
gibt. Vielmehrrepr̈asentiertdort jedeVariableeineMengevon nicht eliminiertenKnoten.Die
folgendeformaleDefinitionvon

D 
 decktauchdiesenallgemeinerenFall ab:D 
E6N� » � ¿ �P\ï½]� ���^FH
 ¿ �_\ ��JL
 und
�_\ =^����� � » � ½ þ6:?`�;a� »��_\ ¿ �cb6½]�d�_\ ¿ �eb �SJL
 ¿ �_\ =K�!��� � »��eb=½ þ6f? und þ g_���^FH
 mit

�_\ ¿ �cb =h����� � » � ½ þ6f?`� Å
(4.2)

Esgibt eineengeBeziehungzwischendenElementenvon
@ 
 unddenCliquenin �1
 . Die Kan-

tenmenge
� 
 desEliminationsgraphen�1
 kannnämlichgeschriebenwerdenals� 
E6 » � = »C� 
�â � 
 ½�½ ; ij�k)l�m » �����"� » � ½ âS�����n� » � ½�½ Å (4.3)
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Abb. 4.1: Der Quotientengraphu`
)vPw (links) undderdurchEliminationdesKnotensx entstandeneQuo-
tientengraphu`
 (rechts).JedesCliquenelementist durchein Oval dargestellt.Durchdie Elimi-
nationvon x entstehtin u`
 ein neuesCliqenelementy 3 . DiesesCliquenelementersetztx und
dieurspr̈unglichzu x benachbartenCliquenelementey w und y Ä . Manbeachte,daßdieVertex-
Vertex-Kante í{z Ä ��� ³ ð nicht mehrin u`
 vorhandenist, dabeideKnotenzu y 3 adjazentsind.

Die ersteMengeentḧalt alle Kantenaus � , die zu nicht eliminiertenKnoteninzidentsind.Die
zweiteMengeentḧalt dieKantenallerCliquen,die im LaufedesEliminationsprozessesentstan-
densind.DieseKantensindjedochnichtexplizit in

@ 
 abgespeichert.Vielmehrwird eineClique|
durchein Element�}�7FM
 repr̈asentiert.Die Clique

|
entḧalt dabeialle Knoten/Variablen,

die von � übereineDomain-Vertex-Kanteerreichbarsind.

In demEliminationsgraphen�1
 bestehtdie Menge ����� � m » � ½ ausallen Knoten ( , die in
@ 


übereineVertex-Vertex-Kante
» � ¿ ( ½ oderüberzwei aufeinanderfolgendeDomain-Vertex-Kan-

ten
» � ¿ � ½ und

» � ¿ ( ½ erreichtwerdenkönnen.Damitwird auchklar, warumeineVertex-Vertex-
Kante

» ( ¿ � ½ nur dannin
@ 
 enthaltenist, wennkein Element�~�^FM
 existiert mit (^�a�����n� » � ½

und ��������� � » � ½ . Gibt esnämlich ein solches� , so geḧoren ( ¿ � zu einerClique und eine
explizite SpeicherungderKante

» ( ¿ � ½ ist überfl̈ussig.

Bereitsin Abbildung3.3habenwir amBeispieldesTorusgesehen,daßdurchdieElimination
einesKnotens� alle Gebiete� mit �U�S����� � » � ½ zueinemneuenGebiet�43 verschmolzenwer-
den,das� entḧalt. DementsprechendentstehtderQuotientengraph

@ 
 aus
@ 
)vPw (

@��
ist isomorph

zu � ) durchVerschmelzenderzu � benachbartenCliquenelemente.Abbildung4.1 verdeutlicht
die VorgehensweiseaneinemBeispiel.

Durch die beim Übergangvon
@ 
)vPw nach

@ 
 durchgef̈uhrtenVerschmelzungsoperationen
wird ein Baum auf den Knoten von � definiert.Seiendazu �4�)� , ¼ 6 8 ¿ ÅQÅQÅ ¿"� , die zu � be-
nachbartenCliquenelementein

@ 
)vPw , wobeiwir annehmen,daß �4�)� durchdie Eliminationdes
Knotens( \ entstandenist. Beim Übergangvon

@ 
]vPw nach
@ 
 werdendie Elemente�4�]� von �43

absorbiert.Deswegendefinierenwir � alsVatervon (�w ¿ ÅQÅQÅ ¿ (P� . FährtmanaufdieseArt undWei-
sefort, soerḧalt maneinenBaum,deralleKnotenaus� entḧalt. Die BlätterdesBaumeswerden
dabeivon denjenigenKnotengebildet,die zumZeitpunktihrer Eliminationzu keinemElement
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benachbartwaren.Der BaumheißtEliminationsbaum(eliminationtree)undspielteinewichti-
ge Rolle bei der direktenLösungdünn besetzterGleichungssysteme(vgl. Duff und Reid [35],
Eisenstatetal. [41], Liu [96], Schreiber[127] oderSpeelpenning[136]).

4.1.2 Bottom-up-Verfahren

Bottom-up-VerfahrenbauendenEliminationsbaumvon denBlätternzur Wurzel auf. In jeder
Iterationwird basierendauf einerlokalenKnotenauswahlstrategie dernächstezu eliminierende
Knotenbestimmt.In diesemAbschnittstellenwir zwei derbekanntestenBottom-up-Verfahren
genauervor, denMinimum-Degree-unddenMinimum-Deficiency-Algorithmus.

4.1.2.1 Der Minimum-Degree-Algorithmus

DasamweitestenverbreiteteBottom-up-Verfahrenist derMinimum-Degree-Algorithmus( �K� ).
Im LaufederletztenJahrzehntewurdenverschiedeneTechnikenentwickelt, diezueinererhebli-
chenReduzierungderLaufzeitdesAlgorithmusführten.Hierzuzähltu.a.dieobenbeschriebene
DarstellungderEliminationsgraphenalsQuotientengraphen.GeorgeundLiu zeigenin [52], daß
bei VerwendunggeeigneterDatenstrukturenzur SpeicherungeinesQuotientengraphen

@ 
 nie
mehr Platz ben̈otigt wird als zur SpeicherungdesGraphen

@��
. Eine dynamischeAllokierung

zus̈atzlichenSpeichersist dahernicht nötig. Im folgendenwollen wir einigeweitereVerbesse-
rungenkurzvorstellen.Für einenvollständigenÜberblickseiaufLiu [54] verwiesen.

Superknoten Die vielleicht wichtigsteVerbesserungdesMinimum-Degree-Algorithmusbe-
stehtdarin,die Knotenaus �#
 zu sogenanntenSuperknotenzusammenzufassen.� Zwei Knoten( ¿ � aus �1
 geḧorenzudemgleichenSuperknoten,falls gilt

����� � m » ( ½ ;>��(���6������ � m » � ½ ;a���Y� Å (4.4)

In diesemFall heißen( und � nicht unterscheidbar(indistinguishable). Durch (4.4) wird eine
Äquivalenzrelationauf denKnotenaus �1
 definiert.JedeÄquivalenzklassebildet dabeieinen
Superknoten.In einemMinimum-Degree-Orderingkönnendie Knoten einesSuperknotens�
aufeinanderfolgendnumeriertwerden.Diesliegt daran,daßalleKnotenaus� dengleichenGrad
besitzen,und daßsich nachElimination einesKnotens �T��� der Gradaller in � verbleiben-
denKnotenum eins verringert.War alsoder Knotengradvon � minimal, so ist anschließend
der Knotengradaller verbleibendenKnotenminimal. Darüberhinausgilt, daßzwei nicht un-
terscheidbareKnoten ( ¿ ���	� bis zu ihrer Eliminationnicht unterscheidbarbleiben.Innerhalb
desMinimum-Degree-Algorithmuskönnendaheralle KnoteneinesSuperknotens� durcheinen
einzigenKnotenaus� repr̈asentiertwerden.Hierdurchverringertsichdie AnzahlderKnotenin*

Im Zusammenhangmit Quotientengraphensprichtmanauchvon Supervariablen.
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�1
 unddamitauchdieAnzahlderIterationendesMinimum-Degree-Algorithmus.Um weiterhin
die Knotengradeexaktberechnenzukönnen,erḧalt derRepr̈asentantdasGewicht � ��� .

Wir wollen die Bildung der Superknotenan denQuotientengraphen
@ 
)vPw und

@ 
 ausAb-
bildung 4.1 veranschaulichen.In demdurch

@ 
)vPw dargestelltenEliminationsgraphen�1
)vPw gilt����� � m���� » ( Ä ½ ;a��( Ä �46������ � m���� » (®± ½ ;X��(�±)�M6���� ¿ (�w ¿ ( Ä ¿ (®± ¿ (/³ ¿ 2 Ä ¿ 2 ± ¿ 2�³)� . Die Knoten ( Ä und(®± sindalsonichtunterscheidbar. Sei ( Ä Repr̈asentantdesSuperknotens��( Ä ¿ (®±]� . Dannkann (®±
aus�#
]vPw bzw.

@ 
)vPw entferntwerdenundesgilt � ( Ä �!6� . Mandarf (®± jedochnichtbeidersp̈ate-
renNumerierungvergessen.Durchdie Verschmelzungvon �Uw und � Ä wächstderSuperknoten
um (®³ . Daherkannauch(®³ entferntwerdenundesgilt � ( Ä ��6 Ã .
Externer Knotengrad Sehrengverbundenmit demKonzeptderSuperknotenist dasKonzept
desexternenKnotengrades[91]. Sei � derRepr̈asentanteinesSuperknotens� . Zur besserenVer-
anschaulichungseiangenommen,daßdieKnotenaus�������P� nichtwie obenbeschriebenaus�1

entferntwurden( �1
 ist alsoungewichtet).DerexterneKnotengradvon � ist dann��û è � m » � ½ . Die
zu eliminierendenRepr̈asentantenwerdenjetzt nicht mehranhandihresexaktenKnotengrades,
sondernanhandihresexternenKnotengradesausgewählt.Dieskannwie folgt motiviert werden:
Aus (4.4) folgt unmittelbar, daßjederKnoten (��S�M�[���P� bereitszuallenKnotenaus �!���"� m » � ½
benachbartist. Daherkanndurchdie EliminationdesKnotens� keineFill-Kante enstehen,die
inzidentzueinemKnotenaus �M�	���P� ist. Vielmehrkönnennur Fill-KantenzwischendenKno-
tenaus ����� � m » � ½ erzeugtwerden.Durchdie VerwendungdesexternenKnotengradeserḧalt man
soeinegenauereobereSchranke für die Zahl dereinzuf̈ugendenFill-Kanten,wodurchsichdie
QualiẗatderOrderingsleicht verbessert(vgl. GeorgeundLiu [54] oderLiu [91]).

Multiple-Minimum-Degree EinezentraleEigenschaftdesMinimum-Degree-Algorithmusbe-
stehtdarin,daßin jederIteration � genauein Knoten(bzw. Repr̈asentant)� aus �#
)vPw eliminiert
wird. Anschließendwird der Eliminationsgraph�#
 konstruiertundder GradeinesjedenKno-
ten (7�7����� � m���� » � ½ neuberechnet.GenaudieserDegree-Update-Schrittist sehrzeitaufwendig.
In Lius Multiple-Minimum-Degree-Algorithmus( ���^� ) [91] wird deshalbin jederIterationeine
maximaleunabḧangigeMengevonKnotenmit minimalemGradaus�1
)vPw entfernt.DieseMulti-
ple-Elimination-TechnikreduziertdieAnzahlderIterationenundführtzueinersignifikantenBe-
schleunigungdesAlgorithmus.In gewissemSinnestellt die Multiple-Elimination-Technikeine
Art Tie-Breaking-Strategiedar. Im VergleichzueinemnormalenMinimum-Degree-Algorithmus
mit einerRandom-Tie-Breaking-StrategiewerdenjedochkeinebesserenOrderingsgeneriert.

ApproximativeBerechnung derKnotengrade EineweitereReduzierungderLaufzeitläßtsich
dadurcherreichen,daß nach Elimination einesKnotens � der neueGrad aller Knoten (������� � m���� » � ½ nur approximativ berechnetwird (vgl. Amestoy et al. [1] oderGilbert et al. [59]).
Sei dazuwieder

@ 
 der Quotientengraphvon �#
 und �43 dasneuentstandeneCliquenelement.
In demApproximate-Minimum-Degree-Algorithmus( ���^� ) von Amestoy et al. [1] wird für (
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zun̈achstderWert

��������� m » �43 ½ � Á Ùj��Ú j¡ ¢ j�£ �)¤ k¦¥ m ��������� m
» � ½ �Z�!���n� m » �43 ½ � (4.5)

berechnet.DieserWertwird anschließendumdieZahlderKnoten (P§ erḧoht,diemit ( übereine
Vertex-Vertex-Kante verbundensind. Man erḧalt so eine obereSchranke �4ü�ü_¨ çª© ��û è � m » ( ½�«��û è � m » ( ½ . Dabeikannesdurchdie Summenbildungin (4.5)zuMehrfachz̈ahlungenkommen.

In Abbildung4.1(rechts)ist diesbeispielsweisebei der Berechnungvon �4ü�ü_¨ çª© ��û è � m » (�w ½
derFall. Der Knoten (�w ist übereineDomain-Vertex-Kantemit denElementen� ± und � ³ ver-
bunden.In dieSummenbildunggehendaher����� � m » �ø± ½ ������� � m » �¬3 ½ und ����� � m » � ³ ½ ������� � m » �43 ½
ein. BeideMengensind jedochnicht disjunkt.Der Knoten 2 Ä ist in beidenMengenenthalten.
Daherist derWert �4ü�ü_¨ ç© �Æû è � m » (�w ½ ist umeinshöheralsderexakteKnotengrad.

Man beachte,daßesdurchdie Einbeziehungaller Knoten ( § , die mit ( übereineVertex-
Vertex-Kanteverbundensind,nicht zu Mehrfachz̈ahlungenkommenkann.NachKonstruktion
derQuotientengraphenexistiertdieKante

» ( ¿ ( § ½ nämlichnurdann,wenneskeinCliquenelement� gibt mit
» � ¿ ( ½ � D 
 und

» � ¿ (Y§ ½ � D 
 . Der Knoten (P§ kannalsonicht in (4.5)auftreten.

Unter der Voraussetzung,daß ������� � m » � ½ � für alle Cliquenelemente� bekanntist, ben̈otigt
manfür denDegree-Update-Schrittinsgesamt

å »C® � k¯±°±²´³ m ¢ j¡  ¤ ��û è � » ( ½�½ Zeiteinheiten.Im Ge-

gensatzdazukostetdie Berechnungder exaktenKnotengradeZeit
å » ® � k¦¯±°±²´³ m ¢ j   ¤ ��û è � m » ( ½�½ .

In der Regel ist ��û è � » ( ½ sehrviel kleiner als ��û è � m » ( ½ , so daßdie approximative Berechnung
zu einererheblichenBeschleunigungdesAlgorithmusführt. Die Qualiẗat der Orderingsleidet
darunternicht.µ
4.1.2.2 Der Minimum-Deficiency-Algorithmus

Im GegensatzzumMinimum-Degree-wurdedemMinimum-Deficiency- oderMinimum-Local-
Fill-Algorithmus( �^¶ ) weit wenigerAufmerksamkeit geschenkt.Diesliegt haupts̈achlichdaran,
daßdieBerechnungvon �Æû)· » � ½ sehrviel aufwendigerist alsdieBerechnungvon ��û è » � ½ . Darüber
hinausbeinflußtdie EliminationeinesKnotens� nicht nur die Unzul̈anglichkeit aller Nachbarn( von � , sondernauchdie aller Nachbarn2 von ( . Nach Elimination von � muß daherdie
Unzul̈anglichkeit allerKnotenim Abstandzwei von � neuberechnetwerden.

HistorischgesehenwurdederMinimum-Deficiency-Algorithmusunterscḧatzt.Man glaubte
viele Jahre,daßim VergleichzumMinimum-Degree-Algorithmusdie GüteeinesOrderingsnur
marginal verbessertwird (vgl. z.B. Duff et al. [33]). NeuereUntersuchungenbelegen jedoch
(sieheMeszaros[103] sowie Rothberg undEisenstat[125]), daßder Minimum-Deficiency-Al-¸

Werdendie approximativenKnotengradenachGilbert et al. berechnet,soverschlechtertsichdie Qualiẗat der
OrderingszumTeil erheblich.



46 Kapitel 4. Ordering-Verfahrenfür beliebigeGraphen

gorithmusfür vieleGraphenerheblichbessereOrderingsproduziert.Aufgrundderextremhohen
Laufzeitist derAlgorithmusjedochnicht in derPraxiseinsetzbar.

Die Unzul̈anglichkeit einesKnotenskannaberalsTie-Breaker in einemMinimum-Degree-
Algorithmusbenutztwerden(vgl. z.B. Cavers[25] oderMeszaros[103]). Dannist die Berech-
nungvon ��û)· » � ½ nur für Knotenmit minimalemGraderforderlich.Wie bereitsamBeispieldes
Torusgesehen,läßtsich mit Hilfe dieserTie-Breaking-Strategie die Güte einesMinimum-De-
gree-Orderingserheblichverbessern.Leiderist dieseherdieAusnahmealsdie Regel.

DerErfolg desMinimum-Deficiency-Verfahrensberuhtdarauf,daßneuentstehendeGebiete
sopositioniertwerden,daßsiemit bereitsexistierendenGebieteneingroßesRandsegmentteilen.
Die Gebieteheißendannwohl positioniert(well aligned). Wohl positioniertenGebieteermögli-
chenin sp̈aterenEliminationsschrittendie Bildung von Gebietenmit einemgroßenVerḧaltnis
vonInhaltzuUmfang.In einemMinimum-Degree-Algorithmusmit einerMinimum-Deficiency-
Tie-Breaking-Strategie könnenjedochnur solcheElementewohl positioniertwerden,die durch
Eliminationvon Knotenmit minimalemGradentstehen.

Eine Möglichkeit, die Laufzeit des Minimum-Deficiency-Algorithmus zu reduzieren,be-
stehtin der approximativenBerechnungder Unzul̈anglichkeit einesKnotens.Sei wieder � der
aus �1
)vPw eliminierte Knoten.Wie beim Minimum-Degree-Algorithmuswird zun̈achstfür je-
denKnoten (¹�º����� � m���� » � ½ der neueKnotengrad�Æû è � m » ( ½ berechnet.Bezeichne�)� denSu-
perknoten,dessenRepr̈asentant( ist. Dann ist »¼6½��û è � m » �)� ½ der externeKnotengradvon (
und wÄ » » »���8 ½ eineobereSchranke für ��û]· � m » ( ½ . Da ����� � m���� » � ½ eineClique in �1
 bildet mit�)�[�¾�!��� � m���� » � ½ , kann die obereSchranke reduziertwerdenauf wÄ » » »��º8 ½ � wÄ�¿ » ¿ �º8 ½ mit

¿ 6R���!��� � m��!� » � ½ �À�]�P� .
Rothberg und Eisenstat[125] benutzendie verbesserteobereSchranke zur Formulierung

einigersehreffektiver Knotenauswahlstrategien.JedeAuswahlstrategie ist durcheineFunktionú"Á ç ¨�û#Â �NÃ �ÅÄ beschrieben.Beim Übergangvon �#
]vPw nach �1
 wird dannimmerein Knoten �
mit minimalemScore-Werteliminiert. In Abhängigkeit vonderAuswahlstrategieberechnetsich
derneueScore-Wert einesKnotens(K�S����� � m���� » � ½ wie folgt:

1. Approximate-Minimum-Local-Fill (AMF)

ú"Á ç ¨�û)Æ_ÇÉÈ » ( ½ 6 » » »#�G8 ½ � ¿ » ¿ �[8 ½Ê Å (4.6)

2. Approximate-Minimum-Mean-Local-Fill (AMMF)
Wird derKnoten ( zueinemsp̈aterenZeitpunkteliminiert,soist dieUnzul̈anglichkeit der
in �)� verbleibendenKnotengleich null. Im Schnittverursachtalsodie Elimination aller
Knotenaus�)� nur

°ÌËÎÍÐÏ m ¢ �)¤Ñ ÒÐÓ�Ñ zus̈atzlicheKanten.Diesmotiviert die Score-Funktion

ú"Á ç ¨�û¦Æ`Ç�ÇÉÈ » ( ½ 6 únÁ ç ¨�û¦Æ_ÇÉÈ » ( ½� �)�_� Å (4.7)
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3. Approximate-Minimum-Increase-in-Neighbor-Degree(AMIND)
Durchdie Eliminationaller Knotenaus �)� entstehen�Æû)· � m » ( ½ neueKanten,die zu einem
Knotenaus����� � m » �]� ½ inzidentsind.Zugleichwerdenjedochauch» ·�� �)�`� Kantengelöscht,
die zu einemKnoten aus �!��� � m » �)� ½ inzident sind. Daherkann ú"Á ç ¨�û)Æ_ÇÉÈ » ( ½ modifiziert
werdenzu ú"Á ç ¨�û¦Æ`ÇÉÔÖÕ`× » ( ½ 6+ú"Á ç ¨�û¦Æ`ÇÉÈ » ( ½ ��»¸·_� �]�P� Å (4.8)

Alle drei Auswahlstrategien begünstigenein weiteresAnwachsenbereitsgroßerGebiete.Ver-
gleichbareinemGraph-Growing-Verfahrenwächstein Gebietin mehrerenaufeinanderfolgen-
denEliminationsschrittendurchEinverleibenaller benachbartenkleinerenGebiete.Der Prozeß
stoppt,sobalddasGebieteinegewisseGrößeerreichthatundwird dannaneineranderenStelle
desGraphenerneutgestartet.

Sowohl durcheinenMinimum-Deficiency-, als auchdurcheinenauf denAuswahlstrategi-
en �%�^¶ , �%�^�^¶ oder ���KØ�Ù<� beruhendenAlgorithmus wird die Entstehungvon Gebieten
mit einemgroßenVerḧaltnis von Inhalt zu Umfang begünstigt. Im erstenFall geschiehtdies
durchBildungwohl positionierterGebiete,im zweitenFall durchkurzfristigeKonzentrationdes
Wachstumsaufein bestimmtesGebiet.

4.1.3 Top-down-Verfahren

DasamweitestenverbreiteteTop-down-VerfahrenenistderNested-Dissection-Algorithmus( ÙA� )
vonGeorgeundLiu (vgl. George[48] sowie GeorgeundLiu [51]). Wie bereitsin Abschnitt2.3.2
beschriebenbestehtdie grunds̈atzlicheIdeedesVerfahrensdarin, eineKnotenmengeÚ�� �
zu finden,durch derenEntnahme� in zwei Teilgraphen� »ÜÛ ½ und � »�Ýe½

zerf̈allt mit
� 6Ú	; Û ; Ý

und � Û � ¿ � Ý � � Þ � � � , Ï�� Þ � 8 . Im folgendenbezeichnenwir eine solche
Partitionierungvon � mit

» Ú ¿ Û ¿ Ýe½
. Der Algorithmus wird dannrekursiv für jedenzusam-

menḧangendenTeilgraphenvon � »CÛ ½ und � »�Ýe½
aufgerufenbis ein Teilgraphwenigerals á �

Knotenentḧalt.DadieKnotenin Ú vor denKnotenin
Û ; Ý numeriertwerden,bautderNested-

Dissection-AlgorithmusdenEliminationsbaumvonderWurzelzudenBlätternauf.

Im GegensatzzumMinimum-Degree-oderMinimum-Deficiency-AlgorithmusstelltdasNe-
sted-Dissection-Verfahrenmehrein Ordering-Framework daralseinenexakt spezifiziertenAl-
gorithmus(vgl. auchHendricksonundRothberg [72]). Vor einerImplementierungmüsseneine
Reihevon Fragenbeantwortetwerden.Insbesonderemußgekl̈art werden,wie die Knotensepa-
ratorenkonstruiertwerdensollen.Weitere,nichtminderwichtigeFragensind:5 Wie großsoll á � gewähltwerden,d.h.wievieleKnotenmußeinTeilgraphenthalten,damit

für ihn ein Knotenseparatorkonstruiertwird?5 Wie soll
Þ

gewähltwerden,d.h. wie wichtig ist einebalancierteAufteilung dereinzelnen
Teilgraphen.
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Im folgendenbeschreibenwir kurz die wichtigsten,ausder Literatur bekanntenVerfahrenzur
KonstruktionundMinimierungvon Knotenseparatoren.

4.1.3.1 Konstruktion einesinitialen Knotenseparators

VerfahrenzurGraph-Partitionierungwerdenüblicherweisein zwei Klasseneingeteilt:konstruk-
tive Verfahrenund iterativeVerfahren. KonstruktiveVerfahrennehmendenGraphen� alsEin-
gabeund bestimmeneineninitialen Knotenseparator

”
from scratch“ . DieserKnotenseparator

kann dannmit Hilfe einesiterativen Verfahrensweiter minimiert werden.Bevor wir uns im
nächstenAbschnittmit iterativen Verfahrenbescḧaftigen,stellenwir zun̈achstzwei leistungs-
starke Methodenzur Konstruktionvon Knotenseparatorengenauervor. Es handeltsich dabei
um die Multilevel- unddie Gebietszerlegungsmethode.Andere,in derLiteraturerwähnte,kon-
struktive Verfahrenberuhenauf der Spektral-(vgl. Barnardund Simon[17], Hendricksonund
Leland [69] sowie Pothenet al. [113]) oderder Graph-Growing-Methode(vgl. Goehringund
Saad[62]). Wir werdenauf dieseMethodenjedochnichtnähereingehen.

Die Multilevel-Methode In denvergangenenJahrenwurdenMultilevel-Verfahrensehrerfolg-
reich zur Konstruktionvon Kantenseparatoren eingesetzt(vgl. z.B. Bui und Jones[24], Hen-
dricksonund Leland[70], Karypis und Kumar[78] oderMonien et al. [104]). Ein Multilevel-
Verfahrenbestehtausdrei Phasen.In der erstenPhasewird ausgehendvon � eineFolge im-
merkleinererGraphenkonstruiert.Ziel ist dabei,die strukturellenEigenschaftenvon � soweit
wie möglich zu erhalten.Ist � beispielsweiseein quadratischesGitter, sosolltenauchdie klei-
nerenGraphenein quadratischesGitter darstellen.Üblicherweisewird zur Schrumpfungder
GrapheneineTechnik angwandt,die auf einerKontraktionder Kantenberuht.Dabeiwerden
die zwei zu einerKante inzidenteKnotenzu einemneuenKnotenzusammengefaßt.Der Ver-
gröberungsprozeßstoppt,wennin einemGraphennurnochwenigeKnotenvorhandensind.An-
schließendwird in Phasezwei für denkleinstenGraphenderFolgeein initialer Kantenseparator
bestimmt.Im darauffolgendenVerfeinerungsprozeß(Phasedrei) wird der Kantenseparatorin
denjeweilsgrößerenGraphen̈ubertragenundmit Hilfe einesiterativenVerfahrenswie z.B. der
Kernighan-Lin-oderderFiduccia-Mattheyses-Heuristik[42, 81] optimiert.Die Software-Pakete
CHACO [68], METIS [79], PARTY [115] und WGPP [64] stelleneineReiheunterschiedlicher
Verfahrenfür dieSchrumpfungs-,initiale Partitionierungs-unddieVerfeinerungsphasebereit.

Zur BerechnungeinesNested-Dissection-Orderingsben̈otigenwir jedochKnoten-undkeine
Kantenseparatoren.Viele ältereNested-Dissection-Verfahrenbestimmenzun̈achstmit Hilfe der
Multilevel-MethodeeinenKantenseparator

� § und leiten dannhierauseinenKnotenseparatorÚ ab (vgl. z.B. Bui und Jones[24], Karypis und Kumar[78], Raghavan [116] sowie Schulze
et al. [129]). Ú bestehtdabeiauseinerTeilmengeder zu

� § inzidentenKnoten.Da die Größe
einesKantenseparators

� § unddieGrößeeinesaus
� § abgeleitetenKnotenseparatorsÚ in keiner

direktenBeziehungzueinanderstehen,produzierendieseVerfahrenoftmalssehrviel mehrFill-
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in als ein Minimum-Degree-Algorithmus.Dies liegt auchdaran,daßKnotenmit hohemGrad
in der Regel nicht inzidentzu einerKanteaus

� § sind. Die Knotengeḧorendamit auchnicht
zueinemaus

� § abgeleitetenKnotenseparator. Esgibt jedochkeinenGrund,warumKnotenmit
hohemGradbei der KonstruktioneinesKnotenseparatorsunber̈ucksichtigtbleibensollten. In
derTat kannesbei derBerechnungeinesOrderingsdurchaussinnvoll sein,dieseKnoteneinem
Separatorzuzuordnen,da ihre Elimination einegroßeClique erzeugt(vgl. z.B. Ashcraft und
Liu [12] oderHendricksonundRothberg [72]).

In neuerenNested-Dissection-VerfahrenwerdendaherdieKnotenseparatorendirektkonstru-
iert. Dazuwird ein Multilevel-Ansatzbenutzt,der demzur Konstruktionvon Kantenseparato-
ren sehrähnlich ist (vgl. Gupta[65], Hendricksonund Rothberg [72] sowie Karypis und Ku-
mar[79]). Auchhierwird derGraphmit Hilfe einesKantenkontraktionsverfahrensgeschrumpft.
In demsoverkleinertenGraphenbestimmtmandannjedochsoforteinenKnotenseparator. Die-
ser initiale Knotenseparatorwird in dendarauffolgendenVerfeinerungsschrittenmit Hilfe ei-
nergeeignetenHeuristikoptimiert.AshcraftundLiu [10] schlagendazueineleicht modifizierte
VersiondesFiduccia-Mattheyses-Algorithmusvor. DerAlgorithmuswird im nächstenAbschnitt
genauervorgestellt.

Die GebietszerlegungsmethodeIm Gegensatzzu demmehrstufigenMultilevel-Verfahrenbe-
nutzenAshcraft und Liu [12] einenzweistufigenAnsatzzur Konstruktionder Knotensepara-
toren. In einemerstenSchritt wird die Knotenmenge

�
desGraphen� partitioniert in

� 6ß� ;	�Uwà; ÅQÅ�Å ;7�4á mit ����� � » � \�½ � ß�
für alle 8 � ¼ �ãâ

. Die Menge
ß�

heißt Multisek-
tor. Durch Entnahmeder Knoten aus

ß�
zerf̈allt � in die zusammenḧangendenTeilgraphen� » �Uw ½ ¿ ÅQÅQÅ ¿ � » �4á ½ .

NachdemeineGebietszerlegung
» ß� ¿ �Qw ¿ ÅQÅQÅ ¿ �¬á ½ bestimmtwurde,wird in einemzweiten

Schritt jederMenge � \ eineFarbeaus ��ädåL�Eæàç ¿"è:é Øëêíìí� zugeordnet.Hieraufbasierendwer-
dendieKnoten ��� ß�

desMultisektorswie folgt gef̈arbt:

Á çkæ.ç ¨ » � ½ 6 îïñð ädåL�Eæàç ¿ falls für alle � mit �U�a�!��� � » � ½ gilt Á çkæ.ç ¨ » � ½ 6�äàå��Eæàçè:é Øëêíì ¿ falls für alle � mit ���S����� � » � ½ gilt Á çkæ�ç ¨ » � ½ 6 è:é Øëêíìò1ó � ô ¿ sonst.
(4.9)

Sindalsoalle Mengen � mit �X�T����� � » � ½ schwarz (weiß)gef̈arbt,soerḧalt auch � die Farbe
schwarz (weiß). Gibt es jedochzwei Mengen � \ ¿ � b mit �N�õ����� � » � \�½ ¿ �N�ö�!��� � » � b6½ undÁ ç4æ.ç ¨ » � \'½ þ6¹Á çkæ�ç ¨ » � b�½ , soerḧalt � die Farbegrau.Auf dieseWeiseinduziertjedeFärbungvon�Uw ¿ ÅQÅ�Å ¿ �4á eineMenge Ú¼� ß�

vongraugef̈arbtenKnoten.

Um zu garantieren,daßdie graugef̈arbtenKnoteneinengültigen Knotenseparatordarstel-
len, müssendie Knotenaus

ß�
in geeigneterForm zu Segmentenzusammengefaßtwerden.Wir

werdenauf die Segmentbildungin Abschnitt4.2.1nocheinmalgenauereingehenundihre Not-
wendigkeit an einemBeispiel illustrieren.Als Ergebniserḧalt man eine Partitionierung

ß� 6
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� w ; Å�ÅQÅ ; �Y÷ , �P\ = �eb 6R? , ¼ þ6Nø , desMultisektors.Analogzu (4.9) kannnun jedemSegment�_\ � ß�
die Farbe

Á ç4æ.ç ¨ »��_\'½ 6 îïñð ädåL�Eæàç ¿ falls für alle � mit
�P\ =h����� � » � ½ þ6f? gilt Á çkæ.ç ¨ » � ½ 6fäàå��Eæàçè:é Øëêíì ¿ falls für alle � mit
�_\ =^����� � » � ½ þ6f? gilt Á çkæ�ç ¨ » � ½ 6 è:é Øëêíìò1ó � ô ¿ sonst

(4.10)

zugeordnetwerden.Jetztstellt die Menge Ú[6R����� ß�ù� g �_\ � ß�
mit ��� �_\

und Á çkæ.ç ¨ »��_\'½ 6ò1ó � ôú� einengültigenKnotenseparatorfür alle Färbungenvon �Uw ¿ ÅQÅQÅ ¿ �4á dar.

Zur KonstruktioneinerGebietszerlegung
» ß� ¿ �Uw ¿ ÅQÅQÅ ¿ �¬á ½ benutzenAshcraftund Liu eine

randomisierte,aufBreitensuchebasierendeGreedy-Methode.AnschließendwerdendieMengen�Uw ¿ ÅQÅ�Å ¿ �4á mit Hilfe einerspeziellenHeuristikgef̈arbt.Ziel ist dabeieineFärbungzufinden,die
dieGrößedesinduziertenKnotenseparatorsÚ minimiert.ZumSchlußwird Ú mit Hilfe derweiter
untenbeschriebenenNetzwerk-Fluß-Technik geglättet.DazuwerdenNetzwerke konstruiert,die
ausbiszusiebenSchichtenbestehen(vgl. AshcraftundLiu [12, 13]).

4.1.3.2 Minimierung einesKnotenseparators

GenaugenommenbestehtdasZiel eineriterativenVerbesserungsheuristiknicht in derMinimie-
rung einesKnotenseparatorsÚ , sondernin der Optimierungeiner Partitionierung

» Ú ¿ Û ¿ ÝË½
.

In die BewertungeinerPartitionierunggehennormalerweisedie GrößedesSeparatorsunddie
Balanceein. Um zu entscheiden,ob einePartitionierung

» Ú ¿ Û ¿ Ýe½
besseroderschlechterist

als einezweite Partitionierung
» Ú § ¿ Û § ¿ Ý § ½ , wird eine Bewertungsfunktionû ben̈otigt. Diese

Funktiongewichtetdie in derRegel in Konflikt stehendenZielkriterien
”
MinimierungdesKno-

tenseparators“ und
”
MaximierungderBalance“ . Die WahleinergeeignetenBewertungsfunktion

ist nicht einfachund mußim Kontext desübergeordnetenOrdering-Prozessesgesehenwerden
(vgl. auchRothberg [123]).

Die OptimierungeinerPartitionierung
» Ú ¿ Û ¿ ÝË½

geschiehti. allg. durchdie Berechnungei-
nesneuenKnotenseparatorsÚ § mit der Eigenschaft�ñÚ §Ü� � �&Ú<� . Man hofft, daßdie Minimie-
rung desKnotenseparatorsÚ auchzu einerVerbesserungder Partitionierung

» Ú ¿ Û ¿ Ýe½
führt.

Grunds̈atzlich unterscheidedman zwischenzwei Minimierungstechniken (vgl. Ashcraft [4]):
HeuristischeMethoden, diein mehrerenSchrittenversuchendurchVerschiebeneinzelnerKnoten
einenbesserenSeparatorÚ § zufindenunddirekteMethoden, die in einemSchrittdurchVerschie-
beneinerganzerKnotenmengedenbestenSeparatorin derNachbarschaftvon Ú bestimmen.

Heuristische Methoden Die Algorithmen von Kernighan,Lin [81] und Fiduccia,Matthey-
ses[42] geḧorenzu denam häufigstenverwendetenVerfahrenzur Minimierung von Kanten-
separatoren.Beide Algorithmen bestehenauszwei ineinandergeschachteltenSchleifen.Der
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Kernighan--Lin-Algorithmuswählt in derinnerenSchleifePaarevon zuverschiedenenKompo-
nentengeḧorendenKnotenaus,vertauschtihre Positionlogischundsperrtsie.Dieselogischen
Vertauschungenwerdenso langewiederholtbis alle Knoten gesperrtsind. Die Besonderheit
desAlgorithmus bestehtdarin, währendder logischenVertauschungeneineVerschlechterung
der Bisektionsweitezuzulassen,in der Hoffnung zu einemsp̈aterenZeitpunkteinenviel bes-
serenKantenseparatorzu finden.Nachdemalle Knotengesperrtsind, wird diejenigeSequenz
von logischenVertauschungenberechnet,die zu demkleinstenKantenseparatorführt. Ist dieser
Kantenseparatorbesserals der urspr̈ungliche,so werdendie entsprechendenKnotenphysisch
vertauschtunddie innereSchleifewird erneutgestartet.

Zur BeschleunigungdesAlgorithmus schlagenFiducciaund Mattheysesvor, in der inne-
renSchleifenur Verschiebungenvon KnotenstattpaarweiseVertauschungenzu betrachten.Die
innereSchleifekanndannin Zeit

å »Üü�½
ausgef̈uhrt werden,wobei

ü
die Anzahl der Kantenin� bezeichnet.In state-of-the-artImplementierungenwerdenviele zus̈atzliche

”
Tricks“ ange-

wandt,um die Laufzeit und Effektivität desKernighan-Lin-Algorithmusweiter zu verbessern
(vgl. CHACO [68], METIS [79], PARTY [115] undWGPP [64]).

Die VorgehensweisedesFiduccia-Mattheyses-Algorithmuskannsehreinfachauf Knotense-
paratoren̈ubertragenwerden.Der Vertex-Fiduccia-Mattheyses-Algorithmuswählt in jederItera-
tion der innerenSchleifeeinenKnoten �T�ºÚ aus,verschiebtihn nach

Û
oder

Ý
und sperrt

ihn. Bei einerVerschiebungnach
Û

müssenalle Knoten (¼�[����� � » � ½ = Ý in denSeparatorÚ
eingef̈ugt werden.Daherändertsich dasGewicht desSeparatorsÚ um denWert (wir nehmen
an,daßG gewichtetist)

è �!ýÿþ������ » � ½ 6R� ���ª� Ù� k¯±°±² Ï ¢ 3n¤��	� � (�� Å
Analogberechnetman è ��ý´þ ��� � » � ½ , sodaßjedemKnoten �X�[Ú zwei Gain-Wertezugeordnet
sind.Basierendauf diesenWertenkannnuneineSequenzvon Knotenverschiebungenbestimmt
werden,die zueinemminimalenSeparatorführt.

Wurde � nach
Û

verschoben,so müssendie Gain-Werte aller Knoten (��õ�!��� � » � ½ = Ý
berechnetwerden.Darüberhinausmüssendie Gain-Wertealler Knoten 2½�¹Ú neuberechnet
werden,diezueinemKnoten (^������� � » � ½ = Ý benachbartsind.Da jederKnotenin derinneren
Schleifenureinmalverschobenwird, verursachtdieBerechnungderGain-Werteinsgesamteinen
Aufwandvon

å »Cü�½
(vgl. HendricksonundRothberg [72]). BenutztmanzurSortierungderGain-

WerteeinenHeap, sokanndie innereSchleifedesVertex-Fiduccia-Mattheyses-Algorithmusin
Zeit

å »Üü æ�çkè á ½ ausgef̈uhrtwerden.Dabeibezeichnetá dieAnzahlderKnotenin � . Manbeachte,
daßdie höhereLaufzeitdesVertex-Fiduccia-Mattheyses-Algorithmuseinzigundallein auf die
Knotengewichte zurückzuf̈uhrenist, da in diesemFall die Gain-Wertenicht wie von Fiduccia
undMattheysesvorgeschlagenmit Hilfe vonBucketssortiertwerdenkönnen.
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Direkte Methoden Ein völlig andererAnsatzzur Minimierungvon Knotenseparatorenwurde
von Liu [94] vorgeschlagen.Zur BeschreibungdesVerfahrensben̈otigenwir einigezus̈atzliche
Definitionenausder Graphentheorie:Ein ungerichteterGraph �6 »�� ¿�� ½

heißtbipartit, falls
eseinePartitionierung

� 6 � w ; � Ä , � w = � Ä 6õ? , gibt, sodaßfür jedeKanteaus
�

einerder
Knoten in

� w und der anderein
� Ä liegt. Eine Menge


 � �
heißtMatching, wenn in dem

Graphen
»C� ¿ 
 ½

jederKnotenhöchstensdenGradeinsbesitzt.Ein maximumMatching ist ein
MatchingmaximalerKardinaliẗat.Ein Knoten �^� �

heißtfrei, wenner nicht inzidentzu einer
Kanteaus



ist. Ein alternierenderWeg ist eineinfacherWeg in � , deraneinemfreienKnoten

startetunddessenKantenabwechselndzu
� � 
 undzu



geḧoren.Ein alternierenderWeg,

der auchan einemfreien Knotenendet,heißterweiternderWeg. SchließlichheißteineMenge¯¹� �
Vertex-Cover, falls jedeKanteaus

�
zumindestenseinemKnotenaus̄ inzidentist. Ein

minimumVertex-Cover ist ein Vertex-CoverminimalerKardinaliẗat.

Sei � ein ungewichteterGraphund
» Ú ¿ Û ¿ Ýe½

einePartitionierungvon � . Es gelte � Û � «� Ý � . Wir betrachtendendurch Ú und
Û §A6¾�!��� � » Ú ½ = Û

induziertenbipartitenGraphen� .
JedesVertex-Cover in � definierteinenKnotenseparatorin � . Ziel desvon Liu beschriebenen
Algorithmusist deshalb,ein minimumVertex-Cover in � zu finden.Dazuwird ausgehendvon
demVertex-Cover Ú nacheinerMenge���:Ú mit ��ù�Ü����������� » � ½ ���jÏ gesucht.Esgilt nämlich:�ÚõÂÅ6 » Ú¼��� ½ ;À����� � » � ½ ist wiederein Vertex-Cover und � �Ú����¾�ñÚ<� . Zur Bestimmungeiner
solchenMenge � wird ein maximumMatching



in � berechnet.Die Knotenaus Ú können

dannin drei disjunkteMengenÚ Ò , Ú�� , Ú�� aufgeteiltwerdenmitÚ Ò 6N�	�1�aÚ � � ist übereinenaltern.Weg von einemfreienKnotenaus Ú erreichbar� ¿Ú��76N�	�1�aÚ � � ist übereinenaltern.Weg von einemfreienKnotenaus
Û § erreichbar� ¿Ú�� 6�Úa� » Ú Ò ;�Ú�� ½ Å

Die Aufteilung ÚN6 Ú Ò ;ÀÚ��7;�Ú�� heißtDulmage-Mendelsohn-Dekomposition. Nach[39] ist
die Aufteilung unabḧangig von der Wahl desmaximumMatchings.Darüber hinausgilt (vgl.
AshcraftundLiu [13] sowie PothenundFan[112])�ñÚ Ò ����������� � » Ú Ò ½ ����Ï ¿ falls Ú Ò þ6�? ¿�ñÚ Ò ������������� » Ú Ò ½ ��6��ñÚ Ò ;^Ú���������������� » Ú Ò ;^Ú�� ½ � Å
Falls esalsoin Ú einenfreienKnotengibt ( Ú Ò þ6V? ), soerḧalt manein kleineresVertex-Cover�Ú , indem Ú Ò durch ������� » Ú Ò ½ oder Ú Ò ;�Ú�� durch ������� » Ú Ò ;�Ú�� ½ ersetztwird. Abbildung 4.2
verdeutlichtdiesaneinemBeispiel. NachderSubstitutionsindalle KnotendesVertex-Covers�Ú zueinerKantedesMatchingsinzident.Die Kardinaliẗatvon

�Ú entsprichtalsoderKardinaliẗat
desmaximumMatchings.NachKönig [86] ist daher

�Ú bereitseinminimumVertex-Cover.

Die Idee,KnotenseparatorenmittelseinesVertex-Coverszu bestimmen,gehteigentlichauf
LeisersonundLewis [88] zurück. Im GegensatzzuLiu berechnensiejedochein minimalesVer-
tex-Coverin � . NachHopcroftundKarp[75] kostetdieBerechnungeinesmaximumMatchings
unddamitdie BerechnungeinesminimumVertex-Coversnur

å »Cü ��� á � ½ Zeiteinheiten.Dabei
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Abb. 4.2: Bipartiter Graph � mit maximumMatchingund Vertex-Cover. Die Matching-Kantensind in
Fettdruckdargestellt,unddie KnotendesVertex-Coverssindgraugef̈arbt.(a) zeigtdasinitiale
Vertex-Cover. Es gilt � Ò �"!$# ± � #$% � # ³ � # ë'& , � � �(!$# w � # Ä � # Ó � #$) & und � � �*!$#$+ & . (b) und
(c) zeigendasVertex-Cover ,� nachSubstitutionvon � Ò mit -/.'0 � í1� Ò ð , bzw. nachSubstitution
von � Ò32 � � mit -/.'0 � í1� Ò42 � � ð .
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Abb. 4.3: Zwei KopiendesausdembipartitenGraphen� konstruiertenNetzwerks5 . Der Einfachheit
halbersei angenommen,daßdie Kanten í764� # ð , #98 � , und í;:=�=<&ð , : 8?> § , die Kapaziẗat eins
haben.Alle Kantenüberdie derberechnetemaximaleFlußfließt sind in Fettdruckdargestellt.
In der linken Kopie sind alle Knoten,die ausgehendvon 6 über benutzbareKantenerreicht
werdenkönnen,graugef̈arbt. Zu dem minimal gewichtetenVertex-Cover geḧoren alle nicht
graugef̈arbtenKnotenaus � und alle graugef̈arbtenKnotenaus > § . Die rechteKopie zeigt
alle Knoten,die ausgehendvon < über benutzbareKantenerreichbarsind. Zu dem minimal
gewichtetenVertex-Cover geḧorenjetzt alle graugef̈arbtenKnotenaus � und alle nicht grau
gef̈arbtenKnotenaus> § .
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bezeichnet@/A die Anzahlder Kantenund BCA die Anzahlder Knotenin D . Deswegenwird in
derPraxisLius VariantederVorzuggegeben.

Ist E gewichtet,so mußein minimal gewichtetesVertex-Cover bestimmtwerden.Dies ge-
schiehtmit Hilfe einesNetzwerk-Fluß-Algorithmus. Dazuwird ausdembipartitenGraphenD
wie folgt ein NetzwerkF konstruiert:

1. Fügezwei ausgezeichneteKnoten G (Quelle)und H (Senke) mit denKanten IJGLKNMPO , MRQTS ,
und IVU/KWH�O , UXQZY\[ ein. Die Kante I1G�KNMPO erḧalt die Kapaziẗat ]^I1G�K_M�O\`bacMda und die KanteIJUPK�H�O die Kapaziẗat ]	IVU/KWH�Oe`fa Uga .

2. Alle Kanten IVMgK_UhO zwischenS und Y\[ erhaltendie Kapaziẗat ]	IiMgKWj�Oe`Zk undalle KantenIJUPK_M�O zwischenY [ und S werdengelöscht.

In F wird zun̈achstein maximalerFluß bestimmt.Anschließendwird mit Hilfe einerBreiten-
suche,die an demKnoten G (oder H ) startetund überbenutzbare Kantenl führt, ein minimaler
Schnitt bestimmt.Zu demoptimalen,d.h. minimalgewichtetenVertex-Covergeḧorendannalle
Knotenaus SnmnYo[ , die inzidentzu einerüberdenSchnittführendenKantesind.Abbildung4.3
verdeutlichtdie VorgehensweiseaneinemBeispiel.

Mit Hilfe desDinic-Algorithmuskannein maximalerFluß unddamit ein minimal gewich-
tetesVertex-Cover in Zeit p9IV@/AqBCrA O berechnetwerden(vgl. Ahuja et al. [16]). Im gewichteten
Fall verursachtdie BerechnungeinesoptimalenVertex-Coversalsosehrviel mehrAufwandals
im ungewichtetenFall. Die Netzwerk-Fluß-Technikhat jedochgegen̈uberder Dulmage-Men-
delsohn-DekompositioneinenentscheidendenVorteil: siekannauchzur Bestimmungeinesop-
timalenVertex-Coversin einemausmehralszwei SchichtenbestehendenNetzwerkverwendet
werden(vgl. AshcraftundLiu [13]). Damit ist esmöglich einegrößereNachbarschaftvon S zu
durchsuchen.Die obenvorgestellteGebietszerlegungsmethodemachthiervon Gebrauch.

Abschließendsei angemerkt,daßmit der Vertex-Cover-Technikauchein KnotenseparatorS auseinemKantenseparators [ abgeleitetwerdenkann.Dazu betrachtetman den durch s [
induziertenbipartitenGraphen.

4.1.4 Multisection-Verfahren

In einemBottom-up-Verfahrenwie Minimum-Degreewird der als nächsteszu eliminierende
Knotenmit Hilfe einer lokalenKnotenauswahlstrategie bestimmt.Der Algorithmuskannnicht
voraussehen,welchenEinflußdieEliminationeinesKnotensaufdieBildungzukünftigerGebiete
hat.DieseSchẅachenutzenBermanundSchnittger[21] beiderKonstruktionihressuboptimalen
Minimum-Degree-Orderingsfür quadratischeGitter aus.Ihr Orderingist sokonzipiert,daßGe-
bietemit einem

”
fraktalen“ (alsoeinemsehrgroßen)Randentstehen.Demgegen̈uberist Georgest

Bezeichneu�v�w_x denFlußüberdie Kante w . Dannheißt wzyTv�{�|V}~x benutzbar, falls w eineKanteaus � ist mit� v�{�|V}~x���u�v�{d|J}/x��9� , oderfalls v�}	|V{gx eineKanteaus � ist mit u�v�}	|V{gxC��� .
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Abb. 4.4: Die oberstenSeparatorenin einemrechteckigenGitter. ZuerstwurdederSeparator��� konstru-
iert (Ebene� ), danachdie Separatoren���N��� r (Ebene� ) und �1���$�����$� (Ebene� ).

Nested-Dissection-Orderingfür BT�?B -Gitter bis auf einenkonstantenFaktor optimal.Werden
die Separatorenentsprechendihrer Rekursionstiefeeliminiert, so entstehenGebietemit einem

”
glatten“ Rand.

Die SchẅacheeinesTop-down-Verfahrenswie Nested-Dissectionkann am bestenanhand
eines ����B -Gittersmit großemAspekt-Ratioillustriert werden.Für dieseGitter produziertein
Minimum-Degree-OrderingwenigerFill-in als ein Nested-Dissection-Ordering.Im Extremfall��`�� liefert derMinimum-Degree-Algorithmussogarein perfektesOrdering,wohingegenNe-
sted-DissectioneinenFill-in von p�I1B3O erzeugt.Da auchhier die bestenKnotenseparatorenin
die BerechnungdesOrderingseingehen(die bestenin Bezugauf GrößedesSeparatorsundBa-
lanceder Partitionierung),kannder hoheFill-in nicht der Qualiẗat der Separatorenangelastet
werden.Vielmehrist dieNumerierungderSeparatorenfür denhohenFill-in verantwortlich.Ab-
bildung 4.4 zeigt die oberstenSeparatoreneinesrechteckigenGitters.Werdendie Separatoren
entsprechendihrer Rekursionstiefenumeriert,so wird S � vor S � und S � ausdem Gitter ent-
fernt.DadurchentstehteinElement,aufdessenRand�g� Knotenliegen.WerdendieSeparatoren
jedochwie bei einemProfil-Orderingvon links nachrechtsoderwie bei einemMinimum-De-
gree-Orderingvon beidenSeitenzur Mitte numeriert,sobesitzenalle ElementeeinenRandder
Größe � . �

In Multisection-Verfahren[14] werdendie Knotenseparatorennur nochzur Aufspaltungdes
GraphenE in mehrereTeilgraphenbenutzt.Als ErgebnisdieserAufspaltungerḧalt maneineGe-
bietszerlegung Ii��K_� � K'�~�~��K_�¡ ¢O , wobeiderMultisektor � alleKnotenentḧalt,diezueinemSepa-
ratorgeḧoren.Wir benutzengriechischeBuchstaben,um die Gebietszerlegung Ii��K_� � K'�~�~�3K_�¡ ¢O
von der in Abschnitt 4.1.3 vorgestelltenGebietszerlegung IN£¤ K_¥ � K~�~�~�3K¢¥�¦¢O zu unterscheiden.
Wie von AshcraftundLiu [12] beschrieben,kanndie zweiteGebietszerlegungbenutztwerden,
umdie Knotenseparatorendererstenzukonstruieren.

Die fundamentaleEigenschafteinesMultisection-Orderingsbestehtdarin, daßdie Knoten
in denMengen � � K~�~�~�CK_�¡  vor denKnotenaus � numeriertwerden.Die Eliminationssequenz
ist alsobeschr̈ankt,d.h. einigeKnotenmüssenvor anderenKnoteneliminiert werden.Zur Nu-

§
An dieserStelleseiangemerkt,daßdernurausdenvertikalenSeparatorenbestehendeEliminationsgraphbereits

chordalist. Ein Profil- odereinMinimum-Degree-AlgorithmusfindeteinperfektesOrderingfür diesenGraphen.
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merierungderKnotenaus � betrachtetmandenEliminationsgraphenEo¨©`ªIV��K_s«¨¬O mit (vgl.
Formel(4.3))

s¨�`®IVs°¯©IV�±�²�zO�O³m
 ´
µ·¶ � IJ¸^¹�º�»qIJ� µ O¡�²¸^¹�ºW»¼IV� µ O�Oh�

Für die NumerierungderKnotenin � � K'�~�~��K_�¡  undfür dieNumerierungderKnotendesSchur-
KomplementGraphenEo¨ könnenunterschiedlicheOrdering-Verfahrenbenutztwerden.EinMul-
tisection-Orderingist deswegendurchdie folgendenAngabenspezifiziert(vgl. auchAshcraft
undLiu [14]):

1. VerfahrenzurKonstruktionderGebietszerlegung IV��K_� � K~�~�'��K_�¡ _O .
2. KnotenauswahlverfahrenzurEliminationderKnotenin � � K~�~�~��K¢�¡  .
3. KnotenauswahlverfahrenzurEliminationderKnotenin � .

Ein Multisection-Orderingwird mit ½n¾3IJ¿gÀ�¹ � K¢¿^ÀW¹ r O bezeichnet.Dabeigibt ¿gÀW¹ � dasKnoten-
auswahlverfahrenzur Elimination der Knoten in � � K'�~�~��K_�¡  an und ¿gÀ�¹ r dasKnotenauswahl-
verfahrenzur Elimination der Knotenin � . Viele der in der LiteraturbeschriebenenOrdering-
VerfahrensindMultisection-Verfahren.Beispielsweiseist dasin 3.1beschriebeneOne-Way-Dis-
section-VerfahrenvonGeorge[49] ein Multisection-VerfahrenvomTyp ½Á¾3IVÂqÀW¿^Ã�ÄVK_ÂqÀ�¿^Ã�ÄÅO . Das
ebenfalls in 3.1beschriebeneLocal-Nested-Dissection-VerfahrenvonBhatetal. [19] ist einMul-
tisection-VerfahrenvomTyp ½n¾3IJÆ�ÇÈK_ÂqÀ�¿^Ã�ÄÅO . WeiterewichtigeMultisection-Verfahrensind:

É ½n¾CIi½ÁÇÊK_Æ«ÇËO
In denmeistenFällenist dieKonstruktionderfür einNested-Dissection-Orderingben̈otig-
tenKnotenseparatorensehrviel aufwendigeralsdie BerechnungeinesBottom-up-Orde-
rings. In der Praxiswird daherdie Konstruktionder Knotenseparatorenbereitsnachwe-
nigenRekursionsstufengestoppt,d.h. derParameterB � wird auf einenrelativ hohenWert
gesetzt.Ein solchesOrderingbezeichnetmandeswegenauchalsunvollständiges(incom-
plete)Nested-Dissection-Ordering(vgl. George et al. [56]). Da in diesemFall die Teil-
graphensehrgroßsind,werdendie Knotennichtmehrin beliebigerReihenfolge,sondern
mit Hilfe einesMinimum-Degree-Verfahrensnumeriert.Dabeiist dasMinimum-Degree-
Verfahrenso modifiziert, daßdie Knotenaus � zwar in die Berechnungder Knotengra-
de eingehen,so jedochnicht eliminiert werden(vgl. auchLiu [93]). Man erḧalt so ein
Multisection-OrderingvomTyp ½Á¾�Ii½ÁÇÊK¢Æ�ÇËO .É ½n¾CIi½ÁÇÊKN½ÌÇËO
Wie andem �R�XB -GitterausAbbildung4.4gesehen,kanndieGüteeinesunvollständigen
Nested-Dissection-Orderingsweiterverbessertwerden,wenndieKnotenseparatorennicht
entsprechendihrer Rekursionstiefe,sondernmit Hilfe einesMinimum-Degree-Algorith-
musnumeriertwerden.Man erḧalt soein Multisection-OrderingvomTyp ½n¾3IV½ÁÇÊKN½ÁÇÍO .
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Mit Hilfe eines½Á¾�Ii½ÁÇÊK_½ÁÇËO -Orderingskönnendie SchẅachenderBottom-up-undder
Top-down-Methodeambestenausgeglichenwerden.½n¾CIi½ÁÇÊKN½ÌÇÎO -Orderingsgehenzu-
rück aufdie unabḧangigenArbeitenvonAshcraftundLiu [11] undRothberg [122].

Einenvöllig anderenMultisection-AnsatzbeschreibenBornsteinet al. [23]. In ihremLess-Par-
allel-Nested-Dissection-Algorithmus( ÏÐÂeÆ�Ç ) sind die Konstruktionund die Numerierungder
Separatorennicht mehr klar voneinandergetrennt.In jedemRekursionsschrittwird nachBe-
rechnungeinesminimalenKnotenseparatorsS entschieden,in welcherReihenfolgedie durch
Entnahmevon S entstehendenzusammenḧangendenTeilgraphenE � K~�~�~�3K_EÎ¦ abgearbeitetwer-
den.Dazuwird für jedeKomponenteE µ berechnet,wieviele Knotenausbereitskonstruierten
Separatorenzu Knotenaus E µ benachbartsind. Gibt esmehrereKomponenten,für die dieser
Wert maximalist, sowerdenE � K~�~�'�3K_EË¦ wie bei einemnormalenNested-Dissection-Schrittin
beliebigerReihenfolgeabgearbeitet.Gibt esjedochgenaueineKomponenteE µ�Ñ , für diederWert
maximalist, sowird dieseals letztesabgearbeitet(die anderenKomponentenkannmanwieder
in beliebigerReihenfolgeabarbeiten).Dabeiwird E µ�Ñ wie beimGeneralized-Nested-Dissection-
Algorithmusvor demrekursivenAufruf um die KnotenmengeS erweitert.Im Gegensatzzum
Generalized-Nested-Dissection-Algorithmuswerdendie Knotenaus S jedocherst in dennun
folgendenRekursionsstufennumeriert.Dahermüssenalle Fill-Kanten in S eingef̈ugt werden,
die durchElimination der in denanderenKomponentenenthaltenenKnotenentstehen.Genau
dieserSchrittverursachteinenerheblichenAufwand,weswegendasVerfahrenin derPraxisnur
beschr̈ankteinsetzbarist. Der ÏÐÂeÆ�Ç -AlgorithmusbesitzteineweitereBesonderheit:Die Kno-
ten desin einemnormalenNested-Dissection-SchrittkonstruiertenSeparatorsS werdennicht
in beliebigerReihenfolge,sondernmit Hilfe einesMinimum-Degree-Algorithmusnumeriert.
Hierdurchund durchdie FestlegungeinerReihenfolgebei der Abarbeitungder KomponentenE � K~�~�~�3K¢EË¦ ist garantiert,daßin einemchordalenGraphenimmereineperfekteEliminationsse-
quenzgefundenwird (die MinimalitätderSeparatorenvorausgesetzt).

4.2 Ein verbessertesMultisection-Verfahren

Im letztenAbschnitt habenwir zwei Kombinationsstufenvon Minimum-Degreeund Nested-
Dissectionvorgestellt: ½Á¾3Ii½ÁÇÊK_Æ«ÇÎO und ½n¾3IV½ÁÇÊKN½ÁÇÎO . InsbesondereMultisection-Orderings
vom Typ ½n¾3IV½ÁÇÊKN½ÁÇÎO sind sehrrobust und könnendie Schẅachender Bottom-up-und der
Top-down-Methodeambestenausgleichen.UnserZiel ist es,einenochengereKopplungzwi-
schenbeidenMethodenzuerreichen.Dazuzeigenwir, wie Bottom-up-TechnikenzurKonstruk-
tion bessererKnotenseparatorenundwie Knotenseparatorenzur KonstruktionbessererBottom-
up-Orderingsgenutztwerdenkönnen(vgl. auchSchulze[132]).

Widmen wir uns zun̈achstdem erstenVorhaben.Abbildung 4.5 zeigt einenMultisection-
Algorithmus,derdemurspr̈unglichvon AshcraftundLiu [14] beschriebenenAlgorithmussehr
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MULTISECTION �ÅÒ/ÓÕÔ ¨ �=Ò/Ó�Ô��N�=Ò/ÓÕÔ r �
01: Determineadomaindecomposition�1Ö��Õ×��_�_Ø_Ø_Ø��Õ×   � of Ù by a recursive bisection

process.Usenodeselectionstrategy Ò/ÓÕÔ ¨ to constructthevertex separators.
02: for eachset × µ do
03: Eliminateall verticesin × µ usingnodeselectionstrategy Ò/ÓÕÔ�� .
04: Constructtheeliminationgraph Ù ¨ .
05: Numbertheverticesin Ù ¨ usingnodeselectionstrategy Ò/Ó�Ô r .

Abb. 4.5: FunktionMULTISECTION.

ähnlich ist. Auch hier wird der Multisektor � mit Hilfe einesrekursiven Bisektionsprozesses
konstruiert.DabeikommtjedocheineneuartigeMultilevel-MethodezumEinsatz.Im Gegensatz
zu herk̈ommlichenMultilevel-Methoden,die auf einemKantenkontraktionsverfahrenbasieren,
generiertdie neueMethodeeineFolgevon QuotientengraphenÚ � K¢Ú � K~�~�~�CK_Ú�Û . Die Knotenaus-
wahlstrategie ¿gÀW¹�¨ dientzur BestimmungderbeimÜbergangvon ÚCÜ$Ý � nach Ú�Ü , �RÞ®ß�ÞàH zu
eliminierendenVariablen.NachdemsoeineGebietszerlegung IV��K_� � K~�~�~�3K¢�¡ _O berechnetwurde,
werdendie Knotenin denMengen � � K~�~�~�3K_�¡  entsprechendder Knotenauswahlstrategie ¿gÀ�¹ �
und die KnotendesSchur-KomplementGraphenE\¨ entsprechendder Auswahlstrategie ¿gÀ�¹ r
eliminiert.

In Anlehnungan dasKlassifizierungsschemavon AshcraftundLiu, ist unserMultisection-
Orderingdurchdie folgendenAngabenspezifiziert:

1. KnotenauswahlverfahrenzurSchrumpfungdesGraphenE .

2. KnotenauswahlverfahrenzurEliminationderKnotenin � � K~�~�~��K¢�¡  .
3. KnotenauswahlverfahrenzurEliminationderKnotenin � .

UnsereMultisection-Orderingswerdendahermit ½n¾3I1¿gÀW¹�¨�K¢¿gÀW¹ � K¢¿gÀ�¹ r O bezeichnet.

Zur RealisierungdeszweitenVorhabensverallgemeinernwir dasin Abbildung4.5 präsen-
tierteMultisection-Verfahren.In demverallgemeinertenVerfahrendienendieKnotenseparatoren
alsein Ger̈ustzur GenerierungmehrererBottom-up-Orderings.Die Ideeist, einigeSeparatoren
aus � entsprechendihrer Rekursionstiefeund einigemit Hilfe einesBottom-up-Verfahrenszu
numerieren.DasverallgemeinerteVerfahrenheißtdeswegendreistufigesMultisection.

DieserAbschnittist wie folgt aufgebaut:In 4.2.1stellenwir dieneueMultilevel-Methodezur
KonstruktionderKnotenseparatorenvor. Desweiterenpräsentierenwir einigeKnotenauswahl-
strategienzurSchrumpfungeinesGraphen.In 4.2.2beschreibenwir die iterativeVerbesserungs-
heuristik,die in der VerfeinerungsphaseunsererMultilevel-Methodebenutztwird. Wir zeigen,
daßdie Laufzeit der Heuristik asymptotischder desVertex-Fiduccia-Mattheyses-Algorithmus
entspricht.Schließlichpräsentierenwir in 4.2.3dasdreistufigeMultisection-Verfahren.
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4.2.1 Konstruktion der Knotenseparatoren

Betrachtenwir nocheinmaldie in Abschnitt4.1.3vorgestellteGebietszerlegungsmethode.Im
Gegensatzzur Multilevel-Methodehandeltessichum einenzweistufigenAnsatzzur Konstruk-
tion von Knotenseparatoren.Dabeiwird in der erstenStufedie Knotenmenge

¤
desGraphenE partitioniert in

¤ ` £¤ má¥ � mâ�~�~�ãmá¥Ê¦ . Es gibt einenengenZusammenhangzwischen
denMengen ¥ � K~�~�'��K_¥Ê¦ und den innerhalbeinesBottom-up-VerfahrensgebildetenGebieten.
Sei £ä ` å ¦µ�¶ � ¥ µ . Da alle GraphenERIV¥ µ O zusammenḧangendeTeilgraphenvon E sind mit¸^¹�º » IV¥ µ OÊæ £¤ , stellt jedeMenge ¥ µ ein Gebietbez̈uglich der eliminiertenKnoten £ä dar. Der
Multisektor £¤ entḧalt dabeialle nicht eliminiertenKnoten,und esgilt

¤ ` £¤ m £ä . Eine Ge-
bietszerlegung I £¤ K_¥ � K'�~�~�3K_¥Ê¦¢O kanndaherdurcheinenEliminationsprozeßkonstruiertwerden,
derdemzur BerechnungeinesBottom-up-Orderingssehrähnlichist. In diesemFall erḧalt man
eineFolgevon QuotientengraphenÚ � K_Ú � K'�~�~��K_ÚãÛ , wobeider letzteGraphderFolgegeradedie
gesuchteGebietszerlegung repr̈asentiert.Aber auchalle vorherigenGraphenstelleneine Ge-
bietszerlegungdarundkönnendeshalbzur Verfeinerungdesmit Hilfe von ÚãÛ bestimmtenKno-
tenseparatorsbenutztwerden.Man erḧalt so einenMultilevel-Algorithmus,der im folgenden
genauerbeschriebenwird (vgl. auchSchulze[133]).

4.2.1.1 Beschreibung der neuenMultile vel-Methode

UnsereMultilevel-Methodebeginnt mit derKonstruktioneinesinitialen QuotientengraphenÚ � .
Basierendauf Ú � wird danneineFolge von QuotientengraphenÚ � K~�'�~��K_Ú�Û generiert,wobei Ú�Ü
aus Ú�Ü$Ý � , �çÞèßZÞéH , durchdie Elimination von Variablenentsteht.Alle QuotientengraphenÚCÜ«`êIVë¡Ü^KWìdÜ~O besitzendie folgendenzweiEigenschaften(diesschließtÚ � ein,d.h. í�Þ�ßXÞáH ):

(1) Sei îÐÜ`ðï ¤ � K~�~�~��K ¤ãñ_ò die MengederVariablenvon ÚCÜ , undsei óÐÜËæôî³Ü eineMengevon
Variablen,durchderenEntnahmeÚCÜ in zweiodermehrereKomponentenzerf̈allt. Falls óÐÜ
die Variablen

¤�õ~ö K'�~�~�3K ¤÷õNø entḧalt, soist S©` ¤÷õ~ö mù�~�~�/m ¤÷õhø einSeparatorin E .

(2) ÚCÜ ist bipartit,d.h. esgibt nur Domain-Vertex-Kanten.

Die Eigenschaft(1) ist entscheidendfür die Effektivität unsererMultilevel-Methode.Durchsie
wird die Minimierung einesSeparatorsóÐÜ für ÚCÜ in Verbindunggebrachtzur Minimierung
einesSeparatorsS für E . Zur KonstruktioneinesSeparatorsóÐÜ benutzenwir die von Ash-
craft und Liu vorgestellteFärbungstechnik.Dazu erḧalt jedesElement ¥ QéúÈÜ eine Farbeû ¿^ÄÅ¿gÀ'IV¥ OüQàï�ý¡Ï3þÿ�� K������	��
 ò . Hierausleitet sich analogzu (4.10)eineFärbung der Varia-
blen ï ¤ � K~�~�~�3K ¤ãñ¢ò ab. Wie wir gleichsehenwerdengarantiertdie Eigenschaft(2), daßdie grau
gef̈arbtenVariableneinenSeparatoróÐÜ für ÚCÜ induzieren.Abbildung4.6faßtdieSchritteunserer
Multilevel-Methodezusammen.Im folgendenwerdenwir jedenSchrittgenauerbeschreiben.



4.2. Ein verbessertesMultisection-Verfahren 61

SEPARATOR �ÅÒ/Ó�Ô ¨ �
01: Constructinitial quotientgraph � � from Ù .
02: ����©� ;
03: while �dÜ not smallenoughdo
04: Constructcoarserquotientgraph�dÜ�� � by eliminatingsomevariablesfrom ��Ü .

Thevariablesarechosenaccordingto nodeselectionstrategy Ò/ÓÕÔ ¨ .
05: �������©� ;
06: end while
07: Determineacoloringfor �dÜ thatinducesa smallseparator�¬Ü .
08: while ��ù� do
09: Extendthecoloringof �dÜ to thenodesof �dÜ$Ý � . This inducesaseparator�¬ÜhÝ � of �dÜ$Ý � .
10: Improve thecoloringof �dÜ$Ý � sothat �¬Ü$Ý � is minimized.
11: �������ù� ;
12: end while
13: Extendthecoloringof � � to theverticesof Ù . This inducesaseparator� of Ù .
14: Improve � by applyingavertex cover technique.

Abb. 4.6: FunktionSEPARATOR.

Konstruktion desinitialen Quotientengraphen Zunächstbestimmenwir in E einemaximale
unabḧangigeMenge

ä
von Knoten.DieseKnotenwerdendannaus E eliminiert.Man erḧalt so� ` û ¸^ÀW¹3I ä O initiale Gebiete.Anschließendwerdenalle Knoten,die nur auf demRandeines

Gebietesliegen,mit ebendiesemGebietverschmolzen.Seien¥ � K~�'�~��K_¥Ê¦ diesoerhaltenenGe-
biete,undsei £¤ dieMengeallernicht eliminiertenKnoten.NachAshcraftundLiu generiertdie
Färbungsregel (4.9)nur danneinengültigenKnotenseparartorfür jedeFärbungvon ¥ � K~�~�~�CK_¥Ê¦
wenngilt ��� K � Q £¤"! I � K ��O�Q²s$# %¥ mit

� K �RQ²¸^¹�º » IJ¥ Oh� (4.11)

Abbildung4.7(a) zeigt,daßdie Färbungstechnikversagt,falls (4.11)nicht erfüllt ist. Sei dazu
angenommen,daßdie drei zu

�
benachbartenGebieteschwarzunddie zwei zu � benachbarten

Gebieteweißgef̈arbtsind.EntsprechendderFärbungsregel 4.9 erḧalt
�

die FarbeSchwarzund� dieFarbeWeiß.DabeideKnotendurcheineKanteverbundensind,kanndie Färbungnicht zu
einerFärbungerweitertwerden,die einenKnotenseparatorin E induziert.

EinesolcheSituationtritt nicht auf, falls für alle Knoten
� K ��Q £¤ mit I � K ��OzQ�s ein Gebiet¥ existiertmit

� Q²¸^¹�º » IJ¥ O und ��Q²¸	¹�º » IV¥�O . In derRegelerfüllendieKnotenaus £¤ nichtdie
Bedingung.SiewerdendeshalbzuSegmenten

¤ � K'�~�~��K ¤¬ñ zusammengefaßt,sodaßgilt� ¤ µ K ¤'& æ £¤"!L¤ µ ¯Ì¸^¹�ºW»¼I ¤'& O�(`*)+# %�¥ mit
¤ µ K ¤'& ¯Á¸^¹Pº�»eIV¥ O�(`�)�� (4.12)

Die Segmente
¤ � K~�~�~��K ¤ãñ sinddie kleinsten,die 4.12erfüllen. In Abbildung4.7bildendie Kno-

ten
� K�� einSegment.Alle anderenSegmenteenthaltennur einenKnoten.
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(b)

(c)

(a)

(d)

u v

Abb. 4.7: Die Generierungder Quotientengraphen.In (a) ist jederKnotendesGraphenÙ , der zur un-
abḧangigenMenge , geḧort, durcheinenKreismarkiert.JederdieserKnotenbildeteinGebiet.
Alle verbleibendenKnoten,dienurzueinemGebietbenachbartsind,werdenmit diesemGebiet
verschmolzen.Diesist durchein Oval angedeutet.Die durchKreiseundOvaleumschlossenen
Knotenbildenjetztdie initialenGebiete.AnschließendwerdenalledurcheineKantemiteinan-
derverbundeneKnoten,diezukeinemgemeinsamenGebietbenachbartsind,zueinemSegment
zusammengefaßt.Diesist durcheinRechteckangedeutet.Derresultierendeinitiale Quotienten-
graph � � ist in (b) dargestellt.DabeientsprichtjedemschwarzenKreiseineVariableundjedem
weißenKreis ein Gebiet.JemehrKnotenaus Ù durchein Elementbzw. durcheineVariable
repr̈asentiertwerden,destogrößerist derKreis.(c) zeigtdenQuotientengraphen�¬� , deraus� �
durchdie Eliminationder in (b) markiertenVariablenentsteht.Werdenin �ã� alle nicht unter-
scheidbarenVariablen– siesindin (c) durcheinegraugestrichelteLinie miteinanderverbunden
– zu einerSupervariablenzusammengefaßt,soerḧalt mandenin (d) dargestelltenQuotienten-
graphen� [� . Durchdie fett gestrichelteLinie wird ein Separatordargestellt.
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Wir sind jetzt in derLage,deninitialen QuotientengraphenÚ � zu definieren.Die Elemente
von Ú � sind die Gebiete¥ � K~�~�~�CK_¥Ê¦ und die Variablendie Segmente

¤ � K~�'�~��K ¤¬ñ . Die Kanten
von Ú � erḧalt mandurchdie Formel (4.2). Offensichtlichbesitzt Ú � die Eigenschaft(1). We-
gen(4.12)gibt esin Ú � nur Domain-Vertex-Kanten.Daherbesitzt Ú � auchdie Eigenschaft(2).
Die Abbildungen4.7(a) und(b) illustrierendieKonstruktionvon Ú � .
Schrumpfung der Quotientengraphen Sei ÚCÜ9`ªI;úÈÜ�m�îÐÜ^KWìdÜ~O ein Quotientengraph,der die
Eigenschaften(1) und(2) besitzt.Zur Konstruktionvon ÚCÜ�� � wird zun̈achstmit Hilfe derKno-
tenauswahlstrategie ¿gÀW¹d¨ eineunabḧangigeMenge-*æðîÐÜ von Variablenbestimmt.In diesem
Zusammenhangheißenzwei Variablen

¤ µ K ¤.& unabḧangig,falls kein Element¥bQáúÈÜ existiert
mit IV¥ÁK ¤ µ OXQZìdÜ und IV¥ÌK ¤.& O QZì�Ü . Anschließendwird jedeVariable

¤ µ Q/- mit allen adja-
zentenElementenzu einemneuenElement¥10�2 verschmolzen.Die Verschmelzungsoperationen
entsprechenden EliminationsschritteneinesBottom-up-Algorithmus.Es gibt eine interessan-
te Analogiezu Lius Multiple-Minimum-Degree-Algorithmus.Auch dort wird in jederIteration
eineunabḧangigeMengevon Knoteneliminiert.Allerdingsist die Auswahl derKnotenauf sol-
chemit minimalemGradbeschr̈ankt.Um eineschnelleSchrumpfungderQuotientengraphenzu
erreichen,ist die AuswahlderVariablenin unseremVergröberungsprozeßnicht sorestriktiv.

Schließlichwerdenalle Variablen,die nur zu einemElementbenachbartsind,mit ebendie-
semElementverschmolzen.Man erḧalt so einenQuotientengraphenEoÜ�� � , der wiederbipartit
ist. Wegen î³Ü � � æ°îÐÜ ist jederSeparatorin ÚCÜ�� � auchein Separatorin ÚCÜ , undda ÚCÜ die Eigen-
schaft(1) besitzt,besitztsieauchÚCÜ�� � .

Es gibt eineweitereAnalogiezu einemBottom-up-Algorithmus:In ÚCÜ � � werdenalle Va-
riablen, die zu der gleichenMengevon Elementenbenachbartsind, zu einer Supervariablen
zusammengefaßt.Hierdurchreduziertsichnochmalsdie AnzahlderKnotenin ÚCÜ � � . Die Abbil-
dungen4.7(b)-(d) illustrierendie SchrumpfungeinesQuotientengraphen.

Färbung der Quotientengraphen Sei wieder ÚCÜù` I1ú\ÜÍm îÐÜ	K�ì�Ü'O ein Quotientengraph,der
die Eigenschaften(1) und(2) besitzt.Zur KonstruktioneinesSeparatorsóÐÜ æðîÐÜ benutzenwir
die FärbungstechnikvonAshcraftundLiu [12]. Dabeiwerdendie Variablennachderfolgenden
Regel gef̈arbt:

û ¿gÄÅ¿gÀ'I ¤ µ Oq`
3465 ý¡Ï3þÿ�� K falls für alle ¥"Q²¸	¹�º87:9	I ¤ µ O gilt û ¿gÄÅ¿gÀ'IV¥�Oq`âý¡Ï3þÿ�����;�	��
�K falls für alle ¥ Qn¸^¹�º87 9 I ¤ µ O gilt û ¿gÄ ¿gÀ~IJ¥ Oe`/�����	��
<>= þ@? K sonst.

(4.13)

Die Regel (4.13)ist derRegel (4.9)sehränhlich.Daesjedochin Ú�Ü keineVertex-Vertex Kanten
gibt, ist sichergestellt,daßdieMengeóÐÜ`ðï ¤ µ QÁî³ÜBA û ¿gÄ ¿gÀ~I ¤ µ Oq` <C= þ@? ò für jedeFärbungder
Elementein úÈÜ einengültigenKnotenseparatordarstellt.EineweitereSegmentbildungbez̈uglich
derVariablenin îÐÜ ist nichtnotwendig.
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Zur BestimmungeinerFärbung,dieeinenmöglichstkleinenSeparatoróÐÜ induziert,benutzen
wir die in Abschnitt 4.2.2 vorgestellteVerbesserungsheuristik.Eingabeder Heuristik ist eine
initiale FärbungderElemente.Im Falle ß�`±H (d.h. ÚCÜ ist derletzteQuotientengraphderFolge)
ist die initiale Färbung definiertdurch û ¿gÄÅ¿^À~IJ¥ OR`ªý�ÏÐþÿ�� für alle ¥ QZú\Ü . Gilt ß�D(H , so
erḧalt mandie initiale FärbungdurcheineErweiterungderFärbungvon EoÜ � � .
Glättung desSeparators Der Separatoró � ` ï ¤÷õ~ö K~�'�~��K ¤÷õ ø ò induziert in E den SeparatorS?` ¤�õ ö mÍ�~�'�7m ¤÷õhø . S entḧalt alsonursolcheKnotenausE , diezueinemSegmentgeḧoren.In der
RegelkanndurchEinbeziehungderin denGebietenvon Ú � enthaltenenKnotendasGewicht des
Separatorsweiterreduziertwerden.DieseGlättungdesSeparatorsgeschiehtin einemiterativen
Prozeß,der auf der in Abschnitt4.1.3beschriebenenVertex-Cover-Technikberuht.Sei wiederIiS K¢Y9KFE O die Partitionierungvon E . Esgelte acYÌaHG a6E a . Mit Hilfe derDulmage-Mendelsohn-
Dekomposition( E ungewichtet)oderderNetzwerk-Fluß-Technik( E gewichtet)wird zun̈achst
in demdurch S und Y [ `Z¸^¹�ºW»qIVS OÐ¯ÁY induziertenbipartitenGraphenD ein optimalesVertex-
Cover bestimmt.Wie in denAbbildungen4.2und4.3gezeigt,werdendurchbeideVerfahrenin
derRegel zwei Lösungengeneriert.In denLösungenist dasGewicht desVertex-Covers– und
damitdasGewicht desneuenSeparators– gleich,die entsprechendenPartitionierungenkönnen
sichjedocherheblichin ihrer Balanceunterscheiden.Da in die BewertungeinerPartitionierung
Gewicht undBalanceeinfließen,wird die besserbalancierteLösunggewählt.

Die Balanceist auchderGrund,warum S zuerstmit derschwererenMengeY gepaartwurde.
Nur wenndieszu keinerVerbesserungführt, wird ein optimalesVertex-Cover in demdurch S
und E [ `�¸	¹�ºW»qIiSeO4¯IE induziertenGraphenberechnet.Schl̈agtdie OptimierungderPartitio-
nierungauchhier fehl, soterminiertderGlättungsprozeß.Anderenfallswird dergesamteProzeß
mit derverbessertenPartitionierungerneutdurchlaufen.

4.2.1.2 Knotenauswahlstrategienzur Schrumpfung einesGraphen

In unseremMultilevel-VerfahrenbestehtderSeparatoróÐÜ einesQuotientengraphenÚCÜ«` I;úÈÜ mîÐÜ^KWìdÜ~O ausdenin î³Ü enthaltenenVariablen.NachKonstruktionentsprichtjederVariablenausîÐÜ ein SegmentundjedemElementaus úÈÜ ein Gebietin E . Der durch óÐÜ induzierteSeparatorS von E setztsichalsoausRandsegmentender in E gebildetenGebietezusammen.Hier zeigt
sichein entscheidenderVorteil unseresMultilevel-Verfahrens.Wird nämlich E mit Hilfe eines
Kantenkontraktionsverfahrenszu einemGraphenE [ geschrumpft,so induziert jederSeparatorS [ in E [ einenSeparatorS in E , der ausmehrerennebeneinanderliegendenKnotenschichten
besteht.Ein großerTeil der in S enthaltenenKnoten ist alsoredundant.Demgegnüber ist der
Anteil redundanterKnotenin einemausRandsegmentenzusammengesetztenSeparatorS sehr
viel geringer.

Es verbleibt die Frage,nachwelchenKriterien die beim Übergangvon ÚCÜ nach ÚCÜ�� � zu
eliminierendenVariablenausgewählt werdensollen.UnserprimäresZiel ist die Konstruktion
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einesleichtenSeparatorsS in E . Da sich S ausRandsegmentenzusammensetzt,solltenbei der
Bildung von ÚCÜ�� � die Elementeso verschmolzenwerden,daßdie Ränderder neuenElemente
ausmöglichstwenigen,leichtenSegmentenbestehen.Darüberhinausmußein unbalanciertes
AnwachsenderElementevermiedenwerden.SchwereElementeentsprechengroßenGebieteninE . Berührt ein Separatorein großesGebietsokannderFall eintreten,daßer eineweiteStrecke
um diesesGebiet

”
herumlaufen“ muß.Der Graph E sollte daherdurchungef̈ahr gleich große

Gebieteabgedecktwerden,dieeinenkleinenRandbesitzen.

Die Generierungvon Gebietenmit kleinemRandentsprichtexakt demZiel desMinimum-
Degree-Algorithmus.Die KnotenaufdemRandbildennämlicheineCliqueim Eliminationsgra-
phen.Diesmotiviert die folgendeKnotenauswahlstrategie: Berechnefür jedeVariable

¤ µ QTîÐÜ
ihrenKnotengrad

¹KJ:LãI ¤ µ Oe` M0ONFPRQTS 2 a ¤.& a � (4.14)

Dabeientḧalt UV0F2 alle Variablen,die von
¤ µ überein gemeinsamesElement¥ erreichbarsind,

d.h.
¤'& QWUV0�2YX %X¥ªQ�ú\Ü mit

¤ µ Q©¸^¹Pº 7 9^IV¥ O und î & Q?¸^¹�º 7 9^IJ¥ O . Sortiereanschließenddie
VariablenaufsteigendnachihremKnotengradundfülle dieunabḧangigeMenge- beginnendmit
dererstenVariablenin derSortierungauf.Die Knotenauswahlstrategie heißtMinimum-Degree-
In-Quotient-Graph( ZË½ÁÇ ).

UnserezweiteKnotenauswahlstrategie basiertauf derHeavy-Edge-Matching-Heuristikvon
KarypisundKumar[78] Die Ideeist, beimÜbergangvon ÚCÜ nachÚCÜ�� � eineunabḧangigeMen-
ge möglichstschwererVariablenzu eliminieren.DieseAuswahlstrategie hat jedocheinenent-
scheidendenNachteil: Eine schwereVariablein Ú�Ü entsprichteinemgroßenRandsegmentinE . Typischerweisetrenntein solchesRandsegmentzwei großeGebiete.Durch die bevorzugte
EntnahmeschwererVariablenwird so dasWachstumgroßerGebietebegünstigt.Um ein sol-
chesunbalanciertesAnwachsenderGebietezu vermeiden,wird dasGewicht einerVariablen

¤ µ
in Relationzu demGewicht desneugeformtenElementes¥10�2 gesetzt.Man erḧalt danneine
Knotenauswahlstrategie,beiderzur SortierungderVariablendieWerte

[�û ¿gÀ8J�I ¤ µ Oe` �
a ¤ µ a]\ M^ P:_a`abdc 9fe 0�2dg ac¥�a (4.15)

benutztwerden.Die Auswahlstrategie heißtMaximal-Relative-Decrease-Of-Variables-In-Quo-
tient-Graph ( ZË½ = Çih ). Man beachte,daßdurch (4.15) die Generierungvon Elementenmit
kleinemAspekt-Ratiobeg̈unstigtwird. Dazubetrachtenwir zweiVariablen

¤ µ und
¤'&

. Esseian-
genommen,daß

¤ µ vier Knotenentḧalt undzuzweiElementenadjazentist, die jeweilsein j��1j -
Gitterdarstellen.Danngilt [�û ¿gÀ8J�I ¤ µ Oe` I��lk�m��nk÷O�opj\`*q . Durchdie Eliminationvon

¤ µ entsteht
ein j �Wr -Gitter. Bez̈uglich

¤'&
seiangenommen,daßdie Variableauszwei Knotenbestehtund

zuzwei �Í�sq -Gitternadjazentist. Für
¤'&

ergibt sichdanneinScore-Wertvon IÕ�nktmç�lkgO�og�Î`®�nk .
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Abb. 4.8: VerteilungderKnotengradefür CFD1undBCSSTK25.

Wird
¤'&

eliminiert,soentstehtein �\���fv -Gitter. In beidenFällenentstehenalsoungef̈ahrgleich
großeGitter. Die Elimination von

¤ µ wird jedochbevorzugt,so daßein Gitter mit kleinerem
Aspekt-Ratioentsteht.

Wir wollendieEffektivitätderAuswahlstrategienexemplarischanzweiMatrizendarstellen.
Die ersteMatrix (CFD1)wurdeauseinemProgrammzur Strömungssimulationextrahiert.Der
GraphdieserMatrix ist sehrhomogen.Abbildung4.8(links) zeigt,daß83% derKnoteneinen
Gradvon26 besitzen.Die zweiteMatrix (BCSSTK25)stammtausderbekanntenHarwell-Boe-
ing-Collection[34] und stellt dasModell einesHochhausesdar. Im Vergleich zu CFD1 ist der
GraphvonBCSSTK25sehrviel heterogener. Abbildung4.8(rechts)zeigt,daß14% derKnoten
einenGradvonzehnund17% einenGradvon18besitzten.Die verbleibenden69% derKnoten
besitzeneinenGradzwischeneinsund58.

Einfluß der Knotenauswahlstrategieauf die Bildung der Gebiete Wir untersuchenzun̈achst,
welchenEinfluß die Knotenauswahlstrategie auf die Bildung der Gebieteim Vergröberungs-
prozeßhat. Nebenden obenvorgestelltenAuswahlstrategien ZË½ÁÇ und ZË½ = Ç�h betrachten
wir einedritte Strategie, bei der die zu eliminierendenVariablennachdemZufallsprinzipaus-
gewählt werden.Wir nennendieseStrategie Z = þÍÆ«Ç . Abbildung4.9 entḧalt sechsGraphiken,
die für jedeMatrix und für jedeAuswahlstrategie zeigen,wie sichdie Größeder im Laufedes
VergröberungsprozessesgebildetenGebietegegen̈uberderGrößeihrer Ränderverḧalt. Dazuist
jedesGebiet ¥ durcheinenPunktmit der x-Koordinate ac¥�a und der y-Koordinate aÕ¸^¹�º » IJ¥ OPa
dargestellt.Da wir die

”
Geometrie“ einesGraphendurchetwa gleichgroßeGebietemit einem

glattenRandüberdeckenmöchten,solltendiePunktemöglichstnahamUrsprungdesKoordina-
tensystemsliegen.

Die GraphikenaufderlinkenSeitezeigendieÜberlegenheitvon ZË½ÁÇ und ZË½ = Çih im Ver-
gleichzu Z = þ�Æ�Ç . Werdendie Quotientengraphenfür CFD1mit Hilfe von Z = þÍÆ«Ç gebildet,
soentstehenviele Gebiete,die mehrals1000Knotenenthalten.Darüberhinausbesitztenviele
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Gebiete¥ mit ac¥�awDâ�/ígígí einengrößerenRandalsGebiete,diemit Hilfe derAuswahlstrategienZË½ÁÇ und ZË½ = Çih gebildetwerden.Man beachte,daßim Falle von ZË½ÁÇ und ZË½ = Ç�h kein
Gebietentsteht,dasmehrals1000Knotenentḧalt.

Betrachtetmandie Graphiken für BCSSTK25,so scheintdie Effektivität der Auswahlstra-
tegien Zo½ÌÇ und ZË½ = Çih nachzulassen.Approximiertmanjedochdie EinträgederGraphiken
durcheineKurve, so verläuft dieseKurve sehrviel flacher, wenndie Quotientengraphenmit
Hilfe der Auswahlstrategien ZË½ÁÇ oder Zo½ = Çih gebildetwerden.Im Vergleich zu Z = þÍÆ«Ç
produzierenalso Zo½ÌÇ und Zo½ = Çih wiederGebietemit einemkleinerenRand.Ein Vergleich
zwischenden Graphiken für ZË½ÁÇ und ZË½ = Çih zeigt außerdem,daßdurch die Minimum-
Degree-Auswahlstrategie ein gleichm̈aßigeresAnwachsenderGebieteerreichtwird. Wir haben
dieseTendenzfür eineReiheweitererheterogenerGraphenbeobachtet.

Zusammengefaßt läßt sich feststellen,daß bei Verwendungder Auswahlstrategien ZË½ÁÇ
und ZË½ = Çih mehr

”
wohlgeformte“ Gebieteentstehenals bei Verwendungeinerauf demZu-

fallsprinzipberuhendenStrategie. Im Falle einesheterogenenGraphen,ist die AuswahlstrategieZË½ÁÇ derAuswahlstrategie ZË½ = Çih überlegen,dadurchsieein gleichm̈aßigeresAnwachsen
derGebieteerreichtwird.

Einfluß der Knotenauswahlstrategieauf die Konstruktion der Separatoren Wir widmenuns
jetzt derFrage,welchenEinflußdie Knotenauswahlstrategieauf die KonstruktionderSeparato-
renhat.Dazuhabenwir für BCSSTK25undCFD1dieQuotientengraphenÚ � K'�~�~�¢Úyx konstruiert.
Die zwei oberenGraphiken in Abbildung 4.10 zeigendie Anzahl der Elementein Ú � K~�~�~�WÚzx
in Abhängigkeit von der verwendetenKnotenauswahlstrategie. Man beachte,daßwir für die
y-AchseeinelogarithmischeSkalierunggewählthaben.Im FallevonCFD1halbiertsichdieAn-
zahlderElementebei jedemÜbergangvon EoÜ nachÚCÜ�� � . Dabeikönnenwir keinenUnterschied
zwischendenAuswahlstrategien ZË½ÁÇ , ZË½ = Ç�h und Z = þÍÆ�Ç feststellen.Abbildung4.9 hat
jedochgezeigt,daßdie Qualiẗat der Elementesehrviel besserist, wennzur Schrumpfungdie
Auswahlstrategien ZË½ÁÇ oder ZË½ = Çih verwendetwerden.

Die Graphikfür BCSSTK25illustriert, daßbeiSchrumpfungeinesheterogenenGraphendie
Anzahl der Elementenicht immer linear abnimmt.BedingtdurchdenstarkvariierendenKno-
tengradkommtesschonsehrfrüh zur Bildung großerElemente,die zu einerLähmungdesVer-
gröberungsprozessesführen.Wie in Abbildung4.9gesehen,wird einunbalanciertesAnwachsen
derGebieteameffektivstenvon derAuswahlstrategie Zo½ÌÇ verhindert.Daherist esnicht ver-
wunderlich,daßdie Anzahl der Elementein Úyx am geringstenist, wennzur Schrumpfungder
QuotientengraphendieAuswahlstrategie Zo½ÌÇ benutztwird. Manbeachte,daßnur im FallevonZË½ÁÇ dasTerminationskriterium(wenigerals200Elementeim Quotientengraphen)nachsechs
Vergröberungsschrittenerfüllt ist.

Die beidenGraphiken in der Mitte von Abbildung 4.10 zeigendie Minimierung einesSe-
paratorsim LaufedesVerfeinerungsprozesses.Dazuhabenwir für jedenQuotientengraphenÚzx
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Abb. 4.9: EinflußderAuswahlstrategien |�}�~���� , |��s� und |���}���� aufdie Bildung derGebiete.
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Abb. 4.10:EinflußderAuswahlstrategien |i}�~���� , |���� und |��s}���� aufdieKonstruktionderSepa-
ratoren.
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mit Hilfe der im nächstenAbschnitt vorgestelltenVerbesserungsheuristikeinenSeparatoró�x
konstruiertund diesenSeparator– wiedermit Hilfe der Verbesserungsheuristik– in � Schrit-
ten verfeinert, �\`éí�K~�~�~��K k , bis wir einenSeparatoró�xWÝ µ für ÚzxWÝ µ erhaltenhaben.Die beiden
GraphikenzeigendasGewicht desdurch ó�xWÝ µ induziertenSeparatorsS alseineFunktionvon � .
Alle Angabenstellendie Durchschnittswertevon elf AusführungenunseresMultilevel-Verfah-
rensdar. Vor jederAusführungwurdendie AdjazenzlistenderGraphenCFD1undBCSSTK25
zufällig permutiert.Im Falle von Z = þÍÆ«Ç hatder für Úzx konstruierteKnotenseparatorein sehr
hohesGewicht. Dies liegt daran,daßdie mit Hilfe von Z = þ�Æ�Ç produziertenGebietszerlegun-
genunsereAnforderung

”
ÜberdeckungdesGraphenE durchungef̈ahrgleichgroßeGebietemit

glattemRand“ amwenigstenerfüllen.Die beidenGraphikenzeigenjedochauch,daßdienegati-
venAuswirkungeneinerschlechtenGebietszerlegungbis zu einemgewissenGraddurchdie im
VerfeinerungsprozeßverwendeteHeuristikkompensiertwerdenkönnen.

In unseremExperimenthabenwir bislangauf den Einsatzder Vertex-Cover-Technik zur
GlättungeinesSeparatorsverzichtet.EsstelltsichdieFrage,wie wichtig derEinsatzdieserTech-
nik zur KonstruktioneinesgutenKnotenseparatorsist. Vielleicht ist dieseTechniksomächtig,
daßauf dengesamtenVerfeinerungsprozeßverzichtetwerdenkann.DieserGedanke ist nicht
abwegig, da in demzweistufigenAnsatzvon Ashcraftund Liu [12] die QuotientengraphenÚzx
und ÚzxWÝ µ identischsind. Die letztenbeidenGrafiken in Abbildung 4.10 gebeneine Antwort
auf dieseFrage.Die Graphiken zeigendasGewicht desdurch ó�xWÝ µ induziertenSeparatorsS
nachAnwendungderVertex-Cover-Technik.Die Grafikfür CFD1verdeutlicht,daßtrotzderho-
henEffektivität derVertex-Cover-Technikauf denVerfeinerungsprozeßnicht verzichtetwerden
kann.Insbesonderewenn Úzx eineschlechteGebietszerlegungdarstellt,wie diesbeiVerwendung
derAuswahlstrategie Z = þ�Æ�Ç derFall ist,wird derVerfeinerungsprozeßzurKonstruktioneines
gutenKnotenseparatorsben̈otigt. Dieserklärt,warumAshcraftundLiu einensehrviel komple-
xerenGlättungsalgorithmusbenutzen.

Die Graphikfür BCSSTK25scheintaufdenerstenBlick anzudeuten,daßeineguteGebiets-
zerlegungbereitsausreicht,um nur mit Hilfe der Vertex-Cover-TechnikeinenkleinenKnoten-
separatorbestimmenzu können.In derTat sindim Falle von ZË½ÁÇ und Zo½ = Çih die Verfeine-
rungsschrittevier, fünf undsechsüberfl̈ussig.Man mußjedochbedenken,daßBCSSTK25das
Modell einesHochhausesdarstellt.Daherentḧalt BCSSTK25ein weitesSpektrumvon vielen
kleinen Separatoren,die sich lediglich hinsichtlich der Balanceihrer Partitionierungenunter-
scheiden.Die Effektivität der Vertex-Cover-Technik ist somit auf die spezielleGeometrievon
BCSSTK25zurückzuf̈uhren.

4.2.2 Optimierung der Knotenseparatoren

Die EffizienzunsererMultilevel-Methodehängtganzentscheidendvon derLaufzeitdesin der
VerfeinerungsphasebenutztenOptimierungsverfahrensab. Wie AshcraftundLiu [12] benutzen
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IMPROVECOLORING �����ô�d����� �	�C���O�¢Òf��Ò/Ó_�
01: repeat
02: �¢Òf�·Ò/Ó��������¢Òf�·Ò/Ó ;
03: unmarkall ���1� ;
04: while thereareunmarkedelementsdo
05: selectanunmarkedelement� ;
06: if �¢Òf��Ò/Ó'������������~���  then
07: �¢Òf��Ò/Ó'�����Y���W¡W¢�£a¤t¥ ;
08: for eachvariable ¦ µ �¨§/Ô:© 7 ����� do
09: UPDATE ª]«�¬X�¦ µ �O��� ;
10: else
11: �¢Òf��Ò/Ó'�����Y��������~���  ;
12: for eachvariable ¦ µ �¨§/Ô:© 7 ����� do
13: UPDATE ¬+«�ª �¦ µ �O��� ;
14: endelse
15: mark � ;
16: let �1� � �O® � �8¯ � � denotethepartitioninducedby �¢Òf��Ò/Ó8� ;
17: let �1�C�O®È�8¯ � denotethepartitioninducedby �¢Òf�·Ò/Ó ;
18: if °\�1�C�O®È�8¯ ��±I°o�1� � �O® � �8¯ � � then
19: �¢Òf��Ò/Ó � �����¢Òf�·Ò/Ó ;
20: endwhile
21: �¢Òf�·Ò/Ó������¢Òf�·Ò/Ó8� ;
22: until �¢Òf�·Ò/Ó hasnotbeenimproved;

Abb. 4.11:FunktionIMPROVECOLORING.

auchwir zurOptimierungeinergegebenenFärbungeineVariantedesFiduccia-Mattheyes-Algo-
rithmus.Im Gegensatzzu ihremAlgorithmusben̈otigt unsereVariantejedochnur eineLaufzeit,
dieasymptotischderdesVertex-Fiduccia-Mattheyses-Algorithmusentspricht.Im folgendenwer-
denwir zun̈achstalleFunktionenunseresOptimierungsalgorithmusvorstellenundanschließend
seineLaufzeitanalysieren.

4.2.2.1 Beschreibung der iterati venVerbesserungsheuristik

Abbildung4.11zeigtdie StrukturunseresOptimierungsalgorithmus.Eingabeparametersindein
Quotientengraph² und eine initiale Färbung ³:´¶µ·´¶¸ . Der Algorithmus bestehtauszwei inein-
andergeschachteltenSchleifen.In der innerenwhile-Schleifewerdendie Farbenausgewählter
ElementegëandertunddieneuentstandenenPartitionierungenbewertet.Vor Eintritt derSchleife
wird die aktuelle,d.h. die bestebislanggefundeneFärbungin ³:´¶µ·´¶¸�¹ gespeichert.Da derAlgo-
rithmusdie VerschlechterungeinerPartitionierungzuläßt,mußsichergestelltwerden,daßdie
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while-Schleifeterminiert.Daherdarf jedesElementnureinmalseineFarbewechseln.Nachdem
Farbwechselwird dasElementmarkiertundkanndannnicht mehrin Zeile 05 gewählt werden.
DieseEinschr̈ankungmotiviert die äußereSchleife,die denOptimierungsprozeßso oft startet
biseineVerbesserungderaktuellenFärbungnichtmehrmöglich ist.

DieAuswahleinesElementesin Zeile05geschiehtwie folgt: Ausallenunmarkiertenschwar-
zenundausallenunmarkiertenweißenElementenwird jeweils dasjenigeElementausgewählt,
durchdessenFarbwechseldasGewicht desSeparatorsam meistenreduziertbzw. am gering-
stenerḧoht wird. Seien º¼» und º�½ die entsprechendenElemente.In Abhänigigkeit von der
Bewertungsfunktion¾ setztmandann ºÀ¿ÂÁÃº¼» oder ºÄ¿ÂÁÅº�½ . Gibt esvon einerFarbekeine
unmarkiertenElementemehr, soerübrigt sichdie Benutzungvon ¾ .

Nachdemein Elementº bestimmtunddessenFarbegëandertwurde,wird die Färbungsre-
gel4.13auf jedeVariableÆHÇÉÈËÊpÌBÍ8Î�ÏÐºÒÑ angewandt.DiesgeschiehtdurchAufruf derFunktionen
UPDATE Ó]Ô�Õ und UPDATE Õ>Ô�Ó . Falls die neueFärbung einePartitionierung ÏÐÖ@×�Ø�×FÙÚÑ indu-
ziert, die besserist als die durch ³:´Ûµd´¶¸8¹ induziertePartitionierung ÏÐÖ ¹ ×�Ø ¹ ×�Ù ¹ Ñ , so wird ³Ü´¶µd´¶¸
nach³Ü´¶µd´Û¸ ¹ kopiert.Zur BewertungeinerPartitionierungbenuztenwir die Funktion¾�ÏÐÖ@×�Ø�×FÙÚÑ�ÁÅÝÞÖßÝÜàâá>ãlä�ÊBåzÏçæè×�é1ãläsÊBåêÏFÝ ØëÝì×ÛÝÞÙíÝ6ÑÉî�ä¨ïdðzÏFÝ ØëÝì×pÝ6ÙíÝ6Ñ8Ñ

à äsÊBåêÏFÝ ØëÝì×ÛÝÞÙíÝ6ÑÉî�ä¨ïdðzÏFÝ ØëÝì×pÝ6ÙíÝ6ÑäsÊBåêÏFÝ ØëÝì×ÛÝÞÙíÝ6Ñ ñ (4.16)

In ¾ ist dasGewicht desSeparatorsÖ diebestimmendeGröße.ErstwenndieDifferenzzwischen
demGewicht von Ø unddemGewicht von Ù einengewissenToleranzwerẗubersteigt,wird ein
zus̈atzlicherStraftermaufaddiert.Die Toleranzwird mit Hilfe desParametersé , æóòôéõò÷ö ,
eingestelltunddieHöhedesStraftermsmit Hilfe desParametersá�øùæ . DerdritteTermfungiert
alsTie-BreakerbeiderWahlzwischenmehrerengleichschwerenSeparatoren,wenndieBalance
innerhalbdestoleriertenBereichsliegt.

Ein sehrwichtigesDetailbeiderImplementierungderFunktionIMPROVECOLORING ist die
effizienteBerechnungder Gewichte ÝÞÖßÝ , ÝÞØëÝ und Ý6ÙíÝ nacheinemFarbwechsel.Die Gewichte
werdenzur Bewertungder neuenPartitionierungben̈otigt. Um eineeffizienteBerechnungzu
ermöglichen,speichernwir in ú1û�ÏÐºÒÑ , ú1Ó�ÏçºÒÑ und ú1ÕëÏçºÒÑ , umwelchenWert sichdieGewich-
te der Mengenändern,wenn º seineFarbewechselt.Die Werte ú1ûyÏÐºÒÑ , ú1Ó�ÏçºÒÑ und ú1Õ�ÏÐºüÑ
könnenpositiv odernegativ sein.Sindsiebekannt,soerḧalt mandie BewertungderneuenPar-
titionierungdurchEinsetzenvon Ý6ÖßÝRàýú1û�ÏÐºüÑ , Ý ØëÝÜàóú1Ó�ÏÐºÒÑ und ÝÞÙþÝÜàâú1Õ�ÏÐºÒÑ in ¾ .

Nachdemdie FarbeeinesElementesº gëandertwurde,müssendie ú -Wertealler Elementeºsÿ , die mit º übereineVariableverbundensind, überpr̈uft und gegebenenfalls neuberechnet
werden.Auch diesgeschiehtinnerhalbderFunktionenUPDATE Ó]Ô�Õ undUPDATE Õ>Ô�Ó . In bei-
denFunktionenwerdenvier Fälleunterschieden.Die erstenbeidenFällebeziehensichaufdieSi-
tuationvor, die letztenbeidenaufdie SituationnachdemFarbwechsel.Im folgendenbetrachten
wir nur die in Abbildung4.12dargestellteFunktionUPDATE Ó]Ô�Õ . Die FunktionUPDATE Õ+Ô�Ó
kannanalogformuliertwerden.
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UPDATE Ó]Ô�Õ����wÇ����	�
01: /* Case1: Before flipping � to ¡�
����� there wasonlyoneother ¡�
����� element.
02: Search it andupdateits � Ó and � û values.*/
03: if thereis only one � ÿ�������� Î ���'Ç�� , � ÿ�� � , with !#"%$&"�' �(� ÿ �  ¡�
����� then
04: � û)�(� ÿ �+*  � û,�(� ÿ �,-/.0�wÇ1. ;
05: � Ó �(� ÿ �+*  � Ó �(� ÿ ��2�.0� Ç . ;
06: end if
07: /* Case2: Before flipping � to ¡�
����� all elementswerecolored 354�6758 .
08: Move �wÇ into theseparator andupdate� Ó and � û of all 35496758 elements.*/
09: if !#"%$&"�' �(� ÿ �  35496758 for all � ÿ:������� Î ���'Ç;� , � ÿ<� � then
10: !#"%$&"�' ���'Ç��=*  ?>A@ 6<B ;
11: for each� ÿC�D����� Î ��� Ç � , � ÿ<� � do
12: � û)�(� ÿ �+*  � û,�(� ÿ ��2�.0�'Ç1. ;
13: � Ó��(� ÿ �+*  � ÓE�(� ÿ �,-/.0�'Ç1. ;
14: end for
15: end if
16: /* Case3: After flipping � to ¡�
������ there is onlyoneremaining3+4�6758 element.
17: Search it andupdateits � Õ and � û values.*/
18: if thereis only one � ÿ�������� Î ��� Ç � , � ÿ�� � , with !#"%$&"�' �(� ÿ �  35496758 then
19: � û)�(� ÿ �+*  � û,�(� ÿ ��2�.0�wÇ1. ;
20: � Õ��(� ÿ �=*  � Õ��(� ÿ �9-/.0�wÇ�. ;
21: end if
22: /* Case4: After flipping � to ¡�
������ all elementsarecolored ¡�
������ .
23: Remove �'Ç fromtheseparator andupdate� Õ and � û of all ¡�
����� elements.*/
24: if !#"%$&"�' �(� ÿ �  ¡�
����� for all � ÿ�������� Î ��� Ç � , � ÿ�� � then
25: !#"%$&"�' ���'Ç��=*  ¡�
����� ;
26: for each� ÿ �D����� Î)���'Ç�� , � ÿ � � do
27: � û)�(� ÿ �+*  � û,�(� ÿ �,-/.0�'Ç1. ;
28: � Õ��(� ÿ �=*  � Õ��(� ÿ �<2�.0�'Ç�. ;
29: end for
30: end if

Abb. 4.12:FunktionUPDATE Ó]Ô�Õ .
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Sei ÆKÇ dieVariable,für diedieFunktionUPDATE Ó]Ô�Õ aufgerufenwird. Wir nehmenzun̈achst
an,daßº nochimmerschwarzgef̈arbtist. In denZeilen01–06betrachtenwir denFall, daßesin
derNachbarschaftvon ÆKÇ nur ein Elementºsÿ gibt mit ³Ü´¶µd´Û¸nÏçºsÿ Ñ�ÁGFIHKJMLON . Wäre ºsÿ schwarz
gef̈arbtworden,sowäre ÆHÇ nicht längerTeil desSeparators.DadurchhättesichdasGewicht des
Separatorsum denWert Ý6ÆKÇ8Ý reduziert.In ú1û�ÏÐºsÿ Ñ ist deshalbderWert î1Ý6ÆKÇ Ý undin ú¨Ó�Ïçºsÿ Ñ der
Wert à�ÝÞÆHÇ Ý enthalten.NachdemFarbwechselvon º gibt esnun aberzwei weißeElementein
derNachbarschaftvon ÆKÇ . Erhält jetzt º ÿ die Farbeschwarz,soverbleibt ÆHÇ im Separator. Daher
müssenú1Ó�ÏÐºsÿ Ñ und ú1û�ÏÐº¨ÿ Ñ korrigiertwerden.

Betrachtenwir nun denFall, daßeskein weiß gef̈arbtesElement º¨ÿ in der Nachbarschaft
von ÆKÇ gibt (Zeilen07–15).Dannist º dasersteElementin ÊpÌBÍ8Î�Ï ÆKÇÑ mit ³:´¶µ·´¶¸nÏçºÒÑ�ÁPFIHQJMLON .
Dadurchwird ÆKÇ zu einemTeil desSeparatorsundein FarbwechselderanderenschwarzenEle-
mentein ÊÛÌBÍ8Î]ÏÐÆHÇ�Ñ verbilligt sichum denWert Ý6ÆKÇ8Ý .

Seinunangenommendaßº seineFarbegëanderthatundweißgef̈arbtist. In denZeilen16–
21 betrachtenwir den Fall, daßesnur noch ein schwarzesElement ºsÿ in der Nachbarschaft
von ÆHÇ gibt. NacheinemFarbwechselvon ºsÿ würdeauch ÆKÇ weißgef̈arbt.Damit wäre ÆHÇ nicht
längerTeil desSeparators.Deshalbwird ú1û�ÏÐº ÿ Ñ um denWert ÝÞÆHÇ8Ý reduziertund ú1ÕëÏçº ÿ Ñ um
dengleichenWerterḧoht.

Betrachtenwir abschließenddenFall, daßalle Elementein der Nachbarschaftvon ÆKÇ weiß
gef̈arbtsind(Zeilen22–30).Dannist ÆKÇ nicht längerTeil desSeparators.ÆKÇ wird jedochwieder
BestandteildesSeparators,wennein Element º¨ÿiÈ*ÊpÌBÍ8Î�Ï ÆKÇÑ schwarz gef̈arbt wird. Der Farb-
wechseleinessolchenElementsverteuertsichdaherum denWert Ý6ÆKÇ8Ý .

Manüberlegt sichleicht,daßweitereFallunterscheidungennichtnotwendigsind.Wie bereits
obenerwähntkanndie FunktionUPDATE Õ>Ô�Ó analogformuliert werden.Wir sind jetzt in der
Lage,die LaufzeitunsererVerbesserungsheuristikzuanalysieren.

4.2.2.2 Aufwandsanalyse

Die Effizienz unseresOptimierungsalgorithmuswird ganzentscheidendvon der Ausführungs-
zeitderFunktionIMPROVECOLORING bestimmt.Natürlich könnenwir nichta-prioriberechnen
wie oft die äußereSchleifedurchlaufenwird. Wir könnenjedochanalysierenwie teuereine
Ausführungderinnerenwhile-Schleifeist.

Kritisch in IMPROVECOLORING sinddieBestimmungvon º (Zeile05)unddiefor-Schleifen
in denZeilen08–09sowie 12–13.In denSchleifenwerdendieFunktionenUPDATE Ó]Ô�ÕTÏ ÆKÇa×�ºÒÑ
undUPDATE Õ+Ô�ÓtÏ ÆKÇa× ºÒÑ aufgerufen.Trif ft mindestenseinerdervier Fällezu,sokosteteinAuf-
ruf R�ÏçÌ�SUT Î Ï ÆKÇÑ8Ñ Zeiteinheiten.Wir sprechendannvon einemaktivenAufruf. Man beachte,daß
alle vier if-Abfragen in konstanterZeit ausgewertetwerdenkönnen.Dies geschiehtmit Hilfe
zweierZähler V¼Ó�Ï ÆKÇÑ und V¼Õ�Ï ÆKÇÑ , die für eineVariableÆHÇ angeben,wievieleschwarzundwie-
viele weiß gef̈arbteElementein der Nachbarschaftvon ÆKÇ vorhandensind. Jedernicht aktive
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Aufruf kannalsoin konstanterZeit abgearbeitetwerden.DasfolgendeLemmazeigt,daßvon
deninsgesamtÌ�SUT Î Ï ÆKÇÑ Aufrufen (jedesbenachbarteElementwechseltgenaueinmalseineFar-
be)nur maximalvier aktiv seinkönnen.Daherverursachenalle Aufrufe von UPDATE Ó]Ô�Õ und
UPDATE Õ+Ô�Ó zusammeneinenAufwandvon RüÏFÝ W;ÝÞÑ .
Lemma 4.1 Sei ÆHÇ eineVariable desQuotientengraphen ² . Dann gibt es in IMPROVECOLO-
RING maximalvier aktiveAufrufevonUPDATE Ó�Ô�Õ�ÏÐÆHÇ ×�ºÒÑ undUPDATE Õ>Ô�ÓtÏ ÆKÇa×�ºüÑ .
Beweis: Die Aussageist klar für alle Variablenvom Grad òYX . Sei also Zý¿ÂÁ Ì�SUT.Î�ÏÐÆHÇ�Ñ mit
Z ø[X . Weiter sei \ die initiale Anzahl von weißgef̈arbtenElementenin ÊÛÌBÍOÎ�Ï ÆKÇÑ . Esgilt æIò
\�ò]Z . DurcheinenAufruf vonUPDATE Ó]Ô�Õ�Ï ÆKÇa× ºÒÑ wird V¼ÕTÏ ÆKÇÑ umeinserḧoht.DieserAufruf
ist aktiv, falls vor demAufruf V¼Õ�Ï ÆKÇÑËÈ_^Bæè×nöa` gilt, oder falls nachdem Aufruf V1ÕTÏÐÆHÇ�Ñ È
^%b�cßî ö¶×#b9cd` gilt. Umgekehrt wird durcheinenAufruf UPDATE Õ>Ô�Ó�Ï ÆKÇa× ºÒÑ der Wert V1ÕTÏÐÆHÇ�Ñ
umeinsreduziert.DieserAufruf ist aktiv, fallsvor demAufruf V¼Õ�Ï ÆKÇÑ�È�^dZ�î ö¶×eZ�` gilt (Fälle1
und 2 in Abbildung 4.12),oderfalls nachdemAufruf V1Õ�ÏÐÆHÇ�ÑsÈf^Bæè×nöa` gilt (Fälle 3 und 4 in
Abbildung 4.12). Im folgendennennenwir einenAufruf UPDATE Ó]Ô�ÕëÏÐÆHÇ ×�ºÒÑ Aufwärts- und
einenAufruf UPDATE Õ>Ô�Ó�Ï ÆKÇa×�ºüÑ Abwärtsschritt. Da jedesElementin ÊÛÌBÍ Î ÏÐÆHÇ�Ñ genaueinmal
seineFarbewechselt,gibt es Züîg\ Aufwärts-und \ Abwärtsschritte.In Abhängigkeit von \
könnenfünf Fälle unterschiedenwerden:

Fall 1: \¼Á*æ
Danngibt es Z Aufwärtsschritte,vondenengenauvier aktiv sind.

Fall 2: \¼Á�ö
Danngibt es Z�î ö Aufwärtsschritte,vondenenmaximaldreiaktiv sind.Zus̈atzlichgibt es
einenAbwärtsschritt.Auch dieserkannaktiv sein.

Fall 3: \¼ÁgZ (analogzuFall 1)

Fall 4: \¼ÁgZ>îùö (analogzuFall 2)

Fall 5: h¼ò]\�ò]Z+î/h
Wir zeigenim folgenden,daßesmaximalzweiaktiveAufwärtsschrittegebenkann.Dabei
bezeichnenwir einenAufwärtsschrittdurcheinTupel Ï�i�×jiBàIöfÑ , wobei i demWert V1ÕTÏÐÆHÇ�Ñ
vor demAufwärtsschrittentspricht.Wir unterscheidendreiFälle:

Fall 5.1: DerersteaktiveAufwärtsschrittist Ïçæè×nöfÑ .
Dannsindalle \ Abwärtsschrittebereitsausgef̈uhrt wordenundvon denverbleiben-
denAufwärtsschritten(falls vorhanden)kannnur noch Ï ö¶×eh¶Ñ aktiv sein.

Fall 5.2: DerersteaktiveAufwärtsschrittist ÏOö¶×kh¶Ñ .
Dann ist von den initial \ Abwärtsschrittennocheiner übrig. Darüberhinausgibt
esnoch òlZüîIm weitereAufwärtsschritte.Daherkannesnocheinmaleinenakti-
venAufwärtsschrittÏ ö¶×khÛÑ , odereinenaktivenAufwärtsschrittÏnZ�îoh ×eZ�î�öfÑ geben.
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Beideszusammenist jedochnicht möglich,dahierfür die Anzahlderzur Verfügung
stehendenAufwärtsschrittenichtausreicht.

Fall 5.3: DerersteaktiveAufwärtsschrittist Ï�Z+î?h ×eZCî öfÑ .
Danngibt esnur nocheinenAufwärtsschritt.

Analogzeigtman,daßesfür hüòf\ òpZ�îqh maximalzwei aktive Abwärtsschrittegeben
kann.Insgesamtfolgt damitdie Behauptung.

Es verbleibtzu untersuchen,welcherzus̈atzlicheZeitaufwanddurchdie Auswahl der Ele-
mentein Zeile 05 verursachtwird. Alle unmarkiertenschwarzenElementesind sortiert nach
ihren ú¨û -Wertenin einemHeapabgespeichert.Ein zweiterHeapentḧalt die unmarkiertenwei-
ßenElemente.Zur Auswahl einesElementeswerdendaher R�Ïçµd´aT�Ý rËÝ6Ñ Zeiteinheitenben̈otigt.
DasHeap-Managementverursachteinenzus̈atzlichenAufwandbei jedemaktiven Aufruf von
UPDATE Ó]Ô�ÕTÏÐÆHÇ ×�ºÒÑ undUPDATE Õ+Ô�ÓtÏ ÆKÇa× ºÒÑ . Ändertsichnämlichfür ein zu ÆKÇ benachbartes
Elementºsÿ derWert ú1û�ÏÐºsÿ Ñ , somuß ºsÿ neuin denentsprechendenHeapeingeordnetwerden.
JederaktiveAufruf kanndaherRüÏÌ�S�TÛÎ�Ï ÆKÇÑèµd´aT�Ý rËÝ6Ñ Zeiteinheitenkosten.Da esjedochnur vier
aktiveAufrufe für ÆHÇ gibt, erḧalt man:

Satz4.1 Sei ² ÁÃÏnsË×tW�Ñ ein Quotientengraph.Ein Durchlauf der innerenwhile-Schleifein IM-
PROVECOLORING kostet R�ÏFÝ W�ÝOµd´aTßÝusWÝ6Ñ Zeiteinheiten.

Damit besitztunserOptimierungsalgorithmusdie gleicheEffizienz wie der von Ashcraft und
Liu [10] vorgeschlageneVertex-Fiduccia-Mattheyses-Algorithmus.

4.2.3 DreistufigesMultisection

DasdreistufigeMultisection-VerfahrenbasiertaufeinerVerallgemeinerungdesin Abbildung4.5
präsentiertenAlgorithmus.Die Ideeist,einigeSeparatorenausv entsprechendihrerRekursions-
tiefe undeinigemit Hilfe einesBottom-up-Verfahrenswie z.B. Minimum-Degreezu numerie-
ren. Das dreistufigeMultisection-Verfahrenstellt eine KombinationausunvollständigemNe-
sted-Dissectionwyx�Ï�w{z�×#|}z�Ñ , und Local-Nested-DissectionwyxêÏ�|}z�×e~�¸�´��Hµ�Ñ dar. Ersetztman
in demLocal-Nested-Dissection-AlgorithmusdasProfil- durchein Minimum-Degree-Ordering,
soerḧalt mandurchdieKombinationbeiderAlgorithmeneindreistufigeMultisection-Verfahren
vom Typ wyx�Ï�w{z+×e|}z�×kw�z�Ñ . Es verbleibtdie Frage,welcheSeparatorenaus v mit Hilfe von
Nested-Dissectionundwelchemit Hilfe von Minimum-Degreenumeriertwerdensollen.

4.2.3.1 DasgenerischedreistufigeMultisection-Verfahren

Ein Bottom-up-AlgorithmuskannaufgrundseinerlokalenStrukturnicht voraussehen,wie die
Elimination einesKnotensdenweiterenEliminationsprozeß– und damit die Bildung zukünf-
tiger Gebiete– beeinflußt.Um dieseSchẅachezu überwinden,zerteilt mandenGraphenmit
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Hilfe von Knotenseparatorenin mehrerezusammenḧangendeTeilgraphen.Die Teilgraphenbil-
dendanndie GebieteeinesunvollständigenBottom-up-Orderings.Normalerweisewerdendie
Separatorenin einemrekursivenProzesseskonstruiert.Ziel ist dabeidieKonstruktionmöglichst
kleinerSeparatoren.Man hofft, daßder rekursive Prozeßdie Separatorensoanordnet,daßGe-
bietemit einemkleinenRandentstehen.Genauhier zeigt sich die SchẅacheeinesTop-down-
Verfahrenswie Nested-Dissection:Bei der BestimmungeinesKnotenseparatorsfür einenGra-
phen � ÿ bleibt derausbereitskonstruiertenSeparatorenbestehendeRandvon � ÿ unber̈ucksich-
tigt. Folglich wird der RandeinesGebietesauchbei der Numerierungder KnotenaußerAcht
gelassen.Im Gegensatzdazu,fließt derRandeinesGebietesauf naẗurlicheArt undWeisein die
BerechnungeinesBottom-up-Orderingsein.

Es gibt eine wichtige Klassevon Graphen,für die dasNested-Dissection-Verfahreneine
asymptotischoptimaleEliminationssequenzerzeugt,nämlichdie Klasseder b���b -Gitter. Hier
werdendie Knotenseparatorenso angeordnet,daßimmer wiederquadratischeGebieteentste-
hen.Diesmotiviert folgendeStrategie zur VerbesserungeinesMultisection-Orderings:Falls die
KnotenseparatorendesMultisektors v derartangeordnetsind,daßdurcheineEliminationent-
sprechendderRekursionstiefeviele quadratischeGebieteentstehen,sobehaltedie Nested-Dis-
section-Numerierungbei.Werdenjedochviele Gebietemit einemgroßenAspekt-Ratioerzeugt,
soverwerfedie Nested-Dissection-Numerierungundeliminieredie Separatorenmit Hilfe eines
Bottom-up-Verfahrenswie z.B. Minimum-Degree.

Theoretischwird dieseVorgehensweiseuntersẗutztdurchdieArbeitenvonBhatetal. [19]. In
ihremLocal-Nested-Dissection-Algorithmus,demerfolgreichstenOrdering-Verfahrenfür ����b -
Gitter, werdendie quadratischenGebietemit Hilfe einesNested-Dissection-unddie Knotense-
paratorenmit Hilfe einesProfil-Verfahrensnumeriert.Benutztmanin demLocal-Nested-Dissec-
tion-AlgorithmusanstelleeinesProfil- ein Minimum-Degree-Verfahren,soändertsichderGrad
derAuffüllungkaum.

Um die Vorgehensweiserealisierenzu können,mußderAspekt-RatioderentstehendenGe-
biete bekanntsein.Aspekt-Ratioist jedochnur dannwohldefiniert,wenn für die Knoten des
GrapheneineEinbettungin dieEbeneexistiert.EineeinfacheLösungdiesesProblemssiehtwie
folgt aus:Da die KnotenseparatorendesMultisektors v in einemrekursivenBisektionsprozeß
berechnetwerden,kannmansie als Binärbaumdarstellen.Sei � dieserBinärbaum.Berechne
nun für jedenTeilbaum �êû von � ein Minimum-Degree-Ordering,und vergleicheesmit dem
gegebenenNested-Dissection-Ordering.Bestimmeanschließenddie maximalenTeilbäume,für
die Nested-Dissectionbesserist alsMinimum-Degree,undeliminieredie Separatorenin diesen
Teilbäumenentsprechendihrer Rekursionstiefe.Bezeichnev�ÿ���v denverbleibendenMulti-
sektor. Bilde denSchur-KomplementGraphen����� , undeliminieredie Knotenin ����� mit Hilfe
einesMinimum-Degree-Verfahrens.

Besitztder Separatorbaum�WÁ_RüÏçµ·´�TEb�Ñ Ebenen,so ben̈otigt manfür die Berechnungdes
dreistufigenMultisection-OrderingseinenAufwand,dernachobenbegrenztist durchden ��à�ö -
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Abb. 4.13:Spektrumvon Multisection-Orderings.

fachenAufwandzur BerechnungeinesMinimum-Degree-Orderings.Diessiehtmanwie folgt:
Für jedenTeilbaum�êû von � mußeinMinimum-Degree-Orderingberechnetwerden.Gehtman
in � eineEbenetiefer, so verdoppeltsich zwar die Anzahl der Teilbäume,ihre Größehalbiert
sich jedochauch.Für die Berechnungaller Minimum-Degree-Orderingsben̈otigt mandeshalb
einenAufwand,dernachobenbegrenztist durchdenAufwandzurBerechnungvon � Minimum-
Degree-Orderings.BerücksichtigtmanjetztnochdenAufwandzurBerechnungeinesMinimum-
Degree-Orderingsfür dieKnotenin �Q�R× ñnñnñ ×#�A� und v�ÿ , soerḧalt mandasgewünschteResultat.

4.2.3.2 DasdreistufigeMultisection-Verfahren von Ashcraft, Liu und Eisenstat

EineeffizientereMethodezurBerechnungeinesdreistufigenMultisection-Verfahrenswurdevon
Ashcraft,Liu undEisenstatvorgestellt[4, 15]. Sei � die tiefsteEbenedesSeparatorbaumesund� È�^Bæè× ñnñnñ ×k�9` . Ihr dreistufigesMultisection-Verfahrenevaluiert alle Orderings,die nachder
folgendenVorschriftgeneriertwerdenkönnen:

(1) Eliminieredie Knotenseparatorenin denunterenEbenen��× ñnñnñ × � î�ö entsprechendihrer
Rekursionstiefe.

(2) Eliminiere die Knotenseparatorenin denoberenEbenen
� × ñnñ:ñ ×�æ mit Hilfe einesMini-

mum-Degree-Algorithmus.

Von diesen �Tà ö Orderingswird anschließenddasBesteausgewählt. Abbildung 4.13 zeigt,
daßdurch die Vorschrift ein weitesSpektrumvon Orderingsgeneriertwird. JedesOrdering
wird durcheinDreieckundeindarunterliegendesRechtecksymbolisiert.DasDreieckrepr̈asen-
tiert denSeparatorbaumundentḧalt alle Knotenaus v . DasRechteckstehtfür die Knotenaus
�Q�R× ñnñ:ñ ×e�A� . Auf der linkenSeitedesSpektrumswerdensowohl die Knotenaus �Q�R× ñnñnñ ×e�A� als
auchdie Separatorenaus v mit Hilfe einesMinimum-Degree-Verfahrensnumeriert.Man erḧalt
so ein Multisection-Orderingvom Typ wyx�Ïnw{z�×kw{zCÑ . Auf der gegen̈uberliegendenSeitedes
SpektrumswerdendieSeparatorenausv entsprechendihrerRekursionstiefeeliminiert,undman
erḧalt ein unvollständigesNested-Dissection-Ordering,d.h. ein Multisection-OrderingvomTyp
wyx�Ïnw{z�×e|QzCÑ .

Die nachderVorschriftvon Ashcraftet al. generiertenOrderingsüberlappensichstark.Für� È�^Bæè× ñ:ñnñ ×k�9` bezeichnev5���lv denMultisektor, der die Separatorender Ebenenæè× ñ:ñnñ × �
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TRISTAGEMULTISECTION � "�' � �<� "�' � �k� "�' ��� �
01: Determineadomaindecomposition���5���1���e�e�e�e�9�1�E�e� of   by a recursive bisection

process.Usenodeselectionstrategy "�' � � to constructthevertex separators.
02: for eachset � Ç do
03: Eliminateall verticesin ��Ç usingnodeselectionstrategy "�' � � .
04: Storeoperationcountin "�¡£¢�¤ andconstructeliminationgraph   �£¥ .
03: "�¡£¢ � *  /¦ ; "�¡C¢ ¹ *  /§ ;
04: for ¨ *  /© downto ¦ do
05: if ¨�ª © then
06: Eliminatefrom   �%«�¬� all separatorsin level ¨ -�® to obtaintheactual

eliminationgraph   �%« . Add operationcountto "�¡C¢ � .
07: end if
08: Ordertheverticesin   �d« usingnodeselectionstrategy "�' �£� .

Storeoperationcountin "�¡£¢ � .
09: if "�¡C¢�¤ - "�¡£¢ � - "�¡C¢ � ª¯"�¡£¢ ¹ then
10: ¨ ¹ *  ¨ ;
11: "�¡C¢ ¹ *  "�¡£¢�¤ - "�¡C¢ � - "�¡£¢ � ;
12: end if
13: end for
14: Splicetogetherthebottom-uporderingson �A�#�e�e�e���1�E� , thenesteddissectionordering

on �5�2{�°�#± , andthebottom-uporderingon �°�#± .

Abb. 4.14:FunktionTRISTAGEMULTISECTION.

entḧalt. (d.h. v � Á²v ). Berechnetmandie Orderingswie in Abbildung 4.13 angedeutetvon� Á[� bis
� Á$æ , sokannbeimÜbergangvon

�
nach

� î/ö die Nested-Dissection-Numerierung
der Separatorenv îGv5� zu einer Nested-Dissection-Numerierungder Separatorenv$îfv5�e³,�
erweitertwerden.Man mußdannnur nochein Minimum-Degree-Orderingfür die Knotenaus
v5� berechnen.

Abbildung 4.14zeigt die Berechnungund Evaluierungder �1à$ö Orderingsin demverall-
gemeinertenMultisection-Verfahren.NachKonstruktiondesMultisektors v � , werdenzun̈achst
dieKnotenin denMengen�Q�R× ñnñnñ ×e�A� eliminiert.Die Variabléa´�µ ¤ speichertdieAnzahlderzur
Faktorisierungder entsprechendenSpaltenben̈otigtenMultiplikations- und Additionsoperatio-
nen.Dieseläßtsichsehreinfachbestimmen.Wird nämlichein Knoten ¶ im Schritt � eliminiert
(also ·tÏ�¶ ÑüÁ¸� ), so gilt ¹zÏnº ¹t» � Ñ�ÁVÌ�SUT�¼ ¥1½  Ï�¶ Ñ . Mit ¹êÏ�º ¹t» � Ñ ist nach(2.6) und (2.7) auchdie
AnzahlderzurFaktorisierungvon � ben̈otigtenOperationenbekannt.Als ErgebnisdesElimina-
tionsprozesseserḧalt mandenSchur-KomplementGraphen��� ¥ . Die Berechnungderverschie-
denenOrderingsfür ����¥ geschiehtin dernunfolgendenfor-Schleife(Zeilen04–13).
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In jederIteration
��¾ � der for-Schleifewird alserstesderaktuelleEliminationsgraph���d«

konstruiert(im Falle
� ÁP� entspricht���d« demSchur-KomplementGraphen���£¥ ). Dazuwerden

ausdemEliminationsgraphen���%«n¬¿ der Iteration
� à�ö die KnotenseparatorenderEbene

� à ö
eliminiert. Die Variable ´�´�µ � speichertdie SummederMultiplikations- undAdditionsoperatio-
nen,diedurchdie Faktorisierungderin diesenNested-Dissection-SchritteneliminiertenKnoten
entstehen.Anschließendwird für die KnotendesGraphen���d« ein Bottom-up-Orderingberech-
net.Da ���%« in dernächstenIterationzur Konstruktionvon ���%« ½  ben̈otigt wird, darf derGraph
bei derBerechnungdesBottom-up-Orderingsnicht zersẗort werden.Die NumerierungderKno-
ten in ���%« komplettiertein neuesdreistufigesMultisection-Ordering.Falls esdasBestebisher
gefundeneOrderingist, wird

�
in
� ¹ gespeichert.

NachDurchlaufder for-Schleifestehtin
� ¹ die Ebene,ab der die Separatorennicht mehr

entsprechendihrer Rekursionstiefe,sondernmit Hilfe einesBottom-up-Verfahrenseliminiert
werdensollten.DasbestedreistufigeMultisection-Orderingerḧalt mandaherwie in Zeile 14
beschrieben.

Der Aufwandzur BestimmungdesbestendreistufigenMultisection-Orderingsist nachoben
begrenztdurchden Aufwandzur Berechnungvon drei Bottom-up-Orderings.Dies siehtman
wie folgt: In jederIterationhalbiertsich die Anzahl der Knotenim aktuellenEliminationsgra-
phen.Zeile 08 verursachtdahereinenBerechnungsaufwandvon höchstenszwei Bottom-up-Or-
derings.Zusammenmit demAufwandzurBerechnungderBottom-up-Orderingsfür dieKnoten
in �Q�R× ñ:ñnñ ×e�A� (Zeilen 02–03)und demAufwandzur Konstruktionder aktuellenEliminations-
graphen(Zeile 06)erḧalt mandasgewünschteResultat.

4.3 Die Ordering-Bibliothek PORD

DieserAbschnittist in zweiTeilabschnittegegliedert.Zunächststellenwir in 4.3.1die in derOr-
dering-BibliothekPORD (PaderbornORDeringTools)enthaltenenProgrammepord undmul-
tipord vor. Alle Funktionen,die in diesenProgrammenaufgerufenwerden,sindTeil derBiblio-
thek und könnendamit auchvon jedemanderenProgrammbenutztwerden.Eine vollständige
BeschreibungderFunktionenundihrer Parameterfindetmanin [131]. DenSchwerpunktdieses
Abschnittsbilden die experimentellenErgebnissenin 4.3.2.Durch sie wird eindrucksvoll die
Leistungsf̈ahigkeit derin PORD enthaltenenOrdering-Algorithmendemonstriert.

4.3.1 Die Programmepord und multipord

Im wesentlichenrealisierendie Programmepord und multipord die in denAbbildungen4.5
und 4.14 dargestelltenFunktionenMULTISECTION und TRISTAGEMULTISECTION. Die Para-
meteŕ¶¸�Ì�� und ´Û¸�Ì � könnendabeidieWerte ÀÁw{z , À�w{Â , ÀÁwyw�Â , ÀÁw�J�|Qz und w{Â annehmen.
Dabeiist zubeachten,daßderin dieBerechnungvon µ�³Ü´¶¸jSUÃ�Ä5Å , µ�³Ü´¶¸jS�Ã:ÄEÄ5Å und µ8³:´¶¸tS�Ã�Ä5ÆÈÇCÉ ein-
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gehendeexterneKnotengradZ nur approximativ berechnetwird. DieshatjedochkeinenEinfluß
auf die Effektivität der Auswahlstrategien (vgl. auchRothberg und Eisenstat[125]). Im Pro-
grammpord ist für ´¶¸�Ì � zus̈atzlichder Wert |Qz erlaubt.In diesemFall werdendie Separato-
ren entsprechendihrer Rekursionstiefeeliminiert. Der Parameteŕ¶¸8Ì,� kanndie Werte Ê�w{z ,
Ê�w{ËKzOÌ und Ê�ËOÀ�|Qz annehmen.DarüberhinausführendieProgrammepord undmultipord
ein Preprocessingundein Postprocessingdurch.InnerhalbdesPreprocessingswird untersucht,
ob der Graph � nicht unterscheidbareKnotenentḧalt. Dies erscheintzun̈achstrechtunwahr-
scheinlichzusein.In dernumerischenPraxistauchenjedochimmerwiederMatrizenauf, in de-
nenaufeinanderfolgendeSpaltendie gleicheNichtnullstrukturbesitzen.Dies gilt insbesondere
für Matrizen,die bei einerDiskretisierungmittelsfiniter Dif ferenzenentstehen,wennanjedem
Punkt desDiskretisierungsgittersmehrerephysikalischeGrößenwie z.B. Druck, Temperatur
oder Geschwindigkeit zu berechnensind. Durch Zusammenfassender nicht unterscheidbaren
KnotenkannderGraphin derRegel erheblichverkleinertwerden.

Sei �"Á Ï Æ�×eÍ�Ñ mit ÆÃÁ�^%¶���× ñnñnñ ×j¶dÎ£` . Zur Identifizierungdernicht unterscheidbarenKno-
tenwird zun̈achstfür alle ¶BÇYÈ Æ derWert

Ï Êaµ Ï Ï�¶BÇ�Ñ�ÁÐi�à Ñc;«kÒ�Ó�Ô�Õ(Ö�×ØcMÙÛÚ
�

berechnet.Ein bez̈uglich ¶fÇ nichtunterscheidbarerKnoten ¶U� erfüllt danndieBedingungen

¶U��ÈËÊÛÌBÍ ¼ Ï�¶fÇÑ und Ì�SUT ¼ Ï�¶U�RÑ�Á/Ì�S�T ¼ Ï�¶BÇ�Ñ und
Ï Êaµ Ï Ï�¶U�:Ñ�Á Ï Êaµ Ï Ï�¶fÇçÑ ñ

Um alle nicht von ¶BÇ unterscheidbarenKnotenzu finden,mußmanalsonur die Adjazenzliste
von ¶fÇ durchlaufenundfür jedenKnoten ¶�� mit Ì�SUT ¼ Ï�¶U�:Ñ�Á*Ì�S�T ¼ Ï�¶BÇ�Ñ und

Ï Êaµ Ï Ï�¶��RÑ�Á Ï Êaµ Ï Ï�¶BÇ�Ñ
testen,ob ÊÛÌBÍ1¼�Ï�¶fÇçÑ�Üo^%¶BÇn`IÁ ÊÛÌBÍt¼�Ï�¶U�:ÑÜq^%¶��Ý` gilt (vgl. auchAshcraft [3], Damhaug[27] so-
wie HendricksonundRothberg [72]). Alle Knoten ¶U� , die denTestbestehen,werdenmit ¶fÇ zu
einemSuperknotenverschmolzen.Ganzähnlich werdendie Superknotenin den Bottom-Up-
Algorithmenunddie Supervariablenin demneuenMultilevel-Verfahrenbestimmt.

Mit Hilfe derSuperknotenkanneinkomprimierterGraph��Þ konstruiertwerden.Dabeiwird
jederSuperknotenß durcheinenlogischenKnotenmit Gewicht Ý ß�Ý ersetzt.Der komprimierte
Graph ��Þ dient dannals Eingabefür die FunktionenMULTISECTION und TRISTAGEMULTI-
SECTION. Dies ist problemlosmöglich, da sowohl die Bottom-Up-Algorithmenals auchdie
Funktion SEPARATOR knotengewichteteGraphenals Eingabeakzeptieren.Man erḧalt so ein
Ordering·)Þ für dieKnotendeskomprimiertenGraphen��Þ .

In demPostprocessingSchrittwird dasOrdering ·)Þ auf die KnotenmengeÆ desurspr̈ung-
lichenGraphen� erweitert.Seiendazu à)Þ und ¶dÞ zwei KnotendeskomprimiertenGraphenmit
·)ÞRÏ�à)ÞOÑ ¾ ·)ÞRÏ�¶dÞ Ñ . Esseiangenommen,daßà)Þ dienichtunterscheidbarenKnoten ^%à°� × ñnñnñ ×jà)áâ`ã�Æ und ¶�Þ die nicht unterscheidbarenKnoten ^%¶¿�R× ñnñnñ ×#¶aäe`��íÆ repr̈asentiert.In demerweiter-
ten Ordering · werdendie nicht unterscheidbarenKnotenaufeinanderfolgendnumeriert,also
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·�Ï�à]Ç�Ñ�Ág·�Ï�à°� ÑÉàoi�î/ö , ö ¾ i�ògå undanalog·�Ï�¶��RÑ�Ág·�Ï�¶���Ñ�à � î�ö , ö ¾o� òpæ . Desweiteren
gilt in demerweitertenOrdering·�Ï�à,áFÑ ¾ ·�Ï�¶�� Ñ .
4.3.2 ExperimentelleErgebnisse

In diesemAbschnitt stellenwir einigeexperimentelleErgebnissevor, die die Leistungsf̈ahig-
keit der in PORD enthaltenenOrdering-AlgorithmenunterBeweis stellen.Wir benutzendazu
einenweit verbreitetenund frei verfügbarenSatzvon Benchmark-Matrizen.Alle Experimente
wurdenauf einerSUN Ultra mit 296 MHz UltraSPARC-II Prozessorund zwei GByte Haupt-
speicherdurchgef̈uhrt.Im folgendenwerdenwir zurEvaluierungeinesOrderingsimmerdieAn-
zahlderzur Faktorisierungben̈otigtenMultiplikations- undAdditionsoperationenheranziehen.
Wie bereitsin Kapitel 3 amBeispieldesquadratischenGittersgesehen,wird die Laufzeiteines
Faktorisierungsalgorithmusim wesentlichendurchdie Anzahl der arithmetischenOperationen
bestimmt.

4.3.2.1 Vorstellung der Testmatrizen

Für unsereExperimentehabenwir einenSatzgroßer, praxisnaherTestmatrizenausgewählt.Die
erstenzwei Matrizenwurdenvon unsselbstgeneriert.Es handeltsich um die Laplace-Matrix
eines ö%haçè�óö%haç -Gittersmit 5-Punkte-(GRID127x127)bzw. 9-Punkte-Stern(MESH127x127).
Die 15 BCSSTK-MatrizenstammenausderbekanntenHarwell-Boeing-Collection.Einedetai-
lierte Beschreibung dieserMatrizenfindet manin [34]. MAT02HBF und MAT03HBF wurden
uns von einer Consulting-Agenturder deutschenAutomobilindustriezugeschickt.Es handelt
sichhierbeium Matrizen,die auseinemSimulationsprogrammfür Crash-Testsextrahiertwur-
den.Bei denMatrizenBRACK2, WAVE, HERMES,CYL3 und DIME20 handeltessich um
dreidimensionaleFEM-Gitter. Die Matrix CRACK stellteinzweidimensionalesFEM-Gitterdar.
Die Matrizen BRACK2, CRACK, WAVE stammenvon der Carnegie-Mellon-University. Die
Matrix HERMESist vonderMichigan-State-Universityundstellt eindreidimensionalesModell
deseurop̈aischenRaumgleitersdar. Die letztenzwei MatrizenCYL3 undDIME20 wurdenuns
von C. Walshaw, Universiẗat von Southampton,zur Verfügunggestellt.Alle restlichenMatrizen
stammenausderSparse-Matrix-Collection[28] vonTim Davis. HierbeihandeltessichumMa-
trizen,die auskommerziellenAnwendungenzur Lösungvon ProblemenausdenBereichender
Struktur- undStrömungsmechanikextrahiertwurden.

Tabelle4.1 zeigt einigewesentlicheEigenschaftender Testmatrizen.Die erstenzwei Spal-
ten gebenan,wieviele Knotenund Kantender ausder Matrix é abgeleiteteGraph � entḧalt.
Die nächstenzwei Spaltenzeigendie GrößedeskomprimiertenGraphen��Þ . In Spalte5 ist an-
gegeben,wieviele von null verschiedeneEinträgeder Cholesky-Faktor º von é entḧalt, wenn
zur BestimmungdesOrderingsderApproximate-Minimum-Degree-Algorithmusvon Amestoy
etal. [1] benutztwird. Spalte6 zeigtwievieleMultiplikations-undAdditionsoperationenin die-
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    Þ 6�êèë
Matrix .0��. . ìí. .0��Þâ. . ì�Þâ. î��(ï5�Mða® ¦�ñ ò �(ï+�Mða® ¦�ó
GRID127x127 16129 32004 16129 32004 346 27
MESH127x127 16129 63756 16129 63756 527 43
BCSSTK15 3948 56934 3948 56934 624 155
BCSSTK16 4884 142747 1778 18251 763 162
BCSSTK17 10974 208838 5219 40531 985 138
BCSSTK18 11948 68571 10926 61086 625 127
BCSSTK23 3134 42044 2930 17628 428 125
BCSSTK24 3562 78174 892 6378 270 31
BCSSTK25 15439 118401 13183 80982 1464 316
BCSSTK29 13992 302748 10202 156923 1760 467
BCSSTK30 28924 1007284 9289 111442 3786 947
BCSSTK31 35588 572914 17403 144403 5281 2593
BCSSTK32 44609 985046 14821 113487 5002 989
BCSSTK33 8738 291583 4344 82142 2480 1140
BCSSTK35 30237 709963 6611 32967 2725 399
BCSSTK36 23052 560044 4351 18583 2719 616
BCSSTK37 25503 557737 7093 44462 2755 535
BCSSTK38 8032 173714 3456 40656 718 115
MAT02HBF 46949 1117809 6707 19938 5057 1344
MAT03HBF 73752 1761718 10536 31438 10061 4184
STRUCT3 53570 560062 41644 340543 5040 1096
STRUCT4 4350 116724 4350 116724 2357 2004
PWT 36519 144794 36515 144774 1556 173
BRACK2 62631 366559 62631 366559 7275 3085
CRACK 10240 30380 10240 30380 163 8
3DTUBE 45330 1584144 15909 181865 26310 30053
CFD1 70656 878854 70656 878854 37663 44556
CFD2 123440 1482229 123440 1482229 74884 136477
CYL3 232362 457853 232362 457853 77440 208480
DIME20 224843 336024 224843 336024 3430 330
GEARBOX 153746 4463329 56175 693142 46325 41121
NASASRB 54870 1311227 24954 275813 11624 4538
WAVE 156317 1059331 156316 1059325 114930 372458
PWTK 217918 5708253 41531 221130 60305 49086
HERMES 320194 3722641 320194 3722641 323055 1434744

Tab. 4.1: EigenschaftenderBenchmark-Matrizen.
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semFall zur Berechnungvon º notwendigsind.Die Wertein Spalte5 sind in Tausendunddie
Wertein Spalte6 in Millionen angegeben.Im folgendenwerdenwir alleunsereErgebnisseauch
in Relationzu denWertenausdenSpalten5 und6 angeben.Da derAlgorithmusvon Amestoy
et al. zu deneffektivstenBottom-up-Algorithmengeḧort, ist soeineleichteEinordnungunserer
Ergebnissemöglich.

4.3.2.2 Ergebnissefür die Programmepord und multipord

Wie bereitseingangserwähntrealisierendie Programmepord undmultipord im wesentlichen
die FunktionenMULTISECTION und TRISTAGEMULTISECTION. Die algorithmischenKompo-
nentendieserFunktionenhabenwir in Abschnitt 4.2 vorgestellt.Die folgendeListe faßt die
wichtigstenParametereinstellungenderKomponentenzusammen.

ô In allenTestswurdendieFunktionenMULTISECTION undTRISTAGEMULTISECTION mit´¶¸8Ì,� ÁõÊ�w{ËKzOÌ aufgerufen.Obwohl in heterogenenGraphenmit Hilfe der Auswahl-
strategie Ê�w{z bessereGebietszerlegungengeneriertwerdenkönnen,habenwir ´¶¸8Ì,� auf
Ê�w{ËKzOÌ gesetzt,da für eineVariable ÆKÇ die Berechnungvon µ�³:´Û¸jS�ö�ÄE÷£É�ø�Ï ÆKÇÑ sehrviel
billiger ist alsdie Berechnungvon Ì�S�T�ÏÐÆHÇ�Ñ .

ô In den FunktionenMULTISECTION und TRISTAGEMULTISECTION wird die rekursive
Konstruktionder Knotenseparatorensolangefortgesetztbis alle Teilgraphenwenigerals
100Knotenenthalten.Eswerdenjedochhöchstens255Separatorenberechnet.

ô In derFunktionSEPARATOR wird derVergröberungsprozeßabgebrochensobaldeinQuo-
tientengraphwenigerals200Elementebesitzt.Eswerdenjedochhöchstens15 Quotien-
tengraphenberechnet.

ô In der FunktionIMPROVECOLORING erfolgt ein vorzeitigerAbbruchder innerenwhile-
Schleife,falls in 100aufeinanderfolgendenIterationendiePartitionierungnichtverbessert
werdenkann.

ô In der Bewertungsfunktion¾ sind die Parameteré und á auf die Werte æ ñúù und ölæ¶æ ge-
setzt.SolangealsodasGewicht derkleinerenPartition mindestens50% vomGewicht der
größerenPartition ausmacht,gehtin die BewertungeinerPartitionierungnur dasGewicht
desSeparatorsein.

Tabelle4.2zeigtdie ZahlderzurBerechnungdesCholesky-Faktorsben̈otigtenMultiplikations-
undAdditionsoperationenfür dasProgrammpord. Dabeiwurdedie FunktionMULTISECTION

mit den Parameterń¶¸8Ì��IÁ ´¶¸8Ì � Á ÀÁw{z (Spalte1), ´¶¸8Ì��IÁ ´¶¸8Ì � Á ÀÁwyw{Â (Spalte2),´¶¸8Ì���ÁPÀÁwyw{Â , ´¶¸8Ì � Áfw{Â (Spalte3) und ´¶¸8Ì���ÁPÀÁwyw{Â , ´¶¸8Ì � Áp|}z (Spalte4) aufgerufen.
Obwohl weitereKombinationenvon Knotenauswahlstrategienmöglich sind,habenwir unsauf
diesevierbeschr̈ankt.In Klammernist jeweilsderWertin RelationzumApproximate-Minimum-
Degree-Verfahrenangegeben.
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Matrix � 6�êDë � 6�êDë � � 6�êèêDû � 6�êèêDû � � 6�êèêDû � êèû � � 6�êèêèû ��ü ë �
GRID127x127 16(0.59) 16 (0.59) 16 (0.59) 17 (0.63)
MESH127x127 36(0.84) 38 (0.88) 35 (0.81) 39 (0.91)
BCSSTK15 93(0.60) 79 (0.51) 86 (0.55) 82 (0.53)
BCSSTK16 112(0.69) 117(0.72) 115(0.71) 135(0.83)
BCSSTK17 124(0.90) 123(0.89) 120(0.87) 172(1.25)
BCSSTK18 87(0.68) 85 (0.67) 82 (0.65) 96 (0.76)
BCSSTK23 98(0.78) 85 (0.68) 98 (0.78) 90 (0.72)
BCSSTK24 30(0.97) 30 (0.97) 30 (0.97) 31 (1.00)
BCSSTK25 256(0.81) 207(0.65) 230(0.73) 355(1.12)
BCSSTK29 360(0.77) 326(0.70) 277(0.59) 336(0.72)
BCSSTK30 722(0.76) 702(0.74) 707(0.74) 982(1.04)
BCSSTK31 1226(0.47) 1215(0.47) 1184(0.46) 1291(0.50)
BCSSTK32 827(0.84) 774(0.78) 767(0.77) 969(0.98)
BCSSTK33 740(0.65) 626(0.55) 619(0.54) 644(0.56)
BCSSTK35 374(0.94) 367(0.92) 369(0.92) 384(0.96)
BCSSTK36 461(0.75) 458(0.74) 460(0.75) 500(0.81)
BCSSTK37 404(0.75) 403(0.75) 388(0.72) 445(0.83)
BCSSTK38 91(0.79) 91 (0.79) 89 (0.77) 106(0.92)
MAT02HBF 1091(0.81) 1088(0.80) 1093(0.81) 1222(0.91)
MAT03HBF 2654(0.63) 2723(0.65) 2473(0.59) 2666(0.64)
STRUCT3 717(0.65) 730(0.67) 664(0.61) 731(0.67)
STRUCT4 574(0.29) 541(0.27) 617(0.31) 504(0.25)
PWT 108(0.62) 109(0.63) 107(0.62) 110(0.64)
BRACK2 1923(0.62) 1610(0.52) 1661(0.53) 1982(0.64)
CRACK 7 (0.87) 7 (0.87) 6 (0.75) 7 (0.87)
3DTUBE 13235(0.44) 14839(0.49) 11437(0.38) 12303(0.41)
CFD1 9885(0.22) 8814(0.20) 8799(0.20) 11302(0.25)
CFD2 34421(0.25) 27978(0.20) 27902(0.20) 28636(0.21)
CYL3 57971(0.29) 45386(0.22) 41372(0.20) 39791(0.19)
DIME20 175(0.53) 175(0.53) 167(0.51) 191(0.58)
GEARBOX 18034(0.44) 17404(0.42) 17505(0.43) 17987(0.44)
NASASRB 2839(0.63) 2613(0.58) 2582(0.56) 3437(0.76)
WAVE 160843(0.43) 119694(0.32) 108804(0.29) 97480(0.26)
PWTK 23019(0.47) 22658(0.46) 22323(0.45) 23119(0.47)
HERMES 326902(0.23) 266255(0.19) 268303(0.19) 265133(0.18)

Durchschnitt (0.63) (0.60) (0.59) (0.67)

Tab. 4.2: Anzahlderzur Faktorisierungben̈otigtenMultiplikations- undAdditionsoperationen (in Mio.)
in Abhängigkeit von den verwendetenKnotenauswahlstrategien. Alle Orderingswurdenmit
Hilfe desProgrammspord bestimmt.
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Iteration ¨
Matrix 7 6 5 4 3 2 1 0

GRID127x127 – 16 16 16 16 17 17 17
MESH127x127 – 38 45 42 35 36 39 39
BCSSTK15 – – – 79 78 78 82 82
BCSSTK16 – – – 117 120 130 135 135
BCSSTK17 – – 123 137 156 171 171 172
BCSSTK18 – 85 87 81 86 91 96 96
BCSSTK23 – – – – 85 84 91 90
BCSSTK24 – – – – 30 31 31 31
BCSSTK25 – 207 216 244 309 326 355 355
BCSSTK29 – 326 309 321 330 316 336 336
BCSSTK30 – 702 725 809 913 973 982 986
BCSSTK31 1215 1266 1317 1261 1289 1285 1291 1291
BCSSTK32 774 774 794 833 929 968 969 969
BCSSTK33 – – 626 626 615 644 644 644
BCSSTK35 – 367 376 378 383 385 384 384
BCSSTK36 – – 458 476 475 497 500 500
BCSSTK37 – 403 393 403 413 433 445 445
BCSSTK38 – – 91 93 97 103 106 106
MAT02HBF – 1088 1107 1128 1140 1192 1222 1222
MAT03HBF 2723 2726 2542 2790 2619 2659 2663 2666
STRUCT3 730 691 712 707 725 731 731 731
STRUCT4 – – – 541 542 523 503 504
PWT 109 111 108 108 109 110 110 110
BRACK2 1610 1646 1633 1655 1817 1981 1982 1982
CRACK – 7 7 6 7 7 7 7
3DTUBE 14839 14953 12907 12366 13392 12303 12303 12303
CFD1 8814 8961 10011 10533 10798 10947 11302 11302
CFD2 27978 26379 27616 26141 26554 28371 28636 28636
CYL3 45386 40806 41324 41525 40623 40190 39791 39791
DIME20 175 174 182 183 187 190 191 191
GEARBOX 17404 17643 17658 17748 17791 17987 17987 17987
NASASRB 2613 2706 2767 2955 3201 3280 3437 3437
WAVE 119694 98274 100509 101306 99559 97463 97472 97480
PWTK 22658 22680 22868 23068 23088 23042 23119 23119
HERMES 266255 260469 260060 250740 252313 255478 265133 265133

Tab. 4.3: AnzahlderMultiplikations- undAdditionsoperationen(in Mio.) bez̈uglich aller innerhalbvon
TRISTAGEMULTISECTION generiertenOrderings.Dabeigilt immer "�' � �  "�' �¿�  6�êèêDû .
Die bestenErgebnissesindin Fettdruckdargestellt.
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BereitseinersterBlick aufdieTabelle4.2zeigt,daßdasneueMultisection-Verfahrenfür al-
le vier ParameterkombinationensehrguteOrderingsgeneriert.Im VergleichzumVerfahrenvon
Amestoy et al. kanndie Zahl derzur BerechnungdesCholesky-Faktorsben̈otigtenOperationen
im Schnitt um bis zu 41% reduziertwerden.Bemerkenswertist insbesondere,daßalle

”
ech-

ten“ Multisection-Orderings(hier gilt ´¶¸�Ì �/ýÁ ND) bessersind als die entsprechendenAMD-
Orderings.Von unseremAlgorithmuswerdenalsokonsistentbessereOrderingsgeneriert.

Rothberg und Eisenstat[125] habengezeigt,daßein Bottom-up-Algorithmus,der auf den
Knotenauswahlstrategien ÀÁwyw{Â oder w�Â basiert,sehrviel bessereOrderingserzeugtals ein
Minimum-Degree-Algorithmus.Daher liegt es nahe,die Auswahlstrategien auch in unserem
Multisection-Verfahrenzubenutzen.In derTatzeigteinVergleichzwischendenSpalten1 und2
derTabelle4.2,daßdurchdenÜbergangvon ´¶¸8Ì���Áõ´¶¸8Ì � ÁPÀÁw{z auf ´¶¸�Ì���Á*´Û¸�Ì � ÁgÀ�wyw{Â
die Qualiẗat dergeneriertenOrderingsverbessertwird. EineweitereVerbesserungerreichtman,
wennzur EliminationderKnotenseparatorendie Auswahlstrategie w{Â benutztwird. In derRe-
gelentḧalt derSchur-KomplementGraph��� nurnochwenigeSuperknoten.Daherist dieKom-
bination ´¶¸�Ì9��ÁIÀ�wyw{Â , ´Û¸�Ì � ÁPw{Â auchin derPraxiseinsetzbar. Mit Hilfe dieserKombinati-
on kanndie Anzahlderzur Berechnungvon º ben̈otigtenMultiplikations- undAdditionsopera-
tionenamsẗarkstenreduziertwerden.

Interessantist aucheinVergleichderSpalten2 und4.WerdendieSeparatorennichtmit Hilfe
derAuswahlstrategie ÀÁw{w{Â , sondernwie beieinemNested-Dissection-Orderingentsprechend
ihrer Rekursionstiefenumeriert,so verschlechtertsich die Qualiẗat der generiertenOrderings
zumTeil erheblich.Auffällig sindinsbesonderedieErgebnissefür BCSSTK17,BCSSTK25und
BCSSTK30.Hier sind zum erstenMal die von pord berechnetenOrderingsschlechterals die
entsprechendenAMD-Orderings.Dieskannjedochsehreinfacherklärtwerden.In denGraphen
sinddie oberstenSeparatorwie bei einem �y��b -Gitter mit ��þ b nebeneinanderliegendange-
ordnet.Werdendanndie Separatorenentsprechendihrer Rekursionstiefeeliminiert, soentsteht
in dembereitschordalenEliminationsgraphenzus̈atzlicherFill-in (vgl. auchAbbildung4.4).

Die durch dasNested-Dissection-OrderingvorgegebeneEliminationssequenzkann jedoch
auchzubesserenErgebnissenführen.Diesist beispielsweisebeidenMatrizenCYL3 undWAVE
derFall. ÜberhauptzeigteinVergleichderletztendreiSpaltenvonTabelle4.2,daßdieOrdering-
Ergebnissetrotz identischerSeparatorenundAuswahlstrategie ´¶¸�Ì�� starkvariierenkönnen.Da
diemeistenMultiplikations-undAdditionsoperationenbeiderFaktorisierungderletztenSpalten
einer Matrix anfallen, spielt die Reihenfolge,in der die Knotenseparatoreneliminiert werden
eine wichtige Rolle. Mit Hilfe desProgrammsmultipord ist es möglich, mehrereVarianten
sehreffizient durchzurechnen.Tabelle4.3zeigt für jedeMatrix die AnzahlderMultiplikations-
undAdditionsoperationenaller innerhalbvonTRISTAGEMULTISECTION generiertenOrderings.
Dabeigilt immer ´¶¸8Ì���Áõ´¶¸8Ì � ÁPÀÁwyw�Â . Da maximal255Separatorenkonstruiertwerden,hat
die Variable � höchstensdenWert sieben.Daherwerdenin derfor-Schleife(vgl. Zeilen04–13)
der FunktionTRISTAGEMULTISECTION maximalachtOrderingsberechnetund evaluiert.Die
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Anzahl der Multiplikations- und Additionsoperationenbez̈uglich desin Iteration
� Áÿç × ñnñnñ × æ

generiertenOrderingsfindet man in der entsprechendenSpalteder Tabelle.Die Einträgeder
letztenSpalte(

� Á�æ ) entsprechendabeidenEinträgenderSpalteÏ�ÀÁw{w{Â�×e|}z�Ñ vonTabelle4.2.
Faßtmanin jederZeile die amweitestenlinks stehendenEinträgezusammen,soerḧalt mandie
Spalte Ï�ÀÁwyw{Â�×#ÀÁwyw�ÂtÑ vonTabelle4.2.

4.3.2.3 Vergleichmit anderen Ordering-Codes

In diesemAbschnittvergleichenwir dievonpord undmultipord generiertenOrderingsmit de-
nender Programme,METIS [79], SCOTCH [109] und SPOOLES [8]. Genaugenommenhandelt
essich nicht um Programme,sondernum Programmbibliotheken,die eineReihezus̈atzlicher
Funktionenbereitstellen.METIS und SCOTCH enthaltenHeuristikenzur Graph-Partitionierung
und SPOOLES Funktionenzur Lösungdünn besetzterGleichungssysteme.In jederBibliothek
sindsogenanntestand-aloneProgrammeenthalten,mit derenHilfe die in derTabelle4.4 ange-
gebenenWerteproduziertwurden.Bevor wir auf dieseTabelleeingehen,wollen wir kurz die
charakteristischenMerkmalederstand-aloneProgrammebeschreiben.

M ETI S Die BibliothekMETIS wurdevonKarypisundKumaranderUniversiẗatvonMinnesota
entwickelt.Die Quelldateiensindfrei verfügbar. METIS entḧalt zweistand-aloneProgram-
mezurBerechnungeinesOrderings.In beidenProgrammenwerdendieKnotenseparatoren
mit Hilfe einesMultilevel-Verfahrensbestimmt,dasauf einerMatching-Technikbasiert.
Im Programmonmetis wird der Knotenseparatordirekt, im Programmoemetisanhand
einesKantenseparatorsbestimmt.In derRegel liefert onmetissehrviel bessereOrderings.
Deswegenwird in derLiteraturMETIS mit demProgrammonmetisgleichgesetzt.Zur Eli-
minationderKnotenin denTeilgraphenbenutztMETIS einenMultiple-Minimum-Degree-
Algorithmus.Die Separatorknotenwerdenentsprechendihrer Rekursionstiefeeliminiert.
Damit stellt METIS einenstate-of-the-artNested-Dissection-Algorithmusdar.

SCOTCH Die Bibliothek SCOTCH wurdevon Pellegrini an der Universiẗat von Bordeauxent-
wickelt. Auch hier sinddie Quelldateienfrei verfügbar. Zur BerechnungeinesOrderings
entḧalt SCOTCH dasstand-aloneProgrammord. ÜbereineVielzahlvon Parameternkann
die genaueVorgehensweisebei derBerechnungdesOrderingsspezifiziertwerden.Die in
derTabelle4.4 angegebenenWertewurdenmit Hilfe dervon Pellegrini vorgeschlagenen
Einstellungenermittelt.Wie METIS, sostellt auchSCOTCH einenstate-of-the-artNested-
Dissection-Algorithmusdar. Zur KonstruktionderKnotenseparatorenwird wiederein auf
einerMatching-TechnikbasierenderMultilevel-Ansatzbenutzt.Im Gegensatzzu METIS

werdendie Knotenin denTeilgraphenmit Hilfe desApproximate-Minimum-Degree-Al-
gorithmusvonAmestoy et al. eliminiert (vg. auchPellegrini et al. [111]).

SPOOL ES Die vonAshcraftundGrimesentwickelteSPOOLES-Bibliothek entḧalt eineVielzahl
von Algorithmenzur LösungdünnbesetzterGleichungssysteme.Die gesamteBibliothek
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basiertaufeinemobjektorientiertenProgrammieransatz.ZurVermeidungvonPerformanz-
verlustensindjedochalleObjekteundMethodenin derProgrammierspracheC implemen-
tiert.Die Quelldateiensindfrei verfügbar. SPOOLES entḧalt mehrerestand-aloneProgram-
me.Die in derTabelle4.4angegebenenWertewurdenmit Hilfe desProgrammsddseper-
mittelt.DiesesProgrammwurdebereitsin einerfrüherenArbeit vonAshcraftundLiu [14]
separatvorgestellt.In ddsepwerdendie Knotenseparatorennachdemin Abschnitt4.1.3
beschriebenenzweistufigenVerfahrenkonstruiert.Die KonstruktionderGebietszerlegungÏ��Æ¨×�ºè�F× ñ:ñnñ ×�ºãáFÑ basiertaufeinerrandomisiertenGreedy-Methode.Deshalbhabenwir das
Programmfür jedenGraphenelfmal gestartet.Die in denTabellen4.4und4.5angegebe-
nenWertestellenjeweils denDurchschnittderelf Läufedar. Zur EliminationderKnoten
in denTeilgraphenund in demMultisektor wird Lius Multiple-Minimum-Degree-Algo-
rithmusbenutzt.

Tabelle4.4 zeigt die ÜberlegenheitunseresMultisection-Verfahrens.Die Werte für pord ent-
sprechendenWertenin Spalte2 von Tabelle4.2 und die Werte für multipord denhervorge-
hobenenZahlenin Tabelle4.3. Währenddie von METIS (Version4.0), SCOTCH (Version3.3)
undSPOOLES (Version2.2)generiertenOrderingsim Durchschnitt25%, 28% und31% weni-
ger Operationenverursachenalsder AMD-Algorithmus von Amestoy et al., erzieltmultipord
eineVerbesserungvon 42%. Insbesondereseidaraufhingewiesen,daßalle von pord undmul-
tipord generiertenOrderingsbessersind als die entsprechendenAMD-Orderings.Dies ist für
keinanderesOrdering-VerfahrenderFall.

Interessantist in diesemZusammenhangauchein Vergleich der Nested-Dissection-Varian-
te von pord (Spalte4 in Tabelle4.2) mit METIS und SCOTCH. Alle drei könnenals state-of-
the-artNested-Dissection-Algorithmenbezeichnetwerden.WährendMETIS und SCOTCH die
AnzahlderarithmetischenOperationenim Schnittum 25% bzw. 28% reduzieren,erreichtdie
Nested-Dissection-Variantevon pord eineVerbesserungum 33%. Lediglich für drei Matrizen
ist dasvonpord generierteNested-Dissection-OrderingschlechteralsdasentsprechendeAMD-
Ordering.Bei METIS ist diesfür achtundbei SCOTCH für siebenMatrizenderFall.

Tabelle4.5 stellt die Laufzeitender Ordering-Algorithmeneinandergegen̈uber. In Klam-
mernist wiederderWert in Relationzu demApproximate-Minimum-Degree-Algorithmusvon
Amestoy et al. angegeben.Ein Vergleich zwischenpord und multipord zeigt, daßder durch
die Generierungund Evaluierungvon bis zu achtBottom-Up-OrderingsentstehendeMehrauf-
wandsehrgering ist. Insgesamtläßt sich feststellen,daßvon den fünf Ordering-Algorithmen
METIS diegeringsteLaufzeitben̈otigt. BedingtdurchdenkomplexerenSchrumpfungs-undOp-
timierungsprozeßkönnendie Laufzeitenvon pord bzw. multipord im Vergleichzu METIS um
denFaktorzwei (z.B. für BRACK2 undHERMES)odermehr(z.B. für CYL3) anwachsen.Im
Durchschnittliegendie Laufzeitenvon pord undmultipord jedochnur leicht überdenenvon
METIS undsinddeutlichgeringeralsdie von SCOTCH undSPOOLES.
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Auffallendist, daßdie Laufzeitender fünf Ordering-Algorithmenum ein vielfacheshöher
sind als die desApproximate-Minimum-Degree-Algorithmus.Im Falle von SCOTCH können
sich die Laufzeitenum bis zu einemFaktor von 30 erḧohen.Es stellt sich die Frage,ob die
Zeitersparnisbei dernumerischenFaktorisierunggroßgenugist, um denMehraufwandzur Be-
rechnungeinesbesserenOrderingszurechtfertigen.Die Antwort ist einklaresJa.Währendsich
die Laufzeitenzur BerechnungeinesOrderingsim Bereichvon Sekundenbewegen,ben̈otigt
die numerischeFaktorisierungLaufzeitenim Bereichvon mehrerenMinuten.Bei sehrgroßen
Matrizenkanndie LaufzeitaufmehralseineStundeanwachsen.

Wir wollendasVerḧaltnisderLaufzeitenanderMatrix CFD1veranschaulichen.Bei Verwen-
dungdesvon multipord generiertenOrderingsmüssenzur BerechnungdesCholesky-Faktors��� ö�Xsã�ölæ ó arithmetischeOperationendurchgef̈uhrt werden.Der von uns implementierteMul-
tifrontal-Algorithmus(vgl. Abschnitt5.1.3)ben̈otigt dazu

� ç ñ æ�� Sekunden.Zusammenmit dem
Orderingergibt sicheineLaufzeitvon ölæ�X ñúù h Sekunden.BenutztmandasvonMETIS generierte
Ordering,soergebensichdie folgendenWerte:

ô AnzahlderOperationen:ö��amaX ù ãwölæ ó
ô numerischeFaktorisierung:ö � X ñ X�ç Sek.
ô numerischeFaktorisierungplusOrdering: ö��¿ç ñ h ù Sek.

Der Approximate-Minimum-Degree-Algorithmusvon Amestoy et al. ben̈otigt zur Berechnung
einesOrderingsfür CFD1nurdreiSekunden.Auf BasisdiesesOrderingsergebensichdieWerte:

ô AnzahlderOperationen:X�X ù�ù ��ãwölæ ó
ô numerischeFaktorisierung:ù öÝX ñ �¶æ Sek.
ô numerischeFaktorisierungplusOrdering: ù ö%ç ñ ç�X Sek.

Ein VergleichderLaufzeitenzeigt,daßessichauf jedenFall lohnt,mehrZeit in dieBerechnung
einesgutenOrderingszu investieren.DarüberhinausunterstreichtderVergleichnocheinmaldie
hohepraktischeRelevanzdesneuenOrdering-Verfahrens.
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Name METIS-4.0 SCOTCH-3.3 SPOOLES-2.2 pord multipord
GRID127x127 22(0.81) 25 (0.93) 20 (0.74) 16 (0.59) 16 (0.59)
MESH127x127 37(0.86) 40 (0.93) 43 (1.00) 38 (0.88) 35 (0.81)
BCSSTK15 87(0.56) 93 (0.60) 95 (0.61) 79 (0.51) 78 (0.50)
BCSSTK16 140(0.86) 140(0.86) 129(0.79) 117(0.72) 117(0.72)
BCSSTK17 184(1.33) 161(1.16) 135(0.98) 123(0.89) 123(0.89)
BCSSTK18 101(0.80) 77 (0.60) 84 (0.66) 85 (0.67) 81 (0.64)
BCSSTK23 98(0.78) 94 (0.75) 91 (0.72) 85 (0.68) 84 (0.67)
BCSSTK24 34(1.09) 35 (1.13) 38 (1.22) 31 (0.97) 30 (0.97)
BCSSTK25 380(1.20) 348(1.10) 235(0.74) 207(0.65) 207(0.65)
BCSSTK29 345(0.74) 327(0.70) 341(0.73) 326(0.70) 309(0.66)
BCSSTK30 1203(1.27) 1114(1.18) 833(0.88) 702(0.74) 702(0.74)
BCSSTK31 1165(0.45) 1219(0.47) 1530(0.59) 1215(0.47) 1215(0.47)
BCSSTK32 1213(1.23) 1175(1.19) 866(0.88) 774(0.78) 774(0.78)
BCSSTK33 909(0.78) 674(0.59) 739(0.65) 626(0.55) 615(0.54)
BCSSTK35 523(1.31) 422(1.06) 393(0.98) 367(0.92) 367(0.92)
BCSSTK36 615(1.00) 583(0.95) 496(0.81) 458(0.74) 458(0.74)
BCSSTK37 694(1.30) 653(1.22) 433(0.81) 403(0.75) 397(0.74)
BCSSTK38 135(1.17) 108(0.94) 103(0.90) 91 (0.79) 91 (0.79)
MAT02HBF 1192(0.87) 1099(0.82) 1156(0.86) 1088(0.81) 1088(0.81)
MAT03HBF 2724(0.65) 2924(0.70) 3607(0.86) 2723(0.65) 2542(0.61)
STRUCT3 826(0.75) 857(0.78) 773(0.70) 730(0.67) 691(0.63)
STRUCT4 535(0.27) 541(0.27) 691(0.34) 541(0.27) 503(0.25)
PWT 110(0.64) 101(0.58) 108(0.62) 109(0.63) 108(0.62)
BRACK2 1908(0.62) 1821(0.59) 1900(0.62) 1610(0.52) 1610(0.52)
CRACK 7 (0.87) 7 (0.87) 7 (0.87) 7 (0.87) 6 (0.75)
3DTUBE 12071(0.40) 15834(0.53) 15523(0.52) 14839(0.49) 12303(0.41)
CFD1 16345(0.37) 15027(0.34) 10509(0.24) 8814(0.20) 8814(0.20)
CFD2 31024(0.23) 35659(0.26) 35798(0.26) 27978(0.20) 26141(0.19)
CYL3 32164(0.15) 31670(0.15) 80818(0.39) 45386(0.22) 39791(0.19)
DIME20 196(0.59) 181(0.55) 235(0.71) 175(0.53) 175(0.53)
GEARBOX 20390(0.50) 24755(0.60) 21516(0.52) 17404(0.42) 17404(0.42)
NASASRB 3494(0.77) 3748(0.83) 2801(0.62) 2613(0.58) 2613(0.58)
WAVE 120180(0.32) 98547(0.26) 188316(0.50) 119694(0.32) 97463(0.26)
PWTK 22039(0.45) 23275(0.47) 28313(0.58) 22658(0.46) 22658(0.46)
HERMES 258970(0.18) 368863(0.26) 518549(0.36) 266255(0.19) 250740(0.17)

Durchschnitt (0.75) (0.72) (0.69) (0.60) (0.58)

Tab. 4.4: Vergleichderzur Faktorisierungben̈otigtenOperationen(in Mio.).



92 Kapitel 4. Ordering-Verfahrenfür beliebigeGraphen

Matrix METIS-4.0 SCOTCH-3.3 SPOOLES-2.2 pord multipord
GRID127x127 0.81( 4.1) 2.22(11.1) 1.58 ( 7.9) 1.27( 6.4) 1.35( 6.7)
MESH127x127 1.04( 4.7) 2.90(13.2) 2.36 (10.1) 1.45( 6.6) 1.58( 7.2)
BCSSTK15 0.52( 4.3) 1.96(16.3) 1.13 ( 9.4) 0.52( 4.3) 0.60( 5.0)
BCSSTK16 0.21( 2.6) 0.52 ( 6.5) 0.48 ( 6.0) 0.19( 2.4) 0.25( 3.1)
BCSSTK17 0.76( 5.1) 1.50(10.0) 1.13 ( 7.5) 0.61( 4.1) 0.71( 4.7)
BCSSTK18 1.02( 4.1) 3.70(14.8) 2.84 (11.4) 1.25( 5.0) 1.57( 6.3)
BCSSTK23 0.25( 2.5) 1.23(12.3) 0.58 ( 5.8) 0.29( 2.9) 0.37( 3.7)
BCSSTK24 0.09( 3.0) 0.20 ( 6.7) 0.16 ( 5.3) 0.07( 2.3) 0.11( 3.7)
BCSSTK25 1.63( 4.9) 5.81(17.6) 3.71 (11.2) 1.69( 5.1) 1.90( 5.8)
BCSSTK29 1.65( 5.5) 9.09(30.3) 3.29 (11.0) 1.35( 4.5) 1.66( 5.5)
BCSSTK30 2.26( 4.2) 4.73 ( 8.9) 4.30 ( 8.1) 1.69( 3.2) 1.85( 3.5)
BCSSTK31 3.35( 5.2) 6.61(10.2) 5.60 ( 8.6) 2.96( 4.6) 3.44( 5.3)
BCSSTK32 2.86( 4.8) 4.95 ( 8.2) 4.30 ( 7.2) 2.28( 3.8) 2.90( 4.8)
BCSSTK33 0.77( 3.7) 2.56(12.2) 2.61 (12.4) 0.78( 3.7) 0.91( 4.3)
BCSSTK35 0.91( 2.9) 1.57 ( 5.1) 1.70 ( 5.5) 0.81( 2.6) 0.95( 3.1)
BCSSTK36 0.56( 2.4) 0.95 ( 4.1) 1.17 ( 5.1) 0.48( 2.1) 0.61( 2.7)
BCSSTK37 1.03( 3.7) 1.90 ( 6.8) 1.71 ( 6.1) 0.87( 3.1) 0.97( 3.5)
BCSSTK38 0.85( 5.7) 1.63(10.8) 1.00 ( 6.7) 0.48( 3.2) 0.61( 4.1)
MAT02HBF 0.90( 2.2) 1.37 ( 3.3) 1.73 ( 4.2) 0.87( 2.2) 0.97( 2.4)
MAT03HBF 1.15( 1.9) 2.35 ( 3.9) 2.70 ( 4.4) 1.46( 2.4) 1.66( 2.7)
STRUCT3 5.18( 4.9) 18.40(17.5) 14.00(13.3) 7.52( 7.2) 8.81( 8.4)
STRUCT4 1.37( 5.1) 3.58(13.3) 5.43 (20.1) 1.06( 3.9) 1.33( 4.9)
PWT 0.96( 1.7) 6.30(11.1) 6.30 (11.1) 3.87( 6.8) 4.03( 7.1)
BRACK2 7.14( 3.5) 23.95(11.7) 17.32 ( 8.4) 12.48( 6.1) 14.11( 6.9)
CRACK 0.59( 3.3) 1.69 ( 9.4) 1.06 ( 5.9) 0.87( 4.8) 0.98( 5.4)
3DTUBE 3.73( 3.9) 7.57 ( 8.0) 6.70 ( 7.1) 2.81( 3.0) 3.40( 3.6)
CFD1 12.78( 4.3) 37.57(12.5) 36.73(12.2) 15.71( 5.2) 17.43( 5.8)
CFD2 22.34( 5.0) 65.29(14.5) 64.11(14.2) 27.61( 6.1) 31.64( 7.0)
CYL3 21.99( 1.3) 77.81 ( 4.6) 71.53 ( 4.2) 68.59( 4.0) 71.99( 4.2)
DIME20 13.70( 3.4) 38.00 ( 9.5) 37.50 ( 9.4) 32.78( 8.2) 33.07( 8.3)
GEARBOX 18.61( 6.5) 27.83 ( 9.6) 21.36 ( 7.4) 13.85( 4.8) 14.86( 5.2)
NASASRB 6.30( 6.3) 9.54 ( 9.5) 7.95 ( 7.9) 4.68( 4.7) 5.77( 5.8)
WAVE 21.32( 3.6) 72.51(12.2) 67.81(11.4) 35.79( 6.0) 38.59( 6.5)
PWTK 16.74( 7.4) 11.53 ( 5.1) 10.50 ( 4.7) 6.80( 3.0) 8.01( 3.6)
HERMES 61.78( 3.9) 181.79(11.4) 220.68(13.9) 104.81( 6.6) 110.91( 7.0)

Durchschnitt ( 4.0) (10.6) ( 8.7) ( 4.4) ( 5.1)

Tab. 4.5: VergleichderLaufzeiten(in Sek.).



Kapitel 5

Symbolischeund numerische
Faktorisierung

Die numerischeFaktorisierungstellt denaufwendigstenSchritt zur Lösungeinesdünn besetz-
ten, linearenGleichungssystemsdar. Um die Faktorisierungmöglichsteffizient durchf̈uhrenzu
können,wird zun̈achsteine geeigneteDatenstrukturzur Speicherungder Faktormatrix º be-
stimmt.Diesist AufgabedersymbolischenFaktorisierung.WichtigsteEingabedersymbolischen
Faktorisierungist derin Abschnitt4.1.1beschriebeneEliminationsbaum.DerEliminationsbaum
spieltauchbeidernumerischenFaktorisierungeineentscheideneRolle.

Fast alle ausder Literatur bekanntenFaktorisierungsalgorithmensind spaltenbasiert,d.h.
derCholesky-Faktor º wird Spaltefür Spalteberechnet.Die bekanntestenspaltenbasiertenVer-
fahrensinddie Fan-in- unddie Fan-out-Methode. Die Fan-in-Methode[6] realisiertdie in Ab-
schnitt 2.1 beschriebeneInner-Product-Form der Cholesky-Zerlegung.Demgegen̈uber basiert
die Fan-out-Methode[50] auf der ebenfalls in 2.1 beschriebenenOuter-Product-Form. Beide
Methodensindnumeriscḧaquivalent,d.h. sieben̈otigendiegleicheAnzahlvonMultiplikations-
undAdditionsoperationen.Sieunterscheidensichlediglich in derReihenfolge,in derdieOpera-
tionenausgef̈uhrt werden.Man erḧalt sozwei unterschiedlicheAnsätzezur Parallelisierungder
Cholesky-Zerlegung(vgl. z.B. Ashcraftet al. [6, 5], Georgeet al. [50] oderHeathet al. [67]).

EineVariantederFan-out-Methodeist dieMultifrontal-Methode[35, 36]. Urspr̈unglichwur-
dedie Multifrontal-Methodezur FaktorisierungsehrgroßerMatrizenentwickelt, die nicht voll-
sẗandigin denHauptspeichereinesRechnerspassen(vgl. z.B. Liu [95] oderReid[117]). Heute
benutztmandieMultifrontal-Methodehaupts̈achlichzurFaktorisierungdünnbesetzterMatrizen.
Mit ihrer Hilfe ist esmöglich die Faktorisierungeinerdünn besetztenMatrix auf die teilweise
Faktorisierungmehrererkleinerer, voll besetzterMatrizenzurückzuf̈uhren.Zur Faktorisierung
einerdünnbesetztenMatrix könnendannProgrammiertechnikenangewandtwerden,dieeigent-
lich zurLösungvoll besetzterSystemeentwickelt wurden.Desweiterenläßtsichdie Zerlegung
einer voll besetztenMatrix sehreffizient auf einemVektor- oder Parallelrechnerdurchf̈uhren

93
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(vgl. Gallivan et al. [45] oderKumaret al. [84]). Daherbasierenviele paralleleAlgorithmen
zur FaktorisierungdünnbesetzterMatrizenauf derMultifrontal-Methode(vgl. z.B. Ashcraftet
al. [9], DongarraundEisenstat[31], Gilbert undSchreiber[60], Guptaet al. [63, 66], Lucaset
al. [100] oderSchulze[130]).

DiesesKapitel ist wie folgt aufgebaut.In Abschnitt5.1stellenwir einensequentiellenAlgo-
rithmuszur symbolischenundnumerischenFaktorisierungvor. Dabeigehenwir nochmalsauf
denEliminationsbaumein undzeigen,wie dieserBaumdie symbolischeundnumerischeFak-
torisierungsteuert.UnserAlgorithmusbasiertauf derMultifrontal-MethodeunddientalsAus-
gangspunktfür die in 5.2beschriebeneParallelisierung.Bei derImplementierungdesparallelen
Algorithmussind wir von einemverteiltenSystemausgegangendessenVerbindungsnetzwerk
einemHypercube[87] entspricht.

5.1 Der sequentielleFall

Entscheidendfür die Effizienz der numerischenFaktorisierungist ein effektiver Einsatzder
von modernenComputernbereitgestelltenCaching-Mechanismen.Dazu muß in kurzenZeit-
absẗanden(zeitlicheLokalität) sehroft aufeinenkleinen,begrenztenSpeicherbereich(räumliche
Lokalität)zugegriffenwerden.Sowohl dieFan-in-alsauchdieFan-out-Methodebasierenaufder
einfachenBLAS 1 [101] Operationdaxpy. Daherist dieAnzahlderaufeinemSpeicherbereich
durchgef̈uhrtenFloating-Point-Operationensehrgering.Wird die Matrix jedochin quadratische
Blöcke partitioniert,so kanndie Operationdurchsehrviel effizientereBLAS 3 [30] Routinen
wie z.B. dgemm ersetztwerden.Man sprichtin diesemFall von einerblockweisenFaktorisie-
rung(vgl. auchAshcraftet al. [9], Ng undPeyton [105] oderRothberg [121]). Bei denBLAS 3
Routinenist dieAnzahlderaufeinemSpeicherbereichdurchgef̈uhrtenFloating-Point-Operatio-
nensehrviel höher, sodaßderProzessor-Cachebesserausgelastetwird.

Die RegistereinesProzessorsbilden denschnellstenSpeicher. Um die Verwendungdieses
Speicherszu optimieren(register re-use),benutztman die Technik desLoop-Unrolling [31].
Hierbei werdennochmalsquadratischeBlöcke gebildet,die jetzt jedochso klein sind,daßdie
Operationenauf diesenBlöcken

”
ausprogrammiert“ werdenkönnen.Es entstehenalso keine

zus̈atzlichenSchleifen.

Ist � dünnbesetzt,sowerdendie Blöcke mit Hilfe derbei derBerechnungeinesOrderings
entstehendenSuperknotengebildet.Eine besondereStellungnimmt in diesemZusammenhang
die Multifrontal-Methodeein. Hier ist mit jedemSuperknoteneinevoll besetzteuntereDrei-
ecksmatrixverbunden.DurcheineteilweiseFaktorisierungdieserMatrix erḧalt mandie zudem
SuperknotengeḧorendenSpaltendesCholesky-Faktors.Der entscheidendeVorteil derMethode
bestehtdarin,daßdie voll besetzteMatrix in der Regel so klein ist, daßsie vollständigin den
Cachepaßt.Obwohl die VerwaltungderMatrizeneinengewissenOverheaderzeugt,geḧort die
Multifrontal-MethodezudenschnellstenFaktorisierungsverfahrenfür dünnbesetzteMatrizen.
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DieserAbschnitt ist wie folgt aufgebaut.Zunächstbescḧaftigenwir unsin 5.1.1und 5.1.2
mit der symbolischenFaktorisierung.Im Mittelpunkt stehtdabeider bereitsin Abschnitt4.1.1
vorgestellteEliminationsbaum.Schließlichstellenwir in 5.1.3die Multifrontal-Methodegenau-
er vor. Dabeigehenwir nocheinmalauf die obenbeschriebenenTechnikenzur Steigerungder
Cache-und Registereffizienz ein. Um die Leistungsf̈ahigkeit unseressequentiellenFaktorisie-
rungsalgorithmusunterBeweiszustellen,vergleichenwir ihn in 5.1.4mit einemProgrammaus
derSPOOLES-Bibliothek.

5.1.1 Die symbolischeFaktorisierung und der Eliminationsbaum

Ziel der symbolischenFaktorisierungist die Bestimmungder NichtnullstrukturdesCholesky-
Faktors� von 	
��	�� . Dazuwird für jedeSpalte von � dieIndexmenge������������������� ��� berechnet
(zur Erinnerung:��������� �!������� �"�$#&%('*)+-,/.102�43#6587 ). Basierendauf denIndexmengenkanndann
einegeeigneteDatenstrukturzur Speicherungdervon null verschiedenenSubdiagonalelemente
von � aufgebautwerden.Für einegenaueBeschreibung der Datenstruktursei auf Eisenstatet
al. [40] verwiesen.In diesemAbschnittkonzentrierenwir unsauf die BerechnungderMengen��������� �!������� �9� , :#<;�=">">9>?=�@ . Dabeispielt der in Abschnitt4.1.1vorgestellteEliminationsbaum
eineentscheidendeRolle.

Betrachtenwir nocheinmaldiebeiderBerechnungeinesBottom-up-Orderingsentstehenden
Gebiete.Seiwieder ACB dasGebiet,dasdurchdieEliminationvon D entsteht.Esgilt EGF!H�IJ�KALB9�J#M EGF!H�I�N8�KD8� unddamit(vgl. Formel(2.9))

O6P EGF(H I ��ACB9�RQ S�� O � P �����������!�K����� TVUWB�XY� >
Ist also EVF!H�IJ��ACB9� bekannt,so kann die Nichtnullstrukturder Spalte SZ�KD8� von � sehreinfach
konstruiertwerden.Dabeiist jedochzu beachten,daßzumZeitpunktderEliminationvon D die
Knotenin EGF!H�IR��ACB9� nochgarnichtnumeriertsind.Daherkanndie BerechnungeinesOrderings
unddie DurchführungdersymbolischenFaktorisierungnicht in einemSchritterfolgen.

Hier kommt der Eliminationsbaumins Spiel. Mit Hilfe diesesBaumeskann die MengeEGF!H I ��ACB9� nach Abschlußdes Eliminationsprozessessehr einfach rekonstruiertwerden.Sind[?\ =">">9>?= [^] die Söhnevon D im Eliminationsbaum,so ist ACB durchVerschmelzender GebieteAC_ ` , 'a# ;�=">">9>?=�b , entstanden.Unter der Annahme,daßdie Mengen EVF!H�I���AC_ `K� bekanntsind
folgt dann:

EGF!H�IR��ACB9�Z# M EVF!H�I��KD8�?c
]d

02e \ �KEGF!H�IJ�KAL_ `K�Rfg%(D^7V� > (5.1)

Der Randvon ACB setztsich alsoausdennochnicht eliminiertenKnotenaus EGF!H I �KD8� und den
Rändernder absorbiertenGebiete(ohne D ) zusammen.Man beachte,daßwir denBegriff der



96 Kapitel 5. SymbolischeundnumerischeFaktorisierung

SYMBFACELIMTREE h1i*j
01: kmlWnpo�qsrutwvyx(rutux�q�z|{}q�h1i*j ;
02: while k4~npqwxVx�t9h1i*j do
03: �ClWn���h�k�j ;
04: �Gtuqs����t h������ �"j�lWn��Gtuqs����t�h��/�$� ���� � j ;
05: Let � \��}�}�}��� � ] denotethechildrenof k in i .
06: for eachvertex � 0 do
07: �Gtuq�����t h������ ��j�lWn��Gtuq�����t�h������ ��j���h��Gtuqs����t h�� ��� TVUW_ `�X j-�����8�9j ;
08: k�lWn���{��Gtwvyx(rutux�qsz�{}q9h1i � k|j ;
09: endwhile

Abb. 5.1: FunktionSYMBFACELIMTREE.

monotonenAdjazenzaufdieKnotendesurspr̈unglichenGraphen� angewandthaben.Basierend
auf (5.1)berechnetsichdie Indexmenge������� ���!�K�Z��� �9� , a#¡S��KD8� , zu

��������� �!������� �"�J#¢��������������	
��	 ���� � �£c
]d

0¤e \ �Y������� ���!�K� ��� T!U¥_ `1X ��f¦%V§7V� > (5.2)

Dabeientḧalt �����������(��	
��	����� � � dieZeilenindizesdervonnull verschiedenenSubdiagonalelemen-
te in Spalte von 	
��	�� .

Abbildung5.1zeigteineneinfachenAlgorithmuszurBestimmungderNichtnullstrukturvon� . Der AufwanddesAlgorithmusist ¨4�K©y���Z��� . Dabeiwerdendie KnotendesEliminationsbau-
mesin Postorder-Reihenfolgedurchlaufen.Die Postorder-Reihenfolgegarantiert,daßdie in der
for-Schleife(Zeilen06–07)ben̈otigtenMengenbekanntsind.Die Wurzel ��ª�ªG�(�¬«�� desEliminati-
onsbaumesnimmteinebesondereStellungein.In dernumerischenPraxistauchenimmerwieder
Matrizenauf, die einennicht zusammenḧangendenGraphen� induzieren.In diesemFall ist «
ein ausmehrerenBäumenbestehenderWald. Der Knoten ��ª�ªG�"��«� ist ein Hilfsknoten,der die
einzelnenBäumezueinemBaumzusammenfaßt.

Der Eliminationsbaum« besitzteineReiheinteressanterEigenschaften.Für einenausf̈uhr-
lichenÜberblickseiauf die Zusammenfassungvon Liu [96] verwiesen.Für die Herleitungder
Multifrontal-Methodein Abschnitt5.1.3ben̈otigenwir dasfolgendeLemma:

Lemma 5.1 Gilt .101� ®¯3#°5 , ±³²´' , dannist in demEliminationsbaum« der Knoten [ #µS�¶ \ ��±��
ein Vorgänger desKnotensO #¡S ¶ \ ��'u� .
In dieserArbeit gehenwir immer davon aus,daß « – quasials

”
Nebenprodukt“ – von einem

Ordering-Algorithmuskonstruiertwurde.DerEliminationsbaumkannjedochauchnachtr̈aglich
berechnetwerden.Liu stellt in [96] einenUnion-Find-Algorithmusvor, derauf Eingabevon �
und S denEliminationsbaum« in Zeit ¨·�K¸�¹$��¸�=�@?��� konstruiert.Dabeibezeichneţ die Anzahl
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Abb. 5.2: Frontbaumeinesº
»·º -Gittersmit 9-Punkte-Sternwenndie Knotenin derdurchGeorgesNe-
sted-Dissection-Ordering beschriebenenReihenfolgeeliminiertwerden.

derKantenund @ die AnzahlderKnotenin � . Die Funktion ¹ stellt die InversederAckerman-
Funktiondar. DerAufwandzurKonstruktiondesEliminationsbaumeswird alsovonderAnzahl
derKantenin � undnicht vonderAnzahlderKantenim aufgef̈ullten Graphen�¼T bestimmt.

5.1.2 Vom Eliminationsbaum zum Frontbaum

In der Regel bestehendie höherenEbeneneinesEliminationsbaumes« auslangenKettenvon
Knoten.Viele dieserKettensindTeil der im RahmendesEliminationsprozessesgebildetenSu-
perknoten.In demzu « geḧorendenFrontbaumwerdensolcheKettendurch logischeKnoten
ersetzt.JederlogischeKnoten repr̈asentierteine Mengevon aufeinanderfolgendnumerierten
Graphknoten,die zum Zeitpunkt ihrer Elimination nicht unterscheidbarsind. Ein solcherlo-
gischerKnotenheißtfundamentalerSuperknoten[7] oderkurz Front. Im folgendenbezeichnen
wir denzu « geḧorendenFrontbaummit demkaligraphischenBuchstaben½ .

Abbildung 5.2 zeigt den Frontbaum,der entstehtwenn die Knoten desin Abbildung 2.4
dargestellten¾¿À¾ -Gittersin derdurchGeorgesNested-Dissection-OrderingbeschriebenenRei-
henfolgeeliminiert werden.Die zu einerFrontzusammengefaßtenGraphknotensinddurchein
Oval umrandet.In den unterstenzwei EbenendesBaumesbestehtjede Front ausnur einem
Knoten.DerFrontbaum½ ist hier identischmit demEliminationsbaum« .



98 Kapitel 5. SymbolischeundnumerischeFaktorisierung

Die Frontenbzw. fundamentalenSuperknotenstimmennicht zwangsl̈aufigmit denim Rah-
mendesEliminationsprozessesgebildetenSuperknoten̈uberein(vgl. AshcraftundGrimes[7]).
Betrachtenwir dazunocheinmaldas ¾4¿p¾ -Gitter. Werdendie Gitterknotenin derdurchGeor-
gesNested-Dissection-OrderingbeschriebenenReihenfolgeeliminiert, so entstehtzum Schluß
desEliminationsprozessesder Superknoten%(D(Á�=�D \u\ =�D \KÂ =�D!ÃuÄ�=�D!ÅuÃ"=�D!ÅuÆ�=�D!ÁwÇ9=�DVÃuÇ�=�DVÃwÈ"=�D!Ã Â 7 . In dem
FrontbaumausAbbildung 5.2 ist der Superknotenin zwei Ketten– und damit in zwei funda-
mentaleSuperknoten– aufgespaltet,nämlich %(DVÃuÇ9=�DVÃwÈ"=�DVÃ Â 7 und %(D(Á�=�D \u\ =�D \KÂ =�D!ÃuÄ�=�D!ÅuÃ"=�D!ÅuÆ�=�D!ÁwÇ�7 .

DerFrontbaum½ kannwie derEliminationsbaum« währendderBerechnungeinesBottom-
up-Orderingskonstruiertwerden.Es ist jedochaucheinenachtr̈aglicheKonstruktionmöglich.
Dabeiist zu beachten,daßeineKettein « nicht automatischeinenfundamentalenSuperknoten
darstellt.Die fundamentalenSuperknotenkönnenjedochmit Hilfe desvon Liu et al. [98] vor-
geschlagenenAlgorithmusnachtr̈aglich in « bestimmtwerden.Dazusind lediglich ¨·��@ÊÉ¢¸(�
Zeiteinheitennotwendig.

Der Frontbaum½ entḧalt mehr Informationenals der entsprechendeEliminationsbaum« .
Diesezus̈atzlichenInformationenermöglicheneinesignifikanteBeschleunigungder symboli-
schenFaktorisierung.Betrachtenwir dazudieNichtnullstrukturderzueinerFront Ë geḧorenden
Spalten.SeienD�=�D|Ì P Ë mit SZ��D �#Í und SZ�KD|Ì¤�#ÍLÉ¢; . Da die Knoten D�=�D|Ì zumZeitpunkt
ihrerEliminationnicht unterscheidbarsind,giltM EVF!H�I�N8�KD Ì ��# M EGF(H�I�N8�KD8��f¦%(D Ì 7
unddamit

������������������� �}Î \ ��#+�����������!�K����� ����f¦%V
ÉÏ;G7�>
Man mußalsonur die NichtnullstrukturdererstenSpalteeinerFrontberechnen.Die Nichtnull-
strukturender restlichenSpaltenergebensichdurchsukzessivesEntfernendesjeweils größten
Zeilenindizes.Abbildung5.3zeigtdenaufeinemFrontbaumbasierendenAlgorithmuszursym-
bolischenFaktorisierung.

In Zeile03wird derersteKnotenderFront Ë , d.h.derKnotenmit derkleinstenNummer, er-
mittelt. Anschließenderfolgtdie InitialisierungderNichtnullstrukturderentsprechendenSpalte.
DadieKnotenausË eineCliquebilden,entḧalt ������� ���(�K����� ��� neben�����������!�K	Ð�	¼���� � � die Indizes%VÑÉ´;�=">9>">?=�ÑÉ¢Ò
f6;G7 . In der for-Schleife(Zeilen 07–10)wird ������� ���!�K�Z��� �"� vervollständigt.
Seidazu ÓÔ0 ein Sohnvon Ë in ½ . Seiweiter [ 0 derKnotenmit dergrößtenNummerin ÓÔ0 ( [ 0
heißtin diesemFall letzterKnotenin ÓÔ0 ). Dannwird durchdie EliminationdesKnotensD das
Gebiet AC_�` von ACB absorbiert.Daherwird in Zeile 09 die Menge ��������� �(������� T!U¥_ `1XY�/fÕ%V§7 der
Menge �����������(������� �"� hinzugef̈ugt. Nachdem�����������!�K����� ��� bekanntist, könnendie Indexmengen
derrestlichenzu Ë geḧorendenSpaltenganzeinfachabgeleitetwerden(Zeilen11-12).

Die Frontenspielenauchbei dernumerischenFaktorisierungeineentscheidendeRolle.Mit
ihrer Hilfe kannder Cholesky-Faktor in quadratischeBlöcke partitioniertwerden.JederBlock
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SYMBFACFRONTTREE h�Ö¼j
01: ×ØlWn�o�qsrutwvyx(rutux�qsz�{}q�h�Ö�j ;
02: while ×6~n:qsxVx�t�h�Ö¼j do
03: Let Ù*n¡Ú ×�Ú andlet k bethefirst vertex in × .
04: �ClWn���h�k�j ;
05: �Gtuqs����t h������ �"j�lWn¦���/Û�Ü �}�}�}�-� �/Û³Ù��ÝÜ9�J�Ñ�Gtuqs����t h��Þ�ß� ���� � j ;
06: Let à \��}�}�}��� à ] denotethechildrenof × in Ö .
07: for eachfront à 0 do
08: Let � 0 bethelastvertex in à 0 .
09: �Gtuq�����t h������ ��j�lWn��Gtuq�����t�h������ ��j���h��Gtuqs����t h�� ��� TVUW_ `�X j-�����8�9j ;
10: end for
11: for áÐlWnâ�/Û�Ü to �/Û³Ù��ÝÜ do
12: �Gtuq�����t h�� ��� ® j�lWn��Gtuqs����t}h�� ��� ® ¶ \ jy�³��á�� ;
13: ×¡lWn��|{���twvyx(rutux�qsz|{}q"h�Ö � ×j ;
14: endwhile

Abb. 5.3: FunktionSYMBFACFRONTTREE.

wird danninnerhalbderFan-in-bzw. Fan-out-Methodewie einMatrixelementbehandelt.Durch
einesolcheblockweiseBerechnungvon � erḧoht sichdie Cache-EffizienzdesFaktorisierungs-
algorithmuserheblich.

Insbesonderein dentieferenEbenenvon ½ bestehendie Frontenauseinemodernur weni-
genKnoten(vgl. auchAbbildung5.2),sodaßeineblockweiseBerechnungnichtmöglichist.Mit
Hilfe desvonAshcraftundGrimes[7] entwickeltenVerfahrenskönnendiekleinerenFrontenzu
einerFrontzusammengefaßtwerden.DiesgeschiehtdurchkontrolliertesEinfügenvon Nullele-
mentenin � . Übertragenauf denEliminationsprozeßentsprichtdiesdemEinfügenzus̈atzlicher
Kantenzur GenerierunggrößererSuperknoten.Die neuenFrontenheißendeswegenauchrela-
xierteSuperknoten. Da dasVerfahrensehrtechnischist, verzichtenwir andieserStelleauf eine
genauereBeschreibung.

5.1.3 Die numerischeFaktorisierung nach der Multifr ontal-Methode

Die Multifrontal-Methodewurde1983vonDuff undReid[35, 36] entwickelt. Die grundlegende
IdeederMethodebestehtdarin,die FaktorisierungeinerdünnbesetztenMatrix aufdie teilweise
Faktorisierungmehrerervoll besetzterMatrizenzurückzuf̈uhren.Durch dieseVorgehensweise
wird dieDatenlokaliẗatunddamitdieCache-EffizienzdesFaktorisierungsalgorithmussignifikant
erḧoht.DarüberhinauskönnenTechnikenzurLösungvoll besetzterSystemeangewandtwerden
(vgl. z.B. Duff [32]). Hierzu zählt insbesonderedie TechnikdesLoop-Unrolling,die zu einer
besserenAuslastungderProzessorregisterführt.
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DENSEFACTOR h��*j
01: Initialize � with thelower triangularpartof � ;
02: for á
lWn¦Ü to ã do
03: ä ®s� ® lWnØå ä ®s� ® ;æç

è ä ®�Î \ � ®
...ä¤é � ®

ê}ë
ì lWn \í î�ï îñð

æç
è ä ®�Î \ � ®

...ä¤é � ®
ê}ë
ì ;

04: for ò�lWnÝáßÛ�Ü to ã doæç
è ä 0�� 0

...ä¤é � 0
ê}ë
ì lWn

æç
è ä 0�� 0

...ä¤é � 0
ê}ë
ì �óä 0�� ® ð

æç
è ä 0�� ®

...ä¤é � ®
ê}ë
ì ;

05: end for
06: end for

Abb. 5.4: FunktionDENSEFACTOR.

Zur BeschreibungderMultifrontal-Methodebetrachtenwir nocheinmaldie in Abschnitt2.1
vorgestellteOuter-Product-VariantedesCholesky-Verfahrens.Aus (2.3) läßtsich leicht der in
Abbildung5.4 dargestellteFan-out-Algorithmusableiten.Charakteristischfür denFan-out-Al-
gorithmusist, daßnachFaktorisierungderSpalte± (Zeile03)dieEinträgederSpaltezurAktua-
lisierungdernachfolgendenSpaltenverwendetwerden(Zeile04).Bei derMultifrontal-Methode
werdendie Aktualisierungenfô.10�� ®ñõ ��.10�� ®Ôõ�õ�õ�. é � ® �u� nicht sofortmit denSpalten'ß#ö±
Éö;G=">">">?=�@
verrechnet,sondernzun̈achstin einersogenanntenUpdate-Matrixzwischengespeichert.Die Up-
date-Matrixist auchim Falle einerdünnenStrukturvon � immervoll besetzt.

Engverbundenmit derMultifrontal-Methodeist – wie derNameschonandeutet– derFront-
baum.Zu jederFront Ë desBaumes½ geḧort eineUpdate-MatrixundeinesogenannteFrontal-
Matrix. AuchbeiderFrontal-Matrixhandeltessichumeinevoll besetzteuntereDreiecksmatrix.
Im folgendenbezeichnenwir die zu einerFront Ë geḧorendeFrontal-Matrixmit ÷Ôø unddie zuË geḧorendeUpdate-Matrixmit ù$ø . Die Frontal-Matrix ÷Ôø setztsichausdenUpdate-Matrizen
derSöhne Ó \ =">">">?= Ó ] von Ë undausEinträgenderMatrix 	
��	�� zusammen.Die Update-Ma-
trix ù*ø entḧalt alle Aktualisierungen,die ausderFaktorisierungvon Spaltenresultieren,die zu
einerFrontim Teilbaum ½ ø geḧoren(diesschließtdieFront Ë ein).

Im folgendenzeigenwir, wieausderFrontal-Matrix÷Ôø dieUpdate-Matrixù*ø entsteht.Dazu
seiangenommen,daßbez̈uglich dererstenzu Ë geḧorendenSpalte gilt ��������� �(�K�Z��� �"�/#ú%VmÉ;�=">9>">?=�JÉóÒ�fÊ;�=�' \ =">">">y=�'�û�7 . UnserZiel ist dieFaktorisierungderSpalten-=�JÉ�;�=">">">-=�JÉóÒ�fÊ; .
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Wir konstruierenzun̈achstdie Frontal-Matrix

÷�ø¯#

üýýýýýýýýýý
þ

ÿ ��� �ÿ �}Î \ � � ÿ �}Î \ � ��Î \
...

...
. . .ÿ ��Î�� ¶ \ � � ÿ �}Î�� ¶ \ � ��Î \ õ�õ�õ ÿ �}Î�� ¶ \ � �}Î�� ¶ \ÿ 0��u� � ÿ 0��u� ��Î \ õ�õ�õ ÿ 0��u� �}Î�� ¶ \ 5

...
...

...
...

. . .ÿ 0���� � ÿ 0���� ��Î \ õ�õ�õ ÿ 0���� �}Î�� ¶ \ 5 õ�õ�õ 5

�
										� >

Die erstenÒ SpaltenentsprechendabeidenSpalten§=�4É&;�=9>">">?=�aÉ6Òmf ; von 	Ð�	 � . Um
die Spaltenfaktorisierenzu können,ist die Einbeziehungaller Aktualisierungennotwendig,die
ausderFaktorisierungvorangegangenerSpaltenresultieren.Wie Abbildung5.4zeigt,trägteine
vorangegangeneSpalte± nur dannzur AktualisierungeinerSpalte'Þ)Ø± bei,wenn .�0 ®�3#&5 gilt.
NachLemma5.1ist in diesemFall derzu ± geḧorendeKnoteneinVorgängerdeszu ' geḧorenden
Knotensim Eliminationsbaum« . Dahermüssenin ÷Ôø nur solcheAktualisierungeneinbezogen
werden,dieausderFaktorisierungvonSpaltenresultieren,diezueinerFrontin einemTeilbaum½��(` , 'ô# ;�=">">">y=�b geḧoren.NachVoraussetzungwerdendieseAktualisierungenin denUpdate-
Matrizenù�!` gespeichert.Deshalbkönnenwir nachAddition derUpdate-Matrizenù����=">">">y= ù���
die erstenÒ Spaltenvon ÷�ø faktorisieren.Wir benuztendazueinenAlgorithmusähnlichdemin
Abbildung5.4.Sei

÷ÔøÊ#

üýýýýýýýýýý
þ

.1��� �.1�}Î \ � � .1�}Î \ � �}Î \
...

...
. . ..���Î�� ¶ \ � � .��}Î�� ¶ \ � �}Î \ õ�õ�õ .��}Î�� ¶ \ � �}Î�� ¶ \.�0��u� � .�0��u� �}Î \ õ�õ�õ .10��u� ��Î�� ¶ \ [ 0�� � 0��

...
...

...
...

. . ..�0 � � � .�0 � � �}Î \ õ�õ�õ .10 � � ��Î�� ¶ \ [ 0 � � 0�� õ�õ�õ [ 0 � � 0 �

� 										�
dieresultierendeFrontal-Matrix.Die erstenÒ Spaltenbeinhaltenjetztdievonnull verschiedenen
Einträgeder Spalten-=}aÉÕ;�=">">">y=�ÑÉöÒÐf6; desCholesky-Faktors � . Die verbleibendeDrei-
ecksmatrixentḧalt alle Aktualisierungen,die ausderFaktorisierungvon Spaltenresultieren,die
zueinerFrontin einemTeilbaum ½��(` oderzurFront Ë geḧoren.Die Dreiecksmatrixstellt daher
die Update-Matrixù*ø dar.

Bei derAddition einerUpdate-Matrixù�!` ist zu ber̈ucksichtigen,daßdie Elementeausù�!`
bez̈uglich � die Indizes ���(=��9� mit ��� � und �(=�� P ��������� �(������� T!U¥_ `1XY� besitzen( [ 0 ist wieder
der letzte Knoten in ÓÔ0 ) und die Elementeaus ÷Ôø die Indizes ���(=��9� mit ��� � und �(=�� P��������� �!������� �9�£cÝ%V§7 . Esdürfennur Elementemit

”
passenden“ Indizesaddiertwerden.
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Gilt beispielsweise

ù�(`£#�� [ Å�� Å[ Ä�� Å [ È�� È�� und ÷ÔøÊ#
üþ�� Å�� Å� Á�� Å � Á�� Á� Ä�� Å � Ä�� Á � È�� È

�� =
soergibt sichausderAddition beiderMatrizendieMatrixüþ�� Å�� ÅRÉ [ Å�� Å� Á�� Å � Á�� Á� Ä�� ÅRÉ [ Ä�� Å � Ä�� Á � È�� ÈÔÉ [ È�� È

�� >
DieseerweiterteAddition (extendedadd)wird in der Literatur mit demSymbol � bezeichnet.
Aus der symbolischenFaktorisierungfolgt sofort �����������!�K����� TVUW_�`�X���� ������������������� ����c�%V�7 (vgl.
Abbildung 5.3). Daherist jedesIndexpaar ���!= �9� aus ù�(` auchin ÷Ôø enthalten.Die erweiterte
Addition ist alsowohldefiniert.

Abbildung5.5zeigtdenvollständigenMultifrontal-Algorithmus.Für einedetailierteHerlei-
tung sei auf dasTutorial von Liu [97] verwiesen.Der Frontbaum½ wird wiederin Postorder-
Reihenfolgedurchlaufen.Hierdurchist garantiert,daßdiezurBildungvon ÷Ôø ben̈otigtenUpda-
te-Matrizenù�(` bekanntsind.

Wir wollen die Vorgehensweisean einemBeispielveranschaulichen.Dazubestrachtenwir
nocheinmaldenin Abbildung5.2dargestelltenFrontbaum.Da derBaumin Postorder-Reihen-
folge durchlaufenwird, werdenzuerstdie Fronten %(D \ 7 und %(D \ Ä"7 bearbeitet.Die erste(und
einzige)zu %(D \ 7 bzw. %(D \ Ä"7 geḧorendeSpalteist die Spalteeinsbzw. die Spaltezwei. Es gilt��������� �!������� \ ��# %�! =�" = #87 und ��������� �(������� Ã �·# %�! =�¾8= " =";$# =�%G587 . BeideFrontensind Blätterdes
Baumes.Die Frontal-Matrizen÷'& B(�*) und ÷'& B(��+,) könnendahersofort faktorisiertwerden.Man
erḧalt dieSpalteneinsundzweidesCholesky-Faktorssowie dieUpdate-Matrizen

ù & B(�-)Z#
üþ [ Å�� Å[�Â � Å [�Â � Â[ Æ�� Å [ Æ�� Â [ Æ�� Æ

�� und ù & B(��+.)ß#
üýýýýý
þ

[ Ì Å�� Å[ Ì È�� Å [ Ì È�� È[ Ì Â � Å [ Ì Â � È [ Ì Â � Â[ Ì \ Æ�� Å [ Ì \ Æ�� È [ Ì \ Æ�� Â [ Ì \ Æ�� \ Æ[ Ì Ã0/�� Å [ Ì Ã0/�� È [ Ì Ã0/�� Â [ Ì Ã0/�� \ Æ [ Ì Ã0/�� Ã0/
�
					� >

Als nächstesbearbeitetderAlgorithmusdie Front %(D Â 7 . Zu dieserFrontgeḧort die Spaltedrei.
Esgilt ��������� �!������� Å���#Õ%V¾�=�" =�# =9;$# =1%G5�7 . NachInitialisierungderFrontal-Matrix ÷'& B02.) werdendie
Update-Matrizenù & B � ) und ù & B ��+ ) aufaddiert.Danngilt:

÷ & B02.)ß#
üýýýýýýý
þ

ÿ Å�� ÅRÉ [ Å�� Å�É [ Ì Å�� Åÿ È�� ÅRÉ [ Ì È�� Å [ Ì È�� Èÿ|Â � ÅRÉ [�Â � Å�É [ Ì Â � Å [ Ì Â � È [§Â � Â É [ Ì Â � Âÿ Æ�� ÅRÉ [ Æ�� Å 5 [ Æ�� Â [ Æ�� Æÿ \ Æ�� ÅRÉ [ Ì \ Æ�� Å [ Ì \ Æ�� È [ Ì \ Æ�� Â 5 [ Ì \ Æ�� \ Æÿ Ã0/�� ÅRÉ [ Ì Ã0/�� Å [ Ì Ã0/�� È [ Ì Ã0/�� Â 5 [ Ì Ã0/�� \ Æ [ Ì Ã0/�� Ã0/
�
							� >
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MULTIFRONAL h�Ö¼j
01: ×ÏlWnpo�qsrwtwv-x(rwtux�qsz|{}q�h�Ö¼j ;
02: while × ~n:qwxGx�t�h�Ö�j do
03: Let Ù$nÏÚ ×�Ú andlet k bethefirst vertex in × .
04: �ClWn���h�k|j ;
05: Let �ÞÛ�Ü �}�}�}�-� �ÞÛ�ÙJ�pÜ � ò \ �}�}�}�§� ò û bethesubscriptsin �Gtuq�����t h������ ��j .
06: Setup frontalmatrix

3 ø n

æççççççççççç
è

4 ��� �4 �}Î \ � � 4 ��Î \ � �}Î \
...

...
.. .4 �}Î�� ¶ \ � � 4 �}Î�� ¶ \ � �}Î \ ð}ð}ð 4 ��Î�� ¶ \ � �}Î�� ¶ \4 0��Y� � 4 0��u� �}Î \ ð}ð}ð 4 0��u� �}Î�� ¶ \ 5

...
...

...
...

. . .4 0��s� � 4 0���� �}Î \ ð}ð}ð 4 0���� �}Î�� ¶ \ 5 ð}ð}ð 5

ê}ëëëëëëëëëëë
ì

wherethefirst Ù columnscorrespondto columns� �}�}�}�§� �ôÛ�Ù��pÜ of �/�$� � .
07: Let à \��}�}�}�-� à ] denotethechildrenof × in Ö .
08: for eachfront à 0 do
09:

3 ø lWn 3 ø7698:�(` .
10: Perform Ù stepsof eliminationon

3 ø to obtainthecolumns� � �ÞÛ�Ü �}�}�}�-� �ÞÛ�ÙZ�³Ü
of � andtheupdatematrix 8 ø .

11: ×¡lWnâ�|{��Gtwvyx(rutux�q�z|{}q9h�Ö � ×ôj ;
12: endwhile

Abb. 5.5: FunktionMULTIFRONTAL.

Die Frontal-Matrixkannjetzt faktorisiertwerden.Man erḧalt sodie dritte Spaltevon � unddie
Update-Matrixù & B 2 ) . AnschließendfährtderAlgorithmusmit derFront %(DVÅ97 fort.

Um dieVorteilederMultifrontal-Methodevoll ausnutzenzukönnen,ist einesorgfälltige Im-
plementierungnotwendig.Dabeimußinsbesondereaufdie folgendenPunktegeachtetwerden:

Verwaltung der Update-Matrizen Da der Algorithmus denFrontbaumin Postorder-Reihen-
folge durchl̈auft, könnendie bereitsgenerierten,abernoch nicht mit einer Frontal-Ma-
trix verrechnetenUpdate-Matrizenin einemStack gespeichertwerden.Der Stackwächst
dynamischmit der Größeder abgelegtenUpdate-Matrizen.Der hierfür bereitzustellende
Speicherplatzstellt einenzus̈atzlichenOverheaddar. Mit Hilfe desvon Liu [92] vorge-
stelltenAlgorithmuskanndie maximaleAusdehnungdesStacksminimiert werden.Dazu
werdendieTeilbäume½��;��=">">">£=}½<��� untereinerFront Ë in aufsteigenderReihenfolgenach
derGrößeihrer Updaten-Matrizenù�;�}=">">">?=Yù� � angeordnet.In demPostorder-Durchlauf
werdendanndiejenigenBäumezuerstabgearbeitet,dieeinekleineUpdate-Matrixliefern.
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Erweiterte Addition Die Addition der Update-Matrizenù�;�}=">">">?=Yù��� zu ÷Ôø stellt einennu-
merischenOverheaddar. Esentstehenzus̈atzlicheOperationen,die bei Verwendungeines
Fan-in-odereinesFan-out-Verfahrensvermeidbarwären.Zur Beschleunigungdererwei-
tertenAddition benutztmanlokaleIndizes(vgl. auchSchreiber[127]). Dabeierhaltendie
ElementeeinerUpdate-Matrixvor dereigentlichenAddition diepassendenIndizesrelativ
zurFrontal-Matrix.Beipielsweiseerḧalt dasElement[ Æ�� Å ausù & B � ) die Indizes �>=�=";�� .

Faktorisierung der Frontal-Matrix In vielen Fällen paßtdie gesamteFrontal-Matrix in den
Prozessor-Cache,sodaßdieFaktorisierungdererstenÒ Spaltensehreffizientdurchgef̈uhrt
werdenkann.Hierin liegt der eigentlicheVorteil der Multifrontal-Methode.Die Effizi-
enzläßtsichdurchAnwendungderLoop-Unrolling-Techniknocheinmalsignifikantstei-
gern.Dazuwird ÷Ôø in quadratischeBlöckepartitioniert.Die Blöckesindsoklein gewählt,
daßdie Operationenauf ihnenausprogrammiertwerdenkönnen.Abbildung5.6 zeigtdie
BlockversiondesAlgorithmusDENSEFACTOR ausAbbildung5.4.Die Variablen?�=
@ lau-
fen dabeiüberZeilenundSpaltenbestehendauseinzelnenBlöcken.Besitzendie Blöcke
dieGrößeAm¿BA , sogilt C #¡@EDFA (wir nehmenderEinfachheithalberan,daß@ ohneRest
durch A teilbarist). Die FunktionFACTOR (Zeile03)berechnetdanndenCholesky-Faktor
einer A
¿GA -Matrix. Wir weisennochmalsdaraufhin, daßdieFunktionFACTOR sowie alle
anderenOperationenauf den AL¿HA Blöckenohnezus̈atzlicheSchleifenauskommen.

Die Loop-Unrolling-Technikentfaltetihrevolle Wirkungnurdann,wenndieFront Ë einegewis-
seAnzahlvon Knotenentḧalt ( ÒL)&; ). Mit Hilfe desvon AshcraftundGrimes[7] vorgestellten
VerfahrenskönnenwiederkleinereFrontenzu relaxiertenSuperknotenzusammengefaßtwer-
den.Hierdurchentstehenzwar zus̈atzlicheNullelementein denFrontal-und Update-Matrizen,
eserḧoht sichjedochauchdie Cache-undRegistereffizienzdesFaktorisierungsalgorithmus.

5.1.4 ExperimentelleErgebnisse

Wir habeneinsequentiellesProgrammzurFaktorisierungdünnbesetzter, positiv definiterMatri-
zenentwickelt, dasalsAusgangspunktderim nächstenAbschnittbeschriebenenParallelisierung
dient.DasProgrammträgtdenNamenspace(SPArseCholesky Elimination) undstellt eineum
die symbolischeund numerischeFaktorisierungerweiterteVersiondesProgrammsmultipord
dar. Die symbolischeFaktorisierungorientiertsichanderFunktionSYMBFACFRONTTREE, die
numerischeanderFunktionMULTIFRONTAL. Die folgendeListe faßtdiewichtigstenMerkmale
unseresFaktorisierungsalgorithmuszusammen.I Vor Beginn der symbolischenund numerischenFaktorisierungwird der im Rahmendes

Ordering-ProzesseskonstruierteFrontbaum½ wie folgt modifiziert:

– In einemPostorder-Durchlaufwerdendie Frontenan denBlätternvon ½ mit den
dar̈uberliegendenFrontenzu neuenBlatt-Frontenverschmolzen.Der Prozeßstoppt,
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DENSEBLOCKFACTOR h��ñj
01: Initialize � with thelower triangularpartof � ;
02: for J�lWn¦Ü to K do
03: �'L � LÐlWn FACTOR h��'L � L�j ;æç

è �ML Î \ � L
...�ON � L

ê}ë
ì lWn�� ¶ \L � L ð

æç
è �'L Î \ � L

...�'N � L
ê}ë
ì ;

04: for PÐlWnQJmÛ�Ü to K doæç
è �OR � R

...�ON � R
ê}ë
ì lWn

æç
è �SR � R

...�ON � R
ê}ë
ì �ó� � R � L ð

æç
è �OR � L

...�ON � L
ê}ë
ì ;

05: end for
06: end for

Abb. 5.6: FunktionDENSEBLOCKFACTOR.

sobaldeineneueBlatt-Frontmehrals200zus̈atzlicheNulleinträgeentḧalt.

– In einemzweitenPostorder-Durchlaufwerdendie Teilbäume½<� � =">9>">?=}½�� � unterei-
nerFront Ë aufsteigendnachderGrößeihrerUpdate-Matrizenangeordnet.I Zur FaktorisierungderFrontal-Matrizenverwendenwir einennumerischenKern,derauf

Blöcken der Größe ! ¿T! arbeitet.GrößereKerneführennur nochzu marginalenEffizi-
enzsteigerungen.SieerḧohendenProgrammieraufwandjedocherheblich.

Um die Leistungsf̈ahigkeit unseressequentiellenFaktorisierungsalgorithmusunter Beweis zu
stellen,habenwir spacemit einemProgrammausderSPOOLES-Bibliothek verglichen.DasPro-
grammbasiertaufderFan-in-Methodeundbenutztwie spaceeinennumerischenKernderGröße!·¿T! . EingabedesProgrammsist – abgesehenvon derMatrix � – dervon spacekonstruierte
Frontbaum.Damit sinddie Startbedingungenfür beideProgrammegleich.

Tabelle5.1zeigtdieLaufzeitendersymbolischenundnumerischenFaktorisierungfür 15Ma-
trizen unsererBenchmark-Suite.Wir habendiejenigenMatrizenausgewählt, derenFaktorisie-
rung die meistenOperationenverursacht.Alle Zeitangabenwurdenauf einer SUN Ultra mit
296MHz UltraSPARC-II Prozessorundzwei GByteHauptspeicherermittelt. In denSpalten3
und 5 sind zus̈atzlich die jeweils erzieltenMegaflopsangegeben.Ihre Berechnungbasiertauf
der Zahl der zur Faktorisierungben̈otigten Multiplikations- und Additionsoperationen.Diese
Zahl ist durchdasverwendeteOrderingeindeutigbestimmt.� Die von derMultifrontal-Methode
zus̈atzlich durchgef̈uhrtenAdditionsoperationen(extendedadd)bleibenalsounber̈ucksichtigt.U

Die Zahlensindin derletztenSpaltevon Tabelle4.4angegeben.



106 Kapitel 5. SymbolischeundnumerischeFaktorisierung

SPOOLES-2.2 space
Matrix symb. Fakt. num.Fakt. symb. Fakt. num.Fakt.

BCSSTK30 2.34 8.50( 84.57) 1.31 6.64(106.95)
BCSSTK31 1.35 13.95( 89.09) 1.01 10.83(113.61)
BCSSTk32 2.38 9.75( 82.61) 1.43 7.61(104.01)
MAT02HBF 2.66 12.92( 86.18) 1.56 10.19(107.02)
MAT03HBF 4.36 29.04( 89.05) 2.58 22.74(111.85)
BRACK2 1.11 19.40( 86.70) 1.12 15.60(106.28)
3DTUBE 3.84 159.44( 77.41) 3.40 131.09 ( 94.08)
CFD1 2.42 96.56( 92.05) 2.86 87.09(101.66)
CFD2 4.19 333.78( 78.64) 5.37 289.59 ( 90.49)
CYL3 2.65 616.94( 64.85) 5.14 494.06 ( 81.20)
GEARBOX 11.52 207.41( 84.60) 7.97 181.54 ( 96.35)
NASASRB 3.07 29.32( 90.37) 2.27 23.30(113.09)
WAVE 3.59 1638.23( 59.66) 8.04 1179.09 ( 82.80)
PWTK 15.09 294.40( 77.33) 10.14 279.81 ( 81.10)
HERMES 11.57 4158.60( 60.41) 19.64 3273.68 ( 76.68)

Tab. 5.1: VergleichderLaufzeitenzur DurchführungdersymbolischenundnumerischenFaktorisierung
(in Sek.).In Klammernsindzus̈atzlichdie erzieltenMegaflopsangegeben.

Hierdurchist sichergestellt,daßsichim Falle von spacedernumerischeOverheadnicht positiv
aufdie erzieltenMegaflopsauswirkt.

Am BeispielderMatrix CFD1wollen wir denEinflußdesnumerischenKernsauf die Lauf-
zeitdesFaktorisierungsalgorithmusverdeutlichen:Bei Verwendungeineseinfachen;$¿ ; -Kerns
werdenzur Faktorisierungvon CFD1 ungef̈ahr 232 Sekundenben̈otigt. Die Laufzeit reduziert
sichauf109Sekundenim Falleeines%ñ¿V% -Kerns.Bei Verwendungeines!Þ¿W! -Kernsergibt sich
eineweitere– diesmaljedochnichtmehrsostarke– Beschleunigungauf87Sekunden.

5.2 Der parallele Fall

Interessanterweisebesitztdie Faktorisierungdünn besetzterMatrizenein höheresParallelisie-
rungspotentialals die voll besetzter. Trotzdemgabes bis Anfangder neunzigerJahrekeinen
parallelenAlgorithmus,der die von großen,verteiltenSystemenbereitgestellteRechenleistung
effektiv nutzenkonnte.Schonim sequentiellenFall ist dasDesigneinesFaktorisierungalgorith-
mussehrviel schwieriger, wenndie MatrizeneinedünneStruktur besitzen.Da zur Paralleli-
sierungdieserkomplexenAlgorithmenrelativ einfacheTechnikenangewandtwurden,entstand
ein gewaltigerKommunikations-Overhead,dereineschlechteSkalierbarkeit derparallelenVer-
fahrenzur Folge hatte(vgl. Schreiber[128]). Die Skalierbarkeit einesAlgorithmusbeschreibt
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dieFähigkeit, einevorgegebeneEffizienzbeigleichzeitigerErhöhungderProzessorzahlundder
Problemgr̈oßezu halten.Die Isoeffizienzfunktiongibt dabeian,wie starkdie Problemgr̈oßein
Abhängigkeit von derProzessorzahlerḧohtwerdenmuß(vgl. Kumaret al. [84]).

DashöhereParallelisierungspotentialbei der Zerlegungdünn besetzterMatrizen resultiert
ausdemUmstand,daßdie SpaltendesCholesky-Faktorsnicht zwangsl̈aufig nacheinanderbe-
rechnetwerdenmüssen.VielmehrerlaubtdiedurchdenEliminationsbaumbeschriebenepartiel-
le Ordnung,Spaltenin unterschiedlichenTeilbäumengleichzeitigzu faktorisieren.In denersten
parallelenAlgorithmenwurdendie KnotendesEliminationsbaumesmit Hilfe einessehreinfa-
chenWrap-Mapping-Verfahrens[50] auf die Prozessorenabgebildet.DasWrap-Mapping-Ver-
fahrenarbeitetwie folgt: Zunächstwerdendie Blatt-Knotenin zyklischerForm auf die Prozes-
sorenverteilt.Die KnotenwerdendannausdemEliminationsbaumentfernt,unddasVerfahren
fährt mit denneuenBlatt-Knotenfort. Auf dieseWeisewerdendie KnotendesEliminations-
baumesebenenweisevon denBlätternbis zur Wurzel auf die Prozessorenverteilt. DasWrap-
Mapping-Verfahrenhatzwei Vorteile:Zum einennutztesdasdurchdenEliminationsbaumbe-
schriebeneParallelisierungspotentialvoll aus,zumanderengarantierteseinegleichm̈aßigeVer-
teilungderRechenlast.

Trotzdemist dieseVerteilungderSpaltennicht praktikabelwie dasfolgendeBeispielzeigt.
Dazuseiangenommen,daßdie NichtnullstrukturderMatrix � ein @³¿ @ -Gitter induziert.Dann
sind zur BerechnungdesCholesky-Faktors ¨·��@ Å � Multiplikations- und Additionsoperationen
notwendig.DerCholesky-Faktorentḧalt dabeï·��@ ÃYX ª�ZJ@?� vonnull verschiedeneElemente(vgl.
Kapitel3).Ein parallelerFan-in-[6] oderFan-out-Algorithmus[50], derzurVerteilungderSpal-
tendasWrap-Mapping-Verfahrenbenutzt,produziertauf [ ProzessoreneinKommunikationsvo-
lumenvon ¨4�K@ Ã [ X ª�ZJ@?� [55]. Man beachte,daßdasKommunikationsvolumen,alsodie Summe
allerverschicktenDaten,lediglicheineuntereSchrankefür denKommunikations-Overheaddar-
stellt.Damit stehtderKommunikations-Overheadin keinemakzeptablenVerḧaltniszur Anzahl
derdurchzuf̈uhrendenarithmetischenOperationen.

HistorischgesehenwurdendieseerstenparallelenAlgorithmenin zwei Richtungenweiter-
entwickelt. Zum einenkonntedasKommunikationsvolumendurchgeschicktereMapping-Stra-
tegien reduziertwerden.In demvon Ashcraftet al. [5] sowie GeistundNg [46] vorgeschlage-
nenDomain-Mapping-VerfahrenwerdenganzeTeilbäumeexklusiv einemProzessorzugeordnet.
Die restlichenKnotenin denoberstenEbenendesEliminationsbaumeswerdenwie beimWrap-
Mapping-VerfahrenebenenweiseaufdieProzessorenverteilt.Ein Fan-out-Algorithmus,derdie-
sesMapping-Verfahrenbenutzt,produzierteinKommunikationsvolumenvon ¨4�K@ Ã [ X ª�ZE[§� (vgl.
HulbertundZmijewski [76]). Bei demvon Georgeet al. [55] vorgeschlagenenSubtree-to-Sub-
cube-Mappingwerdenauchdie restlichenKnotennicht mehrzyklischauf alle Prozessorenver-
teilt, sondernauf einzelneProzessorgruppen(vgl. auchAbschnitt5.2.1).Mit Hilfe desSubtree-
to-Subcube-MappingsverringertsichdasKommunikationsvolumeneinesFan-in-oderFan-out-
Algorithmusauf ¨4�K@ Ã [§� [55]. Auch bei demvon Pothenund Sun[114] vorgeschlagenenPro-
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portinal-Mapping-VerfahrenwerdenganzeTeilbäumerekursiv aufProzessorgruppenabgebildet.
Die AnzahlderProzessorenin einerGrupperichtetsichdabeinachderGrößedesTeilbaumes.

NachGeorge et al. [55] ist ¨·�K@ Ã [§� eineuntereSchranke für dasKommunikationsvolumen
einesjedenparallelenFaktorisierungsalgorithmus,der auf einerspaltenweisenVerteilungvon� beruht.In einemzweitenAnsatzwurdedaherdie dünnbesetzteMatrix � nicht nur spalten-,
sondernauchzeilenweiseauf die Prozessorenverteilt.Aus derLiteratursindmehrereAlgorith-
men bekannt,die auf einer solchenzweidimensionalenMapping-Strategie basieren.Beispiel-
haft seienhier die Arbeiten von Gilbert und Schreiber[60], Rothberg [124], Rothberg und
Gupta[126] sowie Venugopalund Naik [140] genannt.Der besteAlgorithmus reduziertdas
Kommunikationsvolumenauf ¨·��@ Ã]\ [ X ª�Z^[§� [126]. In [2] stellt AshcrafteinenFan-both-Algo-
rithmusvor (ein Zwitter ausFan-in-undFan-out-Verfahren),derein Kommunikationsvolumen
von ¨·�K@ Ã]\ [ X ª�ZJ@£� erzeugt.

In den Arbeiten von Guptaet al. [63, 66] werdenbeideAnsätzemiteinanderkombiniert.
Ihr parallelerAlgorithmusberuhtauf der Multifrontal-Methode.Die KnotendesEliminations-
baumeswerdenmit Hilfe einesSubcube-to-Subtree-Mappingsauf die Prozessorenverteilt.Aus
demMappingwird danneinezeilen-undspaltenweiseVerteilungderMatrixelementeabgeleitet.
HierdurchreduziertsichnichtnurdasKommunikationsvolumen,sondernauchderKommunika-
tions-Overheadauf ¨·��@ Ã \ [§� [63, 66].

DieserAbschnitt ist wie folgt aufgebaut.Zunächststellenwir in 5.2.1 unserenMapping-
Algorithmus vor. Der Algorithmus basiertauf dem Subtree-to-Subcube-Mappingvon George
et al. [55]. Anschließendbeschreibenwir in 5.2.2und 5.2.3Algorithmenzur parallelensym-
bolischenund parallelennumerischenFaktorisierung.Die parallelenumerischeFaktorisierung
basiertauf demvon Guptaet al. [63, 66] entwickeltenzweidimensionalenMultifrontal-Algo-
rithmus.Schließlichpräsentierenwir in 5.2.4einigeexperimentelleErgebnisse.Im Mittelpunkt
stehtdabeiderEinflußdesOrderingsaufdie parallelenumerischeFaktorisierung.

5.2.1 Mapping desFrontbaumes

Urspr̈unglichwurdedasSubtree-to-Subcube-Mappingentwickelt, um die Knoteneines@â¿:@ -
Gittersauf die Prozessoreneines� -dimensionalenHypercubeszu verteilen.Der � -dimensionale
Hypercubeist einGraphbestehendaus % û Knotenund ��% û ¶ \ Kanten.JederKnotendesGraphen
entsprichteinemProzessorundwird durcheinebinäreZeichenkettederLänge� dargestellt.Zwei
KnotensindgenaudanndurcheineKanteverbunden,wennsich ihre binärenZeichenkettenin
genaueinemBit unterscheiden.EineKanteheißtKanteder Dimension_ , 5a`b_p²c� , falls sie
zweiKnoten [ =�D P %!58=";G7 û verbindet,die sichim _ -tenBit unterscheiden.

WerdendieKnotendesGittersin derdurchGeorgesNested-Dissection-Orderingbeschriebe-
nenReihenfolgeeliminiert, soergibt sichein balancierterFrontbaum.Aufgrundder rekursiven
StrukturdesHypercubes(siehe[87], Seite308ff) könnendie TeilbäumedesFrontbaumessehr
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Teilcube: {00, 01, 10, 11}
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Abb. 5.7: Subtree-to-Subcube-Mapping desFrontbaumesausAbbildung5.2.

einfacheinzelnenTeilcubeszugeordnetwerden.Abbildung5.7 illustriert dasSubtree-to-Subcu-
be-Mappingam Beispieldes ¾ó¿�¾ -Gittersund deszweidimensionalenHypercubes.Der Teil-
baum ½ & B,ded�� B,dgf�� B,dgh.) ist demTeilcube %!5G5 =}5 ;G7 zugeordnet.Der Baumteilt sich auf in ½ & B,d�� B-i�� B(�kj.)
und ½�& B0fel�� B0f�m�� B-heh.) . Die Bäumewerdenauf die Teilcubes%!5�587 bzw. %!5 ;V7 abgebildet.Alle Fronten
in dengrauunterlegtenTeilbäumensind so exklusiv einemProzessorzugeordnet.Die Fronten%(D!ÃuÃ�=�DVÃuÅ9=�DVÃ Á�7 und %(D!ÃuÇ�=�DVÃwÈ"=�DVÃ Â 7 werdenvon denzwei Prozessoren5�5 und 5 ; bzw. ;�5 und ;�;
bearbeitetunddie Wurzel-Frontvonallenvier Prozessorengemeinsam.

Im allgemeinenFall ist der Frontbaum½ wederbinär noch balanciert.Um die Prozesso-
ren eines � -dimensionalenHypercubesgleichm̈aßigauszulasten,müssendaherkompliziertere
Algorithmen wie z.B. dasDomain-Mapping-[5, 46] oder dasProportional-Mapping-Verfah-
ren [114] angewandt werden.In unseremparallelenAlgorithmus benutzenwir eine einfache
ErweiterungdesSubtree-to-Subcube-Mappings(vgl. auchGuptaet al. [66]). Die Ideebesteht
darin, denFrontbaum½ von

”
obennachunten“ zu durchsuchenbis ½ in zwei Gruppenvon

Teilbäumenaufgeteiltwerdenkann,derenFaktorisierungin etwa dengleichenAufwanderfor-
dert. Hat man eine solcheAufteilung gefunden,so müssendie zwei Teilbaumgruppeneinem�>�ßf:;(� -dimensionalenHypercubezugeordnetwerden.Manerḧalt soeinenrekursivenMapping-
Algorithmuswie er in Abbildung5.8beschriebenist.

EingabedesAlgorithmusist eineMenge n von Teilbäumen,die einemHypercubederDi-
mension_ zugeordnetwerdensoll.GenaugenommenbestehtdasZiel desMapping-Algorithmus
nicht in einerVerteilungderTeilbäume,sondernin einerVerteilungder in denTeilbäumenent-



110 Kapitel 5. SymbolischeundnumerischeFaktorisierung

SPLIT ogprq,stq0u$v,wyx;z|{-}�~
01: if s���� then
02: v����,��w����T� ;
03: while v.���,��w���� do
04: p�������p ;
05: pr������� ; w$zt��ogpr�(~'���T� ;
06: p�������� ; w$zt��ogp���~'���T� ;
07: while p ������ do
08: Find  ;¡£¢7p � with w$zt�]og ;¡^~ maximal.Set p � ���Tp ��¤H¥  ;¡O¦ ;
09: if w$zt�]ogp � ~O��w$zt��ogp � ~ then
10: p � ���Tp ��§9¥  �¦ ; w$z���ogp � ~O���Tw$zt��ogp � ~Y¨£w$z���og  ¡ ~ ;
11: else
12: p������Tp�� §9¥  �¦ ; w$z���ogp���~O���Tw$zt��ogp��1~Y¨£w$z���og ;¡^~ ;
13: end if
14: endwhile
15: v.���,��w�����©���ªYo�w$zt��ogpr�(~�q0w$zt�]ogp���~0~0«�©��
¬o�w$zt��ogpr�(~�q0w$zt�]ogp���~0~ ;
16: if v.���,��w���� then
17: Find  ;¡£¢7p with w$zt��og ;¡E~ maximal.Set p ���Tp ¤a¥  ;¡S¦ ;
18: ®�v,wyªF�0u$v,wyx;z¯og°±~M���²u$v,wyx|z|{*} ;
19: Let ³O��q�´�´�´¯q ³µ denotethechildrenof ° .
20: p ����p §9¥  t¶�· q�´�´�´¯q, t¶�¸0¦ ;
21: end if
22: endwhile
23: SPLIT ogp¹�1q,s ¤�º q.»�¼�u$v,wyx;z|{-}~ ;
24: SPLIT ogp���q,s ¤�º q.»�¼�u$v,wyx;z|{-}½¨ º ~ ;
25: else
26: for eachfront tree  ;¡ in p do
27: for eachfront ³ in  ;¡ do
28: ®�v,wyªF�0u$v,wyx;z¯o¾³~'���Tu$v.wyx;z|{-} ;
29: end if

Abb. 5.8: FunktionSPLIT.
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haltenenFrontenaufdieProzessoren.DazuerhaltendieFronteneinesogenannteGruppenidenti-
fikationsnummer, kurz ¿�À�Á�Â<Ã<Ä,Å . Abbildung5.7zeigtdieVerteilungderIdentifikationsnummern
am Beispieldes ÆÈÇ�Æ -GittersunddeszweidimensionalenHypercubes.Initial gilt É ÊÌË�Í9Î ,Ï ÊÑÐ und ¿ÒÀ(Á�Â<ÃÓÄ,ÅÔÊcÕ .

Der Algorithmusarbeitetwie folgt: Gilt
Ï�ÖØ×

, sowird mittelseinereinfachenBin-Packing-
Heuristikversucht,die in É enthaltenenTeilbäumein zwei möglichstgleichschwereMengenÉ �1Ù É � aufzuteilen(Zeilen04–14).Um dasGewicht derMengenÉ ��Ù É � genauerzu spezi-
fizieren,ben̈otigenwir einigezus̈atzlicheDefinitionen:Sei wieder Ú eineFront mit Û Ú½Û'Ê�Ü .
Weitersei Ý derersteKnotenin Ú . Esgelte Þ:ß>Ý�àÊ�á . DannbezeichnetÁ�Ã<â$ß>ÚWà die Anzahlder
durchzuf̈uhrendenMultiplikations-undAdditionsoperationen,umausderFrontal-Matrix ã ¡ die
Update-Matrixä ¡ unddie Spaltená Ù áæåÔÕ Ù�ç�ç�ç^Ù áæåèÜ±éØÕ desCholesky-Faktors ê zu erhalten
(vgl. Funktion MULTIFRONTAL ausAbbildung 5.5). Der Wert ÁÒÃ<â$ß>ÚWà kannwiedermit Hilfe
derFormeln(2.6)und(2.7)berechnetwerden.DazumußbeiderBerechnungdesOrderingsnurë<ì ¿�í�î,ï · ß�Ý�à gespeichertwerden.Wir erweiterndieFunktion Á�Ã<â aufFrontb̈aumeundaufMengen
vonFrontb̈aumen.DazusetzenwirÁ�Ã<â$ß¾ÍVà�Ê ð¡ ist Frontin ñ Á�Ã<â$ß¾Úæà und Á�ÃÓâ$ß>ÉòàóÊ ðñEô�õ Á�Ã<â�ß¾Í7à ç
Zwei MengenÉ �1Ù É � vonFrontb̈aumenheißendanngleichschweroderbalanciert,wenngiltö�÷�ø ß>Á�ÃÓâ$ß>É � à Ù Á�ÃÓâ$ß>É � à(àö9ù�ú ß>ÁÒÃ<â$ß�É � à Ù ÁÒÃ<âyß>É � à(àWûýü Ù ×Vþ ü þ Õ ç
Gelingt die Aufteilung in zwei balancierteMengennicht, so wird der schwersteTeilbaum Í ¡
aus É extrahiert und durch die Teilbäume Í ¶;·�Ù�ç�ç�çEÙ Í ¶�¸ unter der Wurzel Ú von Í ¡ ersetzt.
Die Wurzel Ú erḧalt dabeidieaktuelle¿�À�Á�Â<Ã<Ä,Å . Diesewird in ÿ�À(Á ø�� ¿�À(Á�ÂÓÃ ß¾Úæà gespeichert(Zei-
len 16–21).Anschließendwird dergesamteProzeßmit dererweitertenMenge É wiederholt.

NacherfolgreicherAufspaltungmüssendie Teilbäumein denMengenÉ � und É � einem
HypercubederDimension

Ï éÈÕ zugeordnetwerden.DiesgeschiehtdurchdierekursivenAufrufe
in denZeilen23und24.

Gilt
Ï Ê ×

, soist ein weiteresAufspaltenderMengeÉ nichterforderlich.Alle Fronten,die
zu einemTeilbaumin É geḧoren,könnenexklusiv einemProzessorzugeordnetwerden.Dies
geschiehtwiederüberdie aktuelle¿�À(ÁÒÂ<Ã<Ä,Å (Zeilen26–28).

NachTerminationder Funktion SPLIT ist jederFront eineGruppenidentifikationsnummer
zugeordnet.AnhanddieserNummerkanneinProzessorentscheiden,oberanderFaktorisierung
der Front beteiligt ist odernicht. Bezeichneö�� Ã<À(Á��
Ä,Å���Ë × Ù�ç�ç�ç�Ù	��
 é ÕÒÎ die Nummereines
Prozessorsim Dezimalsystem.JederProzessorberechnetö�� ¿�À(Á�ÂÓÃ<Ä,Å� Ê � 
 å ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å . Der
Prozessorö�� Ã<À(Á��
Ä,Å ist dannanderFaktorisierungeinerFront Ú beteiligt,wenngiltÿ�À(Á ø�� ¿�À(ÁÒÂ<Ã ß¾Úæà��²Ë ö�� ¿�À�Á�Â<Ã<Ä,Å Ù�� ö�� ¿�À(ÁÒÂ<Ã<Ä,Å�� ���;Ù���� ö�� ¿�À�Á�Â<Ã<Ä,Å�� ��� � ���;Ù�ç
ç�ç^Ù ÕÒÎ ç
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Beispielsweiseist in Abbildung5.7derProzessorÕ × anderFaktorisierungeinerFront Ú betei-
ligt, wenngilt ÿ�À(Á ø�� ¿�À(Á�ÂÓÃ ß¾Úæà��²Ë�� Ù���Ù ÕÒÎ .

JekleinerdieGruppenidentifikationsnummerist,destomehrProzessorensindanderFaktori-
sierungeinerFrontbeteiligt.Um denhierbeientstehendenKommunikations-Overheadmöglichst
geringzu halten,sollte insbesonderein denoberstenRekursionsstufenderFunktionSPLIT die
äußerewhile-Schleife(Zeilen03–22)nur wenigeMale durchlaufenwerden.Zwar erreichtman
diesganzeinfachdurchWahleineskleinerenWertesfür ü , dabeiist jedochzubeachten,daßauf-
grundvon höherenLastunterschiedendie Idle-ZeitenderProzessorenstarkanwachsenkönnen.
Strenggenommenmuß bereitsbei der BerechnungdesOrderingsauf die BalancedesFront-
baumesgeachtetwerden.Dieskannz.B. dadurchgeschehen,daßin einemNested-Dissection-
VerfahrendasGewicht der Teilgraphensẗarker in die BewertungeinerPartitionierungeingeht.
HierdurchkannsichjedochdasGewicht derSeparatorenunddamitderGradderAuffüllungvon�

starkerḧohen.Wir werdenaufdiesenZielkonflikt in Abschnitt5.2.4nähereingehen.

5.2.2 Die parallele symbolischeFaktorisierung

Im VordergrundderparallelensymbolischenFaktorisierungstehtwenigerderSpeedup, alsviel-
mehrdieeffektiveNutzungdesgesamtenverteiltenSpeichers.Nur wennderCholesky-Faktor ê
vonAnfanganverteilt gespeichertwird, ist dieFaktorisierungvongroßenMatrizenmöglich.

In unseremparallelenAlgorithmusgeschiehtdie symbolischeFaktorisierungin zweiSchrit-
ten.Der Prozessorö�� Ã<À(Á��
Ä,Å berechnetzun̈achstfür jedeFront Ú , an derenFaktorisierunger
beteiligt ist, die Nichtnullstrukturdererstenzu Ú geḧorendenSpalte.Die entsprechendeIndex-
mengewird in Ä ø ë ÷ � ì â�ß¾Úæà abgelegt. Ist alsowieder Ý derersteKnotenderFront Ú mit Þ:ß�Ý�àóÊ á ,
so gilt Ä ø ë ÷ � ì âyß¾Úæà�Ê�� � À(Â�� � ß¾ê�� � !$à . In einemzweitenSchritt bestimmter, welcheSpaltender
Front Ú in seinemSpeicherabgelegt werdenund – mit Hilfe von Ä ø ë ÷ � ì âyß¾Úæà – die Nichtnull-
strukturdieserSpalten.

Um denzweistufigenProzeßvollständigverstehenzu können,müssenwir auf die parallele
numerischeFaktorisierungvorgreifen.Die grunds̈atzlicheIdeedesFaktorisierungsalgorithmus
vonGuptaetal. [63, 66] bestehtdarin,diezuderFront Ú geḧorendeFrontal-Matrix ã ¡ spalten-
undzeilenweiseaufdieProzessorenzuverteilen.Im VergleichzueinerspaltenweisenAufteilung
reduziertsichsoderKommunikations-Overheadbei derFaktorisierungdererstenÜ Spaltenvonã ¡ umdenFaktor "�ß$# % � à [84]. Dabeibezeichnet% � dieAnzahlderbeteiligtenProzessoren.Die
erstenÜ Spaltenvon ã ¡ , unddamitauchdie Spaltená Ù
ç�ç�ç^Ù áæåèÜ±éØÕ desCholesky-Faktors ê ,
sind alsoverteilt auf % � Prozessorenabgelegt. Wie dieseVerteilunggenauaussiehtwird sp̈ater
gezeigt.Wir widmenunszun̈achstderBerechnungderIndexmengen.

Abbildung 5.9 zeigt dasparalleleProgrammzur Berechnungder Mengen Ä ø ë ÷ � ì âyß¾Úæà . Als
erstesberechnetjeder Prozessordie Gruppenidentifikationsnummerö�� ¿�À�Á�Â<Ã<Ä,Å . Wie bereits
obengesehen,dientdieNummerzurErmittlungderjenigenFronten,anderenFaktorisierungder
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SETUPINDICESPAR og©'&Fztv,w)( {-}±q,  ~
01: ©'&Òu$v,wyx;z|{-} ����» 
 ¨H©*&Òz|v,w+( {-} ; , ����� ;
02: for s����T� to - do
03: °ý���/.�v.�0�10�wy�0�0w$v32�4�v
og  ~ ;
04: while ° ��²v.wFw$��og �~ do
05: if ®�v,wyªF�0u$v,wyx;zog° ~S�T©*&Òu$v,wyx;zt{*} then
06: Let ³S��q�´�´�´q ³µ denotethechildrenof ° in   .
07: Determine{-ª�2|�5(641�1og° ~ using 7*897;: and {*ª�2|�<(641�1o¾³S�(~�q�´�´�´q0{*ª�2|�<(641�1o¾³µ¾~ .
08: , ���ýo=, §9¥ ° ¦
~ ¤�¥ ³S�1q�´�´�´Yq ³�µ0¦ ;
09: end if
10: °ý���Tª�4 ¬��10�wy�0�0w$v32�4�v�og �q,° ~ ;
11: endwhile
12: if s��>- then
13: Sendall {-ª�2|�<(641�1og°±~ , °ý¢?, , to processor©*&Òz|v,w+( {-} ogs�~ andreceive from©*&Òz|v,w+( {*}�ogs�~ all {-ª�2|�<(641�1o¾³~ . Add each³ to , .
14: ©'&Fu$v,wyx|z|{*} ���A@�©'&Òu$v,wyx;z|{-} «�»CB ;
15: end for

Abb. 5.9: FunktionSETUPINDICESPAR.

Prozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å beteiligt ist. In einer for-Schleife,die überalle DimensionendesHyper-
cubesläuft,werdendie FrontennachabfallendenGruppenidentifikationsnummernabgearbeitet.
In der erstenIterationder for-Schleife(

Ï Ê ×
) erfolgt die Berechnungvon Ä ø ë ÷ � ì â$ß¾Úæà für alle

FrontenÚ , die exklusiv demProzessorö�� Ã<À(Á��
Ä,Å zugeordnetsind.Die eigentlicheBerechnung
von Ä ø ë ÷ � ì â$ß¾Úæà geschiehtin der Zeile 07. Dazumüssendie Mengen Ä ø ë ÷ � ì âyß$DFE�à , Õ�GIHJGLK ,
der Söhne DFE von Ú bekanntsein.Zeile 07 faßtdie Anweisungen05–10der FunktionSYMB-
FACFRONTTREE zusammen.Dabeiist jedochzubeachten,daßÄ ø ë ÷ � ì âyßMDFE>à nichtdieStrukturder
letztenzu DFE geḧorendenSpalteentḧalt, sonderndieStrukturderersten.Diesstellt keinProblem
dar, weil dieStrukturderletztenSpalteganzeinfachausderStrukturdererstenSpalteabgeleitet
werdenkann(vgl. wiederFunktionSYMBFACFRONTTREE).

Ist die Front Ú exklusiv demProzessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å zugeordnet,so sind esauchdie SöhneD ��Ù�ç�ç�ç�Ù D µ von Ú . Da der Frontbaumin Postorder-Reihenfolgedurchlaufenwird, ist sicherge-
stellt, daßdie Mengen Ä ø ë ÷ � ì â�ß$D � à Ù�ç
ç�ç^Ù Ä ø ë ÷ � ì âyß$D µ à bekanntsind. Die Situationändertsich,
wenndieFront Ú zweiodermehrProzessorenzugordnetist. In diesemFall kenntderProzessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å nicht immeralle IndexmengenderSöhne.Vor Beginn einerneuenIterationder for-
Schleifeerḧalt ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å alle ben̈otigtenIndexmengenvon demin Dimension

Ï
benachbarten

ProzessoröN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å7ß Ï à . Im Gegenzugverschicktö�� Ã<À�Á��]Ä,Å alle Indexmengen,die derProzes-
sor öN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å7ß Ï à ben̈otigt. Die Fronten,derenIndexmengenverschicktwerdenmüssen,sindinO

gespeichert.
O

enḧalt alle Fronten,dienochnichtmit ihrerVater-Frontverrechnetwurden.
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groupID 1: Teilcube {00, 01, 10, 11}
groupID 2: Teilcube {00, 01}
groupID 3: Teilcube {10, 11}

groupID 4: Prozessor 00
groupID 5: Prozessor 01
groupID 6: Prozessor 10
groupID 7: Prozessor 11

Abb. 5.10:Mapping einesunbalanciertenFrontbaumesauf einen zweidimensionalenHypercube.Die
Frontensindmit ihrerGruppenidentifikationsnummerbeschriftet.

Wir wollen denDatenaustauschan demFrontbaumausAbbildung 5.10 veranschaulichen.
Die FrontendesBaumessindmit Hilfe derFunktionSPLIT denProzessoreneineszweidimen-
sionalenHypercubeszugeordnetworden.JedeFrontist mit ihrerGruppenidentifikationsnummer
beschriftet.Wir betrachtendenProzessor

×Ò×
. Für denProzessor

×�×
gilt initial ö�� ¿�À�Á�Â<Ã<Ä,ÅòÊ� � å × ÊLP . Die Fronten

� E , H�Ê Õ Ù�ç�ç
ç^Ù P sind exklusiv demProzessor
×Ò×

zugeordnet.In der
erstenIterationderfor-SchleifeberechnetProzessor

×Ò×
dieMengenÄ ø ë ÷ � ì âyß � E�à . DadieFronten� � und

� � in dieserIterationnichtmit ihrer Vater-Frontverrechnetwerden,verbleibensiein
O

.
DurchdenDatenaustauschin Zeile13erḧalt Prozessor

× Õ dieMengenÄ ø ë ÷ � ì âyß � � à Ù Ä ø ë ÷ � ì â$ß � � à
undProzessor

×�×
die MengenÄ ø ë ÷ � ì â$ßRQ � à Ù Ä ø ë ÷ � ì âyßRQ � à . Damit gilt für beideProzessoren

O ÊË � ��Ù � �$Ù Q �1Ù Q � Î
Wir befindenunsjetzt in der zweitenIterationder for-Schleife(

Ï Ê Õ ). Für die Prozesso-
ren

×Ò×
und

× Õ gilt ö�� ¿�À(ÁÒÂ<Ã<Ä,Å Ê � . BeideProzessorenberechnenÄ ø ë ÷ � ì â$ßRSæà und fügen S in
ihre Menge

O
ein.DarüberhinausentfernenbeideProzessorendie Fronten

� � und Q � ausihrer
Menge

O
. Für beideProzessorengilt jetzt

O Ê Ë � ��Ù Q ��Ù SVÎ . Prozessor
×�×

verschicktdieentspre-
chendenIndexmengenzu ProzessorÕ × undProzessor

× Õ zu ProzessorÕÒÕ . Damit sindalle vier
Prozessorenin derLage,in Iteration

Ï Ê � die IndexmengeÄ ø ë ÷ � ì âyßUT � à zuberechnen.

Wir zeigenjetzt, wie die zu einer Front Ú geḧorendenSpaltenauf die ProzessoreneinesÐ -dimensionalenHypercubesverteilt werden.Dazu ben̈otigen wir die folgendenFunktionen:
Sei VW�bË × Ù�ç�ç�ç^Ù���
 é ÕÒÎ und

× G Ï GÌÐ . Die Funktion X ù â �ZY ßUV;à extrahiertdie letzten
Ï

Bits
ausder Binärdarstellungvon V . Entḧalt die Binärdarstellungvon V wenigerals

Ï
Bits, sowird

mit Nullen aufgef̈ullt. PerDefinition gilt X ù â �Z[ ßRV�à�ÊI\ für alle V]�cË × Ù�ç
ç�ç^Ù	��
 é�ÕÒÎ . Beispiel:X ù â �3^ ß`_�àóÊaX ù â �3^ ß�ß.Õ × Õ$à � àóÊ × Õ × Õ , X ù â � b ßRc�àóÊaX ù â �Zb ß(ß.Õ ×�× Õyà � àóÊ ×�× Õ .
Die Funktionen

ìed�ì øfY ßRV;à und Á ë<ë Y ßRV;à extrahierenausdenletzten
Ï

Bits derBinärdarstellung
von V die Bits angeraderbzw. ungeraderPosition.Wir nehmenan,daßdasniederwertigsteBit
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SETUPSTRUCTUREPAR gg©*&)h�i1j+(6kMlnm, om$k-ª�2|�<(641�3p
01: ©*&)qri1jts�h�kMl ����» 
 ¨H©'&uh�i3j)(6kMl ;
02: Set v��$i3s�( �	g=wx� � !rp'����� for all y�� º m�´�´�´zm${ ;
03: for |������ to - do
04: °ý���}.�i.�0�10~jy�0�$jri32�4�iegg np ;
05: while ° ���i1juj$��gg �p do
06: if ®�i1jyªF�$qri1jts�h�gg°�p �T©'&uqri1jts�h�k`l then
07: Let ����� °N� andlet � bethefirst vertex in ° .
08: yV������g��+p ;
09: for each��¢ ¥ y�m�´�´�´�m3y�¨�� ¤�º ¦ with ���$�0��� Y3� �`� g��upS��4��r41ª Y gg©'&uh�i3j)(6kMl�p do
10: vÒ�$i3s�( ��g=w � � � pO��� ¥	� ����� � ¢Jk-ª�2|�5(641�	gg°'p and �k�$�0��� Y3� �`� g � pS�/j+2�2 Y gg©'&uh�i3j)(6kMl�p.¦ ;
11: end if
12: °ý����ª�4 ¬Ò�10~jy�0�$jri32�4�iegg om,°�p ;
13: endwhile
14: ©'&uqri3jts�h�kMlQ����@�©*&)qri1jts�h�kMl «�»CB ;
15: end for

Abb. 5.11:FunktionSETUPSTRUCTUREPAR.

anderPositionnull steht.Daherhatdie von
ìedÒì ø�Y ßRV�à zurückgegebenebinäreZeichenkettedie

Länge � Ï � ��� unddievon Á ë<ë Y ßRV;à zurückgegebeneZeichenkettedieLänge � Ï � ��� . PerDefinition
gilt

ìedÒì ø�[ ßRV�à�ÊI\ und Á ë<ë [ ßRV�à�Ê Á ëÓë � ßRV�à�ÊI\ . Beispiel:
ìedÒì ø�b ßRc�àVÊ ìedÒì øfb ß�ß.Õr� ��  à � àVÊ × Õ ,Á ë<ë ^ ßR_�à�ÊÑÁ ë<ë ^ ß�ßR�  ��  �à � àóÊ ×�×

.

Abbildung5.11zeigt,wie die zu einerFrontgeḧorendenSpaltenauf die Prozessorendes Ð -
dimensionalenHypercubesverteilt werden.Die Verteilungwird von der binärenZeichenkette
desProzessorsbestimmt.Die Bits in

ì�d�ì øzY ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à entscheidenwelcheSpaltenund die
Bits in Á ë<ë Y ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à welcheElementeeinerSpaltedemProzessorö�� Ã<À(Á��
Ä,Å zugeordnet
werden.Von besonderemInteresseist die for-Schleife in den Zeilen 09–10.Sei Ú eine dem
Prozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å zugeordneteFront.EineSpalte¡ derFront Ú ist genaudanndemProzessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å zugeteilt,wenngilt X ù â � � Y3� �`� ß¢¡tà7Ê ìedÒì øfY ß ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å�à . Ist die Bedingungerfüllt, so
sindalleElementein Zeile H mit X ù â � � Y3� �`� ß£H0à�ÊÑÁ ë<ë Y ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à aufdemProzessorgespeichert.
Bei derAufteilungderSpalteneinerFrontspieltalsodieDimension

Ï
, in derdieFrontbearbeitet

wird, eineentscheidendeRolle.

Gilt
Ï Ê ×

, so ist jedeFront Ú mit ÿ�À(Á ø�� ¿�À(ÁÒÂ<Ã ß¾Úæà�Ê ö�� ¿�À(ÁÒÂ<Ã<Ä,Å exklusiv demProzessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å zugeordnet.Wegen X ù â � � Y3� �`� ß¢¡tà�Ê ìedÒì øfY ß ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å�àæÊ¤\ für alle ¡�� ËFá Ù
ç�ç�çEÙ áVåÜ éÔÕÒÎ und X ù â � � Y3� �`� ßUH0à ÊbÁ ë<ë Y ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à Ê¥\ für alle Hn� Ä ø ë ÷ � ì â$ß¾Úæà sinddie Ü Spaltender
Front Ú vollständigauf demProzessorö�� Ã<À(Á��
Ä,Å gespeichert.Im Falle

Ï Ê Õ ist jedeFrontÚ mit ÿ�À(Á ø�� ¿�À(ÁÒÂ<Ã ß¾Úæà�Ê ö�� ¿�À�Á�Â<Ã<Ä,Å denProzessorenö�� Ã<À�Á��]Ä,Å und ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å7ß × à zugeordnet
( öN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å7ß × à bezeichnetwiederdenzu ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å benachbartenProzessorin Dimension

×
).
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Durch die for-Schleifewerdendie geradenSpaltenvon Ú auf denProzessormit der geraden
Nummerunddie ungeradenSpaltenauf denProzessormit derungeradenNummerabgebildet.
Auch hier gilt X ù â � � Y3� �`� ßUH-à ÊL\ für alle H�� Ä ø ë ÷ � ì âyß¾Úæà . Da die Funktion Á ë<ë Y im Falle

Ï Ê�Õ
immerdenWert \ zurückliefert,erfolgt keinezeilenweiseAufteilungderSpaltenvon Ú .

Diesändertsichin Iteration
Ï Ê � . Die SpaltenderFront Ú werdenjetztaufdieProzessorenö�� Ã<À�Á��]Ä,Å und ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å7ß × à sowie auf die beidenzu ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å und ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å7ß × à benach-

bartenProzessorenin Dimensioneins verteilt. Seien ¦ ×Ò×
, ¦ × Õ , ¦ Õ × und ¦:Õ�Õ , ¦L� Ë × Ù ÕÒÎ 
 § �

die binärenZeichenkettender vier Prozessoren.Alle geradenSpaltender Front Ú werdenauf
die Prozessoren¦ ×Ò×

, ¦ Õ × und alle ungeradenSpaltenauf die Prozessoren¦ × Õ , ¦ Õ�Õ abgebil-
det.In Zeile 10 erfolgt dar̈uberhinauseinezeilenweiseAufteilung.Wegen Á ë<ë � ßU¦ ×�× à Ê ×

undÁ ë<ë � ßU¦ Õ × à±Ê Õ werdendie ElementeeinergeradenSpaltemit gerademZeilenindex Prozessor¦ ×Ò×
unddie mit einemungeradenZeilenindex Prozessor¦ Õ × zugeordnet.Gleichesgilt für die

ungeradenSpaltenunddie Prozessoren¦ × Õ und ¦ Õ�Õ . Man erḧalt soauchfür höhereDimensio-
neneinegleichm̈aßige,zweidimensionaleAufteilung derzueinerFrontgeḧorendenSpaltenauf
die beteiligtenProzessoren.

Abschließendsei angemerkt,daßinnerhalbder FunktionSETUPINDICESPAR kein Daten-
austauschunterdenProzessorenstattfindet.

5.2.3 Die parallele numerischeFaktorisierung

Bei derparallelennumerischenFaktorisierungwird diezweidimensionaleAufteilungderSpalten
einerFront Ú aufdieSpaltenderFrontal-Matrix ã ¡ erweitert.Wird also ã ¡ in Iteration

Ï
fakto-

risiert, sospeichertderProzessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å die Einträge ¨rE�� � mit H Ù ¡�� Ä ø ë ÷ � ì âyß>ÚWà , H û ¡ undX ù â � � Y3� �`� ßUH-à Ê Á ë<ë Y ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à , X ù â � � Y3� �`� ß5¡�àWÊ ì�d�ì ø�Y ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à . Der paralleleMultifrontal-
AlgorithmusbasiertaufdieserzweidimensionalenVerteilungderFrontal-Matrizen.Als Ergebnis
erḧalt mandie in Abbildung5.12beschriebeneFunktionMULTIFRONTALPAR.

DieFunktionMULTIFRONTALPAR setztsichausElementenderFunktionenSETUPINDICES-
PAR undMULTIFRONTAL zusammen.Die ElementederFunktionSETUPINDICESPAR bilden
dabeidenRahmendesparallelenMultifrontal-Algorithmus.Wir konzentrierenunszun̈achstauf
diesenRahmen.Dazublendenwir in Abbildung5.12die Zeilen06–12aus.

Wie in SETUPINDICESPAR soberechnetauchhier jederProzessoralserstesdie Gruppen-
identifikationsnummerö�� ¿�À�Á�Â<Ã<Ä,Å . In einer for-Schleife,die über alle DimensionendesHy-
percubesläuft,werdenzuerstdie Frontal-Matrizenbetrachtet,die exklusiv einemProzessorzu-
geordnetsind.Danachdie Frontal-Matrizen,die auf ��Ù P Ù�ç�ç�çÙ	��
 Prozessorenverteilt sind.Die
Menge

O
entḧalt alleFronten,derenUpdate-Matrixnochnichtmit einerFrontal-Matrixverrech-

netwurde.Die Menge
O

dientwiederdemDatenaustausch.Vor BeginneinerneuenIterationder
for-Schleifesendetder Prozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å die Update-Matrizenä ¡ , Ú©� O

, zu demin Di-
mension

Ï
benachbartenProzessorö�� Ã<À(Á��
Ä,Å7ß Ï à . Im Gegenzugerḧalt er die von ö�� Ã<À(Á��
Ä,ÅVß Ï à
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MULTIFRONTALPAR gg©*&)h�i1j+(6k`l�m, �m$k-ª�2|�<(641�3p
01: ©*&)qri1jts�h�k`l ����» 
 ¨H©'&uh�i1j)(6kMl ; , ����� ;
02: for |æ���T� to - do
03: °Ø���}.�i.�,�10�jy�,�$jri32�4�i�gg �p ;
04: while ° ��}i1j)j$�egg �p do
05: if ®¢i1jyªF�$qri1jts�h~gg°'p �T©'&uqri3jts�h�kMl then
06: Setup (distributed)frontalmatrix ª¡ using k*ª�2t�<(641�	gg°'p .
07: Let y;�	m�´�´�´zm3yu«=¬ bethecolumnsthatareassociatedwith ° andmappedto ©*&)h�i1j+(6k`l .
08: Fill columnsy � m�´�´�´zm3y « ¬ with columnsy � m�´�´�´�m3y « ¬ of 7�8�7;: .
09: Let ³ � m�´�´�´fm ³ µ denotethechildrenof ° in   .
10: for eachfront ³ E do
11: ª¡£���/ª~!®°¯:¶�± .
12: Perform � �²� °N� stepsof paralleleliminationon ª¡ to obtainthe(distributed)

columnsy��	m�´�´�´�m3y�«³¬ of w andthe(distributed)updatematrix ¯ó¡ .
13: ,����´g=, §�¥ ° ¦Cp ¤a¥ ³S�	m�´�´�´�m ³µ-¦ ;
14: end if
15: °ý����ª�4 ¬Ò�10~jy�0�$jri 2�4�iegg Nm,°'p ;
16: endwhile
17: if |æ�>- then
18: Sendall ¯M¡ , °ý¢µ, , to processor©'&uh�i1j)(6kMl�g=|)p andreceive from©'&uh�i3j)(6kMl�g=|)p all ¯:¶ . Add each³ to , .
19: if |S©�j+2:»��T� then
20: Split eachupdatematrix ¯ó¡ , °ý¢?, , column-wise.
21: if |S©�j+2:»�� º then
22: Split eachupdatematrix ¯ó¡ , °ý¢?, , row-wise.
23: end if
24: ©'&)qri1jts�h�kMl ���A@�©*&)qri1jts�h�k`l «�»CB ;
25: end for

Abb. 5.12:FunktionMULTIFRONTALPAR.
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nochnicht verrechnetenUpdate-Matrizenä ¶ . BeideProzessorensind jetzt in der Lage,die in
Iteration

Ï åÑÕ zugeordnetenFrontal-Matrizenzu faktorisieren.

Da sichdie BinärdarstellungenderProzessorenö�� Ã<À�Á��]Ä,Å und ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å7ß Ï à in denerstenÏ
Bits (also in den Bits an den Positionen

× Ù�ç�ç
ç^Ù Ï é Õ ) nicht unterscheiden,ist die zweidi-
mensionaleAufteilung der verschicktenund erhaltenenUpdate-Matrizengleich. Hierdurchist
garantiert,daßnachAddition einerauf Prozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å gespeichertenUpdate-Matrixä ¡ ,Ú¶� O

, mit einervon ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å7ß Ï à erhaltenenUpdate-Matrixä ¶ dieneueMatrix ä ¡¸· ä ¶ nur
solcheSpaltenundZeilenentḧalt, die auchöN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å zugeordnetsind.

In der Iteration
Ï å�Õ tritt zumerstenMal derFall ein, daßdie Prozessorenö�� Ã<À�Á��]Ä,Å undö�� Ã<À�Á��]Ä,Å7ß Ï à gemeinsaman derFaktorisierungeinerFrontal-Matrixarbeiten.Bislangwar die

zweidimensionaleAufteilung derFrontal-undUpdate-Matrizenauf beidenProzessorengleich.
Diesgilt jedochnichtmehrin Iteration

Ï åGÕ . Ist
Ï

beispielsweisegerade,soerḧohtsichdieLänge
derZeichenkette

ì�d�ì ø�Y3¹ � ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à im Vergleichzu
ìedÒì øfY ß ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å�à umeins.Die Zeichen-

ketten
ìed�ì øfY ¹ � ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å à und

ì�d�ì øfY3¹ � ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å7ß Ï à�à unterscheidensichgenauin demzus̈atz-
lichenBit anPosition

Ï
. Diesführt dazu,daßdie von ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å und ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å7ß Ï à gemeinsam

bearbeitetenFrontal-MatrizennocheinmalspaltenweiseunterdenbeidenProzessorenaufgeteilt
werden.Dementsprechendist einespaltenweiseAufteilung der Update-Matrizenin

O
notwen-

dig. Analogmüssenim Falle
Ï

ungeradedieUpdate-Matrizenzeilenweiseaufgeteiltwerden.

Wendenwir unsnundemInnerenderwhile-Schleifezu(Zeilen06–12).Im Falle
Ï Ê ×

ist die
Frontal-Matrix ã ¡ exklusiv demProzessoröN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å zugeordnet.Dahergilt ËFá �1Ù�ç�ç
çEÙ á « ¬ ÎBÊËFá Ù áWå�Õ Ù�ç�ç�ç^Ù á åØÜ�é ÕÒÎ . Die Anweisungenin denZeilen06–12entsprechendenAnweisun-
gendessequentiellenMultifrontal-Algorithmus(vgl. Abbildung 5.5). Im Falle

Ï�Ör×
sind die

Einträgeder Frontal-Matrix ã ¡ auf mehrereProzessorenverteilt. Esgilt jetzt ËFá �1Ù�ç�ç
çEÙ á «³¬ Î�ºËFá Ù á�åcÕ Ù
ç�ç�çEÙ á�å Üæé ÕÒÎ . Ist
Ï Ö Õ , so mußbei der Auffüllung der Spaltená �1Ù�ç�ç
ç^Ù á « ¬ mit

Elementenaus » � » : beachtetwerden,daßdie Spaltennicht vollständigauf ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å ab-
gelegt sind.NachAddition derUpdate-Mtrizenä ¶;·1Ù
ç�ç�ç^Ù ä ¶ ¸ kanndie verteilteFrontal-Matrix
faktorisiertwerden.Wir verwendendazueineparalleleVersiondesAlgorithmusDENSEBLOCK-
FACTOR ausAbbildung5.6.Bevor wir genaueraufdiesenAlgorithmuseingehen,wollenwir die
generelleVorgehensweisederFunktionMULTIFRONTALPAR aneinemBeispielillustrieren.

Dazubetrachtenwir nocheinmaldenin Abbildung5.7 dargestelltenFrontbaum.NachAb-
schlußderwhile-Schleifein Iteration

Ï Ê ×
speichertProzessor

×Ò×
dieUpdate-Matrixä�¼R½$¾ � ½M¿ � ½ ·5À3Á

undProzessor
× Õ dieUpdate-Matrixä�¼R½$Â³Ã � ½$Â£Ä � ½$Å³Å Á . Die Update-Matrizensindjeweilsexklusiv den

Prozessorenzugeordnet.In Zeile 18 kommteszumAustauschderUpdate-Matrizen.BeidePro-
zessorenspeichernjetzt ä�¼R½1¾ � ½$¿ � ½ ·5À3Á und ä�¼R½$Â³Ã � ½$Â£Ä � ½$Å³Å Á .
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Esgilt

ä ¼R½ ¾ � ½ ¿ � ½ ·5À Á Ê
ÆÇÇÇÇÇÇÇÇÇ
È

É �UÊ � �UÊÉ � [ � �UÊÌËxÍ�Î � Í�ÎÉ �(� � �UÊÌËxÍCÏ � Í�Î É �(� � �(�É�^1Ð � �UÊÌË�Ñ�Ò � Í�Î É�^1Ð � �(�ÓË�Ñ�Ò � Ñ�ÒÉ�^3Ô � �UÊÌË�ÑeÕ � Í�Î É�^3Ô � �(�ÓË�ÑeÕ � Ñ�Ò É�^3Ô � ^3ÔÉ�^1Ö � �UÊÌË�Ñ�× � Í�Î É�^1Ö � �(�ÓË�Ñ�× � Ñ�Ò É�^1Ö � ^3Ô Ë�Ñ�× � Ñ�×É�^ Ê � �UÊÌË�Ñ�Ø � Í�Î É�^ Ê � �(�ÓË�Ñ�Ø � Ñ�Ò É�^ Ê � ^3Ô Ë�Ñ�Ø � Ñ�× É�^ Ê � ^ Ê

ÙCÚÚÚÚÚÚÚÚÚ
Û

und

ä ¼R½$Â³Ã � ½$Â£Ä � ½MÅ³Å Á Ê
ÆÇÇÇÇÇÇÇÇÇ
È

É � �UÊ � �UÊÉ � � [ � �UÊ Ë � Í	Î � Í�ÎÉ � �(� � �UÊ Ë � Í�Ï � Í�Î É � �(� � �(�É �^1b � �UÊ Ë �ÑeÜ � Í�Î É �^1b � �(� É �^1b � ^1bÉ �^$^ � �UÊ Ë �Ñ�Ñ � Í�Î É �^$^ � �(� É �^$^ � ^1b Ë �Ñ	Ñ � Ñ	ÑÉ �^1Ý � �UÊ Ë �ÑCÞ � Í�Î É �^1Ý � �(� É �^1Ý � ^1b Ë �ÑeÞ � Ñ	Ñ É �^1Ý � ^1ÝÉ �^1Ð � �UÊ Ë �ÑeÒ � Í�Î É �^1Ð � �(� É �^1Ð � ^1b Ë �Ñ�Ò � Ñ	Ñ É �^1Ð � ^1Ý Ë �Ñ�Ò � Ñ�Ò
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NachderspaltenweisenAufteilung derUpdate-Matrizenin Zeile 20 speichertProzessor

×�×
nur

nochdiein FettdruckdargestelltengeradenSpaltenundProzessor
× Õ die in normalerSchriftdar-

gestelltenungeradenSpalten.BeideProzessorenbildendieverteilteFrontal-Matrix ã ¼R½$¾³¾ � ½$¾=Â � ½1¾=Å Á .
Bez̈uglich Prozessor

×�×
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Abb. 5.13:VerteilungderFrontal-Matrix ª�¡ mit k*ª�2�î<(641�	gg°'pðï ¥�ñ m º m�´�´�´òm º$º ¦ auf 16 Prozessoren.Die

linkeAbbildungzeigteineeinfachezyklische,dierechteeine »~ó�» block-zyklischeVerteilung.

die nachderFaktorisierungvon ã ¼R½ ¾³¾ � ½ ¾=Â � ½ ¾=Å Á auf Prozessor
×�×

gespeicherteUpdate-Matrix.Pro-
zessor

×�×
schickt die Update-Matrixzu dem in Dimensioneins benachbartenProzessorÕ × .

AuchProzessorÕ × sinddiegeradenSpalteneinerUpdate-Matrixzugeordnet.Anschließendwirdä ¼R½1¾³¾ � ½1¾=Â � ½$¾=Å Á zeilenweiseaufgeteilt(vgl. Zeile 22). Prozessor
×�×

beḧalt die in Fettdruckdarge-
stelltengeradenZeilen von ä ¼R½ ¾³¾ � ½ ¾=Â � ½ ¾=Å Á und ProzessorÕ × die in normalerSchrift dargestellten
ungeradenZeilen.

Wie bereitsobenerwähnt,basiertderparallelenumerischeKernzurFaktorisierungderFron-
tal-Matrizenauf der in Abbildung5.6 dargestelltenFunktionDENSEBLOCKFACTOR. Wir ver-
zichtenandieserStelleauf dieexplizite AngabeeinesAlgorithmus,dadiesersehrtechnischist.
Vielmehrbeschreibenwir dieparalleleFaktorisierungderFrontal-MatrizenaneinemBeispiel.

Dazubetrachtenwir eineFrontal-Matrix ã ¡ mit Ä ø ë ÷ � ì âyß>ÚWàÈÊ Ë × Ù Õ Ù�ç
ç�ç^Ù Õ�ÕFÎ . Es sei an-
genommen,daß � ^ Ê Õr� Prozessorenan der Faktorisierungder Frontal-Matrixbeteiligt sind.
Wir befindenuns also in Iteration

Ï Ê P der Funktion MULTIFRONTALPAR. Die Elemente¨tE¢� � der Frontal-Matrix sind wie in Abbildung 5.13(links) angegebenauf die 16 Prozessoren
verteilt. Dabei bezeichnetdie in Zeile H und Spalte ¡ stehendeZahl den Prozessor, auf dem¨tE¢� � abgebildetist. Zum Beispiel ist ¨ � � � demProzessorö�� Ã<À(Á��
Ä,Å ÊÌc zugeordnet.Die Ver-
teilung der Elementeauf die Prozessorenentsprichtgenaudem oben vorgestelltenSchema.
Für denProzessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å Ê�c gilt beispielsweise

ìedÒì ø�^ ßUc;àGÊ ì�d�ì øf^ ß(ß.Õ × × Õ à � àÈÊ × Õ undÁ ë<ë ^ ßUc;à�Ê Á ë<ë ^ ß(ß,Õ ×�× Õ$à � à�ÊÌÕ × . Damit speichertder Prozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å Êôc alle Elemente¨tE¢� � mit X ù â � � ß£H0àóÊcÕ × und X ù â � � ß¢¡tàóÊ × Õ . DerProzessor
”
sieht“ alsodie Frontal-MatrixÆÈ ¨ � � �¨ Ð � � ¨ Ð � Ý¨ � [ � � ¨ � [ � Ý ¨ � [ � Ê
ÙÛ ç
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Abb. 5.14:KommunikationsschemadesparallelennumerischenKernsfür 16 Prozessoren.(a) zeigt die
horizontaleund vertikaleVerteilungderauf denProzessoren©'&uh�i1j)(6kMl�ï ñ m.»)m3õ)m º�ñ fakto-
risiertenSpalte.Die Diagonalprozessorensind graugef̈arbt. (b) zeigt wie die von Prozessor©'&uh�i3j)(6kMlöï�» initiierte horizontaleVerteilungalsBroadcastimplementiertwerdenkann.Die
geradenBits sindin Fettdruckdargestellt.(c) zeigtdenBroadcastfür die vertikaleVerteilung
amDiagonalprozessor©*&)h�i1j+(6k`löïø÷ .

Wir nehmenan, daß die ersteSpaltevon ã ¡ faktorisiert wurde. Prozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å Ê c
ben̈otigt zur AktualisierungseinesTeils derFrontal-Matrix ã ¡ denVektor ßUù � � [ Ù ù Ð � [ Ù ù � [ � [ à : und
die Skalare ù � � [ Ù ù Ý � [ Ù ù Ê � [ (vgl. auchFunktion DENSEFACTOR ausAbbildung 5.4). Der VektorßRù � � [ Ù ù Ð � [ Ù ù � [ � [ à : ist auf dem Prozessorö�� Ã<À(Á��
Ä,Å Ê ú gespeichert.Man überlegt sich leicht,
daßauchdie ProzessorenöN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å¹Ê Õ � und ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å¹Ê Õ � denVektorzur Durchführung
ihrer Aktualisierungenben̈otigen.Alle diesevier Prozessorenliegenin Abbildung 5.13(links)
auf einerhorizontalenLinie. Die Skalareù � � [ Ù ù Ý � [ Ù ù Ê � [ sindauf Prozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å Ê Õ gespei-
chert.Die Skalarewerdenaußerdemvon denProzessorenöN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å Ê � und ö�� Ã<À(Á��
Ä,ÅcÊ Õ�Õ
ben̈otigt. Die vier Prozessorenliegenin Abbildung5.13(links) aufeinervertikalenLinie.

Es ergibt sich so ein Kommunikationsschemawie es in Abbildung 5.14(a) dargestellt ist.
NachdemdieProzessorenö�� Ã<À�Á��]Ä,Å Ê × Ù	��Ù ú Ù Õ × dieersteSpaltefaktorisierthaben,werdendie
ElementederFaktorspaltehorizontalandieanderenProzessorenverteilt.JederDiagonalprozes-
sor – d.h. jederProzessormit

ì�d�ì øfY ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�àÊcÁ ë<ë Y ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à – initiiert dar̈uberhinaus
einvertikalesVerschickendererhaltenenElemente.In unseremBeispielmit 16Prozessorengibt
es # Õ��7ÊAP Diagonalprozessoren.Dabeihandeltessichum die Prozessoren

× � × � ,
× �EÕ�  ,

×  �Õr�
und Õ+ YÕ+  (umzuverdeutlichen,daßdiebinärenZeichenkettenausgeradenbzw. ungeradenBits
gleichsind,habenwir die geradenBits hervorgehoben).DerProzessorö�� Ã<À(Á��
Ä,ÅÔÊac erḧalt al-
sodenVektor ßUù � � [ Ù ù Ð � [ Ù ù � [ � [ à : direkt von Prozessorö�� Ã<À(Á��
Ä,Å Ê�ú unddie Skalareù � � [ Ù ù Ý � [ Ù ù Ê � [
vonProzessorö�� Ã<À�Á��]Ä,ÅÔÊcÕ überdenDiagonalprozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,ÅÔÊ � .
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In unseremparallelennumerischenKern ist dashorizontaleund dasvertikaleVerschicken
alsBroadcast-Operation implementiert.Der horizontaleBroadcastwird initiiert von denander
FaktorisierungderSpaltebeteiligtenProzessoren,dervertikaleBroadcastvondenDiagonalpro-
zessoren.Diesist möglich,dadiegeradenBits derhorizontalaufeinerLinie liegendenProzesso-
reneinenTeilcubedes Ð -dimensionalenHypercubesbilden.Gleichesgilt für die ungeradenBits
dervertikal auf einerLinie liegendenProzessoren.Abbildung5.14(b) zeigtdenvon Prozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,ÅÔÊ � initiiertenhorizontalenBroadcast.EswerdenausschließlichKantenbenutzt,die
in einergeradenDimensionverlaufen.Der von demDiagonalprozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å Ê � initi-
ierte vertikaleBroadcastist in Abbildung 5.14(c) dargestellt.Der vertikaleBroadcastbenutzt
ausschließlichKanten,die in einerungeradenDimensionverlaufen.

Auch die FaktorisierungdererstenSpalteerforderteinenvertikalenBroadcast.Dieserwird
von demPivotprozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å�Ê ×

initiiert. Der Broadcastdientzur VerteilungdesDiago-
nalelementesù [ � [ andie Prozessorenö�� Ã<À�Á��]Ä,Å Ê �tÙ ú Ù Õ × .

Ist
Ï

ungerade,soergibt sicheinähnlichesKommunikationsschema.In diesemFall bildendie� Y Prozessorenkein Quadratwie in Abbildung5.14(a) dargestellt,sondernein Rechteck.Eine
horizontaleLinie desRechtecksentḧalt � � Y � �`� Prozessoren,einevertikale � � Y3� �`� . Dadiehorizon-
taleLinie doppeltsovieleProzessorenentḧalt wie dievertikale,gibt esin ihr zweiDiagonalpro-
zessoren.Für einenDiagonalprozessorgilt jetzt

ì�d�ì øzY § � ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à�ÊØÁ ë<ë Y ß ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å�à .
Abschließendsei angemerkt,daßzur ReduzierungdesKommunikationsvolumensdie Ele-

menteder Frontal-Matrix ã ¡ nicht wie in Abbildung 5.13(links) angegebenin einfacherzy-
klischerFrom,sondernin block-zyklischerForm auf die Prozessorenverteilt werden(vgl. auch
Guptaetal. [63,66]). Um BlöckederGröße�uû Ç �uû zuerhalten,speichertProzessoröN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å al-
leElementëtE�� � mit X ù â � � Y3� �`� ßUHM� � û�àóÊ Á ë<ë Y ß öN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å�à und X ù â � � Y3� �`� ß¢¡�� � û�àóÊ ì�d�ì øzY ß ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å�à .
Abbildung5.13(rechts)zeigteine � Ç � block-zyklischeVerteilungderFrontal-Matrix.

5.2.4 ExperimentelleErgebnisse

BeidemvonunsimplementiertenparallelenFaktorisierungsalgorithmuspspace(ParallelSPArse
Cholesky Elimination)handeltessichumeineWeiterentwicklungdessequentiellenProgramms
space. Wie in spacewird zun̈achstderFrontbaumÍ modifiziert.DieseAufgabeübernimmtder
Prozessorö�� Ã<À�Á��]Ä,Å�Ê ×

. AnschließendberechnetderProzessormit Hilfe derFunktionSPLIT

eineVerteilungder Frontenauf die ProzessorendesHypercubes.Der Aufwandfür diesesse-
quentiellePreprocessingbetr̈agtselbstfür sehrgroßeMatrizenlediglich ein bis zwei Sekunden.
Schließlichwird dermodifizierteFrontbaumsowie dasin ÿ�À(Á ø�� ¿�À(ÁÒÂ<Ã gespeicherteMappingan
die restlichenProzessorendesHypercubesgeschickt.Danachkönnenalle Prozessorengemein-
samdie symbolischeund numerischeFaktorisierungdurchf̈uhren.Die Prozessorenrufen dazu
die FunktionenSETUPINDICESPAR, SETUPSTRUCTUREPAR und MULTIFRONTALPAR auf.
Die folgendeListe faßtdie wichtigstenMerkmaleunseresparallelenAlgorithmuszusammen.
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Abb. 5.15:Einbettungdes- -dimensionalenHypercubesin ein üJó�{ -Gitter, ü�{µï�» 
 . Gilt ü�ï�{ (links),
so wird dasquadratischeGitter horizontalin zwei rechteckigeGitter aufgespalten.In jedes
rechteckigeGitterwird ein - ¤ º -dimensionalerHypercubeeingebettet.Im Falle ü?ý>{ (rechts)
wird dasGitter vertikal entlangderlängerenSeiteaufgespalten.

þ In derFunktionSPLIT ist derParameterü aufdenWert
× ç c�_ gesetzt.DurchdenAustausch

derUpdate-Matrizenin MULTIFRONTALPAR (Zeile 18) synchronisierensichdie Prozes-
sorenöN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å und ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å7ß Ï à . Um hierbeigrößereIdle-Zeitenzu vermeiden,sollteü immerauf einenWertnaheeinsgesetztwerden.þ ZurReduzierungdesKommunikations-Overheadsbenutzenwir ein � û.Ç � û block-zyklisches
Mapping(vgl. auchAbbildung5.13).Die optimaleWahl desParametersù hängtvon der
LatenzzeitdesparallelenSystemsab. In unserenExperimentenhabenwir ù auf denWert
drei gesetzt.þ Zur Faktorisierungderexklusiv einemProzessorzugewiesenenFrontal-Matrizenbenutz-
tenwir wiedereinennumerischenKern,deraufBlöckenderGröße� Ç � arbeitet.DerKern

”
vertr̈agt“ sich jedochnicht mit demblock-zyklischenMapping.Daherbenutzenwir zur

Faktorisierungder auf mehrereProzessorenverteiltenFrontal-MatrizeneineneinfachenÕ�Ç²Õ -Kern.

Alle unsereexperimentellenErgebnissewurdenauf einemParsytecCC (CognitiveComputing)
Systemmit 16 Knotenermittelt.JederKnotendesParallelrechnersbestehtauseinem133MHz
MotorolaPowerPC604Prozessorund64MByte Hauptspeicher. Die Knotensindzueinemqua-
dratischenGittervernetzt.DervonunseremFaktorisierungsalgorithmusben̈otigteHypercubeist
wie in Abbildung5.15gezeigtin dasGitter eingebettet.Die einfacherekursive Einbettunghat
denVorteil, daßTeilcubesaufdisjunkteTeilgitterabgebildetwerden.Hierdurchwird vermieden,
daßsichdieKommunikationinnerhalbeinerProzessorgruppemit derKommunikationinnerhalb
eineranderen̈uberlagert.Zum Nachrichtenaustauschbenutzenwir die von demBetriebssystem
PARIX ÿ bereitgestelltensynchronenKommunikationsroutinen.Die Latenzzeitbetr̈agtin diesem
Fall lediglich 90 Mikrosekunden.

�
PARIX (PARallel Extensionsto UnIX ) ist einkommerziellesProduktderFirmaParsytec.



124 Kapitel 5. SymbolischeundnumerischeFaktorisierungå -förmigeSeparatoren AnzahlProzessoren� � ß¾ê:àZ��Õ × b � ß>ê:àZ��Õ × Ð 2 4 8 16
255 2235 291 5.48 3.14(1.75) 1.95(1.61) 1.24(1.57)
400 6230 1161 22.27 12.27(1.82) 7.20(1.70) 4.40(1.63)
511 10900 2461 —– 26.57 —– 15.05(1.76) 8.86(1.70)

Tab. 5.2: FaktorisierungeinesquadratischenGittersmit Seitenl̈ange{µï�»����)m�� ñrñ m�� º$º auf 	 ï�»)m���m3õ)m º�

Prozessoren.Zur Numerierungder GitterknotenwurdeGeorgesNested-Dissection-Verfahren
benutzt.

Tabelle5.2zeigtdieLaufzeitenzurBerechnungdesCholesky-FaktorsdreierLaplace-Matri-
zen,die ein quadratischesGitter mit Seitenl̈ange � Ê � _+_ , � ÊP ×Ò× und � Ê _�Õ�Õ induzieren.
DieseMatrizenstelleneinenIdealfall dar, weil dasasymptotischoptimaleNested-Dissection-
OrderingzugleicheinenbalanciertenFrontbaumerzeugt.DarüberhinausentstehtbeiderFakto-
risierungdieserMatrizenlediglich ein Kommunikations-Overheadvon "Gß � � # %Yà [63, 66]. Der
linke Teil derTabelle5.2 zeigtdie Anzahlder subdiagonalenNichtnullelementein ê (in Tsd.)
und die Anzahl der zur Berechnungvon ê ben̈otigtenOperationen(in Mio.). Der rechteTeil
zeigtdie Laufzeitenauf % Ê ��Ù P Ù ú Ù Õ�� Prozessoren.In Klammernist jeweils derSpeedupange-
geben,der sich beimÜbergangzu einemhöherdimensionalenHypercubeergibt. Im optimalen
Fall betr̈agtderSpeedupzwei.

Der Speedupist am geringstenbei der Faktorisierungdes � _+_�Ç � _+_ -Gitters.Dies ist nicht
verwunderlich,da bereitsauf achtProzessorenzur BerechnungdesCholesky-Faktorsweniger
alszwei Sekundenben̈otigt werden.Da jederKnotendesCC Systems̈uberlediglich 64 MByte
Speicherverfügt, ist im Falle � Ê _�Õ�Õ eineFaktorisierungauf zweiProzessorennichtmöglich.

Wendenwir unsnunderFaktorisierungbeliebigerMatrizenzu. In Abschnitt4.3 habenwir
gesehen,daßsichbei Verwendungdesvon unsentwickeltenOrdering-VerfahrensderAufwand
zur BerechnungdesCholesky-Faktorserheblichreduzierenläßt.Charakteristischfür unserVer-
fahrenist, daßKnotenseparatorenalsRänderder von einemunvollständigenBottom-up-Orde-
ring gebildetenGebieteinterpretiertwerden.Deshalbspieltdie BalancederTeilgraphenbei der
Bewertungeiner Partitionierungnur eineuntergeordneteRolle. Dies hat unmittelbarzur Fol-
ge, daßder durchdasOrderinginduzierteFrontbaumunbalanciertist. Im Vergleich zu einem
Nested-Dissection-Orderingkannsich so die Anzahl der Fronten,die einergroßenProzessor-
gruppezugeteiltwerden,drastischerḧohen.Dieslegt die Vermutungnahe,daßdie vonunserem
VerfahrengeneriertenOrderingsnicht für die paralleleFaktorisierunggeeignetsind.

Die folgendenTabellenzeigenanhandzweierBeispiele,daßdieseAnnahmenicht zutrifft.
Dazubetrachtenwir die MatrizenBCSSTK30undMAT02HBF. Die Matrix BCSSTK30besitzt
wie die in Abschnitt4.2.1näherbetrachteteMatrix BCSSTK25einengroßenAspekt-Ratio.Da-
her ist dasvon pord generierteOrderingvom Typ ß������� Ù �������óà sehrviel besserals das
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Nested-Dissection-OrderingvomTyp ß������� Ù�� Å à (vgl. Tabelle4.2).Im Gegensatzdazusind
die Unterschiedebei derMatrix MAT02HBFnicht sogroß.Esstellt sichnundie Frage,wie die
Orderingsdie EffizienzderparallelennumerischenFaktorisierungbeeinflussen.

Betrachtenwir zun̈achstdieFaktorisierungderMatrix BCSSTK30.Wir habendieFaktorisie-
rungnacheinanderauf %GÊ �tÙ P Ù ú Ù Õr� Prozessorendurchgef̈uhrt.Die Tabellen5.3und5.4zeigen
für jedendervier Läufewie diearithmetischenOperationenin Abhängigkeit vondemgewählten
Orderingauf die ProzessorendesHypercubesverteilt sind.Dazu ist jedeTabellein vier hori-
zontaleAbschnitteunterteilt.JederAbschnittentḧalt einenvollständigenBinärbaumüberdiean
derFaktorisierungbeteiligtenProzessoren.Die ZahlenandenBlätterndesBinärbaumesgeben
an,wieviele arithmetischeOperationenexklusiv einemProzessorzugeordnetsind.Die Zahlen
darunterzeigendie Anzahlder arithmetischenOperationen,die von einerProzessorgruppeder
Größezweiausgef̈uhrtwerdenusw.

Die Verteilungenin Tabelle5.3 basierenauf demFrontbaumdesOrderings ß������� Ù�� Å à
unddie in Tabelle5.4 auf demFrontbaumdesOrderingsß������� Ù �������óà . Um im Falle vonß������� Ù�� Å�à einenmöglichstgut balanciertenFrontbaumzu erhalten,wurdederParameter�
in derZielfunktion(4.16)von

× ç _ × auf
× ç × _ abgesenkt.Damitwird dasGewicht einesSeparators

bereitsdanndurcheinenStraftermerḧoht,wenndieGewichtederTeilgraphenummehralsfünf
Prozentdifferieren.Bei VerwendungdesOrderingsß�������� Ù�� Å�à sindzurBerechnungdesCho-
lesky-FaktorsvonBCSSTK30Õ�Õrú ��� Õ × Ð arithmetischeOperationennotwendig,beiVerwendung
desOrderingsß������� Ù �������óà lediglich Æ × ��� Õ × Ð .

Betrachtenwir zun̈achstdieFaktorisierungderMatrix BCSSTK30aufeinemHypercubeder
Dimensioneins.Ein Vergleich deserstenAbschnittsder Tabelle5.3 mit demerstenAbschnitt
der Tabelle5.4 zeigt, daßbei VerwendungdesOrderings ß�������� Ù �������Mà wesentlichmehr
OperationendenProzessorenö�� Ã<À(Á��
Ä,Å Ê ×

und ö�� Ã<À�Á��]Ä,Å Ê Õ zur gemeinsamenBearbei-
tung zugeordnetwerdenals bei VerwendungdesNested-Dissection-Orderingsß������� Ù�� Å à .
Währendim Fallevon ß������� Ù�� Å�à lediglich �+��� Õ × Ð OperationenvonbeidenProzessorenge-
meinsamausgef̈uhrt werdenmüssen,sind esim Falle von ß������� Ù �������óà Æ)c � Õ × Ð . Bei der
FaktorisierungderMatrix auf einemhöherdimensionalenHypercubemüssendie Æ)c � Õ × Ð Ope-
rationenauf mehr Prozessorenverteilt werden,wodurchsich der Kommunikations-Overhead
sẗarkererḧohtalsim Falle von ß������� Ù�� Å�à .

Die nächstenAbschnittederTabellen5.3und5.4zeigenjedoch,daßhierfür ein hoherPreis
gezahltwerdenmuß.Bereitsan dem Beispieldes ��Ç � -Gitter ausAbbildung 4.4 habenwir
gesehen,daßin einemGraphenmit großemAspekt-RatioElementemit einemgroßenRandent-
stehen,wenndieSeparatorenentsprechendihrerRekursionstiefeeliminiertwerden.Jedesdieser
Elementestellt einegroßeClique dar, derenFaktorisierungsehraufwendigist. Bei der Fakto-
risierungder Matrix BCSSTK30auf einemzweidimensionalenHypercubekommt esdaherzu
einerstarkenBelastungderzweielementigenProzessorgruppen.Ein VergleichdeszweitenAb-
schnittsderTabellen5.3und5.4zeigt,daßim Fallevon ß������� Ù�� Å�à diezweielementigenPro-
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zessorgruppenÕ � ú � Õ × Ð bzw. Õ�P�_ � Õ × Ð arithmetischeOperationendurchf̈uhrenmüssen,während
bei VerwendungdesOrderings ß�������� Ù �������Mà den Prozessorgruppennur Õ�Õ ��� Õ × Ð bzw.�+ú � Õ × Ð Operationenzugewiesenwerden.Auchin dennächstenAbschnittenist dieeinerzweiele-
mentigenProzessorgruppezugewieseneAnzahlarithmetischerOperationenimmerhöher, wenn
dasOrdering ß�������� Ù�� Å�à benutztwird. Man beachte,daßesim Falle von ß�������� Ù �������Mà
sogarProzessorgruppengibt, denengar keineOperationenzugewiesenwerden.In diesemFall
erḧoht sich die Anzahl der einer kleinerenProzessorgruppezugewiesenenOperation,was zu
einerReduzierungdesKommunikations-Overheadsführt.

Insgesamtläßt sich also feststellen,daßbei der Faktorisierungvon Graphenmit großem
Aspekt-Ratiodie VerwendungeinesNested-Dissection-Orderingsallein aus Balancegründen
nicht ratsamist. Zwar kann der Frontbauman der Wurzel leichter aufgespaltenwerden,be-
dingt durchdie NumerierungderSeparatorenerḧoht sich jedochderAufwandzur Berechnung
von ê erheblich.Diesverdeutlichennocheinmaldie Tabellen5.5(a) und5.5(b). Die Tabellen
zeigendie Laufzeitenzur Durchführungder numerischenFaktorisierungin Abhängigkeit von
demgewähltenOrdering.JedeTabelleist wiederin vier Abschnitteunterteilt.Die Binärb̈aume
in denAbschnittenzeigendie von denProzessorgruppenben̈otigte Zeit zur Durchführungder
zugeteiltenarithmetischenOperationen.In Klammernist jeweils dervon einerProzessorgruppe
produzierteKommunikations-Overheadangegeben.Die letzteSpalteeinerTabellezeigtdie ins-
gesamtzur BerechnungdesCholesky-Faktorsben̈otigteZeit. Die Gesamtzeiterḧalt mandurch
AufsummierenderaufdemkritischenPfad liegendenZeiten.In denBinärb̈aumensinddieZeit-
angabenaufdenkritischenPfadendurchUnterstreichenhervorgehoben.

Ein VergleichderGesamtzeitenzeigt,daßbeiVerwendungdesOrderingsß�������� Ù �������Mà
trotz einesunbalanciertenFrontbaumesauf einem ÐWé Õ -dimensionalenHypercubedie gleiche
Performanzerzielt werdenkann wie im Falle von ß������� Ù�� Å à auf einem Ð -dimensionalen
Hypercube.

Betrachtenwir nundie FaktorisierungderMatrix MAT02HBF. Wir habendieseMatrix aus-
gewählt,umaufeineweitereUnzul̈anglichkeit im ZusammenspielzwischenOrdering-undMap-
ping-Verfahrenhinzuweisen.Auch hier wurdeim Falle von ß������� Ù�� Å�à derParameter� von× ç _ × auf

× ç × _ abgesenkt.Ein VergleichdeserstenAbschnittsderTabellen5.6 und5.7 zeigt je-
doch,daßbeiVerwendungdesNested-Dissection-Orderingsß�������� Ù�� Å�à dieAufspaltungdes
FrontbaumesÍ anderWurzelsehrviel schwierigerist alsim Fallevon ß�������� Ù ��������à . Dies
liegt daran,daßdieBalanceeinerPartitionierunganhandderGewichtederTeilgraphenbewertet
wird. DasGewicht einesTeilgraphensagtjedochgar nichtsdar̈uberaus,wieviele Operationen
zur Faktorisierungder Knotennotwendigsind, und genaudieseZahl ist entscheidendfür die
AufspaltungdesFrontbaumes.ZumZeitpunktderKonstruktioneinesKnotenseparatorsexistiert
nochkein Orderingfür die Knotenin denTeilgraphen.Daherist auchdie zur Faktorisierungei-
nesTeilgraphenben̈otigteAnzahlanarithmetischenOperationennicht bekannt.Die Benutzung
derKnotengewichtestellt alsonureineheuristischeScḧatzungdar, die nicht sehrgenauist.
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Ein wesentlichbesseresZusammenspielzwischenOrdering-undMapping-Verfahrenermög-
licht dasin Abschnitt 4.2.3vorgestelltedreistufigeMultisection-Verfahren.Innerhalbder for-
Schleifein FunktionTRISTAGEMULTISECTION (Zeilen 04–13in Abbildung 4.14) werdenje-
weils vollständigeOrderingsgeneriert.Als Nebenproduktliefert jedesdieserOrderingseinen
FrontbaumÍ . Da derAufwandzur BerechnungeinesMappingssehrgeringist, kannauf jeden
FrontbaumÍ die FunktionSPLIT angewandtwerden.InnerhalbderFunktionTRISTAGEMUL-
TISEKTION kanndanndasjenigeOrderingausgewählt werden,dassowohl die Auffüllung von�

alsauchdenbeiderparallelenFaktorisierungentstehendenKommunikations-Overheadmini-
miert.Hierzuist lediglich dieFormulierungeinergeeignetenZielfunktionnotwendig.

Die Tabellen5.8(a) und5.8(b) zeigendie Laufzeitenzur BerechnungdesCholesky-Faktors
von MAT02HBF in Abhängigkeit von demgewähltenOrdering.Bedingtdurcheinengrößeren
Fill-in unddurchdie SchwierigkeitenbeimAufspaltendesFrontbaumesanderWurzel,sinddie
Laufzeitenbei VerwendungdesNested-Dissection-Orderingsin allen vier Fällen höherals die
Laufzeitenbei Verwendungdes ß�������� Ù �������óà -Orderings.

Abschließendwollen wir auf eineSchẅacheunseresparallelenFaktorisierungsalgorithmus
hinweisen.Dazubetrachtenwir denerstenAbschnittder Tabelle5.6 und denerstenAbschnitt
derTabelle5.8(a).Bei derFaktorisierungvonMAT02HBFaufeinemHypercubederDimension
einswerdenim Falle von ß�������� Ù�� Å à denProzessorenöN� ÃÓÀ(Á��
Ä,Å Ê ×

und ö�� Ã<À(Á��
Ä,Å ÊÌÕ
zur gemeinsamenAbarbeitungP � � � Õ × Ð Operationenzugewiesen.Exklusiv werdendenProzes-
sorenungef̈ahr _ ×�× � Õ × Ð Operationenzugewiesen.Zur Ausführungderexklusiv zugewiesenen
Operationenben̈otigendie Prozessorenca. ÕyÆ Sekunden.Für die gemeinsameAbarbeitungderP � � � Õ × Ð Operationensolltendaherungef̈ahr ú ç _ Sekundenundnicht Õ�P ç Õ � Sekundenben̈otigt
werden.Dieser

”
Slowdown“ kannnicht demKommunikations-Overheadangelastetwerden.Er

betr̈agtlediglich
× ç c × Sekunden.Vielmehrist hierfür derUmstandverantwortlich, daßaufgrund

vonKommunikationsoperationenundaufgrunddeseinfachenÕ±ÇHÕ -KernsdieCache-undRegi-
stereffizienzim parallelenFall nicht sohochist wie in sequentiellen.

In einerzukünftigenImplementierungsollte daherder Õ7ÇQÕ -Kern durcheinen � Ç � -Kern
ersetztwerden.DieserKern ist auchmit demblock-zyklischenMappingvertr̈aglich. Darüber
hinaushabenwir in Abschnitt5.1.4amBeispielderMatrix CFD1gesehen,daßsichdie größte
BeschleunigungbeimÜbergangvon einem ÕæÇTÕ -Kernzueinem � Ç � -Kernergibt.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

588 573
22

229 231 215 213
128 145

22

90 90 70 66 70 74 80 83
49 95 71 49

128 145
22

22 22 26 26 15 15 24 23 19 20 28 29 27 27 18 18
46 38 39 19 32 17 26 48

49 95 71 49
128 145

22

Tab. 5.3: Verteilungderzur Faktorisierungvon BCSSTK30durchzuf̈uhrendenOperationen(in Mio.) auf
die ProzessorendesHypercubes.Die Verteilungbasiertauf demOrdering g �"!#!%$ m'&�l*p . Ins-
gesamtmüssen(�(	õr÷*)+( ñ Ð Operationenverteilt werden.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

311 312
79

99 99 122 122
113 68

79

30 29 49 50 44 44 61 61
40 0 34 0

113 68
79

11 11 15 14 17 17 25 25 18 18 15 14 23 22 31 30
7 0 14 0 8 15 16 0

40 0 34 0
113 68

79

Tab. 5.4: Verteilungderzur Faktorisierungvon BCSSTK30durchzuf̈uhrendenOperationen(in Mio.) auf
die ProzessorendesHypercubes.Die Verteilungbasiertauf demOrdering g �"!#!%$ m'�,!#!%$xp .
Insgesamtmüssen- ñ/. )+( ñ Ð Operationenverteilt werden.
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Tab. 5.5: Laufzeiten(in Sek.)zur BerechnungdesCholesky-Faktorsvon BCSSTK30in Abhängigkeit
von demgewähltenOrdering.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

497 506
426

253 244 258 248
0 0

426

61 63 95 97 100 102 67 68
129 52 56 113

0 0
426

31 30 28 27 23 22 36 37 38 38 30 31 20 20 34 34
0 8 50 23 24 41 27 0

129 52 56 113
0 0

426

Tab. 5.6: Verteilungder zur Faktorisierungvon MAT02HBF durchzuf̈uhrendenOperationen(in Mio.)
auf die ProzessorendesHypercubes.Die Verteilungbasiertauf demOrdering = �"!#!#$?>'@"ACB .
Insgesamtmüssen(�D .�E )/(�F�G Operationenverteilt werden.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

439 446
203

180 180 172 173
79 100

203

78 78 82 82 71 69 74 74
24 16 32 25

79 100
203

22 22 26 27 25 24 32 33 22 22 34 35 26 26 15 15
34 25 32 17 27 0 22 44

24 16 32 25
79 100

203

Tab. 5.7: VerteilungderzurFaktorisierungvonMAT02HBFdurchzuf̈uhrendenOperationen(in Mio.) auf
die ProzessorendesHypercubes.Die Verteilungbasiertauf demOrdering = �"!#!%$H>'�,!#!%$IB .
Insgesamtmüssen(�F/J�J�)/(�F�G Operationenverteilt werden.
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Tab. 5.8: Laufzeiten(in Sek.)zur BerechnungdesCholesky-Faktorsvon MAT02HBF in Abhängigkeit
von demgewähltenOrdering.
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Kapitel 6

Zusammenfassungund Ausblick

In dieserArbeit wurdenAlgorithmenzurschnellenFaktorisierunggroßer, dünnbesetzter, positiv
definiter Matrizen vorgestellt.Dabei habenwir uns zun̈achstauf die Berechnungeiner guten
Pivotreihenfolgekonzentriert.Wir entwickeltenein Ordering-Verfahren,in demdie klassischen
Bottom-up-undTop-down-Methodenauf eineneueArt undWeisemiteinanderverkn̈upft sind.
AnschließendwurdeeineffizienterAlgorithmuszurnumerischenFaktorisierungvorgestellt.Der
Algorithmusbasiertauf derMultifrontal-MethodeundbenutzteinennumerischenKern,derauf
BlöckenderGröße M%NOM arbeitet.Bei derParallelisierungdesAlgorithmussindwir von einem
verteiltenSystemausgegangen,dessenVerbindungsnetzwerkeinemHypercubeentspricht.

Zusammenfassung In Kapitel 3 habenwir am Beispiel des PQNRP -Gitters gezeigt,daßdie
Güte einesOrderingsganzentscheidendvon der Form der Gebieteabḧangt,die im Rahmen
desEliminationsprozessesentstehen.DerAufwandzurFaktorisierungeinerLaplace-Matrixmit
5-Punkte-Operatorkannim Vergleich zu GeorgesNested-Dissection-Orderingdurcheineein-
fache45 GradDrehungder Gitterseparatorenum fastdie Hälfte reduziertwerden.Die exakte
AnalysedesverbessertenNested-Dissection-Verfahrenshat gezeigt,daßhierfür die speziellen
isoperimetrischenEigenschaftendesGittersverantwortlich sind.Werdennämlichdie Separato-
renum 45 Gradgedreht,soentstehenim LaufedesEliminationsprozesseskeinequadratischen,
sondernrautenf̈ormigeGebiete.In einemGitter mit 5-Punkte-Sternist dasVerḧaltnisvon Inhalt
zu Umfangfür rautenf̈ormigeGebieteetwa doppeltsogroßwie für quadratischeGebiete.Inter-
essanterweiseentstehendie rautenf̈ormigenGebieteauchbeieinemMinimum-Degree-Ordering
mit Minimum-Deficiency-Tie-Breaking-Strategie.

Im Mittelpunkt desKapitels4 standdie EntwickelungeinesverbessertenOrdering-Verfah-
rensfür beliebigeGraphen.Characteristischfür dasVerfahrenist, daßKnotenseparatorenals
RändereinesunvollständigenBottom-up-Orderingsinterpretiertwerden.Im Umkehrschlußset-
zensichalsoKnotenseparatorenausRandsegmenteneinzelnerGebietezusammen.DieseBeob-
achtungmotiviertedie EntwicklungeinesneuartigenMultilevel-Verfahrens.In demneuenVer-
fahrenwird derurspr̈unglicheGraphdurcheineFolgevonQuotientengraphenapproximiert.Die

133
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QuotientengraphenentstehendurcheinenEliminationsprozeß,der demzur Berechnungeines
Bottom-up-Orderingssehrähnlich ist. JederQuotientengraphstellt eineGebietszerlegungdar.
Ziel ist es,eineÜberdeckungdesGraphenmit ungef̈ahrgleichgroßenGebietenzufinden,deren
Aspekt-Ratioklein ist.Wir habengezeigt,daßsichdiesesZiel ambestenerreichenläßt,wennzur
Bildung derQuotientengrapheneineMinimum-Degree-Heuristikbenutztwird. JederSeparator
einesQuotientengrapheninduzierteinenSeparatordesurspr̈unglichenGraphen.Zur Minimie-
rung der Separatorenbenutzenwir die von Ashcraftund Liu vorgestellteFärbungstechnik.Im
GegensatzzumVertex-Fiduccia-Mattheyses-Algorithmuskönnenmit Hilfe derFärbungstechnik
ganzeKnotenmengenin einemAustauschschrittverschobenwerden.Die Färbungstechnikist
damitsehrviel mächtigeralsderVertex-Fiduccia-Mattheyses-Algorithmus.Trotzdembesitztdie
von unsentwickelte iterative Verbesserungsheuristikdie gleicheniedrigeLaufzeit.Eine zwei-
te BesonderheitunseresOrdering-Verfahrensbestehtdarin, daßdie Knotenseparatorenals ein
Ger̈ust zur BestimmungmehrererBottom-up-Orderingsbenutztwerden.DieseVorgehenswei-
se ist motiviert durchdenUmstand,daßdie Elimination der Knotenseparatorenentsprechend
ihrerRekursionstiefegenaudannvorteilhaftist, wenndurchdieAnordnungderSeparatorenGe-
bietemit einemkleinenAspekt-Ratioentstehen.ExperimentelleErgebnissehabengezeigt,daß
mit Hilfe desneuenOrdering-VerfahrensderAufwandzurBerechnungdesCholesky-Faktorsim
VergleichzumbestenderzeitbekanntenBottom-up-Algorithmusumdurchschnittlich42% redu-
ziert werdenkann.EinederartigeVerbesserungist mit state-of-the-artAlgorithmenwie METIS,
SCOTCH oderSPOOLES nicht zuerreichen.

In Kapitel 5 bescḧaftigtenwir unsmit der symbolischenund numerischenFaktorisierung.
Bei demDesigndessequentiellenAlgorithmusstandenTechniken zur Steigerungder Cache-
undRegistereffizienz im Vordergrund.Wir habengezeigt,daßdurchdie Multifrontal-Methode
und die VerwendungeinesnumerischenKernsder Größe M�NSM die von modernenComputern
bereitgestellteFloating-Point-Leistungsehreffektiv genutztwerdenkann.Die Parallelisierung
dessequentiellenFaktorisierungsalgorithmusbasiertauf dem2-dimensionalenMapping-Sche-
mavon Guptaet al. [63, 66]. Wir habenexemplarischanzwei Beispielengezeigt,daßdie von
unseremVerfahrenberechnetenOrderingsauchim parallelenFall zu einer signifikantenBe-
schleunigungdernumerischenFaktorisierungführen.

Ausblick Aufgrund ihrer enormenBedeutungfür die Faktorisierungdünn besetzter, positiv
definiterMatrizenstehtdie EntwicklungverbesserterOrdering-Verfahrenim Vordergrundzahl-
reicherForschungsaktivitäten.Wir wollenabschließendaufdrei offeneFragennähereingehen:

T AnordnungderKnotenseparatoren

Wie bereitsin Abschnitt 4.2.3 dargelegt, bestehtdie wesentlicheSchẅacheeinesTop-
down-Verfahrenswie Nested-Dissectiondarin,daßbei der BestimmungeinesKnotense-
paratorsU für einenGraphenVXW derausbereitskonstruiertenSeparatorenbestehendeRand
von V W unber̈ucksichtigtbleibt. Am Beispieldes PYNZP -Gittersmit 5-Punkte-Sternhaben
wir gesehen,daßdie

”
Geometrie“ einesGraphendurchGebietemit kleinemAspekt-Ratio
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überdecktwerdensollte.Ein Nested-Dissection-OrderingerreichtdiesesZiel – wennüber-
haupt– nur indirekt übereineMinimierung der Separatoren.Die LösungdesProblems
scheintaufdenerstenBlick rechteinfachzusein:manmußnurdenRandderTeilgraphen
V%[]\_^ und V#[\_^ in die BewertungeinerPartitionierung [`Uba�\%a�cd^ mit einfließenlassen.
Wie dieseseffektiv geschehenkann,ist jedochbisheuteeinoffenesProblem[4].

T ZusammenspielzwischenOrdering-undMapping-Verfahren

Die paralleleFaktorisierungstellt eineweitereAnforderungandenOrdering-Prozeß:Die
StruktureinesFrontbaumessollte so beschaffen sein,daßeineeffizienteVerteilungder
Frontenauf die Prozessorenmöglich ist. Die paralleleAusführungszeitkannmit Hilfe ei-
nesgeeignetdefiniertenTask-Graphenabgescḧatztwerden.Ein gutesOrderingsolltedann
zus̈atzlich die Eigenschaftbesitzen,daßder ausdemFrontbaumabgeleiteteTask-Graph
einenmöglichst kurzenkritischenPfad besitzt.Die Frageist nun, wie dieseAnforde-
rungbereitsbeiderBerechnungeinesOrderingsber̈ucksichtigtwerdenkann.Einenersten
Lösungsansatzliefert desdreistufigeMultisection-Verfahren.Es besitztdie Eigenschaft,
ein OrderingausmehrerenOrdering-Modulenzusammenzusetzen.Bei diesemZusam-
mensetzenkönnendiespezifischenAnforderungeneinerparallelenFaktorisierungber̈uck-
sichtigt werden.Eine Arbeit zu diesemThemaist in Vorbereitung.Sie wird im Rahmen
einesMinisymposiumsaufderzehntenSIAM KonferenzParallel Processingfor Scientific
Computingvorgestellt.

T ParalleleBerechnungeinesOrderings

Eine der größtenHerausforderungenim Bereichder direktenLösungsverfahrenbesteht
in derFromulierungeinesskalierbaren,parallelenAlgorithmus,deralle vier Schrittezur
LösungdünnbesetzterGleichungssystemeumfaßt.An dieserStellesei insbesondereauf
die Arbeitenan denUniversiẗatenvon Bordeaux[73] und Minnesota[77] hingewiesen.
WährenddasProgrammPASTIX von Henonet al. [73] einensequentiellenOrdering-
Algorithmusbenutzt,ist in demProgrammPSPACES von Joshiet al. [77] ein paralleles
Nested-Dissection-Verfahrenintegriert. KerndesVerfahrensist ein parallelerMultilevel-
Algorithmuszur Bestimmungvon Kantenseparatoren(vgl. KarypisundKumar[80]). Ty-
pischerweisegenerierenNested-Dissection-Verfahren,derenKnotenseparatorenausKan-
tenseparatorenabgeleitetwerden,einenhöherenFill-in alsmoderneBottom-up-Verfahren.
EsstelltsichhierdieFrage,obzureffizientenparallelenBerechnungeinesOrderingsnicht
ganzneueAnsätzeentwickelt werdenmüssen.

Alle dieseFragestellungenzeigen,daßdie Entwicklung von neuenOrdering-Verfahrenauch
zukünftig ein interessantesForschungsgebietdarstellt.In dieserArbeit habenwir gezeigt,wie
bestehendeVerfahrendurcheineengereKoppelungvon Bottom-upund Top-down-Methoden
verbessertwerdenkönnen.Diesgilt sowohl hinsichtlichder sequentiellenalsauchhinsichtlich
derparallelenFaktorisierung.
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[20] Benoit,Notesuruneméthodederésolutiondeséquationsnormalesetc.(Procéd́e ducommandant
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