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Taille des valeurs de fonctions L de carrés symétriques

au bord de la bande critique
E. ROYER & J. WU

Résumé. On prouve l'existence, pour tout poids k et tout niveau N sans
facteur carré et sans petit facteur premier, de formes primitives fi et f_ de poids

k et de niveau N telles que
L(1,sym?f,) > [loglog(3N)]* et L(1,sym?f_) < [loglog(3N)]~ .

L’existence de ces formes est déduite d’'une étude minutieuse des moments de
L(1,sym?f). Cette étude permet aussi de traiter le cas des niveaux sans fac-
teur carré mais avec petits facteurs premiers. On en déduit un contre-exemple &

I’équivalence entre moyennes harmonique et naturelle.

Introduction

Les valeurs au bord de la bande critique des fonctions L contiennent des informations
algébriques intéressantes. Par exemple, considérons K,, ’ensemble des corps totalement réels
de degré n et de cloture algébrique ayant le groupe symétrique S,, pour groupe de Galois. Si
K € K,, on note h(K) le nombre de classes d’idéaux de K et d(K) son discriminant. En
étudiant la quantité L(1, xx), ot L(s, xk ) est la fonction L d’Artin associée & K, on obtient des
renseignements sur la taille de h(K). Admettant que, pour tout K € K, la fonction L(s, x k)
est entiere et satisfait & 'hypothese de Riemann, une méthode due a Littlewood, jointe a des
travaux de Remak, permet de prouver l'existence, pour tout n > 2, d’un réel 5, > 0 tel que,
pour tout K € ,,, on a

loglog d(K)]™ "
h(K) < pBpVd(K) | ————— .
() < 6 /TR | 2220
Récemment, Duke [Duk02] a montré 'optimalité (& la constante (3, pres) de cette majoration.

Sous les mémes hypotheses, il montre I'existence, pour tout n > 2, d'un réel a,, > 0 tel qu’il
existe K € KC,, vérifiant

loglog d(K)]™ "
hK) > apd(K) | —F—— .
(K) 2 a ( ){ log d(K)
Dans cet article, on étudie la valeur au bord de la bande critique de la fonction L(s,sym? f)
de carré symétrique d’une forme modulaire. Contrairement a ce qui se passe pour la fonction

L d’une forme modulaire, la valeur au bord de la bande critique de cette fonction introduite

par Shimura a d’importants liens avec la théorie géométrique des nombres : ainsi, elle est reliée
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au degré des paramétrisations modulaires (voir par exemple [Fre97]). Si k > 0 est un entier
pair et N > 0 un entier, on note Hj,(IV) 'ensemble des formes primitives de poids k sur I'g(N).
La meilleure estimation actuelle pour L(1,sym?f) est due & Goldfeld, Hoffstein et Lieman qui
démontrent, dans [GHL94], 'existence d’un réel « > 0 tel que, pour tout entier & > 0 pair, tout
entier N > 0 sans facteur carré et toute forme f € H;(N) on a

(1) L(1,sym?f) + L(1,sym?f)~! < alog(kN).

Notre but est de tester la majoration (1), c’est-a—dire de trouver une fonction F' (resp. G) la
plus grande (resp. petite) possible telle que, pour tout entier N sans facteur carré, il existe des
formes primitives fi et f_ de niveau IV telles que

L(1,sym?f,) > F(N) et L(1,sym?f_) < G(N).

Désignons par P~ (N) le plus petit facteur premier de N et p la fonction de Mébius. En
poursuivant 1’étude entamée dans [Roy01] on montre le

Théoréeme A. Soit
Nai i ={N eN": u(N) #0 et P~(N)>1log(3N)}.
Pour tous k > 0 entier pair, N entier sans facteur carré et C > 0 réel, on introduit
HiH (N5 Cysym? f) := {f € Hj(N) : L(1,sym*f) > C [loglog(3N)]* }

et
H;~(N;C,sym?f) := {f € H{(N) : L(1,sym*f) < C [loglog(3N)] ' }.

Alors, pour tout € > 0, il existe deux réels C > 0 et £ > 0 ne dépendant que de ¢ et k tels que
pour tout N € N on a

#HE(N; O sym? f) > e~ $1osGNI 4y (V).

En particulier, il existe un réel K > 0 ne dépendant que de k tel que, pour tout N € N, il
existe f1 € Hi(N) et f- € H}(N) vérifiant

L(1,sym?f,) > KJloglog(3N)]? et L(1,sym?f_) < K[loglog(3N)]~*.

Remarque A. On montre par ailleurs [RW] (en admettant ’hypotheése de Riemann généralisée)
que ce résultat est optimal. Plus précisément, si IV est un entier sans facteur carré et si f €
Hj(N), I'hypothese de Riemann pour L(s,sym?f) implique

(2) [loglog(3N)]™! <« L(1,sym?f) < [loglog(3N)].

D’autre part, si N; = p;---p; est le produit des j premiers nombres premiers, ’hypothese de
Riemann pour L(s,sym?f) implique

3) 1< L(1,sym>f) < 1.
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L’équation (2) montre l'optimalité des deux inégalités du théoréme théoréme A. L’équation
(3) montre que la restriction & N € N, est indispensable. Il est & noter que les propriétés
arithmétiques de N jouent un role fondamental dans la variation des valeurs de L(1,sym?f)
lorsque f parcourt Hj (N).

Remarque B. Dans [Zag85], Zagier prouve que, pour tout entier N > 1, il existe un entier
g > N et une forme primitive de niveau ¢ telle que (f, f) > ¢. On améliore partiellement ce
résultat puisque, compte—tenu de (30) et (14) notre résultat s’énonce : pour tout entier N € Ny,
il existe f € H(N) telle que (f, f) > Nlloglog(3N)]®. Cependant, notre méthode ne donne
rien pour les niveaux avec facteur carré alors que la méthode de Zagier utilise au contraire des

formes de niveau avec facteur carré.

Pour établir le théoreme A, on calcule une formule asymptotique des moments harmoniques
de L(1,sym?f) :

(4) > w(f)L(1,sym® f)F

FEHL(N)

pour tout £ € N*. Le facteur w(f) est le facteur harmonique habituel dans cette théorie — cf.
(14).

La formule asymptotique donnée dans le théoréme A de [RoyOl1] est insuffisante. Une
analyse minutieuse des dépendances en tous les parametres est nécessaire. Cette analyse exige
un changement radical des techniques utilisées pour évaluer les termes d’erreurs de [Roy01]. Par
ailleurs, notre formule asymptotique (voir le théoréme B ci-dessous), valable uniformément pour
tous les parametres (a exception du poids k des formes modulaires), porte plus d’informations
que celle de [Roy01]. En particulier si la seule contrainte sur le niveau N est qu’il est sans
facteur carré, alors les moments positifs et négatifs n’existent pas.

Avant énoncer notre formule asymptotique pour (4), il est nécessaire de présenter certaines
notations. Les lettres grasses telles que a, b, c,... désignent des vecteurs. Leurs coordonnées
sont numérotées en indices, ainsi a = (a1,...,a,,). Le déterminant (noté |- |) d'un vecteur
est le produit de ses coordonnées, ainsi deta = aj - -a.,. Le produit de deux vecteurs est le
vecteur de méme dimension obtenu en multipliant entre elles les coordonnées de méme indice,
ainsi ab = (a1b1,. .., amby,). On désigne par 1N) — resp. 1n — la fonction caractéristique des
entiers premiers & N — resp. ayant mémes diviseurs premiers que N — c¢f. (11) et (12). Pour
tout b € N¥, on définit ensemble

by---bs 2 .
E(b) = {d eN"!:d; | (#ab_ﬂ-l) (I<j<t- 1)}-
i

On fait les conventions suivantes : N° := {1}, & (b) := {1} et dy ---dy := 1. Pour tout entier

n € N*, on pose ensuite

mg_]\l{)(n) = Z 1™ (Jab)) 1y (lef) Z 1

C
a, b, ceN’ | | de&;(b)
la%bc|=n |d|=Ib]|

et

J4
mm = Y 1 (abe) 2] pasbyeutoute) Y 1

e
a,b,c,ecN’ | | de&(ab)
lab?c®e|=n |d|=|ab]|
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Enfin on définit

(N) = mﬁ)(n)
My =3 ——
n=1
et
m4ev
(5) My, = H Z —if’
p v>0 p

Oll My, 1= mij\é)(p”) pour p{ N ne dépend ni de p ni de N. Il y a ici une légere différence de

notation avec [Roy01]. En notant M, ce qui y était noté My, on a
(6) My = ((2)ML,.

On note ¢ la fonction d’Euler. Notre résultat central est le suivant.

Théoréme B. Soit k > 0 un entier pair. Il existe un réel & > 0 tel que, pour tout entier N
sans facteur carré et tout £ € N*, on a

N 1/2 2
Z w(f)L(l,smef)ﬂ _ <P(N )Mj(EZZ) 1+ O (N—l/lsege[log(zN)] /21 ep ),
fEHL(N)

ot la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de k.

Si 'on veut déduire du théoréme B les valeurs extrémes de L(1,sym?f), il est souhaitable

)

de chercher les valeurs maximales de o(N)N _1M$Z quand N parcourt un certain ensemble.

Le résultat suivant est une précision des théoremes A et C de [Roy01].

Corrolaire A. Soit k > 0 un entier pair. Il existe un réel £ > 0 tel que, pour tous N € N et
{eN* ona

Z w(f)L(1,sym? f)** = Mie{l + O(

) } + Oy, (N*1/13eff[log(2N)]”2+€42) )
FEHL(N)

1
loglog(3N)

ot la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de k.

La taille de ¢(N)N ’1Mj([]z) et Pexistence de moments dépendent des propriétés arithmé-
tiques de V. Pour tout entier j > 1, on définit N; := p; --- p; ot {p;};>1 est la suite strictement
croissante des nombres premiers. L’ensemble des entiers N; lorsque j parcourt N* est noté M.
On prouve alors le

Corrolaire B. La suite de moments

N N*lM(N)}
{80( ) +¢ N>1,u(N)£0

n’a pas de limite lorsque N — oo. En particulier,

o) oy e(N) vy
fminf =Myt = i S Myt =0
R(N)#0 N €Nk
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et
lim sup SD(N) MJ(FIZ) _ eBélog 10g€+0(l),
N ——+oc0o
w(N)#0
Jim sup o(N) MEZY’ _ (Lloglog (+0(¢)
N——~+oc0

w(N)#0

De plus, pour les moments positifs, on a 1’égalité

. e(N) (v
linsup S = M
w(N)#0

Dans [Roy02], le premier auteur a donné une interprétation des moments négatifs en termes
combinatoires via les nombres de Riordan. Il en déduit

l
(7) log M_p = £loglog ¢ + [y* — 21log ((2)] £+ O (W) )
0g
Par la suite, le premier auteur et Habsieger [HR03] ont montré en utilisant de nouveau des

techniques combinatoires

14
(8) log M1, = 3lloglogl + 374+ 0| — |.
log ¢

Dans (7) et (8), on a noté v* la constante d’Euler. Le corollaire B montre donc que les moments
asymptotiques My, sont, & une erreur négligeable pres, les limites supérieures des moments

(V)
My, .

Le corollaire B permet aussi d’affiner I’étude du lien entre la moyenne harmonique et la

moyenne naturelle. On considere une application « : H5(N) — C et on suppose qu’il existe des
constantes A > 0, C' > 0 et § > 0 telles que, pour tout N premier assez grand on a

9) > wf)le(f)] < C (log )™
fEHS(N)
et
-6
(10) ;e w(fa(f)l < ON".

Kowalski & Michel ont prouvé dans [KM99, Proposition 2] 'existence de v > 0 tel que

1 1 2 v, -,
mfe;;ma(f) = @fEHZ;(N)w(f)LO,sym Ha(f) +0 (N7).

S’il fait peu de doute que ce résultat s’étende & Hj (V) pour tout k£ > 2 pair et tout N > 1
sans facteur carré et sans petit facteur premier, ’absence de petit facteur premier est nécessaire.
Pour le voir, on fixe £ € N, k > 2 pair et on considere comme fonction a I'une des applications

aye: Hi(N)—C
[ L(1,sym® f)*".
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La condition (9) est vérifiée grace au théoreme B et au corollaire B et la condition (10) est
vérifiée grace aux équations (1) et (31). Le théoreme B, compte—tenu de (30), (16) et (110)
conduit donc a

1
lim ——— L(1,sym? )¢ = ¢(2)**
Nooo #HE(N) feHz;:(N)

alors que le théoréeme B et le corollaire B impliquent

1
B e S WL sy L(Lsymt 2 = 0.
N€7\fof<:i C( )fEH;;(N)

La raison est simplement que ¢(N)/N tend vers 0 lorsque N tend vers +o0o en restant dans Np;.

Remarque C.Si N = p; ---p;, alorslog N ~ p;. Autrement dit P*(N) <log N pour N € Ny,
ou PT(N) est le plus grand facteur premier de N. On peut donc voir log N comme la phase
de taille des facteurs premiers de N au sens suivant : si tous les facteurs premiers de N sont
plus grands que log NV, alors moyenne harmonique et moyenne naturelle sont equivalentes, par
contre si tous les facteurs premiers de N sont plus petits que log IV, alors moyenne harmonique
et moyenne naturelle ne sont pas equivalentes. La situation ou N a des facteurs au dessus et au
dessous de log N est tres compliquée.

Le cas o £ = 2 dans le corollaire B correspondant & la valeur moyenne de L(1,sym?f), grace
& la formule (30) ci—dessous, a regu une attention particuliere (voir [RM95], [Akb0O0], [Wu03],
[Lau02]). En particulier Lau [Lau02] a montré que si N est un nombre premier, on a

4
3 L(Lsym?f) = 47T—32N + O(NY[log(2N)]°),
FEHZ(N)

ol ¢ > 0 est une constante absolue. Ici nous proposons un résultat plus général et plus précis.
On définit la fonction 1 par

a3 (- 4)

p|N

Théoréme C. Soit kK > 0 un entier pair. Soit ¢ > 0, alors pour tout entier N sans facteur

carré, on a
4

Y L(Lsym?f) = 4”—32(k: — D(N) + O (N/?+),
FEH; ()

En particulier si N est un entier sans facteur carré vérifiant P~ (N) > N 1/2=¢ alors

4
> L(Lsym?f) = o (k= DN + O0cp(NV759),
FEH(N)

ou la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de € et k.

Remerciements. Le premier auteur souhaite remercier les participants au groupe de travail
d’Etienne Fouvry a 1’Université Paris—Sud pour leurs riches commentaires qui ont abouti &
ce travail. Le second auteur exprime sa gratitude a Etienne Fouvry pour son encouragement

constant.
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1. Notations et boite a outils arithmétiques

L’objet de cette partie est d’introduire les notations et outils de la théorie analytique des
nombres nécessaires a la bonne compréhension du texte.

On note N D’ensemble de tous les entiers positifs y compris 0 et N* ’ensemble des en-
tiers strictement positifs. De méme Z et Z* désignent respectivement ’ensemble des entiers et
I’ensemble des entiers non nuls. L’ensemble des nombres premiers est noté P.

Pour éviter la multiplication des notations, € > 0, C' > 0, £ > 0 sont des constantes absolues
(c’est-a~dire ne dépendant d’aucune des variables du texte, le poids des formes modulaires étant
fixé, les constantes absolues peuvent en dépendre) pouvant prendre des valeurs différentes a
chacune de leurs apparitions (on évite ainsi 'introduction de €1, €3, ...). De méme, pour chaque
e > 0, la notation ¢(g) désigne une valeur strictement positive ne dépendant que de ¢ (et donc
d’aucune autre variable du texte). La encore, méme si ¢ reste fixé, 1(¢) peut changer & chaque
apparition.

Les vecteurs seront notés en gras. Si v est un vecteur a ¢ coordonnées, celles-ci seront
désignées par vy,...,v,. On note alors |v| := vy ---vg et trvi= vy + -+ + vp.

Le symbole de Kronecker est

5(m.n) :{1 sim =n,

0 sinon.

N)

Si n et N sont des entiers de N*, on note n™¥) et ny les uniques entiers tels que

n:n(N)nN,
nn | NOO,

() N) = 1.

Si n est entier et p premier, on note v,(n) la valuation p-adique de n. Le noyau impair de n est
alors

Nimp(n) := H .

peP
vp(n)impair

La fonction constante égale a un est notée 1. La fonction caractéristique des entiers premiers

a un entier N est

0 sinon.
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La fonction caractéristique des entiers ayant mémes diviseurs premiers que N est

1 sin| N>,

0 sinon.

(12) () = {

On définit alors

Iym) u&(n)zlzv(n)u(n).

)
foy (1) " -

Enfin, la fonction caractéristique des carrés premiers & N sera nécessaire,

D(N)(n) _ { 1 sin=d?avec (d,N) =1,

0 sinon.

Si ¢ € N*, on définit la fonction 74 sur N* par
me(n) :=#{n¢e N':|n|=n}.

On simplifie 'écriture en posant 7 := 79. La série de Dirichlet de la fonction multiplicative 7,
est ¢¢ ol ¢ est la fonction zeta de Riemann définie pour Res > 1 par

¢(s) = H Cp(s) = Z n~% avec (p(s):=(1—p %)L

peP neN*

Pour tout £ € N* et tout t > 1, on a

> " 7e(n) < tllog(et)] .

n<t

Cela résulte du produit de convolution 7, = 7p_1 * 1. On a 74(n) < 7(n)* de sorte que pour tout
e > 0, il existe une constante ¢(g) > 0 telle que pour tous entiers £ et n on a

Te(n) < [L(s)ne]l.

Si ¢ € N*, la fonction (9 est la fonction zeta de Riemann privée de ses facteurs euleriens

d’indices les diviseurs premiers de ¢. Ainsi, pour Res > 1,

(D)= [ a&= > n

peEP neN*
(p,q)=1 (n,q)=1

Sin € N*, la fonction log,, désigne l'itéré n fois de la fonction log,

) log sin=1,
O8n = logolog, ; sin> 1.

Si s € C, on désignera sa partie réelle par o et sa partie imaginaire par 7.
Enfin, la droite Re s = r est notée (r).

2. Cadre modulaire

2.1. Formes primitives. — Pour tout entier N > 1, on note

To(N) := {<(CL Z) : (a,b,¢c,d) € Z*, ad — be = 1, N|c}.
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Pour tout entier £k > 2 pair, on appelle forme paraboliqgue de poids k et de niveau N toute
fonction f, holomorphe sur le demi-plan de Poincaré

H:={zeC:3z> 0},

vérifiant

(1) pour tout z € H et toute matrice (Z Z) € I'y(N),

F(E5) =+ e

(ii) la fonction

2 (Smz)M?|f(2)|
est bornée sur H.

Remarque 1. Dans cette définition, jj le ;; niveau n’est pas défini de maniére unique : par
exemple, toute forme de niveau N est aussi de niveau 2N puisque I'o(2N) C I'o(N). Rigoureuse-
ment, il faut donc avoir & 'esprit qu’une forme parabolique de niveau N est un couple (f, N).

L’ensemble Si(N) de ces formes est un espace hermitien lorsqu’on le munit du produit

scalaire
o — ; dxdy
(13) Uy»—AMmfwmww g

avec Do(N) un domaine fondamental du quotient & gauche de H U Q U {oo} par I'g(N) pour
Paction homographique [Twa97, § 2.7 et 3.3].
Si f € Sp(NV), elle admet un développement de Fourier qu’on écrit

+oo
flz)= Z f(n) exp(2minz).

Ayant fixé une base orthogonale By (N) de Si(N) on a la formule de trace de Petersson,
démontrée par exemple dans [ILS00, corollaire 2.2], et rappelée dans le

Lemme 2 (Formule de trace de Petersson). Soit k > 2 un entier pair ; soient N > 1,
m >1 et n > 1 des entiers. Alors

m,n)

C(k—1)  f(m)f(n)
zz(h%*vjummwwm:ﬂ

iy T(N) (m,n, N)73[(m,n)] mn
+O<k56 N /(m,N)+ (n,N) \ vmn +kN

FeBR(N)

log(2mnN)> .

Pour simplifier I’écriture, on notera
I'k—1)
(4m)*=1(f )

Lorsque d et N sont deux diviseurs de N tels que N’ < N et d | &; et si f € Sp(N') alors
z +— f(dz) est une forme de S, (N). L’espace engendré par de telles formes est appelé espace des

(14) w(f) =
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formes anciennes. Son orthogonal pour le produit (13) est Uespace des formes nouvelles. Une

raison pour laquelle on fait une distinction entre formes anciennes et nouvelles est ’existence

d’une base orthogonale privilégiée de 1’espace des formes nouvelles que I'on décrit maintenant.
Pour tout n € N*, on définit le n-ieme opérateur de Hecke [Iwa97, chapitre 6] par

Ty : Sk(N) — Sk(N)

relemf Z e 30 ()

ad=n 0<b<d

Une base orthogonale privilégiée de I'espace des formes nouvelles est la base des formes primi-
tives. Les formes primitives vérifient les propriétés suivantes.

(iii) Le développement de Fourier s’écrit

Z)\f k=172 exp(2minz).

(iv) On a la normalisation Af(1) = 1.
(v) Pour tout entier n > 1
Tof = Ay(m)n =02,

(vi) Pour tous entiers m > 1 et n > 1,

(15) AmAs(m) = - 1@ (55 )

d|(m,n)

(vil) Pour tout entier n, on a A¢(n) € R.

On note Hj (V) I'ensemble des formes primitives de poids k et de niveau N. Lorsque N est

sans facteur carré, on a lestimation (voir [ILS00, Corollary 2.14])

k —

(16) HHL(N) = (N + O((kN)?/%).

Grace, entre autres, aux travaux de Deligne, il existe, pour tout nombre premier p, des nombres
complexes a(p) et B(p) tels que, pour tout entier v > 0 le réel A;(p¥) s’écrit

0y (p)1 — By ()"

() M) = = B
Les complexes af(p) et Bf(p) vérifient
ar(p) = By(p) = sip? | N,
(18) af(p) =ep(p)p~/2, Br(p) =0 sip|| N,
lag(p)l =1, Bs(p) = ay(p)~"  si(p,N) =1,

ol £7(p) = £1. On étend la définition de £ aux entiers sans facteur carré par multiplicativité.
Une conséquence de (18) et de (15) est la majoration, valable pour tout n entier,

(19) [As(n)] < 7(n).
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Une autre conséquence de (18) est que lorsque N est sans facteur carré, on peut récrire (15) en

Ef[Nimp(mNnN)] Z )\f (m(N)n(N)) '

(20) Ar(m)Ag(n) = 3
VIMNTN | (m(N) n(N)) d

Remarque 3. Soit £ = {2,4,6,8,10,14}. Il n’existe pas de formes paraboliques de poids
k € K et de niveau 1 [Ser77, §3.2]. Cela implique que, pour k € K et N € P, H;(N) est une
base orthogonale de tout I’espace Si(IN). Il est crucial de garder en téte que ce n’est pas le cas
lorsque N n’est pas premier ou lorsque k n’est pas dans K.

Dans [ILS00, corollaire 2.10], lorsque N est sans facteur carré, Iwaniec, Luo & Sarnak ont
établi une formule de trace semblable a celle du lemme 2 mais avec une sommation sur les seules

formes primitives. On rappelle le résultat dans le
Lemme 4 (Formule de trace d’Iwaniec, Luo & Sarnak). Soient N > 1 un entier sans

facteur carré et m > 1, n > 1 des entiers tels que (m, N) =1 et (n, N?) | N. Alors

1-5/6 TN (mm) Vi r[(m, )]
N (n,N)

> wlPrsmsin) = 28 5m,m) + 0 (

1og(2mnN)> .
fEH(N)

En particulier, le choix de m = n = 1 dans le lemme 4 conduit a
N N)?
(21) Yowf)= pv) {1 +0 (kf’/“(—) log(2N)> } .
FEHL(N) N #(N)
k

Lorsque k € K et N € P, la remarque 3 et le lemme 2 impliquent le résultat plus précis (en V)
du

Lemme 5. Soient k € {2,4,6,8,10,14}, N € P et m > 1, n > 1 des entiers tels que (m,N) = 1
et (n,N?) | N. Alors

1/2
37wl A ) = 50mm) +O <(T/Z) o log@mnm) .
Fer(v) k43N (n,N)
2.2. Fonctions L. — Soient r > 1 un entier et, pour tout premier p, une matrice diagonale,
w, = diag[ai(p), ..., ar(p)] & coefficients complexes de norme inférieure ou égale a 1 et égale a

1 sauf pour un nombre fini de premiers. On associe a cette matrice la fonction L «locale»

T

L(s,mp) = [[[1 = aslp)p™] "

i=1

On construit alors la fonction L «globale »

(22) L(s,@) = [[ L (s, ).

peP

Le produit (22) est convergent pour o > 1 et se développe en la série de Dirichlet

(23) L(s,w) :=
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On fait I'hypothese £ : on suppose qu’il existe des complexes ji ; de parties réelles strictement
supérieures a —% tels que la fonction

A(s,w) = L(8, o0 ) L(s, @)

avec .
_ + Uw,i
L ) = sr/2 T s >
(8, Wo0) =7 Z-Iill (*2

est entiere et satisfait 1’équation fonctionnelle
(24) PN (s, @) = el ™2 A(1 - 3, @).

Dans (24), la parametre g, est un entier appelé conducteur de w et £ est un complexe de
norme 1 (mal) nommé signe de I’équation fonctionnelle. Sous cette hypothese, on a (voir, par
exemple [Mic02]) la borne de convexité : pour tout € > 0, il existe C' > 0 (ne dépendant que de
r et €) tel que

1

5 T = Hai

max{(1—0)/2,0}+¢
} (¢ >0).

(25) 25,2 < CJa- ]

i=1

Soit f € Hj (N). Si on choisit, pour @y, la matrice f, = diag [a¢(p), B¢(p)] on obtient la fonction
L de f. L’hypothese & est due a Hecke. Les parametres associés sont

r=2,

a1(p) = ay(p), az(p) = Br(p),
(26) E—1 k+1

mr1 = T’ Hf2 = T’

ar = N.

On suppose N sans facteur carré. Si on choisit, pour w,, le carré symétrique sym?f, =
diag [y (p)?, af(p)Br (), Bf(p)?] de fp, on obtient la fonction L de carré symétrique de f.
L’hypothese £ est due a Shimura et Li. Les parametres associés sont

r =3,

ai(p) = ay(p)?, az(p) = az(p)Bs(p), az(p) = By (p)?,
(27) sym2 f,1 = 1, Hsym2f2 =k — 1, Hsym2f,3 = K,

Gsym2f = N?,

Esym2f = 1.

Gréce & (17) et (20) on a

(28) prn) = M) =3 1) 2Dy 02)
a,b,ceN
a’be=n

Dans les deux cas précédents, la série de Dirichlet (23) est & coefficients réels et dans (24), on a
alors A(1 —35,w) = A(1 — s, w).
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On aura besoin de controler les zéros de L(s,sym?f) au voisinage de s = 1. Pour cela, on
utilise un résultat de Kowalski & Miche [KM02, théoréme 2]. Gréace & un résultat de Ramakr-

ishnan [DKOO, corollaire du théoreme A], on a, puisque N est sans facteur carré,
{sym®f : f € Hi(N)} ~ Hj(N).
En particulier, si A est une fonction de {smef : feH; (N)} dans C, alors
> Alg)= D, Alsym*f)
ge{sym?f:fEH(N) } FEHL(N)
et un cas particulier du résultat de Kowalski & Michel s’énonce

Lemme 6 (Kowalski & Michel). Soit k > 0 un entier pair. Soient o > %, T >2 N un
entier sans facteur carré et f € Hi(N). On définit

N(sym®f;0,T) =#{pe C:Rep>a, |Smp| < T, L(p,sym*f) =0} .
Alors il existe une constante absolue £ > 0 ne dépendant que de k telle que

Z N(Smef; a, T) < §T£N17(17a)/(2a71).
FEHL(N)
Ce lemme permet d’établir une « quasi hypothese de Riemann »: si n est un réel positif assez
petit, disons 0 < 7 < %, on définit

Hy (Nyn) = {f € Hy(N) : L(s,sym®f) # 0,0 > 1 — 4n, |7| < 2[log(2N)]’ }

et Hy (N;n) = Hj(N) \ Hf (NV;n). Alors il existe £ > 0 telle que, pour tout n €]0, 5] on a

(29) #H; (N;77) < EN[log(2N)]°.
On aura besoin de majorer w(f) pour f € Hj;(N). Grace a I'égalité

22

(30) w(f) = (k—1)NL(1,sym?f)

(dont une preuve se déduit, par exemple, du lemme 2.5 de [ILS00]) et & la majoration (1), on a

log(2N)

(31) w(f) <k =5

Les puissances de L(s, sym? f) admettent un développement en série de Dirichlet pour o > 1.
Pour le donner, il est nécessaire d’introduire, pour tout entier £ > 1 et tout b € N¢, I’ensemble

by« b, 2 ‘
Eu(b) = {deNl1 tdj | <ﬁ,b‘j+l> 1<y Sﬁl)}
i

avec les conventions suivantes : N? = {1}, & (b) = {1} et dy ---dp = 1. On a alors, pour tout
entier £ > 1 et tout o > 1,

+oo
+£ —s
L(s,sym?f)* = Z pgc )(n)n
n=1
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ol pgcﬂ) est la fonction multiplicative donnée grace & (28) par

(32) p(f”)( )= > 1(N)(|ab|)% 2. N l(:zi)l

a, b, ceN’ de&y(b)
|a®bc|=n

et, grace a (20) par

4
@) o = % 1 (abe) U T uagtie ) M [<|T;|>]

a,b,c,eeN’ J=1 de&y(ab)
lab2c3e|=n

Les définitions (32) et (33) avec la majoration de Deligne (19) impliquent pour tout ¢ > 0
lexistence d’une constante () > 0 ne dépendant que de ¢ telle que pour tout o > 1+ ¢ et
£ € N*, on a la majoration

¢
(34) | L(s,sym? f)=| < [u(e)¢(0 —2)]" .
Enfin, on utilisera une majoration en moyenne plus puissante (en le parametre N) que la borne
de convexité (25) et due a Iwaniec et Michel [IMO01]

Lemme 7 (Iwaniec & Michel). Soit k > 0 un entier pair. Pour tout ¢ > 0, il existe un réel

C > 0 tel que pour tout entier N sans facteur carré et tout complexe s de partie ree]]e 5, 0n a
Z |L(s,sym?f)|* < C|s|>N'*e,
fFEHL(N)

Remarque 8. Dans tout cet article, le poids des formes modulaires est fixé. Ainsi, les termes
d’erreur et les constantes mémes qualifiés d’absolues peuvent en dépendre.

3. Calcul effectif des moments et preuve du théoreme B

3.1. Lemmes de Luo effectifs. — Dans le but d’obtenir une estimation d’ordre ¢ de la

valeur L(1,sym?f) avec terme d’erreur faisant apparaitre la dépendance en £, il est nécessaire

de préciser les termes d’erreurs dans des estimations dues a Luo. C’est I'objet de cette partie.
On précise le lemme 2 de [Luo99].

Lemme 9. Il existe un réel £ > 0 tel que, pour tout entier N sans facteur carré, toute forme

primitive f € H}(N) et tout réel n €10, 22] si L(s,sym?f) ne s’annule pas dans le domaine
l—4n<o<1 et |7]<2[log(2N)]?

alors pour tout s € C tel que

l-n<o<1 et |r]<[log(2N)]?

on a

L (s, sym? )| < exp { Dy (n) log(2N))"™ |

~ log[(1+1)/(1 - 2n)] S (&
b0 = gl v o)/ —ag) o Del=g los <n> |

avec
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Démonstration. Sur le domaine
Dp,N):={seC:1-4n<o<1,|r| <2[log2N)P}U{seC:0 > 1},

on définit
F(s) :=log L(s,sym?f).

Gréace a (19),sio >4, on a

(35) |L(s,sym?f |<Zn8z n4 =C

On déduit de (35) l'existence d’une constante absolue Cy > 0 telle que pour o >4 on a

(36) |F(s)]* = |log |L(s,sym2f)|’2 + |arg L(s,sym?f)|* < C3.

D’autre part, il existe une contante absolue C3 > 0 telle pour ¢ > 1417, on a

400 2 C 3
(37) |L(s,sym?f)| < ZnQ Z nl"‘" < (—3>

Ui

On déduit de (37) que, pour o > 147, on a
2 Cs
(38) Re F(s) =log|L(s,sym”f)| < 3log —.
n

On applique alors le théoréme de Borel-Carathéodory [Tit52] & F. Avec s’ =4+ir, R' =3—1n
et 7' =3 — 27, les équations (36) et (38) conduisent &

2r R+
Re F F(s
e [P < ey max Re F(s) + o ()
14 -4 —
§37nlog%+6 37702
c. C
< —log —.

Ui Ui
En particulier pour s =0 +iT avec 1 +2n <o <7—2net 7 €R, on a

(39) F(s)] < S10g S
n n

Il résulte de la borne de convexité (25) que
(40) Re F(s) < &log(2N)

pour 3 <o <8 et |7] < [log(2N)}3.
On applique le théoréme de Borel-Carathéodory a F(s). Avec s” := 4 +ir (ou |7] <
[log(2N)]?), R" := 3+ 6n et " := 3 + 51, on déduit de (40) et (36) que

27,// R”+T“
PO S 7y s, BP0+ g P
6+ 10 6+ 11
§+ ogan) + 2 M,
§

< 2 log(2N).
; 108(2N)
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En particulier pour s = o + i1 avec 1 — 57 < o < 7+ 5n et |7| < [log(2N)]3, on a
(a) ()] < £ log(2N).
n

Maintenant on applique le théoréme des trois cercles de Hadamard & F'(s) en choisissant trois
cercles de méme centre so = 2 + i1 (o |7| < (log N)?) et de rayons r; :=1—2n, 13 :=2 — 0
(onl—n<o<1),rs:=1+5n En posant M(r):= | ma‘x |F(s)], on a

S—So|=

M(Tg) S M(Tl)liaM(Tz;)a

ou a := log(ra/r1)/log(rs/r1). En majorant M(r1) et M(r3) par (39) et (41) respectivement,

on obtient )
C C —a a
e < (CeE) ™ [erson]
n n n
qui implique le résultat souhaité puisque 0 < a < 6(n). O

1

Pour prouver un résultat équivalent pour la fonction L(s, sym?f)~! on a besoin d'un résultat

préliminaire.
Lemme 10. Il existe un réel £ > 0 tel que, pour tout entier N sans facteur carré, toute forme

primitive f € H;(N) et tout réel n €10, 5

v 551, i L(s, sym?f) ne s’annule pas dans le domaine

l—4dn<o<l et |7]<2[log(2N)]?
alors pour tout s € C tel que
l-n<o<1l et |7]<Z2[log2N)?

on a

1
llog |L(s,sym*f)| ™| < £ {— +1og(2zv)] :
nn
Démonstration. On pose sg := 1+ 2n + i1 avec |1o| < 3[log(2N)]3, r := 13n et 7/ := 3n. On va
appliquer le lemme ~ de [Tit52] pour établir le résultat souhaité.

Pour 0 > 1+ 17, on a grace a (22) et (18) la minoration
oy -1 1y -3
(42) LNz T+ I )
pIN PIN
>c[J(+p )P >e

p

En utilisant cette inégalité avec s = s et (25) avec le choix ¢ = 1, on déduit

L(s,sym®f) | it /m+iogczm)
L(so,sym?f) |~

pour o > 1 — 11n et |7| < 2[log(2N)]?. En particulier I'inégalité précédente est vraie pour
|s — so| < 7.

En prenant la dérivée logarithmique de deux cotés de (22), on peut écrire, pour o > 1,

L'(s,sym?f logp ar(p)?logp log p logp
g D) s losn 5~ fos0)

Lis,sym?f) — fopsti =1 Lo|p® —ap(p)®  ap(p)ps =1 p*—1]
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Gréce & (18), on déduit de (43) que

L’(So,smef)’ 4logp _ C 6[1 }
— 1< — 2 < — <2 |=4log(2N)] .
Tt | < gty <5 < 5 [ + ey

D’apres I'hypothese, L(s,sym?f) # 0 dans la partie o > 1+ 21 — 2’ du cercle |s — so| < 7.
Ainsi la fonction L(s,sym?f) vérifie toutes les conditions du lemme « avec les parametres sg :=
1+ 2n+ i1y, |70| < 2[log(2N)]3, r:=13n, r’ := 3n et M := £[1/n+log(2N)]. Ce lemme fournit

alors ’estimation suivante :

‘L’(S,Smef)‘ < §{
T

1 ’
L(s, sym2f) —+10g(2]\7)] (Is = sol <717).

Ui

En particulier pour o € [1 — 5,1+ 5n] et |7| < 2[log(2N)]?, on a

) [Hoomi) ¢

1
L(s,sym?f) = n [5 +1Og(2N)] '

Puisque
log |L(s,sym?f)| ™! = Re log L(1 + 21 + i7,sym*f) "

1427 / . 2
+/ e L(u—l—.zr,sym ) du
o L(u +i7,sym?f)

la borne (25) avec le choix € = 1 et (44) donnent
2 py|—1 €11
|log |L(s,sym® f)|~!| < £log(2N) + aln log(2NV)

pour 0 > 1 —net |7| < 3[log(2N)]3. Cela achéve la démonstration. O
On peut alors préciser le lemme 8 de [Luo01] dans le

Lemme 11. Il existe un réel £ > 0 tel que, pour tout entier N sans facteur carré, toute forme
primitive f € Hj(N) et tout réel ) €10, 5], si L(s,sym?f) ne s’annule pas dans le domaine

l—4dn<o<1l et |7] <2[log(2N)]?
alors pour tout s € C tel que

1-n<o<1 et 7| < [log(2N)]?

L (s, syl )|~ < exp { D (n) llog(2N)]" ™ }
 logl(1+n)/(1 — 2n)] _ £
0 = el ez ¢ P =

Démonstration. En remplagant (40) par le lemme 10 la preuve est trés proche de la preuve
du lemme 9. On ne donne donc que les grandes lignes de la preuve. Sur le domaine D(n, N)
introduit dans la preuve du lemme 9, on définit la fonction

G(s) :=log L(s,sym? f)~*.
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On déduit de (36) que, si o > 4,

(45) (Gs)I? = [log | L5, sym® )| [ + | arg L(s, sym? /) "> < C.
D’autre part, pour o > 1+ 7, on déduit de (42) que

(46) Re G(s) = log |L(s,sym?f)|~* <

¢
0

On applique le théoréme de Borel-Carathéodory & la fonction G(s) avec s’ := 4+i7, R’ :=3—1
et v’ := 3 — 2. En utilisant (45) et (46), on a

2r' R+
G0 = i, RGO+ I
C 14—4 C
<=. T Z(6-3n)
n n n
C
< ol

En particulier pour s =c +iT avec 1 +2n <o <7—2net 7 €R, on a
(47) IG(s)] < =.

On applique le théoréme de Borel-Carathéodory & G(s) avec s” := 4 +i1 (ol |7] < [log(2N)]?),
R" :=3+6n et v’ := 3+ 5n. En utilisant le lemme 10 et (36), on a

2,r// R// +,r//
W (G < T | i, Te Gl g |GG
< S+ 10 6+ 117
<t 0
¢

<. E - 1og(2N)} :

[% + 10g(2N)] +C

En particulier pour s = o + i1 avec 1 — 57 < o < 7+ 5n et || < [log(2N)]3, on a

€ T1
(48) Gl < S [5 ; 1og<2N>] |

Maintenant on applique le théoreéme des trois cercles de Hadamard & G(s) en choisissant trois
cercles de méme centre sg = 2+ i7 (avec |7| < [log(2N)]?) et de rayons 1 :==1—2n, 13 :==2—0
(oul—n<o<1),rs:=1+5n En posant M(r) := | ma‘x |G(s)], on a

s—so|=r

M(TQ) S M(Tl)liaM(Tg)a

ou a := log(ra/r1)/log(rs/r1). En majorant M(r1) et M(r3) par (47) et (48) respectivement,

on obtient L
C —a € 1 a
M(rq) < (—) {— [— + log(QN)} } ,
n? n* [0
qui implique le résultat souhaité. ([
3.2. Formules de traces pour les puissances de L(s,sym?f). — L’objet de cette partie

est de donner des formules de type « Petersson ypour les coefficients de Fourier de L(s,sym?f)*

puis d’étudier les termes principaux et d’erreur de ces formules.
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(+£)

3.2.1 Puissances positives. — On donne une formule de Petersson pour p § avec ¢ e N*.

Lemme 12. Soit k > 0 un entier pair. Soient N un entier sans facteur carré et n,{ € N*. Alors

on a
N T(N)?
S e = S0 + 00 (TRt s togtznm) )
FEHL(N)
ou

N 1y (lel)

i wyi= 30 A(ab) = 3T
a,b,ceN’ deé&y(b)
|a®be|=n |d|=[b|

et
1nx(|c
r) = 3 1) S
a,b,ceN’ denN*
|a%bc|=n dj“ﬁ (1<ji<e)

La constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de k.

Démonstration. D’apres (32), on trouve

‘ ¢ b
S wdPm= X 1™ st st gy (B
FEH(N) a,b,ceN’ de&(b) fEHL(N)
|a%bc|=n

En remarquant que seuls contribuent les b tels que (|b|, N) = 1, on peut appliquer le lemme
4 A la somme intérieure avec (m,n) = (1,|bl?/|d|?). La contribution du terme principal est

@(N)N_lmg) (n) et celle du terme d’erreur est

(N2 1x(lc]) b2 b2
1™ (jab log [ 2N =
<oy 2 MVaBDTE D fgiles (Vg

a,b,ceN* deéy(b)
|a®be|=n
T(N)? 1) 1M (Jab)) 1 (Jel) 1
— log(2nN .
< N n og( n ) Z |a||c|3/2 Z |d|1/2
a,b,ceN’ deN?—1
|a®be|=n dj-1]b3 (2<5<0)
Puisque la derniere double somme est majorée par ry¢(n), cela acheve la démonstration. (I

Remarque 13. Le remplacement de la derniére double somme par r¢(n) a pour but de faciliter
les calculs dans la suite, sans perdre d’informations essentielles.

Pour la suite, on a besoin d’introduire les entiers m,,,. Sip € P ne divise pas N et si
v > 0, on pose
N
(49) Mty =my) (p").

Ces nombres ne dépendent ni de p, ni de N.

On étudie maintenant la série de Dirichlet issue du terme principal de la formule du lemme
12.
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Lemme 14. Soient N un entier sans facteur carré et £ € N*. Pour o > %, on a

> m = = ¢ @28) M),

n>1

ol M(ﬁ) (8) =251 ﬁlﬁrj\l{) (n)n™* est une série de Dirichlet absolument convergente pour ¢ > x.
En particulier, pour tout € > 0, 0 > % +ecetl>2o0na

s)| < Z |m(N |n—1/2 c<e L(a)e

n>1
ot 1(g) est une constante ne dépendant que de €.

Démonstration. On prouve l’existence de ./\/li]\g). En posant

(50) ) =1Mm) 3 3 1

beN¢! de&y(b)
[bj=n_|d|=|b]|
on a
N _ (N
(51) S—e)(”) = uhoxw s * O™ «...x0OW) *mg_e)(n).
—_— Y
¢ fois ¢ fois

La fonction n — m( )( ) est multiplicative et

R 5 0 sip| N,
m(N)(p){

+ Mye, sipiN,
ol
= Y > L
BeN’ §eN’"L tré=v
trB=v §;<2min{B1+ -+B;—01——;_1,8j+1} (1<5j<—1)
En posant
Prow = Y (2u+1)- 2w +1),
veN’
trv=v
on a
~ ~ B . 09+ 1
(52) Mypy < Tyew, Tye1 = 3L, Tir2 = %

On vérifie que My =0, Mygo = £({ —1)/2. Pour o > %, on peut donc écrire

Zm(zv) n=% — C(N)(QS)Z H Zm%l/pfus H (1 7p7571)—é
n>1 ptNv>0 pIN

_ C(N)(Qs)e(eJrl)/zMSrI\l{)(s),

avec

(53) M ()= TT =) T [ =p72)™ Y srup™

p|N ptN v>0

=TI a0

p v>0
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On étudie ensuite la convergence de la série Msr]\é)(s) Puisque m4s1 =0, pour pt N on a

~ (N), ~ R .
SIS (L m) y (Rae)C
pys p4s p ; p2]8

£ 2<j<mye2 I
L\ e
v>3
puis, pour o > %,
~ (N) ~9 ~
|mgre ()l M2 m+62 Myg2) 1
(54) Z pva S 1 + p2 + 1 +— P Z ] 17
v>0 e
= 2<j<mie,2
1 7/T\l+€,2 m-‘ré v
+ (1 + ;) > o
v>3

Alinsi, la série de Dirichlet ./\/l ) (s) converge absolument pour o > 1.
Enfin, on majore ), |m N)(n)|n_‘7 pour ¢ > 1 + . De la premiére inégalité de (52), on
déduit
Moo (211 + 1) (21/4 +1)
(55) ey . B
v>0 v>0 Nt
trv=v

14

B 20+1) [ 14p 12
- Z pu/2 - (171)71/2)2

v>0

14

De (53) et (55) on déduit

~

(N) - 1 Mmig2 1 +p—1/2 ¢
s XSy <0 (1-5m) (+ok) [0S

p<£2v>0 p<e?

< eb(a)éz
En utilisant (52), on peut aussi écrire

1//2 V1/2 1/[/2 p1/2 2p
v>3 v>0 ,eN¢
- trsNu
[ 1+p 2 3¢ 690 +1)
- (1—p-1/2)2 B pl/2 o 2p

Pour |zf| <1,0n a

¢
1 0090 +1
(58) [ﬁ] =[1+3z+52> + 0% =1+ 30z + ng + 0 ((tx)?) ,
ot les constantes impliquées dans le symbole O sont absolues. Choisissant = p~1/2 avec p > £2

on déduit du report de (58) dans (57) que

ﬁhré,l/ r? 2
(59) > ol < CW (p > 3).
v>3
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Pour p > ¢2, on a aussi
)

. o) ) .
(60) Z (m;m)% < Z (¢ {-p)a — L < C£—2.

2<j<moes
En combinant (59) et (60) avec (54), on déduit, pour p{ N et p > 2

3

AW e ez 1 e - ot
Z pr/2 s+ p2 + Z j ﬁ—’—ez vz = + 32
v20 285 <mepr v23

Cette estimation reste vraie pour p | N et p > ¢2 puisque dans ce cas,

S N U NN
2y ~\mpm) =1o\m):

v>0
Ainsi,
~(N)( v
7 )] £ _ e
(61) HZTSH 1+CW <e’".
p>12 v>0 p>02
L’inégalité souhaitée découle de (56) et (61). O

On étudie de méme la série de Dirichlet issue du terme d’erreur de la formule du lemme 12.

Lemme 15. Soit £ € N*. Pour o > 1, on a

S e = (Y () Ry (s),

n>1
olt Rye(s) := 3, T4e(n)n™* est une série de Dirichlet absolument convergente pour o > 1.
En particulier pour c > 1 et { > 2 on a
Reets) < 30 2O < pogiaeyer.
n>1 n
Démonstration. On prouve 'existence de R4,. On pose
~ ]-N (¢
O S G D DR
b,ceN’ deN*

[be|=n d;[b? (1<5<8)

Alors on a
rye =0 s OW) w7,
—_—
¢ fois

La fonction 7y¢(n) est multiplicative en n et pour p{ N on a

me(p”) = e

D’autre part, si p | N, alors

Vlyeney wEN['
v+ tre=v



Taille des valeurs de fonctions L de carrés symétriques au bord de la bande critique 23

Pour tout s € C tel que o > 1, on peut donc écrire

> meat) o 2SZH<1P3+1) [T o = () Rerls),

n>1 p|N ptN v>0
ou
(N) (o \E 1\’ 1\ Thew T4+e(p
62 Ris(s)i=cM@) T (1- =) TI(1-+) X2 =TI
p|N p pIN p v>0 P p v>0

Puisque 714(p) = 0 pour tout p{ N, la série R4(s) converge absolument pour o > 3.
Il reste & majorer -, - [7¢(n)|n~7 pour o > 1. D’abord, comme en (55) on a

~ _ V4
S [a ]
P (1—p71)?

v>0

Pour o > 1, la contribution des p < £ & (62) est donc

(63) s |T+éw <11 (1 _ _)_% (1 n 1)36 [(11+;9‘11)2r < (Cllogs(30),

p<Llv>0 p</t p

On traite maintenant le cas des premiers p > ¢. Puisque 7y¢1 = 3¢, on a

1\ = T 92 ( SE) (36) (1)
64 1-=—) Yoo (1+5) D T =
( ) ( ps) pus p25 ps 9 p]s

v>0 2<j<3¢
1 3 ?+Z v
p s P
De plus, on a
~ _1 ¢ 2
T 1+p?t ] 3 7
65) — = [ -1-—< =
( Z v (1—p1)2 P P2

et, toujours pour £ < p
3¢ ;
30\ 1 (3¢/p)? 02
(66) > ()5 B <L

|
=2 Y iz P

En combinant (65) et (66) avec (64), on a pour o > 1 'inégalité

3¢ 3¢ ~
Imul 9¢? < 3£) (36)1 ( 1> Frow
> T Y )+ (1) D=
< ) = P’ p)im\i)p p pv/?

v>2

2
<1+0-.
p

Pour ¢ > 1, la contribution & (62) des premiers p > ¢ est donc

(67) 11> |Wm <I] (1 - —) - (1 + Ci_z) < et

p>Lv>0 p>L
L’inégalité recherchée résulte de (63) et (67). O

On peut alors majorer 'ordre moyen de la fonction r4, dans le
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Lemme 16. Il existe un réel C > 0 tel que, pour toust > 1 et £ € N*, on

> rie(n) < tlog(et)]* " [log(36)]“*

n<t

. . N N)  ~ . (N o
Démonstration. D’apres le lemme 15, on a r4y = ALY ¢ ol ) est définie par
p ) + 3¢ + ¢ p

-t N n
H(l—%) :ZZT() (0 >1).
pIN n>1

Puisque TB(éV) (n) < 73¢(n) pour tout n > 1, il en résulte que

D oree(n) <Y [Fred)] Y mse(m) < tllog(et)]* log(30)]

n<t d<t m<t/d
Cela acheve la démonstration. O

3.2.2. Puissances négatives. — Ce paragraphe est tres semblable au paragraphe 3.2.1. On y

donne une formule de Petersson pour pgc_e)(n) avec ¢ € N*.

Lemme 17. Soient N un entier sans facteur carré et n,¢ € N*. Alors on a

> el ) = EP ) )+ 0 (R 2y togtzen)).

N
FEH(N)
ou
¢
N
n®m = Y 1(abe) 20D [T uabrenutente) ¥ 1
a,b,c,ecN’ Jj=1 de&,(ab)
lab%c®e|=n |d|=|ab|
et

n(le])
r_e(n) := E 1) (Jabe |) el H (ajbjci)ule;) g 1.
a,b,c, ecN J=1 deN*
lab®c’e|=n dj|(azb;)? (1<5<9)

La constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de k.

Démonstration. D’apres (33), la somme & évaluer est égale &

~

|ab|?

N

Z E 1( )(|abc| H (ajbje;)p Z Z < FE ) )
a,b,c,eeN Jj=1 deé&y(ab) feH}(N)

lab?c3e|=n

En remarquant que seuls contribuent les a, b tels que (|ab|, N) = 1 on peut appliquer le lemme
4 & la somme intérieure avec (m,n) = (1, |ab|?/|d|?). La contribution du terme principal est
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@(N)N_lm(f\é) (n) et celle du terme d’erreur est

2 el &
<M X iabe) I T atwsbicutes)

a,b,c,eeNe |
lab%c3e|=n

abl!/? () lab?
2w o 2V ap

de&(ab)
N)? 1
< T(N) nl/Qlog(QnN) Z 1(N)(|ab | N|(||e|)|b 3 | 1/2
a,b,c, eeN’
lab?c®e|=n
¢
H (a;bjc;)p(e;) Z 1.
J=1 deN‘t
dj—1l(azb;)* (2<5<0)
Puisque la derniére double somme est majorée par r_y(n), cela acheve la démonstration. (I

Remarque 18. Le remplacement de la derniére double somme par r_(n) a pour but de faciliter
les calculs de la suite, sans perdre d’informations essentielles.

Pour la suite, on a besoin d’introduire les entiers m_;,. Si p € P ne divise pas NN et si
v > 0, on pose

(68) m_g, = mt) ().

Ces nombres ne dépendent ni de p, ni de N. Il est important de constater que ces nombres sont
les mémes que les nombres m_, ,, définis ci—dessous en (71) mais que cela est faux en remplagant
—{ par £. La formule (51) donne

(69) Mg, = > Mte,8
(a1,...,a0,3)ENATL
2(a1+-tag)+p=v

alors que la formule (71) donne
(70) M_gy =M_g.

On étudie maintenant la série de Dirichlet issue du terme principal de la formule du lemme
17.

Lemme 19. Soient N un entier sans facteur carré et £ € N*. Pour o > %, on a

> mE mn = (M (25) M ),

n>1

ot M(,Aé) (s) =2 ,>1 m(f}f) (n)n~*° est une série de Dirichlet absolument convergente pour o > %
En particulier pour touse > 0, o0 > % +eetl>2o0na

M(N) | < Z |’V(N) |n71/2 €< eL(s)

n>1
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ott t(e) > 0 est une constante ne dépendant que de ¢.

Démonstration. On prouve l’existence de ./\/l(_]\g). En posant

14
mm) =1 S | [] mabenum)| > 1

a,b,ceNt [J=1 de&y(ab)
labZc?|=n |d|=|ab]
on a
(N) — = - o)
(71) me, () = py %% py xm-, (n).
—————
¢ fois

Les fonctions n — m(f\é) (n) et n— m(j) (n) sont multiplicatives et pour p{ N on a [Roy02]

mN () = ) () = (=1 a(v) = s,

ou
ag(v) == Z Z 1.
a,8,7€{0,1}* 5e{0,1,2}*1
0<a;+Bi+v: <1 §;<2min{a1+pB1++o;i+Bi—01—-—8i—1, ¥i41+Bit1}
tr(a+28+3v)=v tr(8)=tr(a+p3)
En posant
be(w):= Y [2(e1 +281 +37) + 1] [2(c + 26, + 3v) + 1],
a,8,7€{0,1}*
0<a;+Bi+7i<1
tr(a+28+3v)=v
on a
(72) ag(v) < be(v)
£(94 +1
(73) be(1) =3¢,  be(2) = % v > 30 = by(v) = 0.

On vérifie a¢(1) = 0 et ay(2) = ¢(¢ — 1)/2. Pour o > %, on peut donc écrire

Zm(N) :H(l —5— 1 Hzm oop

n>1 p| N ptNv>0

= ¢ (25)4(471)/2/\/1(_1\({)(5),

ol
(74) /\/l(_]\é)(s) = H (1 7p7571)€ H (1 o p725)l(271)/2 Z mieyypfus
p|N pIN v>0
= 12 e,
p v>0

On étudie la convergence de ./\/l(_]\é). Puisque ay(1) =0, pour p{ N on a

(O fry ey 3 GO )

J v>3

~(N)( v
m_, (p”) ( )
) ¥

v>0 2<j<a,(2)

—1- % Cfrem] 5 (o) (;22]‘

2<j<ae(2)

ae(2) Vs
i)y

p25 plls
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On déduit de (75) et de (72) que la série de Dirichlet /\/l(f\é)(s) converge absolument pour o > 1.
Il reste & majorer ) - |7'ﬁ(_1\? (n)|n=7 pour o > 1 +¢. De (72), on déduit

¢ ¢
ap(v) 2@+20+3y)+1 2v+1
Z pu/Q < ( Z p(a+2ﬁ+3'y)/2 S Z pv/2
v>0 o, B,7€{0,1} 0<v<3

0<a+B+~<1
a+28+3v<3

car #{(a,8,7) €{0,1}:0<a+f+v<letv=a+28+ 3y} =1si0<v <3. On en déduit

4
(76) 3 ‘ZV(Z) < (1 + ]%)

v>0

Le report de (76) dans (74) donne

N (p 1\" 1\" 15 \*
(77) H Z V(1/2+E) - H <1 + W) H (1 + p1+5> <1 + ]m)

p<2v>0 pIN p<e?

< eL(E)Z2

En utilisant (72), (73) et (76), on peut aussi écrire

% by (v 3¢ 0(90+1)
(78) Z 1//2 = Z 1//2 T p1/2 - 2p
I/>3
¢
2 1 4 90+ 1
(¥ i—Z) e
o<v<3 P p p
En combinant (58) avec z = p~/2 ol p > (2 et (78), on trouve
ag(v) 03
(79) Y —F <C—73.
=p /2 P32

Toujours pour p > 2, on a

2)\ 1 2 /p) 2 o
(80) 3 (a“(_ ))—.SZ( Y _ e ol

e 2 Jo)p J! p p
<j<a,(2) Jj=2
En combinant (79) et (80) avec (75) on a, pour pt N et p > (2,
% o) a(2)? ar(2)\ 1 ae(v) (3
S ity (M) Seer M civoy
v>0 p p 2<j<a;(2) J p v>3 p p

Cette estimation reste valable pour p | N et p > £2. Ainsi

|7'ﬁ(—1\4{) ce?
1) 1Y < I1 (140 ) <

p>£2 >0 p>£2

L’inégalité souhaitée découle de (77) et (81). O

On étudie de méme la série de Dirichlet issue du terme d’erreur de la formule du lemme 17.
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Lemme 20. Soit £ € N*. Pour o > 1, on a

D reenn = (M () R(s),

n>1

ott R_y(s) := 3,51 T—¢(n)n™* est une série de Dirichlet absolument convergente pour o > 1.
En particulier pour c > 1 et £ > 2 on a

Refs) < 3T < oggaeyer.

n>1

Démonstration. On prouve l'existence de R_;. On pose

T_g, = Z (201 4+ 281 +1) - (200 + 26 + 1).

a,8,7€{0,1}*
0<a;+Bi+v: <1
tr(a+268+3v)=v

La fonction n — r_;(n) est multiplicative et pour p{ N on a

(82) r—e(pY) =71t

D’autre part, si p | N, alors

Vit tre=v
de sorte que par interversion des sommes
00 14
r—_e(p¥) 1
(83) E —_— = (1 + ) .
1% +1
e pvs ps

Pour ¢ > 1, on déduit de (82) et (83) que

Z Tfl(n) _ H <1+ 1 )é H Z T—tv :C(N)(S)BZR (S)
ns - ps+1 —¢ ’

n>1 p|N ptNv=>0 P
ol
' 1\ I\ e | r—e(p”)
(84) R_Z(S) = H 1 + p5+1 H 1- E Z pus _' H Z pl/S !
PIN PIN v20 p v20

Puisque 7_s1 =3¢ et 7_p,, < be(v), on peut écrire

I\N¥* 74, 9¢2 3¢
(85) <1—S> Z =1 25+<1+—s>
P p P .

v>0

- ()57

1 3¢ T
H1-2) T
p v>2 p

IN

On déduit de (85) et (73) que la série de Dirichlet R_; converge absolument pour o > 1.
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Il reste & majorer > -, [F_¢(n)[n~7 pour o > 1. Puisque r_g,, < by(r), de méme qu'on a
obtenu (76) on a

14
T_oy 2v+1 ( 15)
86) = < <(14+—=).
< YRR ) ps .

v>0 0<v<3

Donc pour o > 1, grace a (85) et (86) on a

(87) Iy = —H(l+%)en(“%)é(”%)3é

p<lv>0 p|N p<t
< eCZlogQ(?)Z)'
Pour p > ¢, comme en (78) on a
¢
—tw v +1 3¢ 2
™ Yoo [y 2Al) %o
p¥ p¥ p p

v>2 0<v<3

En combinant (88) et (66) avec (85), on déduit, pour o > 1 et p > ¢,

S 3 (M) e X S civen

v>0 2<5<3¢ v>2

D’out pour ¢ > 1

(89) HZ'T ZW <H<1+c >

p>Lv>0 p>L
L’inégalité souhaitée découle de (87) et (89). O
De méme qu’on a montré le lemme 16, on peut montrer le

Lemme 21. Il existe un réel C > 0 tel que, pour toutt > 1 et £ € N*, on a

Zr n) <t 1og(et)]3é ! [1og(3f)]

n<t

3.3. Preuve du théoréme B. — Si f € H}(N), on définit pour tous £ € N* et z > 1 la

somme courte

(£0) = ngﬂ) (n)
90 = i — .
(90) wp () ; —— exp(—n/z)
On a l'expression intégrale
1
(91) w;ﬂ)(x) =3 / L(s + 1,sym? f)=I'(s)z* ds.
1

Pour tout & > 0, il existe alors un réel ¢(¢) > 0 tel que pour tous £ € N*, x > 1, N sans facteur

carré et toute forme f € Hj (), on a la majoration
(92) WiED (z)’ < u(e)ta".

Cela résulte du déplacement, dans (91) de la droite (1) vers la droite (g) puis de (34) et de la
majoration de Stirling.
On veut remplacer L(1,sym?f)** par la somme courte (90), on estime l'erreur commise

dans le
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Lemme 22. Soient N un entier sans facteur carré, { € N* et x > 1. Pour 0 < n < =& et

22
f€H(N;n), on a

L(1,sym? f)** = w;ﬂ)(x) +0 (RW)) ,
ot

RIED — (D ()log@N) " {x_” [log(2N)]? n xe—w[log(QN)]2/3} ,
n

puis D1 (n) et 6(n) sont définis comme dans les lemmes 9 et 11. La constante impliquée dans le
symbole O est absolue.

Démonstration. Soit C le chemin reliant 1 — ico, 1 — i[log(2N)]?, —n — i[log(2N)]?, —n +
i[log(2N)]2, 1 +i[log(2N)]? et 1 +ico. Le théoreme de résidus implique que

1
w;ﬂ) (z) = L(1,sym? f)** + 5 / L(s + 1,sym? )= T(s) 2* ds.
T Jc

D’apres les lemmes 9 et 11 et I’équation (34), on a, pour s € C,

(93) |L(s + 1,sym? f)| 7 < P (llos2M))
Puisque sT'(s) = I'(s + 1), on déduit, pour s = —n + i, que
. I'2—mn) 1
r < |T'(1 — <I'(1=n)= <
n0(s)| < [0(1 —n+47)] <T(1—n) Ty STy

d’ou

22 _
(94) IT'(s)| < m (s = —n+ir).

L’estimation de Stirling implique, pour —n < o < 1 et |7| > [log(2N)]?, que
(95) IT(s)| < Ce™™I71/2|7|1/2,

En utilisant (93), (94) et (95) on obtient

/ L(s 4 1,sym? f)** T'(s) 2* ds
c

< oD (m)log (2N / 27 |T(s) ds|
C

2
< e!D=(mlog(2N)]°™ {x” [log(2N)] + g e~ Tlos(2N)]?/2 log(QN)} :
n

ou la constante impliquée dans < est absolue. Cela acheve la démonstration. O
On peut alors calculer la moyenne de (90) dans le

Lemme 23. Si N est un entier sans facteur carré, alors pour tout x > 1 et tout £ € N* on a

Z w(f)wgcﬂ)(:z:) = MMEZ) + Ok (Ra),

N
FEHL(N)
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ou (V)
—+oo
(N) . _ myy (n)
My =) —
n=1
et

T(N)?
N

avec (e) une constante ne dépendant que de . La constante impliquée dans le symbole Oy ne

Ry =

3¢ )
o2 {0 + [log (30 log(3)] | 4 224500,

dépend que de k.

Démonstration. D’apres (90), le lemme 12 et le lemme 17, on peut écrire

(N

m ) n T 2
(96) Z w(f)wgc“)(x) - ‘P%V) Z ifv,( ) exp(—n/z) + Oy (%log(QN)Réﬂ)) ,
fEH(N) n>1

ol
RGO = 3 rie(n)n /2 log(2n) exp(—n/z).

n>1

En utilisant les lemmes 16 et 21, une intégration par parties conduit &

RED < [log(30)]°" /1 117262l og (31)] (1+ 2) dt.

Mais .
/ t=1 2=t log(31)]3* (1 + E) dt < x/?[log(3z)]**
1 x
et o ; o
/ t=1/ 26t/ *(log(31))% (1 + E) dt < z*/? / ut/ e~ log(3ux)]* du
T 1
< /2 {(CO)“" + [21og(32)]3}
d’ou
(97) R < a2 (log(30)]° {0 + [210g(30)* |

3¢
< z'/? {(CE)CZ + [1ogc(3€) 1og(3x)} } .
Compte-tenu des lemmes 14 et 19, on a [Tit86, page 151]

m(ﬁ)(n) 1 (N)
g ———exp(—n/z) = — / ¢ (25 4 2)6(611)/2MH (s + 1I'(s) z° ds.
= n 2mi J

En déplagant la ligne d’intégration (1) a (—1/2 + ¢), le théoréme des résidus implique

98 mg)(”) . mg)(n) RED
(99) S0 T () = 37 L R,
n>1 n>1
ou
1
(99) Rflﬂ) =5 / ¢ (2s + 2)€(H1)/2M$\2)(3 + I (s)x®ds
(=1/2+e€)
<. x71/2+s€72(2:t1)/26L(5)22/ |F(S)|d7‘
(=1/2+e)

L.z 1/2-1—66L(6)€2
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grace a l'estimation de Stirling et aux lemmes 14 et 19.
Posant

+0 _ T(N)? +0) , V) ke
R{Y = - log(2N) RS + TRQ ),
on déduit de (96) et (98) que

40 o(N) . (v 40
> w(peO@ = A 4 o (rED).
FEHL(N)

La majoration Rgﬂ) < Ry résulte alors de (97) et (99). O

On complete alors la démonstration du théoréme B. En utilisant les majorations (29), (31)
et (1), on voit que

(100) S W)L, sym? ) < ENTHlog(2N)] L
feH, (N;n)

Le lemme 22 et les majorations (100) et (21) donnent

(101) >0 wLLsymE ¥ = 37 W)L, sym?f)E + O (N1 log(28)] )

feHE(N) FeH} (Nsm)
= > e @) o (REY),
fERT (Nsm)

ou

(£0) e o(n) [10g(2N)]2 2
RED .2 N191-1 [log (2N)] € + (/D (mllog(2)] (x—n + 3 e—llos2N)] /3)
n

et la constante impliquée dans le symbole Oy ne dépend que de k.
11 résulte de (92), (31) et (29) que

(102) Z w(f)w;ﬂ) (z)| < &u(e) z° N [log(2N)]S.
fEH, (N;m)

Grace a (102), on peut réintroduire les formes de H, (N;7) dans (101) et obtenir
> wNELsmt = 30wt + 0 (REY).
feH;(N) fEHT(N)

ol
REEY = R&Y 4 1(e) 2" N7 log(2N)]¢

et la constante impliquée dans le symbole Oy ne dépend que de k.
Le lemme 23 implique alors

(103) > WL sym*f)* = 2N 0 4 0, (RF)

N
FEHL(N)
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avec

10 = L0 og a2 { €O+ [l (30)1og(3)] | 47200

n
+ N1 log(2N)] 7 + o(e) 2° N1~ log(2N) )¢

2
L+ oD ()[los(2N)) " {NM oy ew[log@zvn?/s}

ou la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de k.

En prenant n = o, € = 5 et z = N'1/6, on obtient

3¢ )
R&¥Y « N=V127(N)2log(2N) {(cz)Cf + [1ogc(3e) 1og(2N)} }  N19/22,0¢

1 btllog(2N)) /2 {N*1/12[1og(2]\7)]2 JrN11/6677r[log(2N)]2/3}

+ N73/22[log(2N)]*+¢ + N=V12[log(2N))S¢".

Puisque 0(5) < 1, on a

1
27

(104) Rgﬂ) <« N-1/188tllog(2N)]/?+Ce?

Le report de (104) dans (103) conduit au théoréme B.

3.4. Preuve du corollaire A. — Dans cette partie, on montre I'existence de moments de

f— L(1,sym?f) lorsque le niveau tend vers 4+oo dans Ney;.

Puisque mgé\?(n) est multiplicative, les égalités (49), (51) et (68) et (71) donnent

(105) (]i]\f) = Mxe [ (1_2;) (1_%)ﬂ( +Zmiéu) '

p|N v>2

avec
nliéu
Mee= ] Z
pEP v=0

Grace a (70) et (69), on peut récrire, pour ¢ € N*,

400 ~
(106) =11 Z M-ty
peP v=0
et
+o00 ~
(107) Mo =c2 ] Z oy,
pEP v=0

Par (8) et (7), on déduit du théoreme B le résultat du corollaire A lorsque £ > $/log(2N). On
peut donc supposer que £ < %wlog(QN). Puisque P~(N) > 1og(2N), on a p > 4¢% pour p | N.
Dans le cas des moments positifs, I’égalité (51) donne pour p | N,

(108) <1]%> <1+Zm+4v> 1 <1+Zm+h>

v>2

1
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En utilisant (108), (59) avec p & la place p'/?

(3) (55 ol o (255)

v>2

et Mg = €(¢ —1)/2, on obtient, pour p | N,

Dans le cas des moments négatifs, (70),(79) avec p & la place de p'/2 et Mm_g0 = £(£ — 1)/2
impliquent, pour p | N,

(-3) (g 5=) ~{o(@Hio ()

En désignant par w(N) le nombre de facteurs premiers distincts de N, les deux estimations

précédentes nous permettent d’écrire

(109) H(l%) <1]%>”<1+Z%>11+0<;_(23) [lJr%D

p|N v>2

=140 (i)
GN).

car w(N) < log(2N)/log,(3N) et P~(N) > log(2N).
Le report de (109) dans (105) donne alors le résultat pour £ < 14/log(2N

3.5. Preuve du corollaire B. — Pour la limite inférieure, on a
N . 1] M+e,v

M = e T Y

w>pvz0 P

de sorte que la convergence des produits (5) conduit, ¢ étant fixé, &

(110) lim MO = ¢(2)*,

j—+o0

Puisqu’il existe C' > 0 tel que

P(N;) .
~ ] — 400 R
N, “lomay) YT
on en déduit (V)
. UV (N;)
lim m——2M},” =0.
ji{go Nj ¢

On conclut en remarquant que la limite inférieure recherchée est positive.
On étudie ensuite la limite supérieure. Grace au corollaire A, on a immédiatement

N
(111) lim sup %Mﬁ? > My
w(N)#0

Pour les moments positifs, grace & (51) on a

£ +oo
M, l( 1) m+ey]
k. -1 AN
(N) H 2 v
Mo P )
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Pour p | N, 'égalité (51) donne aussi

+Oomg 1 7Z+Oo7/7\’bg
+4,v +4,v
E Y 1= = E ey
pY ( pQ) pY

v=0 v=0

d’ou N

My, = Mo

M ¥

+¢ p|N v=0
On en déduit
N

(112) lim sup %MSJ) < My

(N)#0

Par (111), (112) et (8) on a donc

lim sup

N —o00
w(N)#0

¢(N) Mg) — M,y = 3tloglogt+0(0),

Pour les moments négatifs, les équations (111) et (7) donnent

lim sup MMEZZ) > e@ log log Z+O(£).

N —o0
wu(N)#0

Pour prouver I'égalité dans cette équation, il suffit donc, toujours grace & (7), de prouver
Pexistence de C' > 0 telle que, pour tout ¢ > 0 on ait

(113) MY < M_ et

Pour prouver (113), on utilise le §2.4 de [Roy02] en en conservant toutes les notations sauf ¢,
qui devient £,,. Compte—tenu de [Roy02, proposition 11] et (6), on a

ZH (p +p+1>

D’apres (105) on a

(114) MY < v ] <Z ’"”)1.

v
p|N v>0 p

Or, comme dans la preuve de [Roy02, proposition 11], on a

(115) HZ”””H<1—> [T cetzy)

pIN v>0 p|N

avec x, := p/(p? + p+1). On prouve dans [Roy02, §2.4] l'inégalité

(116) e T J (s SZJ/Q'
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On en déduit I'existence d’une constante Cy €10, 1] telle que

Lo(zp) 1+ x, 1/2
o)~ [@H)xJ

Pour ¢z, > 1,on a (¢ + 1)z, > 1+ x, de sorte que

1/2
1+z 1 0+ D)z,
(117) log [ [7”} > =Y log——t
ZP‘N ({4 Dz 2 = 1+,
Tp>1
L
- log ¢

avec C7 > 0 une constante grace au théoreme des nombres premiers. On déduit alors de (116)
et (117) Dexistence d’une constante Cy > 0 telle que

Ee ac
118 1 Lo(zp) > 1 Lalzp)_
(118) og [[ Lep) OgH (]
p|N p|N
Lxp>1 lxp>1
12
= Plogt’

Toujours d’apres [Roy02, §2.4], pour ¢z, <1, o0n a
£€($p) =140 ((fxp)Q)

d’olt 'on déduit 'existence d’une constante C3 > 0 telle que

‘

(119) log [] Le(xy) 1oge
p|N
Lxp<1

De (118) et (119) on déduit 'existence d’une constante Cy > 0 telle que

1
(120) gﬁe(%) > exp ( Cy logﬁ)

D’autre part, il existe une constante C5 > 0 telle que
1\?
(121) 11 (1 —~ —3> > exp (—Csl).
pIN P

Le report de (120) et (121) dans (115), puis du résultat dans (114) conduit & (113) ce qui acheve

la preuve.

4. Preuve du théoréme A
On se place dans le cadre des hypotheéses du théoréeme A. On prouve la minoration de
H;"(N;C,sym?). Celle de H; ™ (N;C,sym?) se démontre de la méme fagon en remplagant (8)

par (7). L’existence de fi en résulte puisque

lim eié[log(g’N)]g#HZ(N) = +00.

N—o0
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Soit o : Nopy — RT une application. Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

1/2
(122) > L(Lsym* ) < Xo(N)V2 | Y L(1,sym® f)*
fEH;(N) fGH;(N)
L(1,sym® f)>a(N)
avec
Xo(N):=#{f € H{(N) : L(1,sym*f) > a(N)} .
D’autre part,

(123) > Lsym’f)'= > L(1,sym’f)’ - >, L(1,sym’ f)"
FEH(N) fEH(N) fEHL(N)
L(1sym?f)>a(N) L(1Lsym®f)<a(N)

> Y L(,sym’f) — a(N) #H;(N).
fEHL(N)
On déduit de (122), (123) et (30) que
Xo(N) > Pa(N, O)#H;(N)
avec 9
(k—1)N 2 prE41 ¢
_ L(1 —a(N
e 3 et - a()
fEHL(N)
- L(1 2 20+1

fEHL(N)

tant que ce qui est a 'intérieur du carré est positif. Compte—tenu de (16) et du corollaire A, le
choix de

(kmNMﬂHnr“

) = "

conduit a I’existence d’une constante K > 0 telle que

M2
Py(N, ) > K—D.
My (2011)

pour tout £ < /log(3N). Compte—tenu de (8), on a

M2 /
eI 23V I (§_> _
M+(22+1) 10g£

Le choix de £ = [{log(3N)}¢] et la minoration a(N) > C [log, (3N)]* conduisent & la minoration
recherchée.

5. Preuve du théoréme C
D’apres (30), on peut écrire
(124) S L) = SN Y w()Lsym2n)2.
) 27_(_2 )

fEH(N) fEH(N)
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Dans (91), en déplacant la ligne d’intégration (1) & (—3), le théoréme des résidus implique
(125) L(1,sym*f)* = wi™ (@) — R(f,2)
ol i
R(f,z) := — L(s 4 1,sym? f)?T(s)2* ds.
2mi J-1y2)

En reportant (125) dans (124), on obtient

k-1
ST L(sym?f) = s N S w(hHwiP (@) + Ok (NIR))
FEHL(N) feHL(N)
olt
R = / w(f)L(s + 1,sym?f)?T'(s)z* ds.
(=1/2) FEHL(N)

De (31) on déduit

R < z7Y2N~1log(2N)] / Z |L(s + 1,sym2f)‘2 [T'(s)|dr.
(-1/2) ;5N
feH{(N)

Maintenant le lemme 7 permet de déduire

R <« N€x71/2/ |s°T(s)| dr < Neg=1/2,
(=1/2)

Donc on obtient

k—1
(126) > Llsmf)= 55N D w(fwp @) + 0 (N ).
FEHL(N) FEHL(N)

En utilisant le lemme 23 avec £ =2, on a

127 w( N () = SD(N)M(N)JrO L (NTlFEgl/2e g m1/24e )
(127) S el ) v o,

FEHL(N)
De (50) et (51), on déduit que

mg) :MX*M}*D(N)*D(N)*D(N),

d’ou

MY =c2°]] (1 - ]%) :

p|N

L’équation (127) devient donc

k-1 4
(128) SN Y w( Pt (@) = &(k — 1)(N) + Ocp (Nf:cl/“f + Nz—1/2+8)
fEH:(N)

avec
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En reportant (128) dans (126), on trouve

(129) > L(1,sym®f)

7T4

= 135k = DY(N) + Oc (Nsxl/“E + Nz_l/Q“) .

FEHL(N)

Le théoreme C résulte de (129) en prenant x = N.
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