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Depuis quelques décennies, avec l’émergence de la notion de développement durable, le 
respect de critères environnementaux, sociaux et économiques devient un maillon essentiel à 
considérer dans tous les domaines de la société, y compris dans celui du transport individuel 
et collectif. L’utilisation croissante des véhicules individuels depuis la seconde moitié du 
20ème siècle a eu pour conséquence une très forte augmentation des rejets de CO2 (dioxyde de 
carbone) dans l’atmosphère. En France, selon un rapport de la SNCF de 2007 [Mel07], les 
transports participent à plus de 20 % de l’émission totale de CO2, dont la moitié provient de 
l’automobile et principalement des véhicules individuels. L’augmentation du CO2 et des 
autres gaz à effet serre dans l’atmosphère induit un réchauffement global incontestable 
[Bru87], dont l’impact sur les activités se fait déjà sentir. Pour limiter les conséquences du 
réchauffement, le protocole de Kyoto préconisa la mise en place de mesures destinées à 
réduire les émissions polluantes, avec pour objectif une réduction de 5,2 % des émissions de 
CO2 jusqu’à 2012, par rapport à 1990 [PK98]. Parmi ces mesures, la question du 
plafonnement des émissions polluantes au niveau individuel a été introduite lors du sommet 
de Copenhague en décembre 2009 par un groupe de chercheurs de l’Université de Princeton. 
L’originalité de l’approche réside dans la proposition de fixer des objectifs par individu en 
fonction du niveau de richesse, partant du principe que les plus nantis sont également ceux qui 
polluent le plus. L’idée est de traiter de manière égale les individus ayant le même taux de 
pollution et ce, où qu’ils vivent.  
 
Outre les enjeux environnementaux, l’augmentation de l’utilisation des véhicules individuels 
pose aussi le problème de la consommation des énergies fossiles. En particulier, le pétrole est 
à l’origine de 38% de la consommation mondiale d’énergie, dont 48% est utilisé directement 
dans les transports [Hel05]. Le pétrole est une ressource non-renouvelable : selon les analyses 
de l’Association for the Study of Peak Oil (ASPO), le pic pétrolier mondial (en termes de 
production) sera ou serait atteint vers 2010-2015 [Rod08, Hir05]. Ainsi, la production de 
pétrole va diminuer à partir de ce pic, jusqu'à épuisement. Cependant, dans le même temps, la 
consommation mondiale de pétrole va continuer à augmenter jusqu’en 2030 [Weo08]. Au 
final, bien que les prévisions divergent sensiblement selon ces analyses, le pétrole risque donc 
d’être épuisé au début du siècle prochain. 
 
Sur le plan des transports, la raréfaction du pétrole va nécessiter la mise en place de stratégies 
alternatives destinées, soit à remplacer le pétrole, soit à réduire sa consommation globale. 
Actuellement, l’utilisation de sources d’énergie propres et renouvelables n’en est qu’au stade 
embryonnaire. Ainsi, le Brésil a mis en place une stratégie de remplacement partiel par les 
biocarburants (éthanol) [Dou06] qui assure de fait une autosuffisance depuis quelques années. 
D’autres pays semblent vouloir suivre le même processus. Cependant, la solution des 
biocarburants présente des défauts importants, notamment dans l’appauvrissement de la 
biodiversité, la réduction des surfaces agricoles vivrières, le processus-même de production et 
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le fait que cela ne résolve pas les problèmes de pollution et de congestion des réseaux. Les 
autres solutions de remplacement du pétrole (véhicules électriques, hybrides, piles à 
combustible, notamment) ne sont pas encore suffisamment matures. Ainsi, la recherche d’une 
réduction de la consommation globale est-elle une alternative valide, qui peut être à même de 
compenser le délai d’obtention d’une solution de remplacement, les deux approches, 
réduction et solution alternative, pouvant d’ailleurs coexister. 
 
Enfin, au niveau du transport urbain, le flot actuel des véhicules a également de nombreux 
impacts négatifs : congestion sur les grands axes, durées de transport croissantes, pollution 
sonore, dégradation des édifices, coût d’entretien de l’infrastructure et limitation des 
disponibilités de stationnement, entre autres. 
 
Dans cette optique, plusieurs stratégies gouvernementales ont été mises en place pour 
renforcer la protection de l’environnement : taxe à l’achat, taxe sur les carburants et 
prochainement taxe carbone. Parallèlement, des réflexions et des études sont en cours pour 
repenser le transport, notamment urbain, et apporter de nouvelles solutions dans le monde de 
la mobilité. Cela induit une évolution accompagnant un double mouvement de la société, à la 
fois sociétal et technologique, se servant de l’essor des nouvelles technologies pour favoriser 
l’émergence des nouveaux modes de transport. 
  
,	������	�
���������

L’évolution sociétale de la mobilité est motivée par la notion de développement durable. Elle 
concerne à la fois l’évolution des véhicules et l’organisation de la mobilité, afin de prendre en 
compte les enjeux environnementaux et sociaux. Elle se focalise sur trois préoccupations :  

-� la consommation d’énergies non-renouvelables, conduisant à terme à l’épuisement des 
ressources fossiles ; 

-� le réchauffement climatique, conséquence d’une émission excessive de CO2 ; 
-� la congestion des trafics urbains et la saturation de l’infrastructure de transport. 

 
Avec l’objectif de diminuer le nombre de véhicules circulant quotidiennement dans un réseau 
de transport et de réduire la consommation de carburant et l’émission de CO2 par les véhicules, 
les innovations ont porté sur de nouveaux services et de nouvelles catégories de véhicules. Au 
niveau des services, les applications émergentes sont motivées par la volonté d’introduire de 
nouvelles formes de partage des véhicules. Elles se traduisent par l’utilisation de nouveaux 
types de véhicules consommant peu ou pas d’énergie fossile : vélos, véhicules électriques, 
véhicules hybrides, etc. Les défis à la conception de ces applications portent sur les critères 
suivants :  

-� le niveau de mutualisation induit au niveau des utilisateurs et du système ; 
-� la flexibilité et la réactivité dans un contexte de temps-réel ou quasi-réel ; 
-� la sûreté de service, tant du point de vue des usagers que de la supervision ; 
-� la viabilité en termes économiques de l’offre de service ; 
-� l’attractivité au niveau des usagers. 

 
L’importance prise par ces enjeux sociétaux tend enfin à pousser de plus en plus les acteurs 
publics à s’impliquer fortement dans la mise en œuvre de ces nouveaux services de transport. 
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L’évolution technologique de la mobilité se fait selon deux tendances. La première tendance 
correspond à l’évolution de la technologie des véhicules automobiles pour satisfaire deux 
exigences : d’une part en termes écologiques, pour respecter des normes de plus en plus 
strictes, et d’autre part en terme de robotique pour disposer de véhicules autonomes ou semi-
autonomes. Sur le plan écologique, le recours à des énergies relativement propres et durables 
(énergies renouvelables, avec peu ou sans pollution de l’air, comme l’électricité, l’hydrogène, 
l’énergie solaire, etc.) est quasiment incontournable. Le développement de transports 
autonomes nécessite une profonde réorganisation de l’architecture des systèmes embarqués 
(pilotage de façon automatique, avec peu ou pas d’intervention humaine pour effectuer les 
missions de transports). 
 
La seconde tendance correspond à l’utilisation croissance des STIC (Sciences et Technologies 
de l'Information et de la Communication) dans la gestion de la mobilité : les dispositifs de 
guidage et de géolocalisation (pour le suivi et la supervision des véhicules), les systèmes de 
communication mobile (à courte ou longue portée), les systèmes embarqués (en temps-réel ou 
légèrement différé), les systèmes d’information (centralisés ou répartis) et les technologies 
web (facilitant l’interaction de services dédiés) sont autant d’éléments permettant le 
développement d’offres de transport autonomes ou semi-autonomes. 
 
����������
����
������
��������
�����

L’accumulation technologique dans ces différents domaines au cours de la dernière décennie 
rend techniquement réalisable la création de nouveaux services de transport et de nouveaux 
modes d’organisation de la mobilité. Par ailleurs, ces services peuvent aussi à leur tour 
motiver la réflexion sur l’évolution des nouvelles technologies.  
 
Cette évolution technologique et sociétale entraîne donc des innovations fortes en matière de 
mobilité. A ce niveau, plusieurs systèmes sont actuellement en cours d’expérimentation, 
certains étant déjà opérationnels et implantés au cours des dernières années dans les réseaux 
de transport urbain ou rural. On peut citer à ce titre :  

-� les dispositifs de type �������	
��� dans certaines grandes villes de France et 
d’Europe : Vélo’v à Lyon, Bicing à Barcelone, Vélo’+ à Orléans, Vélomagg’ à 
Montpellier, Vélib’ à Paris, etc… 

-� des systèmes de transport à la demande, suite à l’expérience fondatrice de TELEBUS à  
Berlin à partir de juin 1995. Plus de 100 minibus sont ainsi utilisés pour le transport de 
25000 usagers abonnés (personnes handicapées), et 2000 demandes sont traitées par 
jour. [Bor97] 

-� le projet Communauto, développé en 1994 au Canada, où près de 6000 abonnés se 
partagent une flotte de quelque 300 véhicules ; en 2009 après 15 ans d’existence, le 
système est constitué d’environ 360.000 abonnés et 8000 véhicules partagés ; 

-� le système Lilas à Lille, créé en février 2007, permet la réservation de véhicules pour 
des abonnés utilisant le téléphone ou Internet, et offre la possibilité de trajets 
intermodaux. En septembre 2009, le système compte 1000 adhérents pour 25 voitures ; 

-� les systèmes Modulauto (Montpellier) et Mobility (Suisse). Pour ce dernier, 1700 
véhicules de 8 catégories différentes sont mis à disposition de 55.500 clients répartis 
sur 1000 emplacements dans toute la Suisse. L’expérience montre que 80% des 
réservations se font par le biais de canaux virtuels, dont 65% par Internet [Mcs03] ; 
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-� les systèmes CityCarClub (Grande-Bretagne), I-GO et ZipCar (Etats-Unis) et 
CambioStadt (Allemagne). Ce dernier a connu une croissance de 43 % du nombre de 
ses utilisateurs entre 2002 et 2005 ; 

-� le système Praxitèle est le fruit d’un consortium impliquant CGEA, Renault, Dassault 
Electronique, EDF, l’INRIA et l’INRETS. Praxitèle a été expérimenté à St-Quentin-
en-Yvelines d’octobre 1997 à juin 1999, avec 50 véhicules et 5 parkings. Il est 
considéré comme le premier système de location en libre service utilisant les 
technologies de l’information et de la communication ; 

-� le système Liselec a été créé en 1999 à La Rochelle par les trois partenaires PSA 
Peugeot Citroën, VIA GTI et Alcatel CGA Transport. Il offre pour ses abonnés la 
possibilité de louer des voitures électriques disponibles en libre service ; 

-� Le système Autolib’ (Paris) a été mis en route fin 2011. Il doit atteindre 
progressivement 2000 voitures et 7000 stations. 

 
Un point commun entre tous ces systèmes émergents est qu’ils reposent sur le concept de 
véhicule partagé, que ce soit au niveau individuel ou collectif. Il semble que ce concept soit 
une tendance lourde dans la mobilité, lequel deviendra sans doute une thématique centrale 
lorsqu’on se penchera sur les perspectives des services de transport collectifs / individuels 
futurs.    
 

��� ������	���	��������	����������
 
D’après une synthèse de l’Agence européenne pour l’environnement (AEE), une voiture est 
inutilisée pendant 92 % de sa durée de vie. Elle ne transporte en moyenne que 1,2 personnes 
par voyage. Cette situation induit un gaspillage important, tant sur le plan économique que sur 
le plan environnemental. De plus, elle a des conséquences fortes sur l’utilisation de l’espace 
urbain. Le véhicule partagé est une réponse possible à ces préoccupations. Il consiste à créer 
de nouvelles formes de services en partageant l’utilisation de véhicules à la manière du 
covoiturage ou de l’auto-partage. On souhaite ainsi faire profiter un groupe de passagers d’un 
même véhicule pour un trajet (covoiturage), ou laisser un véhicule à la disposition de 
plusieurs utilisateurs successifs (auto-partage). Le concept de véhicule partagé peut aussi 
impliquer le recours aux véhicules consommant peu ou pas d’énergie fossile, comme par 
exemple le vélo et les véhicules électriques ou hybrides. Il peut également impliquer 
l’utilisation de véhicules autonomes. L’avantage de telles approches est qu’elles ne 
nécessitent pas une remise en question importante de la problématique du transport des 
individus, que ce soit en milieu urbain ou rural. 
 
Nous allons nous intéresser plus particulièrement à trois catégories de systèmes associés au 
partage de véhicules de manière collective ou/et individuelle : 
 
.��������	��$��/�����$����	�������	��0�

Son principe repose sur l’utilisation d’un même véhicule par un groupe de passagers, dans le 
but de leur faire partager une partie du trajet du conducteur. Il permet aux utilisateurs 
d’économiser des dépenses liées au déplacement, et fournit ainsi une solution « simple » à 
l’augmentation de la pollution et à la congestion du trafic. Cette solution est considérée 
comme simple, car elle ne remet pas en cause fondamentalement la structure de transport. 
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Dans le cas général du covoiturage, il est proposé à un conducteur de partager sa voiture avec 
d’autres passagers. Une partie des frais (carburant, péage) est également partagée. Notons que 
l’autostop, aujourd’hui en perte de vitesse, correspondait aussi à cette approche. Les 
différences par rapport au covoiturage reposent sur le caractère non planifié du service et sur 
la gratuité pour le passager. 
 
On peut distinguer deux formes de covoiturage, en fonction du type de trajet effectué : 

-� régulier : le covoiturage est associé à une activité récurrente des passagers, comme 
aller au travail, à l’école, etc. ; 

-� occasionnel : il est associé à des événements occasionnels, comme un voyage, une 
rencontre sportive, etc.  

 
Les systèmes utilisant le covoiturage se sont développés depuis les années 80. Ils ont été 
initialement proposés par des associations. Puis, grâce au développement des technologies 
autour d’Internet, de nombreux sites web (essentiellement gratuits) ont été mis en place pour 
faciliter cette pratique de transport. Le covoiturage s’étend actuellement un peu partout dans 
le monde. Il existe plusieurs formes d’organisation des systèmes de covoiturage : 

-� associative : soutenue à la base par les associations (par exemple Communauto) ; 
-� individuelle : développée par un réseau de personnes ou à l’aide de portails Internet. 

 
Le covoiturage a été fortement encouragé par les collectivités et autorités dans certains pays, 
surtout en Amérique du Nord, où plus de 4000 kilomètres de voies, répartis sur plus de 30 
villes, sont aujourd’hui réservés aux véhicules à occupation multiple. De nombreuses aires de 
stationnement sont réservées aux véhicules assurant du covoiturage dans ces villes. En France, 
certaines collectivités réfléchissent à des formes d’incitation financière ou fiscale, sous-
tendues par des mécanismes de traçabilité. 
 
 
.�����������1�������
�������/�����$����
������	��
0�

Les systèmes de transport tombant dans cette catégorie ont un caractère individuel. Dans un 
tel système de véhicules partagés, l’utilisation d’un véhicule est réservée à plusieurs 
utilisateurs, successifs ou simultanés, selon une procédure de prise en charge simplifiée par 
rapport à la location traditionnelle. Ces systèmes introduisent la notion de véhicule individuel 
partagé, dont l’idée principale est de permettre à des utilisateurs l’accès à des véhicules qu’ils 
ne possèdent pas. Les usagers ont donc accès à une flotte de véhicules dont le coût 
d’utilisation est associé à la distance parcourue ou à la durée de location. La conception de ces 
systèmes est dite « nouvelle » ; parce qu’elle diffère du système classique de location de 
véhicules sur plusieurs points :  

-� le mode d’identification : un client est identifié de façon préalable par un abonnement 
hebdomadaire, mensuel ou annuel. Ainsi, seuls les abonnés ont accès au service ;  

-� le mode de location : la réservation d’un véhicule est simplifiée et performante. Les 
véhicules sont mis en libre service et accessibles 24h/24 et 7j/7 ; 

-� le mode d’utilisation : le système offre plusieurs points de prise et de rendu des 
véhicules, afin de faciliter et d’optimiser l’accès au service par les clients. 
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Les systèmes peuvent également être classés selon le type de véhicule mis à disposition :   

-� Auto-partage : on met en location de courte durée des voitures ; 
-� Vélo-partage : on met à disposition des vélos. Certains dispositifs expérimentaux 

proposent même le service gratuitement (Cyclocity en Espagne). 
 
Le premier système correspondant à cette définition est apparu en Suisse en 1987, puis, cette 
nouvelle catégorie de systèmes s’est répandue dans plusieurs pays. Cependant, elle a été 
essentiellement développée dans les pays de l’OCDE, en Amérique du Nord, en Europe et au 
Japon. 
 
En France, la location à libre partage a été réellement développée à partir de la fin des années 
1990. Dans les dernières années, plusieurs extensions ont même été mises en place dans une 
vingtaine de grandes villes françaises, en particulier Paris (Caisse-Commune sur l’auto-
partage et Vélib sur le vélo-partage, voir la Figure 1) et Lyon (Autolib’ sur l’auto-partage et 
Vélo’v sur le vélo-partage). 
 

    
(a) un site de service du Vélib à paris  (b) une camionnette de redéploiement 

Figure 1 : Système de location de vélo en libre service 
 
2����
�������	���������������������
����������
	������

À partir des deux formes précédentes (covoiturage et location à libre service), une nouvelle 
catégorie de systèmes est en cours de développement. Elle repose sur l’intégration des 
derniers développements au niveau des technologies de la mobilité : ces systèmes sont conçus 
autour de véhicules électriques et autonomes. Ils sont portés par des services de transport 
individuels ou semi-collectifs gérés par des systèmes d’information appropriés. Plusieurs 
projets, reposant sur le concept de VIP (Véhicules Individuels Publics), sont en train 
d’émerger : les projets Cristal en France, PRT (Personal Rapid Transit) en Grande-Bretagne 
et CTS (Cybernetic Transport System) en Italie, etc. Outre la mise en œuvre de nouvelles 
formes de transport, ces projets favorisent également les innovations en matière de moyens de 
transports en commun aptes à compléter les systèmes de transport existants.  
 
Dans le principe, les systèmes VIP sont accessibles par le biais de stations ouvertes en tout 
temps. La location s’effectue simplement à l’aide d’une carte d’identification électronique. 
Les stations sont implantées essentiellement sur les points stratégiques du tissu urbain : 
aéroports, gares, quartiers commerçants, zones d’activités ou de loisir, etc... Une particularité 
du système VIP est d’impliquer des véhicules autonomes ou semi-autonomes. Ceci permet de 
décliner des services en deux modes : 

-� Un mode libre-service (individuel) : ce mode répond à des déplacements individuels 
de façon ponctuelle ou instantanée. Dans le cas ponctuel, il permet à un utilisateur de 
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faire venir un véhicule à un endroit précis à une date convenue (dans un périmètre de 
service défini) en utilisant un portail de requête distante, que ce soit via Internet ou par 
téléphone (on parle alors de ����
����� 1����������� ). Dans le cas instantané, 
l’utilisateur se rend directement sur une station et loue directement un véhicule, sans 
passer par une réservation (on est alors dans la ���������1�������
������). Un véhicule 
répond en principe à un usage individuel. On peut également considérer une utilisation 
simultanée par plusieurs personnes (on entre alors dans le cadre de la �	�	���
�����).  

 
-� Un mode navette (collectif) : il répond à des demandes de déplacement planifiées 

(événement culturel ou sportif, transport de personnes handicapées, services 
spécifiques). Plusieurs véhicules peuvent être alors assemblés pour former un convoi. 
La capacité du convoi est flexible par attelage des véhicules, de façon à répondre à la 
demande réelle. Dans cet usage, une navette participe à une offre de type transport en 
commun. 

 
Les véhicules sont « intelligents », grâce à un micro-ordinateur embarqué qui analyse toutes 
les informations recueillies par des capteurs (optique, sonore ou laser) et qui prend des 
décisions pour le micro-pilotage (par exemple, évitement d’un obstacle sur la route). La 
décision de routage est, quant à elle, prise par le système de gestion global. Les véhicules 
peuvent communiquer via un réseau mobile et se suivre automatiquement par guidage 
électronique. L’un des véhicules autonomes les plus connus en France est le 
CyCab développé par l’INRIA/Robosoft (Figure 2). 

                     
Figure 2 : Véhicule CyCab (CyberCars)  

 
Le CyCab est un véhicule concept conçu en 1998 par l’INRIA. Il est destiné au futur système 
de transport urbain. C’est un petit véhicule électrique, de la longueur d’un vélo. Il ne possède 
pas de volant et est entièrement contrôlé par des systèmes d’information embarqués. Après 
une dizaine années de développement, le CyCab va enfin apparaître dans les villes en 2011. 
[Web1]. Parallèlement aux véhicules, un système de gestion globale des véhicules autonomes 
doit posséder trois blocs de fonctionnalités : la partie réservation permet un accès simple et 
rapide au système, la partie gestion est chargée de l’affectation des demandes aux ressources 
et du calcul des routes, et la partie transport est composée des véhicules autonomes pour la 
réalisation des trajets et la micro-gestion du transport. La Figure 3 illustre un exemple d’un tel 
système. 
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Figure 3 : Schéma d’un système CyCab   
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Ces systèmes sont en cours de développement. Ils doivent faire face à des problèmes dont les 
solutions n’ont pas encore été éprouvées par la réalisation, l’installation et la mise en 
application. L’enjeu scientifique est de parvenir à concevoir et introduire dans les systèmes 
des outils de contrôle et de gestion :  

-� outils de contrôle : des dispositifs électroniques ou des programmes d’aide à la 
gestion du trafic et de la flotte de véhicules qui permettent de suivre et de contrôler 
en temps-réel une flotte de véhicules (supervision, communication embarquée, 
localisation, autonomie partielle) 

 
-� outils gestionnaires : des outils/logiciels décisionnels qui permettent d’assurer la 

qualité de service et le contrôle des coûts. Il s’agit ici d’assurer l’affectation des 
demandes aux véhicules, le routage des véhicules et le repositionnement efficace 
de la ressource « véhicules » (anticipation des demandes, planification de parcours, 
allocation des charges de véhicules/stations), de manière à assurer à la fois la 
mutualisation et les acheminements rapides. 

 
Les problèmes concernant la construction des outils gestionnaires font partie de la Recherche 
Opérationnelle (aussi appelée aide à la décision) et de l’Optimisation Combinatoire (routage, 
allocation de charges, etc.). Parmi ces problèmes, on s’intéresse plus spécifiquement au 
problème de « Redéploiement de Convois », qui consiste à déterminer quand et comment 
effectuer la redistribution des ressources, tout en respectant des critères/contextes applicatifs. 
Cette question concerne deux niveaux de décision : le premier niveau concerne la décision sur 
les conditions de la mise en œuvre du redéploiement (quand), le deuxième niveau traitant de 
la stratégie de redéploiement (comment). Quant aux solutions à ce problème, elles doivent 
être fournies de manière rapide, de façon à pouvoir s’intégrer dans un contexte de temps-réel. 
La recherche des solutions à ce problème est l’objet principal du présent travail de thèse.  
  

��� �	��������	������ ���	��������	�
 
&4���.�
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Le problème qu’on nommera « Problème du Redéploiement de Convois » (PRC) peut être 
défini comme suit : soit un réseau de transport urbain, qui peut être constitué d’un cœur 
d’agglomération ou d’une zone périurbaine. Ce réseau constitue une forme de « boucle 
d’accès local » à un réseau de transport public à haute capacité utilisant par exemple le train, 
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le métro ou le tramway. On considère un opérateur (collectivité, syndicat mixte, société privée) 
chargé de la gestion d’une flotte de véhicules peu ou pas polluant (véhicules électriques, vélos, 
etc.). Un ensemble de clients abonnés peuvent emprunter ces véhicules sur des points de 
service, puis les utiliser et, enfin, les rendre sur des points de services (pas forcément les 
mêmes que les points d’emprunt). Ces véhicules sont munis d’une balise qui permet leur 
identification et leur localisation. Ils peuvent être déplacés par lots dans certaines conditions. 
C’est le cas, évidemment, des véhicules deux roues (vélos). C’est aussi celui de véhicules 
autonomes, lorsqu’ils sont à même d’être intégrés sans chauffeur dans des convois sans fils 
formés de véhicules similaires. Le PRC appartient à la classe des problèmes NP-complet. Il 
possède certaines caractéristiques des « problèmes de tournées de véhicules », mais il diffère 
de ce problème par plusieurs points particuliers qui le rendent plus difficile à traiter.  
 
Dans le PRC, le pilotage de la flotte met en jeu le processus suivant : à un instant t donné, 
l’état de la répartition des véhicules sur les points de service justifie leur redéploiement, afin 
de mieux servir la demande. Cela correspond, le plus souvent, à un déséquilibre apparu ou 
allant apparaître sur la disponibilité des véhicules : soit il n’y a plus ou pas assez de véhicules 
pour fournir sur certains points (points de déficit), soit il y en a trop (points d’excès). Le 
redéploiement est réalisé par des agents qui « collectent » les véhicules sur les points en excès, 
constituant des lots, puis les « livrent » aux points en déficit. Ces lots sont susceptibles 
d’évoluer au cours du redéploiement, en particulier par l’échange des véhicules entre convois 
en différents points de relais. Le processus de redéploiement se termine à un instant t+�, � 
étant la durée du processus, avant éventuellement un nouveau redéploiement.  
 
Les difficultés qui apparaissent lors de la mise en œuvre de ce processus de pilotage peuvent 
être distinguées de la façon suivante, donnant lieu à autant de sous-problèmes :  

-� Le « Problème du Plan de Redéploiement » (PPR) : il correspond à la planification des 
opérations de redéploiement des véhicules et à l’évaluation des performances, posé du 
point de vue statique. Dans ce contexte, on ne tient pas compte de l’évolution des 
informations pendant la durée du redéploiement. À l’intérieur de la fenêtre temporelle 
[t, t+�], les véhicules sont redistribués par les agents « tracteurs », en forme de lots ou 
de convois. Un agent représente ici un chauffeur ou un véhicule tracteur, selon le type 
d’objet à réorganiser. Au fil des routes suivies par les agents, les lots de véhicules 
peuvent être assemblés ou désassemblés, de façon à réduire le coût de redéploiement. 
Ce coût inclue le nombre d’agents « tracteurs » mis en jeu, la longueur des trajets 
effectués et la fréquence des opérations de redéploiement. Par ailleurs, les objectifs du 
redéploiement sont associés à une analyse probabiliste de la demande d’accès au 
système, ce qui renvoie à une optimisation par rapport à un critère de robustesse et 
permet d’intégrer une notion de qualité de service. 

 
-� Le « Problème de la Mise à jour du Plan de Redéploiement » (PMPR) : ce sous-

problème correspond, lui aussi, à la planification des opérations de redéploiement, 
mais il traite le point de vue dynamique. À un instant t’ dans la fenêtre de temps [t, t+ 
�], le système de supervision peut prendre connaissance de modifications de la 
disponibilité des véhicules sur un point de service. Il doit alors prendre en compte ces 
changements pour ajuster le plan de redéploiement en cours, dans un contexte en 
temps réel ou en léger différé. Ceci induit une modification sur le chemin des trajets 
d’agent et sur l’état des opérations sur des points de service. Dans certains cas, le 
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PMPR peut être considéré comme une séquence de problèmes « statiques » (PPR) qui 
possèdent des durées de redéploiement � relativement courtes. Ainsi, dans le cadre du 
transport de fret, il n’existe aucune continuation pour les objets transportés : un objet 
peut être livré sur un site quelconque qui en a besoin, cela signifie qu’il permet le 
changement de destination des objets après une nouvelle mise à jour du plan. 
Évidemment, ce n’est pas le cas pour le transport des personnes. De manière générale, 
le PMPR est un problème de décision impliquant des contraintes sur le délai de 
réponse et sur la prise en compte de signaux ; ainsi, peut-il être classé dans la 
« Recherche Opérationnelle embarquée ».  

 
-� Le « Problème du Déclenchement du Redéploiement » (PDR) : il porte sur 

l’identification des conditions de lancement du processus de planification. Le PDR 
peut être définit comme suit : à un instant donné, à partir de l’information sur la 
répartition géographique et sur la demande à venir en véhicules (à l’aide d’hypothèses 
probabilistes ou d’un modèle de simulation), on cherche à savoir s’il est nécessaire ou 
désirable de procéder au lancement du processus. Une telle décision repose, pour 
partie, sur un système de règles de décision pour s’intégrer dans une réponse temps-
réel. L’identification doit se faire à partir des informations disponibles sur la 
répartition des disponibilités et des demandes d’accès au système. Elle doit donc 
s’appuyer sur un dispositif de collecte des données de géo-localisation qui permette la 
traçabilité du parcours des véhicules. Elle doit aussi pouvoir être validée et évaluée en 
termes de performances à partir d’une simulation à événement discret de l’ensemble 
du système. 

 
-� Le « Problème de la Robustesse du Plan » (PRP) : il est directement associé à la 

modélisation des critères de performances, dans le sens que l’un d’entre eux doit 
porter sur la sûreté du système, et tendre dès lors à découper les parcours et les 
acheminements de la façon la plus simple possible. La sûreté se définit comme la 
capacité à assurer le bon fonctionnement du système de transport en minimisant les 
opérations complexes, telles que la synchronisation et le transbordement (chargement, 
déchargement, croisement complexe). Moins le redéploiement nécessite de telles 
opérations, moins il est susceptible d’être sujet à retard ou à aléa. La modélisation 
d’un tel critère de sûreté est complexe, car elle débouche à priori sur des phénomènes 
non linéaires résultant de la résolution de problèmes d’Optimisation Combinatoire. 

 
-� Le dernier sous-problème posé est lié aux conditions périphériques et contient deux 

parties, la première consistant principalement à assurer le pilotage informatique (de 
façon autonome ou semi-autonome). A ce niveau, les difficultés sont liées à 
l’architecture du service et de la plate-forme informatique de suivi et pilotage du 
système, laquelle met notamment en jeu des techniques de communication mobile, 
d’acquisition et de traitement de données via des réseaux de capteurs. Quant à la 
deuxième partie, elle concerne les systèmes d’information et de supervision qui gèrent 
la flotte des véhicules et elle aborde en particulier les questions de dimensionnement 
des services de véhicules, d’infrastructure de suivi et de maintenance des véhicules, de 
pilotage informatique, de sécurisation des véhicules et de planification des activités 
dans le service.  
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Les deux sous-problèmes (PPR et PMPR) peuvent être regroupés dans le problème dit 
« Problème de la Robustesse du Plan » (PRP), qui concerne un point de modélisation 
particulier, dérivant de la possible utilisation de véhicules automatisés, et sera donc traité 
comme une extension des deux premiers sous-problèmes. Le sous-problème (PDR) relève de 
la décision en environnement aléatoire. Il sera traité ici de façon empirique, sachant qu’une 
partie de la difficulté concerne l’acquisition des données. La Figure 4 indique le schéma 
hiérarchique des relations entre ces problèmes : 
 

 
Figure 4 : Schéma hiérarchique des problèmes liés à la construction des outils  

 
 
3.2�Les problèmes d’optimisation combinatoire au cœur de la thèse 

Nous nous intéressons plus spécifiquement au traitement des deux premiers sous-problèmes 
(PPR et PMPR) présentés dans la section précédente. Le traitement de ces deux sous-
problèmes relève, comme précisé plus haut, de la Recherche Opérationnelle, et plus 
particulièrement de l’Optimisation Combinatoire. Nous nous intéressons dans un premier 
temps au traitement du PPR par plusieurs approches possibles (exactes comme approchées), 
comme par exemple celles utilisées pour les problèmes de tournées de véhicules de type 
CVRP (Capacitated Vehicle routing Problem) ou GPDP (General Pickup and Delivery 
Problem), en considérant les diverses caractéristiques comme le passage multiple ou encore 
l’échanges d’objets sur un point de service durant le redéploiement. Ces caractéristiques 
peuvent être s’appliqués à des différentes situations.  

Le PPR concerne ici donc un ensemble de problèmes de tournées et d’allocation de charge 
assez complexes, en combinant les différentes caractéristiques. Nous utilisons ici un 
quadruplet (nombre de transporteurs, charge initiale, type d’accès, transfert d’objets) pour 
caractériser les variantes du PPR, dont les éléments sont définis comme suit : 

-� nombre de transporteurs : nombre de transporteurs (pilotes par exemple) disponibles 
pour effectuer le redéploiement ; 

-� charge initiale : possibilité d’avoir une charge initiale d’un transporteur lorsqu’il part 
du dépôt ; 

-� type d’accès : nombre d’accès sur un site de services ; 
-� transfert d’objets : autorisation de l’échange d’objets sur un site.     

Nous considérons d’abord le Problème de la Planification du Redéploiement de Véhicules 
partagés (PPRV) qui est décrit par (multi-transporteurs, avec charge initiale, mono-accès, sans 
transfert d’objets) comme la version de base du PPR. Le PPRV est cohérent à un problème 1-
PDP (One-commodity Pickup and Delivery Problem [Hos10a]) dans la littérature. Nous avons 
aussi les variantes comme : 

-� PPRV-Sans Charge Initiale (PPRV-SCI) : (multi-transporteurs, sans charge initiale, 
mono-accès, sans transfert d’objets) ; 



Section 4 - Contenu de la thèse 

12 
 

-� PPRV avec Passage Multiple (PPRV-PM) : (multi-transporteurs, sans charge initiale, 
multi-accès, sans transfert d’objets) ; 

-� PPRV avec transfert (PPRV-T) : (multi-transporteurs, sans charge initiale, multi-accès, 
avec transfert d’objets) ; 

Au point de vue dynamique, nous avons aussi le PPRV Dynamique  (PPRV-D) qui relie le 
PPR et le PMPR. La Figure 5 illustre la hiérarchie des problèmes considérés. Le détail sur ces 
variantes sera présenté dans le chapitre 2.  

Problème de la Robustesse 
du Plan (PRP)

Problème du Plan de 
Redéploiement (PPR) 

Problème de la Mise à jour du 
Plan de Redéploiement (PMPR) 

PPRV

PPRV-SCI

PPRV-PM

PPRV-T

PPRV-D

 
Figure 5 : Schéma hiérarchique des problèmes d’optimisation combinatoire 

 

!�� ����	����	��������	�
 
Dans le cadre de la thèse, on se préoccupe essentiellement du traitement des problèmes liés à 
la gestion d’un système de transport en libre service. On s’intéresse à une flotte de véhicules 
partagés pouvant être déplacés par lots. Ceci concerne principalement les véhicules deux 
roues (vélos) et les véhicules autonomes de type CyCab. Une grande partie du travail réalisé 
dans le cadre de la thèse a pour objectif la recherche de méthodes algorithmiques pour le 
problème PPR et ses variantes. 
  
La thèse est organisée en trois parties principales :  
 
La ��������������� est l’étude générale liée aux problèmes « proches » dans la littérature. Le 
��������� � correspond à l’état de l’art. Il regroupe les connaissances du domaine de 
l’optimisation du transport par flotte de véhicules selon deux approches. Dans un premier 
temps, on établit une liste des principaux problèmes connexes au sujet de recherche. On 
s’intéresse essentiellement aux problèmes de type « tournées de véhicules » (CVRP, GPDP, 
etc..) et aux problèmes de type multi-flots couplés dans les réseaux. Dans un second temps, on 
analyse les principales méthodes utilisées pour traiter ces problèmes : les méthodes exactes 
reposant sur une modélisation linéaire (mixte), méthodes approchées de type heuristiques et 
méta-heuristiques et les méthodes de recherche de flot dans un réseau. 
 
La ��	������������ de la thèse correspond à la présentation des problèmes abordés et à la 
modélisation de la version de base des problèmes : le PPRV. Elle comporte ensuite la mise en 
œuvre d’une méthode approchée de type route-first / cluster-second pour le PPRV.  
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Le ��������� � introduit la formalisation et la modélisation du «Problème de la Planification 
du Redéploiement de Véhicule» (PPRV) liée à la gestion de la flotte de véhicules partagés. Le 
modèle est basé sur le modèle de problème de collecte et livraison (PDP). Plus précisément, il 
formalise le PPRV comme un problème de collecte et livraison avec un type d’objets à 
transporter (1-PDP). Ce modèle est traduit sous la forme d’un programme linéaire mixte, puis 
est résolu à l’aide d’un solveur linéaire (Gurobi). Nous présentons des résultats sur de petites 
instances (de 20 à 40 nœuds), qui sont utilisés comme référence dans le chapitre suivant. 
 
Le ���������&�présente un schéma méta-heuristique pour traiter le PPRV. Cette méthode est 
basée sur l’hybridation de deux méta-heuristiques : ILS et VNS. Par ailleurs, deux espaces de 
solutions sont définis et utilisés : l’espace E1 des tournées géantes et l’espace E2 des solutions 
de trajectoires de transporteurs. L’opérateur de projection de E1 vers E2 est un algorithme de 
type SPLIT, tandis que la projection de E2 vers E1 utilise un algorithme de type 
concaténation. Le schéma méta-heuristique proposé est non-déterministe et repose sur une 
approche de type itératif. Au début de chaque itération, une tournée voisine est obtenue en 
appliquant une procédure de perturbation sur la tournée courante. La procédure de 
perturbation est dotée d’une sorte de liste tabou afin d’éviter l'exploration de zones de l'espace 
déjà explorées. Une tournée obtenue correspond à une séquence des clients à visiter. Elle est 
améliorée par les opérateurs reposant sur la relaxation de la contrainte de capacité (RCC) 
avant d’être séparée en plusieurs groupes (clustering) à l’aide de SPLIT. Les groupes de 
clients correspondent à une partition de l’ordre des clients initiaux, et chacun représente un 
trajet effectué par un transporteur. Ensuite, un processus de Recherche Locale est appliqué sur 
les groupes pour tenter d’améliorer la solution. Tous ces trajets sont concaténés pour définir 
un nouvel ordre de clients. Les itérations se terminent au bout d’un certain nombre 
d’itérations. Le résultat avec mono-véhicule est comparé à celui de la littérature, et pour le 
résultat avec multi-véhicules, nous le comparons avec celui obtenu dans le chapitre 2.     
 
La ����
����������� de la thèse correspond à la mise en œuvre des méthodes de traitement 
aux deux variantes : PPRV-PM et PPRV-T. 
 
Le ���������( aborde l’extension du PPRV avec Passage Multiple (PPR-PM). Cette variante 
est motivée par le cas où la capacité de transporteur est susceptible d’être plus petite que les 
demandes. Le passage multiple sur un site de service permet d'envisager qu’une demande de 
collecte/livraison puisse être divisée en plusieurs parties et chaque partie est susceptible d'être 
traitée par un transporteur différent. Nous proposons dans ce chapitre une méthode approchée 
de type « divide-first, route-second ». On divise d’abord les demandes en plusieurs parties 
dans un graphe auxiliaire, à l’aide d’un modèle d’affectation. On applique ensuite un schéma 
heuristique sur le graphe auxiliaire, et la solution obtenue est projetée sur le graphe initial. 
Lors de la création du graphe auxiliaire, le modèle d’affectation cherche une affectation 
d’objets de l’ensemble des sites « collecte » vers des sites de « livraison » en minimisant le 
coût associé. Un ensemble de couples offre-demande est obtenu en découpant la solution 
d’affectation avec un seuil d’affectation prédéfini. Nous utilisons les opérateurs 
d’amélioration de type «Remove-And-Reinsert» (RAR) basés sur les couples. Au niveau des 
résultats, nous comparons le résultat du PPRV-PM avec celui du PPRV, afin de mesurer la 
réduction apportée par la contrainte de passage multiple.  
 
Le ��������� � présente le travail sur le PPRV avec Transfert d’objets (PPRV-T). On 
commence par présenter un problème auxiliaire : le Problème des Flots Entiers Couplés 
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(PFEC), plus précisément, la version Acyclique du PFEC (PFEC-A). Dans le PFEC-A, on 
utilise deux flots : un pour représenter le déplacement des transporteurs (flot noté F) et un 
autre correspondant au routage des ressources « véhicule » (flot noté f). Ces deux flots sont 
couplés par une contrainte de capacité. Nous proposons une modélisation du PPRV-T comme 
PFEC-A posé sur un réseau dynamique. Ce modèle intègre un mécanisme de synchronisation 
entre des transporteurs. Par contre, il reste statique, dans le sens où l’information n’évolue pas 
durant le redéploiement. Le réseau est dynamique, au sens où ses nœuds sont des copies des 
sommets indexés sur le temps. Dans une méthode basée sur une telle modélisation, on cherche 
donc à acheminer les deux flots sur un réseau dynamique en minimisant le coût total de 
transport. Nous proposons une heuristique dont l’idée est inspirée d’un schéma basé sur la 
décomposition de Benders. À chaque étape, on applique un algorithme de type primal-dual 
qui permet de redistribuer le flot f connaissant le flot F, tout en minimisant le coût de 
transport. En l’absence de base de comparaison avec des résultats de la littérature, nous 
comparons avec les résultats du PPRV-PM. 
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� � ���� ≥ �$�                     �∉&�∈& ∀' ⊆ �\{0}, ℎ ∈ ', � = 1, . . , � (1.5)
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.��/�5!	���	����������	���������F�������	�*���E�0�	��	80H�	��	��	!���	��.���6�	�0�	��	0�	�
���1��	E�0�	��	0�	��	����������	��0�	�80����������/;	���7������.���	�F����	�����6�����0��0��1��.?	�
���	������!.�	��� = (�, �)�80�������	��� ��	��	!/�	��	���!!	�� � = {0, . . , -}F�&	���!!	��9�
�	.���	��	� �	���.X�E� 	�� �	�� ��!!	����0!��������	�:�7��� �	.���	��	��� ��	��	!/�	��	�� ���	���F�
�?�80	���!!	��� ∈ �\{0} ������	�7����80��������	��	!���	����Y�� > 0������	���0����!!	��
�	� ����	��	E�� < 0������F�%�� ������5�	� 80	� ��� ��!!	� �	�� �	!���	�� 	��� �0��	F� &�	��	!/�	�
�	����!!	���	����������.����	���	0B�1��0.	��
��	�1��0.	��	�����	��	�=�����/>�	���	�1��0.	��	�
���������� =�����8>F� ����� �	� *���E� ��� �����	� �	� �	�� �	0B� 1��0.	�� 	��� ��	���80	� =|/| = |8|>�
.0��80�0�� ��!!	�� ���1��	� 	��� ��0.��� 7� 0�� ��!!	�� �	���������� .��� 0�	� �	80H�	F� ��0�� 0�	�
�	80H�	�9,�������!!	�����1��	��	����0��������	�1��0.	�/�=�����/:>�	��������!!	���	����������
	��� ����� �	� 1��0.	�8 =�����8:>F�%�� �� ����� 0�� ��!/�	� ������ �	�|/| =�0�|8|>� �	80H�	�� ����� �	�
*���F�&�	��	!/�	��������	��������
�� = {(�, �} | ∀�, � ∈ �, � ≠ �}F��?�80	�����(�, �)�	�����������
7� 0�� ��W�� �	� .����0��� ���"��1���6� =.�0�� 0�� ��?��0�	��> 
��� F� ��� 	��	!/�	� �	�� ���?��0�	��
=�0!������ �	� -� +  �>� ?�!�15�	�� ����� ���.���/�	�� �0� ��.X�E� �?��0�� �� 0�	� ��.������,F� ���
��?��0�	�.	0�� 	66	��0	�� �0�.�0��0�	� ��0���	F� ��0��0�	� ��0���	 �E� ������	�8����	��	!/�	��	��
��!!	���7������	�E�	��'� 	������.����	���	��	!/�	��	����!!	�����;7���������7�0���������������F�
&	�*���� �	�.	��	� ������ 
�∑ � = 0�∈;? �	��∑ � ≤ ��∈&? F�&	�*�����?	��?	� 7����	�!��	���	��
��0���	��	���	�.	�������	�����������	���0�����	��
�
�
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�
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����������������0�	E����.�0.�����	��6��!0���������������	���0�*����0�����	����	�������/�	��7�������
�����	�F� 2����� 0�� !��5�	� �0� *���� /���� �0�� 0�	� 6��!0������� �0� 2(�'Q� .��.���	� .���
����	�0������'�U���9�V�
�
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(GPDP 1)
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⎪⎧ Minimiser � � 
��� ����(�,�)∈�

�
���                               (2.1)

s.c.                                                                         
� � ���� = 1�:(�,�)∈�

�
���                                ∀� ∈ /⋃8                        (2.2)
� ���� − � �B�� = 0�:(B,�)∈��:(�,�)∈�                      ∀9 = 1, . . , |/|, � ∈ /:,E ∈ 8:, � = 1, . . , �  (2.3)
� �F�� = 1�:(F,�)∈�                                             ∀� = 1, . . , �                    (2.4)
� ���� − � ���� = 0�:(�,�)∈��:(�,�)∈�                      ∀� ∈ /⋃8, � = 1, . . , � (2.5)
� ��,|H|I|;|I�� = 1�:(�,|H|I|;|I�)∈�                                ∀� = 1, . . , �                    (2.6)

���� = 1  ⟹ KL�� ≥ L�� + 
���           O�� = O�� + �                ∀(�, �) ∈ �, � = 1, . . , �  (2.7)
L�� − L�� ≤ 0                                              ∀9 = 1, . . , |/|, � ∈ /:,   � ∈ 8:, � = 1, . . , �  (2.8)
min{0, �} ≤ O�� ≤ min{��, �� + �} ∀� ∈ �, � = 1, . . , �         (2.9)���� ∈ {0, 1}                                                   ∀(�, �) ∈ �, � = 1, . . , � (2.10)

�

�
&��6���������/;	���6�(2.1)��?	��?	�7�!���!��	���	���W���������	������.���F�&	�����������	��=�F�>�
	�� =�FR>� ���0�	��� 80	� �?�80	� ��!!	�L���	��� 	��� �	���� 	B���	!	��� 0�	� �	0�	� 6���E� 	�� 80	� �	�
��!!	�� �����1��	� 	�� �	� ��!!	�� �	� �	���������� ����� �������� .��� 0�� !H!	� ��?��0�	F� &	��
���������	��=�F�>E�=�F>�	��=�FC>�1��������	���80�0�	���0���	���!!	��	�	���	��	�!��	��0���.X�F�
&	�����������	�� =�F�>������	��	����	0B�.����	��
� ���.����	������!���������	��4��	��	��0���������
�	�������/�	���	��	!.��	���	��	��	�����	���������	�����?��1	F�&	�����������	��=�FD>�������	���
������	��	������	�80������������	�0�	��	80H�	E��������1��	�	���������	�����������	���������F�&	��
���������	���	���.�������������6���	��	��=�FS>F��
��
���� ����	0��E� ��� .�0���� �	� ��6��	�� �0B� 6��!0�������� �������	�� .��� �	�����	��� ��� ��'� U�	�SVE�
(0����������'�U(0�S�VE�*	���	�0������'�U*	�SDVE�����	�0������'�U���9�VF���0�����	!!	��E����
.	0�����	���	��6��!0���������0�*����	���	�������������	��?�.���	��	�����?���������'�U���9�V�	��
�������������	��������	������1?������'�U���9DVF�
�
�
�4�4&� *��
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���������
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�4�4&4���*��������
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���-	8��
��
����� �	�� ��0���	�� �	� ��?��0�	�E� 0�	� �	80H�	� �	� ��!.��	� ���0��0�	��	!	��� �	� ������ .����	��
�
���	��=�>����1��	E����	��=�>��	����������	��80����������/;	���7������.���	�F���	���4�5�����������	��
�	�������� 	���	� ���66�	� 	�� ��� �	!���	� �	�� �/;	��F���0�� .��.������ �	� �����	�� �	�� �	80H�	�� 	��
�	0B� 1��0.	�� �	���� ��� �.���6�������� �	�� ��!!	��� ���1��	L�	����������
� �����	� ����1��1�	� 	��
�����	��1��1�	F�
�
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=���>�.�0������	80H�	�=�E��:�E�4>E����� ∀�, 9 + � ∈ / ∪ 8E�� = TE�:I� = −T'��
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��!!	� ��� ���� �0� �0�� �	� ��?�!�� �	� ������6�������� ����� ��� �	������ .�����	��	E� �	� 2(����
�����	��� .�����.��	!	��� �	0B� �����	�� ��	B�	������� 	�� �..��80���� �	� ����5�	� =��>F� ����� ���
.�	!�5�	������	E��	���/;	���7������.���	�������?�!�15�	�F�&	���	80H�	���	��	��	������	�������0�
�4.	�+"+F����	���	���65�	���7��	�����0��������Y��	����!!	����	�����	��	�	���	������������	������
.��� ��0.���� 0�� 7� 0�F� �^	��"7"���	� 0�� ��!!	�� �	� ����	��	� �0� �	� ���������� .	0�� H��	� ����
�	�.	����	!	�����	��.�0��	0��� ��!!	����	� �����������0���	��.�0��	0��� ��!!	����	�����	��	F�
&	���/;	�������	������0��0�����	���.	0�	���H��	�0��������.�0����.����	�7�.�0��	0����	!���	���	��
���	���� �	� ���������F� &	� �����.���� ����� �	��	� �����	� 	��� /�	�� �W�� �	������ �0� 6�	�F� ����� ���
��������0�	E� �	�� 	B�	������� �	� �	��	� �����	� ��	�� 0�� �	0�� ��?��0�	� ����� �..	��	�� �'�����
=����������	� %&��7��!� �������� ��	�����������>� U)��SSVE� :"��'��� =���
���	�����������
��	� ��������� %&�>� U,	�9RV� �0� '����� =%&�� 7��!� ������� ��	� 	�������>� U,	�9�VF� ����
����	�.���	���	��6������0���0�!H!	�.��/�5!	F���0���	�����!0���"��?��0�	�E�����������'�U���SDV�
���� ��0���� 0�	� �..��������E� ���	� ��2(�� =������� ��	� ���������  "�>F� ��0�� ���	!!	��E�
+���������������'�U+��9DV�����.���	�����	�:"2(����=&�����
���	���� "��7��!����������	�
��������>F�'�0���	��.��/�5!	���	��	��	������	������	��6����/������0���	���2(��=�0��	���'���
������	�����!���"��?��0�	>F�&	���2(���	�.	��	� �	�����������	���0�����	��
�=�>� ����	������	���
80�0�� �4.	����/;	��7� �����.���	��N� =��>�0�	��	80H�	�	��� ��0�� �	� 6��!��������	E�	��	�.���5�	�0�	�
�	0�	����1��	�	��.�0��	0����	����������F�&��#�10�	�:FC�����	�0��	B	!.�	��	�.��/�5!	��	��	��	�
�����	F�
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#�10�	�:FC�
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&���	0B�5!	������	��0�2(���������	���	��	���	��	!	��� �	�*����	�� �	��)(�F�&	���	80H�	��
����� �0� �4.	� :":F� &	�*���� �����	� �	� �����.���� �	�� 6�	��� 	�� �	� �)(�� �����	� �	� �����.���� �	��
.	�����	�F� �	��	� ��66��	��	� 	��� 1������	!	��� 	B.��!�	� 	�� �	�!	� �	� ���������	��
�0..��!	�����	�� �0�� ��� 80������ �0� �	����	E� ��!!	� ��� .���	��	� �	� 6	�H��	�� �	� �	!.�� 	�� 0�	�
�0��	�!�B�!��	��	���4�1	F������ ��� ��������0�	E� �	�*������	��0���	0����?��0�	� 	���.���	����
��!!	��	���'���=���������	����������%&�>�UA��DVF�&	�����=&�������������������>�	����	�
���� .�����0��	�� �0� *���� �Y� ��� ��.������ 	��� 0������	� =��0�	�� �	�� �	!���	�� ����� �1��	�� 7� ���
��.������ �	�� ��?��0�	�>F� &��..��������� .�����.��	� �0� �)(�� =����
�
"�	�� ������>� 	��� �	��
�	����	���	������.����7� ����	!���	�.�0���	��.	�����	��`1�	���0��	��.	�����	��?������.�	�E�
�����0�	�����	��0�	��.���0�/���F��	���	����	��	B���	���.���	B	!.�	�7���.	�?�10	�U+��SVE�7�
����1�	� U'��SCVE� 7� �	����� U���S�VE� 7� ��0B	��	�� U(	I9CV� 	�� 7� ������� U+	�9�VF� ����� �	�������
������	�E��	��)(��	��������,�'��=;��	������	��������%������������������>�U'��SCVF��
�
�
�4�4�� #�������
��3����-	�
���
���������
��������
�����

�
�4�4�4���!�������������	����
���������	��
��3����-	�
��
����� ��� .����80	E� �	�� .��/�5!	�� �	� ��0���	�� �	� ��?��0�	�� ����� ��0�	��� M� �4��!�80	�� OF� ����
�����	��	���0�	�.����	�����6��!����������"���	�!�����	��80�� ����0	��� 	�� 6���������0� �	!.�F�
�	��� �	��� �	� .��/�5!	� .�0�� ��!.�	B	F� ���� ��..���� �0B� .��/�5!	�� �	� ��0���	�� �	� ��?��0�	��
������80	�� =80�� ����� ��0�	��� �����80	�� 	�� ���	�!�����	�>E� �	�����	�� �����	�� �^	����	� ��0��
.��/�5!	� �4��!�80	� ����0	��� 	�� �	!.�� ��	�� �0� 80���"��	�� �0����� ���!��	� 	�� .���	� �	��
��0���	�F� ��	��� �	� ���E� .��� 	B	!.�	E� �	�� ��0�	��	�� �	80H�	�� 80�� .	0�	��� �����	�� .	������ �	�
����0�	!	����0�.���	��0���	������.���F�&	��.��/�5!	���	���0���	���	���?��0�	���4��!�80	��
.	0�	���H��	�������10���	���	0B� �4.	��
�2(���4��!�80	�	��2(������?����80	F�&	� �4.	�2(��
����?����80	������	����0�����	�����!	�������"���	�!�����	�F��	�����!	�������������0����.������
	�� �	� �	��� M� ���"���	�!�����	� O�����80	� 0�	� .��/�/������ �	� .���	��	F� ��� .��/�5!	� �	�2(��
�4��!�80	� 	��� ���������� ��!!	� 0�	� 	B�	������ �4��!�80	� �0� �2(�� U���DDVF� ��� .	0�� H��	�
��6�������!!	�U&��9:V�
���
�
" �	�����������	��=�	��-�7��1>��	�����	������:F:F:F:�N�
" =�<>� ����6��!������.�0�� ���.����6���������	�� ��0���	����	���.�������0	�	���5�	!	���.��� �	�

.����6����	0��80�����	�.���	��0���	�.����6����������!!	��	F��
" =�=>�����6��!������.	0���?��1	���.�5�����������0�������	����0���	���������	�F�
�
&	�2(���4��!�80	�	�����0�	���!0���"�/;	���6F�%0��	����!���!���������0���W���	������.����=�1>E�
��� �?	��?	� �0���� 7� �.��!��	�� �	�� ����5�	�� ��!!	� �	� ��0B��	� �	!.�����1	� �	�� ��?��0�	�� �0� ���
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� ��

�����6������� �	�� ���	���F� ����� 0�� .��/�5!	� �	� 2(�� �4��!�80	E� ����6��!������ ����0	�
.��1�	����	!	����0� 6����0� �	!.�F�)����E�0�	����0�����7�0��.��/�5!	��4��!�80	��	�.	0��.���
H��	�0�����0����������80	E�!����.�0�X��0�	�������1�	�80��0�����	��	�������	��7�0����������Y�	��80��
.�����	�80	��	���������������H��	�	66	��0�	�E���0��	���	�.	�������	������5�	�����.��!�������F��
�
&	� ������5�	� �4��!�80	� �!.��	� �	0B� ��0�	��	�� �����	�� �	� ���������� 80	� ����� .	0�� .�	���	�
�0��������!��	�	��.���	��	����0���	��
�=�>����	���	��0���	���!!	���0����	���0�.���?������!!	��N�
=��>����	.�	���0��	;	�	������	!���	F�30����0����?��0�	��	�!��	��	���.����������0��0����!!	�E�
�������������	������	���?��0�	���������	���	��0���	���!!	���0����	���0���	���!!	���0�����F��	�
!H!	E�80�����	��4��5!	��	T����0�	���0�	��	��	80H�	E����6�0�������	�������������	.�	��0����������
�	;	��	��	��������������0	���0��4��5!	�	���	�����������	���������	�F��
�
&��#�10�	�:F������	�0��	B	!.�	��	����0�����7�0��.��/�5!	��4��!�80	F��0�� �	��	� 6�10�	E� ���
���0������������	�	����/�	�0	��	�!���5�	������80	�	��0����������	�������	��6�0���	��7���������� YE�
�	��	� ���0����� �����	����	0B� ��0���	���	���?��0�	��
� ��0���	�:�Z�(0, 1, 2, 3, 0)�	�� ��0���	���Z�(0, 4, 5, 0) F� _� ���������  Y + a E� �	0B� ��0�	��	�� �	80H�	�� ����	�� �	�.	����	!	���(6, 0, Tb) �	��(7, 0, Td) �..������	��� ����� �	� �4��5!	F� _� �	� !�!	��"�7E� �	�� �	0B� ��?��0�	�� ����� ���0���
�	�.	����	!	��� �0�� �	�� ��!!	���2�	��4F� &	� �4��5!	� ����	� ��� ��������� M� ���	���	� O� .�0�� �	��
�	0B���?��0�	�F�).�5���	�.���	��0��������0�����E������/5�	��	���?��0�	����0���0���	���!!	��4�	��
�0�� �������� ��� ��������� M� ���	�� OF� &	� �4��5!	� �66	��	� ��� ��0�	��	� �	80H�	� 7� ��� ��0���	�1F� ���
	66	��0	����!��	�7�;�0���0����;	���	������.�0���	���?��0�	��0���	���!!	��2�	���0������	�	�6������
��!!���	�M����	��OF��
�
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�
#�10�	�:F��
����0�������0��.��/�5!	��	���0���	���	���?��0�	���4��!�80	�7�����������Y + a�

��0�� 	B�!��	�� ��� .	�6��!���	� ��0�� .��/�5!	� �	� 2(�� �4��!�80	E� �0��	� �	� ��!/�	� �	�
�	80H�	�������80	�E����������0�����	������!.�	��0���!/�	��	��	80H�	���4��!�80	�F�&0���	����'�
U&0�SCV�������6���������������	�M��	1����	��4��!��!	�O�80����������	�������	���	��	���!/�	��	�
�	80H�	�� �4��!�80	�� 	�� �	� ��!/�	� ������ �	� �	80H�	�� .�0�� 0�	� �������	� �0�2(���4��!�80	F�
�0��� &���	�� U&��9:V� �� .���	���� 0�	� �0��	� !��?��	� �	� !	�0�	� ���	� M� �	1��� �	� �4��!��!	�
	66	����	�O�80��	�����6���	���!!	 f = 1/|h| ∑ (L − (E� − Y�))/L�∈j ��Y�h�	�����	��	!/�	��	��
�	80H�	�E���?���@����	�.����6����������!!	��	�7�����������9�	���	��	�!��	�7�����������LE�E��	��Y��
������	�.	����	!	����������������..��������	�������������	��	����	�.�0������	80H�	��F�&�����	0��Y��
	����1��	�7�9�.�0����0�	���	���	80H�	����80�����������0	���0���.���F�)�����f ∈ [0, 1]�����80	��	�
�4��!��!	���0�	��������	F��
�
����������������0�	E������6����U���DDV���������0�	���6��������.�����	��0���	��.��/�5!	���	�2(��
�4��!�80	F�%��.	0���0�������	���	����0�	��6���	��.���*	���	�0������'�U*	�SDVE�&���	��U&��9:VE�
,�1?����	����F�U,�19VF�
�
�
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�4�4�4 ��!�������
��������������������	���3����-	�
��
����	�������	��.��/�5!	���	����������	��������E����.�0.�����	����0�	���	����������	����	���0��
�	� ���� �����80	� 	�� .	0� �	� �������� �� ���� 	66	��0�� �0�� �	� ���� �4��!�80	F� �	�� .��/�5!	��
�4��!�80	�� ����� .�����.��	!	��� �	� �4.	� :":F���� 	B	!.�	� ��	�� ����	������ ���..��������� �	��
.��/�5!	�� �	�������� ��	��������� �4��!�80	�� 	��� �	� �����.���� �	�� .	�����	�� `1�	�� �0� �	��
.	�����	��?������.�	��	��@��	�0�/���	F�&��.����	��4��!�80	��	��	�.��/�5!	���	����0�6����80	�
�	�� �	!���	�� �	� �����.���� ����� .��6���� �	T0	�� ;0��	� 80	�80	�� ��������� ������ 80�	��	�� ��	���
/	����� ��H��	� �	���	�� U���D9VF� )��0	��	!	��E� ��� 	B���	� ��5�� .	0� ����0�	�� �0�� ��� �	������
�4��!�80	� �	� �4.	�+"+� �0� �	� �4.	� :"+":� ����� ��� ��������0�	F� ��0�� ������ ��������1	�� �	�
��6��	��	E����.	0������0��	��U���SE�&��9:E�*?�9RE��	�:9VF�
�
�����0��.��/�5!	��	����������	�����������4��!�80	��	��4.	�:":E�����	80H�	�������������0�����
6��!	�(o�, p�, T�)��Y�o� �	��� �	� ��!!	�� �����1��	E�p� �	��� �	� ��!!	�� �	� �	���������� 	��T� �	��� ���
80������� ���/;	��� 7� �����.���	�F� %�� ������5�	�/f ���	��	!/�	� �	�� �	80H�	�� .��	���	��	�F� &	�
.��/�5!	�.	0��������H��	�.���0��1��.?	����	������!.�	��� =  (�, �) 
���	��	!/�	��	���!!	���� = {0} ∪ {o�|� ∈ /f} ∪ {p�|� ∈ /f}������	��� �	� ��.X�� 	�� �	�� ���1��	�L�	����������� �	� ��0�� �	��
�	80H�	��.��	���	��	��	��� = {(�, �)|∀�, � ∈ �, � ≠ �}�	��� ��	��	!/�	��	�� ����F��?�80	�����(�, �)�
	�����������7�0����W�����"��1���6�
�� �	��0���	!.���	�.����0���L��F����	��	!/�	��	�����?��0�	��
=�0!�������	�1�+��>�?�!�15�	��	������.���/�	� �������	!	��� �0�� �	���.X�F��?�80	���?��0�	� ��
0�	���.�������F��	�.��/�5!	��	�.	��	��������	��.��.�������=�:E��RE��E��CE���>��0�*����=�����
:F:F�F:>���	��=�>���!!	�����5�	�7��.��!��	�F���
�
��� 	B���	� 	��	���	��	!	��� ������ ����1���	�� .�0�� �	�� .��/�5!	�� �	� ������� ��	� ���������
�4��!�80	���	��4.	�:":F���!!	�!	�����������������	������:F:F�FF�E��	������������1���	���	�
������10	���.��� �	��!H!	������5�	�F���� �	� �����.����	����	�������0� 6�	�� 	�� 80�0����?��0�	�.	0��
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solution fractionnaire

0

1

2

3

1 2 3

zone éliminée

x1 e � x1 d�R

P1 P2

�
=�>���0�".��/�5!	��������0B��c0��� =/>����������	�����	���0�/����?	!	���

#�10�	�:FD�
�%.���������	���.��������



�?�.���	�:� �$�����	�������
�.��/�5!	��	��!��?��	������	�������	����0���	���	���?��0�	��

� R:

).�5�� ���.�������� �	� ��.�������E� ��� .���	� ����� ���.�������� ������0�������	� �?�80	� ��0�	�0�
�c0��
���� ������0�������0����0�".��/�5!	�	���	���5�	�	��80�	��	�.���5�	�0�	����	0��!	���	0�	�
80	����!	���	0�	����0������������/�	����0	��	E�������������1���	���!!	����!	���	0�	����0�����	��
�	� �c0�� 	��� �	� ����0�� M����0�����OF� ��� ��� ���0����� ��0�� ��0�".��/�5!	� 	��� 6�����������	� 	�� ���
���	0�� �.��!��	� ���� .��� ��.����� ��� /���	� �0.���	0�	� ���0	��	E� ������ �	� �c0�� 	��� �	� ����0��
M��������/�	�OF� �����E� �	� �c0�� 	��� �	� ����0�� M��	;	��OF� &	�� ����������� �	� �	�!��	��� 80���� ���
��	B���	� .�0�� �	� �c0��� 6	0���	� �0� ����0�� M��������/�	�OF�_� �����0	� �	� ������0������ �	� ��0�� �	��
�c0��E����!	���	0�	����0������������/�	�	���������0������.��!��	��0�.��/�5!	F���
�
&�	66�������� �0� �����!
��	
���	� ��.	��� �	� ��� 80������ �	�� /���	�� 80�� ����� 0������	�� .�0��
�	���	����	�����/�	��	��	�?	��?	F��?�����6��	�������'�U�?�D:V�0�����	�������	��B��������1���1�	��	�
.�0���/�	����0�	�/���	���6���	0�	F��	��	��	�!���5�	E��������������0���	���������	���	��2(���	�
�����	���F�#��?	��U#��S�V�0�����	�0����/�	���0������=�������������>������0�	��..���?	����	�6

����F� ����� ��0����7� ����0��	�0�	� �������	��	�:99����	���F��0����� �	������	��S9E� ���.�0.�����	��
!��?��	��	B���	��.�0���	��2(��0�����	����	������!
��	
���	E���!/������	��0�	�!��?��	��	�
�	��B�����F�%��.�0�����	���6��	��7���������	��������	�&�.���	�	����/	���U&�.D�VE��	�'��?�	��2�1��
U'��9�E�'��9�/VE�������	�80	���	��������	�0�	�	B.���������.�0����������	��0����������0�����	B���	�
�0��2(��.��������!
��	
���	F�
�
��0����������0������	��.��/�5!	���	����������	���������E�A��������������'�UA��DV�����.��.����
�������	!	���0����1����?!	��	������!
��	
���	F�&	0����1����?!	�	���/�����0������1����?!	��	�
&����	������'� U&��CRV�0�������.�0���	�'��F�&	�.�����.	��	��	����1����?!	�	��������!��	�� ��0�� �	��
�����80������0����	���7����������������0�	����������	�������?�80	�/����?	��	�����/�	F�b�������
��'� Ub��D�V�0�����	����	��	�!��?��	�.�0���	�2(���=2�(�7��!�8���!����>F� ��������1������0�	�
���0������.��!��	���	�������	��������!����	�������	��������!����.�����0���	E�	���������������	��
6	�H��	���	��	!.���0������	���������E�0���	!.��!�B�!���.�0���?�80	����;	��	���	����?��0�	���	�
��.��������!���	F�*������������'�U*��SV�����0��������	��	�!��?��	�.�0���	�2(�����	��6	�H��	��	�
�	!.��=2(��'Q>F�����������0����7�����0��	��	�� �������	����0�	��	�����	��	����	���F�'��?�	��
2�1�� U'��SSV� ���� .���	���� 0�	� 6��!0������� !��?�!���80	� �0� 2(��� /���	� �0�� ���	��	��
�	��B������� .�0�� ��� /���	� ��6���	0�	F� ���� ���� �����0� ��� .�0.���� �	�� �������	�� 0������	�� �����
U*�	DSE�'��SCE�'��SSV� 1�`�	� 7� 0�������!
��	
���	F� ����	�0� ��� ��'� U���9CV� ���� .��.���� 0��
��1����?!	�.�0���	�.��/�5!	��	����������	������������	��6	�H��	��	��	!.��	���	��?��1	!	���
�	� �4.	� @���
A�
>����
���F� ���� ���� .���	���� ������ 6��!0�������� �0� .��/�5!	� 	�� .�0��	0���
���������	�������	�F�%��.�0�����	���6��	��7�U�	�9�E����9�E����9DVF�
�
�
/��0�5��������	�����������
�

&��!��?��	������!
��	
���� 	��� 0�	� ��!/�������� �	� �	0B�!��?��	��
� ���!��?��	� �	�� .�����
��������=�������
�����>�	���	������!
��	
���	F�&	��������
�������!�����	��	����0�".��/�5!	��
	���;�0������	�����������	�������	���6����	��	�6���	������	��B�����F�&��.����	������!
��	
���	�
	���0������	�.�0�����0�	��������0������.��!��	�	����!/�	��	���	��F���������.����	��������
�����E�
�	�� ���������	�� 7� �;�0�	�� ����� ���	� M���0.	��O� =���>F� ��	� ��0.	� �������	� 7� ��� ���0�����
6�����������	� ��0����	� ����� �	�.	��	�� �	�� �	0B� ����5�	�� �0�������
� =�>� ��0�	�� �	�� ���0������
�������/�	�� 	���5�	�� ����	��� H��	� �������/�	�� .�0�� ��� ��0.	�N� =��>� ��� ���0����� 6�����������	�
��0����	��	������.���H��	��������/�	�.�0�������0.	F�&��#�10�	�:FS�=�>�����	�0��	B	!.�	���!.�	�
�	� ��� �	�?��80	��	��������
������
����������5�	�80	� �	�.��/�5!	�	��� 	���	0B���!	�������N� ���
�����	����	0B������/�	��=9-�	��9.>F�&�����0�����6�����������	��	����0�	��0���	�.����������	��	������



�	������:F��"�+��?��	�����.��!��������

R��

�	�� �	0B� ���������	�� =�:� 	����>F�%��.	0�� ������ �;�0�	�� 0�	� ��0.	� =��1�	� 	�� .��������� �0�� ���
6�10�	>�80����.��	�������0�����6�����������	E��	�80�����0�����	�.��	��	�����0�����F��
�

x2

x1

C1
C2

coupe

solution fractionnaire

0

1

2

3

1 2 3

zone coupée

�

~

coupe

� ...

...

�- �

�
�
�/ ∶  !min t� u� ≥ v�
�

/1 ∶ w min t�u� ≥ vcoupe   �
�

=�>��;�0�	���0�	����������	��	���0.	� =/>���0�".��/�5!	�����	��0B��c0����
#�10�	�:FS�
����������	��	���0.	�

_� �?�80	� ���������E� ��� ������	� ���.�������� ��0.	� �0�� �	�� ��0�	�0B� �c0��� 6	0���	�� �	� �4.	�
M�������/�	O� �.�5�� �	�� �.��������� �	� ��.�������� 	�� ������0�����F���	��� ��� ��66��	��	� ��	�� �	��
!��?��	���	������!
��	
���	F���!!	�������0��0�����#�10�	�:FS�=/>�
��	��c0����	��������.���
�	� �����!
��	
���	F� %�� ������	� �0�� �	� �c0�� �� 0�	� �.�������� �	� ��0.	� 80�� 1��5�	� 0�	�
��0�	��	� /����?	F� �	��	� /����?	� �����	��� 0�� ���� ���� 7� 0�	� ���������	� �	� ��0.	� 	�� 0�� �c0��
��������7�0����0�".��/�5!	F��	���0�".��/�5!	�=�->�	���������	���0�".��/�5!	�=�>��01!	����
��0�	� ���������	� �	� ��0.	F� %�� �	6���� 0�	� ��0�	��	� 6���� ���.�������� ������0������ .�0�� �	=�>�
��0�	�0=B>� �c0�=�>� 1�����=�>F� &���1����?!	� �	� �����!
��	
���� �����H�	� 80���� ����/�	� �	�
�	�?	��?	��	������	���.�0���	��c0���6	0���	��	��4.	�M��������/�	�OF�����
�
�	��	�!��?��	�������0������	��������	!	���.����?������U�?��RV�.�0���	�'��F����	�	���������0��	�
.��� &�.���	� ��� ��'� U&�.DV� .�0�� �	� �2(�F� ��0��	0��� �4.	�� �	� ���������	�� �����	�� ���� ����
������0���� .��� ,���� U,��SVE� 80�� �� �����0� �	�� �������	�� �	� �2(�� ��0�	� �	�����	� �	� ���	���F�
����	6�	��(�������U���99V�����6����0�	���0�	�.�0���	��0���	��	�!��?��	F���0�����	!!	��E����
.�0�����	���6��	��7�����1����?!	����	��..��.���&4�1����������'�U&4�9�V�.�0���	��2(�F��
�
�	��	� !��?��	� 	��� �0���� 0������	� .�0�� ��� �����0����� �	�� .��/�5!	�� �	�������� ��	� ���������
=���>F�(0�����	��(����� U(0�S�V�����.���	����0����1����?!	��	������!
��	
����.�0�� �	�����
��	�� 0�� �	0�� ��?��0�	F� ���� �..��80	��� 0�	� 1���������� �	� ��0.	� �.�5�� �?�80	� �.�������� �	�
��.�������E� ������ 80�0�	� .�����0�	� �	� ������0������ �	� ��0�	� 80�� 1��5�	� ��� .�	!�5�	� /���	�
�0.���	0�	F�����	�0�U���9CV���.��.����0����1����?!	��	��	� �4.	�/�����0��0�	�6��!0�������7�
�����������	��.�0���	��)(��=����
�
"�	��������>F�&��.�0��1����	��������	������0	������	���
RC����	���F�(�.I	������'�U(�.9SV�������0����0����1����?!	��	������!
��	
����	��0����������	0B�
6��!0�������� 7� �	0B� �����	�� .�0�� �	� �)(�F� ���� ���� �����0� 0�	� �������	� ��0�	� �	�����	� �	�
���	���F� &	� �����!
��	
���� 	��� ���0	��	!	��� ���������� ��!!	� ��� !	���	0�	� !��?��	� 	B���	�
.�0���	�������	��4.	�+"+�U���9DVF�,	�����	@"���	@�	������@��"*��@��	@�U,	�9RE�,	�9�V�����
������0��� 0�� ��1����?!	� �	������!
��	
���� 80�� 0�����	� 0�	� ?	0�����80	� ������0����	� .�0��
�/�	����0�	����0�����6����/�	��0���0�".��/�5!	������0��c0����0����F�����������0����7�����0��	�
�	�� �������	���	���'�����	�������	���F���0���������1	��	��������� �0�� ���..����������	� �	��
!��?��	���0B����E����.�0�����	���6��	��7�U���9CE����9�E����9DVF�
�
�



�?�.���	�:� �$�����	�������
�.��/�5!	��	��!��?��	������	�������	����0���	���	���?��0�	��

� RR

�4 4�4 ��!��$�����������3����-	���
&��.��1��!!�������4��!�80	�	���0�	�������1�	��	������0��������	�����	E�80��������������0��	�
.����	��!���������	������	��9F����	��?	��?	�������0������.��!��	���0��.��/�5!	�7�.�������	��
���0�������	����0�".��/�5!	�F��?�80	���0�".��/�5!	�	�����������7�0������������0�	����.	F�&��
.��1��!!������	�����!�����	��0B�!��?��	���	��4.	�/����?	!	���������	��	����Y�0�	����0�����
�0� .��/�5!	� ��0����� ��.	��� �	�� ���0������ �	�� ��0�".��/�5!	�� .�����	���F� &	�� ��66��	��	��
����� 
�=�>� �	��4.	��	������0�����	������	������������80����	����	��	������.�0���	��!��?��	���	�
�4.	� /����?	!	���N� =��>� ��� .��1��!!������ �4��!�80	� .	�!	�� �0B� ��0�".��/�5!	�� �	� �	�
�0.	�.��	�F�&��#�10�	�:F:9�!����	��	����66��	��	���������������0������	����0�".��/�5!	��	���	�
�	���	0B��4.	���	�!��?��	�F���
�

:

�

~

R

�  C � �

:

�

~

R

�  C � �
=�>�!��?��	��/����?	!	��� =/>�.��1��!!�������4��!�80	�

#�10�	�:F:9�
���?�!�����/��	��	����

&�� .��1��!!������ �4��!�80	� �?	��?	� 7�!���!��	�� �	� ��W�� �	�� ���;	�����	�� ����� 0�� 	�.��	�
�������F� ���	� ���..��80	� 7� �	�� .��/�5!	�� ����� ������0����� 	��� �����������	� .��� �	�� ������
�0��	���6��~F, ~�, . . , ~���0B� ���.	�� 9E:E�FFE�UF��?�80	� ���.	� 	��� �������	� 7� 0�	� ����������� 	���	�
�	0B������F�&��������������	����������0�����=~�>�7���������0������=~�>��	�6�����	����������������=���>�
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��!!	��� ���	���� ��;7� �������E���	��� �	� ��!!	�� 7� �����	�F���	� ����������� ����	�.���� 7� ��� �����	�
��0����!!	�F�&�����������7�.�	���	��������	�7����	�!��	�� �	��������.�����	����.�0�� ��0�� �	��
�������	� ��� �������������0����	F�&	� ��W���	� �����������	��� �	���W���	� �����.����.�0�����	����0��
��!!	��7�0���0��	F�&�������0�����	���6���	��	�6�T���7�.�	���	��	�������������0��	����	���	����
������������������	�;0�80�7���������������6����	F�&��#�10�	�:F:�����0���	�0��	B	!.�	���!.�	��0�����



�	������:F��"�+��?��	�����.��!��������

R��

�����0����� ��0�� .��/�5!	� �	� ��0���	�� �	� ��?��0�	��
� ��� 6�10�	� 7� 1�0�?	� 	��� 0�	� �������	� �0�
�2(���0��0��1��.?	��������	����N����6�10�	�7������	�!����	���������0������	��	��	��������	���	��
0���	0����?��0�	F� ���	B���	��	0B����0�������.��!��	���4!����80	��(0, 2, 1, 3, 0)�	��(0, 3, 1, 2, 0)�
.�0���	��	��������	E��	����	0���F�
�
�
�

:

9

�

R

2

6

1

0

5
4

�

9

{}

:

�

R

état :

étape : 1 2

�

R

:

R

9

3

:

�

R

�

:

4 5 6 870

0

6

2

1

6

10

2

7

5

6
6

6

5 7

{1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} {1,2,3}{}Sommets visités :

: Solution optimale : état précedent : transition �
=�>�1��.?	� =/>������0�����	��.��1��!!�������4��!�80	�

#�10�	�:F:��
�(����0�������0��.��/�5!	��	���0���	��

&�� .��1��!!������ �4��!�80	� �� ���� �..��80�	� �������	!	��� .��� ������ ��� ��'� U����:V� .�0�� �	�
�2(�F�&�	66���������	��	��	�!��?��	�	������	��0���!/�	��������F�&�0�������������0�	�.�����0�	�
�	��	��B������80��.	�!	���	����0��	��	���!/�	���������	����!.������	�.�0�����	��..	��0�	��	��	�
!��?��	F� �?�����6��	�� ��� ��'� U�?�D:V� ������0��� 0�	� .�����0�	� ���� &����
������ ����9����� 80��
���	�0�	����0�������!.������	��	�������E��6������/�	�����	��/���	����6���	0�	�������	�F����0�����	�
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(CVRP 2)

⎩⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎧Minimiser � 
����∈� (2.1)

s.c.                               � u���� = 1�∈�    ∀� ∈ � \ {0} (2.2)
� �� ≤ ��∈�          (2.3)
�� ∈ {0, 1}          ∀� ∈ L          (2.4)
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=�FR>� ��!��	� �	� ��!/�	� �	� ��?��0�	�� ���.���/�	�F� ����� �	��	� 6��!0������E� �	� ��!/�	� �	�
�����/�	�� �	� ��������� 	��� ���� �0� ��!/�	� �	� ��0���	�� .����/�	�E� 80�� 	��� ��0�	��� 	B.��	���	�F�
�	��� �	��� �	� .��/�5!	� ��66����	� 7� ����0��	� �	� !���5�	� ���	��	F� ������� 80�0�	� ��0���	���
����	�.����7�0����0�"	��	!/�	��	���!!	������	����'��80���	�.	��	�������������	��	���.������
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��!/�	� �	� ��?��0�	�F� �	��	� �	��B������ ����	� ��0�	��� 0�	� ���0����� 	���5�	� ��� �	� ��!/�	� �	�
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0�	� ������	� =0�	� ��0�	��	� �����/�	>� 80�� ���..����	��� .��� �0� ��0�"	��	!/�	� ��0����E� �6���
���!�����	�����80�������	�������0����F�����	B	!.�	E�����?	��?	�7�����0��	��	�=
�h/3>�80��	���
0�	� 6��!0��������	����
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(
�h/ 3)
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧Minimiser � 
����∈�s.c.                             � u���� = 1�∈� ∀� ∈ �\{0}

�� ∈ {0, 1}      ∀� ∈ L        
�

�

(//h 3)
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧Minimiser � 
����∈&s.c.                             � u���� = 1�∈& ∀� ∈ � \{0}

�� ≥ 0             ∀� ∈ '         
�

�
_� �?�80	� ���������E� ������∗�	�� ∗��	�.	����	!	��� ��� ���0����� .��!��	� 	�� ��� ���0����� �0��	� �0�
=//h3>� ��0����F������ 0�� ��0�".��/�5!	� =��>E� ��� �?	��?	� ��� ������	���80�� .���5�	� �	� .�0��
.	���� ��W�� ���0���
�∗ ��Y�
�∗ = min�∈�/&{
� −  �∗��} E��� 	��� ��� ������	� � ��	� ��� !�����	�u ��0�
=
�h/3>�	��
��	����	���	66���	����	���������/�	������������6���������/;	���6��0�=
�h/3>F�������
���	0���	�
�∗�	���.������	��0��0��	E�������0������0�=//h3>���0�����	���������������0������.��!��	�
.�0�� �	� =
�h/3>F� �����E� ��� ������0��� ��� ������	�� ������ =//h3>� 	�� ��� .���	� 7� ������������
�0�����	F�&��#�10�	�:F:R�!����	��	�.���	��0��1��������	������0����F��
�

solutions x*, λ*

non

oui
ajouter la colonne i*

dans le PPR
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�7� �����������  Y E� ��� ��� ���0����� ������	� '�� �	��� !	���	0�	� 80	� ��� ���0�����
��0����	 '�∗E������ '�I�∗ = '���	�����������	������������ YF��������	����0�	�.����	����0�����
!	���	0�	�80	 '�∗�.��!����0�	���	�����0������������	��
������E����0�����	�0�	�.��/�/�������� ∈ [0, 1]�7� ��� ���	������ �	� ��� ���0���� '�I�∗ F� &�� ���	0�� �	��� �	��� ��6���	� .���
 ��� =X` /¡¢ ��Y�Δ = ��'�"� − �('�∗) E�Θ� �	��� ��� �	!.����0�	� ���	� 7� ������������ Y E�� �	��� ���
6�������� �������� �	� ��W�� ��0�	� ���0����� 	��'�" �	��� ���!	���	0�	� ���0����� ������('�∗)F�
)�	�� ��� .��/�/����� ��E� ��� ���	.�	� ���!	���	0�	� ���0����� ������('�∗)���!!	� ���0�����
��0����	�.�0������������� Y + 1E��'�' '�I�∗ Z�'�"F�&�����0�������0����	 '�∗��	��������1����	�
.�0��������������Y + 1���	��0�	�.��/�/������=1 − ��>F���

" &���	�?	��?	���/�0�.���5�	�0�	�����	���/�0�8��80�������	�����0�	���	�����0������'�`¥∗ ��Y�Y �	��� �	� �0!���� ������������ ���0	��	E�W �	��� �	� ��!/�	� ������������� ���	����	�� 	��v = 1, . . , WF����	�0�����	��	�����5�	�����
������F�_��?�80	����������E����!	���	0�	����0���������
���	����	� ����� �('�∗) �	��� ���	�������	� ��!!	� ��� ���0����� ��0����	� �	� ������������
�0�����	E��'�'�'�I�∗ = min¦∈§(¦∗̈){�(')|' ≠ 8�}F��
�
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�
����	�OE� �����'∗	��� ���
!	���	0�	� ���0����� ����0	E� ������'�I�∗ = '������('�) ≤ ©ª�('∗)��Y�©ª�	��� �	� .���!5��	�
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�	�� ���0������ ������	�F� ��� 	B���	� .�0��	0���!��?��	�� ��	B.��������� �	� ���0������ ������	�F�����
	B	!.�	E�%�!���U%�!SRV���.��.����0��.���	��0������M� "������!�����O�.�0���	��	�0�����!0��F�
������	�.���	��0�E����������5�	���	��T��	0B���0���	�������������0�������0����	�'�∗F����	�������
	���«���	�.	����	!	��� 0�� ��0�"	��	!/�	� �	� ���	���� �?������ ����� �	�� �	0B� ��0���	� � 	��TE� 	��¬���¬ ≤  XY ¬���¬ ≤   �Y  � 	��� 0�� ��!/�	� 	���	�F� &	�� �	0B� ��0�"	��	!/�	�� �	� ���	���� �����
��?��1���	���	��	0B���0���	��=��������#�10�	�:F:S>F�&�����0������/�	�0	�	������������	���!!	�
0�	����0�����������	 �	�'�∗���� �	�!�0�	!	���	��� 6����/�	F������ �	������Y� ��0���	���	0B���0�"
	��	!/�	��	������	E��������	�!�0�	!	����	��	���0����.���	!	�����0��1��0.	��	����	�����0�	�
��0���	� �	��� ���0��	F� 30���� ��� ���	0��� �	��� .	���	� =� ≤ 2>E� ��� �� 0�	� 1����	� 80������� �	�
��!/���������.����/�	��.�0������	���«�F�&	�.���	��0��M� "������!�����O�0�����	�1������	!	����	�
����5�	� �����
������F� ���	����..��80����0�	�������� ��� �	�?	��?	� �����	�� �	� �	�0������	�!�����	F�
���� ����	0��E� ��� 	B���	� .�0��	0���!��?��	����	B.����������	� ���0������������	�� ��!!	� �	� M�R"
�.��OE����.�����0�	�*����=.�0��#�������F�	�A�������>E��^�;	�������	���?�<�	�E�	��F�%��.�0����
�	���6��	��7���������	������������U&�.9�E����9�VF������
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���0������ ������	�F� )0� ��	0� ��0�����	�� 0�	� 6�������� �����������	E� %�!��� ��!��0	�
�0��	����	!	��� ��� �	!.����0�	�©����0�� �������������80	� ��� ���0�������0����	�'�∗ 	���!���6��	F�
������	������Y����!	���	0�	����0��������0��	�	����1��	�7�������0�������0����	E� ���.�	������.�0��
1����	��	!.����0�	�	���	����!�������	�����	!.����0�	����0	��	�	������	!.����0�	��	����!	���	0�	�
���0����� ������	F� �	�� ��1����?!	� .	�!	�� �	� ���0�	�� �	� /���	�� ���0������ !���� ��� ��	��� .���
	����	���!.�����6���	���	��!	���	0�����1����?!	���	��	�?	��?	���/�0���������!H!	�.�����	F��
�
�	���!/�	0B���1����?!	���	��	�?	��?	���/�0���������.���	�����.	�������	���	���5�	������	�F�
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0�� ��1����?!	� ��/�0� 80�� 0�����	� �	� M�:"������!�����O� ��!!	� .���	��0�� ��	B.��������� �	�
���0������ ������	�F� _� �?�80	� ���������E� �	�� ��0���	�� ��0�	� ���0����� ������	� ����� �.��!���	��
�	�.	����	!	��� .��� 0�� ��1����?!	� 	B���� U2��DRV� �0� '��F� ����� ��� ����	� ��/�0� 0������	E� �	��
���0���������������	���	���0�����0����!/�	�������������������F��	���!/�	�����������������0	�
�	�!���5�	���������	��0���������1����?!	F��'��������0�����	�0��!������!	��	����	���6���������6���
���/�	���� 0�� 	�.��	� �	� �������1	� .�0�� ���1	F� �	�� ��1����?!	� 	��� ���������� ��!!	� ��0�� �	��
!	���	0��� ��1����?!	�� ��/�0F�*	���	�0� ��� ��'� U*	�S�V� ���� �!	��� �0���� 0�� ��1����?!	� ��/�0�
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.�0�� �	� �2(�E� ���	� ��������F� ���� 0�����	��� ��� .�����0�	� *���� .�0�� ��6����� �	�� ���0������
������	�E������ ��80	��	�0�����	���	��� 	��	�����0�	� ��0���	���0����	E���������H��	� ������������
��0�	��	������0���	��������	���	��.�0��.���?	�F��	����	����	�.	0��.����	��0��	������������0���	�
�����1��	��0������	��©�.���?���	������������F������!.��!	��	���0��!������!	��	����	���6��������
80��	�����������7�0�	�.��������.�0���	�����0��������6����/�	�F�(	1�������'�U(	1SCV�����������0���
0����1����?!	���/�0�	��0���������0�	��;	�������	���?�<�	��.�0��1����	���	�����0������������	�F�
��� !�0�	!	��� ���;	������ �	�� �?�<�	�� �	� E ����	�0B� �������	� 7� �	!.���	�� �	�� ���.�	���(�`�� , ��, �I�� ) .��� �	�� ���.�	��  ��`�� , ��`�, �I�� � �.�0�� � = 1, . . , E 	�� (�`�� , ��, �I�� ) �	���
�	!.����� .���(�`�� , �B, �I�� )�.�0��� = 0 �Y����	��� �	��è:�����	��� ����� ��� ��0���	 �F�K0���� ��'�
UK0SCV� ���� .���	���� 0�� ��1����?!	� ��/�0� 	�� ��!/������ 0��!�0�	!	��� �	� �?��1	!	��� �	��
��!!	��� 	���	� �	0B� ��0���	�� 	�� 0�	� �;	������ �	�� �?�<�	�F� �	�� ��1����?!	� ����	� �	� /���	��
���0������ .�0�� �	�����	�� �������	�� �0� �2(�F� '��?� ��� ��'� U'��9RV� ���� ���	��..�� ������ 0��
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��!!	� ��� 2&��� = ���� @����� ?���!��!	� &����!>E� ��� 2��� = �������� ?���!��!	�
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.�����5�	� 7� �?�80	� ���������� =����� ��� #�10�	� :F�9>F� �	�� 	��	!/�	� 	��� �..	��� M�.�.0�������OF�
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.�.0������F� ��	� ��0�	��	� 1���������� �	� ��� .�.0������� 	��� .���0��	� 7� �?�80	� ���������F� &	��
!���"?	0�����80	�� ��!!	� ��������!��� �$�$��4��E� �	� ��������� +� �$����� �	��������� 	��
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� ��� ���	������	� �	0B� �?��!���!	�� =.��	���>� ����� ���
.�.0������� ���0	��	� .�0�� 1����	�� �	0B� ��0�	�0B� �?��!���!	�� =	�6����>� 7� �����	� ��0��
�.����	0���	�M���������OE�.0�������..��80	���������	!	���0��!�0�	!	����	�!0��������0���	��
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 /���(Y) = (Γ��(Y)³±��́)/(∑ Γ�B(Y)³±�B́B∈;µ? )     ∀ � ∈ 8�� �Y� 8�� 	���
��	��	!/�	��	���.���	!	����.����/�	��.�0��0�	�6�0�!�����0���	���!!	���E��	���	0B�.���!5��	��
�	��������� ����� 7� ���!.������	� �����	� �0B� ����F�_� ��� 6��� ��0�	� ���������E� ���!��	� 7� ;�0�� �	�

�����	������ �	�� .?���!��	�� 	��� ��6���	� ��!!	�
�Γ��(Y + 1) = (1 − ¶)Γ��(Y) + ∑ Δ��� (Y)���,..,· �
�Y�¶�	��� 0�� .���!5��	� �	� ��1��1	E� �Δ��� (Y)�	��� ��� 80������� �	� .?���!��	�� ��.���	� .��� 0�	�
6�0�!��� �0��0������(�, �)�7� ������������Y�80�� 	��� �/�	�0	�.��� ���80������Δ��� (Y) = 1/C¸(t)���	��
�(Y)���� ���10	0���	���� ��0���	�������0��	�.��� ���6�0�!� �F����1������E� �	���!/�	�������������
	��� 6�B�� ����� 0�� ��1����?!	� �	� ������	�� �	� 6�0�!��F� &�� #�10�	� :F��� ���0���	� 0�� 	B	!.�	�
���..����������	��	����1����?!	�
� ���.����	�=�>�	���0�	����0������������	�=���;	�����	��������	��	��
.?���!��	�>�N� �	�� .����	�� =/F:>� 	�� =/F�>�!����	��� ������0����� �	� �����	������ �	�� .?���!��	�F�
��	� ���H�	� 	�� ��0�	0�� 6����� =	�� ��1�	� ������0	>� �	.���	��	� �	��	� 80�� �� ���0!0��� .�0�� �	�
.?���!��	�� 80	� �	�� �0��	�F� &	� 1��.?	� �0�� ��� .����	� =�>� !����	� 0�� ���0����� 6����� 	�� 6�������
���.���<��	��	�����H�	���	��!����������	�����	�F���
�

� � � �
=�>���0���	��������	� =/F:>���/0���	������������� =/F�>�6����	������������� =�>����0�����6�����

#�10�	�:F���
�)..����������	�����1����?!	��	�������	���	�6�0�!���

&���1����?!	� �	� ������	�� �	� 6�0�!��� 	��� ������0��� �������	!	��� .��� �������� ��� ��'� U���S:VF�
A�P�!0��������'� UA�PSDV�����.��.����0�	��������	�?4/���	��	��	�� ��1����?!	�80��0�����	�0��
�.����	0�� �	� M��"�.��O� 	�� 0�� ��1����?!	� �	� �	�0��� ��!0��� ��	�� 0�� ����5�	� �����	.�������
.��/�/�����	F� �0���?	�!	�� ��� ��'� U�0�SDV� ���� ���	��..�� 0�	� �..��������� �	� ����1����?!	� �	�
������	���	� 6�0�!���.�0�� �	��2(������� ��80	��	� �	�� ��0���	�� ������0��	�� 7� �?�80	� ����������
������!������	��.���0��M��"�.��O��������	�6���	����!��	�7�;�0���	������	�������	��.?���!��	�F�
��0�����	!!	��E�(	�!����	�����U(	�9�V�����.��.����0�	��	������.�0��.	�6��!���	����	��
����F�
_� �?�80	� ���������E� ���� 1��5�	��� �	�� ���0������ 	�� 0��������� 0�	� ?	0�����80	� �	� ������0������
=����I	� 	�� Q��1?�� U���C�V>� 	�� 0�	� �!����������� �	� �4.	� M��"�.��OF� ����� ��?	0�����80	� �	�
������0�����E� �	� ��W�� �	� ���0������ =����� +��?��	� �������!�	�� ����� ��� �	������ :F�F�F:>� 	���
!	�0��� .��� 0�	� .��/�/������ /���(Y) ��Y� /���(Y) = (Γ��(Y)³ ∗ ±��́)/(∑ Γ�B(Y)³ ∗ º�B́B∈;µ ) ���	�� 8��
��	��	!/�	� �	�� ����� .��������� �	�� !	���	0��� ��W��� ���.��1�	� .��!�� �	0B� 80�� ����� ����� �0�
��!!	�  � F� &�� !	���	0�	� ���0����� �	� ������������ 	��� 	��0��	� ����!.���	� 	�� .�0��	0��� ��0�"
.��/�5!	�F��?�80	���0�".��/�5!	�	����������.���0�	�!H!	�.�����0�	F�����1��	����0!�U���9V�
�����������	����6��	��	����������	���0������1����?!	��	�������	���	�6�0�!��F�%��.�0�����0����
�	���6��	��7�U��09�E����9�E���09E����9DVF��
�
&	� ���	�0� �	� �	0���	�� .���5�	� 0�� !H!	� !������!	� ���..�	������1	F� ��� 	��� ��!�����	� 7�
����1����?!	� �	� ������	�� �	� 6�0�!��� �0� .����� �	� �0	� �	� ������0����� �	�� ��6��!������� �Y� ���
6���������	��	0���	��	����80����	��	��0�6��������	!	����	��6�0�!��F�&	����	�0��	��	0���	����
�����..��80��.�0�� �	��2(��.���*?�@���� U*?�S:V�	��+���04�!��U+��S:VF���0�� ���	!!	��E����
.	0�����	���	�������0B��	�������������'�U���9RVF��
�
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%0��	�80	� �	��.��/�5!	���	� ��0���	���	���?��0�	��	�� �	��.��/�5!	���	����������	���������E�
0�	� �..��������� ��	��	� �0� �����.���� .	0�� �0���� H��	� .���	���	� ��!!	� 0�� .��/�5!	� �	� �4.	�
M��4��?5�	� �	� ���	�0B�OF� &	�� .��/�5!	�� �	� M��4��?5�	� �	� ���	�0B�O� ����� �	�� .��/�5!	��
���.��!����������!/�������	������7����.��!���������	����	�0BF� �����������	���	��	���	��	!	���7�
���	�!��	�������.���1�	��.��!��	��0����	�0�	���	���!	������	!	���.�0�����0�	��0�����6����	��
6����E���0��	���	�.	�������	�����������	���!.���	�F��	��.��/�5!	������������.�����.��	!	����0B�
�..���������� ����� �	�� ��!���	�� �	�� ������!!0���������E� �	�� �����.����� 	�� �	�� �4��5!	�� �	�
.���0������F���������.����0�	��!.������	�.�����0��5�	��0���0����	��	����	��	��	���5�	������	��	��
"��!���!����$����������F��
�
�	������������	��������	�*�0����������'�U*�0�9�VE������	1��0.	����	��.��/�5!	�����.��!���������	�
���	�0B�	������������1���	��
�=�>�.��/�5!	���	���.���1�	�
�80���?	��?	���7���	���6�	�������.���1�	�
�.��!��	��0����	�0�=�	���0�"���	�0��.��!�����.����7�����	!���	>�N�=��>�.��/�5!	������	��	���
�0���!	������	!	����	����	�0BE��6����	�!���!��	���	���W���	���6�����0��0�	�E���0��	�����0�����
0�� ��0��1	� 	66����	�N� =���>� .��/�5!	�� ������������� �	� �	���0��	��
� 80�� �������	� 7� ����0	�� �	��
�	���0��	�� ���.���/�	�� �0B� ��66��	��	�� �	!���	�� 80�� ��0?���	��� ��	!.��4	�� �	�� �	���0��	��
������	����	�0E��	�!���5�	����.��!��	���	�����	�������5�	����������F����!���	������������1���	�E�
�	�� �	0B� .�	!�5�	�� ����1���	�� .	0�	��� H��	� �	1��0.�	�� ����� 0�� ����	� ���� M�����	.����� �	�
���	�0�OE�80�������0.	��	������6���������0����	�0�	��80��60�����	��	��������������80	���	���	0B�
����1���	�F� ��0�� ��� ����1���	� =���>E� �	���� �	� ��66��	��� !�4	�� ���66	�������E� �	�� .��/�5!	��
������������� �	� �	���0��	�� ����� �������� 	�� �	0B�1��0.	��
� =�>� .��/�5!	�� �	� ������������E� 80��
���1���	��� �	� �������	�� �	�� ��6�����0��0�	�� ��0�� �4��5!	� 7� ��������	0�� ��0�� 	�.��	� ������N� =/>�
.��/�5!	�� �	� ��0��1	� 80�� �?	��?	��� 7� ���	�!��	�� �	�� �?	!��	!	���� .�0�� �	�� ��66��	��	��
�	!���	��	����6����0�������������6�����0��0�	F�
�
��� .��/�5!	� �	� �����.���� �����	��� �	0B� ���!	���� .�����.�0B�
� �	�� ��?��0�	�� 	�� �	��
!���?�����	�� 7� �����.���	�F� ����� 0�	� �..��������� �	� �4��?5�	� �	� ���	�0� 7� 0�� .��/�5!	� �	�
�����.���E��	����?��0�	�����������0����	��M���6�����0��0�	��O�	���	��!���?�����	������	�.���	���
�0B� �	!���	�� 80�� ��0?���	��� ��	!.��4	�� �	�� ��6�����0��0�	�� ����� 0�� ���	�0F� &�� .����	�
����	�.���� �0� �����.���� ��0�	� !���?�����	� ����� 0�� .��/�5!	� �	� �����.���� .	0�� ����� H��	�
�	.���	���� ��!!	� 0�� .��/�5!	� �	� ��0��1	F� ��0�����E� ����� 0�	� �	��	� �..��������E� ��� 6�T���
�����0�	!	����	����6����	��!���?�����	��������6�0	����	��	!	����0���	��M���6�����0��0�	��O���0��
���	�0F��	��� ����	� 0�� ������5�	� �4��!�80	� �0� ���	�0� �������� =���� ���	�0� �4��!�80	>F� ���	�
���1��� �	� M�����	.����� �	� ���	�0�OF� &��..��������� �!.��80���� 0�	� �	��	� ������������80	� �	���
.���	����������	��?�.���	�F���
�
�
�4&4�4���!�������	����������
����"�����
���.��/�5!	��	��4��?5�	��	����	�0�	�����0�	���!��������	��0��!��5�	��	�6����F����!��5�	��	�
6����������80	����������	��0��0�����	�0��	������.����� =  (�, �) �Y�����	��	!/�	��	���!!	���	������	��	!/�	�������F���0��!������	���	����6����	���/;	��E����������5�	�80	��?�80	�����.	0��H��	�
����	����.���0�� ���F���� ��������������	���	���������������.����	��	��	0� » =  (��� |∀(�, �) ∈ �)F� ��� ��!.����������	��� ��� 80������� �	� 6���� �0�� ������(�, �)E� 80�� �	�.	��	� 7� ��� ���������	� �	�
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� R

��.���������	�7��	�����F���0���	������������0���!!	����=∀� ∈ �>E������∑ ����:(�,�)∈� =  ∑ ����:(�,�)∈� �
=���� �1>F� �	��� !����	� 80���� 4� �� �0����� �	� 80������� �	� 6����� 	�� �����	� 80�	�� 	����	� �0�� �	�
��!!	�E��'�'������	�*���!!��F��������	���������	���!!	����	�����������7�0�	��	!���	���	����	�
�	�6��� p�E���������	�����	���������	��	���
 ∑ ����:(�,�)∈�  =   ∑ ����:(�,�)∈� +  p�F�%���������0��6��������?	!��	� 0�	� 80������� ���/;	���p��0� ��!!	��~��	��� �	� ��!!	� YE� ��� ����� ��(�1)�.�0�� ��0��
��!!	�� � ∈  � \ {~, Y} �	�� �	�� ��!!	��� ~ et Y ��	�.	��	��� �	�� ���������	�� �0�����	��
�∑ �¼�¼:(¼,�)∈�  =   ∑ ��¼¼:(�,¼)∈� + p N�∑ ����:(�,�) =   ∑ ����:(�,�) – pF�&	���!!	��~�	�������	�.����7�
���������	���	���!!	��Y��0�������.�0�����80��������	�6��� pF������
�
����� �	�����	�� �..���������E� �	�� �/;	��� ����0����� �0�� �	� ���	�0� �	� ����� .��� ?�!�15�	�F� ����
����	��	����	���66��	�����4.	���	�!���?�����	�F����6������!.�	���	���.�����.�/�	��	������	���	�
1	��	����..���������F�%����������0������������������M������
����OF����������������80����	B���	�½ ��4.	�� �	� !���?�����	�� 7� ��?	!��	�F� ��� �	��	0�� �	� !0���"6���� 	��� ��6����� 
� »: = (��: |∀ X ∈  � XY 9 = 1. . ½)F� ��� 6������ ��0�� ������X�	��� ������ .���
��� =  ∑ ��::��..: ��Y� ���
���	0���	���:������	���5�	������6�����������	F�������
�
���.��/�5!	��	�6����	�����0!���7����������������	���0�����	��
�=�>�0��6���������0��	������	��0�����
������	�������H��	���?	!�����0�������N� =��>��?�80	���!!	����66��	����	����������	���0�������
������	�.	��	����������	�����	���������	�6����N�=���>��?�80	���������7�0�	����������	��	���.�����F�
�	�����������������	��������������	�F�%��.	0����������;�0�	����0��	�����������	����!!	��	���W��
��0�������������0�����F�&��/;	���6�	�����0�	����	�!���!��	���	���W������?	!��	!	��F��	�����	�
��!/�	� �	� 6����� .���	����� ����� 0�� ���	�0E� ��� .	0�� ������ 	��	���	��	!	��� �	0B� �4.	�� �	�
.��/�5!	��
�.��/�5!	���0�6�����	���W��!���!���	��.��/�5!	���0�!0���"6�����	���W��!���!��F����
�
�
/�0���������
��	�"���������C����������

���.��/�5!	��0�6�����	���W��!���!���	���.�0����!.�	��	����6�7��	0B���	��!0���"6���F����	�����6����
��!!	�
�������������0�����	�0��0�1��.?	����	����� =  (�, �)��Y���� ��	��	!/�	��	���!!	���
	������	��	!/�	�������F��?�80	�����X  ��.���5�	�0�	���.������80���������	�	���	0B�.����	��
�
�	0����	�.����1	�!���!���½�-��	���	0����	�.����1	�!�B�!�� ½���F����	�����������7�0����W���	�
.����0���
�F�%���?	��?	�7����	�!��	���	�6�����E�80��.	0��H��	���6����	����!/�	��	���	����0�	��
6�����������	�E��	��80	�
�

" 0����!.�����������	��X ∈ �E�����	�.	��	�½�-� � �� � ½����N�
" �	���W��
� = ∑ 
����∈� ������!���!��F��

�
&��6��!0�������=/8 4>�	���0��!��5�	��0�6�����	���W��!���!��F��������80	��	E�������������	�=�F�>�
����	�.����7������.������������	�����=�FR>��	.���	��	��������	���������0�6�����0���?�80	���!!	�F�
�

(/8 4)
⎩⎪⎪
⎪⎨
⎪⎪⎪
⎧Minimiser � 
�����(�,�)∈�            (4.1)

s.c.                                               ½�-�� ≤ ��� ≤ ½����         ∀�, � ∈ �, (�, �) ∈ �    (4.2)� ��� − � ��� = 0�:(�,�)∈��:(�,�)∈�    ∀� ∈ �                      (4.3)
��� ∈ ¾                                  ∀�, � ∈ �, (�, �) ∈ � (4.4)

�

�
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��� �	� ��W��
��7�!���!��	�� 	��� ����	B	�	�� 6�������� �0� 6�����E� ��� �����0�������0�� 6���� �	� ��W��
!���!����	��	���0��.��/�5!	����.��!������������	B	�U+��D:E�+��DSE�%0�99VF�&	�6�����	���W��
!���!���.	0��H��	������0�	���	!.��.��4��!����.���0����1����?!	������!���������	������0�����	�
��W����1���6�=�����
����������������!�>��0�.���0����1����?!	��	�.�0����0����?	!����0��	���6�
=������������!���������!�������!�>�U+���E�*��DSE�)?0SDVF����������	E�������	������Y��	���W��
���	���������	E�0��6�����0���W��!���!����	��	���������?�
	���������U+��DSVF���	����0�����.	0��
H��	��?����	������0��.��45��	���6����.����	�����������	���	�6�����	���	�����������	���	���.������F�
�	��	� ������������80	� .	0�� H��	� 	!.��4�	� .�0�� ���	�� �	�� ?	0�����80	�� �	� �����0����� ��	�� �	��
�	�?��80	�����!����������������	�	���	������X�	�����?����80	F�
�
�
/�0���������
��	��	���>"���������C����������
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" ���������	�� �	� ��.������
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(/8 5)
⎩⎪⎨
⎪⎧Minimiser t� + p� (5.1)s.c.                              u� + W� ≥ v  (5.2)� ∈ O               (5.3)� ≥ 0                (5.4)

�

����������������������������
&�� 6��!0�������(PR 5)�!����	� �	� ��0�".��/�5!	� ���� 7�(PR 5)�	�� 6�B���� �	�� ���	0��� �	 �E� ����
��������"��������F�&	��0����	�(PR 5)�	��������=DPR 5>���	�� �	��	��	0���	������/�	���0�� �F�
&	�=/h 5>�	���������������!!	��	����������������F��
�

 (/h 5) ⎩⎨
⎧Minimiser p�     (5.5)s.c.                         W� ≥ v − u� (5.6)� ≥ 0              �

�

(/h 5) ⎩⎨
⎧Maximiser (v − u�)� (5.7)s.c.                                   W�� ≤ p                (5.8)� ≥ 0                     (5.9)�

�
&�������6��!������.�0���/�	�����	����������������	���0��.	0�.�0����!.��80�	F�%��������0���
���/�������6��!0�������=PR 5>������(PR 5)F�&��6��!0�������(PR 5)��	��	���
��
�  minÄ∈Å {t� + min{p� |  W� ≥ v − u�, � ≥ 0}} (5.10)�
�
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=DPR 5>E�����/��	������������80�������0�����	�
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�� min{p� | W� ≥ v − u�, � ≥ 0} = max{(v − u�)� |W�� ≤ p, � ≥ 0} (5.11)�
�
%��������0������80������=5.11>�	��=5.10>E��	�����0������	�
��
� minÄ∈Å {t� + max{(v − u�)� | W�� ≤ p, � ≥ 0}} (5.12)�
�
%��������5�	�¾���	�.��	��	�� ���0������ 6����/�	���0�.��/�5!	� �������E�/���	��	!/�	��	��.������
	B��H!	�� �	�  ¾ E� 	�� � ���	��	!/�	� �	�� ��4���� 	B��H!	�� =���������	�� /������� ��	�.��	� �	�
���0�����>��	�JF���0���	�����	0����������	�E��	�����������������(DPR 5)�	���6����	�7�����0��	F�
&�� �����0����� �/�	�0	��∗ �	��� ����� 0�� .����� 	B��H!	��� ��	� ��	�.��	� �	�� ���0�����L.��45��	�
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�h = {� |(v − u�)�� ≤ 0, � ∈ O, ∀�� ∈ �} (5.13)�
�
&��6��!0�������=F:�>�	����	�	�0�=F:�>�	���	!.��T����O�.���h�
�minÄ∈j {t� + max{(v − u�)� | W�� ≤ p, � ≥ 0}} (5.14)�
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�minÄ∈j {Æ | Æ ≥ t� + (v − u�)��, ∀�� ∈ /} (5.15)�
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⎩⎪⎨
⎪⎧Minimiser Æ                          (5.16)s.c.                                          Æ ≥ t� + (v − u�)�� ∀�� ∈ / (5.17)(v − u�)�� ≤ 0            ∀�� ∈ � (5.18)� ∈ O                              
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&���1����?!	�:FC�!����	��	���?�!��.�����.����	�����!.���������	��	��	�F������0�	�����������
�	����.?��	�=��>E��������0���	�����������������=DPR 5>���	���	�����	0������0	��	���	��’�
�������
=DPR 5>�	���/����	E�������0�	����������	��	��4.	�=F:�>�	����;�0��	�������	�=PM 5>���	���∗����
���0������.��!��	��0�.��/�5!	�	�����	��/�	�0	E��'�.  / =  / ⋃ {�∗}F�&��/���	��0.���	0�	�ÇW�
�0�.��/�5!	���������	���!��	�7�;�0����	��������	0���.��!��	��	�=DPR 5>E�	�����/���	���6���	0�	�
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8W�	��� �1��	� 7� ���	0�� �.��!��	� �	� =PM 5>� ���0	��N� ��� =DPR 5>� ��	��� .��� /����	E� ������ 0�	�
���������	� �	� �4.	� =F:D>� 	��� �;�0��	� ����� = PM 5 >E� �'�' � =  � ⋃ {�’} E�
�Y �’ =  max ��v –  u�’�� ¬ WL � ≤  p, �v –  u�’�� ≤  0, � ≥  0}F�&	�� ������������	� �	�!��	���
80���� ��� ��66��	��	� 	���	� ��� /���	� �0.���	0�	� 	�� ��� /���	� ��6���	0�	� 	��� .�0�� .	���	� 80	� ���
��������	�lE��'�'�80��� ÇW –  8W � ÈF��
�
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�����!.���������	��	��	����
�
����B�C��!����	D��������������
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�
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������������|���������|�������+	���	�7�;�0��=�6�1>�	���;�0�����0�	����������	�=1'-<>���	���D�N�
������������|���������|�������%.��!��	���	�.��/�5!	�!�<��	�=�6�1>�N�
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&������!.�������� ��1���1�	��	�	��� ��0�	����..��80�	�.�0���	�� 6��!0��������80�������	��	���
0�	� ���;���������	��	0B�/������	� ���������	�F����	� ���	����/����0�	� ��.�	��	�������/�	�E� 	��
.0��� ��.��	� �	� .��/�5!	� �������� 	�� �	0B� ��0�".��/�5!	�� 	�� �	��B���� �	�� ���������	�� �	�
��0.��1	� ���	�� 7� �	0B� ��.�	�� �	� �����/�	�F� &	�� ���������	�� �	��B�	�� ����� �;�0��	�� ����� ���
6�������� �/;	���6� 7� �����	� ��0�� !0���.�����	0�� &�1���1�	�F� %�� ������5�	� 80	� =PL 6>� 	��� ���
6��!0������� 	�� .��1��!!������ �������	� 7� ����0��	E� �Y�t�	��� 0�� �	��	0�� �	� ��W��E�u�	��W������
�	�� !�����	�� �	� ��	66���	���E���	��v������ �	�� �	��	0��F� � =PL’ 6>� 	��� ��� 6��!0������� �.�5�� ���
�0.����������	�������/�	�F����
�
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(PL 6)
⎩⎪⎨
⎪⎧Minimiser t� (6.1)s.c.                   u� ≤ �   (6.2)W� ≤ v   (6.3)� ∈ U�   (6.4)

�

�

(PL' 6)
⎩⎪
⎨
⎪⎧Minimiser t�           s.c.                              u� ≤ �               W� ≤ v               � = �                  (6.6)� ∈ U�, � ∈ U� (6.7)

�

�
%��������0����	�!0���.�����	0�� � �ℝ��.�0���	��B	���	�����������	���	���0.��1	��	���	0B���.�	��
�	����������	��=CFC>F�&��6��!0���������1���1�	��	�	�����6���	�
�
�  8��(�) = min{t� +  �(� − �) |  u� ≤ �, W� ≤ v , � ∈ U�, � ∈ U�} (6.8)�
�
&��=CFD>�.	0���0�����������	���!!	�
�

�8��(�) = min{(t − �)� +  �� | u� ≤ �, W� ≤ v, � ∈ U�, � ∈ U�} (6.9)�
�
%������!.��	�=6.9>�	���	0B���0�".��/�5!	����	��8��( )  =  8�( )  +  8�( )�
�

�8�(�) = min{(t − �)� |  u� ≤ �, � ∈ U�}   (6.10)   �8�(�) = min{�� |  W� ≤ v, � ∈ U�} (6.11)�
�
&	��0����	��������!.����������1���1�	��	�	�����6������!!	�
�
�

(DDL 6) ÌMaximiser 8�� (�) (6.12)s.c.                             � ∈ h�I            (613) �
�
%��������5�	�80	�¾�  =  {� ≥ 0 |u� ≤  �}�	����	�.��45��	�����	B	�80���	.���	��	���	��	!/�	�
�	�� ���0������ �	��E� 	��¾�  =  {� ≥ 0 |W� ≤ v}�	��� �	� .��45��	� .�0���F� ���������	��	!/�	� �	��
.������	B��H!	���0�.��45��	�¾�E�	��8�	�����	��	!/�	��	��.������	B��H!	��.�0��¾�E�� = |�|�	��E = |8|F�)����E��	���	0B�6��!0��������=CF:9>�	��=CF::>��	��	��	���
�
�� 8�(�) = max{Í�| Í� ≤ (t − �)�, ∀� ∈ ¾�}      (6.14)= max{Í�| Í� ≤ (t − �)��, � = 1, . . , �} (6.15)�
� 8�(�) = max{Íª| Íª ≤ ��, ∀� ∈ ¾�}    (6.16)= max{Íª|Íª ≤ ���, � = 1, . . , E} (6.17)�
�
&�� 6��!0������� =DDL’ 6>� 	��� �/�	�0	� 	�� ����������� Í =  Í� + Íª E� ��	�� �	�� 6��!0��������
=C. 15>�	��=6.17>F�&�����	0���.��!��	��	�=DDL 6>�	����1��	�7�������	0���.��!��	��	�=DDL’ 6>�
�
�

 (DDL' 6)
⎩⎪⎨
⎪⎧Maximiser Í                             (6.18)s.c.                                                Í + ���� − ��� ≥ t��       ∀� = 1, . . , �, � = 1, . . , E (6.19)� ∈ h�I                                 (6.20)Í ≥ 0                                     (6.21)

�

�
&�����0������	�=DDL’ 6>�����	�0�	�/���	���6���	0�	��	�/���	�80������7�������0������.��!��	��0�
.��/�5!	��������F�+���E���������0������	��	��	�6��!0�������	�����W�	0�	�	���	!.���	�����0�F���0��
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.�0�� �	� �������� ����	������ �	��	�!��?��	E� ��� .	0�� �	� ��6��	�� �0B� �����0B� �	� U*	���E����DSE�
'�09�VF���
�
��
/�0��������
�������������D�$>E��"��

&�� ����!.�������� �	� ����@�1"Q��6	� 	��� 0������	� .�0�� �	�� .��1��!!������� �������	�� 80��
.	0�	��� H��	� ��.���	�� 	�� .�0��	0��� ��0�".��/�5!	�� ����.	������F� �	�� ��0�".��/�5!	�� �����
�����0����.���0��.	������!/�	��	����������	���	���0.��1	F�%��6��!0�	��	�.��/�5!	�!�<��	�	��
0����������	�������/�	�����	���0��	�!	��	�.������	B��H!	�F�&	�.��/�5!	�!�<��	�	�����0�	����	�
��5�� 1����	� �����	E� ��	�� 0�� 1����� ��!/�	� �	� ������	�F� ��� 	��� �����0� .��� ��� 1���������� �	�
������	�� =����� ��� �	������ :F�F:FR>F�%�� �0..��	� 80	� �	� =/8 7>� 	��� ��� 6��!0������� 7� ����0��	E�
�������80	��	��	�����������	���	��	0����	������/�	�E�
��������	���	��	0����	���W��E�u��	� �������
�	��!�����	���	������	�E�v��������	���	��	0���	������	����	��� =  1. . Y�	� � =  0. . YF�
�

 (PL 7)
⎩⎪⎪
⎪⎨
⎪⎪⎪
⎧

 
Minimiser 
��� + 
ª�ª + … + 
���s.c. u��� ⋯ = v� (7.1)uª�ª = vª (7.2)⋮ ⋱ = ⋮ ⋮u��� = v� (7. Y)��� + ª�ª + ⋯ + ��� = vF (7.0)�� , �ª , … , �� ≥ 0

�

�
����� �	� =/8 7 >E� �	�� ���������	�� =�F9>� ����	�.���	��� �0B� ���������	�� �	� ��0.��1	E� 	�� �	��
���������	��=�0�/����>��	�=�F:>�7�=�F�>�.	0�	���H��	�����!.���	��	����0�".��/�5!	�F������0�"
.��/�5!	���	�����6������!!	�
�
�

(PLS7 − i) ⎩⎨
⎧Minimiser 
���s.c.                     u��� = v��� ≥ 0 �

�
&�� �����0����� ��0�� ��0�".��/�5!	���	��� �	�����	!	��� ��!.�	F�&�� ���0����� �/�	�0	� 	��� ����� 0��
.�����	B��H!	�=��������>��0���!���	��������/�	�.�0���	���0�".��/�5!	�N������0����4���	B��H!	�
=�����Í��>�80�����	���0�".��/�5!	���	���.���/����F�%��������5�	�¾����	��	!/�	��	�����0������
�������/�	�� .�0�� �	� ��0�".��/�5!	� �E�/����	��	!/�	� �	�� .������ 	B��H!	�� 	�������	��	!/�	� �	��
��4����	B��H!	�F���	����0��������.	0��H��	������	���!!	�=7.t+1>���	���	�������/�	� ©���	������
�Y� ©�� ≥ 0 	���� ≥ 0E�	��������������	��	�����	B����∑ ��� = 1�∈Hµ �
� �� = � ������ + � ©��Í���∈�µ�∈Hµ

(7. Y + 1)�
&	� .��/�5!	� !�<��	� =PLM 7>� 0�����	� ��� 6�������� �/;	���6� 	�� �	�� ���������	�� �	� ��0.��1	� �	�
=PL 7>F� ����� �	�� ���������	�� �	� ��0.��1	E� �	�� �	��	0��� �	� �����/�	���� ������ �	!.������ .���
���80������ =�F�a:>F�%�� ������0��� �0���� �	�� ���������	�� �	� ����	B���F� &	� .��/�5!	�!�<��	� 	���
��6������!!	�
�
�
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� C:

(PLM 7)

⎩⎪
⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎪⎧Min � 
��������∈HÓ

+ � 
�Í��©���∈�Ó
+ ⋯ + � 
��������∈H¢

+ � 
�Í��©���∈�¢s.c. � ��������∈HÓ
+ � �Í��©���∈�Ó

+ ⋯ + � ��������∈H¢
+ � �Í��©���∈�¢

= vF
� ����∈Hµ

= 1 ∀� = 1. . Y
��� ≥ 0 ∀�, �         Í�� ≥ 0 ∀�, �         

�

�
%������0�� �	�.��/�5!	�!�<��	�.��� ���1�����������	�������	�F������0�	� ���������E�Ô�	��Ô’������
�	�������/�	���0��	������	�.�������7� ��� ���0������.��!��	��0�M���/�5!	�������.���(	���	���O�
=��(>� ���0	�� �0� .��/�5!	� !�<��	E� �Y�Ô �����	�.���� �0B� ���������	�� �	� ��0.��1	� 	��Ô’ ��0B�
���������	�� �	� ����	B���F� &	� ��0�".��/�5!	� ����� ��� 1���������� �	� ������	�� �������	� 7�
��	���6�	�� ��� ������	��  L/'�=�Y�L�	��� ��	��	!/�	� �	�� �	��	0��� �	� �����/�	�� 	��'���	��	!/�	�
������	���(����0	�>E�80��.���5�	��	�.�0��.	������W�����0���
∗�
���

�
∗ = min�∈�/&{min{(
� − Ô�)�� |  u��� = v�, �� ≥ 0} − Ô��}�
�
���������	0���	�
∗�	�����1����	E�����������;�0�	����������	�����	�.�������������	���(����0	��	��
�����5�	F������E�������0��������0	��	�	����.��!��	F���0��.�0���	����������0���������!.���������	�
����@�1"Q��6	E����.	0���	���6��	��7�U���C9E�&���9E�)?0SDE�&��9�VF�
�
�
/�0�,	���
��������
�

���	B���	����0��	��!��?��	����!!	��������!.��������.��B�!��	�	�� �	��!��?��	��.��4�����	�F�
&������!.��������.��B�!��	�.	0��H��	��0	���!!	�0�	�!��?��	���!/�����������10�����������	��
����	��B�����F����	�	���0������	���0�	���.�0���	��.��/�5!	���	���0��1	������������	��80��.	0�	���
H��	�����!.��������0�	��	!	���	��0�	�6�!���	��	���0�".��/�5!	������.	��������	�����.���0�	�
���������	� �	� ��0.��1	F� ��0�� .�0�� �	� �������� �0�� �	��	�!��?��	E� ��� .	0�� �	� ��6��	�� 7� U�.�DE�
�?�S�E�+�?SDVF�
�
&	�� !��?��	�� /���	�� �0�� �	�� �	�?��80	�� .��4�����	�� ����� �0���� �..	��� !��?��	� �	� �4.	�
/����?	!	���	����0.	��=���������	������:F�F:F:>F����.��45��	����BPC�	�����	��	��..	�����	B	�
�	���	��	!/�	��	��.���������������	�.��	��	�����0����� �F��?�80	�.������  h���	.���	��	�0�	�
���0������������/�	F�&����	�.�����.��	�	������!	�	�� ��� �����0�������0�	�6��!0������� �������	�7�
���.��!�������� ��0�	� 6�������� �������	� �0�� �	� .��45��	� �������F� �	� �4.	� ���..���?	� �� ����
������0��� �������	!	���.���Q'�J	��	�F� ��� ���..��80	�7�0��.��/�5!	��	���0.��1	� =�	�1��.?	>F�
��0��.�0���	��������� �0���	� �4.	��	�!��?��	E����.	0������0��	�� �	����0�	���	� U*��S9E���?S�E�
�?�9E�+�?9VF�
�
�
�4&4 4 ����
��	�����"���
��������������������
�����������������
�)�	��
&��.�0.�����	��.��/�5!	���	��4��?5�	��	����	�0B��������	���	��0�������	!	����	�!0���"6���F��	�
!0���"6���� �	.���	��	� ��0�	��� �	�� 6�0B� !�4	��� ����	�.������� 7� ��� ����0������� ���/;	���
�4��!�80	�� ��!!	�
� !	���1	�E� ��?��0�	�� 	�� ��1��0B� �0���F� &	�� !��5�	�� ����� �����
������1�80	���0������80	�����������7��	���.����������0��4��5!	��/�	���	���0��0�	�.�����	����	@�
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