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Introduction

Attention :

Lorsque nous faisons référence au nom de Mahé, nous parlons de Louis
Mahé, qui est un homonyme de 'auteur, mais n’est pas de la méme famille
que lui (le nom de famille Mahé est I'un des plus courant en bretagne).

Soit P € R[Xy, -+, X,] un polynéme. Si P est une somme de carrés
dans R(Xy,---,X,), alors P est positif ou nul sur R" (i.e. V(z1, -+ ,2,) €
R™ P(xy1,--+ ,x,) > 0). Réciproquement, lorsque P est positif ou nul sur

R™, nous pouvons nous demander si P est une somme de carrés de fractions
rationnelles. Cette question est connue sous le nom de dix-septieme probleme
de Hilbert. En 1927 Artin apporte une réponse positive avec le théoreme
(voir [Art27]) :

Théoréme 1 (Artin) Soient R un corps réel clos et f € R[X1, -, X,].
Si f est positif ou nul sur R™, alors f est somme de carrés dans le corps des
fractions rationnelles R(X1, -+, X,).

Une question connexe est ’aspect quantitatif : il s’agit de déterminer le
nombre minimum r tel que tout polynéme positif puisse s’écrire comme une
somme de r carrés de fractions rationnelles. La réponse a cette question n’est
pas completement connue. A ce sujet, Hilbert montre que les polynomes
en deux variables positifs ou nuls sur R? sont somme de quatre fractions
rationnelles. Il montre également que les polyndémes en deux variables de
degré total inférieur a 4 sont somme de trois carrés de polyndomes. Le premier
de ces deux résultats est généralisé par Pfister de la maniére suivante : tout
élément de R[X1,---, X,] positif ou nul sur R" peut s’écrire comme une
somme de 2" carrés de fractions rationnelles.

On ne dispose pas d’une caractérisation effective des sommes de trois
carrés dans R(X,Y). Cependant, en 1971, Cassels, Ellison et Pfister donnent
un premier exemple de polynome positif qui n’est pas somme de trois carrés
de fractions rationnelles (voir [CEPT1]) :

Théoréme 2 (Cassels, Ellison et Pfister) Le polynome de Motzkin
M(X,Y) =1+ X2Y*+ X4Y? — 3X2Y? est positif ou nul sur R? (et donc



somme de quatre carrés de fractions rationnelles) mais n’est pas somme de
trois carrés dans R(X,Y).

Pour démontrer ce théoreme, Cassels, Ellison et Pfister associent a tout
polynome positif de la forme F(X,Y) =1+ A(X)Y2+ B(X)Y* € R(X,Y)
avec B(A% — 4B) # 0 la courbe elliptique £ d’équation affine

—3% = a(a® — 2A(z)a + A(z)* — 4B(z)).

Ils expliquent alors que F' est somme de trois carrés dans le corps R(X,Y) si
et seulement si Er possede un R(z)-point (a,B) tel que «a et
—(a? = 2A(z)a + A(x)? — 4B(z)) soient des sommes de deux carrés dans
R(x) (c’est-a-dire positifs ou nuls sur R). Une méthode similaire permet &
Christie d’exhiber (dans [Chr76]) une famille de polynémes positifs ou nuls
sur R? qui ne sont pas somme de trois carrés de fractions rationnelles :

Théoréme 3 (Christie) Soient A\, p, v trois entiers tels que 0 < p < v,
= (=3)"X pour n € N* et A\ non multiple de 3 vérifiant A\ = —v[3]. Nous
supposons que 3u(p — v) et u? + pv + 1% ne sont pas des carrés d’entiers.

Alors le polynéme 1+ X ((X +p)3 — ”;)Y2 + %IJGXQY4 est défini positif
mais n’est pas somme de 3 carrés dans R(X,Y).

Utilisant une stratégie totalement différente (basée sur le théoréeme de
Noether-Lefschetz), Colliot-Thélene prouve en 1992 le théoréme (voir [CT93]) :

Théoréme 4 (Colliot-Thélene) Soient m > 3 un entier et N = (m2)(m+1)

2
Sotent I(Ty,--+ ,Tn) = Z a;T; une forme linéaire a coefficients dans R
1<i<N
et q(Ty, - ,Tn) = Z b; jT;T; une forme quadratique & coefficients
1<i<j<N

dans R. Si nous nmous donnons un ordre sur l’ensemble des couples d’en-
tiers naturels (a,b) avec a +b < m, nous pouvons définir un morphisme
p: A? — AN,
(X,Y) — (XY
Nous posons alors P(X,Y) := (4q — I?)(p(X,Y)).
1. Siles coefficients (a;)1<i<n et (b;j)i<i<j<n sont algébriquement indé-
pendants sur Q, alors le polynome P(X,Y) n'est pas somme de trois
carrés dans R(X,Y).

2. 1l existe un nombre réel € > 0 tel que si les coefficients (a;)i1<i<n €t
(bij)1<i<j<n vérifient les inégalités |a;| < €, |b;; — 1| < € et |b; j| < €
pour i # j, alors le polynome P(X,Y) est strictement positif sur R?.

Dans [Mac00], Macé utilise la méthode développée par Cassels, Ellison et
Pfister pour étudier des polynémes de la forme (Y2 +a(X))(Y2+b(X)) avec
a, b € R(z) des fractions rationnelles positives ou nulles sur R. Il montre
notamment :



Théoréme 5 (Macé) Soit 0 < r < 1 un nombre réel. Alors le polynéme
strictement positif F(X,Y) := (Y2 + (X2 +1)?)(Y2 + (X2 +1)% —r?) n'est
pas une somme de trois carrés dans R(X,Y") si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

* retr(r+1) ne sont pas des carrés dans le corps Q(r) ;

* Uun des trois nombres (1 —r), (L +1) et 2 n'est pas un carré dans le

corps Q(r).

Les résultats présentés dans [Mac00] ne font intervenir que des courbes
elliptiques de C(X)-rang de Mordell-Weil nul. Certains de ces résultats sont
étendus en 2005 par Macé et Mahé dans [MMO5] : les courbes elliptiques
qu’ils étudient sont de R(x)-rang de Mordell-Weil nul sans étre de C(x)-
rang de Mordell-Weil nul.

Théoréme 6 (Macé, Mahé) Soit P(X,Y) :=Y*+ A(X)Y2+ B(X) avec
AX) =X+ () X2 492 et AB(X) = X (X2 +r - D) (X2 +2r - 1)
our >3, r#1 est un réel tel que 6r(4r —1) et 6r(2r — 1) ne soient pas des
carrés dans Q(r).

Alors P est une somme de quatre carrés dans R(z,y) qui n’est pas une

somme de trois carrés dans R(z,y).

La méthode développée par Cassels, Ellison et Pfister ne permet d’étudier
que des polynémes de la forme Y* + A(X)Y? + B(X) : cette forme est
indispensable pour définir la courbe elliptique centrale a leur étude. En 2001,
Huisman et Mahé généralisent la construction de Cassels, Ellison et Pfister
a l'aide de la notion de point antineutre.

Un R(z)-point P d’une variété abélienne A définie sur R(z) est dit an-
tineutre si pour toute cloture réelle k de R(z) le point P n’est pas dans la
composante neutre de A(k) Dans [HMO01], Huisman et Mahé montrent qu'un
polynéme P(X,Y') de degré en Y multiple de 4 est une somme de trois carrés
dans le corps R(X,Y) si et seulement si un R(z)-point de la jacobienne de
la R(z)-courbe hyperelliptique C d’équation affine z? + P(x,y) = 0 est anti-
neutre.

L’objet cette these est de généraliser la méthode de Cassels, Ellison et
Pfister a l'aide du résultat de Huisman et Mahé. Nous obtenons en parti-
culier une famille d’éléments de R[z,y] de degré 8 en y, positifs ou nuls sur
R2, qui ne sont pas somme de trois carrés dans R(z,y). L'idée générale est
de chercher des polynémes P(z,y) tels que le groupe Jac(C)(R(x)) soit de
R(x)-rang de Mordell-Weil nul : Jac(C)(R(z)) est alors égal a sa torsion et
nous n’avons & tester ’antineutralité que d’un nombre fini d’éléments de
Jac(C)(R(z)). Pour montrer la nullité du R(x)-rang de Mordell-Weil de la
jacobienne considérée, nous effectuons une 2-descente.

Dans une premieére partie nous mettons en place tous les outils nécessaires
a notre étude; il s’agit donc principalement d’une partie d’exposition. Nous



commencons ainsi par rappeler les résultats de Huisman et Mahé afin de
reformuler correctement notre probleme, puis nous expliquons le principe
général de I’étude.

Nous poursuivons cette partie par des rappels concernant la notion de
représentation de Mumford. Soit ‘H une courbe hyperelliptique donnée par
une équation affine de la forme 22 = f(y) avec f unitaire, sans facteur carré
et de degré impair. Un élément P de Jac(H) est représenté par un couple
(u,v) de polynomes en y, sa représentation de Mumford. Si un point « de
Jac(H) sécrit a = j(aq) + -+ + j(ow,) avec j : H — Jac(H) l'injection
canonique et «; un point de H, le polynéme u code les abscisses des «;
et v les ordonnées. La représentation de Mumford ne peut pas étre utilisée
pour toutes les courbes hyperelliptiques. Cependant, les polynémes P(z,y)
positifs ou nuls sur R? auxquels nous nous intéressons dans cette these sont
choisis de la forme P(z,y) = (y*> + 1)Q(z,y?) avec Q(z,y) € R[z,y]. Ainsi,
grace a un changement de variable, la représentation de Mumford permet de
manipuler les points de la jacobienne de la courbe hyperelliptique d’équation
affine 22 + (y*> + 1)Q(x,4?) = 0.

Soit k£ un corps de caractéristique 0 sur lequel H est définie. Le premier
chapitre se termine par la présentation d’un morphisme dont le noyau est
2Jac(H)(k). Ce morphisme a été introduit par Cassels pour les courbes ellip-
tiques et sa généralisation aux jacobiennes de courbes hyperelliptiques est
due & Schaefer. C’est pourquoi nous avons choisi d’appeler ce morphisme
le morphisme de Cassels-Schaefer. Cette caractérisation des doubles a deux
utilités : non seulement elle simplifie I’étude de la torsion 2-primaire (cha-
pitre 2), mais elle est également centrale lors de la 2-descente (chapitre 3)
et des calculs de rangs de Mordell-Weil réalisés au cours des chapitres 3 et 4.

La deuxieme partie est consacrée a 1’étude des points de torsion
2-primaire pour deux types de courbes hyperelliptiques. Nous fixons un po-
lynéme Q(z,y) € R(z)[y] tel que P(z,y) := (v* + 1)Q(x,4?) € R(x)[y] soit
positif ou nul sur R?, unitaire, sans facteur carré, et de degré en y multiple
de 4 strictement positif. Nous notons C la courbe hyperelliptique d’équation
affine 22 + P(x,y) = 0 et g le genre de C. Nous expliquons tout d’abord
comment vérifier quun point de Jac(C) est R(x)-rationnel. Nous signalons
aussi qu'un point « € Jac(C)(R(z)) de représentation de Mumford (u,v) est
antineutre si et seulement si

* o est R(x)-rationnel,

u de degré g, et
* u(0) est une somme non nulle de deux carrés dans R(z) (i.e. une
fraction rationnelle en une variable positive ou nulle sur R).
Si nous souhaitons montrer que P est une somme de trois carrés, il est
naturel de commencer par chercher un point antineutre parmi les points
de torsion. En fait, étudier la torsion 2-primaire suffit : I'existence d’un
élément de torsion antineutre de Jac(C)(R(x)) est équivalente & l'existence

*



d’un élément de torsion 2-primaire antineutre de Jac(C)(R(x)).

Au cours de la section 2.3.1, nous expliquons comment calculer la torsion
2-primaire de Jac(C)(C(z)) en itérant la division par 2.

L’addition dans Jac(C)(C(x)) peut s’effectuer en termes de représentation
de Mumford. En écrivant la formule de doublement d’un point, nous obte-
nons, pour tout point fixé o € Jac(C)(C(z)), une équation dont les solutions
correspondent aux représentations de Mumford des points ( tels que 20 = «.

Cependant, cette équation de division par 2 reste assez compliquée. Une
raison de cette complexité est que tous les éléments de Jac(C)(C(x)) ne sont
pas dans 2Jac(C)(C(x)). Afin de simplifier la résolution de I’équation de
division par 2, nous décidons de faire appel a la caractérisation de Schaefer
des éléments de 2Jac(C)(C(x)).

Nous déterminons finalement les points de torsion antineutres en ap-
pliquant la méthode suivante. Nous vérifions d’abord la antineutralité des
points de 2-torsion. Lorsque le groupe Jac(C)(C(x))[2"] des éléments
2"-torsion de Jac(C)(C(z)) a été calculé nous appliquons a tout point
a € Jac(C)(C(x))[2"] lalgorithme suivant :

1. déterminer si 'image m¢(«) de a par le morphisme de Cassels-Schaefer

me (associé a Jac(C)(C(x))) est triviale;
2. si 'image me(«v) est triviale, trouver un élément 5 € Jac(C)(C(z)) tel
que 23 = « (en résolvant 1’équation de division par 2 associé & «) :
3. Si me(a), n'est pas triviale, étudier, pour tout 7' € Jac(C)(k)[2], 'an-
tineutralité de T' + a.
Ce faisant, nous déterminons le groupe Jac(C)(k)[2"t!] des éléments
271 torsion de Jac(C)(C(z)). Nous pouvons alors passer a I'étape r + 1.

Cette procédure est appliquée a deux familles de courbes, mais avec deux

optiques différentes. La premiere famille est obtenue en prenant

P(z,y) = (" + (> + C(@*)(y* + (1 4 C(2%))y* + B(a?)

avec B, C € R[x] des polynoémes réels positifs ou nuls sur R de degrés
respectivement 2 et 1 tels que le polynéme (1 + C)? — 4B soit de degré
1. Cette famille est destinée a fournir des exemples d’élément de R(x)[y]
de degré 8 positifs ou nuls sur R? qui ne sont pas somme de trois carrés
dans R(z,y). Dans la section 2.4, nous énongons des conditions de généricité
sur les coefficients B et C' assurant que la torsion 2-primaire du groupe
Jac(C)(C(z)) est engendrée par un élément de 8-torsion et un élément de
2-torsion. Nous en déduisons ensuite que Jac(C)(R(z)) n’a aucun élément
de torsion antineutre.
Dans la section 2.5 , nous étudions des polynomes de la forme

P(z,y) = (0> + D(* + a)(y* +b)(y* + )

avec a, b, ¢ € R(x). Le point de vue que nous adoptons est 'opposé du
précédent : il s’agit ici de trouver des conditions sur les coefficients a, b et ¢
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sous lesquelles le polynome (32 +1)(y? +a)(y?+b)(y* +c) est somme de trois
carrés dans R(z,y). Pour cela, nous calculons la 2-torsion et la 4-torsion de
Jac(C)(C(z)), puis nous cherchons & savoir si I'un des points ainsi trouvés
est un R(z)-point antineutre. Nous aboutissons finalement au théoreme

Théoréme 7 Soient «, 3, et v € R(x) trois fractions rationnelles non
nulles. Nous supposons que 3% est différent de v*. Nous posons

a:1+a2(1+62)(1+7)
b=1+a?(1+ 321492 et
c:1+a2(1+52)(1+’y)

Alors le polynéme P(y) := (y* + 1) (v + a)(y? +b)(y* +¢) est somme de
trois carrés dans R(z,y) :

Ply) = (-~ 4 agy((1— By)y+ B+ 72 + 1))2
(- a1y — (B2 4 D)
+(?+ D +a— 7).

Au cours des chapitres 3 et 4, nous donnons une famille de polynémes
qui ne sont pas somme de trois carrés dans R(x,y). Soient 7, w, p € R des
réels et k := Q(n,w, p). Nous posons :

, :pz_n2+n2_w2
! w? —n? 4

Soient B(x) := (x+b1)%2 —n? et C(z) := 2(x +b1) +w? —n? — 1. Nous notons

P(z,y) = (y+ 1)y + C()(y* + (1 + C(x))y + B(x)).

Nous supposons que le polynome P(x2,y?) est sans facteur carré.

Sous certaines conditions de nature arithmétique dans le corps k, nous
montrons que le polynome P(z2,y?) n’est pas une somme de trois carrés
dans R(z,y). Pour cela, nous considérons la courbe hyperelliptique C sur
R(z) d’équation affine 22 + P(22,4?) = 0.

Lors de la section 2.4, nous énoncons des conditions de généricité sur les
coefficients B et C sous lesquelles le groupe Jac(C)(R(x)) n’a aucun élément
de torsion antineutre. Pour montrer que P(22,9%) n’est pas une somme
de trois carrés dans R(z,y), il suffit désormais de prouver que le rang de
Mordell-Weil de Jac(C)(R(x)) est nul. Dans le troisieme chapitre, nous sim-
plifions ’étude du R(z)-rang de Mordell-Weil de la jacobienne Jac(C)(R(x)).

Nous utilisons tout d’abord la parité en 3 du polynome P(z2,y?) : le rang
de Mordell-Weil de Jac(C)(R(x)) est la somme des rangs de Mordell-Weil de
Jac(CT)(R(z)) et C~(R(z)) avec
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* CT la courbe hyperelliptique de genre 2 d’équation affine

22+ yP(2%,y) =0

* et C la courbe elliptique d’équation affine 22 + P(z?,y) = 0.

Cette simplification est importante pour la suite : montrer directement que
le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(R(z)) est nul engendrerait des calculs
trop importants (le genre de la courbe C est 3).

La parité en = du polynéme P(z?, y) peut également étre exploitée. Pour
cela, nous notons, pour tout ¢ € k(z),

* C; la courbe hyperelliptique sur k(z) de genre 2 d’équation affine
622 +yP(z,y) =0,
et C; la courbe elliptique sur k(z) d’équation affine 622+ P(z,y) = 0.
Le R(z)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement si C; , C;,
Jac(C;) et Jac(CJ) sont de R(x)-rangs de Mordell-Weil nuls.

Au cours des sections 3.3 et 3.4, nous appliquons un lemme de Christie
(voir [Chr76]) pour effectuer une 2-descente. Nous montrons ainsi que le
R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement si pour tout
élément strictement positif ¢ de k les k(x)-rangs de Mordell-Weil de CC_ ,

Cows Jauc(CEL ) et Jac(Cg;) sont nuls. La 2-descente est essentielle : le corps
k(x) est plus adapté aux calculs de Mordell-Weil que le corps R(z).
Ici, le choix des coefficients B et C' n’est pas anodin : nous ne pouvons
effectuer la 2-descente que si les conditions suivantes sont vérifiées :
* les polynémes B, C, B — C et 1 — C sont scindés sur k,
* le polynéme (1 + C(z))? — 4B(x) est de degré 1 et son évaluation en
0 est un carré dans k.
* les polynomes B(x?), C(z?), B(2?)C(2?), B(z?) - C(z?),
(B(2?) — C(2?))(1 — C(2?)) et (1 + C(2?))? — 4B(2?) ne sont pas
des carrés dans C(z)
* le polynéme 1 — C' est premier & z, B, B — C et (1 +C)? —

*

Dans la section 3.5, nous tirons parti de l’existence, pour tout § € k(x )
de deux isogénies de Richelot ¢ : Jac(Cy) — J ac(C+) et o7 : C5 — C
Ces deux isogénies de Richelot nous permettent de simplifier les Calculs
de rangs de Mordell-Weil (voir par exemple [CF96]). Ainsi, le R(z)-rang de
Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement si, pour tout ¢ € k strictement
positif, les images de huit homomorphismes

'cha chx, 75(—: ’Y@C—zy chrv Hca, HCAEL et H@g-z
sont respectivement les images des points de torsion k(x)-rationnels de

Coy G

o C ch, Jac(Czr), Jac(CZ;), Jac(CAzr) et Jac(CA&).

Le quatriecme chapitre est consacré a I’étude des images de v,—, v,-
¢

e: ez chr, chrz, HC}* et HC?L Nous utilisons d’abord une propriété de

12



I’image des morphismes de Cassels-Schaefer énoncée et démontrée au cours
de la section 3.3.1. Nous déduisons ensuite de réductions modulo certains
éléments premiers de k[x] des conditions de nature arithmétique sur 7, w
et p sous lesquelles la jacobienne de la courbe hyperelliptique C d’équation
affine

C: 22+ (P + 1)y + Oy + (1 + Ca?)y? + B(2?) =0

est de R(z)-rang de Mordell-Weil nul (voir le théoréme 4.6.1). Nous ne don-
nons pas ces conditions ici. Nous énoncons cependant deux conséquences du
théoreme 4.6.1.

Théoréme 8 Soientn, w, p € R trois nombres réels algébriquement indépen-
dants sur Q. Nous posons :

) :P2—772_|_772—w2
! w2 —n? 4

Soient B(z) = (z + b1)? — n? et C(z) := 2(z + b)) + w?> —n? — 1. Nous
n n
supposons que |w| > 1+ |n|, w? —n? > 2lw|, et by > 1+ < 5”2.

Alors le polynéme
P(z,y) = (y*+1) (o + C (+7)) (" + (14 C (27)) y* + B (+7))

est positif ou nul sur R?, mais n’est pas une somme de trois carrés dans
R(z,y).

Théoréme 9 Soient n := 23, w := 34 et p := 547. Nous posons :

2.2 2 2
— P =N n-—w” __ 14063
b1 w2—n? 4 44 >

B(l’) = (l‘ 4 b1)2 _ ,,72 — I2 4 14202632U 4 19617é336825 et

C(x) :=2(x+b) +w? —n* — 1 =2z + 255,
Alors le polynome
Pla.g) = (1 +1) (4 C () (4 + (14 C () + B (+2)) € QL)

est positif ou nul sur R?, mais n’est pas une somme de trois carrés dans
R(z,y).
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Chapitre 1

Outils généraux.

1.1 Conventions et notations

Nous rappelons tout d’abord quelques définitions concernant les courbes
hyperelliptiques.

Définition 1.1.1 Une courbe hyperelliptique sur un corps k est une courbe
C définie sur k munie d’un morphisme défini sur k, de degré 2 de C vers Pj..
Nous disons ausst que C est une k-courbe hyperelliptique.

Remarque :

La définition classique impose aux courbes hyperelliptiques d’étre de
genre supérieur ou égal a 2. La définition proposée est une version élargie :
nous utilisons un méme formalisme pour étudier les courbes elliptiques et
les courbes hyperelliptiques au sens classique (i.e. de genre supérieur ou égal
a 2).

Notations 1.1.2 Si C est une courbe définie sur un corps k, nous notons
k(C) le corps de fonctions de C.

Définition 1.1.3 Soit C une courbe hyperelliptique sur un corps k et ¢ :
C— ]P’,lC le morphisme de degré 2 associé.

1l existe alors une involution i : C — C définie sur k et appelée invo-
lution hyperelliptique telle que ¢ = ¢ o 1. L’involution induite par i sur le
corps de fonction k(C) de C est appelée involution hyperelliptique de k(C).

Les points de C fixés par i sont les points de ramification du morphisme

@Y.

Remarque :
Si C est une courbe hyperelliptique sur un corps de caractéristique différente
de 2, les points de ramification de C sont les points de Weierstrass de C.
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Proposition 1.1.4 Toute courbe hyperelliptique sur un corps k de caractéristique
différente de 2 admet un modéle affine lisse donné par une équation de la
forme

y* = f(z)
avec f un polynome a coefficients dans k. L’involution hyperelliptique de
kE(C) est alorsi:  k(C) — E(C)
Si g désigne le genre de C, alors le degré de f est 2g + 1 ou 2g + 2.

Remarque :

Toutes les courbes hyperelliptiques sont désormais supposées lisses (sauf
indication contraire). Lorsque nous parlons de la courbe hyperelliptique
d’équation affine y?> = f(x) (avec f(x) € R[z]), nous parlons du modele
projectif lisse de la courbe affine plane d’équation y* = f(z).

Afin de fixer le vocabulaire, nous précisons également ce que nous enten-
dons par une place d’'un corps de fonction :

Définition 1.1.5 Une place P d’un corps de fonctions F'/k est l’idéal mazi-
mal d’un anneau de valuation quelconque Op de F/k.

Nous notons Fp := Op/P le corps résiduel en la place P. L’entier
deg(P) := [Fp : k| est appelé degré de P. La classe d’un élément f € Op
dans Fp est notée f(P).

Soit t une uniformisante de P. Nous normalisons la valuation vp as-
sociée a P en posant :

* vp(0) = o0 et

* vp(z) =n si z=t"u avec u € OF.

Notations 1.1.6 Dans ce qui suit nous identifions pour toute courbe lisse
C sur un corps k les points fermés de C aux places de k(C). Ce faisant nous
obtenons les notions

* de groupe des diviseurs de k(C) (noté Div(k(C)),

*de valuation vp(D) d’un diviseur D en une place P de k(C),

* de support Supp(D) = {P|vp(D) # 0} d’un diviseur D,

* de degré deg(D) = Z vp (D) d’un diviseur D (le groupe des diviseurs

P
de degré 0 de k(C) est noté Div?(k(C)),
* de diviseur principal div(f) = va( f)P associé a un élément de
P

f ek,

*de groupe des classes de diviseurs de k(C) (noté Pic(k(C)))
* et de groupe des classes de diviseurs de degré 0 de k(C) (noté Pic®(k(C))).
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Soit k une cloture algébrique de k. Si D = Z niP; € DivY (k(C)) est un
icl
diviseur et f € k(C) est une fonction telle que Supp(D) N Supp(div(f)) = 0,
nous définissons f(D) := Hf(Pi)"" € k.
i€l

Notations 1.1.7 Soit C une courbe lisse sur un corps k. Nous notons
div : k(C)* — Div(k(C)) le morphisme qui envoie une fonction sur le
diviseur principal associé.

Nous notons cl : Div(k(C)) — Pic(k(C)) le morphisme qui envoie un
diviseur sur sa classe d’équivalence linéaire.

Notations 1.1.8 Soit A une variété abélienne sur un corps k. Nous notons
A(k) le groupe des points k-rationnels de A.

Soit n > 2 un entier. Nous notons [n]| la multiplication par n de A et
A(k)[n] Pensemble des points de n-torsion du groupe A(k).

1.2 Les sommes de carrés et la notion de points
antineutres

Cette partie est consacrée a l'exposition des résultats de [HMO1].

Notations 1.2.1 Soit ¥ = Gal(C/R) = {1,0}. Soit R(m) le groupe des
sommes non nulles de deux carrés dans R(z) (nous rappelons que toute
fraction positive F' € R(z) positive ou nulle sur R est une somme de deux
carrés dans R(x)).

Soient D une courbe définie sur R(x), projective, lisse géométriquement
integre, de genre impair, D' := D X gpeor(z)) Spec(C(x)) sa complexifice et
p : D' — D la projection. La courbe D' est munie d’une action du groupe
Y qui induit une action de X sur le groupe de Picard Pic(C(z)(D')) de
C(x) (D).

A la projection p est associé un morphisme p* de Pic(R(x)(D)) dans
Pic(C(z) (D)) dont l'image est contenue dans le sous-groupe Pic(C(z)(D'))*
des élément S-invariants de Pic(C(x)(D’)).

Lemme 1.2.2 Nous conservons les notations 1.2.1. Nous disposons de la
suite exacte :

*

0 — Pic(R(z)(D)) —4— Pic(C(x)(D"))* 0 HY(Z,C(z)(D')*/C(z)*) —0.

Démonstration.
Le noyau de div : C(z)(D’)* — Div(C(z)(D’)) étant C(z)*, nous dis-
posons d’une suite exacte courte de Y-modules :

0 —= C(2)(D')* /C(x)* > Div(C(z)(D’)) —> Pic(C(x)(D')) —= 0.
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Cette suite exacte courte induit une suite exacte longue en cohomologie
galoisienne dont nous notons 6 : Pic(C(z)(D'))* — HY(X,C(z)(D')* /C(x)*)
le morphisme de cobord,

0 —= (C()(D')* /C(a)*)> ~ Div(R(z)(D)) —~ Pic(C(x)(D"))*
— = H(x, <c<x><1> )% /C(x)*) — H' (£, Div(C(z)(D'))).
(1.1)

Comme H'(3,C(z)*) est nul, la suite exacte courte de X-modules :
0—C(2)* —=C(2)(D)* —C()(D')*/C(z)* —=0
induit une suite exacte longue en cohomologie galoisienne
0 —=R(z)* —=R(x)(D)* — (C(z)(D')*/C(2)*)* —=0
Ainsi (C(z)(D')*/C(z)*)* est isomorphe & R(x)(D)*/R(z)*.

Soit A un diviseur de C(z)(D’). Le diviseur A peut s’écrire A = AT — A~
avec AT et A~ des diviseurs effectifs & supports disjoints. Nous supposons
que o*(A) = —A, cest-a-dire que o*(AT) — o*(A7) = A~ — AT, Cette
derniere égalité se rééerit AT + o*(A1) = A~ + 0*(A7). Or les diviseurs
AT o*(AT), A™ et 0*(A™) sont effectifs et les supports des diviseurs A™
et A~ sont disjoints, donc o*(A1) = A~ et 6*(A™) = AT. Cela signifie que
A= AT —0*(A") est dans Im(1 — o). Ainsi, le groupe

HY(2,Div(C(x)(D"))) = Ker(1 + 0)/Im(1 — o)

est trivial.

Nous rappelons que Pic(R(z)(D)) est le quotient de Div(R(x)(D)) par
R(z)(D)*/R(x)*. Ainsi, en utilisant la propriété universelle du quotient
pour le morphisme p* : Div(R(z)(D)) — Pic(C(z)(D’))*, la suite exacte
1.1 devient :

*

0 — Pic(R(z)(D)) ——= Pic(C(x)(D))> —= H'(Z, C(x) (D)% /C(z)*) —=0. O.

Remarque :

Nous prenons cl(A4) € Pic(C(x)(D'))* la classe d'un diviseur A. Par 3-
invariance de cl(A), le diviseur A — o* A est principal et correspond donc au
diviseur d’une fonction f € C(z)(D’)*. Le diviseur de R(z)(D) associé a la
fonction fo(f) est 0, donc fo(f) € R(x)*. Avec ces notations, §(cl(A)) est
la classe de f dans Hl(E, C(z)(D')*/C(x)*) = Ker(1 + 0)/Im(1 — o).

Notations 1.2.3 L’application 1 + o : C(x)(D') — R(z)(D) induit un
monomorphisme de groupen : H (X, C(x)(D')* /C(z)*) — R(z)* .I. (@) -
si f est un représentant d’un élément de € HY (X, C(z)(D')* /C(x)*), alors
n(f) est la classe de fo(f). Nous posons w :=noé.
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Lemme 1.2.4 Soit k un corps de caractéristique différente de 2. Nous sup-
posons que —1 n’est pas une somme de deux carrés dans k. Soit f € k un
élément de k dont l'opposé — f n’est pas un carré dans k. Nous avons alors
équivalence entre :

1. f est une somme de trois carrés dans k ;
2. —1 est une somme de deux carrés dans le corps k(v/—f).

De plus, si quatre éléments aq, ag, b1 et by de k vérifient [’égalité

—1 = (a1 + b1v/—F)* + (az + bar/—f)?, alors

f:( by >2+< bo >2+<b1a2—b2a1>2
b2 + b3 b? + b3 b2 + b3

Démonstration.
Le cas ou f est un carré dans k étant direct, nous supposons que f n’est
pas un carré dans k.

Si f est une somme de trois carrés dans k : nous écrivons f =
P2+ P} + P32 avec P; € k. Comme f n’est pas un carré dans k, I’élément
P} + P? = f — P? est non nul. Nous pouvons donc écrire dans k(y/—f)
P2y J
P3+P3
est une somme de deux carrés, nous venons d’écrire —1 comme somme de

deux carrés dans k(v/—f).

I'égalité —1 = . Puisque le quotient de deux sommes de deux carrés

Si —1 est une somme de deux carrés dans le corps k(y/—f) : nous
pouvons écrire —1 = (a1 + biv/—f)% + (az + ba/—f)? avec a;, b; € k.
En développant cette égalité, nous obtenons f(b? + b3) = 1+ a? + a3 +
2v/=f(b1ay + baag). Puisque /—f n’est pas un élément de k et que la
caractéristique de k est différente de 2, cette égalité n’est possible que si
(bray + bgaz) = 0; nous avons alors f(b3 + b3) = 1 + a3 + a3, c’est-a-dire
f(2 +b3)? = b2 4+ b2 + (a2 + a2)(b? + b3). Comme (bra; + baaz) = 0, nous
savons que (a?+a3)(b2+b3) = (brai+boaz)?+ (braz—baa1)? = (brag—beay)?.
2

2 2
e by bo biaz—bsay $
Ainsi f = (b% +b§> + ( P +b§> + ( ey ) est une somme de 3 carrés.

Définition 1.2.5 Un élément f d’un anneau A est dit totalement positif si
o(f) > 0 pour tout morphisme ¢ : A — K ou K est un corps réel clos.
Sl n’y a pas de tel morphisme, tout élément est totalement positif.

Proposition 1.2.6 Soit P(Y) € R(x)[Y] totalement positif, unitaire, non
constant, sans facteur carré. Soit D un modéle projectif lisse de la R(x)-
courbe plane C dont une équation affine est 2> + P(y) = 0. Nous avons une
équivalence entre :

1. P(Y) est une somme de trois carrés dans R(z)(Y)
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2. limage de w contient —1.

Démonstration.

Dans la démonstration, nous utilisons les objets décrits dans le lemme
1.2.2 et les notations 1.2.3. Par définition de H (X, C(x)(D’')* /C(z)*), 'image
Im(w) = n(H(Z, C(x)(D')*/C(x)*)) contient —1 si et seulement si il existe
une fonction f € C(z)(D')* telle que fo(f) = —1. Toute fonction f €
C(x)(D')* séerit f = f1(y)vV—1+ fo(y) avec fi(y) € R(z)(D). Ainsi 'image
Im(n o §) contient —1 si et seulement si il existe deux fonctions fi, fa €
R(z)(D) telles que —1 = (f1(y)vV =1+ f2(y)) (= fr(y)V=T+ fo(y)) = [T+ f3.
Pour finir la démonstration de la proposition 1.2.6, il suffit de faire appel au
lemme 1.2.4. O

Lemme 1.2.7 Soit P(Y') € R(x)[Y] totalement positif, unitaire, non cons-
tant, sans facteur carré de degré pair. Soit D un modele projectif lisse de
la R(z)-courbe plane C dont une équation affine est 22 + P(y) = 0 et D' sa
complexifiée. Nous notons g le genre de D. Soit A € Div(C(x)(D')) un divi-
seur dont la classe d’équivalence linéaire cl(A) € Pic(C(x)(D’)) appartient
a w1 (—1) dans Pic(C(z)(D'))*. Alors le degré de A a méme parité que
g—1.

Démonstration.
Voir [HMO1] lemme 6.4 page 671. [

Proposition 1.2.8 Soit P(Y') € R(z)[Y] totalement positif, unitaire, non
constant, sans facteur carré de degré pair. Soit D un modéle projectif lisse
de la R(x)-courbe plane C dont une équation affine est 2>+ P(y) =0 et D’ sa
complexifiée. Nous notons g le genre de D. Nous supposons g impair. Nous
notons @® la restriction de w a Pic’(C(x)(D'))*. Alors P(Y) est une somme
de trois carrés dans R(x)(Y) si et seulement si l'image de @ contient —1.

Démonstration.
Voir [HMO1] théoréme 6.5 page 671. [

Définition 1.2.9 Nous  conservons  les  notations  1.2.3.  Soit
P € Pil®(C(z)(D)* = Jac(D)(R(x)). L’élément P est dit antineutre si
w(P)=—1.

Soit A € Div(C(z)(D’)) un représentant de la classe d’équivalence linéaire
P. Le diviseur A est dit antineutre si w(P) = —1.

1.3 Le principe général de I’étude
Soit P(x,y) € R(x)[y] un polynome totalement positif, unitaire, non

constant, sans facteur carré de degré divisible par 4. D’apres la proposi-
tion 1.2.8, le polynoéme P(z,y) est une somme de trois carrés dans le corps
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R(z,y) si et seulement si la jacobienne J de la R(z)-courbe hyperelliptique
C d’équation affine 22 + P(z,y) = 0 posséde un point R(x)-rationnel anti-
neutre.

La stratégie que nous allons adopter peut se décomposer en deux étapes :

1. montrer que J(R(x)) ne posséde aucun élément de torsion antineutre,
2. montrer que le R(z)-rang de Mordell-Weil de la jacobienne J est nul.

Notre attention se porte d’abord sur I'antineutralité des R(z)-points de
torsions. Cette étude de 'antineutralité de la torsion R(z)-rationnelle peut
étre simplifiée :

Proposition 1.3.1 Soit P(x,y) € R(x)[y] totalement positif, unitaire, non
constant, sans facteur carré de degré divisible par 4. Soit C la R(x)-courbe
hyperelliptique d’équation affine 2%+ P(x,y) = 0. Soit J la jacobienne de la
courbe C. Soit D un point R(x)-rationnel de la jacobienne J. Soit m € N un
entier impaair.

Alors D est antineutre si et seulement si mD est antineutre.

Démonstration.

Nous reprenons les notations 1.2.3. Le morphisme nod défini est a valeurs
dans R(z)*/R(z)[2] qui est un groupe d’exposant 2. L’image d’un double
par n o d est donc toujours triviale. [

D’apres cette proposition, I’existence d’un point de torsion de J(R(z))
antineutre est équivalente a 1’existence d’un R(x)-point de torsion 2-primaire
antineutre. Nous cherchons donc a montrer que :

1. J(R(x)) ne contient aucun élément de torsion 2-primaire antineutre,
2. le R(z)-rang de Mordell-Weil de la jacobienne J est nul.

Au cours du chapitre 2, nous utilisons la notion de représentation de
Mumford (exposée dans la section 1.4) pour calculer la torsion 2-primaire
de J(R(x)) et nous en déduisons 'existence ou la non existence d’éléments
de torsion de J(R(z)) antineutres.

Lors du chapitre 3, nous expliquons comment un choix judicieux des
coefficients du polynéme P(z,y) permet de scinder le calcul du R(x)-rang
de J en huit études plus simples. En particulier, nous sommes amenés a
effectuer une 2-descente en utilisant un lemme de Christie.

La vérification des hypotheses de ce lemme de Christie nécessite de com-
prendre le quotient J(R(x))/2J(R(z)). Cela motive I'introduction (au cours
de la section 1.5) d’un morphisme de groupes m¢ de noyau 2J(R(x)).

Le chapitre 4 est consacré a la détermination de conditions de nature
arithmétique sous-lesquelles le R(z)-rang de Mordell-Weil de J est nul.
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1.4 La représentation de Mumford

Le lecteur désirant plus de détails sur la notion de représentation de
Mumford pourra consulter [Mum84] ou [Gau00).

Théoréme 1.4.1 Soit C une courbe sur k projective, lisse, géométriquement
intégre, de genre g, avec un point k-rationnel fizé Py. Soit D € Dir®(k(C))
un diviseur de degré 0.

Il existe alors un unique diviseur effectif E € Div(k(C)) de degré minimal
m < g tel que D soit équivalent a E — mPy et Py ¢ Supp(E).

Démonstration.

Soit k(C) le corps de fonction de la courbe C. Pour tout diviseur D’ sur C,
nous notons L(D') := {0} U {h € k(C) | div(h) > =D’} et
I(D") := dimg(L(D")).

Si D est principal, nous prenons E := 0 et m := 0. Nous supposons

maintenant D non principal. Sil(D) > 1, il existe h € k(C) tel que div(h)+D
soit effectif. Le diviseur div(h)+ D étant de degré 0, il doit étre nul. Ce n’est
pas possible car D a été supposé non principal. Par suite [(D) = 0.

Soit k le diviseur canonique de k(C). Par Riemann-Roch, nous avons
pour tout m :

0 <UD+ (m+1)P)—1U(D+mP)
=l(k—D—(m+1)Py) +deg(D+(m+1)P)+1—g
— (l(k = D —mPy) +deg(D +mPy) +1—g)
=l(k—D—-m+1)P) —l(k—D—-mP)+ 1.

Orl(k—D—(m+1)Py) <l(k—D—mPy), donc I(D+mPy) n’augmente que
de 0 ou 1 quand m augmente de 1. Soit m > 0 le plus petit entier tel que
I(D +mPy) > 0. Nous avons [(D + mFPy) = 1 et, si nous notons h l'unique
fonction non nulle de £(D 4+ mPy) (4 multiplication par un scalaire pres),
E := div(h) + D + mPy convient. L’unicité de m vient de sa minimalité.
O

Proposition 1.4.2 Soit C une courbe hyperelliptique sur un corps k de ca-
ractéristique différente de 2. Soit g le genre de la courbe C. Nous supposons
que C a un unique point au dessus du point & linfini de P! (qui est k-
rationnel), c¢’est-a-dire qu’une équation affine de C est de la forme

C:y° = f()

avec [ sans facteur carré et de degré 2g+ 1 (que l’on peut choisir unitaire).

Soient k[C] := k[z,y]/(y* — f(z)) Uanneau de coordonnées de la partie
affine de la k-courbe C et I(k[C]) le groupe des idéaux fractionnaires de k[C].
Nous notons oo 'unique place de k(C) au dessus de la place a linfini de
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Alors Uapplication Y : Dir (k(C)) — I(k[C])
> “ni(P; — deg(Py)oo) +— ] (Pi 0 klC])™
e e
est un isomorphisme. Il induit un isomorphisme de Pic®(k(C)) dans le groupe
des classes d’idéaux de k[C].

Démonstration.
Soient S ’ensemble des places de k[C] différentes de oo et P(k[C]) 'en-
semble des idéaux premiers de k[C]. Nous savons que l’application
S — P(k[C]) est bijective (voir par exemple [Sti93] proposition I11.2.9,
P — PNE[C]
page 70). Il suffit alors de remarquer que k[C] est un anneau de Dedekind,
pour conclure que YT est un isomorphisme. [

Proposition 1.4.3 Nous reprenons les conditions et notations de la propo-
sition 1.4.2. Soient Py,--- , P, des places de k(C) et ny,--- ,n, € N.
T T

Alors les idéaux H (731- ﬂ k[C])nz et ﬂ (sz m k[C]) sont égauz.
i=1

i=1

Démonstration.
Si a et b sont deux idéaux de k[C] de décomposition en idéaux premiers
respectivement a = H p™ (@ et b = H p™(®) alors la décomposition
p premier p premier
en idéaux premiers de aNb est aNb = H pmax(e (@m0 (0)) - (voir par

p premier

exemple [ZS58] chapitre V paragraphe 6 théoreme 11). En particulier,
T

H(Pi NkC)™ = m (P; NE[C])™ et il suffit de montrer que pour toute
i=1 i=1

place P de k(C) différente de oo et tout n € N, nous avons P" N k[C] =
(PNklC)™

Soit P une place de k(C) différente de co. Nous montrons par récurrence
Pégalité P*" N E[C] = (P NK[C])". Le cas n = 1 est direct.

Supposons que I'égalité P~ N k[C] = (P N k[C])"! soit vraie. Nous
écrivons P" N k[C] = H p"™ la décomposition en idéaux premiers de

p premier

l'idéal P™ N k[C]. Puisque

(PNk[CH™ Cc P*nk[C] Cc Pt nk[C] = (PNk[CH™ T,
nous savons que 17 > Npnge] = 1 — 1 et ny = 0 si p # P NE[C] (c.f. [ZS58]
chapitre V paragraphe 6 théoreme 11). Ainsi P"Nk[C] est égal a (PNEk[C])™

ou (PNE[C])"~! = P"~1nk[C]. D’apres le théoréme d’approximation faible, il
existe une uniformisante ¢ de P appartenant & k[C]. Puisque t"~! appartient
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a Pt N k[C], mais pas & P" N k[C], les idéaux P™ N k[C] et (P N k[C])" !
sont différents : P* NE[C] = (PN k[C])". O

Définition 1.4.4 Soit k un corps et k une cloture algébrique de k. Nous
conservons les notations et hypotheses de la proposition 1.4.2. Nous notons
i: k(C) — Kk(C) lUinvolution hyperelliptique de C. Elle envoie un élément
A(z,y) € k(C) sur i(A(z,y)) = Az, —y).

Un diviseur D de degré 0 de k(C) est dit semi-réduit s’il existe un diviseur
effectif E de k(C) de degré m € N tel que :

1. D=F —moo,

2. o0 ¢ Supp(E),
3. pour toute place non ramifiée P de k(C), nous avons P ¢ Supp(E) ou
i(P) & Supp(E),
4. pour toute place P de k(C) en laquelle I’extension k(C)/k(x) se ramifie,
vp(E) € {0,1}.
L’entier m est appelé poids de D.

Un idéal entier I de Kk[C) est dit semi-réduit si Y=1(I) est un diviseur semi-
réduit.

Lemme 1.4.5 Nous reprenons les conditions et notations de la proposition
1.4.2. Soient u € klx] et v € k[z] deux polynémes tels que u divise v — f.
Nous supposons que la valuation de u en les facteurs premiers de [ est 0 ou
1. Soit I = (u,y —v) l'idéal entier de k[C] engendré par u et y — v.

Alors Nic)/k(z)(I) est engendré par u.

Démonstration.

Soit d := pged(u,v). L'idéal Nyc)/p)(I) est engendré par
{Nk(C)/k(z)(h)‘h € I}. 11 contient donc v? — f = Nk(C)/k(x) (y — v),
’LL2 = Nk(C)/k(z) (’LL) et 2uv = Nk(c)/k(x)(—u +y— ’U) - ’LL2 — (’U2 - f) Par
suite, v2 — f et ud appartiennent & Nk(c)/k(x)(l).

Le polynéme u divise v — f. Nous notons p le polynéme défini par up =
v? — f. Soit & := pged(d, 11). Les polyndmes ud et v2 — f = uu appartiennent
a Nk(C)/k(m) (I), donc ué € Nk(C)/k(z)(I)

Comme § divise v, nous avons v> — f = —f mod 62. Or ¢ divise u et p,
donc 62 divise up = v? — f, et donc 62 divise f. Le polynéme f étant sans
facteur carré, § = 1, et donc Nyc)/k()(I) contient w.

Si h est un élément de I = (u,y — v), il s’écrit h = hyu + hy(y — v) avec
hu, hy € E[C], et, sous ces notations,

Niey/e@)(h) = Nie)/itz) (hutt + ho(y —v))
= (hwu+ hy(y —v))(i(hy )U+Z( o) (=Y —v))
= (hul(hu)u - hul(h‘ )(3/ + U + Z( ) ( ))
+hvi(hv)(v2 - f).
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Le polynéme u divisant v — £, les éléments de Ni(e)/k(z)(I) sont tous divi-
sibles par u. Ainsi, Ny(c)/k(2)(I) est engendré par u. [

Proposition 1.4.6 Nous reprenons les conditions et notations de la propo-
sition 1.4.2. Soient D € Dit®(k(C)) un diviseur semi-réduit de poids m. Soit
I:=7Y(D). L’déal I est un idéal entier de k[C| et il existe un unique couple
(u,v) € klz] x k[x] tel que :
I'=(u,y—v),
la valuation de u en les facteurs premiers de f est 0 ou 1,
u est unitaire,
deg,(v) < deg,(u) et
u divise v(z)? — f(x).

Le couple (u,v) est appelé représentation de Mumford de D. Nous notons
D := div(u,v).

*
*
*
*
*

Démonstration.

Puisque D est semi-réduit de poids m, le diviseur D 4+ moo est effectif.
L’idéal I est donc un idéal entier de k[C]. L’ensemble I Nk[x] est un idéal de
k[x]. Il est donc principal. Soit v unitaire tel que I Nk[z] soit I'idéal engendré
par u. L’idéal I/(u) est monogene (voir [ZS58] chapitre V paragraphe 1 co-
rollaire 1). Soient a € k[z] et b € k[z] deux polynomes tels que la classe dans
k[C]/(u) de I’élément ay+b € k[C] engendre I'idéal I/(u). Quitte & multiplier
ay + b par un élément inversible de k[z]/(u), nous pouvons supposer que les
facteurs premiers de a sont des facteurs premiers de u. Nous pouvons aussi
choisir a unitaire.

Soit p un facteur premier commun & @ et u. Le polynome b? — a’f =
(—ay + b)(ay + b) étant un élément de I N k[x], il est divisible par u. Le
polynome irréductible p est donc un facteur commun a a et b2 — a®f. Par
suite, p divise b? et donc b. Ainsi, I'idéal I := (p)~ I est entier (engendré
par o et 2y + %). Soit P une place de k(C) au dessus de p. Comme div(p) =

P + i(P) — 200, les valuations de D = Y=1(I) = div(p) + T1(I) en P et
i(P) sont strictement positives. Ce n’est pas possible : D est semi-réduit.
Par conséquent a et u sont premiers entre eux. Cela signifie que a = 1.
Soit v le reste de la division euclidienne de —b par u. Nous avons alors
deg,(v) < deg,(u). De plus, I'idéal I est engendré par u et y — v.

Le polynéme u divise b*> — f donc v? — f. Soit p un facteur premier
commun & u et f. Alors p divise v2 = (v2 — f) + f donc v2. Or f est sans
facteur carré donc v? — f = Ni(ey/m@) (Y — v) est de valuation 1 en p. Le
polynome u étant un diviseur de v* — f, il est de valuation 1 en p.

Nous montrons maintenant 1'unicité du couple (u,v). Celle du polynoéme
u est une conséquence du lemme 1.4.5. Supposons qu’il existe v € k[z] tel que
I = (u,y—"0) et deg,(v) < deg,(u). Alors v —v = (y—v) — (y—v) € INk[z]
est de degré strictement inférieur & deg,(u). Le polynéme u ne peut donc
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diviser v — v. La définition de u impose alors & v — v d’étre nul. [

Remarque :
Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6. Nous notons F =
D + moo. Le diviseur E est effectif. Nous 1’écrivons E = ZniPi avec
i

P, = (xz,yl) ckxk.
Les polynomes u et v sont les uniques polynémes vérifiant

RIORS | CEEAE

T
* pour tout i, v(x;) = ¥,

* deg,(v) < m et

* y divise v(z)? — f(z).

Ainsi, le polynéme u décrit les abscisses des points de E et le polynome
v interpole leurs ordonnées. La condition u|(v? — f) permet de tenir compte
des multiplicités n; dans la définition de v.

Proposition 1.4.7 Nous reprenons les conditions et notations de la propo-
sition 1.4.2. Soit div(u,v) € Dit®(k(C)) un diviseur semi-réduit. Alors :

1. le diviseur div(u,v) + div(u, —v) est le diviseur principal associé a la
fonction u € k(C) ;

2. siu se factorise sous la forme u = uiug et si v; est le reste de la divi-
sion euclidienne de v par u;, alors div(u,v) = div(uy,v1) + div(ug, ve).

3. le diviseur div(u,v) est de la forme P — deg(P)oo pour une certaine
place P de k(C) si et seulement si u est irréductible.

Démonstration.

1. Soit p un élément premier de k[z]. Le polynéme f est supposé sans facteur
carré. Il n’est donc pas divisible par p?. Par suite, si p divise v, alors p? ne
divise pas f —v2. Le polynéme p ne peut donc étre un facteur commun a v, u

2— . . ~ 2— .
et % Ainsi, les polynoémes v, u et % sont premiers entre eux dans leur

ensemble, et il existe a, b, ¢ € k[x] tels que 1 = au + bv + cvaff c’est-a-dire

tels que u = au® + buv + c(v? — f). L’idéal

(w,y —v)(w,y+v) = (u’,uly—v)uly+v),v* - f)
= (uza uy, uv, UQ - f)

contient donc le polynéome w. L’idéal (u,y —v)(u, y+v) est donc I'idéal prin-
cipal engendré par u.
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2. De méme les polynoémes ui, us et v doivent étre premier entre eux dans
leur ensemble (car ujus|(v? — f)). Par conséquent, 1'idéal

(ut,y =) (u2,y —v) = (urug, ur(y —v), ua(y — v),(y—v)Q)
(ugug, ur(y — v), ua(y — v), f +v? — 2vy)

= (wug,u1(y —v),u2(y —v), J;luz ujug + 20% — QUy)

= (u1u2’u1( )’UQ(y*v)”U(y*v))

contient le polynéme y — v. Nous en déduisons que

(u1,y —v)(uz,y —v) = (u,y —v).

3. Supposons maintenant que le diviseur div(u, v) de la forme P — deg(P)oo
pour une certaine place P de k(C) c’est-a-dire que l'idéal (u,y — v) est
premier. L’anneau k[C] étant de Dedekind, 'idéal (u,y — v) est maximal.
Soit p est un facteur premier unitaire de u. L’idéal (u,y — v) est contenu
dans (p,y—wv). Par suite (p,y—v) est égal & (u, y—v) (et dans ce cas, d’apres
le lemme 1.4.5, les polynémes u et p doivent étre égaux) ou (p,y — v) est
égal a k[C]. Dans ce cas, d’aprés le lemme 1.4.5, nous avons p = 1, ce qui
contredit l'irréductible de p. Les polynomes u et p sont donc égaux.

Inversement, si u est irréductible alors Nycj/r[z)((u,y — v)) est un idéal
premier. Dans ce cas, par multiplicativité de Ngjc)/x[.), I'idéal (u,y — v) ne
peut étre un produit de deux idéaux non triviaux de k[C]. O

La proposition suivante explique comment retrouver le poids d’un divi-
seur semi-réduit a l'aide de sa représentation de Mumford.

Proposition 1.4.8 Nous reprenons les conditions et notations de la propo-
sition 1.4.2. Soient D = div(u,v) € Dit®(k(C)) un diviseur semi-réduit de
poids m. Alors deg,(u) est égal a m.

Démonstration.

Soit I := Y (D). Comme u engendre Nyc)/i(z)() et Ni(c)/k(z) est mul-
tiplicative, il suffit de prouver la proposition dans le cas ou I est un idéal
premier, c’est-a-dire lorsque u est irréductible..

Le morphisme d’anneaux  k[C] —  E[z]/(u) est surjectif. I in-

Alz,y) — Az, v(z))
duit donc un isomorphisme k[C]/I — k[z]/(u). L’extension k[C]/I du corps
k est donc de degré deg, (u).

La proposition est alors une conséquence de la remarque suivante : le
poids d’un diviseur de la forme P — moo (avec P une place de k(C)) est
le degré deg(P) du corps résiduel Op/P en P (pensé comme extension du
corps k). O
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Théoréeme 1.4.9 Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6.
Soit D un diviseur de degré 0.

1l existe alors un unique diviseur semi-réduit ]:7 de degré inférieur ou
égal a g tel que D soit linéairement équivalent a D. Le diviseur D est dit
réduit.

Démonstration.

Le théoreme 1.4.1 s’applique et nous donne ’existence et I'unicité d’un
diviseur effectif F de degré minimal m < g tel que D soit linéairement
équivalent & E' — moo et co ¢ Supp(E).

Soit P une place de k(C) en laquelle 'extension k(C)/k(x) ne se ramifie
pas. Le diviseur P+i(P)—200 est principal car associé a la fonction x—xz(P).
Le diviseur E est donc linéairement équivalent & E — (P +i(P))+200. Ainsi,
si P et i(P) appartiennent a Supp(F), le diviseur E — (P +i(P)) est effectif
et son existence contredit la minimalité de m.

Si P # oo est une place de k(C) en laquelle I'extension k(C)/k(x) se ra-
mifie, alors div(x —z(P)) = 2P —200 et E est donc linéairement équivalent &
E — 2P +200. Dans ce cas vp(F) doit étre inférieur ou égal a 1 : sinon le di-
viseur F —2P + 200 est effectif et son existence contredit la minimalité de m.

Nous montrons maintenant que D := E — moo est le seul diviseur semi-
réduit de degré inférieur a g linéairement équivalent a D. Supposons qu’il
existe un diviseur semi-réduit D’ = E/ — m/oo linéairement équivalent & D
avec B effectif et m’ < g. 1l existe ¢ € k(C) telle que D' = D + div(yp).
Soit (4,7) la représentation de Mumford de D. Le diviseur principal as-
socié a d est div(d) = E + i(F) — 2moo. Le diviseur associé a ¢ est donc
div(¢d) = E' + i(E) — (m + m/)oo. Par suite, la fonction pd n’a de pdle
qu’en linfini : cette fonction est polynomiale et s'écrit o(x) + y7(x) avec
o, T € k[z]. La valuation de y en co est 2g + 1 (donc impaire) et celle de z
est 2. Ainsi, pour des raisons de parité, voo(0(x)) et voo (y7(2)) ne peuvent
étre égales. Puisque v (9d) est inférieure a 2g (car m < g et m’ < g), 7

doit étre nul. Par conséquent ¢ = %‘; = % est une fraction rationnelle en

x et le passage de D & D' ne s'effectue qu’en ajoutant ou retranchant des
diviseurs principaux du type div(z — z(P)) = P +i(P) — 200 (P désignant

une place de k:(C)N) Les diviseurs D et D’ étant semi-réduits, nous avons une
contradiction si D # D'. O

Définition 1.4.10 Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6.
Soit P € Pic®(k(C)). D’aprés le théoréeme 1.4.9, la classe d’équivalence
linéaire P contient un unique diviseur réduit D. Soit (u,v) la représentation
de Mumford de D. Le couple (u,v) est appelé représentation de Mumford de
P et nous notons P =< u,v > .
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Remarque :

La courbe C possédant un point rationnel, nous pouvons identifier Jac(C)(k)
et Pic’(k(C)). Nous obtenons ainsi la notion de représentation de Mumford
d’un élément de Jac(C)(k).

Nous expliquons maintenant comment calculer dans la jacobienne d’une
courbe hyperelliptique a ’aide des représentations de Mumford. L’algo-
rithme présenté ci-dessous est di a Cantor. Il s’inspire de 'algorithme de
réduction de Gauss pour les formes quadratiques. Nous y distinguons deux
parties : un algorithme d’addition des diviseurs semi-réduits et un algorithme
de réduction des diviseurs semi-réduits.

Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6. Soient D; =
div(ug,v1) et Dy = div(ug, v2) deux diviseurs semi-réduits.

Nous posons d = pged(ug, ug,v1 + ve2). Il existe s1, s2, s3 € k[z] tels que
d = s1uy + soug + s3(v1 + va). Le diviseur D + Dy n’est pas semi-réduit en
général. Cependant, le polynome d a été défini de telle fagon que la diviseur
D3 := D; + Dy — div(d) soit semi-réduit. Sa représentation de Mumford
est (ug,v3) avec uz = 472 et v3 obtenu par application du lemme chinois.
L’algorithme de Cantor commence ainsi par :

Algorithme 1.4.11.1 Algorithme d’addition de Cantor.

ENTREE: Deux diviseurs semi-réduits D1 = div(uj(x),vi(x)) et Dy = diV(UQ(J)),’UzéJ?)).
SorTIE: Un diviseur semi-réduit D3 = div(usz(x), Ug(l‘S) linéairement équivalent & Dy + Ds.

1. Par un algorithme d’Euclide étendu, calculer d, si, so et s3 tels que
d = pged(ur, ug, v1 + v2) = s1uy + sauz + s3(v1 +v2);

2. uz +— “z*;

3. v3 «— (s1u1vs + Saugvy + szusz(vive + f))/d mod us ;

4. Retourner div(ug,vs).

Nous simplifions maintenant la réduction d’un diviseur semi-réduit. Nous
considérons un diviseur D = div(u,v) semi-réduit que nous supposons non
réduit. Cantor propose d’effectuer la réduction grace a l’algorithme suivant :

Algorithme 1.4.11.2 Algorithme de réduction de Cantor.

ENTREE: Un diviseur semi-réduit D = div(u,v).
SORTIE: L’unique diviseur réduit D’ linéairement équivalent & D.

1. Tant que deg,(u) > ¢g Faire

A «— le coefficient dominant de f — v?;
f=v® .

Au
v +«— —v mod u;

U <——

2. Retourner le diviseur D’ = div(u, v).
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Cet algorithme consiste a utiliser I'algorithme d’addition de Cantor pour

le diviseur D = div(u,v) et le diviseur principal div(y+v) = div(f —v?, —v).

Comme deg,(u) > g+1, deg,(f) =29+ 1 et deg,(u) > deg, (v), le degré de
f—v?

u? est strictement supérieur & celui de f—v? et donc deg,, (T) < deg, (u).

2
Ainsi, div(f_T”, —v mod u) est de poids strictement inférieur au poids de

D = div(u,v).
Proposition 1.4.12 Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6.

Les points de 2-torsion de Jac(C)(k) sont les < u,0 > avec u € k[z] un
diviseur de f de degré inférieur ou égal a g.

Démonstration.

Soit P =< wu,v > un élément de 2-torsion de Jac(C)(k). Il existe h € k(C)
tel que 2div(u,v) = div(h). Nous écrivons h = ay + b, avec a, b € k(z).
D’apres le lemme 1.4.5, les polynémes b? — a?f = Niey k() (h) et u? sont
égaux & multiplication par un élément de k* pres. Ainsi, le polynéme b%—a? f
est de degré inférieur a 2¢g. Or f est de degré 2¢g + 1, donc a = 0. Par suite,
2div(u,v) = div(u) = div(u,v) + i(div(u,v)) et donc div(u, v) est invariant
sous ¢ : son support n’est constitué que de places de k(C) en lesquelles
lextension k(C)/k(x) se ramifie. [

1.5 Une caractérisation des doubles dans les jaco-
biennes de courbes hyperelliptiques

Dans cette section, nous construisons le morphisme de Cassels-Schaefer.
Il caractérise les doubles dans les jacobiennes de courbes hyperelliptiques
d’équation de la forme y? = f(x) avec f(x) un polyndme séparable, unitaire
de degré impair. Sa construction est reprise des articles [Sch95] et [Sch98].

Notations 1.5.1 Soient K un corps de caractéristique 0 et K une cloture
algébrique de K. Nous notons G := Gal(K/K)

Nous considérons une courbe hyperelliptique C sur K donnée par une équation
affine de la forme

C:y* = f(z) avec f(z) séparable, unitaire de degré impair.

Nous notons J := Jac(C).

Soit g le genre de la courbe C. Le polynome f(x) est de degré 2¢g + 1.
Nous notons (ai)?f{l ses racines dans K. Soient co I'unique point de C au
dessus du point & I'infini de P! et P; = (a;,0) pour i = 1,---,2¢g + 1. Soient

W :={P, -+, Pyyq1,00} I'ensemble des points de ramification de C et

Divi), (K (C)) := {D € Div(K(C)) | deg(D) = 0, Supp(D) N W = §}.
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Notations 1.5.2 Soit L := K[T]/(f(T)), L := K[T]/(f(T)), A := L* /L*?
et A:=1" /ZXZ. La classe d’un élément u de K[T'] dans A sera notée [u].
Nous définissons un morphisme de groupe

¢: Divl (K(C) — A
> Qi —  |]@(@) —1)"

el icl

Lemme 1.5.3 Soit P est une place de K(C) de représentation de Mumford
(u,v) avec pged(u, f) = 1.

Alors P — deg(P)oo est équivalent a un élément D de Dindy, (K (C)) et
¢(D) = [(~1)%E=u(T)].

Démonstration. o
Soit Q; une place de K(C) au dessus de P. Nous notons r := deg(P). Il

"
existe o1, -+ ,0, € G tels que le diviseur P — roo s’écrive Z(m(Ql) — 00)

i=1
T

dans Div(K(C)). Nous posons h := H(y —0i(y(Q1))) € K(C). Le diviseur
div(h) est un diviseur principal de Kz (zcl) B
Nous notons Qy,- -, Qa4+1 les places de K(C) (avec multiplicités) telles
2g+1
que div(y — y(Q1)) = i Q;. Nous désignons par inv l'involution hyperel-
liptique de K(C). Nousjzfons alors :

r 2g+1
div(h) = | D> 0i(Q)) | — (29 + 1)roc et
i=1 j=1
div(u) = (Z Ji(Q1)> + (Z Ji(inv(Ql))> — 2r00.
i=1 i=1
Finalement, le diviseur
D = P—roo—l—div(%)
= ) (904(Q1) + goi(inv(Q1)) — 0i(Qa) — - -~ — 0i(Qag11))

i=1

appartient & Div{, (K (C)).
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(Q1)) pour montrer que

(i
- (z(0i(Q1)) — T)**

= }1@@4@0) T) -+ (2(0i(Qag41)) = T)
Iy @loi(@n) — 1)
- };[1 y(0i(©Q1))? — f(T)
B " (2(04(Q1)) — T)%9+!
- }_[1 y(0i(Q1))?
= [H(x(ai(Qﬂ) — 1))
=1

= [(-D)*E@uT). O

Proposition 1.5.4 L’application ¢ définit par passage au quotient un mor-
phisme @ : J(K) — A.

Démonstration.

Soient Dy, Dy € Divi},(K(C)) deux diviseurs linéairement équivalents.
Nous voulons montrer que ¢(Dy — D2) = 14. Soit h € K(C) tel que div(h) =
D — Dy. D’apres la loi de réciprocité de Weil (voir [Sil92]), nous avons pour
toutt=1,---,2g+1
(z—a;)(D1—D3) = (x—a;)(div(h)) = h(div(z—a;)) = h(2P;—200) = h(P;—0)?.

Par le lemme chinois, ¢(D; — D3) est donc ’élément trivial de A. Ainsi
¢(D1 — Dy) est I'élément trivial de A.

Par ailleurs, tout diviseur D € Div?(K(C)) est linéairement équivalent &
un élément de Divly, (K (C)). L’application ¢ définit donc bien par passage
au quotient un morphisme ¢ : J(K) — A. O

Notations 1.5.5 Nous rappelons que G désigne le groupe de Galois Gal(K /K).
Nous disposons d’une suite exacte courte

0 J(EK)[2 — J(K) 2> J(K) —0.

Cette suite exacte courte induit une suite exacte longue en cohomologie :

2]

0— J(K)[2] — J(K) — J(K) — HY(G, J(K)[2))

_ 2 _
= HY(G, J(K)) 2= H(G, J(K))
Nous en déduisons par passage au quotient du morphisme ¢ une suite exacte
0 ——= J(K)/2J(K) —*= H'(G, J(K)[2]) —= H'(G, J(K))[2] —=0,
ott HY(G, J(K))[2] désigne le noyau de I’application
2] : HY(G, J(K)) — HY(G, J(K)).
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Le morphisme § nous permet de caractériser 2J(K). Nous allons mainte-
nant le relier au morphisme ® défini précédemment. Pour cela, nous utilisons
I’accouplement de Weil eo. Nous rappelons la définition de cet accouplement
donné dans [Har82] (elle sera utile dans les calculs qui suivent) :

Définition 1.5.6 Nous conservons les notations 1.5.1 et 1.5.2. Soient
Ty € Pic’(K(C)) et Th € Pic°(K(C)) deux éléments de 2-torsion de Pic®(K (C)).
Soient Dy € Dil®(K(C)) et Dy € Din® (K (C)) des représentants de T et Ty
respectivement tels que Supp(Ti) N Supp(T) = 0. Par définition, il existe
deuz fonctions hy, hy € K(C) telles que 2Dy = div(hy) et 2Dg = div(hs).

Nous posons alors ex(T1,Ts) = Zigg;; L’accouplement

ez : J(K)[2] x J(K)[2] — pa(K)
ainsi défini est appelé accouplement de Weil.

2g+1
Nous notons également w : J(K)[2] — H po(K) . En
=1

T — (ea(T, P — Py)) 2t
fait, par le lemmi chingis, w peut étre vu comme une application
w: J(K)[2] — pa(L) ot L := K[T]/(f(T)).

Remarques :

1. L’accouplement de Weil es est bien & valeurs dans ug(K) car

ha(T)\2 ho(2TY)
(h1(T2)) = @)
ha(div(h1))
T (div(h2))
1 (par application de la loi de réciprocité de Weil).

2. Nous obtenons la structure de Gal(K /K )-module de L en faisant agir
Gal(K /K) trivialement sur T

Cette structure peut aussi étre obtenue en transportant la structure
2g+1

de Gal(K/K)-module de H e (K) suivante. Soit o est un élément de
=1
Gal(K/K). L’élément o induit une permutation 7 € Gagy1 telle que

2g+1

o envole oy sur o..;. L’action de o associe a un élément 8 = (5;):2
) T(l) 1)i=1

Pélément 7(8) = (o (B-1)), 2

Proposition 1.5.7 Nous conservons les notations 1.5.1 et 1.5.2. L’accou-
plement de Weil ex est Z-bilinéaire en les deux variables, anti-symétrique
(et aussi symétrique), non dégénéré et invariant sous Galois (c’est-a-dire
que pour tout o € G, nous avons o(ez(11,T2)) = e2(o(T1),0(12)) ).

En particulier, Uapplication w : J(K)[2] — pua(L) est injective et
G-invariante (Vo € G,woo = o ow).
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L’application w : J(K)[2] — u2(L) définit par fonctorialité une appli-
cation w : HY(G, J(K)[2]) — HY(G, pa(L)).

Il nous faut encore définir une derniere application : d’apres la théorie
de Kummer ([Ser68]), nous avons un isomorphisme k : H(G, u2(L)) — A.
En effet, la suite exacte courte

0— (L) — L~ 22T 0
induit une suite exacte longue en cohomologie :
0 — pa(L) — L* 2% 1% 55 HY(G, (L)) — HY(G,L¥) —

D’apres le théoreme d’Hilbert 90, le groupe Hl(G,fX) est trivial. Nous en
déduisons par passage au quotient du morphisme A un isomorphisme k! :

A — HYG,p2(L)). Sia € L* et si a est une racine carrée de a dans L,
alors pour tout o € G, k™ (a)(0) = ol@)

a

Lemme 1.5.8 Les applications ® et kow o d sont égales.

Démonstration.

Soient P € J(K) ~ Pic’(K(C)) et Q € J(K) ~ Pic’(K(C)) tel que
[2]Q = P. D’aprés le lemme 1.5.3, il existe deux diviseurs D; € Diviy, (K (C)),
Dy € Divi (K (C)) de classes d’équivalence linéaire respectivement P et Q.
Nous pouvons de plus supposer D; invariant sous G. Soit h € K(C) avec
div(h) = 2Dy — D;.

Le morphisme 4 est explicitement défini : I'image de D; par J est la
classe de cohomologie associée au cocycle G — J(K)[2]

g O'(Dg) - D2
Par conséquent w o §(P) est la classe de cohomologie associée au cocycle

G — (@) =1} 1K) :
o > (ea(a(Dy) — Do, P — 00))29 1

Comme D est invariant sous G et div(h) = 2Ds — Dj, nous avons
div (#) = (20(D2) — o(D1)) — (2D5 — D)
== 20’(D2) - 2D2.
De plus, div(z — «;) = 2(F, — o0), donc
(z = ar)((o(D ) Da)a(B) _ -
(o(h)/h)(P, =) B
_ 2g+1

ot1 3 est 'élément de H'(G, po(L)) associé au (2g-+1)-uplet (%)l: .

2g+1
Cela signifie que kow o §(P) = 3% = (%):1 . Nous déduisons de
la loi de réciprocité de Weil que h(2P; — 200) = (z — oq)(2D5 — D), et donc

T—a 29+1
que kowod(P) = (Gl V" = (o - (D). O

ez(0(D2) — D2, P — o0) = 1(8%)
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Proposition 1.5.9 L’application kow est un isomorphisme du groupe H*(G, J(K|2]))
dans le noyau de la norme Ngc/p, : L*/L*? — K> /K*2.

Démonstration. o B
L’image de w : J(K)[2] — p2(L) est contenue dans le noyau de la
norme Nz /7 : p2 (L) — pu2(K) : si T € J(K)[2], alors

Ngg((@) = T[4 ea(T, P — o)
= eo(T, 379 (P — o0))
= eo(T,0) =1.

De plus, les Z /27Z-espaces vectoriels J(K)[2], p2(L) et pu2(K) sont dimensions
respectives 2g, 29 + 1 et 1. Nous disposons donc de la suite exacte de G-
modules suivante :

_ w . Npx _
00— J(K)[2] — p2(L) — po(K) —1.

La suite exacte longue en cohomologie induite est

Ng/r

pa(L) po(K) — HN(G, J(K)[2]) = H'(G, n2(L))

En particulier, Im(w : HYG,J(K)[2]) — H(G,u2(L))) est égal a
Ker(Ng/z : H'(G, pa(L)) — HY(G, pa(K))).

Puisque N/, (—1) = (=1)%9"! = —1, la norme Ny, : pp(L) — po(K)
est surjective. Par conséquent le morphisme w : H(G, J(K)[2]) — HY(G, pa2(L))
est injectif. Pour conclure il suffit de remarquer que le diagramme suivant
est commutatif :

0— HY(G, uo(L)) 2— L* /L2 —> 1
NL/Kl lNL/K
0— HY(G, po(K)) 2— L* )12 —1 O
Théoréme 1.5.10 Le noyau de ® est égal a 2J(K).

Démonstration.

D’apres la proposition 1.5.9, 'application k o w est un isomorphisme.
Par ailleurs, 'application d est une injection, donc ’application kow o est
injective. Par suite le noyau de ® = kow o ¢ est bien 2J(K). O
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Chapitre 2

Etude de la torsion
2-primaire de deux familles
de courbes

2.1 Un changement de variable permettant de re-
présenter les points de la jacobienne.

Soit k un sous-corps de R. Soit k' := k(7). Nous notons o la conjugaison
complexe sur k et ¥ = Gal(k'/k) = {1,0}.

Soient Q(T) € k(x)[T] un polynome unitaire de degré g et
P(T) := (T +1)Q(T). Nous supposons Q(—1) non nul et P(y?) sans facteur
carré. Soit C la k(z)-courbe hyperelliptique d’équation affine

C:22+ P(y*) =0.

Nous souhaitons représenter de maniere effective les éléments de Jac(C)(k(z))
a l’aide de la représentation de Mumford. Malheureusement, le polynéme P
est de degré pair et nous ne pouvons appliquer les résultats de la section 1.4.
Cependant la courbe C est isomorphe sur k'(x) & une courbe C donnée par
une équation affine de la forme t? = f(s) avec f(s) € k(z)[s] un polynoéme
de degré impair en s. Cette courbe C est obtenue en envoyant a l'infini un
point de ramification k’(z)-rationnel Py de C. Le fait que Py soit un point
de ramification est crucial : étant donnée son équation, la courbe hyperel-
liptique C doit avoir un unique point au dessus du point & l'infini de P*.

Nous mettons en évidence un point k'(z)-rationnel.

La courbe C ne possede pas de point de ramification k(z)-rationnel en
général : ces points ont pour abscisses les racines dans k(x) du polynéme
P. Nous devons donc commencer par réaliser un premier changement de
variable qui malheureusement ne définit pas un isomorphisme sur k(x) mais
seulement sur k'(z).
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Soit D la k(x)-courbe hyperelliptique d’équation affine
D:v? = (1—-p*)Q(—p).

L’application I'p : £'(z)(C) — k' (2)(D) estun k'(z)-isomorphisme.
Aly,z) +——  A(ip,iv)
De plus, linvolution op := I'p o 0 o T est donnée par op(A(u,v)) =
o(A)(—p, —v) pour tout A(u,v) € K'(z)(D).
La k(x)-courbe D possede au moins deux points de ramification
k(x)-rationnels : les points (1,0) et (—1,0).

Nous envoyons a l’'infini un point de ramification %/(z)-rationnel
de C.

Plus précisément, nous envoyons le point (1, 0) & 'infini et le point (—1, 0)
n (0,0). Soit H la k(z)-courbe hyperelliptique d’équation affine 3? = h(«)

avec 5
ha) = —ala—1)2Q <_ <Zf 1) > € k(2)[S].

Nous considérons H comme un revétement de degré 2 de P,lg(z). Il existe

une homographie de P}C( 2) qui envoie 1 en 'infini, —1 en 0 et le point a 'infini
en 1. Elle induit un isomorphisme I'y; : k(z)(D) — k(x)(H)
Apv) — A2 o2
d’'inverse k(x)(H) — k(z)(D)
Ale, 8) A(Z L #)
Ainsi linvolution oy := 'y oop o FH est définie pour tout A(a, 3) €
K(2)(H) par on(Ale, §)) = o(4) (£, CIE2).

Remarque :

L’action de op sur D échange les points (1,0) et (—1,0). L’'image de
(1,0) par I'y; a été choisie telle que oy sur ‘H échange le point a l'infini et
le point (0, 0).

Nous normalisons.
Le polynome h n’est en général pas unitaire. En fait, si nous écrivons

ZQZTZ alors h(a) = —az Qe + 1) (o — 1)297Y est de
1=0 ,
coefficient dominant — Z((—l)lQl) = —Q(—1). Nous posons d := —Q(—1).
=0

Nous désignons par f; le coefficient devant o'*! dans h(a).
Nous utilisons une homothétie afin de nous ramener au cas unitaire :
nous posons s = da et t = d3. Nous avons ainsi un isomorphisme I'5 entre
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H et la courbe C d’équation t2 = f(s) ou

fls) = 2(s— )29Q< <s+d)
= 5(529 _ f29_13 -1 _ f2g_2d529—2 L fong_l).

L’involution 7 := FéOJHoFéTl est donnée par 7(A(s,t)) = o(A)(%
pour tout A(s,t) € k'(z)(C).

Théoréme 2.1.1 Soit k un sous-corps de R. Nous notons k' := k(i) et
Gal(k'/k) = {1,0}. Soient Q € k(z)[T] un polynéme tel que le polynome
(y? + 1)Q(y?) soit sans facteur carré. Soit C la courbe hyperelliptique sur
k(x) d’équation affine 2* + (y* + 1)Q(y*) = 0. Soient g le degré de Q et
d=—Q(—1) € k(z). Nous supposons d non nul. Soit C la courbe hyperellip-

tique sur k(z) d’équation affine t* = =5(s — d)?9Q < <5+d) > .

Alors, Uapplication T :  K'(x)(C) — K ()(C) est un
A(y’ Z) I A(/L%v%)
K'(x)-isomorphisme d’inverse T=%: k'(x)(C) — K (z)(C)

A(s,t)  — A(dit:, ZPdiiz)

y—=i’ (y=0)9tt/
De plus, Uinvolution T := T'oool'~! envoie un élément A(s,t) € k' (z)(C),

sur T(A) = U(A)(d;, (—1)9Céggit). En particulier, T commute a l'involution

hyperelliptique de C.

Définition 2.1.2 Nous conservons les notations et hypothéses du théoréme
2.1.1. Nous supposons k = R.

Un point a € Jac(C)(C(z))™ = Pic®(C(z)(C))™ (le groupe des éléments
T-invariants de Jac(C)(C(z))) est dit T-antineutre s’il existe un représentant
D € Dw(C(z)(C)) de la classe d’équivalence linéaire o et une fonction
h e C(z)(C) tels que :

* 7(D)— D = div(h) et

* —hr(h) € . R(z) (le groupe multiplicatif des sommes non nulles de 2

carrés de R(x)).

Corollaire 2.1.3 Nous conservons les notations et hypothéses du théoreme
2.1.1. Nous supposons k = R. L’isomorphisme ' induit alors un isomor-
phisme

T: Jac(C XR(z) C(7)) — Jac(C Xg(s) C(7))

tel que T'(Jac(C)(R(x))) = Jac(C)(C(z))T.
_ De plus, un élément o € Jac(C)(R(x)) est antineutre si et seulement si
I'(«) est T-antineutre.
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Remarque :

Nous reprenons les notations 1.2.3 (appliquées au cas D := C). Nous po-
sons
% = wo ! La seconde assertion est seulement une traduction du fait
quun point o € Jac(C)(C(z))™ est r-antineutre si et seulement si @(c)
est la classe de —1 : avec les notations de la définition 2.1.2, nous avons

hr(h) = T4 (h)o(T~(h)) = &(a).

2.2 Comment déterminer les points antineutres de
la jacobienne ?

Notations 2.2.1 Nous notons ¥ = Gal(C/R) = {1,0}. Soit R(x) le

groupe multiplicatif des sommes non nulles de deux carrés dans R(z).
Soient Q(Y) € R(x)[Y] et P(Y) := (Y2 + 1)Q(Y?). Nous supposons le
polynome P totalement positif, unitaire, sans facteur carré, de degré stric-
tement positif multiple de 4.
Soient g le degré de @ et d = —Q(—1) € R(x). Nous supposons d non

nul. Soit f(s) := 25 (s— d)?9Q < (S ) > Soit C la courbe hyperelliptique

sur R(x) d’équation affine t? = f(s), c’est-a-dire

Cit? =2 (s— d)Q (— <zfj>2> .

Nous notons 7 Iinvolution de C(z)(C) qui envoie un élément A(s,t) €
C(z)(C), sur T(A) = o(A)(L —dsggillt) (ici, g est impair donc (—1)9 = —1).

s

Nous notons oo la place de C(z)(C) au-dessus de la place a I'infini de
C(x)(s) et Py la place de C(x)(C) d’abscisse 0.

Proposition 2.2.2 Nous conservons les notations 2.2.1.

Soit D = div(u,v) € Dir”(C(z)(C)) un diviseur réduit de poids m. Nous
supposons que Py & Supp(D). Soit e le quotient de la division euclidienne
de m+ 1 =deg,(u) + 1 par 2.

Alors le diviseur 7(D) + div(s®) est semi-réduit et (D) + div(s

) =
dw( © )52 U (dQ) ,@) avec ¥ le reste de la division euclidienne de — (8) g+l (d2)

s

par s*u(% & ).

Démonstration.

Nous écrivons D = (Z nﬂ%) — moo avec P; des places de C(z)(C)
i=1
différentes de oo et n; € N. Nous calculons alors 7(D) a I'aide de 1'égalité
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7(00) = Py. Nous obtenons

(D) = | _nmir(P) | —mPy
=1

= ((Z niT(Pi)> — moo> — m(Poy — 00).

Ce diviseur n’est pas semi-réduit : sa valuation en Py est négative. Pour
résoudre cette difficulté, nous considérons le diviseur principal div(s) =
2Py — 200. Par définition de e, nous avons m < 2e < m+ 1. Par conséquent,
vp, (T(D) + div(s®)) est égale a 0 ou 1.

Par ailleurs, 7 commute a I’involution hyperelliptique et D est un diviseur
semi-réduit, donc 7(D) + div(s®) est semi-réduit. Nous notons (u,,v;) la
représentation de Mumford de 7(D) + div(s®).

Nous reprenons les notations de la proposition 1.4.2. L’idéal de C(x)[C]
associé a 7(D) + div(s®) est

I = Y(7(D)+ div(s®))

(H (rP) <c<x>[C])”i) (PoNC ()]

- ((rer)amenew

T
=1

De l'égalité div(s) = 2(Py — oo) nous déduisons que, pour tout h €
C(x)(C) et tout r € Z,

STT(h)) _ { UP(T(h)) - 7)7’*1(73)(}0 si P §é {P07OO} (2'1)

vr( 2r + vp, (T(h)) = 2r + vo(h) st P = Po.

Nous appliquons les égalités 2.1 au cas h = u et r = 2e : puisque
* wvp,(u) >mn; sii #0,
* vp(u) > 0si P # oo,
* v (u) = —2deg,(u) (car voo(s) = —2) et donc vo (u) = —2m (d’apres
le lemme 1.4.8),

le polynéme s2¢7(u) = s%°u (%) appartient & ’idéal

(ﬂ T(Pi)"i) NP> ™ NC@)c) c I.

=1

Le diviseur D est réduit donc deg,(v) < g. Ainsi, D’apres le lemme 1.4.5
et la proposition 1.4.8, nous avons

Voo (t — 1) = Vo0 (div(t — v)) = —deg (v — f) = =29 — 1.
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Par conséquent, en posant h =t — v et r = g + 1 dans les égalités 2.1, nous
montrons que s9T1r(t —v) = —d9tt + 59ty (%) appartient & I.

Soit J l'idéal de C(z)[C] engendré par s*u (%) et t — 0. Nous venons
de montrer que J C I.

Nous notons (ur,v;) la représentation de Mumford de 7(D) + div(s®).
D’apres le lemme 1.4.5, u, engendre N c)/c(z)(s)(I) et s*u (%) engendre

N(C(ac)(C)/(C(x)(s)(J) Comme J C I, l'idéal N(C(:v)(C)/(C( )(5)( ) contient
Ne)()/cz)(s)(J) et donc sy ( ) Le polynéme u, divise donc s2¢u d2

Comme u ne s’annule pas en 0, le degré de s*¢u (%) est 2e. D’apres

la proposition 1.4.8, le degré de u; est le poids de 7(D) + div(s®). Or
Voo(T(D)) = v,— 1(00 (D P (D) = 0, donc le degré de u, est 2e. Les

) =
polynomes u, et 755 (%) sont unitaires de méme degrés et uT| (%) ,

donc u, = %u <

Soit w :=wv; —0 = (t —0) — (t —v) € I. L’idéal engendré par w et t — v,
est contenu dans 1. D’apres le lemme 1.4.5, w est soit nul soit un générateur
de N(C(:(:)(C)/(C(a:)(s)((wa t— 1)7—)) C N(C(x)(C)/(C(x)(s) (I) = (uT) AinSi, w est soit
nul soit divisible par u,. Le deuxieéme cas est exclu puisque v, et ¥ sont de
degrés strictement inférieurs a deg,(u;). Par suite, w = v, — ¥ est nul et
donc v, = 0.

Nous avons ainsi montré les égalités

Ur = 82€u d—Q et v, =10
T u(0) s T

Pour conclure, nous utilisons la définition de wu, et v, : le diviseur
7(D) 4 div(s®) est le diviseur semi-réduit de représentation de Mumford
(ur,vr). O

Lemme 2.2.3 Nous conservons les notations 2.2.1. Soient u, vy, vy €
C(x)[s] trois polynomes. Soit e € N un entier tel que degy(vi) < e et
deg,(v2) < e.

Nous avons alors équivalence entre :

* w1 = vy mod u, et

* s°7(v1) = s°7(v2) mod (sdegs(“)T(u)).

Démonstration.

1. Supposons que v; = vy mod u. Il existe alors un polynéme g € C(x)[s] tel
que v; = v9+qu. En appliquant 7 a cette derniere égalité puis en multipliant
par s¢, nous obtenons :

s°T(v1) = s°7(va) + 5°79B (W r(g) 598 (W (). (2.2)
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La fraction rationnelle s¢~9°8s(")7(q) est en fait un élément de C(z)[s] car

degs (U1 — U2)
max(deg(v1),deg,(ve)) < 7.

deg,(q) + deg,(u)

IA

Ainsi légalité 2.2 implique la congruence s°7(v1) = s7(v2) mod (sdegs(“)T(u)).

2. Supposons maintenant que s7(v1) = s¢7(v2) mod (sdegs(“)T(u)). Puisque
deg,(s°T(v1)) = e — deg,(v1) < e et deg,(s°T(v2)) = e — deg,(v2) < e, nous
pouvons appliquer le raisonnement du point 1 en remplagant v1 par s°7(vy)
et vy par s°7(v2). Ainsi, 7 étant une involution, nous obtenons

d**vy = d**vy mod <ddegs(“)u> ,
c’est-a-dire v1 = vo mod u. O

Théoréme 2.2.4 Nous conservons les notations 2.2.1.

Soit o =< u,v > un élément de Jac(C)(C(x)) tel que Py ¢ Supp(c) (i.e.
tel que u(0) soit non nul). Nous désignons par v l'unique polynome de degré
inférieur ou égal a deg(u), s’annulant en 0 et congru a v modulo wu.

Alors a est T-invariant si et seulement si :
* deg,(u) est pair, s98s(Wr(u) = u(0)u(s) et le reste de la division

euclidienne de — (%)gJrl T(v) par u est v, ou

* w est de degré g et (3)94—17@) = et u(0)(f —0?) = su(s)sIT(u(s)).

51« est T-invariant de poids strictement inférieur a g, alors pour tout point
B € Jac(C)(C(x)) nous avons équivalence entre :
* B est T-antineutre et

* a4+ 0B est T-antineutre.

St « est T-invariant de poids g, alors nous avons équivalence entre
* « est T-antineutre et
* u(0) est une somme non nulle de carrés.

De plus, si o est T-antineutre, alors —d9~1 = u(0)h7(h) avec h = SZIS)'
Démonstration.
Nous reprenons les notations 1.2.3 (appliquées au cas D := C). Nous

posons @ :=wo 'L
Soit e le quotient de la division euclidienne de deg,(u) + 1 par 2 et soit
e le reste. Nous notons D := div(u,v).

Soit v le reste de la division euclidienne de — (g)g 1y (%) par sdegs (1, (%) .
D

Le polynéme Sd:ZS;u> u (%) est unitaire. Nous notons D := div (Sd:zf);u) u (%) , ) )
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D’apres la proposition 2.2.2, le point « est T-invariant si et seulement si
le diviseur

7(D)—D = D+ (1-¢)(Py—o0)—div(s®) — D

12 —(D+(1=€)(Py—0))+2(1 —€)(Py — o0) — div(s®)
D — (D + (1—¢€)(Py—00)) — div(s¢~1T¢)

est principal. Nous sommes amenés a distinguer trois cas (suivant le degré

de u).

Si deg,(u) est impair et inférieur & g — 1 : les diviseurs D et
D + (Py — o0) = div (su(s),v) sont réduits et leurs poids sont de parités
distinctes. Ces deux diviseurs ne peuvent donc étre linéairement équivalents.
Comme € = 0, le diviseur 7(D) — D n’est pas principal.

Si deg,(u) est pair : alors € = 1 et les diviseurs D et D sont réduits. Par

conséquent, le diviseur 7(D) — D est principal si et seulement si D = 13,
c’est-a-dire si et seulement si u(0)u(s) = s99s(Wy (%) et v = 0. Dans ce cas,

le diviseur 7(D) — D est le diviseur principal associé a la fonction h := s €.
Comme hr(h) = d~*¢, P'image @(«) est triviale. Or @ est un morphisme,
donc, pour tout point 3 € Jac(C)(C(x)), nous avons équivalence entre :

* [ est T-antineutre et

* «a+ (3 est T-antineutre.

Si u est de degré g : le polynéme ¥ est de degré strictement inférieur a
f—v*
su(s)

deg,(su(s)) = g + 1. Par suite, le polynome
f est unitaire et

est unitaire : le polynoéme

2deg,(v) < 29 < 29+ 1 = deg,(f).
Ainsi, comme f — ¥% = (t — ¥)(t + ©), nous avons
div(t + ) = div (f — 9%, —v) .
Puisque u est de degré g, nous avons € = 0. Nous appliquons ’algorithme
de réduction de Cantor au diviseur D + Py — oo = div(su(s), ). Le diviseur

div(su(s), v) est de poids g+ 1. L’algorithme de réduction de Cantor s’acheve
donc au bout d’une itération. Cette itération s’obtient en écrivant 1’égalité

div(t 4+ v) = div (f — 9%, —0) = div(su(s), —0) + div(a,v) (2.3)

f;:—(ﬁ; et v le reste de la division euclidienne de —o par u (c.f. la
proposition 1.4.7, assertion 2, pour une preuve de ces égalités).

Nous appliquons maintenant la proposition 1.4.7, assertion 1 : nous avons
—div(su(s), —v) = div(su(s),?) — div(su(s))
= div(su(s),v) + div <#)

su(s)

avec U =
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Ainsi, nous pouvons reformuler les égalités 2.3 sous la forme

dW(LIS)+dW@M@ﬁ)z&W@E)

Puisque les diviseurs D et div(w, v) sont réduits, le diviseur
7(D)—D = D—(D+ Py—o00) —div(s!)
D

— div(w,v) — div(s¢ 1) + diV(sﬁg) )-

(2.4)

est principal si et seulement si D = div(w,v). Ainsi, par unicité de la
représentation de Mumford d’un diviseur, le diviseur 7(D) — D est prin-
cipal si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. %sdegs(“)a(u) <d;> Y

(0) su(s)

2. — (3)94-1 7(v) = —0 mod u.
Les degrés deg,(u) = deg,(f — ©%) — deg,(su(s)) = 29+ 1 — (g + 1) et
deg,(u) = ¢ sont égaux. Ainsi, aprés application de 7 a chacun de ses

membres, la condition 1 se réécrit
2 deg,(u)
o (u(0))
De plus, les polynémes — (§)g+17(v) et —0 sont de degrés inférieurs ou

égaux a g+ 1. Ainsi, d’apres la proposition 2.2.3, la condition 2 est satisfaite

si et seulement si v = (§)g+1 7(v) mod w.

U= sdegs(a)T(ﬁ).

Le polynome ¢ étant de degré au plus g, le polynéme (g)g+1 7(v) s’an-

nule eln 0. La condition 2 se reformule donc finalement sous la forme v =
S g+ -
(3) 7(0).

Lorsque « est un point 7-invariant de poids g de Jac(C), 'égalité 2.4
signifie que 7(D) — D est le diviseur principal associé & la fonction -2

i seu(s)”
Par conséquent, w(«) est la classe de h7(h) avec h = sf;r(“s - Par 7-invariance
de a, nous avons %T(@) =9. Or g+ 1 = 2e, donc
+1 .
) st (~ Lt + 7(0)(s)) st — o)
T o)
et nous pouvons donc écrire
2 _ 52 _ 2
hr(h) = — L e
su(s)sIT(u(s)) su(s)sIT(u(s))

Nous utilisons une nouvelle fois la T-invariance de « : nous avons
su(s)sIt(u(s)) = u(0)(f — 132).
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Ainsi w(0)hr(h) = —1, et w(«) est la classe de —u(0).

La formule annoncée au cours de la proposition est

w(0)hr(h) = —d9™!

avec h 1= 0 — ge=1p  Cette formule se démontre partir de I’égalité

su(s)

u(0)h7(h) = —1 en remarquant 1’égalité
86717_(8671) _ d2€72 — dgfl' 0

Remarque :

Nous conservons la notation @ introduite au début de la démonstration.
Comme 7(< 5,0 >)— < 5,0 >= (s7!), 'image @(< 5,0 >) est la classe de
s7ir(s71) = d~2, cest-a-dire la classe triviale.

Nous n’avons pas étudié la r-antineutralité d’éléments de Jac(C)(C(z))
de la forme < su(s),v > . Puisque < s,0 > est 7-invariant, < u,v mod u >
est 7-invariant si et seulement si < su(s),v > est T-invariant. Supposons
que cela soit le cas. L’application @ est un morphisme :

w(< su(s),v(s) >) = w(<s,0>).w(<u,vmodu >)
= w(< u,vmodu >).

De plus, w(< u,v modu >) est 'image d’un diviseur de degré au plus g — 1
et est donc la classe triviale. Finalement I'image du diviseur < su(s),v > est
triviale et le diviseur < su(s),v > ne peut en aucun cas étre T-antineutre.

2.3 Comment calculer la torsion 2-primaire ?

2.3.1 Comment diviser par 2 dans la jacobienne ?

Proposition 2.3.1.1 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient f € k[y]
un polynéme de degré impair et C la courbe hyperelliptique d’équation af-
fine 22 = f(y). Soit div(ug,vo) € Din®(k(C)) un diviseur semi-réduit. Soit
w € kl[y] un polynéme sans facteur carré.

Alors il existe un diviseur semi-réduit div(u,v) € Din®(k(C)) linéairement
équivalent a div(ug, vg) tel que u et w soient premiers entre eut.

Démonstration.

Puisque I'addition dans Div®(k(C)) est compatible & la relation d’équiva-
lence linéaire, on peut supposer sans perte de généralité que ug est égal a
un facteur premier p de w.

Soit d := pged (U% - f, %) . Le polynéme w se factorise sous la forme
w = dwi.

Les polynomes d et w; étant premiers entre eux (w est sans facteur
carré), wy est inversible modulo les facteurs premiers de d. Par conséquent,
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il existe A € k non nul tel que, pour tout facteur premier g de d, on ait
Awy # 2vp mod d (on peut déterminer un tel A en utilisant par exemple le
lemme chinois).

De plus, les polynomes % et p étant premiers entre eux, 2% est in-
versible modulo p. On peut donc choisir A de telle fagon que 2)\% e

2_
=7 10d p.

! Nuersin )

On considere la fonction h := y 4+ vy — A\wy, et on note v 1= —HE/FWIZ

et v le reste de la division euclidienne de —vg + Aw; par u. Le diviseur
. . . e .
div(u, v) = div(h) — div(p, —vg) = div (p) + div(p, vo)

est bien linéairement équivalent & div(p, vg).
~ N, h
Nous allons montrer que les polynoémes w et u = Niey/hn ) sont pre-
miers entre eux. Soit ¢ un facteur premier de w. Nous vérifions que ¢ ne

divise pas u en distinguant trois cas.
Si g # p et glw; : comme ¢ divise wy, qui est premier & vg — f, le polynéme
Niey/r(y)(h) = (—vo + Mwi)? — f = v — f mod q.
n’est pas divisible par gq.
Si g|d : comme Nyc)/p)(h) = (—vo+ Awi)? — f
= v} — f— 2 vowi + N2w?
= w1 (Aw; — 2vp) mod ¢,
et comme A a été choisi tel que d et AMw; — 2vg soient premiers entre eux, le

polynéme irréductible ¢ ne divise pas Ny ¢y k(y)(h)-

Si ¢ = p : par définition de A, le polynome irréductible p ne divise pas

2_
% — 2)\00%. On en déduit que p n’est pas un facteur premier de
Neey/ww) () (vo=dwi)2—f
p o , P 9
= U o4 pa (1) O

Soit k un corps de caractéristique 0. Soient f € k[y] un polynéme unitaire
de degré impair et C la courbe hyperelliptique sur k d’équation affine 22 =
f(y). Au cours de la section 1.5 nous avons rappelé comment définir un
morphisme de noyau 2Jac(C)(k). Le théoréme suivant fournit une nouvelle
caractérisation de 2Jac(C)(k). Cette caractérisation a pour avantage d’étre

effective.

Théoréme 2.3.1.2 Soit k un corps de caractéristique 0.
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Soient f € kly] un polynome unitaire de degré impair et C la courbe
hyperelliptique sur k d’équation affine 22 = f(y). Soit < u,v >€ Jac(C)(k).
On note w := Uszf € kly].

Alors < u,v >€ 2Jac(C)(k) si et seulement si il existe trois polynémes
a, q, uy € kly] tels que

(=1)%ey2 = 02w + 2qav + ¢*u (2.5)

et que u1 Soit premier avec u.
Supposons que l’équation 2.5 ait une solution (a,q,uy) avec a et uy pre-
miers entre eux et uy unitaire. On pose
*di= ngd(CL, q, u1)7
AL N PR R T B
* v € kly] Uunique polynome vérifiant avy = av + qu mod uy et
deg, (v1) < deg, (u1).
Alors la classe d’équivalence linéaire du diviseur 2div(ui, —v1) est < u,v > .

Démonstration.
Si < u,v >€ 2Jac(C)(k) : alors il existe div(ui,v;) € DivP(k(C)) et a,
b € k[y] tel que

2div(uy,v1) + div(u,v) = div(az — b). (2.6)

En appliquant le lemme 2.3.1.1 au diviseur div(u,v1), on se ramene au cas
oll u et uy sont premiers entre eux. En terme d’idéaux, 1’égalité 2.6 s’écrit

(u1,z —v1)*(u, 2 — v) = (az — b).
En appliquant Ny c)/k(») on obtient I'existence de A € k tel que
My = b? — a?f. (2.7)

En fait, comme u et w; sont unitaires, A est le coefficient dominant de
b2 — a?f.

Supposons que deg(u) soit pair. Alors b? — a?f est de degré pair. Or b?
est de degré pair et a®f est de degré i impair, donc le monéme dominant de

a’f est celui de b2. Par suite, il existe A € kX tel que A\ = 22, Quitte a

d1v1ser a et b par )\ nous pouvons donc supposer que A = 1 = (—1)deg( w),

Supposons que deg(u) soit impair. Alors b —a?f est de degré impair. Or
b? est de degré pair et a’f est de degré impair, donc le monéme dominant
de b2 —a’f est celui de —a?f. Le polynéme J étant unitaire, il existe X € kX
tel que A = —A2. Quitte a diviser a et b par A\, nous pouvons donc supposer
que A = —1 = (—1)des(®),

Par ailleurs az — b € (u, z —v), donc av — b appartient & (u, z —v) Nk[y].
Comme (pged(u,av — b),z —v) = (u,z — v), I'unicité de la représentation
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de Mumford impose a u et pged(u, av — b) d’étre égaux : u divise av — b. 1l
existe donc ¢ € k[y] tel que b = av + qu. L’égalité 2.7 s’écrit alors

(=1)%eWy2y = (av + qu)? — a®f

c’est-a dire
(—1)de8®y2y = a2 (v? — f) + 2qavu + ¢>u’.

En divisant par u, on retrouve I’équation 2.5.

Si I’équation 2.5 a une solution (a,q,u;) avec u; premier a u : quitte
a les diviser par pged(a, ¢, u1), on peut supposer a, g et u premiers entre eux
dans leur ensemble. Soit p un facteur premier de a. En réduisant I’équation
2.5 modulo p on obtient

(—=1)eey2 = 424 mod p. (2.8)

Puisque u; et u sont premiers entre eux, le polynéme p ne divise pas u.
De plus, les polynémes a, q et u1 sont premiers entre eux dans leur ensemble.
D’apres la congruence 2.8, le polynéme p ne divise donc ni ¢ ni u;. Ainsi a
et u3u sont premiers entre eux, et il existe donc un unique polynéme vy avec

2
deg, (v1) < deg, (utu) tel que

avy = (av + qu) mod (utu).
L’idéal (u2u,z — v1) contient az — (av + qu). Par ailleurs,

(=1)deey2y = u(a®w + 2qav + q*u)
= (av+qu)® —a?f
= Niey/k(y)(@z = (av + qu))

appartient a l'idéal I engendré par az — (av + qu). Par suite av 4+ qu — av;

appartient & I (il est divisible par u?u), et donc

a(z —v1) = (az — (av + qu)) + (av1 — (av + qu)) € 1.

Or a est inversible modulo uu € I donc z—wv; € I. Ainsi, I'idéal (uju, z—wv1)
est engendré par az — (av + qu). D’apres la proposition 1.4.7, on a donc :

2div(u,v1) + div(u, v) = div(az — (av + qu))

c’est-a-dire que 2div(uj, —vy) est linéairement équivalent a div(u,v). O

Remarque :

Dans le cas particulier ou le diviseur < u,v > est un point de 2-torsion,
c’est-a-dire lorsque u|f et v = 0, Péquation 2.5 est (—1)d8Wy2 = ¢%w + ¢2u.
La condition de primalité relative de u; et u impose a a d’étre non nulle.
Par suite ’équation 2.5 se réécrit

(_1)deg(u)w — NK gT + (_1)deg(u)ﬂ>

(T2+(,1)dcg(u)+1u)/k(y) (a a
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avec K(T2+(_1)deg(u)+1u) = k(y)[T]/(T? + (—=1)%e+1y). Lors de la sec-

tion 2.5.1, nous utilisons la multiplicativité de NK(T2+(_1)deg(u)+1u)/k(y) pour

résoudre I’équation 2.5.

2.3.2 L’algorithme de calcul de la torsion 2-primaire

Nous reprenons les notations et hypotheses du théoreme 2.3.1.2. La 2-
torsion de Jac(C)(k) est connue : elle est constituée des points < u,0 > avec
u € k[y] un diviseur de degré au plus g de f. L’idée pour calculer la torsion
2-primaire est d’itérer la division par 2 tant que c’est possible.

On se place a I'étape r, c’est-a-dire que 1'on suppose que Jac(C)(k)[2"] a
été calculée. On se donne un point o =< u,v >€ Jac(C)(k)[2"]. On souhaite
trouver un point § € Jac(C)(k) tel que 25 = a. Pour cela nous utilisons le
théoreme 2.3.1.2.

Le point « n’est pas toujours un double dans Jac(C)(k). On commence
donc par utiliser le morphisme de Cassels-Schaefer afin de vérifier que
a € 2Jac(C)(k). Dans les sections 2.4 et 2.5, cette vérification est effectuée
grace a la proposition :

Proposition 2.3.2.1 Soient kg un corps de caractéristique différente de 2,
0 un élément de ko et k [’extension quadratique de ko définie par
k= ko[U]/(U? - 9).

Soit g ;== aU 4+ B € k avec a € kg non nul et 3 € ky. Alors g est un
carré dans k si et seulement si il existe vy, n € ko tels que Ny, (g9) =% et
@ = 2. De plus, s’il existe vy, n € kg tels que Niko(9) = ~% et @ =n?,
alors n # 0 et

2
a
(%U + 77> =alU + f. (2.9)

Soit B € kg. Alors (8 est un carré dans k si et seulement si B ou 63 est
un carré dans ko. De plus, s’il existe n tel que 3 = n?, alors 8 = (T~ 1n)2.

Démonstration.
On veut donner des conditions sur « et 3 pour qu’il existe a, b € kg tels
que (aU + b)?2 = aU + 3 c’est a dire que 1'on veut résoudre le systéme :

a = 2ab
B = a0 +b?

Nous commengons par nous placer dans le cas ou a # 0. La premiére
équation nous dit que b doit étre non nul et que a = g;. En reportant
dans la secoréde équation, on voit qu’alors b doit étre solution de I’équation
bt — Bb? + QT‘S. Ainsi g est un carré dans k si et seulement si le polynéme

_ N
(T?% — g)Q + % = (T? - g)g - k/%@ a une racine non nulle dans k.
Si n est une telle racine, alors v := 2n% — 3 € ko vérifie Niko(9) = 72
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et ﬁ? = 7% Inversement s’il existe v, n € ko tel que Niio(9) = 72 et

@ = n?, alors 7 est racine de (T2 — §)2 — Nk/%o(g), et donc
* 1 #0 (comme « # 0, nous avons Ny, (9) # 52),
*

et le carré de %U + n est bien aU + S.
Nous supposons maintenant que a = 0. Dans ce cas 2ab doit étre nul et
alors @ = 0 ou b = 0. Le cas a = 0 signifie que 3 = b?. Le cas b = 0 signifie

que 3 = (Ta)? = 6a?, c’est & dire que 63 est un carré dans k. [

Nous déterminons les points de torsion 7T-antineutres en appliquant la
méthode suivante. On vérifie d’abord la 7-antineutralité des points de
2-torsion. Lorsque la 7-antineutralité des éléments de Jac(C)(k)[2"] a été
vérifiée nous appliquons a tout a € Jac(C)(k)[2"] Ialgorithme suivant :

1. déterminer si I'image m¢(«v) de v par le morphisme de Cassels-Schaefer
e est triviale;

2. si me(a) = 1, trouver un élément 3 € Jac(C)(k) tel que 28 = « (en
utilisant les théoremes 2.3.1.2 et 2.3.2.1) ;

3. pour tout T € Jac(C)(k)[2], étudier la T-antineutralité de T'+ 3 & l'aide
du théoreme 2.2.4.

Ce faisant nous déterminons les éléments de Jac(C)(k)[2"*!]. Nous pouvons
alors passer a ’étape r + 1.

Application :

Nous considérons une famille (P;);er € Rz, y]’ de polynémes positifs
ou nuls sur R2. Nous notons C; la courbe hyperelliptique d’équation affine
2?2 + P;(z,y) = 0. En appliquant la méthode précédente i la jacobienne
Jac(C;), nous pouvons trouver des sous-familles de (P;);c; dont les éléments
sont des sommes de trois carrés dans R(x,y).

Une telle démarche est effectuée au cours de la section 2.5 pour les po-
lynomes de la forme Py o(z,y) == (y*+1)(y*+a(z))(y* +b(x)) (y*+c(z)) ol
a, b, c € R(zx) sont trois fractions rationnelles positives ou nulle sur R.

]I

2.4 Les polynémes de la forme (y? +1)(y* + C)(y* +
(14O + B).

Notations 2.4.1 Soient B et C deux éléments de R(z). Nous supposons le
polynéme P(z,y) := (y?> +1)(y% + C)(y* + (1 + C)y? + B) sans facteur carré
c’est-a-dire
* C différent de 0 et 1,
* B différent de 0 et % (le discriminant de (y* + (1 4+ C)y? + B)
est 16B((1+ C)? — 4B)?).
* B différent de C (ainsi les polynomes (y?> + 1)(y%> + C) et
(y* + (1 + C)y? + B) sont premiers entre eux)
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Soit C la R(x)-courbe hyperelliptique d’équation affine
C:22+ (P + 1) +O) ¥+ (1+C)y*+ B)=0.
Soit J la jacobienne de la courbe C.

Nous souhaitons montrer que J(R(x)) ne contient pas d’élément de torsion
antineutre. Pour cela nous utilisons le théoreme 2.1.1. Ce faisant, nous in-
troduisons de nouvelles notations.

Notations 2.4.2 Nous posons d := (1 — C)(B — C),

(s 24 (s—d)2
gi(s) = %Z(d):&

g2<3> _ 7(s+d)étc(sfd)2

1
= s242(1+0C)(B—-0C)s+ (1-C)*(B—-C)?et
(s+d)*—(14+C)(s+d)?(s—d)?+B(s—d)*

st 41— C)f}ff B)s® +2(1 -C)*(B—-C)(4+3B+C)s?
+4(1 - C¥(B-C)?(1-B)s+ (1 -O)4(B - O)*

g3(s)

D’apres le théoreme 2.1.1, la courbe C est birationnellement équivalente
sur C(x) a la courbe C d’équation affine

C: 1% = f(s) avec f(s) = g1(s)ga(s)g3(s)-

Soit J la jacobienne de la courbe C.
On note o la conjugaison complexe et

o C@)@) — C(x)(C)
a(s)t +b(s) — —o(a) (‘1—2)%+a(b) (i)

Pour i = 1,2, 3, on pose k; :== C(z)[T]/(g:(T)). Soient
w5 J(C(2)) — ki /By X ko fky? x k3 [k

le morphisme de Cassels-Schaefer associé a J(C(x) et TE, J(C(z)) — ki/k)?
sa i-eme coordonnée. Si « est est la classe d’équivalence linéaire d’un divi-
seur semi-réduit div(u,v) avec u premier a g;, alors 75 () est la classe de

(—1)dee(T) dans k; /k2. ’

Nous reformulons nos deux problemes a I'aide du théoréme 2.1.1 : nous
voulons montrer que J(C(z))™ ne contient pas d’élément de torsion 2-primaire
antineutre.

Il nous faut tout d’abord calculer J(C(z))[2]. Cela revient & factoriser le

polynome f(s), c’est-a-dire les polynémes ga(s) et g3(s).
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Lemme 2.4.3 Le polynéme U* — (1 + C)U? + B n’est un produit de deuz
polynomes de degré 2 que dans les deuz cas suivants :

* (14 0)?—4B = u? pour un certain u € C(z) et alors la factorisation
de Ut — (1 + C)U? + B est

Ut~ (1+ )%+ B = <U2—(1+§)+M> <U2_<1+§>—M>;

* Il existe u, v € C(x) tels que B = v? et 1+ C +2v = p?. Dans ce cas
la factorisation de U* — (1 + C)U? + B est

Ut~ (14+CO)U*+ B = (U? + pU +v)(U* — uU +v).

Démonstration.
Soient «, 3, v, § € C(z) vérifiant (U2 + aU + B)(U? + yU + 6) =
U* — (14 C)U? + B, c’est-a-dire tels que

a+v=0, +d+ay=—1-C, ad+y8=0et 36 = B.

La premiere équation nous dit que v = —a. En remplagant dans la troisieme
équation, on voit que a(d — 3) = 0. On a donc deux possibilités : a = 0 et

B=34.

Sia = 0:les équations définissant v, 3, vet dsonta=~v=0,6 = -1-C—-j
et 32+ (1+ C)B3+ B = 0. Cette derniere équation n’a de solution que si
(1+ C)? — 4B = p? pour un certain g € C(x) et dans ce cas ses solutions
sont — Hgﬂ‘ et — 1+gf“. Le cas ou a = 0 correspond au premier cas énoncé
dans la proposition.

Si B = 6 : les équations sont alors : v = —a, 6 = (3, 32 = B et
23 —a? = —1 — C. Nous sommes dans le deuxiéme cas annoncé dans la
proposition avec y =a et v=05. O

Proposition 2.4.4 Nous conservons les notations 2.4.1 et 2.4.2. Nous sup-
posons que B, C et (1+ C)? — 4B ne sont pas des carrés dans C(z).

La 2-torsion de J(C(x)) est alors constituée de l’élément neutre et des
trois points < g1,0 >, < g2,0> et < g192,0 > .

Démonstration.

Tout d’abord remarquons que U* —(14+C)U?+ B est un polynéme en U2,
Si le polynome U*—(14+-C)U?+ B admet une racine «, alors —« est également
racine de U*— (1+C)U?+ B. Dans ce cas, U* — (14+C)U?+ B est un produit
de deux polynoémes de degré 2. Ainsi, le polynéme U4 —(1+C)U?+ B est soit
irréductible soit un produit de deux polynomes de degré 2. Nous déduisons
donc du lemme 2.4.3) que le polynéme U# — (1 +C)U? + B est irréductible.
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Supposons que g3(s) soit un produit de deux polynémes P;, P, € C(x)[s].
Pour ¢ = 1 ou 2, on pose @Q; := (%)deg(ﬂ)Pi (dUi) € C(z)[U]. Nous

U—1
évaluons
+d\* s+d\>
=s—adt( (2 -~ B
s(s) = (s >(<5_d> avo)(229) + )
eDSZd% en utilisant les égalitésU:%; ets—d:%. On obtient

U-1\* U+1
U= (1+CW*+B= (") g3|di—— ) = QU)Q2(U).
2d U-1
Puisque U* — (1 +C)U? + B est irréductible, Q1 ou Q2 doit étre constant
et donc P; ou P» est étre constant. Nous avons ainsi montré que gs(s) est
irréductible.

Par ailleurs, C' n’étant pas un carré dans C(x), le polynéme

go(s) = s2—2(1+C)B-C)s+(1—-0C)*(B—-C)?
= (s—(1+C)(B-C))?—-4C(B - C)?

n’a pas de racine dans C(z) et est donc irréductible sur C(z). Pour conclure il
suffit de rappeler que J(C(x))[2] est I'ensemble des points de représentations
de Mumford < u(s),0 > avec u(s) € C(x)[s] un polynoéme de degré au plus

3 divisant f(s) = sga(s)gs(s). O

Proposition 2.4.5 Nous conservons les notations 2.4.1 et 2.4.2. Nous sup-
posons de plus que B, C et (1+C)% —4B ne sont pas des carrés dans C(x).
Si le point < g1,0 > est un double dans j((C(a;)), alors l'une des deux condi-
tions suivantes est vérifiée

* (B-0)eC(x)*?, ou

* B(B-C)eC(z)*% et C(B—C) € C(x)*2

En particulier, si B — C et BC' ne sont pas des carrés dans C(z), alors

< 91,0 > n’est pas un double dans J(C(z)).

Démonstration.
On rappelle que kg = C(x)[T]/(g2(T)) et k3 = C(z)[T]/(g3(T)). L’'image
de 7z est contenue dans le noyau de I'application

(Cla)*/C(x)*2) x (kg [k3?) x (k3 [k5?) — C(z)* /C(x)*?
(o, a2, o3) a1 N, /c(2)(02) Niy o) (@3)

Ainsi, 7T571(< 91,0 >) est la classe de Ny, ¢ (z) (=) Nigy jc(2) (—T) dans C(z)* /C(z)*2.

Par suite, < g1,0 > est un double dans J(C(x)) si et seulement si les classes
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de —T dans ks et k3 sont des carrés.

On commence par donner des conditions nécessaires et suffisantes pour
que la classe de —T" dans ko soit un carré. Soient

Ly := C(x)[U]/(U?> —4C(B—-C)?) et py: Ly — ko
U +— T+1+C)B-0).

Le morphisme ¢y est un isomorphisme. Il induit par passage au quotient
un isomorphisme Ly /L5% — kX /k3?. L'image de —U + (1 + C)(B — C)
par ce morphisme étant —7T, notre probleme est de déterminer si
—U+ (1+C)(B — C) est un carré dans Lo. La norme

Npy e (U —(1+C)(B—-C)) = Resy( —U+ (1+C)(B—-C),
U? — 4C(B — C)?)
= (1-03*B-C)

est bien un carré dans C(z). La proposition 2.3.2.1 affirme donc que

-U - (14 C)(B — C) est un carré dans Ly si et seulement si
(LOB-CHU-OB=C) _ g _ ¢ o LHAB=O-(=OB=C) _ 5 _ ¢

est un carré dans C(x). Cela se traduit par : —7" est un carré dans ks si et
seulement si (B — C) ou C(B — C) est un carré dans C(x).

Il reste a étudier la classe de —T" dans k3. On pose

Mz :=C(z)[V]/(V? - (1 +C)V + B),
Ly = M3[U]/(U? = V) = C(2)[U]/(U* — (1 4+ C)U? + B), et
p3: ks — Lg

T — d¥H.

L’isomorphisme 3 est correctement défini : B étant différent de C, les
polynémes U — 1 et U* — (1 + C)U? + B sont premiers entre eux et la classe
de U — 1 dans L3 est inversible. L’isomorphisme ¢3 induit par passage au
quotient un isomorphisme k5 /ky? — L /LX%.

L’image de —T par 3 étant —d%, nous nous demandons si
d(1 -V) = —d(U — 1)2% est un carré dans L3. Comme d(1 — V) est
un élément de Ms, il ne peut étre dans Ly* que si d(1 — V) € My? ou
av(l-V) e M3X2. En particulier, lorsque < ¢1,0 > est un double dans

J(C()),

Ny e (d(1=V)) = d*Resy(1-V,V? = (1+C)V + B)
= d*’(1-(1+C)+B)
= d*(B-0)

ou Npgy /ey (dV(1=V)) = dResy(V(1—V), V2~ (1+C)V + B)
= d*B(B-C)

appartient & C(z)*2. 0O
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Notations 2.4.6 Soit n € N*. Nous désignons par [n] la multiplication par

n dans J(C(x)).

Proposition 2.4.7 Nous conservons les notations 2.4.1 et 2.4.2.

Le point < g1g2,0 > est égal a [2](< (T — d)?,16d*T — 8d> >) = [4](<
T—d, 8d® >). En particulier, < T —d,8d® > est un élément de 8-torsion de
J(C(x)).

De plus, le point < (T — d)?,16d*T — 8d> > n’est pas T-invariant.

Démonstration.
Nous appliquons le théoreme 2.3.1.2 avec u = g192, w = —g3 et v = 0.
Pour cela, nous considérons 1’égalité

U -1)U?-C)- (U~ (1+C)WU+B)=C-B
et nous effectuons le changement de variable U = %. On obtient ainsi
I’égalité
4d(1 = C)g1(s)ga(s) — (B — C)gg = —(B — C)(s — d)".

On pose up = (s—d)?, ¢ := 2(1—C) et r le reste de la division euclidienne
de vy := gg192 par u;. Nous venons de montrer que le couple (u,q) est
solution de I’équation :

—ui = —g3 + ¢° 9192,
c’est-a-dire de I’équation
(=1)%ey2 = o%w + 2qav + ¢*u

avec a := 1. Nous pouvons donc appliquer le théoreme 2.3.1.2
< 9192,0 >= 2] < u,r >.

Le reste de la division euclidienne de g2(s) = s> +2(1+C)(B — C)s +d?
par (s —d)? est 2(1+ C)(B — C)s + 2ds = 4(B — C)s, donc

v = 2(1 — C)sg2 8ds? mod (s — d)?

16d?s — 8d> mod (s — d)?.

On en déduit que r = 16d%s — 8d°>.

Il nous reste a vérifier que < wuq,r > n’est pas 7-invariant. Nous calculons
la réduction de
4 4 2 4
s s (2d 5 3
AT =85 ( - d) =8 1
modulo (s — d)? & I'aide des congruences

s3 = ((s —d) 4+ d)® = 3d%(s — d) + d> mod (s — d)? et
st = ((s —d) +d)* = 4d3(s — d) + d* mod (s — d)?.
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On obtient :

—Sr(r) = 8(Ad2(s — d) + d3) — 16(3d%(s — d) + d°) mod (s — d)?
—16d?(s — d) — 8d> mod (s — d)?

—r mod (s — d)?.

Le théoréme 2.2.4 nous assure donc que le point < (s — d)?,7 > n’est pas
T-invariant. [

Corollaire 2.4.8 Soient B et C deux éléments de R(x). Soit C la courbe
hyperelliptique d’équation affine

2P+ D2+ Oyt + (1+C)y?+ B) =0.

Soit J la jacobienne de la courbe C. On suppose que B, C, BC, B — C,
(B—0C)(1—0C) et (14 C)? — 4B ne sont pas des carrés dans C(x).
Alors la torsion 2-primaire de J(C(z)) est de cardinal fini.

Démonstration.

Comme C est non nul, le polynéme g2+ C' est sans facteur carré. De plus,
1 — C est non nul donc y? 4+ 1 et y2 + C sont premiers entre eux. De méme
B —C est non nul donc (y? +1)(y* + C) et y* + (1+ C)y* + B sont premiers
entre eux. Or le discriminant 16B((1 — C)%2 —4B)%2 de y* + (1 + C)y?> + B
est non nul, donc le polynome (y% +1)(y? + C)(y* + (1 + C)y? + B) est sans
facteur carré.

Nous reprenons les notations 2.4.2 : nous posons d := (1 — C)(B — C),

g1(s) = s, . .
o) = _(S;Fi)céf(cs_d) dit d)2+B(s—d)*
gs(s) = (s+d)*—(1+ )(SEJC(S* )2+ B(s—d)

La courbe C est birationnellement équivalente a la courbe hyperelliptique C
d’équation affine

C:t* = f(s) avec f(s) = g1(s)g2(s)ga(s).

Soit J la jacobienne de la courbe C.

D’apres la proposition 2.4.4, la 2-torsion C(z)-rationnelle de J est en-
gendrée par < ¢1,0 > et < ¢2,0 >, c’est-a-dire par < g¢3,0 > et
<9192,0 >=[4] < T — d,8d> > .

Soit T un point de 4 -torsion. Alors 27 est un point de 2-torsion : il existe
ni, ng € {0,1} tels que [2]T = [n1] < g2,0 > +[4ny] < T —d, 84> > . Or,
d’apres la proposition 2.4.5, le point < ga,0 > n’appartient pas a 2J(C(x)),
donc n; = 0. Ainsi, le groupe des points C(x)-rationnels de 4-torsion est
engendré par < g2,0 > et [2] < T —d,8d° > .
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Nous montrons de méme que le groupe des points C(x)-rationnels de
8-torsion est engendré par < g2,0 > et < T — d, 8d> > .

Soit 7z le morphisme de Cassels-Schaefer associé a J(C(z)). Un point

< w,v > appartient & 2J(C(z)) si et seulement si son image par 7z est

triviale. En particulier, si < u,v >€ 2J(C(x)) et si u est premier a f, alors
(—1)de(®)q,(0) est un carré dans C(x).

Supposons qu'il existe un élément de 16-torsion de J(C(z)) qui ne soit
pas de &-torsion. Le double de T est alors de la forme
< T —d, 8% > +n < ¢2,0 > avec n € {0,1}. Or 7z est un morphisme
de groupe et (—1)3°8(92)g,(0) = d2, donc d = (—1)der(T=d () — @) est un
carré dans C(z). Ceci est en contradiction avec les hypotheses. Les éléments

de 16-torsion de J(C(x)) sont donc tous de 8-torsion. Par suite, la torsion
2-primaire J(C(z)) est de cardinal fini. O

Théoréme 2.4.9 Soient B et C deux éléments distincts de R(x). On sup-
pose que B, C, BC, B — C et (1 + C)? — 4B ne sont pas des carrés dans
C(x). Soit C la courbe hyperelliptique d’équation affine

C: 22+ (W + D)W+ C)y'+(1+C)y*+B)=0.
Alors Jac(C)(R(z)) ne contient aucun point de torsion antineutre.

Démonstration.

Comme C est non nul, le polynéme g2 +C' est sans facteur carré. De plus,
1 — C est non nul donc y? 4+ 1 et y2 + C sont premiers entre eux. De méme
B — C est non nul donc (y? +1)(y*+ C) et y* + (1 + C)y? + B sont premiers
entre eux. Or le discriminant 16B((1 — C)? — 4B)? de y* + (1+ C)y* + B
est non nul, donc le polynéme (32 +1)(y? + C)(y* 4 (1 +C)y? + B) est sans
facteur carré.

Nous reprenons les notations 2.4.2 : nous posons d := (1 — C)(B — C),

g1(s) = s, . .
als) = 7(83?02?(2%) dth d)2+B(s—d)*
gs(s) = (s+d)*—(1+ )(s;_)c(s— )2+B(s—d)

La courbe C est birationnellement équivalente a la courbe hyperelliptique C
d’équation affine

C:t* = f(s) avec f(s) = g1(s)g2(s)gs(s).
Soit J la jacobienne de la courbe C. Soient o la conjugaison complexe et

o C@)@) — C(x)(C)
a(s)t +b(s) — —o(a) (‘i—?) %t + o (b) (%) .
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D’apres la proposition 2.4.4, la 2-torsion C(x)-rationnelle de J est en-
gendrée par < g1,0 > et < g2,0 > . Puisque s27(s) = d?s et

2

s27(ga(s)) = ogT(—(s+ d)? 4+ C(s — d)?)
—(s 2 S— 2
d2 ( +d)c't?( d)? _ d2gg(8)

)

les points < 5,0 > et < g2,0 > sont 7-invariants (voir le théoreme 2.2.4). De
plus, les diviseurs < g1,0 > et < g2,0 > sont de poids strictement inférieurs

a 3. D’apres le théoreme 2.2.4, pour tout point 8 € J(C(x)) et tout point
de 2-torsion a € J(C(x)), on a équivalence entre :
* (3 est T-antineutre

* 4 « est T-antineutre.

D’apres la proposition 2.4.5 le point < g¢1,0 > n’est pas un double
dans J(C(z)). Ainsi la proposition 2.4.7 décrit la 4-torsion de J(C(x)) :
elle est engendrée par < g1,0 > et < (T — d)?,16d?T — 8d> > . Le point
< (T — d)?,16d*T — 8d® > n’est pas T-invariant (c.f. la proposition 2.4.7)
et donc pas T-antineutre. Par suite J(C(x)) n’a aucun élément de torsion
2-primaire 7-antineutre. Pour conclure nous utilisons le corollaire 2.1.3 :

Jac(C)(C(z)) ne contient aucun élément de torsion 2-primaire antineutre.

O

2.5 Des exemples de polynoémes de la forme (y> +
1) (y*+a(x))(y?+b(z))(y*+c(r)) qui sont sommes
de trois carrés dans R(z,y)

Au cours de cette section nous souhaitons écrire sous la forme d’une
somme de trois carrés dans R(z,y) un polynome

P(z,y) = (" + D)y + a(@) (¥* + b(2)) (¥* + c(2)),

ou a(x), b(x), et c(x) € R(x) désignent trois fractions rationnelles totale-
ment positives. Ceci n’est pas toujours possible et nous souhaitons mettre
en évidence des conditions suffisantes sur les coefficients a, b et ¢ pour que
le polynéme P(zx,y) soit somme de trois carrés dans R(z,y).

Notations 2.5.0.2 Soient a, b et ¢ trois éléments de R(z) totalement posi-
tifs. Nous supposons le polynéome P(z,y) = (y* + 1)(y* + a)(y* + b)(y? + ¢)
sans facteur carré c’est-a-dire que les fractions rationnelles 1, a, b et ¢ sont
non nulles et deux a deux distinctes.

Soit C la R(x)-courbe hyperelliptique d’équation affine

C: 22+ W+ 1) +a) > +b)(y° +c)=0.

Soit J la jacobienne de la courbe C.
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Notre probleme est de trouver des points de J(R(x)) qui soient anti-
neutres. La stratégie choisie est la recherche de points de torsion 2-primaire
antineutres. Pour calculer les éléments de torsion 2-primaire de J(R(z)),
nous avons besoin d’'un moyen de manipuler les éléments de J(C(z)). Ceci
a déja été discuté a la section 2.1.

Notations 2.5.0.3 Nous posons d = (1 — a)(1 — b)(1 — ¢). A tout élément
a € C(z) nous associons le polynome

1+«
l—«

ga(s) == s> +2d s +d>
Soit T': C(z)(C) — C(z)(C) . D’apres le théoreme 2.1.1,

A(y7 Z) — A <Z%7 (52_7;635)4)

I'isomorphisme I' induit une équivalence birationnelle sur C(z) entre la
courbe C et la courbe C d’équation affine

5: t* = Sga(s)gb(s)gc(s)'

On note J la jacobienne de la courbe C.
Pour a € C(z), on note kq := C(z)[T]/(9a(T")). Soient

7wz J(C(2)) — C(z)* /C(x)? x k) JkX2 x k) Ry x kX k)

le morphisme de Cassels-Schaefer associé a J(C(x)) et TG, J(C(z)) — kX kX2

la coordonnée de mz associée a go. Si div(u,v) € Div?(C(z)(C) est un
représentant d’une classe d’équivalence linéaire D € J(C(z)) tel que u soit
premier & gq, alors 75 (D) est la classe de (—1)deeq(T) dans k2 kX2

On définit enfin & I’aide de la conjugaison complexe ¢ une involution

7. C(EC) — C(x)(C)
a(s)t +b(s) — —o(a) <§) %t + o(b) (%) .

Nous faisons appel au corollaire 2.1.3 : notre objectif est maintenant de
trouver des conditions sur a, b et ¢ sous lesquelles J(C(z)) a un élément
T-antineutre. Le calcul de la 2™-torsion est effectué en suivant la méthode
énoncée lors de la sous-section 2.3.2. Nous distinguons des cas suivant la

forme des parametres a, b et c.

2.5.1 Existence de points de 2-torsion antineutres.

2
Le polynome f(s) = d®(s — d)®Q(z, — (%) ) est sans facteur carré

puisque @ a lui méme été supposé sans facteur carré et de degré 8. Nous pou-

vons donc utiliser la représentation de Mumford pour manipuler les éléments
de J.
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La 2-torsion C(x)-rationnelle de la jacobienne de la courbe C est connue :
elle est engendrée par les diviseurs de représentation de Mumford (u,0) ou
u désigne un diviseur de poids au plus 3 du polynéme f(s).

Lemme 2.5.1.1 Soit k un corps de caractéristique différente de 2. Soit
d, a € k. On suppose o # 1.

Alors, le polynéme Th—Qd%f—gT—}—dz est irréductible sur k si et seulement
st o n'est pas un carré dans k.

De plus, s’il existe 3 € k tel que a = (3%, alors T? + 2d1+°‘T +d? se

2 1 2 _ 1+8 1 i
factorise sous la forme T? + 2d=%s + d* = (T +di5)(T + di75)-

Démonstration.
Nous notons k une cloture algébrique de k. Dans le corps k, le polynome
T2 + Qdii’—gT + d? s’écrit alors sous la forme

2
T2+2d1+aT—i—d2: T+d1+o‘ (A
1—a 11—« (1—a)?

Ses deux racines dans k sont dans k si et seulement si  est un carré dans k.
De plus, si B € k est de carré égal & a, alors les racines de T2 + 2d1+—O‘T+ d?

sont égales a d1+gg + 12% = d(}+gf = d1+6 et d1+ﬁ f,dﬂ dhg O

Proposition 2.5.1.2 On conserve les notations 2.5.0.2 et 2.5.0.3. La 2-
torsion de la jacobienne J(C(x)) est engendrée par les points
* <s,0 >,

* < ga(s),0 > et, si a = o pour un certain o € C(x), par
<s+d%fg,0> et<5+d1+a 0>,

* < gb( ),0 > et, si b = 2 pour un certain 3 € C(z), par < s +
di+ﬂ,0> et<s+d1+6,0> et

* < ge(s),0 > et, szc—’y pour un certain v € C(zx), par < s +
d1+70> et<s—|—d1+, > .

Etant de poids 2, le point < g4,0 > ne peut étre T-antineutre. En fait,
d’apres le théoreme 2.2.4, pour tout élément D &€ J, , on a équivalence entre
la T-antineutralité de D et celle de D+ < g¢,4,0 > . Par symétrie du role de
a, b et ¢, cette remarque s’applique aussi a < gp,0 > et < g.,0 > .

De meéme, la 7-antineutralité de tout D € J est équivalente a celle de
D+ < 5,0 > . Nous ne pouvons donc espérer obtenir un point de 2-torsion
T-antineutre qu’en sommant des diviseurs du type < s+ dif—g, 0 >, lorsque
c’est possible. Un point 7-antineutre devant étre de poids 3, la seule possi-
bilité est le diviseur < (s + dit%)(s + d%)( dH’Y) 0 > dans le cas ou
a=a? b= p%et c=~% (les fractions rationnelles a, 3 et v sont & coeffi-
cients réels puisque les fractions rationnelles a, b ¢ € R(x) sont totalement
positives).

99



Proposition 2.5.1.3 On conserve les notations 2.5.0.2 et 2.5.0.53. On sup-
2

pose qu’il eviste o, 3 et v € R(x) tels que a = o?, b= % et ¢ = 2.
Alors la classe d’équivalence linéaire du diviseur

1t3)(s+dl+ﬁ)(s+d7),0 >

D:=<(s+d 15

est un élément de 2-torsion T-antineutre de Jac(C)(C(z)).
Par suite le polynome P(y) = (y* + 1)(y? + a)(y? + b)(y* + ¢) est une
somme de trois carrés (en fait deux carrés) dans R(x,y) :

Ply) = ((a+B+~v—1)y*+ (af+ay+ By —apfy)y)?
+(—yt+ (af+ay+ By —a— B —7)y* + afy)?

Remarque :

Le produit de deux sommes de deux carrés est une somme de deux carrés.
La proposition 2.5.1.3 illustre la possibilité de retrouver certaines formules
classiques concernant les produits de sommes de carrés en considérant des
points de torsions antineutres. La démonstration de la proposition 2.5.1.3
n’est pas reproduite ici. Elle est est analogue a la démonstration du théoreme
2.5.2.8.

2.5.2 Des conditions d’existence de C(z)-points de 4-torsion

Nous étudions une partie de la 4-torsion de J(R(z)). Plus précisément
nous cherchons un élément de 4-torsion antineutre de J(R(z)). Nous en
déduisons une formule de multiplicativité de certaine sommes de trois carrés.

Nous commencons par étudier les conditions sous lesquelles certains

points de 2-torsion sont des doubles dans J(C(z)) en calculant leurs images
par le morphisme de Cassels-Schaefer 7. associé a la courbe C.

Notations 2.5.2.1 Afin de simplifier les énoncés, nous posons S_ := s—d.
A wune fraction rationnelle o € C(x), nous avons associé le polynome
ga(s) = s + Zdiir—gs + d?. A cette fraction rationnelle o nous faisons

également correspondre la C(z)-algébre Kr2_, = C(z, s)[T]/(T? — ga).

Le lemme suivant permet de déterminer si I'image par mz d’un point de
2-torsion fixé est triviale.

Lemme 2.5.2.2 Soit k un corps de caractéristique différente de 2.
Soit d, A\, a € k. On suppose que o n’est égal ni a 1 ni a —1, et que d et
A sont non nuls.
On note go(T) 1= T? + 2d1E2T + d* et ko = k[U]/(9a(U)).
On a alors équivalence entre :
¥ d\N(1 —a)U € kX2 et
* XN EEX? ou —a) € kX2
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De plus, pour tout Ao € k, les deuz égalités suivantes sont vérifiées :
2
(M2 - ) = —d(1 - )3V et
2
(22w +d)) = —d(1 - a)argU

Démonstration.
Nous utilisons 'égalité go = T2 + 2d32T + d*> = (T — d)? + %T.

oni (1—a)(T—d)\? :
Elle signifie que dA\(1 — a)U = —\ (f> . Par suite, dA\(1 — a)U
appartient & kX2 si et seulement si —\ € k2.

Soient L := k[V]/(V? —a) et ¢ : L — k, l'unique k-isomorphisme
tel que (V) = 1;—(? (U + ﬁ—g) . L’isomorphisme ¢ induit par passage au
quotient un isomorphisme de L*/L*? dans kX /kX?. Ainsi —\ est un carré
dans k, si et seulement si —\ est un carré dans L.

L’extension L/k satisfait les conditions d’application de la proposition

2.3.2.1. Par suite, —\ est un carré dans L si et seulement si —\ € k%2 ou
“da ek 0O

Remarque :

Heuristiquement, on trouve les deux formules énoncées dans le lemme
2.5.2.2 gréace a la proposition 2.3.2.1 : cette proposition nous donne un moyen
d’écrire p~1(d(1 — @)AU) comme un carré dans L & chaque fois que c’est
possible.

Corollaire 2.5.2.3 Soit k un corps de caractéristique différente de 2.

Soit d, A\, o, B € k. On suppose que o n’est égal ni a 1 ni ¢ —1, que 3
est différent de 1, et que d et A\ sont non nuls.

Pour tout v € k, on mnote g(T) = T? + 2‘1%T + d? et
k, = K{U)/(,(0).

Alors gg(U) est un carré dans ko si et seulement si (o — (3)(1—3) € k2
ou a(a — B)(1 = B) € kX2 On a de plus :

(1= B)gs(T) = (a = P)(T — d)* + (1 — a)ga et
a(l = B)gs = (o = B)T +d)* + B(1 — a)ga.

Démonstration.
On applique le lemme 2.5.2.2 en utilisant I’égalité gg(T) — go(T) =

4d(17§;ﬁT (en particulier gg(U) = 4d%U). O

Corollaire 2.5.2.4 Soit k un corps de caractéristique différente de 2.

Soit d, \, a, B, v € k. On suppose que o n’est égal ni a 1 ni a —1, que
B ety sont différents de 1, et que d et A sont non nuls.

Pour tout m € k, on note g,(T) = T? + Qdif—ZT + d?. Soit
o = K[U]/ (9a(D)).

Alors —Ugg(U)g(U) est un carré dans ko si et seulement si
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*d(B—a)(y—a)(1—a)(1-B)(1—7) €K ou
¥ da(f—a)(y—a)(l—a)(1-F)(1-19) €k

Démonstration.

Pour tout n € k, on a I'égalité g,(T) — go(T) = 4d(1_2)_ﬁT. Ainsi,
—Ugs(U)gy(U) = —16d2(1_(§);(0‘1)£%;g)_7) U3 et le corollaire 2.5.2.4 est une
conséquence du lemme 2.5.2.2 [

Proposition 2.5.2.5 On conserve les notations 2.5.0.2, 2.5.0.8 et 2.5.2.1.
Le point < s,0 > a un antécédent C(z)-rationnel par la multiplication par
2 si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. 1=b)(1—ec) € C(x)*? oua(l —b)(1—c) € C(z)*?,
2. (1—a)(1—c)eCx)*? oub(l—a)(l—rc)eCz)*? et
3. (1—a)(1—b) € Cx)*? ouc(l —a)(l—0b)eC(x)*%

Remarque :

La proposition 2.5.2.5 se démontre en cherchant les conditions sous les-
quelles I'image (< 5,0 >) est triviale, c’est-a-dire les conditions sous les-
quelles s est un carré modulo g, gp €t g.. Ces conditions nous sont données
par le lemme 2.5.2.2.

Remarque :

Nous nous plagons sous les hypotheses de la proposition 2.5.2.5. Si
(1-b)(1—c)=a?et (1—a)l—c)=p%avec a, 3 € C(x), alors le point
< 5,0 > a un antécédent pour la multiplication par 2 qui est T-antineutre si
et seulement si @ — 1 = 2 avec v € k. Dans ce cas les éléments

vP+a=y>+1+72

2
Y b=y +1+ (%) ot
2

y2+c:y2+1—|— (%)
sont dans I'image de N Kpoy 2, /R(@y) Par multiplicativité de IV, Kpoy 2, /R(@y)
le produit P(z,y) = (y% + 1)(y?> + a)(y? + B)(y? + ¢) est aussi dans I'image
de N, Kpoy 2 /R(ey) le polynome P(x,y) est alors écrit sous la forme d’une
somme de trois carrés dans R(z,y).
_ En fait, a chaque fois qu'il existe un point de 4-torsion antineutre de
J(C(z)) de double < s,0 >, il est possible d’écrire P(y) comme somme
de trois carrés dans R(z,y) en utilisant la multiplicativité de la norme
NKT2+y2+1/R(I7y) relative & l'extension K22, = R(z,y)[T]/(T? +y* +1)
de R(z,v).

La proposition 2.5.2.5 n’est donc donnée qu’a titre d’indication.
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Proposition 2.5.2.6 On conserve les notations 2.5.0.2, 2.5.0.5 et 2.5.2.1.

Le point < gq(s),0 > appartient a 2J(C(x)) si et seulement si les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

1. (b—a)(c—a) € C(z)*? oua(b—a)(c—a) € C(z)*?,
2. (b—a)(1 —a) € C(z)*% oub(b—a)(l —a) € C(x)*?, et
3. (c—a)(1—a) € C(x)*? ou c(c—a)(l —a) € C(x)*2.

Démonstration.

Le point < go(s),0 > appartient & 2J(C(z)) si et seulement si I'image
75(< ga(s),0 >) est triviale. Nous calculons mz(< ga(s),0 >) en remarquant
que < gq,0 > + < 8gpge, 0 >= 0 : le morphisme 75 est a valeur dans un
groupe d’exposant 2, donc 75(< ga4,0 >) = 75(< 8949¢, 0 >).

Puisque g,(T") est premier a g5(T)g.(T") (nous rappelons que nous avons
supposé f sans facteur carré) et de degré 2, I'image 7rc~7a(< Ja,0 >) est la
classe de g,(T) dans kX /kX? (pour a = b ou ¢). La relation de primalité rela-
tive de go(T') et T'gp(T)ge(T) nous permet également d’affirmer que I'image
75 o(< 90,0 >) = 75 (< sgbgc,0 >) est la classe de —T'ga(T)gs(T") dans

Nous faisons maintenant appel a la proposition 1.5.9 : les coordonnées
Tea Ty € Ta, suffisent & déterminer si < g,(s),0 > est un élément de

)

2J(C(z)). Ainsi, < g4,0 >€ 2J(C(x)) si et seulement si —Tgpg. € kX2,
Ja € ka2 et g, € kX2. Nous pouvons dés lors conclure en faisant appel aux
corollaires 2.5.2.3 et 2.5.2.4.

Proposition 2.5.2.7 On conserve les notations 2.5.0.2, 2.5.0.8 et 2.5.2.1.
On suppose ezistence de deux fractions rationnelles 3, v € C(x) telles que
(b—a)=3%(1—-a) et (c—a)=~*1-a).

Alors < gq,0 > est égal 4 2 < u,v > avec :

% (BYSZ+(1+B47)g4)S
= A+

(1-a)2(ga+(By+B+7)52)
* qi= 57 et

v le reste de la division euclidienne de qg, par u.

*

De plus, si 3, v € iR(z), alors < u,v > est T-invariant et

2dt + (1 — a)(g9a — 5%)(ga + B7S%)
2dsu(s) ) '

7(div(u,v)) — div(u,v) = div <

Démonstration.
D’apres le lemme 2.5.2.2 et le corollaire 2.5.2.3, nous pouvons affirmer
que —72%0s = Ng, je@s)(T+5-), =140 = N /c(a0)(T + BS-)
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et — %:ggc = NKTLga/(C(%S) (T 4+ vS-). Nous déduisons de ces trois égalités

et de la multiplicativité de IV Kyo_, [C(xs) due
—9a b

—ﬁ%w%% = Niyo, /Claw) (T +S5)T + BS)(T +75-))
= NKTgiga/(C(:Jc,s)( (ga + (/6’7 + 06+ ’Y)SE)T
+(ByS2 + (1 + B +7)9a)S-)

- NKTz_ga/(C(a:,s) (ﬁqT + (1 + ﬁ)(l + 7)“) )
c’est-a-dire que

1—a)*(1+6)*(1 +7)?
( )(MJ( )42 = —sgoge + g0,

Les polynémes S_ et g, sont premiers entre eux. Les polynomes

_ (BrSZ+(14B+7)9a)S— : .
u = D) et g, sont donc aussi premiers entre eux. Nous

appliquons le théoreme 2.3.1.2 : le double de < u,v > est < g4,0 > .

Nous supposons maintenant 'appartenance de § et v a iR(z). Soit ©
l'unique polynoéme de degré 3 tel que ©® = v mod u (ou de fagon équivalente
tel que ¥ = qg, mod u) et ¥(0) = 0. D’apres le théoreme 2.2.4, la
T-invariance de < u,v > s’obtient en vérifiant que

- deg(u) 2
¥ f— 9?2 = su(s)su(o) o(u) (%) ,

*

et 7= 5;7(D).

Nous commencgons par calculer 9. Les polynémes g,, et S_ sont uni-
taires de degrés 2 et 1 respectivement. Par conséquent, le polynome u est
unitaire de degré 3, et le polynoéme q est de degré 2 et de coefficient dominant
A= %. Nous en déduisons que le polynéme qg, — AuS_ est de
degré au plus 3. De plus, comme S_(0) = —d et g,(0) = d?, le polynéme

(1—a)

5 (9a — S%)(ga + BYS2)

q9a — AuS_ =
s’annule en 0. Le polynome ¥ est donc égal a qg, — AuS_.

En appliquant les égalités 57(S_) = —S_ et Z—zr(ga) = gq & la formule
U= (155)2 (g0 — S%)(ga + BvS?%), nous vérifions que © = %T(@).

Pour conclure la 7-invariance de < wu, v >, il suffit maintenant de montrer
que f — % = su(s) chlc(go(;)a(u) (%) .

Nous avons montré précédemment que f = (qgq)? — M?u?g,. Puisque
U= qgq — AuS_, on a

f—0?

(qga)2 - )‘2u29a — 2
= (MuS_ +0)* = Nulg, — 02
= A2(S% — go)u® + 22uvS_.
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~2

Nous factorisons le polynome f — o
2
0= —%(5’3 — 9a)(ga + B7S?%) : on obtient

en utilisant 1’égalité

a)? ’
(9a + ﬁvSE)S) . (2.10)

f =% = (S - g) ()\u o= 5

Puisque \u = - a’) (1 + B+ 7)ga + BYS?)S_ et (82 — ga) = %s la
factorisation 2.10 Se réécerit :

fo = 21— a)suls)(—14 B+ ge — B12)S. (211)
Des égalités 7(8) = —8, 7(7) = —, s7(S_) = —dS_ et 5°7(g,), nous
déduisons que
deg(u) s\3 (ByS2+(148+7)g9a)S—
Sy Ts) = = (3) T( o) )
= —aa(-1+B8+7)ga — B7S2)S-

En remplacant dans 1’égalité 2.11 on obtient
fo = GO e o) (2

deg(u) 2

= su(s)S o (u) (£)

(card=(1—-a)(1—-0b)(1—c)et (1-p3?) = % et (1—~%) = 1=£). Ainsi,

d’apres la proposition 2.2.4, le diviseur 7(div(u, v)) — (div(u, v) est le diviseur
o _ 200+(1-0)%(9a=52)(ga+6v52) 4
su(s) 2dsu(s) :

principal associé a la fonction

Théoréme 2.5.2.8 Soient a, b, ¢ € R(x) trois fractions rationnelles posi-
tives non nulles différentes de 1 et deux a deux distinctes. On note
d:=(1-a)(1-0)(1—0c).

On suppose que (b—a)(1—a), (c—a)(1—a) et —d = (a—1)(b—1)(c—1)
sont des carrés dans R(x), c’est-a-dire ’existence de trois fractions ration-
nelles a, 3, et v € R(x) non nulles telles que

a=1+a?(1+8%)(1+ )
b—1+a(1+62)2( )et
c=1+a?(1+8%)(1+
Alors le polynome P(y) := (y>+1)(y* +a)(y* +b)(y* +¢) est un somme
de trois carrés dans R(x,y) :
a— 24q 2
P(y) = (SR 4 agy((1 - By + B+ )P+ 1)

+ (200 1 a1 — = (54 )6+ 1))
(W2 + D2 +a—Py(a—1))°.
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Démonstration.
La situation est celle de la proposition 2.5.2.7. On en conserve les nota-
tions. Un antécédent de < g,,0 > pour la multiplication par 2 est le point

< u,v > avec
kg = (=B752 +(1+if+i7)ga)S—
: (1+48) (1+47) ’
* = U a) (ga — S2)(ga — ByS?) et
* vle reste de la division euclidienne de © par u.
Ce diviseur est T-invariant car (3 et v sont dans R(z).

L’évaluation du polynome u en 0 est —d® € R(x)2. D’apres le théoreme
2.24, le point < w,v > est T-antineutre. Par suite, le polynome
P(y) = (¥® + 1)(y* + a)(y? + b)(y? + ¢) est une somme de trois carrés.

La 7-invariance de < u, v > signifie que le diviseur 7(div(u,v)) —div(u,v)
est principal. La pro%)osmon 2.5.2.7 nous precme la fonction associée : il s’agit
de la fonction h = 28D Qoit [ = - L(h). Comme

- (54)=;2’;7
- -1(1 d +i
Pt (g) = (s (1)) = B e
2 2
- a | — T— d —
© ot (g) =1 ( a—(;+))>—ya+f,

(—iz+2dv)
—id(y+1)(p1+ipe

o= RG(F_I (%))
= Re (I (et + (1 + mrnes) &)

_ -3 B 24
= Re <1+zﬂ>@+m>+ (1+ wrbim) 28)
— + 241
= Re y 5 + (1+1B)(1+w) ya—l
_ y +a + By(1=36v)  y2+1

(1+8%)(14+9?) a-1>

la fonction H est égale & s avec

_ BBty yPHl
(1+8%)(14+2) a—1

= I (Sﬁ‘*_)z
= (9 (g ) (& -m))

_ @) (*+a—By(a—1))

= 5d ,

s = Im(F_l(

c’est-a-dire égale a (a; + tby) + i(ag + tbe) avec

* b1 = m, = —Zdl/bl,
* . H1typo —
by = T AP ED) et a1 := 2dvbsy.

Nous utilisons le théoreme 2.2.4 afin d’écrire —1 comme somme de deux
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carrés dans le corps R(z,y)[2]/(22 + P(y)) :

(a1 +b1t)? + (ag + bot)> = Ho(H)

D’apres le lemme 1.2.4, on a donc

P( _ o by 2+ o bo 2_|_ b10«2*b2a1)2
V) = (e @12 74 ED) v )

On conclue en remarquant que b2 + b3 = i et

a2 (Y2 +1) (13 +43)
beay — bras = 2dv(b? + b3) : on a donc

lﬁz}b% = d(y,ul - MZ)

2 a
= d (y(ﬂ L+ (1+ﬂ2)(1@72)(a71) W+ 1)((A=PByy+ 8+ 7)) :
gy = —dm +ype)

2 a
= —d (U + e W+ D - By — (B+ 7)) et
beay=bras  _ o,

b3+b3
= WP+ +a-pBya—1). O
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Chapitre 3

La méthode de calcul du
rang de Mordell-Welil.

A partir de maintenant, nous nous intéressons a des polyndémes sans
facteur carré de la forme

P(y) = (> + Dy + C*)(y* + (1 + C(=*)y* + B(a?))

ou B, C € R|z] sont des polynémes totalement positifs. La proposition
1.2.8 affirme que le polynéme P(y) est une somme de trois carrés si et
seulement si la jacobienne de la courbe hyperelliptique C d’équation affine
2?2 + P(y) = 0 a un R(z)-point antineutre. L’existence de points de torsion
2-primaire antineutres a déja été discutée au cours de la section 2.4. L’étape
suivante dans notre étude est de montrer que le R(z)-rang de Mordell-Weil
de Jac(C) est nul.

Dans ce chapitre, nous relions une étude de 'image de certains mor-
phismes de Cassels-Schaefer a ’étude de la nullité du R(z)-rang de Mordell-
Weil de Jac(C). Plus précisément, nous expliquons comment la forme parti-
culiere de P permet d’obtenir des isogénies entre Jac(C) et des jacobiennes
plus simples. Nous effectuons aussi une 2-descente : nous pouvons ainsi cal-
culer des rangs de Mordell-Weil sur R(x) & l'aide de rangs de Mordell-Weil
sur un corps de la forme k(x), le corps k étant une extension de Q mieux
adaptée que R aux calculs de rangs de Mordell-Weil.

3.1 L’existence des rangs de Mordell-Weil.

Au cours de ce chapitre, nous allons étudier le rang de Mordell-Weil de
Jac(C)(C(z)). Nous devons au préalable vérifier que ce rang de Mordell-Weil
est bien défini. Pour cela nous utilisons le théoréeme de Lang-Néron.

Théoréme 3.1.1 (Lang, Néron) Soient k un corps et F' le corps de fonc-
tion d’une variété définie sur k. Soit A une variété abélienne sur F. Nous
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supposons qu’il n’existe aucune sous-variété abélienne B de A qui provienne
d’une variété abélienne de dimension au moins 1 définie sur k. Alors le
groupe abélien A(F') est de type fini.

Démonstration.
Le lecteur se reportera a [Lan97]| page 27 théoreme 4.2. [

Corollaire 3.1.2 Soit ky un sous-corps de C. Soient f € ko(x)[y] un po-
lynéme de degré impair et C la courbe hyperelliptique sur ko(z) d’équation
affine 2> = f(y). Soit J la jacobienne de C. Nous supposons que la torsion
2-primaire de J(C(x)) est finie.

Le groupe J(C(x)) est alors abélien de type fini.

Démonstration.

Supposons qu’il existe une sous-variété abélienne A de dimension au
moins 1 de la jacobienne J qui provienne d’une variété abélienne définie sur
C. La torsion 2-primaire de A(C) est de cardinal infini car C est algébrique-
ment clos. Par suite, la torsion 2-primaire de A(C(z)) est aussi de cardi-
nal infini. Cela contredit I’hypothese selon laquelle la torsion 2-primaire de
J(C(x)) est finie. Ainsi, J n’admet aucune sous-variété abélienne de dimen-
sion au moins 1 qui provienne d’une variété abélienne définie sur C. Nous
sommes donc sous les hypotheses du théoréeme 3.1.1 et le groupe J(C(z))
est de type fini. [

Corollaire 3.1.3 Soient B et C deux éléments de R(x). Soit C la courbe
hyperelliptique d’équation affine

P4 (P + 1+ C@®) (' + (1 + Cz?)y” + B(a?) = 0.

Soit J la jacobienne de la courbe C. Nous supposons que B(x?), C(x?),
BEA)CWY), BG?) - CG2), (BE?) - C)(1 — CG2) e
(1+ C(2?))? — 4B(2?) ne sont pas des carrés dans C(z).

Alors le groupe J(C(x)) est de type fini.

Démonstration.

D’apres le corollaire 2.4.8, la torsion 2-primaire J(C(z)) est de cardinal
fini. Par conséquent, la courbe C satisfait aux conditions du corollaire 3.1.2.
Le groupe J(C(x)) est donc bien de type fini. O

3.2 Une décomposition du probleme

Notations 3.2.1 Soit F' un corps de fonction. Soit Fyo une extension fi-
nie de F. Soit p une place de F et P une place de Fy au dessus de p.
Nous notons alors e(*Blp) lindice de ramification de P au dessus de p et
F(Blp) = [Ogp/P : Op/p] le degré résiduel de P au dessus de p.
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Définition 3.2.2 Nous conservons les notations 3.2.1. A toute place p de
F nous associons sa conorme (relative a Fy/F) : nous posons

Cngye(p)= Y, e(Plp)P € Div(Fy).
P place de Fa, Plp

Nous définissons ainsi par linéarité un morphisme Cng,/p du groupe
Dir’ (F) wers le groupe Din” (F).

L’image d’un diviseur principal par le morphisme Cnp, /p est un diviseur
principal de Fy (voir [Sti93] Proposition II1.1.9). Par conséquent, Cnp,
induit un morphisme de groupe CNp, /p : Pil®(F) — Pic°(Fy).

Lemme 3.2.3 Soit &k un corps de caractéristigue 0. Soient
P(T) € Ek[T] et C la courbe hyperelliptique sur k d’équation affine
22+ P(y) = 0. Soit p : k(C) — k(C) une involution différente de l’identité.
Soit D € Din® (k(C)P) un diviseur de degré 0.

Alors le diviseur Cnycy/k(cye (D) est p-invariant.

Démonstration.

Le corps k est parfait (car de caractéristique 0). Puisque p est une in-
volution différente de I'identité, I'extension k(C)/k(C)” est de degré 2. Son
groupe de Galois est donc de degré au plus 2. Ce groupe de Galois contient
p donc Gal(k(C)/k(C)? = {Id, p} et extension k(C)/k(C)” est galoisienne.

Puisque le morphisme Cny,c) /i (c)» est obtenu par linéarité, il suffit, pour
montrer le lemme, de vérifier que Cny ey k(c)e (p) est p-invariant pour toute
place p de k(C)”.

Soit p une place de k(C)”. Pour toute place P au dessus de p, les indices
de ramification e(Plp) et e(p(P)|p) sont égaux (voir par exemple [Sti93]
Lemme II1.5.2). Par conséquent, I'image de Cnyc)/i(c)»(p) par p est

p (Crgeyucye(0)) = > e(Plp)p(P)
P place de k(C), Plp

= > e(p(P)lp)p(P).

P place de k(C), P|p

L’extension k(C)/k(C)? étant galoisienne, p agit transitivement sur ’en-
semble des places de k(C) au dessus de p (voir [Sti93] Théoreme III.7.1).
Nous avons ainsi

p (Crgeykeyr(p) = > e(p(P)lp)p(P).
P place de k(C), P|p

= > e(Plp)P
P place de k(C), P|p
= Cnieymer). O
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Lemme 3.2.4 Soit &k un corps de caractéristiqgue 0. Soient
P(T) € k[T] et C la courbe hyperelliptique sur k d’équation affine
224+ P(y) = 0. Soit p : k(C) — k(C) une involution différente de l'identité.

Alors le noyau de l’homomorphisme CNyc)/xc)e €st contenu dans la
2-torsion de Pic®(k(C)P).

Démonstration.

Soit D € Div?(k(C)?) un diviseur tel que Cniey/k(cyr (D) soit un diviseur
principal. Soit f € k(C) une fonction telle que Cnycy/rc)r (D) = div(f).
D’apres le lemme 3.2.3, le diviseur Cnyc)/x(c)r (D) est p-invariant. Nous en
déduisons

Cngey/ecyr (2D) = 2Cnc) k) (D)

= an(c:)/k(c ( )+ p(Crgey /iy (D))
= div(f) + p(div(f)

= div(fp(f))-

Puisque la fonction fp(f) est un élément de Ek(C)?, le diviseur
div(fp(f)) € Div’(k(C)) est 'image par Cnyc)/k(c)r du diviseur principal
div(fp(f))) € Divl(k(C)?) (voir [Sti93] Théoreme II1.1.9). Ainsi, le mor-
phisme Cnycy/r(c)e étant injectif, 2D est le diviseur principal de kE(C)P as-
socié a la fonction fp(f). En particulier, la classe d’équivalence linéaire de
D est un élément de 2-torsion de Pic’(k(C)?). O

Lemme 3.2.5 Soit &k un corps de caractéristiqgue 0. Soient
P(T) € Ek[T] et C la courbe hyperelliptique sur k d’équation affine
22+ P(y) = 0. Soient v :  k(C) —  k(C) Uinvolution hyperel-
A(y) Z) — A(y’_z)

liptique et p : k(C) — k(C) une involution différente de l'identité et de ¢.
Nous supposons que v et p commutent.

Alors ’homomorphisme + o (CNk(c)/k(C)mp X C’Nk(c)/k(c)p) est de noyau
fini.

Démonstration.

Soit (p, avop) € Pic?(K(C)?) x Pic®(k(C)*P). D’apres le lemme 3.2.3,

* Télément C'Nyc)/r(c)r(p) est invariant sous p, et

* Télément C'Nyc)/k(cyror (uop) est invariant sous ¢ o p.
Nous supposons que CNyc)/k(c)wor (Quop) + C Ni(c)/i(cyr (@p) = 0. L'élément
CNk(C)/k(C)LOp(aLQp) = _CNk(C)/k(C)p(O[p) est alors p-invariant et (v o p)-
invariant. Par suite, il est (-invariant, c’est-a-dire qu’il est de 2-torsion. Les
images C'Ny(c)/k(c)» (20p) et CNyc)/i(cyor (20u0p) sont donc triviales.

Nous appliquons maintenant le lemme 3.2.4 aux deux involutions p et
Lop:

71



* le noyau de I’homomorphisme CNj)/kc)» est contenu dans la
2-torsion de Pic?(k(C)?), et

* le noyau de I'homomorphisme CNycy/k(cyor est contenu dans la
2-torsion de Pic(k(C)*r).

Ainsi, les éléments a, et ayo, sont de 4-torsion.

Soit F' un corps de fonctions sur un corps K. Par définition, il existe un
élément s € F transcendant sur K tel que F' soit une extension algébrique
finie de K (s). Le corps de fonctions F' est donc le corps de fonctions d’une
courbe D définie sur K. Le groupe Pic’(F) est un sous-groupe du groupe
Jac(D)(K). Or la 4-torsion de Jac(D)(K) est de cardinal fini, donc la
4-torsion du groupe Pic’(F) est de cardinal fini.

Nous appliquons cette remarque au corps F' = k(C)?, puis au corps
F = E(C)*” : la 4-torsion de Pic’(k(C)?) et la 4-torsion de Pic’(k(C)*r)
sont de cardinal fini. Par conséquent, I’homomorphisme

+ 0 (CNyeyi(cyor X CNi(eyi(cyr)
est bien de noyau fini. 0O

Proposition 3.2.6 Soit k wun corps de caractéristigue 0. Soient
P(T) € Ek[T] et C la courbe hyperelliptique sur k d’équation affine
22+ P(y) = 0. Soient v :  k(C) —  k(C) Vinvolution hyperel-
A(y7 Z) — A(y7 —Z)

liptique et p : k(C) — k(C) une involution différente de lidentité et de ¢.
Nous supposons que v et p commutent.

Alors I’lhomomorphisme + o (CNk(C)/k(C)LOp X CNk(C)/k(C)p) est de noyau
fini et son image contient 2Pic®(k(C)).

Démonstration.

Le corps k est parfait (car de caractéristique 0). Puisque p est une in-
volution différente de I'identité, ’extension k(C)/k(C)? est de degré 2. Son
groupe de Galois est donc de degré au plus 2. Ce groupe de Galois contient
p donc Gal(k(C)/k(C)? = {Id, p} et l'extension k(C)/k(C)? est galoisienne.
Par symétrie du role de p et 1o p, I'extension k(C)/k(C)"*°? est galoisienne de
groupe de galois {Id, ¢ 0 p}.

Soit P une place de k(C). Alors p := PNk(C)*°” est une place de k(C)*°".
Les places de k(C) au dessus de p sont P et (cop)(P) (voir [Sti93] Proposition
TIL.7.1).

Si les places P et (top)(P) sont distinctes, alors I'extension k(C)/k(C)*°P
n’est ramifiée ni en P ni en (vo p)(P) ('extension k(C)/k(C)*°? est de degré
2). Dans ce cas, P + (1 o p)(P) = Cnye)/k(cyor(p) est dans I'image de
Crige)/uccyer-
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Nous reprenons les notations 3.2.1. Nous traitons le cas ot P = (10p)(P)
en utilisant la formule Z e(Blp) fF(Plp) = 2 (voir [Sti93] Théo-

P place de k(C),B|p
reme II1.1.11). Lorsque P = (top)(P), la place P est la seule place au dessus

de p et donc

P+ (cop)(P) = 2P
= e(Plp)f(Plp)P
= an(c)/k(c)boﬂ(f(P|p)p)

Ainsi, le diviseur P + (¢ 0 p)(P) est dans I'image de Cnyc)/k(c)or-

La situation est la méme lorsque nous remplacons I'involution p par I'in-
volution ¢ o p. Ainsi le diviseur P + p(P) est dans 'image de Cnycy/k(c)e-

L’application + o (C’nk(c)/k(c)wp X C’nk(c)/k(c)p) est un morphisme de
groupe et son image contient tous les diviseurs de la forme
2P + p(P) + (p(P)) avec P une place de k(C). Son image contient donc
aussi tous les diviseurs de la forme 2D+ p(D)+1(p(D)) avec D € div®(k(C)).
Or pour tout diviseur D € div?(k(C)), le diviseur 2D 4 p(D) + t(p(D)) est
linéairement équivalent & 2D, donc le groupe 2Pic?(k(C)) est contenu dans
I'image de + o (CNk(C)/k(C)LOp X CNk(C)/k(C)p).

Pour conclure nous faisons appel au lemme 3.2.5 : ’homomorphisme
+o (CNk(c)/k(C)LOp X CNk(C)/k(C)p) est de noyau fini. O

Proposition 3.2.7 Soit k un corps de caractéristigue 0. Soient
P(T) € Ek[T] et C la courbe hyperelliptique sur k d’équation affine
22+ P(y?) = 0.
Nous notons CT et C~ les k-courbes hyperelliptiques d’équations affines
respectives :
Ct:t2+5sP(s) =0 et
C™: 3%+ P(a) =0.

Il existe alors un morphisme de groupe de Pic®(k(CT)) x Pic®(k(C™))
vers Pic®(k(C)) de noyau fini et dont l’image contient 2Pic®(k(C)).

Si de plus la courbe C a un point k-rationnel, alors la jacobienne Jac(C)
est isogéne sur k au produit Jac(CT) x Jac(C™).

Démonstration.
Nous considérons 'involution hyperelliptique . :  k(C) —  k(C)
A(y7 Z) — A(ya *Z)
et I'involution p: k(C) — E(C) . Nous présentons les sous-corps
A(ya Z) — A(_y7 Z)
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k(C)P et k(C)*°P comme les corps de fonctions de C~ et CT griace aux deux
morphismes

¢T: k(CTY) —  k(C) et¢ : k(CT) —  K(C) .
A(s,t) — A(y? yz) A(s,t) — A(y? 2)

Puisque les morphismes ¢t o po ¢T et ¢T sont égaux, I'image de ¢ est
un sous-corps de k(C)*°P. Or k(C) est une extension de degré 2 de Im(¢™),
donc I'image de ¢ est k(C)*°’. De méme, po ¢~ = ¢, donc I'image de ¢~
est k(C)P.

Nous faisons maintenant appel a la proposition 3.2.6 : le morphisme de
groupe

+O(CNk(C)/k(C+) X CNk(C)/k(C*)) : PICO(/{(C+>)XPICO(1€<C_)) — PICOUi'(C))

est de noyau fini et son image contient 2Pic?(k(C)). Ceci montre la premiere
assertion de la proposition.

Nous supposons maintenant que la courbe C a un point k-rationnel.
Les morphismes ¢ : k(CT) — k(C) et ¢~ : k(CT) — k(C) sont des
morphismes de k-algebres. Ils induisent donc deux revétements &+ : C —
Ct et ® : C — C~ de degré 2 définis sur k. Nous avons supposé que la
courbe C a un point k-rationnel. Par suite, les courbes CT et C~ possédent
toutes deux un point k-rationnel. Les trois assertions suivantes sont donc
vérifiées :

* les morphismes ®T et ®~ induisent deux morphismes de schémas en
groupe ®T* : Jac(CT) — Jac(C) et &~ * : Jac(C™) — Jac(C),
pour toute extension K de k, nous avons un isomorphisme de groupes
Ukt Pic®(K(Ct)) — Jac(CT)(K) tel que I'application induite par
& sur Jac(CT)(K) soit Wi o CNy(ey/r(c+) 0 (W5) ™, et
pour toute extension K de k, nous avons un isomorphisme de groupe
U : Pic?(K(C™)) — Jac(C™)(K) tel que l'application induite par
®~* sur Jac(C™)(K) soit Wy 0 CNg(cy/ke-)© (W)™

*

*

De la premiere assertion de la proposition nous déduisons donc que le mor-
phisme de schémas en groupe + o (®+* x ®~*) est une isogénie (définie sur
k). O

Corollaire 3.2.8 Soient B, C € R(x) deux fractions rationnelles, et C la
R(z)-courbe hyperelliptique d’équation affine

C: 224+ (P + 1)+ CE®) (' + (1 + Ca?)y? + B(?)) = 0.

). B(a?) — C(a?),

Nous supposons que B(:z2), C(x?), B( HC (22
2 %) ne sont pas des carrés

(B(z?) = C(2?))(1 = C(2?)) et (1+C(2%))* —4B(x
dans C(z).
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Nous notons Ct et C~ les R(x)-courbes hyperelliptiques d’équations af-
fines respectives :

Ct: =ala—1)(a— C(2 ) (@? =14 C(z )]a+B(:c2)) et
C:t2=s (52 —[(1 - C(2?))? 2(B(:L"2) — C(2?))]s + (B(2?) — C(ZL‘Q))Q) .

Alors le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est la somme des
R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) et Jac(C™).

Démonstration.

Soit D une courbe projective lisse géométriquement integre de genre
impair, D' := D Xgpee(r(z)) SPec(C(x)) sa complexifiée et X := Gal(C/R).
Nous supposons que D’ a un point C(z)-rationnel. D’aprés la proposition
1.1, nous avons une suite exacte

0 — Pic®(R(z)(D)) — Pic® (C(2)(D'))= —= H(, C(z)(D')* /C(x)*) —= 0.

De plus, le groupe HY(X,C(z)(D')*/C(z)*) est d’exposant 2. Par conséquent,
le noyau Pic’(R(z )( )) de & contient 2Pic’(C(z)(D’))*. Ainsi, puisque

Jac(D)(R(z)) = Pic®(C(z)(D"))* (la courbe D’ a un point C(z)-rationnel),

nous avons les deux inclusions suivantes :

2Jac(D)(R(z)) C Pic®(R(z)(D)) C Jac(D)(R(x)). (3.1)
Soient H la R(x)-courbe hyperelliptique de genre 2 d’équation affine
M2+ y(y + 1)y + Ca?)(y? + (1 + Ca?)y + B(z?) =0
et & la courbe elliptique sur R(z) d’équation affine
£ 2+ (y+ D)y +CED) W + (1+ Oy + B(x?) = 0.
D’apres la proposition 3.2.7, il existe un morphisme de groupes
¢ Pid(R(x)(H)) x Pic’(R(z)(€)) — Pic’(R(z)(C))

de noyau fini et dont I'image contient 2Pic’(R(z)(C)).

Nous appliquons les inclusions 3.1, pour D = H, pour D = £ et pour
D = C. Nous obtenons respectivement les inclusions

* 2Jac(H)(R(x)) C Pic®(R(z)(H)) C Jac(H)(R(x)),

* 2Jac(E)(R(x)) C Pic®(R(z)(£)) C Jac(E)(R(x)) et

* 2Jac(C)(R(z)) C Pic’(R(z)(C)) € Jac(C)(R(x)).
L’homomorphisme ¢ induit donc par restriction un morphisme de groupe
de 2Jac(H)(R(x)) x 2Jac(€)(R(x)) vers Jac(C)(R(x)) de noyau fini et dont
I'image contient 8Jac(C)(R(x)). En particulier, le rang de Mordell-Weil de
Jac(C)(R(z)) est la somme des rangs de Mordell-Weil de Jac(H)(R(z)) et
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Jac(E)(R(x)).

L’application k(CT) —  k(H) induit un isomorphisme entre
A(avﬁ) — A(_y7 Z)
les courbes hyperelliptiques C* et H.
Pour montrer le corollaire 3.2.8 il suffit maintenant de voir que les
courbes elliptiques £ et C~ sont birationnellement équivalentes. Dans un
premier temps, nous considérons la courbe elliptique £ d’équation affine

£~ = ((C(2%) — Vi + D((B@®) — C@)F + (C(z?) ~ 1)j +1).

Le morphisme k(&) — k(E) induit une équivalence bira-
tionnelle entre les courbes elliptiques & et &;.

Nous effectuons un deuxieme changement de variable : nous posons

{ s:=—(B(z*) = C(2*))[(C(+*) = g +1].
t = (B(z?) — C(z2))(1 — C(a?))3

Nous montrons ainsi que & est isomorphe a la courbe elliptique C~. 0O

Proposition 3.2.9 Soit k un corps de caractéristique 0 et f(x,y) € k(x)[y]
un polynome de degré impair en y. Nous notons C la courbe hyperelliptique
sur k(x) d’équation affine

C: 22 = f(a%y).

A tout § € k(x)* nous associons la k(x)-courbe hyperelliptique Cs d’équation
affine
Cs : 12 = g4 (:n g) .

Alors le k(z)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est la somme des rangs de
Mordell-Weil de Jac(Cy)(k(x)) et Jac(Cy)(k(z)).

Démonstration.

Le polynome f est de degré impair en y. Les courbes C et Cs ont donc un
point k(z)-rationnel au dessus du point & linfini de P!, et donc
Jac(C)(k(x)) est isomorphe & Pic®(k(2)(C)), et Jac(Cs)(k(z)) est isomorphe
a Pic?(k(z)(Cs)).

Nous notons ¢ :  k(z)(C) —  k(z)(C) linvolution hyperellip-

Alz,y,2) — Alx,y,—2)
tique et p I'involution de k(x)(C) induite par I'automorphisme de k(z) qui
envoie T sur —x.
le morphisme ¢1 : k(x)(C;) —  k(x)(C)  définit un isomorphisme
A(z,s,t) — A (wQ,y,z)
de k(z)(C1) dans k(22)(C). Le corps Im(¢;) est un sous corps d’indice 2 de
k(z)(C). Or k(2?)(C) C k(z)(C)?, donc Im(¢1) est égal & k(z)(C)*.
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De méme, le morphisme ¢, : k(z)(C;) — k(z)(C)
Az, s,t) —  Az?, z?y, 22deeN)+1,)
est a valeur dans k(x)(C)*P. Or I'image de ¢, est un sous-corps d’indice 2
de k(z)(C) (une base de k(x)(C) en tant qu’espace vectoriel sur I'image de
¢z est (1,2)), donc Im(¢,) est égal a k(x)(C)*°”.
Nous utilisons la proposition 3.2.6 : il existe un morphisme de groupe

U : Jac(Cr)(k(z)) x Jac(Cy)(k(x)) — Jac(C)(k(x))

dont le noyau est fini et dont l'image contient 2Jac(C)(k(x)). Puisque
2Jac(C)(k(z)) C Im(¥), le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(k(x)) est inférieur
ou égal a la somme des rangs de Mordell-Weil de Jac(Cy)(k(z)) et Jac(Cy) (k(x)).
Or le noyau de W est fini, donc la somme des rangs de Mordell-Weil de
Jac(C1)(k(z)) et Jac(Cy)(k(x)) est inférieure ou égale au rang de Mordell-
Weil de Jac(C)(k(x)). O

Proposition 3.2.10 Soient B, C' € R(x) deux fractions rationnelles. Soit
C la courbe hyperelliptique sur R(z) d’équation affine

P4 (P + D+ C@®) (" + (1 + Cz?)y” + B(a?) = 0.

Nous supposons que B(z?), C(z?), B(z*)C(2?), B(z?) — C(a2?),
(B(2?) — C(22))(1 - C(z?)) et (1+C(2?))? — 4B(x?) ne sont pas des carrés
dans C(x).

A tout § € R(x)* nous associons les R(z)-courbes hyperelliptiques Cy et
Cs d’équations affines respectives :

Gy 222 =yly = 0)(y = 6C(@)(y* — 6[L + Cx)ly + 3°B(x?)) et
Cr 2 = s(s? — 8](1 — C(a2))? - 2AB(?) - C(e?)]s + 22(B(a?) — C(a?))?).

(
Alors le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est la somme des rangs de
Mordell-Weil  de  Jac(CT)(R(z)), Jac(CT)(R(z)), Jac(Cy)(R(z)) et
Jac(C;)(R(x)).

Démonstration.
Nous notons C* et C~ les courbes hyperelliptiques sur R(x) d’équations
affines respectives :

Cret? =yly — Dy —C@?)(y* — [1+ Ca?)ly + B(z?)) et
C™ 2 =5(s* = [(1 - C(2?))” = 2(B(2?) — C(a?))]s + (B(2*) — C(2%))?).
D’apres le corollaire 3.2.8, le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est la
somme des R(x)-rangs de Mordell-Weil de Jac(CT) et Jac(C™).
Il suffit maintenant d’appliquer la proposition 3.2.9 aux courbes hyper-
elliptiques CT et C~ :
* le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C™) est la somme des R(z)-rangs
de Mordell-Weil de Jac(C;") et Jac(C;), et
* le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C™) est la somme des R(z)-rangs
de Mordell-Weil de Jac(C;) et Jac(C, ). O
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3.3 Des conditions générales de descente

3.3.1 Une premiere étude de I’image des morphismes de Cassels-
Schaefer

Notations 3.3.1.1 Soit k£ un corps de caractéristique 0. Si P(y) € k(x)[y ]
est un polynome irréductible unitaire, nous posons Kp := k(x)[y]/(P(y)) et
nous notons yp la classe de y dans le quotient Kp.

Notations 3.3.1.2 Soit h € k[z][y] un polynéme unitaire de degré impair
sans facteur carré. Nous considérons la courbe hyperelliptique C sur k(z)
d’équation affine

C: 2% =h(y).

Soit h(y H w1 (y) la décomposition en facteurs premiers de h(y) (les

leJ
facteurs y; sont choisis unitaires). Nous supposons que y; est un élément de

E[x]ly] pour tout [ € J.
Soit A/(y) la dérivée du polynéme h(y) au sens usuel. Pour tout I € J,
nous désignons par 7 la classe h'(y,,) de k'(y) dans K, = k(x)[y]/(u(y))-

Dans la section 3.3.1, nous montrons la proposition 3.3.1.3 ci-dessous et
sa conséquence la proposition 3.3.1.9.

Proposition 3.3.1.3 Nous conservons les notations 3.53.1.1 et 3.3.1.2. Soit
l € J. Soit div(u,v) € Div(C)(k(x)) un diviseur semi-réduit tel que u soit
premier avec [].

Alors les places finies de K, en lesquelles la valuation de u(y,,) est
impaire appartiennent au support de div(Ty).

Notations 3.3.1.4 Soit div(u,v) € Div(C)(k(z)) un diviseur semi-réduit
tel que u soit premier avec h.
Nous fixons un indice [ € J. Soit u(y) = H p;* la décomposition de u(y)
iel
en facteurs premiers dans K, [y]. Nous pouvons choisir les p; unitaires car
u est lui méme unitaire.

Nous fixons un indice i € I. Nous notons K, ,, = K, [yl/(pi(y)), et
nous désignons par y,,, € K, ,, la classe de y modulo p;(y).

Soit p une place finie de K, tel que vp(pi(yy,)) # 0. Si P est une place
de K, ,, au dessus de la place p, nous désignons par e(P|p) l'indice de
ramification de P au dessus de p et par f(P|p) le degré relatif de P au
dessus de p.

Pour démontrer la proposition 3.3.1.3, nous allons étudier la parité des
valuations des éléments p;(y,,) € K, en les places de K. Nous cherchons
pour cela a tirer profit de la définition de la représentation de Mumford et
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en particulier de la congruence h(y) = (v(y))? mod u(y). Malheureusement
cette  congruence correspond a une égalité dans [lalgebre
K, := k(x)[y]/(u(y)), alors que nous souhaitons une information sur la classe
pi(yy,) € K. Cela motive I'introduction des corps de fonctions K, ,, : nous
disposons d’un diagramme commutatif

H Kpi

el

~.

L’idée est alors de calculer la parité de vp(pi(yy,)) a l'aide de valuations en
les places du corps de fonctions K, ,,.

La proposition suivante est classique dans le cadre des anneaux de De-
dekind. Faute de référence dans le cadre des corps de fonctions, nous avons
choisi de la redémontrer.

Proposition 3.3.1.5 Soient k un corps et F' un corps de fonctions sur k.
Soit F une extension finie du corps F. Soit p une place du corps de fonctions
F. SiP est une place au dessus de p, nous notons f(P|p) le degré relatif de
P au dessus de p. Soit R € F.

Alors la valuation vp(Nﬁ/F(R)) est égale a Z f(Plp)vp(R).

P place de F‘,Phﬂ

Démonstration.
Soit F, une cloture galoisienne L' de l'extension F' /F. Nous posons
G := Gal(Fy/F). Nous calculons la valuation vy(Np,/r(R)) de deux fagons
différentes.
Soit Py une place de F» au dessus de p. L’extension Fy/F est galoisienne,
donc NF2/F(R) = H o(R), et donc
oelG

v (Niyyp(R) = > vy (0(R) = Y 1) (R

oceG ceG

D’apres [Sti93] Théoreme II1.7.2, I'indice de ramification e(Polp) et le
degré relatif f(Po|p) ne dépendent pas du choix de la place Pp au dessus de

p. Nous notons e(p) := e(Polp) et f(p) := f(Polp).

Nous déterminons l'orbite de Py sous G en utilisant [Sti93] Théoreme
II1.7.1 : cette orbite est ’ensemble des places de F3 au dessus de p. Pour
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calculer la somme Z 00-1(%)(}2) nous remarquons que, pour toute place

ceG
P de Fy au dessus de p, le cardinal du groupe de décomposition de B au

dessus de p est e(p)f(p) (voir [Sti93] Théoreme I11.8.2). Ainsi la valuation

Vg (Npyp(R))  est  égale & Z e(p)f(p)vp(R). Or
P place de Fo2,PB|p
v (Vg p(R)) = e(p)vp(Np, p(R)), done la valuation vp(Np,/p(R)) est

égaled > fpop(R) = > [(Ble)op(R).
P place de F»,P|p P place de F2,PB|p

Pour conclure nous utilisons les égalités suivantes :

* 0p(Nryp(R)) = 0p(Npy (N () = [Fs s Flun(Ng p(R)),

* pour toute place P de F au dessus p et toute place B de Fo au des-

sus de P, nous avons f(P|p) = fF(P|P)f(P|p) (voir [Sti93] Théoreme
I11.1.6) et vp(R) = e(i]ﬁs‘]?)vp(R), et

* pour toute place P de F' au dessus p, nous avons

[Fy: F] = > F(BIP)e(BIP)

P place de Fa2,B|P

(voir [Sti93] Théoreme II1.1.6).
Nous en déduisons en effet que

By Flog(Np p(B) = 3 f(Blp)on(R)

P place de Fa2,P|p

= > > f(Blp)vgp(R)

P place de F,P|p \B place de I3, P

= Y ST FOBIP)f(Plp)e(BIP)vp(R)

P place de F,P|p \B place de I3, P

= > > FBIP)e(BIP) | f(Plp)vp(R)

P place de F,P|p \B place de I3, P
= Y [R:F(Pheep(®) O

‘P place de ﬁ,PhJ

Lemme 3.3.1.6 Nous conservons les notations 3.3.1.1, 3.5.1.2 et 3.3.1.4.
Soit a € Ky, un élément non nul. Nous supposons que la valuation vp(c)
est positive ou nulle.

Alors, pour toute place P de K, ,, au dessus de p, la valuation vp (o)
est positive ou nulle.
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Démonstration.

Soit P une place de K, ,, au dessus de p. La valuation vp(«r) est positive
ou nulle. Or l'indice de ramification e(P|p) est positif, donc la valuation
vp(a) = e(P|p)vp(a) est positive ou nulle. O

Lemme 3.3.1.7 Nous conservons les notations 3.8.1.1, 3.3.1.2 et 3.3.1.4.
Soit P une place de Ky, ,, au dessus de p telle que vp(1}) = 0. Nous notons
h; le coefficient devant (y—y,, )’ dans le polynéme h(y) = h((y—yu,)+Yu,)-
Nous supposons que vp(Yp, — Yu,) 7 0.
2g—1
Alors la valuation vp | T; + (yp, — yp,)* + Z hi(Yp: — y)? | est paire.
j=1

Démonstration.

L’élément y,,, est une racine dans K, du polynome ;. Or 1 (y) € k[z][y],
donc y,, est un élément de la fermeture intégrale de k[z] dans K,,. En
particulier la valuation vy(y,,) est positive ou nulle (voir [Sti93] Théoreme
I11.2.6).

Soit p € k[x] 'unique polynome irréductible unitaire tel que p soit une
place au dessus de p. Comme h(y) € k[z][y], les coefficients de h(y) sont soit
nuls soit de valuation positive ou nulle en p. Puisque I'indice de ramification
e(p|p) de p au dessus de p est positif, les coefficients de h(y) sont soit nuls
soit de valuation positive ou nulle en p.

Les coefficients h; sont des polynomes en y,, et les coefficients de h(y).
Par conséquent les coefficients h; sont soit nuls soit de valuation positive ou
nulle en p. Ainsi, d’apres le lemme 3.3.1.6, les coefficients h; sont soit nuls
soit de valuation positive ou nulle en P.

Nous supposons tout d’abord que vp(yp, —y,,) > 0. Soit j € {1,---,2¢g}.
La valuation vp((Yp;, — Y )?) = jop ((Yp; — Yu,)) est strictement positive. En
particulier nous savons que h;j(yp, — yy,)? = 0 ou vp(hj(yp, — Yy, )?) > 0. Or
la valuation vp(7}) est nulle, donc, par inégalité triangulaire, nous avons

2g9—1
vp | To+ W = yp) + > h(yp, — y)’ | = vp(T1) = 0.
j=1
Nous supposons maintenant que vp(yp, — y,,) < 0. Soit j € {1,---,2¢g}.
La valuation vp((Yp, — Y, )?) = jvp(Yp, — Ypu,) est strictement supérieure &
29vp(Yp, — Yu,)- Ainsi, nous savons que hj(y,, — yu,)? = 0 ou
vp (i (Yp; =Y, )’) > 29vp (Yp, —Yu,)- Nous montrons donc, par inégalité trian-
2g—1
gulaire, que la valuation vp Z hj (yp, — yul)j est strictement supérieure

j=1
a 2gvp (Yp;, — Yu,)- De plus, la valuation vp(7}) est nulle et donc strictement
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supérieure a 2gvp(yp, — Yy, ). En appliquant inégalité triangulaire, nous
obtenons finalement

2g—1

vp | T + (ypi - ym)Zg + Z h; (y’m - yltz)j = 297)73(31191' - y.uz)' u
j=1

Lemme 3.3.1.8 Nous conservons les notations 3.3.1.1, 3.3.1.2 et 3.3.1.4.

Soit P une place de Ky, ,,, au dessus de p telle que vp(1}) = 0. Nous notons

h; le coefficient devant (y—y,, )’ dans le polynéme h(y) = h((y—yu,)+Yu,)-
Alors la valuation vp(yp, — yu,) est paire.

Démonstration.

Nous supposons que la valuation vp(yp, — y,,) est non nulle (l'autre cas
est direct). Par hypothese (voir les notations 3.3.1.4), les polynémes p; et
h sont premiers entre eux. De la congruence h(y) = v(y)? mod p;(y) nous
déduisons que la valuation vp(h(yp,)) est paire.

Comme 4y(y) divise h(y), 'élément h(y,,) est nul, et donc

2g—1

hy) = = yu) | i+ (v — yu)* + (Z hi(y = yu)’) (3.2)
j=1

(nous rappelons que T} = h'(y,,) est la classe de h/(y) modulo 1(y)). Ainsi,
en réduisant I’égalité 3.2 modulo p;(y) (c’est-a-dire en I'évaluant en y,,) et
en utilisant la parité de vp(h(yp,)), nous montrons la congruence

2g9—1

vp(Ypi — Yu) = vp | Ti + (yp, — yuz)2g + (Z hi(Yp; — y#l)j) mod 2.
j=1

Pour conclure il suffit d’appliquer le lemme 3.3.1.7. O

Démonstration de la proposition 3.3.1.3.

Nous reprenons les notations 3.3.1.4. Supposons par ’absurde que la va-
luation de 7} en p soit nulle. Alors, toutes les valuations vp (1) = e(P|p)vp(17)
sont nulles, et ainsi, les hypothéses du lemme 3.3.1.8 sont vérifiées. Par
conséquent, toutes les valuations vp(yp, — y,,,) sont paires. Nous faisons ap-
pel a la proposition 3.3.1.5 : comme p;(y,,) = NKy, /Koy (Yp: — Yp,), la va-
luation vy(p;(y,,)) est paire. Ceci est en contradiction avec le choix de p. O

Nous présentons maintenant une premiere application de la proposition
3.3.1.3. Cette application nous permet, lors de la sous-section 3.3.2, d’effec-
tuer une 2-descente. La proposition 3.3.1.3 est également utilisée au cours
de la section 4.1 pour montrer que certains rangs de Mordell-Weil sont nuls.
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Proposition 3.3.1.9 Soit k un sous-corps de R. Soient h(y) € k[x][y] un
polynome unitaire, de degré impair 29+ 1, sans facteur carré, et C la courbe
hyperelliptique définie sur k(z) par léquation affine 2> = h(y). Nous sup-

posons qu’il existe 2g éléments ey, --- ,eaq—1, H € k[z] et un polynome
2g9—1

w(y) € klz][y] de degré 2 tels que h(y) = u(y) H (y — He;). Nous sup-
i=1

posons de plus que :

* e discriminant A(h) de h(y) est scindé sur k,

*le discriminant A(u) de p est de la forme H?Q*D avec D € k[z] un

polynome de degré 1 et Q € k[z],

* A(h) = Q*Q1 avec Q1 € k[x] premier a Q, et

* pour toute racine o € k de H, I’élément D(«) est un carré dans k.

Soient L := C(z)[t]/(h(t)) et mc : Jac(C)(C(x)) — L*/L** le mor-
phisme de Cassels-Schaefer associé a Jac(C)(C(x)).

Alors l'image de m¢ est laissée invariante par Uaction de Gal(C/k).

Lemme 3.3.1.10 Nous conservons les notations et hypothéses de la propo-
sition 3.3.1.9. Nous supposons de plus que le polynome p est irréductible.

Nous notons K, c := C(x)[y|/(u(y)) et nous désignons par y, la classe de

y dans le quotient K, c. Soit s := !LZI(T%)

Alors le polynéme minimal de s sur C(x) est y?> — D(z). Par suite, ’an-
neau Clx, s] est factoriel et son corps de fraction est K, c.

Démonstration.

La dérivée 1/(y) est un polynome de degré 1 en y et de coefficient do-
minant 2. Ainsi, le corps C(z, s) contient x et y,. Le corps des fractions de
Clx, s] est donc bien K, c.

Par ailleurs, le discriminant du polynéme (7)) est H2Q?D. 1 existe donc
a € k tel que u(T) = (T+a)? — H?Q*D. Nous avons alors 2(T+«) = u/(T),

1 2
c’est-a-dire que p(T') = (@) — H?Q?D. Par suite, s> — D = wlye) .

= ity =
le polynéme minimal de s divise 72 — D. Or s ¢ C(z), donc le polynome
minimal de s est T? — D.

Enfin, anneau Clz, s] est factoriel car Clz, s] = C[D, s] = CJ[s] (le po-
lynéme D € k[z] est de degré 1). O

Lemme 3.3.1.11 Nous conservons les notations et hypothéses du lemme
3.3.1.10. Soient o € k une racine du résultant Resp(Rh'(T),u(T)) telle que
Q(a) # 0 et B un élément premier de Clz, s] tel que Nx, . jc(z)(8) = Mz —a)
pour un certain A € C.

Alors la valuation vg est invariante sous Gal(C/k). En particulier, pour
tout diviseur semi-réduit div(u,v) € Din®(C(z)(C)), et tout o € Gal(C/k),
la valuation vg(u(yu)o(u(yy))) est paire.
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Démonstration.
Puisque € Clz, 5], il existe By, 1 € Clx] tels que 8 = (15 + [p. Le
polynoéme minimal de s sur C(z) est 7% — D(z). Nous avons donc

Az — &) = Negy(s) /e (8) = 85 — B D. (3.3)
Or le polynome D est de degré 1, donc ; et By sont des éléments de C,
et (1 est non nul. De plus, en évaluant 1’égalité 3.3 en «, nous obtenons
35 = B{D(a).

L’élément o € k est une racine du résultant

2g—1
Resy(W/(T), u(T)) = Resp(s(T), u(T)) [] Resr(T — Hes, u(T))
i=1
2g—1
= A(p) [] n(He),
i=1

L’élément o € k est donc soit une racine du discriminant A(u) = H2Q?D
de p soit une racine de p(He;) pour un certain entier ¢ € {1,---2g — 1}.

Lorsque « est racine de p(He;) pour un entier ¢ € {1,---2g — 1},

mais n’est pas racine de H. Nous écrivons la formule de Taylor pour
w(T) en He;

p(T) = (T — He;)* + (T — Hei) ' (He;) + p(He;).

Le discriminant A(p) est donc égal & (1/(He;))? — 4u(H,, ). Comme «
est une racine de p(He;), nous avons

H()*Q(a)’D(e) = A(u)(a) = (i (Hei)(@))” — 4u(He,)(a)
= (W/(He)(a))”.

Or « n’est pas une racine de HQ, donc D(«) est un carré dans k.
Ainsi, puisque 82 = 82D, le quotient % appartient a k.

Lorsque « est une racine de D. Alors % = 0 appartient a k.

Lorsque « est un racine de H. Dans I’énoncé de la proposition 3.3.1.9,
nous avons supposé que D(a) est un carré dans k. Ainsi, puisque
0

B2 = 32D, le quotient Lo appartient a k.
0= b1 B

Nous posons A := ;. Nous venons de montrer que A™23 = (s — %)

est un élément de k(x)[s] = k(x)[y,] (car s = ”2}{7%) € k(x)[y,]). Nous en
déduisons que la valuation vg est invariante sous Gal(C/k). En particulier,

pour tout o € Gal(C/k), nous avons

vg(u(yu)o(u(yy)) = va(u(yu)) +va(o(u(yu)))
= wvg(u(yu)) + Vo—1() (u(yu))
= 2vg(u(yu))
= Omod2. O
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Lemme 3.3.1.12 Nous conservons les notations et hypothéses du lemme
3.8.1.10. Soient o € k une racine de Q et 3 un élément premier de Clz, s]
tel que Nk, ./c(z)(B) = Mz — @) pour un certain A € C.

Alors, pour tout diviseur semi-réduit div(u,v) € Dit®(C(z)(C)), et tout
o € Gal(C/k), la valuation vg(u(y,)o(u(yu))) est paire.

Démonstration.
Soit o € Gal(C/k). Nous appliquons la formule de Taylor & u(7') en y,,
wT) = ply) + 1Y) (T = yu) + (T = yp)?

= (T —yu) (' (yp) + (T = yu))-

Le polynéme p(T") est donc scindé sur K, ¢ et ses deux racines sont y, et
Yy — /' (yu). Ainsi, il existe un unique C(z)-automorphisme ¢ de K, ¢ tel
que ¢(yy) = yu — ' (yu). De plus, pour tout élément v € K, ¢, nous avons
Nk, c/cz) (V) = vi(v).

Lorsque les valuations vg et v,-1(g) sont égales, le résultat est direct.
Nous supposons donc que les valuations vg et v,-1(g) sont différentes.

L’élément 3 est premier. Les éléments +(3) et 0~1(3) sont donc aussi pre-
miers. Dans ’anneau factoriel C[z, s], la décomposition en facteurs premiers
de z — a est donc donnée par I'égalité Bu(8) = Ni, jc@)(8) = Mz — a).
Or 0~ !(x — @) = 2 — a donc la décomposition en facteurs premiers de x —
dans Clz, s] est également donnée par o~ 1(8)o1(t(8)) = o7 1(\)(z — «).
Par unicité de la décomposition en facteurs premiers, il existe donc € € C*
tel que o~ 1(3) = ¢ ou 071 (B) = eu(3). En particulier la valuation v,-1 (g
est égale a vg ou v,(g). Or les valuations vg et v,-1(g) sont différentes, donc
’Uo-—l(/g) = UL(,@)‘

Soit p € C(z)[y] un facteur premier de wu(y) sur C(x). Nous notons
Lyuc = K,cly]/(p(y)) et nous désignons par y, la classe de y dans le
quotient Ly, c.

Le couple (u,v) étant la représentation de Mumford d’un diviseur semi-
réduit (un élément de Div?(K,c(C))), nous savons que (v(yp))? = h(yp).
Nous en déduisons que

2g—1
wwp)? = ) [[ wp — He:)
=1
2g—1
= (1Y) + 1 W) W — v) + (Wp — w)?) [ ] (wp — Hes)
=1
2g—1
= (yp— yu)(l/(yu) + (yp — yu)) H (yp — He;)
=1

En appliquant la norme Ny, .0/, c Dous obtenons donc 1’égalité

2g9—1

Ni,yerine @) = pW)p(y — 1/ (y) [ p(Hes).  (3.4)
=1
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D’apres la proposition 3.3.1.3, si l’élément p(He;) & une valuation impaire
en x — « alors z — a est un diviseur de h'(He;). Or
W(He;) = p(He;) [ ;4 H(ei — ej) est un diviseur de @1, et @1 et @ sont
premiers entre eux, donc h'(He;) ne s’annule pas en «. La valuation de
p(He;) en © — a est donc paire. Nous en déduisons que la valuation
vg(p(He;)) = e(Blx — a)vy—a(p(He;)) est paire. Ainsi, I'équation 3.4 a pour
conséquence que la valuation

v(P(YP(Wu — 1 (Yu))) = va(P(Yu)(p(yu)))
= vg(p(yu)) + va(t(p(yu)))
= vs(P(Yu)) + vy (P(Yu))
= vs(P(Yu)) + Vo-1(8)(P(Yu))
= v(p(yu)) + va(o(p(yu)))
= vg(p(yp)o(p(yu)))

est paire. Ceci étant vrai pour tout facteur premier p de u(T"), nous concluons
que la valuation vg(u(y,)o(u(y,))) est paire. O

Démonstration de la proposition 3.3.1.9.

A tout facteur premier p de h, nous associons le corps
K,c = C(z)[y]/(p(y)) et nous notons y, la classe de y dans le quotient
K,c.

Soient a € Im(7e) et div(u,v) € Div?(C(x)(C)) un diviseur semi-réduit
tel que

* les polyndémes u et h solent premiers entre eux, et

* la classe de (—1)d°&(®)y(t) dans L*/L*? soit un représentant de a.
Soit o € Gal(C/k). Par définition de m¢, la classe a est o-invariante si et
seulement si, pour tout facteur premier p de h, la classe u(yp)o(u)(yp) est
un carré dans K, c.

Soit p un facteur premier de h. Sous les hypotheses de la proposition,
le corps de fonctions K, c est le corps de fraction d'un anneau factoriel
Opc (c.f. le lemme 3.3.1.10 pour le cas ot K, ¢ # k(x)). Nous décomposons
u(yp) en facteur premiers : u(y,) =: 5H Bi" avec e € O et 3; un élément

el
premier de O, c. Soit I’ C I 'ensemble des indices 7 tels que n; soit impaire.
Tout élément de C étant un carré dans C, nous avons équivalence entre
* u(y)o(w)(yp) € K22, et
* pour tout i € I, la valuation vg, (u(yp)o(u(yp))) est paire.
Soit ¢ € I'. Nous appliquons la proposition 3.3.1.3 : la valuation de h/(y,)
en f; est non nulle. La norme Ng ./c(x) (6i) est donc un facteur premier
de la norme Nk . /c(2) (P (yp)) = Resr(h'(T),p(T)) € k[z]. Or le résultant
Resy (A (T),p(T)) divise A(h) (car p est un facteur premier de h), donc la
norme Ng ./c(z) (i) est un facteur premier de A(h). Le polynome A(h)
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étant supposé scindé sur k, il existe A € C* et une racine « € k du résultant
Rest (h'(T),p(T)) tels que Ng . /c(2)(Bi) = Mz — a).

Si p est de degré 1 en y. Soit A € C* tel que A2 = \. Nous avons alors
Kpc = C(z) et donc B = Ni, . /c(x)(Bi). Cette égalité se reformule
sous la forme A=23; = A3; = (z — «). Par suite, A=243; est un élément
de k(z)[yl/(p(y)). En particulier, les valuations vs, et v,-1(, sont
égales. Nous en déduisons que la valuation

v (w(yp)o(uyp))) = vﬁi(ugypg)Jrvﬁi(a(U(yp)))

est paire.

Si p = p est un polynéme irréductible. Nous utilisons les lemmes
3.3.1.11 et 3.3.1.12 : pour tout i € I’, la valuation vg, (u(yp)o(u(yp)))
est paire. [

3.3.2 La 2-descente.

Nous considérons un polynoéme f € R(z)[y] sans facteur carré de degré
impair et la courbe hyperelliptique C sur R(z) d’équation affine 22 = f(y).
Nous souhaitons calculer le rang de Mordell-Weil de la jacobienne J :=
Jac(C) sur R(z). Plus exactement, nous voulons montrer que ce rang de
Mordell-Weil est nul. Pour cela, nous commencons par effectuer une 2-
descente.

Corollaire 3.3.2.1 Soit kg un sous-corps de C. Soient f € ko(x)[y] un
polynome sans facteur carré de degré impair et C la courbe hyperelliptique
sur ko(z) d’équation affine 2% = f(y). Soit J la jacobienne de C. Nous
supposons que la torsion 2-primaire de J(C(z)) est finie.

11 existe alors une extension finie K C C de kg telle que tous les éléments
de J(C(x)) soient définis sur K(x).

Démonstration.

Le corollaire 3.1.2 s’applique : le groupe J(C(x)) est abélien de type
fini. Soit P =< w,v > un élément de J(C(x)) Soient (ui;)ijyer, € C
et (vij)i el € C'2 les coefficients des polynémes u et v : ils sont définis
par u = Z umxiyj et v = Z v@jxiyj. Nous supposons pour 'instant

(i.9)eh (4.4)€l2
qu’au moins un des u; j ou un des v; ; n’est pas algébrique sur k.

Soit A = ko[(wij)(ij)ern s (Vij)ij)el] 1a ko—algebre engendrée par les u; ;
et les v; j. La kp-algebre A est de type fini et le lemme de normalisation de
Noether affirme D’existence de tq,--- ,t, € A algébriquement indépendants
tels que A soit un ko[t1,- - ,ty]-module de type fini.
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A tout n-uplet & = (av,---,an) € C" nous associons le morphisme

de ¢o : kolt1, -+ ,tn] — C . L’anneau A est une exten-

Q(t1,-+ \tn) — Bloag, - ,an)
sion finie de kg[t1,- - ,t,]. Nous notons t,41, - ,tntm des éléments de
A tels que A = ko[t1, -+ ,tntm]. Soit @Q; le polyndéme minimal de ¢; sur
kolt1,- -+ ,tn]. Le corps C est algébriquement clos. Les polynéme @; sont
donc scindés sur C. Ainsi, le morphisme ¢, s’étend en un morphisme de
$o : A — C. Nous notons @, : A(z)[y] — C(z)[y] I'unique morphisme qui
envoie x sur x, y sur y et dont la restriction a A est an. Comme u(y) divise
fy) — (v(y))?, le polynéme @, (u) divise @, (f — v?) = f — ®n(v?). Ainsi,
le couple (P, (u), Py (v)) est la représentation de Mumford d’un C(x)-point
P, de J.

Soient o € C™ et B € C" deux n-uplets différents. Les morphismes ¢,
et ¢ sont différents. Les morphismes cZ;a et <Z~>/3 sont donc différents. Comme
A est la kp-algebre engendrée par les u; ; et les v;;, un des u; ; ou un des
v;,; doit avoir une image par b différente de son image par &ﬁ. Cela signifie
que que Py (u) # Pg(u) ou Py (v) # P(v) cest-a-dire que P, et Pg sont
distincts (par unicité de la représentation de Mumford d’un point de J).

Nous venons ainsi d’associer & P une infinité non dénombrable d’éléments
de J(C(z)) qui est pourtant de type fini. Cette contradiction signifie que les
u;,j et les v; ; sont tous algébriques sur ky. Ainsi, pour tout C(x)-point P de
J, il existe une extension finie K de kg tel que P € J(K(z)).

Le groupe J(C(x)) est abélien de type fini. Soit { Py, - -- , Pr} un ensemble
de générateurs de J(C(x)). Soit K la plus petite extension de kg telle que
les P; soient tous des éléments de J(K(x)). Nous venons juste de montrer
que cette extension K de kg est finie Puisque les P; géneérent J(C(x)), tout
élément de J(C(x)) est en fait élément de J(K(z)). O

Le gros défaut du corollaire 3.3.2.1 est que le corps K qu’il définit reste
théorique. On peut cependant le préciser grace a une proposition extraite
de [Chr76] :

Proposition 3.3.2.2 Soit I' un groupe fini et A un groupe abélien libre de
type fini muni d’une action du groupe I'. On suppose que l’action induite de
I sur AJ2A est triviale.

Le groupe A posséde alors une base (a;)_; telle queVo € T, o(a;) € {—ai,a;}.

Lemme 3.3.2.3 Nous conservons les notations et hypothéses de la propo-
sition 8.3.2.2. Nous supposons de plus que l'action de I" sur A est fidéle.
Alors, le groupe I' me contient aucun élément d’ordre impair non trivial.

Démonstration.

Nous allons démontrer par récurrence sur m que, pour tout m € N*,
pour tout élément o € I" d’ordre impair et pour tout a € A, nous avons
a—o(a)e€2mA.
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Dans le cas m = 1, cette hypothese de récurrence se traduit par : tous les
éléments de I' d’ordre impair agissent trivialement sur .4/2.4. Cette assertion
est vraie par hypothese.

Supposons ’hypothese de récurrence vraie au rang m. Soit ¢ € I' un
élément d’ordre impair n. Soit @ un élément de A. Comme o est d’ordre
impair, il en va de méme de 7 := o("*1)/2, L’hypothése de récurrence affirme
donc Pexistence d'un élément b de A tel que a —7(a) = 2™b. Puisque 72 = o,

nous pouvons désormais écrire

a—o(a) = a—7(a)+7(a)—o(a)

= a—7(a) +7(a) — 7*(a)
(a—7(a)) + 7(a—7(a))
2Mb + 7(2Mb)
2Mb 4 2Mh — 2Mp + 2™ 7(b)
= 2mHlp —2m(h — 7(b)).

Ceci permet de conclure que a — o(a) € 2™ A, puisque, par hypothese de
récurrence, b — 7(b) est un élément de 2.A4.

Nous venons ainsi de montrer que ’hypotheése de récurrence est vraie
au rang m + 1 lorsqu’elle est vraie au rang m. Par récurrence, les éléments
a—o(a) sont dans 2™+ A pour tous m € N*, o € I' d’ordre impair et a € A.

Cette assertion peut étre formulée différemment : si o € I' est d’ordre
impair et si a € A, alors a appartient a (),-_; 2™ A. Le groupe A étant
abélien libre de type fini, I'intersection (),-_; 2™A est égale & {0}. Nous
avons ainsi montré que, si 0 € I' est d’ordre impair, les éléments a de A
vérifient tous a = o(a). Ce n’est possible que si o = Id (l'action de I" sur A
est fidele) : Id est le seul élément de ' d’ordre impair. [

Lemme 3.3.2.4 On conserve les notations et hypothéses de la proposition
3.83.2.8. Soit 0 € T' un élément d’ordre 2. On pose A :={a € Ala =o(a)}
et A_ :={a € Ala = —0o(a)}.

On peut alors décomposer le groupe A sous la forme A= AL & A_.

Démonstration.

Le groupe abélien A étant sans torsion, A4 (). A_ est égal a {0}. Pour
montrer le lemme, il suffit donc de vérifier que A= A4, + A_

Soit a € A. L’élément o agit trivialement sur A/2A. 1l existe donc b € A
tel que a — o(a) = 2b. Comme o est d’ordre 2, on peut vérifier que

o(2b) =o(a—o(a)) =oc(a) —a = —2b.

Or le groupe A est sans torsion, donc o(b) = —b. Ainsi, b appartient & A_.
Pour montrer le lemme, nous vérifions que b + o(a) € Ay. Pour cela, nous
utilisons 'égalité

2(b+o(a)) =a—o(a)+20(a) =a+o(a).
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Comme o est d’ordre 2, nous avons 1’égalité
a(2(b+0(a))) = 0(a) + 0*(a) = o(a) + a = 2(b + o(a)).
Le groupe A étant sans torsion, 1’élément b + o(a) est o-invariant. Ainsi,
a=a—o(a)+o(a) =2b+0c(a) =(b+0o(a))+0,
appartient a Ay @ A_. U

Lemme 3.3.2.5 Nous conservons les notations et hypothéses de la propo-
sition 3.3.2.3. Alors le groupe I' est un groupe d’exposant 2.

Démonstration.

Soit 7 € I' un élément d’ordre 4. Nous posons ¢ = 72. L’élément o
de T est d’ordre 2; le lemme 3.3.2.4 peut s’appliquer a ¢ : nous disposons
d’une décomposition A = AL PA_ avec Ay = {a € Ala = o(a)} et
A_:={a € Ala = —o(a)}. Si A_ est vide, alors A est égal & A, et nous
avons une contradiction avec la fidélité de I'action de I" sur A.

Le groupe A est abélien libre de type fini. Il en va donc de méme pour
A_. Par suite, A_ contient un élément a non divisible par 2. Le groupe
I’ agissant trivialement sur A/2A, il doit exister deux éléments b, ¢ € A
tels que 7(a) = a + 2b et 7(b) = b + 2c. Nous pouvons alors réécrire la
o-anti-invariance de ¢ comme suit :

—a=o0(a)=7(7(a)) = 7(a+2b) = 7(a) + 27(b) = (a + 2b) + 2(b + 2¢).

Nous montrons ainsi que —2a = 4(b + ¢) c’est-a-dire a = —2(b+ ¢) (car A
est sans torsion). Ceci contredit le choix de @ : I’élément a n’est pas divisible
par 2.

Le groupe I' ne contient donc aucun élément d’ordre 4. D’apres le lemme
3.3.2.3, le groupe I' ne contient pas non plus d’élément d’ordre impair non
trivial. Par conséquent, I' est d’exposant 2. [

Démonstration de la proposition 3.3.2.2.

Nous notons I'y le sous-groupe des éléments de I' qui agissent triviale-
ment sur A. Quitte a remplacer I' par I'/Ty (dont 'action sur A est fidele),
nous pouvons supposer que I agit fidelement sur A. Nous allons montrer le
résultat par récurrence sur 'ordre n du groupe I'.

Le cas n = 1 est direct puisque I' est le groupe trivial : il agit donc
trivialement sur A.

Nous supposons que la proposition 3.3.2.2 a été prouvée pour tout groupe
d’ordre inférieur ou égal a n — 1, et que I est d’ordre n.

Le groupe I' est d’exposant 2 (d’apres le lemme 3.3.2.5) et admet donc
un sous-groupe G d’indice 2. Soit o un élément de I" qui n’est pas dans
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G. D’apres le lemme 3.3.2.4 appliqué a o, on dispose d’'une décomposition

A= AL P A avec
Ar ={acAla=0(a)} et A :={a € Ala=—0o(a)}.

Le groupe I' est d’exposant 2. Il est donc abélien. Par suite, les groupes
abéliens libres A, et A_ sont stables sous 'action de G. De plus, I' agit
trivialement sur \A/2.A, donc les actions de G sur Ay /2A4, et A_/2A_ sont
triviales.

Le groupe G étant d’ordre inférieur a n — 1, on peut appliquer la propo-
sition 3.3.2.2 au cas de 'action de G sur A, et au cas de 'action de G sur
A_. On obtient ainsi une base (a;)5_; de A et une base (a;)!_,,; de A_
telles que 7(a;) € {—a;,a;} pour tout 7 € G. Tout p € I est soit dans G soit
de la forme p = o7 avec 7 € G : il vérifie donc p(a;) € {—a;,a;} (car o agit
comme Id sur A et comme —Id sur A_). O

Proposition 3.3.2.6 Soit k un sous-corps de R. Soient f € k(x)[y] un
polynome de degré 2g + 1 (avec g € N) et C la courbe hyperelliptique sur
k(z) d’équation affine 2% = f(y). Soit J la jacobienne de C. Nous supposons
que

1. la torsion 2-primaire de J(C(x)) est finie, et
2. Uaction de Gal(C/k) sur J(C(z))/2J(C(x)) est triviale.

Pour tout d € k™, nous notons Cq la courbe hyperelliptique sur k(z) d’équation
affine 2% = d*1f(4).

Alors, le rang de Mordell-Weil de J(R(x)) est non nul si et seulement
si il existe d € k strictement positif tel que Jac(Cq) soit de k(z)-rang de
Mordell-Weil non nul.

Démonstration.

Nous avons supposé que la torsion 2-primaire de J(C(z) est finie. Le co-
rollaire 3.3.2.1 affirme donc I’existence d’une extension finie K C C de k telle
que tous les points C(z)-rationnels de J soient en fait K (x)-rationnels. Nous
appliquons la proposition 3.3.2.2 aux groupes A := J(K(x))/J(K(x))tors €t
I':= Gal(K/k).

Nous supposons dans un premier temps que le rang de Mordell-Weil
de J(R(x)) est non nul. Le groupe I" est bien un groupe fini, car K est une
extension finie. De plus, d’aprés le corollaire 3.1.2, le groupe A est un groupe
abélien libre de type fini. La proposition 3.3.2.2 implique alors I’existence
d’une base (a;)i_; de A telle que 7(a;) € {—a;,a;} pour tout 7 € I

Soit ¢ la conjugaison complexe. Puisque k C R, "automorphisme o ap-
partient aI' = Gal(C/k). Comme 7(a;) € {—a;, a;} pour tout 7 € T', 'action
du groupe I' commute avec celle de o. Par suite, ’action de I' sur A induit
par restriction une action de I' sur le sous-groupe A% des éléments de A
invariants sous o.
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Le groupe A étant abélien libre, nous avons A% N 24 = 2A47. Ainsi,
Iinclusion de A dans A induit par passage au quotient une injection de
A?[2A7 — A/2A. Or l'action de I' sur A/2A est triviale, donc le groupe I'
agit trivialement sur A /2.47. Nous utilisons alors la proposition 3.3.2.2 : il
existe une base (a;)!_; de A7 telle que V7 € T, 7(a;) € {—a;, a;}.

Nous notons P; € J(K(x)) un représentant de a;. Soit m 'exposant de
J(K(x))tors- Soit 7 € T'. Si 7(a;) = a;, alors 7(P;) — P; est un point de torsion
de J et donc mP; est T-invariant. Ainsi, dans le cas ou 7(a;) = a; pour tout
7 € T, le point mP; est un élément d’ordre infini de J(k(z)) = Jac(Cy)(k(x)).

Nous supposons qu'’il existe un élément 7; € I" tel que 7(a;) = —a;. Cela
signifie que P; + 7;(F;) est un élément de torsion de J(K(z)), et donc que
mP; = —7;(mP;). De méme, 'orbite de P; sous I'action de I' est contenue
dans 'ensemble des + P;+7T ou T doit étre un élément de torsion de J (K (z)).
Ainsi, I'orbite de mP; sous 'action de I' est d’ordre exactement 2. Le stabi-
lisateur I'; de mP; sous 'action de I' est donc d’indice 2. Par conséquent, le
corps K des invariants de K sous I'action de I'; est une extension de degré
2 de k, c’est-a-dire qu’il existe d; € k qui n’est pas un carré dans k tel que
K% = k(v/d;). Le point mP; appartient & J(K(x)).

Comme a; € A est invariant sous o, la conjugaison complexe o appar-
tient & I';. Par suite, k(v/d;) C R, et donc v/d; appartient & R, c’est-a-dire
que d; est strictement positif.

Le polynome f étant de degré impair, les courbes C et C4, ont un point
k(z)-rationnel au dessus du point & I'infini de P!, et donc

* Jac(C)(K"i(x)) = Pic’(K"i (2)(C)),

* Jac(C)(k(x)) = Pic’(k(z)(C)) et

* Jac(Cq,) (k(2)) = Pic’(k(z)(Ca,))-

Nous notons ¢ : K(z)(C) — K(z)(C) linvolution hyperelliptique. Le
A(yv Z) — A(y7 _Z)
sous-corps des éléments T;-invariants de K'i(x)(C) est k(z)(C). De plus, le
morphisme ¢ :  k(z)(Cs) —  Kli(z)(C) est a valeurs dans
A(s,t)  +— A(diy,dIVd;z)

K%i(x)(C)*7. Le sous-corps Im(¢) de K'i(z)(C) est d’indice 2 (une base
du Im(¢)-espace vectoriel K'i(z)(C) est (1,v/d;)). Par conséquent, Tm(¢)
est égal & K'i(x)(C)*°". Comme 2mP; est un élément d’ordre infini de
2Jac(C)(K i (z)) = 2Pic’ (K i (z)(C)), nous déduisons de la proposition 3.2.6
que le groupe

Pic’ (k(2)(C)) x Pic’(k(x)(Ca,)) = Jac(Cy)(k(x)) x Jac(Cy,)(k(x))

contient un élément d’ordre infini. Par suite, I'un des deux groupes Jac(Cy)(k(z))
ou Jac(Cq,)(k(z)) contient un élément d’ordre infini.
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Nous supposons maintenant qu’il existe d; € k strictement positif tel que
Jac(Cq,)(k(z)) ai un élément a d’ordre infini. D’apres la proposition 3.2.6, le
morphisme de groupe

CN(ya@) (@)(©) /() (Ca,) * 12¢(Ca;) (K(2)) — Jac(C)(k(\/d;)())

est de noyau fini. L'image de a par CNK(\/cTi)(x)(C)/k(ac)(Cd.) n’est donc pas
de torsion. Ainsi, le groupe Jac(C)(k(v/d;)(x)) est de rang de Mordell-Weil
supérieur ou égal a 1. Par suite, Jac(C)(R(x)) est de rang de Mordell-
Weil supérieur ou égal a 1 (car, d; étant strictement positif, nous avons

k(Vd) CR). O

Nous terminons cette section en explicitant un cas ou ce qui a été fait
précédemment s’applique. Pour cela nous reprenons les notations 1.5.1.

Proposition 3.3.2.7 Soit k un sous-corps de R. Soient f(y) € k[z][y]
un polynome unitaire, de degré impair 2g + 1, sans facteur carré, et C la
courbe hyperelliptique définie sur k(x) par I’équation affine 2> = f(y). Nous

supposons qu’il existe 2g éléments ey, --- ,ezq—1, H € k[x] et un polynome
2g—1

w(y) € k[z]ly] tels que f(y) = p(y) H (y — He;). Nous supposons de plus

que : =t

* la torsion 2-primaire de Jac(C)(C(x)) est finie

* e discriminant A(f) de f(y) est scindé sur k,

* le discriminant A(u) de p est de la forme H?Q*D avec D € k[z] un
polynome de degré 1 et Q € k|x],

* A(f) = Q*Q1 avec Q1 € k[z] premier a Q, et

* pour toute racine o € k de H, l’élément D(«) est un carré dans k.

Pour tout d € k*, nous notons Cq la courbe hyperelliptique sur k(x)
d’équation affine 2* = d*9T1f(Y).

Alors, le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(R(x)) est non nul, si et seule-
ment si il existe d € k strictement positif tel que Jac(Cq) soit de k(x)-rang
de Mordell-Weil non nul.

Démonstration.

Nous notons m¢ le morphisme de Cassels-Schaefer associé a Jac(C)(C(x)).
Le théoreme 3.3.1.9 affirme que le groupe Gal(C/k) agit trivialement sur
Iimage de m¢. Par suite, le groupe Gal(C/k) agit trivialement sur
Jac(C)(C(z))/2Jac(C)(C(x)). Ainsi, nous sommes sous les hypotheses de la
proposition 3.3.2.6. Par conséquent, le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(R(z))
est non nul, si et seulement si il existe d € k strictement positif tel que
Jac(Cyq) soit de k(z)-rang de Mordell-Weil non nul. [
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3.4 Une traduction des conditions de descente en
termes de coefficients

Nous nous intéressons dans cette partie a des polynomes sans facteur
carré de la forme

Ply) =@+ D)+ C@@*) ' + 1+ C@=*)y* + B(z?))

ou B, C € R[x] sont des polyndémes totalement positifs. Soit C la courbe
hyperelliptique d’équation affine 22 + P(y) = 0. Nous souhaitons montrer
que le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(R(z)) est nul.

A tout § € R(x)* nous associons les R(z)-courbes hyperelliptiques Cy
et C5 d’équations affines respectives :

Cy: 2 = y(y =0)(y = oC(x ) (y? = 0[1+ C(a)]y + 6°B(x)) et
C_ t? = s(s* = 8[(1 - C(x))? - ( (z) = C(x))]s + 6*(B(x) — C(x))?).

Nous supposons que les polynomes B(x?), C(z?), B(z?*)C(2?),
B(2®) — C(a?), (B(2?) — C(2?))(1 — C(2?)) et (1 + C(2?))? — 4B(a?) ne
sont pas des carrés dans C(x). D’apres le corollaire 3.2.10, le R(x)-rang de
Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement si les jacobiennes des courbes
C, CF, Cy et C; sont de R(z)-rang de Mordell-Weil nuls

L’objet de cette section est de simplifier les calculs des R(z)-rangs de
Mordell-Weil des jacobiennes des courbes C1 , C, C{ et C; en appliquant
la proposition 3.3.2.7. Ceci impose de choisir judicieusement les coeflicients
de B, C € Riz].

3.4.1 Une explicitation des conditions permettant la 2-descente.

Proposition 3.4.1.1 Soient B(x), C(z) € R[z] deuz polynémes. A tout
d € k() nous associons les k(x)-courbes hyperelliptiques C; et Cy d’équations
affines respectives :

Cy 122 =y(y—0)(y —C(x ))( O[1+ C(x)ly + 0°B(x)) et
Cs :t? =s(s* = 0[(1 - C(x))? —2(3( ) = C(x))]s + 6*(B(x) — C(2))?).

Soit k un sous corps de R contenant les coefficients de B et C. Nous
SUpPpPosons que

* les polynémes B(2?), C(2%), B(2®)C(2?), B(z?) - C(2?),
(B(2?) — C(z?))(1 — C(2?)) et (1 + C(2?))? — 4B(2?) ne sont pas
des carrés dans C(x),

* les polynomes B, C, B —C et 1 — C sont scindés sur k,

*le polynome (1 + C’(m))2 — 4B(z) est de degré 1 et son évaluation en
0 est un carré dans k.

*le polynéme 1 — C' est premier a x, B, B—C et (1 +C)? —
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Alors les R(z)-rangs de Mordell-Weil de Jac(Cy), Jac(CY), Jac(Cy) et Jac(Cy)
sont nuls si et seulement si, pour tout élément strictement positif ¢ de k, les
k(x)-rangs de Mordell-Weil de Jac(CZr), Jac(CZ.;), Jac(C;) et Jac(Cp,) sont
nuls.

Démonstration.
Soient ¢ un élément strictement positif de k et § € {(,{z}. Soit C la
courbe hyperelliptique d’équation affine

C: 22+ (Y + D(y* + C@*) (' + (L+ C2?)y® + B(z?)) = 0.

D’apres le corollaire 3.1.3 le groupe Jac(C)(C(z)) est de type fini. Par conséquent
les groupes Jac(CJr)((C( ))s JaC(C+ )(C(z)), Jac(C; )(C(z)) et Jac(Cp, ) (C(x))
sont de type fini (VOlr les proposmons 3.2.7 et 3. 2 9).

Le discriminant du polynéme

9(s) =52 +6 (1= C (@) = 2(B (2) = C (2))) s+ 8* (B () - C ()
est
0%(1 = C(@)*((1 + C(2))* — 4B(x))

et celui du polynome sg(s) est
0°(B(x) — C(2)) (1 = C(2))*((1 + C(x))* — 4B(x)).

La proposition 3.3.2.7 s’applique donc a la courbe Cy et au corps k si les
trois conditions suivantes sont vérifiées :
*les polynomes (B(z) — C(x)) et (1 — C(x)) sont scindés sur k.
* le polynéme (1 + C(x))? — 4B(x) est de degré 1 et son évaluation en
toute racine de 0 est un carré dans k, et
* le polynéme 1 — C est premier a4 §, B — C et (1 + C)? — 4B.

De méme, le discriminant de y? — §(1 4+ C(z))y + 62B(x) est
*[(1+ C())* — 4B(2)],

et celui du polynéme

1+ C(x)
2

1+C(z))? — 4B(z)

(
2 - o ; )

y(y — 0)(y — 6C(x))((y — 0
est
6 B(z)*C(z)*(C(x) — 1)*(B(z) — C(x))* (1 + C(x))* — 4B(x))),

donc la proposition 3.3.2.7 s’applique a la courbe Cgr si
* les polynémes B, C, B — C et 1 — C sont scindés sur k
* le polynoéme (1 + C)? — 4B est de degré 1 et son évaluation en toute
racine de 0 est un carré dans k. [
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3.4.2 La définition du corps de base

Dans cette sous-section, nous présentons un cas particulier de la proposi-
tion 3.4.1.1. Plus précisément nous choisissons les deux polynomes
B(z), C(x) € R(x) de fagon a simplifier au maximum le calcul, pour tout
¢ € k strictement positif, des k(z)-rangs de Mordell-Weil des jacobiennes
des courbes CZF, Cz;, CC_ et CC_x définies au cours de la proposition 3.4.1.1.
En particulier, nous choisissons les coefficients B et C' de degrés les plus bas
possibles.

Dans le cas ou B et C sont de degrés 1 en z, le polynéme

P(z,y) = (y* + 1)(y* + C(2*)(y* + (C(z*) + 1)y + B(z?))

est de degré 4 en z. Nous pouvons alors déterminer si P(x,y) est une
somme de 3 carrés dans R(z,y) en considérant la courbe elliptique sur R(y)
d’équation de Weierstrass 22 = P(z,y). Nous étudions donc le cas ot I'un
des polyndémes B et C' est de degré au moins 2.

Afin de forcer le polynome (1+C(z))? —4B(x) & étre de degré au plus 1,
nous choisissons B(z) unitaire de degré 2 et C'(x) de degré 1 et de coefficient
dominant 2.

Pour pouvoir appliquer la proposition 3.4.1.1, nous devons aussi nous
assurer que B et B — C' sont scindés sur k, c’est-a-dire (puisque B et B —C
sont de degrés 2) que leurs discriminants sont des carrés dans k.

Nous nommons les coefficients des polynémes B et C en écrivant

B(z) =: (z +b1)? + by et C(z) =: 2(x + by) + .
Avec ces notations, le discriminant de B est —4bg et celui de
B-C=(x+b)*—2(x+b)+by—r

est 4 — 4by + 4r. Nous montrons ainsi que les polynomes B et B — C' sont
scindés sur k si et seulement si il existe un couple (1, w) tel que —4by = 4n>
et 4 — 4bg + 4r = 4w?, c’est-a-dire tel que

bo=-—n’etr=w’—1n°—1
Nous supposons que c’est le cas. Le coefficient dominant du polynéme

(1+C)2—4B = (22 + 2b; 4+ w? —n?)%2 —4(x + by)% — 4b
= 4w =) (x +01) + (W —?)? + 4

est 4(w? —n?). Le polynéme (1+C)? —4B est donc de degré 1 si et seulement
si w? et n? sont différents.
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Nous souhaitons de plus que (1 + C(0))? — 4B(0) soit un carré dans k,
c’est-a-dire que nous voulons 'existence de p € k tel que

2 2
— —w
I/ .

b
! w2 —n? 4

w22

Par ailleurs, le polynéme 1 — C = —2 (1: +01— 1+ > est premier
aux polynémes z, B = (z +b1)2 —n?, (B—-C) = (z+ b1 — 1) —w? et
[(1+C)? —4B] = 4(w? — n?)(x + b1) + (w? — n?)? + 4n? si et seulement si
les éléments

* 2 +2+T}2 —wQ,

o2 w224 2net n? —w?+2—2n, et

* 2 —w?+2wet n?—w? - 2w
sont non nuls. Dans ce qui suit, nous supposons que ces conditions sont
vérifiées.

Nous donnons maintenant des conditions sur 7, w et p sous lesquelles les
polynémes (1+C(z?))? —4B(z?), B(x?), C(2?), B(2?)C(x?), B(z?) - C(x?)
et (B(x?) — C(2?))(1 — C(2?)) ne sont pas des carrés dans C(z).

Si p # 0, le polynome (1 + C(22))? — 4B(2?) = 4(w? — n?)a® +4p? est de
degré 2 et sans facteur carré. Dans ce cas, le polynome (1+C(22))? —4B(x?)
n’est pas un carré dans C(x).

De méme, si 2b; + w?> — n?> — 1 est non nul, alors le polynéme
C(z?) = 2(z% + b1) + w? — 7% — 1 est de degré 2 et sans facteur carré,
et n’est donc pas un carré dans C(x).

Les polynomes B(z?) — C(2?) et 1 — C(«?) sont premiers entre eux, car
les polynémes B — C et 1 — C ont été supposés premiers entre eux.

Lorsque w est non nul, les polynémes 22 + b — 1 +wet 22 +b; — 1 —w
sont premiers entre eux. Si de plus les éléments b1 — 1 +w et by — 1 — w sont
non nuls, alors le polynéme

B(2?) — C(2?) = (2® + by — 1) — w?

est sans facteur carré de degré 4. Dans ce cas les polynémes B(z?) — C(x?)
et (B(z?) — C(2%))(1 — C(2?)) ne sont pas des carrés dans C(z) (car les
polynomes B(z?) — C(x?) et 1 — C(z?) sont premiers entre eux).

De méme, si n, by —n et by — n sont non nuls, alors
B(?) = (a4 b)? — 7

est un polynéme de degré 4 sans facteur carré. Dans ce cas, B(2?) n’est pas
un carré dans C(x).
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Nous supposons ces trois conditions vérifiées. Nous supposons de plus
que le reste
(W —n* = 1)? 2
0 _
de la division euclidienne de B(x?) = (2% + b1)? — n? par
Cx?) =22+ b)) +w?—n* -1

est non nul. Alors les polynémes B(z?) et C(x?) sont premiers entre eux.
Par suite, le polynéme B(x?)C(z?) n’est pas un carré dans C(z).

Finalement, en utilisant la proposition 3.4.1.1 et le corollaire 3.2.10, nous
aboutissons & un résultat de 2-descente pour la jacobienne de la courbe C :

Théoréme 3.4.2.1 Soient ), w, p € R des réels. Nous posons :

02— 2 +7]2—w2
w2 —n? 4

by =

Soient B(x) = (x + b1)?> — 0% et C(x) := 2(x + b1) + w? — n? — 1. Nous
supposons que les éléments
n, w, p et w2 - 772’
201 — 2 4+ w? —n?,
n? —wr+2+2netn? —w?+2-2n,
n? —w? 4+ 2w et n? — w? — 2w,
w2—n?—1+4+2netw?—n?>—1-2n,
2b1+w2—772—1, bi+n,b1—n, b —14+wetb —1—w
sont non nuls.
Soit C la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

2+ 7+ D+ C@”) ' + 1+ C(a?)y® + B(a?)) = 0.

* % %X %X %X %

A tout § € k(2)* nous associons les k(z)-courbes hyperelliptiques Ci et
Cs d’équations respectives :

Cy 2 =y(y —0)(y — 6C(2))(y* — 8[1 + C(a)]y + 6°B(z)) et
Cr 12 = 3(32+5 [(1—0(33))2 —2(B () —C(g;))} s+ 02 B (z) —C’(a:)]2> .

Alors le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement
si, pour tout ( € k strictement positif, les k(x)-rangs de Mordell-Weil de
Jac(Czr), Jac(CZ.;), Jac(C;) et Jac(C.,) sont nuls.

3.5 Le calcul de rangs de Mordell-Weil a D’aide
d’isogénies de Richelot.

Cette partie est reprise de divers articles ou ouvrages : [CF96], [Sch95],
[Sch98], [Sto01].
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3.5.1 Le principe général

Proposition 3.5.1.1 Soit K un corps de caractéristique 0. Soient J et J
deux variétés abéliennes sur_ K. Nous supposons que le groupe J(K) est de
type fini. Soient ¢ : J —> J et go J — J deux isogénies telles que @ o o
soit la multiplication par 2 dans J et © o soit la multiplication par 2 dans
J.

Alors, le rang de Mordell-Weil de J(K) est nul si et seulement si
J(K)/p(J ( )) et J( )/e(J(K)) sont engendrés respectivement par la tor-
sion de J(K) et par la torsion J(K).

Démonstration.

Si G est un groupe abélien, Nous désignons par Girs le sous-groupe des
éléments de torsion de G.

Nous supposons tout d’abord que J(K)/@(J(K)) et J(K)/o(J(K)) sont
engendrés respectivement par la torsion de J(K) et par la torsion de J(K).
Le groupe J(K) étant de type fini, Le groupe quotient J(K)/J(K )iors ad-
met une Z-base. Nous supposons par ’absurde que le rang de Mordell-Weil
de J(K) est non nul. Soit a un élément d’une Z-base de J(K)/J(K )iors-
L’élément o n’est pas un double dans J(K)/J(K)iors. Soit P € J(K) un
représentant de la classe a.

Comme J(K)/@(j(K)) est engendré par J(K )¢ors, il existe un élément
Q € j(K) et un élément T} € J(K)tars tel que P = T1 + ¢(Q). De méme
J(K)/p(J(K)) est engendré par J(K)iors, €t il existe donc un élément
R € J(K) et un élément de torsion Tp € j\(K)torS tel que
Q=T+ ¢(R).

Puisque @(7%) est un point de torsion de J(K), I’élément « est la classe
de 2R = P — T — §(T») dans J(K)/J(K)iors- Cependant, o étant un
élément d’'une Z-base de J(K)/J(K)iors, I’élément a n’est pas un double
dans J(K)/J(K)iors- De cette contradiction nous déduisons que J(K) est
de rang de Mordell-Weil nul.

La réciproque est obtenue en remarquant que J (K) est de torsion lorsque
J(K) est de torsion (le morphisme ¢ : J —> J est une isogénie). O

3.5.2 Le cas des courbes elliptiques

Pour ces rappels, le lecteur peut consulter les livres suivants : [Sil94],
[ST92], [Si192], [Kna92).

Notations 3.5.2.1 Soient K un corps de caractéristique 0, et a, b € K.
Nous considérons la courbe elliptique £ d’équation de Weierstrass

E:22 =yl +ay+0).
Soit € la courbe elliptique d’équation de Weierstrass

£: 22 = y(y® — 2ay + a* — 4b).
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Les éléments neutres des courbes elliptiques & et & sont respectivement
désignés par O et par O.

Nous définissons une isogénie ¢ : £ — £ en posant

o (e (52)

si (x,y) est un point de E tel que y soit non nul, et en posant
2((0.0) = p(0) =0. X

Par symétrie du role de £ et £ nous définissons une isogénie de la courbe £
vers une courbe elliptique isomorphe a la courbe £. Cette isogénie correspond
a l'isogénie @ : & — € obtenue en posant

o (o) (559

si (z,y) est un point de & tel que y soit non nul, et ((0,0)) := p(O) := O.
Les isogénies ¢ et @ sont de degrés 2 et duales I'une de I'autre.

Nous supposons que E(K) est de type fini. D’apres la proposition 3.5.1.1,
la courbe elliptique &£ est de K-rang de Mordell-Weil nul si et seulement
si E(K)/P(E(K)) et E(K)/p(E(K)) sont respectivement engendrés par les
classes des éléments de torsion de £(K) et £(K).

Notations 3.5.2.2 Soit K un corps de caractéristique 0. Soit «, 8 € K.
Soit D la courbe elliptique sur K d’équation de Weierstrass
22 =y(y*+ay + B). A la courbe elliptique D nous associons un morphisme
de groupe vp : D(K) — K*/K*? en prenant

* yp((z,y)) égal a la classe de x dans K*/K*? si x est non nul,

* 4p((0,0)) égal & la classe de 3 dans K*/K*2, et

* 4p(0) égal A la classe de 1 dans K> /K*2.

Le morphisme de groupe ¢ a pour noyau l'image de 7¢. Par suite,
E(K)/P(E(K)) est isomorphe & ~¢(E(K)). Nous avons donc équivalence
entre :

* e groupe £(K)/P(E(K)) est engendré par les classes des élément de

torsion £(K), et

* Timage g est engendré par yg(E(K )iors) (avec E(K )iors la torsion de

E(K)). R
Cette remarque est encore valable en intervertissant £ et £ (et donc ¢ et o).
En appliquant la proposition 3.5.1.1, nous montrons donc la proposition :

Proposition 3.5.2.3 Nous conservons les notations 3.5.2.1 et 3.5.2.2. Nous

supposons que le groupe abélien E(K) est de type fini. Si G est un groupe

abélien, nous notons Giors le sous-groupe des éléments de torsion de G.
Alors le rang de Mordell-Weil de E(K) est nul si et seulement si

e (E(K)) = 1e(E(K )tors) et 7a(E(K)) = Ya(E(K )iors).
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3.5.3 Le cas des courbes hyperelliptiques de genre 2.

Cette partie est reprise de [CF96]. Nous ne donnons que les énoncés qui
nous seront utiles par la suite. Pour les preuves et les notions concernant les
isogénies de Richelot, le lecteur peut consulter [CF96] ou [BMSS].

Notations 3.5.3.1 Soit K un corps de caractéristique 0. Soit
Gi(y) = gi2v® + gi1(y) + gio € Kly] un polynéme de degré au plus 2.
Soit C la courbe hyperelliptique sur K d’équation affine

C: 22 = Gi(y)Galy)G3(y).

Nous posons :
* A —det( ])

L (y) = G5(y)Gs(y) — Gz(y)Gé(y)
Ly(y) = G5(y)G1(y) — Gs(y)Gi(y) et
Ls(y) = G1(y)G2(y) — G1(y)Ga(y)-

Soit C la courbe hyperelliptique sur K d’équation affine

* X K

C:AZ2= L1(y)L2(y)L3(y)-

Notations 3.5.3.2 La correspondance (2,2) entre les courbes hyperellip-
tiques C et C définie par la sous-courbe Z C C x C d’équations

{ G1(y)L1(y) + G2(y)L2(y) =0
22 = (y —y)G1(y) L1(y)

induit une isogénie ¢ : Jac(C) — Jac(C:). Cette isogénie est appelée isogénie
de Richelot. En intervertissant C et C, nous définissons une isogénie de

Richelot § : Jac(C) — Jac(C).

Remarque :

Les composées @ o ¢ et ¢ o @ sont les multiplications par 2 de Jac(C)
et Jac(é\) respectivement. Nous allons appliquer la proposition 3.5.1.1 aux
isogénies ¢ et Q.

Définition 3.5.3.3 Nous conservons les notations 3.5.3.1.  Soit
Kic = K[T)/(Gi(T)) ('anneau K; ¢ est soit un corps soit le produit K x K ).
Nous définissons un morphisme ¢ : Jac(C)(K) — (K*/K*2?)3 de la
facon suivante : si div(u,v) € Dit®(K(C)) est un diviseur semi-réduit tel
que u soit premier a Gy, et si a désigne la classe d’équivalence linéaire de
div(u,v), alors la i-éme coordonnée de llg(a) est la classe de
NKiyc/K((—l)deg(“)u(T)) dans K*/K*? (aveci=1,2 ou 3).

Proposition 3.5.3.4 Nous conservons les notations 3.5.5.1 et 3.5.3.2. Alors
le noyau de Il¢ est l'image $(Jac(C)(K)).
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Démonstration.
Le lecteur se reportera & [CF96], équation 10.2.13. O

Remarque :
Les courbes C et C ont un role symétrique. En intervertissant ces deux
courbes, nous définssons un morphisme I de noyau égal & I'image ¢(Jac(C)(K)).

Corollaire 3.5.3.5 Nous conservons les notations 8.5.3.1. Si G est un groupe

abélien, nous notons Giors le sous-groupe des éléments de torsion de G.
Alors le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(K) est nul si et seulement si

He(Jac(C)(K)) = He(Jac(C) (K )iors) et la(Jac(C)(K)) = Tle(Jac(C)(K )iors)-

Démonstration.
D’apres la proposition 3.5.3.4, les morphismes Il¢ et II5 définissent deux

isomorphismes : entre Jac(C C)(K)/@(Jac(C)(K)) et Pimage de Il d’une part,
et entre Jac(C)(K)/¢(Jac(C)) et Vimage de 17 d’autre part. Pour conclure,
nous appliquons la proposition 3.5.1.1. O

Théoréme 3.5.3.6 Soient n, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w, p). Nous
POSONS :
- 02— 2 +772—w2.
w2 —n? 4
Soient B(z) := (x4 by)? —n? et C(x) := 2(x + by) + w? — %> — 1. Nous
supposons que les éléments
n, W, p et w2 - 772)
2b) — 2 + w? — 12,
N —w?+ 242 etn® —w?+2—2n,
n? —w? 4+ 2w et n? — w? — 2w,
w2—n? —1+4+2netw?—n?—1-2n,
2b1+w2—772—1, bi4+n,b—n, b —14+wetb —1—w
sont non nuls.
Soit C la courbe hyperelliptique d’équation affine

* % % % %X %

C: 2%+ (v + D° + C@?))(y" + 1+ C(a?))y* + B(z?)) = 0.

A tout & € k(z)* nous associons les k(z)-courbes hyperelliptiques cy,
C;, Cs, Cy d’équations affines respectives :

Ot = (y | 80+C(a) ) <y2 B (5(1—C(x)))2> <y2 B 52[(1+C(xi)2—43(x)]>
Cf 22 = (y+ 81+ C@))(y? — 48°B(2))(y” — 46°C(x)

Cs 12 Zy(y2 [(1 = C(x))* = 2(B(x) — C(x))ly + 6*(B(x) — C(x))?)
Cs :t? =y(y+d(1 - C(x)*)(y+((1 - C(x))*> = 4(B(x) — C(x)))).
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Alors le R(z)-rang de Mordell-Weil de la jacobienne de la courbe C est
nul si et seulement si, pour tout ( € k strictement positif, les images des
homomorphismes

_ — P o, 11 + 11 + H’\Jr et H’}L
'YCC ) '7(;@7 70( ) chz’ ctr Hed Ye cl,

sont respectivement les images des points de torsion k(x)-rationnels de

~

Cov Cops 54_’ Cews Jac(CZF), Jac(CZ.;), Jac((?g) et Jac((?&;).

Démonstration.

Si G est un groupe abélien, nous notons Gy, le sous-groupe des éléments
de torsion de G.

Nous nous donnons un polynoéme § € k[z| et nous Posons

G1(s) := s, Ga(s) := (s—6)(5s—C(z)) et G3(s) := s> —56(1+C(z))s+6>B(z).
Soit ’Hj{ la courbe hyperelliptique sur k(z) d’équation affine
Hg— : t2 = Gl(S)GQ(S)Gg(S).

Suivant les notations 3.5.3.1, nous posons :
0 1 0
* A=det| §°C —-5(1+C) 1 | =6*(B-0),
B —5(1+0) 1
* Li(y) = GHG3 — GaGh
= 28%(B-c)y+ 03 (1 +C)C - (1+0C)B)
— B(B-0)(25-5(1+0)),
* Lo(y) = G4G1 — G3G) =% — §°B, et
* L3(y) = GGy — G1GY = §°C — .

La courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

AZ? = L1(9)L2(y) L3 (Y)

est isomorphe & la courbe CA; (via le changement de variable z := 4% et
y := —27). Ainsi, d’apres la proposition 3.5.3.5, le rang de Mordell-Weil de
Jac(Hj)(k(z)) est nul si et seulement si

I, (Jac(H) (k(x))) = Ty (Jae(HE ) (k(x))iors), et

0
* HCA;(Jac(CAgF)(k(a:))) =Tlg: (Jac(CiH) (k(2))tors)-

Dans le critere ci-dessus nous souhaitons maintenant remplacer la courbe H;
par la courbe Cgr. La courbe ng est isomorphe sur k(z) a la courbe hyper-
elliptique Cgr via le changement de variable y := s — w. Ce changement

de variables induit un isomorphisme de groupe ¥ : Jac(Cy) — Jac(H]).
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De plus, I'image de Hcgr est engendrée par I'image des point de torsion de
Jac(Cgr) si et seulement si I'image de HH; = HC; o U1 est engendrée par
I'image des points de torsion de Jac(Hg). Par suite, le rang de Mordell-Weil
de Jac(C; ) (k(z)) est nul si et seulement si
* et (Jac(C5 ) ((k(2)))) = Hex (Jac(Cy) ((k(2)))1ors) et
Mg (Jac(G ) (((2)))) = Tgs (FacC ) ((h)ors)-

Nous concluons en appliquant les propositions 3.4.2.1 et 3.5.2.3. 0
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Chapitre 4

Une famille de polynémes
positifs ou nuls sur R? qui ne
sont pas somme de trois
carrés dans R(z,y).

Nous rappelons tout d’abord la forme générale des polynomes étudiés
dans ce chapitre. Soient 7, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w, p). Nous
posons :

- 0% — 2 +772_(4)2.
w2 —n? 4
Soient B(z) := (x +b1)? —n? et C(z) :=2(x + b1) + w? —n? — 1.
Le but de ce chapitre est de trouver des conditions sous lesquelles le

polynome
P(z,y) = (" +1) (" + C (+7) (v* + (1 + C (+7)) v + B (2%))

est positif ou nul sur R? mais n’est pas une somme de trois carrés.
Soit C la courbe hyperelliptique sur k(z) d’équation affine

C: 2%+ P(z,y) = 0.

Nous supposons que les éléments
* 7, w,peth—UQ,
201 — 2 4+ w? —n?,
(n2—w2+2)2—4n2: (772—w2+2+217) (nz—w2+2—27]),
(7}2—w2)2—4w2 = (n2—w2+2w) (772—w2—2w),
w—n?—1+2netw?—n?—1-2n,
21+ w2 =1, b1+, b1 —n, b —1+wetb —1—w
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sont non nuls. Alors, d’apres le corollaire 2.4.9, la jacobienne Jac(C) n’a
aucun R(z)-point de torsion antineutre. L’objet de ce chapitre est de montrer
que Jac(C)(R(z)) est de rang de Mordell-Weil nul : dans ce cas, Jac(C) n’a
aucun R(z)-point antineutre, et donc P n’est pas une somme de trois carrés
dans R(z,y). Pour cela nous utilisons le théoréme 3.5.3.6.

A tout § € E(x)* nous associons les k(x)-courbes hyperelliptiques C;’,

Cgr, Cs , C5 d’équations affines respectives :

2 (y N 6<1+§<z>>> <y2 ~ (6(1—26*@»)2) (y2 _ 62[<1+c<xi)2—43<x>1>

Cy:22=(y+6(1+C () (v*—46°B(z)) (y* — 46°C ()

C

>

G522 =y (s =0 |(1-C @)’ —2(B@) = C@)|y+8 (B() - C@))

Cg;t2=y(y+5(1—0(x))2) <y+6[(1—6’(:1:))2—4(3(3;)—C(a;))]).

Notations 4.1 Si o, § € k(x)* sont deux fractions rationnelles non nulles,
nous disons que « et 3 sont équivalentes modulo les carrés et nous notons
a ~ (3 ¢l existe v € k(z)* telle que a = v23. Nous notons [a] la classe
d’équivalence d’un élément a de k(z)* pour la relation ~ .

Soit P € k[z] un polynéme irréductible. Si o, 5 € k[x] sont deux po-
lynomes non divisibles par P, nous disons que « et (§ sont équivalents
modulo les carrés et modulo P, et nous notons o ~  mod P, s’il existe
71, 72 € k[x] non divisibles par P tels que y?a = 753 mod P.

Nous reprenons les définitions introduites dans la section 3.5.

Notations 4.2 Soit k£ un corps de caractéristique 0. Soient o € kx| et
B € k[x] deux polynomes tels que B(a? —43) # 0. Soit & la courbe elliptique
sur k(x) d’équation affine

E:t?=s(s* +as+p).
Soit O I’élément neutre de £(k(x)). Nous définissons un morphisme
ve + E(k(x)) — k(x)* /k(x)*?

en posant yg(s,t) := [s] si s # 0, v£(0,0) := [3] et 7£(O) := [1]. Nous notons
aussi Vg (») le morphisme ~¢ lorsque nous souhaitons préciser le corps de
base.

Notations 4.3 Soit k& un corps de caractéristique 0. Soient G1(y) € k(z)[y]
un polynéme de degré 1 en y, et Ga(y), Gs(y) € k(x)[y] deux polynémes de
degrés 2 en y (pas nécessairement irréductibles).
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Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine
H: 22 = Gi(y)Ga(y)Gs(y)-
Soient A; := k(x)[y]/(Gi(y)) et y; la classe de y dans A;. Nous notons
Iy : Jac(H)(k(z)) — (k(2)* /k(z)**)?

I'unique morphisme dont la i-eme coordonnée envoie la classe d’équivalence
linéaire d’un diviseur semi-réduit div(u,v) sur H tel que u soit premier a

Gi(y) sur la classe dans k(z)* /k(z)"** de N, , /i) ((—1)deg(u) u (yz)> :
Notations 4.4 Soit k£ un corps de caractéristique 0. Soit 6 € k(x)*. Nous

précisons l'utilisation des notations 4.3 dans deux cas particuliers.
Lorsque ‘H = Cgr est la courbe hyperelliptique sur k(z) d’équation affine

Cf : 22 = (y+ HEGD) <y2 _ (5(15(@))2> (1 - ZlsCle)sp@)

nous utilisons les notations 4.3 en posant

Gily) =y + HF

2
Galy) =y — (D) et

2 )2 —4B(z
Gsly) == y? — S2[(1+C( i) 4B(@)]

Lorsque ‘H = é\;- est la courbe hyperelliptique sur k(z) d’équation affine
Cr:2?=(y—0(1+C @) (* — 48°B (2)) (v* — 46°C (),
nous utilisons les méme notations 4.3 en posant
Gi(y) =y —-6(1+C(x))
Ga(y) == y? — 46°B () et
G3(y) == y* — 46%C (z).
Les notations 4.2, 4.3 et 4.4, nous permettent d’énoncer la conclusion
du théoreme 3.5.3.6 : le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et

seulement si, pour tout ¢ € k strictement positif, les images des homomor-
phismes

— — S . H+ H+ 1_IAJr ethr
ch ) ’YCCI? ch ’ FYCQU’ CC ) ng, C< ng
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sont respectivement les images des points de torsion k(z)-rationnels de

Coy G,

o C C< , Jac(C ) Jac(CZ;), Jac(CAzr) et Jac(CAz;).

Au cours de ce chapitre, nous étudions, dans quatre section distinctes,
I'image des quatre morphismes v,-, 75—, [+ et Ilz+. De ces études, nous
5 S [

déduisons des conditions sur 7, w et p sous lesquelles le R(x)-rang de Mordell-
Weil de Jac(C) est nul.

4.1 La méthode générale de I’étude.

Notations 4.1.1 Soit k£ un corps de caractéristique 0. Soit f(y) € k(z)[y]
un polyndéme unitaire sans facteur carré de degré impair. Nous considérons
la courbe hyperelliptique H sur k(z) d’équation affine

H: 2" = f(y).

Soit f = HP ) la décomposition de f en facteurs premiers dans

E(x)[y]. Soit M = k(x)[t]/ f(t). Soient K; := k(z)[y]/Pi(y) et y; la classe de
y dans K,

Nous notons Jy := Jac(H). Soit 73 : Jy(k(x)) — M>*/M*? le mor-
phisme de Cassels-Schaefer associé a la courbe H et au corps k(z). Grace
au lemme chinois, le morphisme 7y peut étre vu comme un morphisme

T

I (k(z)) — HKZ.X/KZ.XZ.
i=1

Notations 4.1.2 Dans ce qui suit nous notons 7y, ; : Jy(k(z)) — K /K
la i-eme coordonnée de 7.

La norme Nk, () de l'extension K;/k(r) induit un homomorphisme
Nic ety t K /K[ — k(2)” [k(z )><2 Nous posons Ey; := N, /k(z) © TH,i-

Nous notons =y : Jy(k — H k(x XQ I’homomorphisme de
i-eme coordonnée Sy ;.

Soient ¢ € k* strictement positif. Nous supposons H € {CJr ch, +,CA§r}.
Nous souhaitons montrer que Im(Ily) est égale a I'image du sous-groupe de
torsion de Jac(H)(k(x)) par Ily. Pour cela, nous étudions 'image de Z.
Nous en déduisons ensuite des renseignements sur l'image de ITy. Etudier
d’abord le morphisme =; permet une étude plus précise de 'image de Ily.
En effet les composantes de Iy s’obtiennent a partir des composantes de Zx.
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Par ailleurs, si f(y) est de la forme f(y) = y(y> + ay + 3) (avec a,
B € k(x) tels que 3 (a2 — 4ﬂ) # 0), alors 7y est la coordonnée de =y as-
sociée au facteur premier y du polynéme y(y? + ay + 3).

La premiere étape de notre étude consiste a utiliser les équations de
Jac(H) obtenues grace a la représentation de Mumford (c.f. [Mum84]). Plus
précisément nous utilisons I’assertion suivante : si div(u,v) € Div?(k(z)(H))
est un diviseur semi-réduit, alors

f = v? mod w.

Cette congruence, nous a précédemment permis de montrer les propositions
1.5.9 et 3.3.1.3. En associant ces deux propositions, nous obtenons la pro-
position :

Proposition 4.1.3 Nous conservons les notations 4.1.1 et 4.1.2. Soit
i€ {l,---,r}. Pour tout j # i, nous posons

dij = pged | Ng, /ey | Pi (yi)HPk i) | » N, /ey | B (yj)HPk (v5)
fti by

Soit  div(u,v) wun diviseur semi-réduit de k(x)(H). Nous notons
Cl(div(u,v)) € Jac(H)(k(x)) sa classe d’équivalence linéaire.

Il existe alors une famille (p; ;) l<i<r d’éléments de k[z] sans fac-

J#i
teur carré telle que

* les facteurs premiers de pi; ; soient des facteurs premiers de d; j,

* g = Wy, et

* Eni(Cl(div(u,v))) soit la classe de HM"J'

J#i
Démonstration.

Nous pouvons sans perte de généralité supposer que u est premier a f :
tout diviseur sur H est linéairement équivalent & un diviseur semi-réduit
div(u,v) avec u premier & f.

Le corps K; est un corps de fonction sur k. Le corps K; est donc le
corps des fractions d’un anneau de Dedekind O;. Nous notons (P;;)er la
famille des idéaux premiers de O; en lesquels (—1)98(")y(y;) a une valuation
impaire et (Q;;),.7 la famille des idéaux en lesquels (—1)deg(qy(yy;) a une
valuation paire. Pour tout indice [ € I nous notons n; € Z 'unique entier tel
que Up“(u) = 2n; + 1. De méme pour tout indice [ € I nous notons my €2
I'unique entier tel que vg, (u) = 2my. La décomposition en idéaux premiers
de I'idéal associé & (—1)9eeWy(y;) est

((v*sut) = [P < [T

lel lel
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En appliquant N, /k(,), nous obtenons NKZ./,C(J;)((—1)deg(“)u(yi)) = (3,67

avec :

* [; € k[z] un représentant de 'idéal H N, k@) (Piy), et

lel
* 0; € k(x) un représentant de H N, /i) (Pig)™ XH Ni, /() (Qit)™.
lel el

Soient «; € k[z] un polynéme sans facteur carré et ; € k(z) tels que
B; = a;y?. Nous rappelons que 7 ;(C1(div(u, v)) est la classe de (—1)des(®)y(yy;)
dans K /K}?. L'image Z;;(Cl(div(u,v)) = N, /() (71, (Cl(div(u,v))))
est donc égale a la classe de «; dans k(z)* /k(x)*2.

Soit €; le coefficient dominant de «;. Nous définissons yi; ; comme un plus
grand commun diviseur de «; et a; avec le choix de coefficient dominant ¢; ;
(de p;,5) suivant :

* sij ¢ {i—1,i,i+ 1}, nous choisissons f; ; unitaire;
* nous prenons € 2 et €31 égaux a € ;
* €

par récurrence sur i, NOUS POSONS €; 41 ‘= — — PUIS €11,i := €i4+1-
1—1,%

€;i—1€4 . . N
Li1% — ¢, Ainsi les polynémes

Par construction, nous avons €i,i—1€ii+1 = o
i—1,1
«; et H pi,; ont méme coefficient dominant (et ce coefficient dominant est

J#
Ei).

Il existe un polynéme sans facteur carré A; € k[z] et un polynéme uni-
taire I'; € k[x] tels que H Wij = A;T?. Le coefficient dominant de A; est
J#L
€5
L’image de my est contenue dans le noyau de I’application
3

M*/M*? — k(z)* /k(x)** induite par la norme Nyy/p(z) = HNKi/k(a:)-

i=1
T
Par conséquent le polynome H «; est un carré dans k(z).
i=1
T
Soient ¢ € {1,---,r} fixé et p un facteur premier de «;. Puisque Hai

i=1
est un carré dans k(x), sa valuation en p est paire. Or les a; sont sans
facteur carré, donc p doit diviser un nombre pair de «;. De plus, p divise
a; donc p divise un nombre impair d’éléments de {a; | j # i}, ou de fagon
équivalente p divise un nombre impair de p; ; = pged(ay, ;) (avec j # ).
Le polynéme p; ; est sans facteur carré, donc de valuation 0 ou 1 en p. Par
suite, A; = I';” 2 H“M est de valuation impaire en p. Ainsi, tout facteur
¥

premier de o dixjfii:e A;. Or «o; est sans facteur carré, donc oy divise A;.

Réciproquement, nous montrons que A; divise «;. Soit p un facteur pre-
mier de A;. Alors p divise p; ; = pged(a;, ;) pour un certain j # i. En
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particulier p est un diviseur de «;. Ceci permet de conclure : puisque A; est
sans facteur carré, le polynome A; divise «;.

Ainsi les polynoémes «; et A; sont égaux & multiplication par un élément
de k* pres. Par ailleurs, les polynomes A; et a; ont méme coefficient domi-
nant. Les deux polynoémes «; et A; sont donc égaux, et par suite les classes
de a; et H'“ivj dans k(z)* /k(z)*? sont égales.

J#i

D’apres la proposition 3.3.1.3, les idéaux premiers de O; en lesquels
m1,i(Cl(div(u, v)) a une valuation impaire sont des idéaux apparaissant dans
la décomposition en idéaux premiers de la classe de f'(y;) dans K;. Ainsi, les
facteurs premiers de o; € k[z] sont des facteurs premiers de Ng, /i(2) (f' (i),

c’est-a-dire des facteurs premiers de N, /p(2) (P (¥:) H P;j(y;)) puisque
J#i

F1(T) = P(T) [ [ Py(T) mod PAT).
J#i
Les facteurs premiers de p; ; = pged(a;, o) sont donc des facteurs premiers
de di ; = pged(Ng, /iy (P (i) [ [ Pei))s Nic, sy Piws) [ Prwi))). O
ki ktj
Dans le cas particulier des courbes elliptiques, la proposition 4.1.3 est une

conséquence de la proposition suivante (dont la démonstration est reprise
de [CEPT1]).

Proposition 4.1.4 Soient k un corps de caractéristique 0 et K une exten-
sion de k. Soient S, T € k[z] tels que T(S* —4T) # 0. Nous notons D la
courbe elliptique d’équation de weierstrass

D: 3% =ala® + Sa+T).

Soit (e, B) # (0,0) un K(x)-point de D.
Il existe alors € € K, p € K[z] unitaire sans facteur carré divisant T et
deuz polynomes 6 € klx| et ¢ € k[zx] tels que
*ub soit ]gremier avec P,
0= ult,
*euv? = Ep20* + Seub?? + Tyt

*

Démonstration.

Nous commencons par écrire o = % et g = g avec x, @, £ et ¢ € K|z]
des polyndmes tels que

¥ x et o soient premiers entre eux,
* € et ¢ soient premiers entre eux, et

* ¢ et v soient unitaires.
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En chassant les dénominateurs dans I’équation de D, nous obtenons :
P2E% = 6°x (X + Sex + T¥?). (4.1)

Comme ¢? divise ¢3£2 et est premier & &, le polynéme ¢? divise ¢2. De méme
@3 divise ¢?x(x? + Spx + Tp?) et est premier & x et & (x? + Sox + Tp?)
(car x% + Spx + Tw? = x? mod ¢), donc ? divise ¢2. Ainsi ¢? et 3 sont
égaux (ils sont tous deux unitaires). Il existe donc ¢ € K[z| unitaire tel que
o= 0% et o = .

Nous posons x = euf? avec € € K et p, € K[z] deux polynomes
unitaires. L’équation 4.1 se réécrit alors

€2 = epb? (2120 + Sepb>p? + Ty).

Cette égalité impose a u de diviser & et entraine donc l'existence de v € K|z]
tel que

euv?® = E1%0" 4 Seub®? + T,
Cette égalité montre que p divise T9*. Par ailleurs u est premier & v (puis-
qu’il divise x). Le polynéme p est donc un diviseur de 7. [

Remarque :

Ce résultat étant plus précis que la proposition 4.1.3, nous 1'utilisons au
cours des sections 4.2 et 4.3. Ceci explique pourquoi nous ne parlons pas du
morphisme Zy au cours de ces deux sections.

Soient P une place de k(z), Op I'anneau de valuation correspondant, et
kE(P) := Op/P le corps résiduel en P. La surjection canonique Op — k(P)
induit un morphisme evp : O3 /0%* — k(P)* /k(P)*2.

La proposition 4.1.3 ne suffit en général pas a calculer Im(Zy). Ainsi,
comme dans [CEP71], nous devons affiner notre étude de Im(=7) en considérant
la restriction de evp & Im(Zp;) et {p~tu | p € Im(Zp;)} (avec p une uni-
formisante de P). Ceci motive I'introduction de la notation suivante.

Notations 4.1.5 Soient P une place de k(x) et Op 'anneau de valuation
correspondant. Soit a, § € OF.

Nous disons que « est équivalent a 8 modulo P et modulo les carrés, et
nous notons a ~ [ mod P, s'il existe v € O tel que «a et B~? soient dans
la méme classe modulo P.

Dans ce qui suit, les places P pour lesquelles nous étudions le morphisme
evp sont soit la place a U'infini de k(x), soit des places admettant un fac-
teur premier du discriminant de f comme uniformisante. En effet, modulo
les facteurs premiers de son discriminant, le polynéme f(y) a un facteur
carré. L’idée est d’utiliser I'existence d’un tel facteur carré pour comprendre
Im(Zx). A titre d’exemple, nous démontrons le résultat :
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Proposition 4.1.6 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient A € k(x)
et K := k(z)[T)/(T? — A). Soit t la classe de T dans K.

Soient P une place de k(z), Op l'anneau de valuation correspondant et
vp la valuation associée. Soit p une uniformisante de P. Nous conservons
la notation 4.1.5. Nous supposons vp(A) impaire.

Soit u = wuo(y®) + yur(y*) € k(x)[y] un polynome. Nous notons
= p_UP(NK/k(Z)(u(t)))NK/k(x)(u(t)) € O et A=p g e 0.

1. Sivp(Ng pz)(u(t))) est paire, alors o ~ 1 mod P ;
2. 81 vp(Ng p) (u(t))) est impaire, alors a ~ —Amod P et

U’/)(A) +1

5 +vp(u1(A)) < vp(up(A)).

Démonstration.
La valuation vp((ug(A))?) est paire et la valuation vp (A(u1(A))?) est im-
paire. Ces deux valuations sont donc différentes. Par suite, la valuation en P

de N /i) (u(t)) = (uo(A))*—A(u1(A))? est Min(vp((uo(A))?), vp(A(u1(A4))?)).

Si vp(Nk k() (u(t))) est paire. Alors la valuation vp(Ng k(e (u(t))) est
égale a vp((up(A))?) = 2vp(ug(A)). En particulier, la valuation vp ((ug(A))?)
est strictement inférieure & vp(A(ui(A))?), et ainsi

p*vP(NK/k(z)(U(t)))A(ul(A)>2 — p—vp((uo(A))Q)A(ul(A))z
est un élément de P. Par suite, la classe de
o = p PP WNK/k@) (W) (440 (A))2 — p~ 0P Ni/k@) (40D Ay (A))?
dans le corps résiduel en P est non nulle et égale a celle de

p P Wr/k@ O (o (A))2 = pvr((o(A)?)(y4(A4))2
— p—2vp (uo(A)) (UO(A))2
= (e ()"

Si vp (N /() (u(t))) est impaire. Alors la valuation vp (Ng k() (u(t))) est
égale & vp(A(ui(A))?). En particulier, la valuation vp(( (A)) ) est
strictement supérieure & vp(A(u1(A))?), et ainsi

p P Wie/m(@) (W) (0 (A))2 = p= P (AW (A)?) (30 (A))2
est un élément de P. Par suite, la classe de

o= p_UP(NK/k(m)(u(t)))(UO(A))Q _ p_'UP(NK/k(z)(u(t)))A(ul (A))Q
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dans le corps résiduel en P est non nulle et égale a celle de

P (Ni k@) (D) Ay (A))2 = _]{UP(A(ul(A))2)A(U1(A))2
= —A(p ey (A))2.

De plus, la valuation wvp((ug(A))?) est supérieure ou égale &
vp(A(ug(A))?) + 1, donc

vp(A) + 1

5 +vp(u1(A)) <wvp(ug(4)). O

Proposition 4.1.7 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient A € k(x)
et K = k(x)[T]/(T? — A).

Soient P une place de k(x), Op l'anneau de valuation correspondant et
vp la valuation associée. Soit p une uniformisante de P. Nous conservons
la notation 4.1.5.

Nous supposons que
*la valuation vp(A) est paire,
* pvr(D A plest pas pas un carré dans le corps résiduel Op/P.

Alors, pour tout polynéme u := uo(y?) + yui(y?) € k(x)[y], la valuation
vp(Ng k(@) (u(t))) est paire.

Démonstration.
Nous supposons que la valuation vp(Ng () (u(t))) est impaire. Nous no-

tons r := Min (’U’/D(’LL()(A)), U”T(A) + vp(ug (A))) . Lorsque les classes de deux

éléments « et § de Op dans le corps résiduel Op /P sont égales, nous notons
a = (6 mod P.

Par définition de r, la valuation en P de

2
P Ni i) (u(t)) = (p~"ug (A))2 —p A4 (P(UP(A)/%T)M (A)>

est positive ou nulle. Cette valuation étant impaire elle est strictement po-
sitive, c’est-a-dire que

2
(p"uo (A))2 =p P4 (p(UP(A)/%T)ul (A)) mod P. (4.2)

Par définition de r, I’'une des deux valuations vp (p(”P(A)/2_T)u1 (A)) et
vp (up (A)) est nulle. En fait, la congruence 4.2 impose a ces deux valua-
tions d’étre nulles. En particulier, 'élément p~v?(4) A appartenant & C’);, la
classe de p(*P(A)/2=7)y; (A) dans le corps résiduel Op /P est inversible. Nous
déduisons alors de la congruence 4.2 que

—r 2
—op(A) g p~"ug (A) N
P A <p(v7>(z4)/2r)u1 (A) mod P ~ 1 mod P.
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Ceci contredit 'hypothése selon laquelle p~*?(4) A n’est pas un carré dans le
corps résiduel Op/P. La valuation vp(Ng k() (u(t))) doit donc étre paire.
O

4.2 FEtude des courbes Cs .

Soit k un corps de caractéristique 0. Soient d, e, 0 € k[z] trois polynémes
non nuls tels que e? — 4d soit non nul. Dans cette section, nous étudions la
courbe elliptique £ d’équation de Weierstrass

E:t? = s(s® — 6(e* — 2d)s + (6d)?)

Nous appliquons ensuite les résultats de I’étude aux cas particuliers ou § = ¢
et = (x pour un certain ¢ € k.

Nous calculons tout d’abord I'image de la torsion de £(k(z)) par 7s.

Lemme 4.2.1 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient d, e, § € k(x)
trois fractions rationnelles non nulles telles que e? — 4d soit non nul.

Alors le polynome s(s? — §(e? — 2d)s + 62d?) € k(z)[s] est sans facteur
carré.

Démonstration.

Comme dd est non nul, les polynomes s et s — §(e? — 2d)s + §2d?
sont premier entre eux. De plus, le discriminant §2e? (62 — 4d) du polynéme
52— §(e? — 2d)s + §2d? est non nul. Le polynome s? — §(e? — 2d)s + §2d? est
donc sans facteur carré. [

Proposition 4.2.2 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient d, e, § €
k(z) trois fractions rationnelles non nulles telles que €? — 4d soit non nul.
Soit € la courbe elliptique sur k(x) d’équation de Weierstrass

£ 12 =5(s* — 6(e* — 2d)s + 6%d?).

Nous supposons que d, €2 —4d et —5(e? —4d) ne sont pas des carrés dans
k(x). Alors la torsion 2-primaire de E(k(x)) est engendrée par les points de
coordonnées

* (=8d, A3de) si —5 = A? pour un certain A € k(z),

* (0,0) si —0 n'est pas un carré dans k(x).

Démonstration.

Nous commengons par déterminer la 2-torsion de la courbe elliptique £.
Elle correspond aux points («,0) avec a une racine du polynome
5(s? — 6(e? — 2d)s + (6d)?). Par hypothese, e? — 4d n’est pas un carré, donc
le polynome

g(s) == 82 = 5(€® — 2d)s + (5d)° = <s - g(eQ - 2d)>2 - 25262(62 ~ 44
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n’a pas de racine dans k(x). Le polynome g(s) est donc irréductible (il est
de degré 2). Par conséquent, la 2-torsion de £(k(x)) est le groupe d’ordre 2
engendré par le point (0,0).

Un point P := («, ) de E(k(x)) vérifie 2P = (0,0) si et seulement si la
droite passant par (0,0) et P est tangente a £ en P.

Soit ¥ € k(x). L’intersection de la droite {(y, z) € k(z) x k(x) | z = ¥y}
et de E(k(x)) est Pensemble des points (y, vy) € k(x) x k(x) tels que y soit
nul ou solution de I’équation

iy =y* — §(e? — 2d)y + (0d)% (4.3)

La droite d’équation z = 1y est donc tangente a la courbe £ en un point
autre que le point (0,0) si et seulement si ’équation 4.3 admet une racine
double, c’est-a-dire si le discriminant

(8(e® — 2d) +9°)* = 4(3d)* = (¥* + 6¢*)(¥* + &(¢” — 4d))

de I’équation 4.3 est nul. Cela ne se produit que dans deux cas : lorsque —9
est carré dans k(x), ou lorsque —§(e? —4d)) est un carré dans k(z). Comme
—6(e? — 4d) n’est pas un carré dans k(z), le seul cas & étudier est celui ol

—6 € k(x)*2.

Supposons qu'il existe A € k(z) tel que —§ = A?. L’équation 4.3 a une
racine double lorsque que ¥ = Ae ou » = —Ae. Ces valeurs de 1 corres-
pondent aux points (—dd, A3de) et (—dd, —A3de). Les points (—dd, A3de)
et (—dd, —A3de) sont des points de 4-torsion.

Nous posons K := k(z)[T]/(g(T)) le corps de décomposition du po-
lynome g(s). Soit e : E(k(z)) — k(x)* /k(x)*? x K*/K*? le morphisme
de Cassels-Schaefer associé a £(k(x)). Sa premiere coordonnée envoie un
point («, 3) tel que a soit non nul sur la classe de . Ainsi, comme d n’est pas
un carré dans k(z), les images par m¢ de (A2d, A3de) et de (A%d, —A3de) ne
sont pas triviales. Par conséquent, les points (A2%d, A3de) et de (A%d, —A3de)
ne sont pas des doubles dans E(k(z)). O

Proposition 4.2.3 Soit k un sous-corps de R. Soient d, e, 0 € k[z] trois
polynémes non nuls tels que e? — 4d soit non nul. Soit £ la courbe elliptique
sur k(x) d’équation de Weierstrass

t2 = s(s? — 6(e® — 2d)s + 62d?).

Nous conservons les notations 4.1 et 4.2. Nous supposons que d est unitaire
de degré pair. Nous supposons de plus que e —4d est de degré impair et que
son coefficient dominant est strictement positif. Nous supposons enfin que
le coefficient dominant ¢ de & est strictement positif.

Alors limage de ~g est contenue dans l’ensemble des classes dans
k(z)*/k(x)*? de diviseurs unitaires sans facteur carré de dd de degré pair.
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Démonstration.

Soit P := (a, ) € E(k(x)). Le polynoéme e? — 4d € k[x] n’est pas un
carré dans k(z) (il est de degré impair). Le polynome s? — §(e? — 2d)s + 62d?
est donc irréductible. Par suite, si § = 0, alors P est le point de coordonnées
(0,0) (voir la démonstration de la proposition 4.2.2), et son image par ~y¢
est donc triviale.

Nous supposons que [ est non nul. D’apres la proposition 4.1.4, il existe
€ € k, u € k[r] unitaire sans facteur carré divisant (6d)? et deux polynomes
0 € k[x] et ¢ € k[z] tels que

* uf soit premier avec 1
o= e,ue—z.

Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place a 'infini
de k(z), A := w etu(y) =y —a+ @. Pour cela, nous notons
K = k(z)[y]/(y?> — A) et ya la classe de y dans K 4. Nous avons alors

*

627
Nicai@) @(u2)) = Nicjuee) (a4 — a+ 2520
_ ( §(2—2d)\2  62e2(e?—4d)

= \*7 7= - 4

= a?—§(e? - 2d)a + 5%d>.

La valuation associée a la place a 'infini de k(z) est — deg. Ainsi, le lemme
4.1.6 affirme que la classe du coefficient dominant de Ng, /(x)(u(y4)) dans
kX /E*2 est celle

* de 1 si deg(Ng , /k(@)(u(ya))) = 0 mod 2,

* du coefficient dominant de 4d—e? si deg(Ng , /k(z) (w(y4))) = 1 mod 2.
Soit A le coefficient de e? — 4d.

Le point P est un point de £(k(z)), donc % = aNg , /k()(u(ya)). Les
fractions rationnelles o et N, /(o) (u(y4)) sont donc non nulles (car 3 # 0).
Ainsi, puisque o ~ e, nous avons et ~ Ng, /p(z)(w(ya)). Le polynome pu
étant unitaire, nous déduisons de cette équivalence que

* e~ 1sideg(a) =0mod 2,

* e~ —M\sideg(a) =1 mod 2.

Nous supposons maintenant que deg(a) = 1mod 2, c’est-a-dire que
deg(Nk , /k(z)(w(ya))) = 1 mod 2. Alors, d’apres le lemme 4.1.6, nous avons

o2 _ . co(52e2(e2 —
des (a_ 5( 2 2d)> o ol+d g(52 (¢ — 4d)) 4)

Bien que deg(e?) et deg(d) soient pairs, le degré deg(e? — 4d) est impair.
Nous avons donc deg(e?) = deg(d) > deg(e? — 4d). Par suite, le degré de

e? —2d = 6254(1 + % est deg(e?). Nous en déduisons que

2deg(e? —2d) = 2deg(e?)
> deg(e?) + deg(e? — 4d) = deg(e?(e? — 4d)).
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En ajoutant 2deg(d) aux deux membres de cette inégalité, nous montrons

2deg (6 (¢? —2d)) > deg(6%e*(e? — 4d))

> —1+deg(6%e%(e? — 4d)). (4.5)

L’inégalité 4.5 ne peut étre cohérente avec 'inégalité 4.4 que dans le cas o
a? (c’est-a-dire eud?) et @@Z)Q ont méme degré et méme coefficient
dominant.

Comme deg(d) > deg(e? — 4d) et d est unitaire, le coefficient dominant
de e?—2d = (62 — 4d) +2d est 2. Le polynéme p étant unitaire, nous venons
de montrer que € ~ (. Or € ~ —\, donc —(A est un carré dans k. Ce n’est
pas possible : k£ est un sous-corps de R et (A > 0. Par suite le degré deg(a)
est toujours pair. [

Proposition 4.2.4 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient d, e, § €
k[z] trois polynémes non nuls tels que e* — 4d soit non nul. Soit € la courbe
elliptique sur k(x) d’équation de Weierstrass

t2 = s5(s — 6(e® — 2d)s + 6°d?).

Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.

Soit p un facteur premier de e qui ne divise pas dd. Nous supposons que
le polynéme €? — 4d € k[x] est de degré impair.

Alors limage de ~g est contenue dans l’ensemble des classes dans
k(z)*/k(x)*? de diviseurs u sans facteur carré de dd tels que

@~ 1modp ou u~ —dd mod p.

Démonstration.

Soit P := (a,B) € E(k(x)). Le polynéme e? — 4d € k[z] n’est pas un
carré dans k(z) (il est de degré impair). Le polynome s? — §(e? — 2d)s + 62d?
est donc irréductible. Par suite, si 8 = 0, alors P est le point de coordonnées
(0,0) (voir la démonstration de la proposition 4.2.2), et son image par ~y¢
est donc triviale.

Nous supposons que (3 est non nul. D’apres la proposition 4.1.4, il existe
p € k[z] sans facteur carré divisant (6d)? et deux polynomes 6 € klx] et
Y € k[z] tels que

* uf soit premier avec 1)

02
= [z

*ouw? = 20t — §(e? — 2d)ub?? + (5d)%t.

Puisque p est un facteur premier de e, nous avons la congruence

*

pv? = (ph* + 5dip?)? mod p. (4.6)

Lorsque v est inversible modulo p, nous déduisons de la congruence 4.6 que
o~ 1 mod p.
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Supposons que p divise v. D’apres la congruence 4.6, nous avons
pb? = —dip® mod p.

Comme §d et p sont premiers a p, nous savons que 6 est divisible par p si
et seulement si 1 est divisible par p. Or les polynomes 6 et ¢ sont premiers
entre eux, donc p ne divise ni 6 ni ¢. Nous déduisons alors de la congruence
pb? = —8dyp? mod p que pp ~ —6d mod p. [

Proposition 4.2.5 Soient n, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w, p). Nous
POSONS :
e +772—w2
w2 — n? 4
Soient B(x) := (z +b1)? —n? et C(z) :== 2(z + b1) + w? —n? — 1.
A tout ¢ € k*, nous associons la k(x)-courbe elliptique CQ— d’équation

affine :

CC’:t2:s(.92fC((l70)272(370)>5+C2(370)2>.

b1

Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que
* Wt > et
* (w2 — 7]2)2 —4u? = (w2 —n? - Qw) (w2 —n? + Qw) n’est pas un carré
dans k.

Alors, pour tout ¢ € k strictement positif, l’image de 765 k(z) est triviale.

Démonstration.
Soit ¢ € k strictement positif. Nous appliquons les propositions 4.2.3 et
424 avece=1—-C,d=B—-Cetd=_.

Le polynéme e = 1 — C est de degré 1. Il est donc non nul. De méme,
comme deg(B — C') = 2, le polynéme d = B — C' est non nul.

Le polynome e? —4d = (1 — C)? —=4(B — C) = 4 (w* —n?) z + 4p? est
de degré 1 (car w? > n?). En particulier, le polynéme e? — 4d est non nul.
Ainsi, puisque § = ¢ € k%, le polynome

s(s* = (1= C)? = 2(B = O))s + ¢*(B - C)?)
est sans facteur carré (voir le lemme 4.2.1).

Le polynome e? — 4d = (1 — C)? — 4(B — C) est de degré impair et
son coefficient dominant (qui vaut 4 (w2 — 772)) est strictement positif par
hypothese.

De plus, le polynome d = B — C' est unitaire de degré 2. Ainsi, comme (
est strictement positif, les hypothéses de la proposition 4.2.3 sont satisfaites.
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Par conséquent, 'image de ez est contenue dans I’ensemble des classes dans
k(z)* /k(z)*? de diviseurs p unitaires de degré pair de B — C. Soit p un tel
diviseur. Le polynéme B — C étant unitaire de degré 2, nous avons deux
possibilités :

pwr~1loup~(B—-C).

Le reste de la division euclidienne de dd = ((B—C) = ([(x+b; —1)? —w?]
pare=1—-C=n%—-w?—-2(x+0b —1) est

w? —n? 4?1
( 4) Z(w2—772+2w)(w2—772—2w).

Ce n’est pas un carré dans k. En particulier, ce reste n’est pas nul. Ainsi,
puisque le polynome e — 4d € k[z] est de degré 1, les hypotheses de la
proposition 4.2.4 sont vérifiées. Cette proposition affirme que

p~1mod(l—-C)oup~—((B—C)mod (1—-C).
Lorsque p ~ (B — C), nous avons
B—C~1mod(1-C)ouB—-C~—((B—-C)mod (1-0C).

La premiere alternative signifie que le reste (w2 — 7;2)2 — 4w? de la division
euclidienne de 4(B — C) par 1 — C' est un carré dans k, ce qui est exclu.

La deuxieme alternative est également impossible car —( n’est pas un
carré dans k (k est un sous-corps de R et I'élément —( est strictement
négatif). Le cas u ~ (B — C) est donc impossible. [

Les propositions 4.2.3 et 4.2.4 nous permettent de traiter completement
le cas ou  est un élément strictement positif de k. Elle sont cependant
insuffisantes dans le cas ol § est un multiple de .

Proposition 4.2.6 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient d, e, § €
k[z] trois polynémes non nuls tels que € — 4d soit non nul. Soit £ la courbe
elliptique sur k(x) d’équation de Weierstrass

t2 = s(s? — 6(e® — 2d)s + 62d?).

Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.

Soit p un facteur premier de 6. Nous supposons que vy,(0) = 1 et
vp(d) = vy(e) = 0. Nous supposons aussi que le polynéme e? — 4d € k[x]
est de degré impair.

Alors limage de ~e est contenue dans l’ensemble des classes dans
k(z)*/k(x)*? de diviseurs sans facteur carré p de dd tels que

* p~1modp sivy(p) =0, et

* ptu~pté mod p sivy(p) = 1.
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Démonstration.

Soit P := (a, ) € E(k(x)). Le polynoéme e? — 4d € k[x] n’est pas un
carré dans k(z) (il est de degré impair). Le polynome s? — §(e? — 2d)s + 62d?
est donc irréductible. Par suite, si § = 0, alors P est le point de coordonnées
(0,0) (voir la démonstration de la proposition 4.2.2), et son image par ~y¢
est donc triviale.

Nous supposons que [ est non nul (le cas ot P est un point de ramifica-
tion est direct). D’aprés la proposition 4.1.4, il existe p € k[x] sans facteur
carré divisant (6d)? et deux polynémes 0 € k[x] et ¢ € k[x] tels que

* uf soit premier avec 1

92
o=z
La proposition 4.1.4 affirme également que

*

v = 120* — §(e* — 2d) by + (5d)*yt. (4.7)

Le cas ou1 v,(1) = 0. Nous réduisons 'équation 4.7 modulo p. Puisque p
divise d, nous avons
w? = 1260* mod p.

Si § est premier & p, alors p = (v0~2)2 mod p et donc p est un carré non
nul modulo p.
Nous supposons maintenant que p divise 6. Le polynéme p étant un
facteur premier de §, il divise puf? + §(e? — 4d)1p? et donc
op(UO2 (62 + 3(e2 — 4d)62)) = 2u,(6) + vy (u6? + 3(e? — dd)s?)

>
> 241=3.

Nous exprimons cette valuation en utilisant 1’égalité
pb? (6% 4 6(e? — 4d)y?) = p?® — 5%2d>*

(qui est une reformulation de I’équation 4.7). Les polynomes 1) et 6 sont pre-
miers entre eux. Le polynéme 9 est donc premier a p. Par suite, la valuation
vy (62d%y*) est égale & 2. Or vy(ur? — 62d%y*) > 3 > 2, donc la valuation
vp(uv?) est égale & 2. Nous pouvons maintenant conclure :

plep™)? = ppp*(p~10)" = (p10)(e* — 2d)u(p™'0)*¥?) + (p~'od)*y*
= (6p~H)2%d** mod p
et vp~! est premier & p, donc p ~ 1 mod p.

Le cas out v,(p) = 1. Soient p € k[x] et § € k[z] deux polynomes tels que

1= pi et § = pd. Apres simplifications, I’équation 4.7 devient

2 =p (,7204 —5(e? — 2d) % + (Sd)%‘*) .
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En particulier, le polynéme p divise jiv?. Or p est premier & i (car u est sans
facteur carré), donc p divise v. Soit ¥ € k[z] un polynéme tel que v = pv.
L’équation 4.7 se réécrit

pir? = 20 — §(e? — 2d) 0% + (5d)**
c’est-a-dire
~~9 2 72\%  F2~p2 2
puv = (,u9 —+ ddyp ) — de” by .
Nous avons en particulier la congruence
T 2~p2 2 2 | 522
de uh“p* = (,u@ + ddy ) mod p. (4.8)

Supposons que p divise ¢. Alors, d’apres la congruence 4.8, le polynome
p divise ddi)?. Le polynome 1) est premier a ¢, donc p est premier a 1. De
plus, v,(dd) = 1 donc p ne divise pas ddip?. Par conséquent, le polynome p
ne divise pas 6.

Supposons que p divise . Alors p divise 16 (d’apres la congruence 4.8).
Comme 6 et v sont premier entre eux, 6 n’est pas divisible par p. De plus,
1 est sans facteur carré, donc p ne divise pas p. Finalement, p ne divise pas
7162, Par conséquent, le polynéme p ne divise pas 1.

Puisque e, 0 et ¢ sont premiers & p, nous déduisons de la congruence 4.8
que it ~dmodp. O

Proposition 4.2.7 Soient n, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w, p). Nous
POSONS :
_ - L
w2 —n? 4
Soient B(z) := (x +b1)? —n? et C(x) :=2(x + b)) +w? —n? — 1.
A tout ¢ € kX, nous associons la k(z)-courbe elliptique Cc_x d’équation

affine :
Gt =s (= ((1-0P—2(B-0C))s+ %P (B-C)).

by

Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que w? > 1>
et que les éléments

(b1 —14w)(by — 1 —w),
* (201 - 2+ WP = ?) (WP =P+ 2w),
* (201 -2+ W =) (WP - P - 2w),
* 2w? —n? —2w)(b — 1 —w), et
* 2(w? —n? 4 2w)(by — 14+ w)
ne sont pas des carrés dans k.
Alors, pour tout ( € k strictement positif, l’image de ’chw,k(x) est triviale.

*
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Démonstration.
Soit ¢ € k strictement positif. Nous appliquons les propositions 4.2.3,
424 et426avece=1—-C,d=B—Cetd=_x.

Le polynéme e = 1 — C est de degré 1. Il est donc non nul. De méme,
comme deg(B — C) = 2, le polynéme d = B — C est non nul.

Le polynome e? —4d = (1 — C)? —4(B — C) = 4 (w* —n*) z + 4p? est
de degré 1 (car w? > 7?). En particulier, le polynome e? — 4d est non nul.
Ainsi, puisque § = (x est non nul, le polynéme

s(s? = (1= C)? = 2(B = O))s + ¢*(B - C)?)
est sans facteur carré (voir le lemme 4.2.1).

Le polynéme e —4d = (1 — C)? — 4(B — C) est de degré 1 et son coeffi-
cient dominant (qui vaut w? — n?) est strictement positif par hypothese. De
plus, le polynome d = B — C' est unitaire de degré 2. Enfin, { est strictement
positif. Nous sommes donc sous les hypothéses de la proposition 4.2.3. Par
conséquent, 'image de ’ch est contenue dans I’ensemble des classes de di-

viseurs p unitaires de degré pair de 0d = (x(B — C'). Soit p un tel diviseur.
Comme B — C = (z + by — 1)2 — w?, nous avons quatre valeurs possibles

pour p :

1. =1,

2. p=z(r+b —1—-w),

3. p=z(x+b —1+w), ou
4 p=(B-0)

L’élément d(0) = B(0) — C(0) = (b; — 1)? — w? n’est pas un carré dans k.
Il n’est donc pas nul. De plus e(0 ) =1-0C(0) = — (2b1 — 2+ w? — n?) est
non nul (car (2b; — 2 + w? — %) (w? — n? + 2w) n’est pas un carré dans k).
Le polynéme 6 = (x est donc premier au polynéme ed. Les hypotheses de
la proposition 4.2.6 (avec § = () sont donc satisfaites.

Le cas ou pu = (B — (). D’apres la proposition 4.2.6, nous avons
p ~ 1 mod x, c’est-a-dire B(0) — C(0) = (b; — 1)? — w? € k*2. Nous avons
une contradiction avec les hypotheses. Le cas y = B—C' est donc impossible.

Le cas ou p = z(z + by — 1 — w). D’apres la proposition 4.2.6, nous avons
r+4+b —1—w~ (mod z, c’est-a-dire

b —1—-w~¢(.

Le reste de la division euclidienne par 1 — C' = —2(z + by — 1) + n? — w?
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_ 2_ .2
* de x est — 22w on” 2;“’ ui

* de B—C = (z+b;—1)2—w? est <w25772>2—w2 = (“)2_"2”“)4(‘“2_”2_2‘”).
Ces deux restes sont non nuls (les éléments (2b; — 2 +w? —7?)(w? — n? +2w)
et (2b1 — 2 + w? — n?)(w? — n? — 2w) ne sont pas des carrés dans k). Les
hypotheéses de la proposition 4.2.4 sont donc satisfaites.

D’apres la proposition 4.2.4, nous avons

p~1lmod (1—C)oup~—Cx(B—C)mod (1-C),

c’est-a-dire
z(z+b—1—w)~1mod (1 -C)ou —(~(x+b —14+w)mod (1—-C).
Etant donné que 1 — C = —2(x + by — 1) + n? — w?, cela signifie que
(201 — 2+ w? — ) (W? =+ 2w) ~ 1 ou ¢ ~ 2(w? —n? — 2w).
Le premier cas est exclu par hypothese. Dans le second cas, nous avons
C~2wW? —n? —2w) et C~ (b — 1 —w).

Le second cas est également exclu car 2(w? —n? — 2w)(by — 1 — w) ¢ kX2
Finalement, p ne peut étre égal a z(x + by — 1 — w).

Le cas ou p = z(x+ by — 1 +w). Par symétrie des roles de w et —w, ce cas
n’est pas possible. [

4.3 Etude de la courbe (?5_.

Soit k un corps de caractéristique 0. Soient d, e, 0 € k[z] trois polynémes
non nuls tels que e? — 4d soit non nul. Dans cette section, nous étudions la
courbe elliptique £ d’équation de Weierstrass

E:t2=5(s+06e?)(s + 5(e? — 4d)).

Nous appliquons ensuite les résultats de I’étude aux cas particuliers ot § = ¢
et 0 = (x pour un certain ¢ € k.

Proposition 4.3.1 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient d, e, § €
k[z] trois polynémes non nuls tels que e? — 4d soit non nul.
Soit € la courbe elliptique sur k(x) d’équation de Weierstrass

E:1? = s(s+ 0e?) (s + (e — 4d)).

Nous supposons que les polynémes e* — 4d, —6 et —5(e* — 4d) ne sont pas
des carrés dans k(z).

Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.

Alors la torsion 2-primaire de E(k(x)) est engendrée par (—6,0) et
(€2 — 4d,0). En particulier, limage par ve de la torsion de E(k(x)) est en-
gendrée par les classes [e* — 4d)] et [—6].
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Démonstration.

Comme les polynémes §, e, e — 4d et d sont non nuls, le polynome
s(s +d0e?)(s + d(e? — 4d)) (a coefficients dans k(z)) est sans facteur carré.

La courbe £ possede trois points de 2-torsion : les points de coordonnées
(0,0), (—de2,0) et (—d(e? — 4d),0).

Les éléments —6, €2 —4d et —§(e? —4d) ne sont pas des carrés dans k(z),
donc les les images

* e (_5e 0) = (4],

* e (=6 (e - 4d) ,0) = [-5 (2 — 4d)] et

* g (0,0) = g (—6€%,0) +ve (=0 (e* — 4d) ,0) = [¢* — 4d]
ne sont pas tr1v1ales (image 7¢ (0,0) est calculée en remarquant que
(0,0) = (—6€%,0) + (=0 (e* — 4d) ,0)).

Or les éléments de 2E(k(z)) sont d’image triviale par ~¢, donc les points
de coordonnées (0,0), (—562, 0) et (—5 (62 — 4d) ,O) ne sont donc pas des
doubles dans E(k(x)).

Comme 'image d’'un double par ¢ est triviale, nous avons, pour tout
entier m € N impair, I’égalité v¢(T) = v¢(mT). En particulier, pour tout
m € N impair, tout n € N et tout point de (2"m)-torsion T, I'image v¢(T')
est 'image du point de 2"-torsion m71 par vg. Ainsi, 'image de la torsion de
E(k(z)) par ve est I'image de la torsion 2-primaire de £(k(z)), c’est-a-dire
Iimage de la 2-torsion de £(k(z)). O

Proposition 4.3.2 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient d, e, 6 €
k[z] trois polynémes non nuls tels que e? — 4d soit non nul.
Soit € la courbe elliptique sur k(x) d’équation de Weierstrass

E: 12 =5(s+0e?) (s + 5(e? — 4d)).

Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.

Nous supposons que e est sans facteur carré. Nous supposons de plus qu’il
n’existe aucun facteur premier p de e tel que —dd soit un carré (éventuellement
nul) modulo p.

Alors limage de e est contenue dans [’ensemble des classes dans

k(z)*/k(x)*? de diviseurs de §(e? — 4d).

Démonstration.

Puisque les polynémes §, e, d et e?> — 4d sont non nuls, le polynéme
s(s +0e?)(s + d(e? — 4d)) (a coefficients dans k(z)) est sans facteur carré.

Soit P := (o, 3) un k(x)-point de £. Nous supposons que 3 est non nul
(le cas ou B = 0 est direct).

D’apres la proposition 4.1.4, il existe une constante € € £, un polynéme
p € k[z] unitaire sans facteur carré divisant §2e?(e? —4d) et deux polynomes
6 € k[x] et ¢ € k[z] tels que

* 1l soit premler avec 1.

*a=epls.
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La proposition 4.1.4 affirme également que
eur? = (epb? + 5e2?) (epub? + 6(e? — 4d)ep?). (4.9)

Supposons que e et §(e? — 4d) aient un facteur commun p. Nous avons
alors
—od = 2(62 —4d) mod p
= 0 mod p.

En particulier, —dd est un carré modulo p, ce qui contredit les hypotheses.
Les polynémes e et (e — 4d) sont donc premiers entre eux. Soient

p := pged(p, d(e* — 4d)),

e1 := pged(u, e),

ez € klz] 'unique polyndme tel que e = ejeq, et

pe € k[x] Punique polynome tel que §(e? — 4d) = pq pio.

Le polynome p est sans facteur carré et les polynomes e et d(e? — 4d) sont
premiers entre eux, donc p = piep. Ainsi, aprés simplifications, ’équation
4.9 s’écrit :

* K X K

ev? = (eu10® + deresh?)(ee16? + po)?). (4.10)

Nous supposons maintenant que p et e ont un facteur premier commun p.
Alors e est divisible par p. Ainsi, en réduisant 1’équation 4.10 modulo p,
nous obtenons la congruence

6V2

epi1 p1260%¢* mod p
€6(e? — 4d)6%*)? mod p (4.11)

—4€5d6%9? mod p.

2

Y

Si p divise @ : D’apres la congruence 4.11, p divise v. En fait, p? divise v
pb*, 5e20%? et 6(e? — 4d)6%)?. Nous en déduisons que le polynome

Sereapop? = e — 2 puft — e6e20*p? — eb(e* — 4d)6*?

est divisible par p?. Nous avons supposé que vp,(e) = 1, donc vy(e1) = 1 et
vp(e2) = 0. Par ailleurs, e et §(e?—4d) sont premiers entre eux. Les valuations
v,(8) et vp(p2) sont donc nulles. Par conséquent, p? divise 1)*. Ce n’est pas
possible : 0 et 1) sont premiers entre eux. Le polynoéme p ne divise donc pas 6.

2

Y

Si p divise v : D’apres la congruence 4.11, p divise v. En fait, p? divise v
5e20%?, 5(e? — 4d)6%? et Seredugib®. Nous en déduisons que le polynome

bt = ev? — e6e?0%Y? — ed(e? — 4d)6%p? — deres
est divisible par p?. Or v,(p) = 1 (car  est sans facteur carré), donc p divise

6*. Ce n’est pas possible : § et 1) sont premiers entre eux. Le polynéme p ne
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divise donc pas .

Finalement, p ne divise pas #v. Par ailleurs, le polynome —dd n’est
pas un carré modulo p. Nous aboutissons ainsi a une contradiction avec
la congruence 4.11 : comme p ne divise pas 6, la congruence 4.11 se réécrit
—d&d ~ 1 mod p. De cette contradiction, nous déduisons qu’il n’existe aucun
facteur carré commun a p et e : le polynome p est donc un diviseur de

§(e? —4d). O

Le lemme suivant est donné dans un cadre plus général que celui de la
courbe elliptique précédemment étudiée.

Proposition 4.3.3 Soit k un corps de caractéristique 0. Soit (e;);_; une
famille d’éléments de k[z|. Soit Py, Ps € k[z][y] deuz polynomes. Nous sup-
posons que

* e polynome Py est de degré impair en vy,

¥ deg,(Pr) <2r, et

2

,

* Pa(y) (H(y — ei)) — DPy(y) | est sans facteur carré.
i=1

Nous notons H la courbe hyperelliptique sur k(z) d’équation affine

T

H: 2% = Py(y) (H(y - ei)) — DPi(y)

i=1

Soit p € kl[z] un facteur premier de D. Nous supposons que
vp(Pa(e;)) = 0 pour tout i € {1,--- ,r}.

Soient div(u, w) un diviseur semi-réduit de poids 1 et a € k(x) l'unique
racine de u. Nous supposons que w(a) # 0. Nous notons 3 := p~vr(F2(0)) py(a).
Nous conservons la notation 4.1.

Il existe alors un entier i € {1,--- ,r} tel que

B ~1modp ou 3~ Ps(e;) mod p.

Démonstration.
T

2
Soient h(T) := (H(T — ei)> —DP(T) et L := k(x)[T]/(R(T)). Soit t
i=1
la classe de T dans L. Soient ug, u; € k[z] deux polynémes premiers entre
eux tels que o = Z—(l’
Par définition de la représentation de Mumford pour les éléments de
Jac(H), nous avons

Po(a)Np () (1) = w(a)? (4.12)
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Comme w(a) # 0 et (uf)? Np k(@) () = Npji(z)(v1y — uo), nous déduisons
de I’équation 4.12 que
Py(a) ~ Npjp(e)(u1y — uo).
Nous distinguons deux cas :
Le cas ou p ne divise pas ﬁ(uo —e;juy). De légalité
i=1

T

2
NL k(@) (u1y — uo) = (H(UO - €iu1)> — Du¥" Py (a)

=1

nous déduisons la congruence

r 2 T 2
(H(uo — eiu1)> — Du?"Py(a) = (H(uo - eiu1)> mod p

i=1 i=1

T
(car p divise D). Or l’élément H(uo — e;up) est inversible modulo

i=1
p, donc vp(Np k(e)(w1y — uo)) = 0 et Npjp)(u1y — uo) ~ 1 mod p.
De plus P2(a) ~ Npjp)(u1y — uo), done la valuation v,(P2(a)) est
paire. Ainsi, puisque v,(3) = 0 et 8 ~ Np (g (u1y — up), nous avons
6 ~ 1 mod p.

Le cas ou p divise uy — e;u; pour un certain ¢ € {1,--- ,r}. Lespolynomes
ug et uq sont premiers entre eux. Or ug = e;u; mod p, donc p ne divise
pas up (sinon p est aussi un diviseur de ug).
Nous déduisons aussi de la congruence ug = uje; mod p que

uclieg(PQ)Pg (@) = uclleg(PQ)Pg (ﬂ) mod p

Ul ui
= uflieg(Pz)Pg(ei) mod p.

Finalement, puisque u; et P5(e;) sont inversibles modulo p, la valuation
vp(Pa()) est nulle et nous avons

B = Py(a) ~ Py(e;) modp. O

Proposition 4.3.4 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient d, e, 6 €
k[z] trois polynémes non nuls tels que e? — 4d soit non nul.
Soit £ la courbe elliptique sur k(x) d’équation de Weierstrass

E:t2 =s(s+6e*) (s + d(e* — 4d)).

Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.
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Soit p un facteur premier de d. Nous supposons que e et & ne sont pas
divisibles par p.

Alors tout élément de l'image de vg est de la forme [u] avec p un diviseur
sans facteur carré de de(e? — 4d) tel que

@~ 1modp ou u ~ —3 mod p.

Démonstration.

Puisque les polynomes d, d et e? — 4d étant non nuls, le polynéme s(s +
§e?)(s + 6(e® — 4d)) (& coefficients dans k(x)) est sans facteur carré.

Nous posons y := s + §(e? — 2d) et z := t. Ce faisant nous obtenons un
isomorphisme entre £ et la courbe elliptique D sur k(x) d’équation affine

D:z* = (y—6(e* —2d)) (y* — 46°d%) .

Nous posons P (y) := 46%d, Pa(y) :=y — d(e? — 2d) et e1(z) = 0.

Soit (A, B8) € E(k(x)). Nous posons A := A + §(e? — 2d). Alors (A, 3) est
un k(z)-point de D.

Soit o 1= pur(P2A) Py(A) = pow(A=6(=2d) (A _ §(e2 — 24)). Le po-
lynome de? est premier & p et P2(0) = —d(e? — 2d) = —de? mod p, donc
la valuation v,(P5(0)) est nulle. Nous faisons appel a la proposition 4.3.3 :
nous avons & ~ 1 mod p ou a ~ —(e? — 2d) mod p, c’est-a-dire

a ~ 1mod pou a ~ —9 mod p.

Par ailleurs Py(A) = A — 6(e? — 2d) = \, donc « est égal & a = p~rM\,
Les polynémes 6, e, d et e? — 4d sont non nuls. D’apres la proposition
4.1.4, il existe pu € k[x] sans facteur carré divisant 62e?(e? — 4d) et deux
polynémes 6 € k[z] et ¢ € k[z] tels que
* uf soit premier avec 1), et
A= ufp—z.
Le polynome p est premier a § et e et il divise d, donc p est premier a
62e2(e? — 4d). Par suite, la valuation vy, (1) est nulle, et donc

2
_Up(9)9
_ o= vp(A)y p
a=p PNV =p (p_vp(w)l/}> .

Nous en déduisons que p ~ a mod p (car p~ ()9 et p~»(¥)e) sont inversibles
modulo p). Par conséquent, nous avons

p~1lmodpoupun~—3modp. O

Proposition 4.3.5 Soient n, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w, p). Nous

POSONS :
2 2 2 2
P nT-w

pu— 2 2+ .

w*—n 4

b1
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Soient B(x) := (x +b1)? —n? et C(x) := 2(x + by) + w? — n? — 1
A tout ¢ € k™, nous associons la k(x)-courbe elliptique CC_ d’équation

affine
(§:925@+CO—CV)G+C01—GF—MB—CD).
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que l’élément
(w2 - n2)2 —4u? = (w2 - n2 — Qw) (w2 - 772 + Qw)

est strictement positif.
Alors, pour tout ¢ € k strictement positif, l'image de ~v5- k() est le sous-
C b

groupe de k(z)* /k(z)*? engendré par les classes [—(] et [(1+ C)? —4B],
et est donc l’image des points de 2-torsion de (?C_(k:(ac))

Démonstration.

Soit ¢ € k strictement positif. Nous appliquons les propositions 4.3.2 et
434 avece=1—-C,d=B—-Cetd=_C(.

Soient A un élément de I'image de Ve k()

Les polynémes e = 1 — C et d = B — C' étant respectivement de degrés
1 et 2, ils sont non nuls.

Puisque (w2 — 772)2 > 4w?, Iélément w? — n? est non nul. Ainsi, le po-
lynome

e2—4d = (1-C)*—-4B-C0C)

(14+C)? - 4B

4(w2—772) (x+bl)+(w2—772)2+47]2
= 4(w2—772):v—|—4p2

est non nul. En particulier, comme § = { € k* est non nul, le polynéme

3(3+C(1—C)2> (s+c((1—0)2—4(3—0)))
est sans facteur Carré.

Le polynoéme e est de degré 1. Il est donc sans facteur carré.
Nous avons supposé (w? —n?)? — 4w? strictement positif. Comme ¢ > 0,
I'élément —(((w? — n?)? — 4w?) est strictement négatif. Par suite, le reste

¢ ((w2 _ 772)2 _ 4w2)
4

de la division euclidienne de —dd = —((B — C) = —¢ ((gg +b; — 1)2 _ w2>

pare=1-C = -2 (33 +b—1+ w2;7’2> n’est pas un carré dans k (le corps
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k est un sous-corps de R). Ainsi, d’apres la proposition 4.3.2, il existe un di-
viseur sans facteur carré p de §(e?—4d) = ¢ ((1 +C)? - 4B) tel que A = [p].

La classe 7¢ (0,0) = [e? —4d] = [(1+C)* —4B] est un élément de
I'image de 75-. Quitte a ajouter cette classe a A, nous pouvons donc sup-
¢

poser, sans perte de généralité, que p est un élément de k£ (le polynome
e? —4d = (1+ C)? — 4B € k[x] est de degré 1).

Le reste de la division euclidienne de d = B — C = (z 4 by — 1)? — w?

_ _ 2 _ 2 (w2 —n?)° —dw?
pare=1-C=-2(x+b —1)— (w?—n?) est ~————. Ce reste est
non nul (il est méme strictement positif). Par conséquent, les polynémes
d= B —C et e=1—C sont premiers entre eux. Ainsi, la proposition 4.3.4
s’applique et affirme que

#~1modpoupu~ —(modp

pour tout facteur premier p de d = B — C. La constante p € k™ étant égale
a sa réduction modulo B — C, nous avons gy~ 1 ou pu~ —¢. O

Proposition 4.3.6 Soient n, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w, p). Nous
posons :

B o2 — 2 +772—w2

w22 4

Soient B(z) = (z + b1)? —n? et C(x) := 2(x + by) + w? — % — 1. Nous
supposons que les éléments w? — n?, et p sont non nuls.

A tout ¢ € k*, nous associons la k(x)-courbe elliptique (?C_r d’équation

affine

CAC_z:t2:s<s+Cx(1—C)2> <8+Ca:((1—0)2—4(B—C)>>.

b1

Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que les éléments

(b —1)7 —w?,

* (w2 _ 772)2 42

*21-C0)(1—b—w) =220y —2+w? —n?) (b — 1 +w),

21 -0C(0)(1—bi4+w) =220 —2+w?—n?) (b — 1 —w) et

* ((bl -1)% - w2> ((w2 - 772)2 - 4w2>
ne sont pas des carrés dans k.

Alors, pour tout ¢ € k strictement positif, l’image de ’YCAC_E,k(z) est le sous-
groupe de k(z)* /k(x)*? engendré par les classes [—(a] et [(1+ C)? — 4B],
et est donc l'image des points de 2-torsion de C’A&C(k(:n))

Démonstration.
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Soit ¢ € k strictement positif. Nous appliquons les propositions 4.1.4,
4.32et4.34avece=1—-C,d=B—Cetd=_x.

Les polynomes § = (x et e =1 — C' étant de degrés 1, ils sont non nuls.
De méme, le polynéme d = B — C' étant de degré 2, il est non nul.

L’élément w? — n? est non nul. Ainsi, le polynéme

e?—4d=(1-C)?2-4B-C) = (1+0C)?—-4B
= 4(w2—772) (9:+b1)—|—(w2—772)2—|—4772
= 4(w2—772):):+4p2

est de degré 1. Ce polyndéme est donc non nul. Nous posons

* S:2g$((1—0)2—2(3—0)) et

£ =22 (1-0)° ((1 — ) —4(3—0)).
Nous venons de montrer que le polynéme

T(S? —4T) = 165%?(e? — 4d)d?
— 16¢%t (1—C)? ((1 O —4(B- 0)) (B — )2 € k[z]

est non nul. Nous pouvons donc appliquer la proposition 4.1.4 au cas de la
courbe CC;.

Soit A un élément de l'image de 75— . D’apres la proposition 4.1.4, il
Cx

existe un diviseur sans facteur carré u € k[x] de

de(e2—4d) = Cz(1-C)(1-C)*—4(B-0))
= (x(1-C)((1+C)*—4B)

tel que A = [p].

Nous vérifions maintenant que les hypotheéses des propositions 4.3.2 et
4.3.4 sont satisfaites.

Le reste de la division euclidienne de d = B — C' = (z 4 by — 1)? — w?

2 . 2\2 4 2
pare=1-—C=-2(z+b —1) — (w? —n?) est %. Ce reste est

non nul. Par conséquent les polynémes B — C' et 1 — C sont premiers entre
eux. De méme, d(0) = B(0) — C(0) = (b1 — 1)? — w? est non nul (ce n’est
pas un carré dans k) donc (x est premier & B — C. Les hypotheses de la
proposition 4.3.4 sont donc bien vérifiées.

Le polynéme e = 1 — C est de degré 1. Il est donc non nul et sans
facteur carré. Pour pouvoir appliquer la proposition 4.3.2, il est nécessaire
et suffisant de montrer que —dd = —(x(B — C) n’est pas un carré modulo

e=1-0C.
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Le reste de la division euclidienne de

—od=—Cz(B-C) = —Ca ((m b — 1) - w2>

parl—C’z—Q(m—i—bl—l—i—wQ;"Q) est

—¢(1=CO) ((* - ?)* - 4w?)
. .

Ce reste est un carré dans k si et seulement si
¢ ~2(1-C(0) (((w2 —n?)’ - 4w2) .

Nous devons donc distinguer deux cas suivant la valeur de (.

Le cas ou —2¢ (1 — C(0)) (((w2 - 772)2 - 4w2> ¢ k*2. Alors la proposition
4.3.2 s’applique. Nous déduisons de cette proposition que le polynéme
sans facteur carré u est un diviseur de §(e? —d) = (x ((1 +C)? - 4B).

Les classes ¢ (—Cw (1—C)? ,0) = [—¢z] et y£ (0,0) = [(1+ C)* — 4B]
sont des éléments de I'image de 75— . Quitte a ajouter l'une de ces
Cx

deux classes & A (ou les deux), nous pouvons supposer, sans perte de
généralité, que p est un élément de k.

Le polynéme d = B—C = (z + by — 1)>—w? a deux facteurs premiers :
pr:i=x+b; —1—wetp:=x+b; —1+w. La proposition 4.3.4 affirme
Pexistence, pour ¢ € {1,2}, d'un entier m; € {0,1} tel que

pr~ (—=Cz)™ mod py ~ (—=¢ (1 = b1 +w))™ mod py

i~ (=C2)™ mod py ~ (=€ (1 — by —w))™ mod py.  13)

Si m; = 0 pour un certain i € {1,2}. La constante u € k étant
égale a sa réduction modulo p;, ’équivalence 4.13 associée a p;
signifie que p ~ 1, c’est-a-dire A = [1].

Si m; =my =1 FEn multipliant les deux équivalences 4.13, nous ob-

tenons MZ N (_4)2 ((1 B b1)2 - w2) |

Ce cas n’est pas possible car (1 — b1)2 — w? n’est pas un carré
dans k.

Le cas o —( ~2(1 —C(0)) <((w2 - n2)2 - 4w2>. Les deux classes
Ve (—C:c (1-— C)2,0> = [—Ca] et 7£ (0,0) = [(1 + C)? — 4B] sont des
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éléments de I'image de 75— . Quitte a ajouter l'une de ces deux classes
Cx

a A (ou les deux), nous pouvons supposer sans perte de généralité que
w est un diviseur de e = (1 — C).

Le polynémed = B—C = (z + b — 1)2 —w? a deux facteurs premiers :
pi=rx+b—1—wetp:=x+b —1+w.

D’apres la proposition 4.3.4, il existe, pour tout i € {1,2}, un entier
m; € {0,1} tel que

po~ (—=Cz)™ mod p1 ~ (—=¢ (1= b1 +w))™ mod py

ft~ (=C2)™ mod py ~ (—C (1 — by — w))™ mod po (4.14)

Nous distinguons deux sous-cas.

Si p est une constante. Alors p est égal a sa réduction modulo
p;. Par conséquent, les équations 4.14 signifient que

* uw~1ou

¥ u~—C(l-b4+w)etpu~—-C(1—-0b —w).

Dans le second cas, nous avons 1 ~ (1 — b1)2 — w?. Ce n’est pas pos-
sible. Nous avons donc p ~ 1, c’est-a-dire A = [1].

S’il existe € € kX tel que p = ¢(1 — C). Nous utilisons ’égalité
1-C = n?—w?—2(z+b; —1) pour montrer les relations de congruence

,uze(772—w2—2w) mod p; et
,LLEG(?]Q—Q)Q—FQW) mod po.

Les équations 4.14 se reformulent alors sous la forme

e(n? —w? —2w) ~ (=C (1 — by +w))™ et
e —w?+2w) ~ (¢ (1 —by —w))™.

Nous en déduisons 1’équivalence
((7]2 - w2)2 - 4w2> ~ (=)™ (L= by +w)™ (1= by —w)™.

Cette équivalence est en contradiction avec les hypotheses de la pro-
position, puisque —( ~ 2 (1 —C(0)) (((w2 — 772)2 — 4w2>. Le cas ou

i = €(1 —C) pour un certain € € k* n’est donc pas possible. O

4.4 Etude de 'image de Il;+.

4.4.1 La forme générale des courbes étudiées.

Soit k un sous corps de R. Soient D, E, § € k[x] trois polynomes tel que
le polynome

(y+6(1—E))(y—6E)(y+dE) (y* — 6°D)
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soit sans facteur carré. Nous considérons la courbe hyperelliptique H d’équation
affine
H:2>=(y+6(1—-E))(y—0E)(y+E) (y2752D).

Notations 4.4.1.1 Nous notons
* fily)=y+6(1-E),
f2(y) =Y - 5Ea
faly) =y + OF et
fa(y) == y* — 0°D.
Nous supposons que le polynome fi fs f3 f4 est sans facteur carré. Nous sup-
posons aussi que D n’est pas un carré dans k(z).
Pour tout i € {1,2,3,4} nous posons K; := k(x)[y]/(fi(y)) et nous
4

* X K

notons y; la classe de y dans K;. Soit my : Jac(H)(k(z)) — HKiX /K2
i=1
le morphisme de Cassels-Schaefer et 7 ; : Jac(H)(k(z)) — K*/K;? sa
i-eme composante.
La norme Nk, /() de l'extension K;/k(r) induit un homomorphisme

Nk, /k(z) K} /K * — k(2)*/k(x)*2. Nous posons Zp; 1= Nk, /k(z) © THi
4
et nous notons =y : Jac(H)(k(z)) — l_Ik:(:E)X/k‘(:U)><2 I’homomorphisme
i=1
de i-éme coordonnée Sy ;.

Dans cette section, nous étudions I'image de Z. Nous appliquons ensuite

les résultats de I’étude aux cas particuliers ou
¥ B = 1-C
= L=¢,
2
* p— (1+Czl 4B
* 9 =( oud = (x pour un certain { € k* strictement positif
Nous en déduisons en particulier des informations sur l’image des mor-
phismes I+ et TI,+ .
¢ Cz

Proposition 4.4.1.2 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient E, D,
§ € klx] trois polynémes non nuls tels que 1 —2E, (1 — E)2 — D et E> — D
soient non nuls.

Alors le polynome (y + 6(1 — E))(y — 0E)(y + 6E)(y?> — 62D) est sans
facteur carré.

Démonstration.
Par hypothese, 1’élément

(=6(1—E)—0E)(=6(1-E)+0E)(6*(1-E)*~6*D) = §*(1-2E)((1-E)*~D)

est non nul. Par conséquent les polynémes (y — 6E)(y + dE)(y? — 62D) et
y+ 0(1 — E) sont premiers entre eux.
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De méme, I’élément
(6E +6(1 — E))(6E + 6E)(6*E? — §°D) = 26*E(E* — D)

est non nul, donc les polynémes y — dE et (y+ (1 — E))(y +IE)(y? — §°D)
sont premiers entre eux.
Nous avons aussi supposé que 1’élément

(=6E +6(1 — E))(—6E — 0E)(6°E* — 6°D) = —20*E(1 — 2E)(E* — D)

est non nul, donc les polynémes y — 6F et (y+46(1 — E))(y + 6E)(y*> — §2D)
sont premiers entre eux.

De ces trois relations de primalité nous déduisons aussi que les polynémes
(y+6(1 — E))(y—6E)(y + 6E) et y> — 62D sont premiers entre eux.

Par ailleurs, 62D est non nul, donc le polynoéme y? — 62D est sans facteur
carré. Ainsi le polynome (y + (1 — E))(y — SE)(y + dE)(y? — 2D) est bien
sans facteur carré. [J

Proposition 4.4.1.3 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient E, D,
§ € k[z] trois polynomes non nuls tels que les polynémes 1 —2E, (1—E)?—D
et E? — D soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H:22=(y+6(1—-E))(y—0E)(y+0E)(y* - 6°D).

Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Nous supposons que (1 — E)? — D et
E? — D ne sont pas des carrés dans k(z), que E et D sont de degré impairs
et que § est non nul.

Alors limage par =y de la torsion de Jac(H)(k(x)) est l'image par Sy
de la 2-torsion de Jac(H)(k(z)). Elle est donc engendrée par les classes :

1. ([¢9],[2E (E* —= D)],[20E], [E* — D]),

2. (1-2E],[-0(E*-D)],[-6(1 —2E) (E* - D)],[1]) et

5. (|0 - By -D|,[E*-D],[F*- D], |0~ E) - D|).

Démonstration.
Puisque 4, (1 — E)> — D, E, 1 —2E, D et E? — D sont non nuls, le
polynome

(y+38(1— E))(y — 0E)(y + 0B)(y* — 6°D)

est bien sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).

Nous avons supposé que D n’est pas un carré dans k(z) (il est de degré
impair) et que & est non nul. Le polynome (y? — 62D) est donc irréductible.
Ainsi, d’apres la proposition 1.4.12, la 2-torsion de Jac(H)(k(z)) est en-
gendrée par les points

l. <y+46(1—-E),0>,
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2. <y—90E,0>,
3. <y+IiE,0> et
4. <y*— 6D >.

En fait trois de ces points suffisent a engendrer la 2-torsion. Nous calculons
maintenant 'image par Zy de < y + (1 — E),0 >, < y+ JE,0 > et
<y —dFE,0>. Nous savons que

Ena(<y+6(1—E),0>)=[-d],

que Zx3(<y+0(1 —FE),0>) = [0(2E - 1)],

et que Ty 4(< y+6(1— E),0>) =[0%((1 - E)? - D).
Nous souhaitons calculer =4 1 (< y + (1 — E),0 >). D’apres la proposition
1.5.9, le produit des composantes de =3 (qui sont toutes a valeurs dans
k(z)*/k(x)*?) est la classe triviale, donc 'image Zx(< y + 6(1 — E),0 >)
est égale a la classe

([(1=2E)((1 - E)> - D)],[-6],[-6(1 —2E)], [(1 — E)* — D]).
Nous montrons de méme que
En(<y—90E,0>) = ([0], 2E(E? — D)],[20E], [E* — D)) et
En(< y+0E,0 >) = ([0(1 — 2E)), [-20E], [-2E(1 — 2E)(E? — D)],[(E* — D)]).

1. Pour tout T' € Jac(H)(k(x)), 'image Z4(2T) est triviale. Or les images
En(<y+d(1—FE),0>), Ey(<y—0E,0>), et Ex(<y+dE,0 >) ne sont
pas triviales (car E2 — D et (1 — E)? — D ne sont pas des carrés dans k(r)),
donc les points < y+ (1 — FE),0 >, <y+IdE,0 > et <y—0FE,0 > ne sont
pas des doubles dans Jac(H)(k(x)).

2. De méme, le polynome 2F n’est pas un carré dans k(x) (il est de degré
impair), donc 'image

Era(< (y+0(1—-FE)),0>+<(y+0E),0>) = [-6][-20E]
= [2E]

n’est pas triviale. Par conséquent, le point < (y + §(1 — E))(y + 0F),0 >
n’appartient pas a 2Jac(H)(k(x)).

3. Les polynoémes E et 1 —2F sont premiers entre eux et le polynéome E n’est
pas un carré dans k(x) (il est de degré impair). En utilisant la décomposition
en facteurs premiers dans k[z], nous en déduisons que —2FE(1 — 2E) n’est
pas un carré dans k(x). Par ailleurs, nous avons

Ens(<y+6(1—E),0>+<y—6E,0>)=[-2E(1-2E))].
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Ainsi, I'image de < y +6(1 — E),0 > + < y —0E,0 > par =y 3 n’est pas
triviale et donc < y + §(1 — E),0 > + < y — 6E,0 > n’appartient pas a
2Jac(H)(k(z)).

4. Nous savons que Zp1(< (y +0FE),0 > + < (y — dE),0 >) = [1 — 2E].
Or 1 — 2F n’est pas un carré dans k(x) (il est de degré impair), donc
<(y+0F),0 >+ < (y—0E),0 > n’est pas un double dans Jac(H)(k(z)).

5. Nous avons supposé que le polynéme (1 — E)? — D n’est pas un carré
dans k(z). L’image Z3,1(< y? — 6°D,0 >) = [(1 — E)? — D] n’est donc pas
triviale. Par suite, le point < y?—3§2D, 0 > n’appartient pas & 2Jac(H)(k(z)).

La 4-torsion de Jac(H)(k(z)) est donc égale a sa 2-torsion. Nous en
déduisons que la torsion 2-primaire Jac(H)(k(z)) est égale a sa 2-torsion.

Comme l'image d’un double par Zy est triviale, nous avons, pour tout
entier m € N impair, I"égalité Zy(T") = Zx(mT). En particulier, pour tout
m € N impair, tout n € N et tout point de 2"m-torsion T, 'image Zx(T) est
I'image du point de 2"-torsion m1 par Zp. Ainsi, 'image de la torsion de
Jac(H)(k(z)) par Ex est 'image de la torsion 2-primaire, c’est-a-dire I'image
de la 2-torsion. Cette image est donc engendrée par Zx (< y+35(1—E),0 >),
En(<y+06E,0>) et Zx(< y—3IdE,0 >), ou, de facon équivalente, par les
images

¥ En(<y—0E,0>)=([6],2E(E*> - D)],[26E],[E* — D)),

* En(Ky+dE, 0>+ <y—90E,0>)
= ([1 = 2E],[-6(E* — D)],[-6(1 — 2E)(E* — D)), [1]) , et

* En(Ky+d(1—E),0>+<y+IdE,0>+<y—9dE,0>)
=((01-EB)*-D},[E*>-D],[E*-D],[(1-E)*~-D]) O

4.4.2 Quelques applications des résultat de la section 4.1.

Proposition 4.4.2.1 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient E, D,

§ € k[z] trois polynomes non nuls tels que les polynémes 1 —2E, (1—E)?—D

et E?> — D soient non nuls. Nous supposons que D n’est pas un carré dans
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H:22=(y+6(1—E))(y—9E)(y+0E)(y* - 6°D).

Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Nous supposons que
* les polynomes (1 — E)2 — D et 1 — 2E sont premiers entre eu,
* les polynomes (1 — E)2 — D et E sont premiers entre eu,
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* les polynomes 1 — 2E et D sont premiers entre euz, et
* les polynomes E et D sont premiers entre eu.

Alors tout élément a de l’image de Zpy est de la forme

a = ([M1,3M1,4], [Mz,s], [M1,3M2,3M3,4], [M1,4M3,4]) avec

* 13 € k[z] un diviseur de 6(1 — 2E),

* w14 € k[x] un diviseur de 5((1 — E)? — D),

* o3 € k[z] un diviseur de SE(E? — D), et

* usa € klz] un diviseur de 5(E* — D).
Démonstration.

Puisque 6, (1 — E)2 — D, E, 1 —2E, D et E?> — D sont non nuls, le
polynome
(y+0(1 = E)(y — 6E)(y + 0E)(y* — §°D)

est bien sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).
Nous utilisons la proposition 4.1.3. Cela nous amene a considérer les
polynomes
gim { Yol 12
7 N, i) (fi) sij =i
c’est-a-dire les polyndémes suivants :
* Arg = N, i) (1) =1,
A2 =—Ag1 = Ng, /i) (y — 0E) = —0,
A3 =—-A31 = Ng, /i) (y +0E) = =0 (1 — 2E),
Arg = As1 = N, i) (v* — 0°D) = 6* ((1 — E)> = D),
Ago = Ni, /i) (1) = 1,
Aoz =—A32= Np, k) (y +0E) = 20E,
A274 = A472 = NKg/k(a:) (y2 — 52D) = 52 (E2 — D),
Az3 = Ny k(e (1) = 1,
A374 = A473 = NKg/k(x) (y2 - 52D) = 52 (E2 — D), et
Ay = Ng, i) (2y) = —46°D.

L S SR S I S SR

Soit a un élément de I'image de Zy. D’apres la proposition 4.1.3, il existe
une famille (p; ;) d’éléments de k[x] sans facteur carré telle que

1<i<4,
JF#i
4 4
* pi; divise pged <H Ak, H Aj,l>,
k=1 =1
¥ g = s et
* En.i (a) soit la classe de H Hij-

J#i
1. Le polynome pq,3 divise

pged (04(1 — 2E) (1 — E)* — D) ,26*E(1 - 2F) (E* - D)).
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Puisque E?> — D = 2F — 1 mod ((1 - E)? - D) et puisque les polynoémes
1 —2F et (1 — E)? — D sont premiers entre eux, le polynéme (1 — E)? — D
est premier & E? — D. Le polynome (1 — E)? — D est aussi premier & E. Or
le polynéme p; 3 est sans facteur carré, donc yq 3 divise §(1 — 2E).
2. Le polynome pi1 2 divise

pged (04(1 - 2E) (1 - E)* - D) ,26*E (E* - D)).
Comme E? — D = (1— E)?— D mod (1 —2FE), et comme 1 —2F est premier
a (1 — E)? — D, les polynémes 1 — 2E et E?> — D sont premiers entre eux.
Par ailleurs, 1 — 2F est premier & E, et nous avons vu que (1 — E)? — D est
premier a E (E2 — D). Ainsi, le polynéme ji12 étant sans facteur carré, il
divise 4.
3. Le polynome p; 4 divise

pged (54(1 - 2B) (1 - B)? - D), ~46" (1 - E)* - D) (E* - D)’ D).

Nous avons vu que 1 — 2FE est premier a (E2 - D). De plus, les polynomes
D et 1—2FE sont premiers entre eux. Par conséquent, le polynéme 1 4 étant
sans facteur carré, il divise § ((1 — E)? — D).

4. Le polynéme ps 3 divise
pged (26°E (E® — D) ,26°E(1 — 2F) (E® — D))
et est sans facteur carré. Le polynome pio 3 divise donc 0E (E2 — D).
5. Le polynome po 4 divise
pged (20°E (E - D) ,~48* (1 - E)* = D) (E* - D)* D).

Les polynomes FE et ((1 - E)? - D) D sont premiers entre eux. Ainsi, le po-
lynéme po 4 étant sans facteur carré, il divise § (E2 — D).

6. Le polynome p3 4 divise
4 _ 2 488 2 2 _ )2
pged (20°E(1 — 2E) (E* — D) ,—46° (1 — E)° — D) (E* - D)" D).
Par hypothese, les polynomes E(1 — 2E) et ((1 - E)? - D) D sont pre-
miers entre eux. Comme le polynome p3 4 est sans facteur carré, us 4 divise

§ (E* - D).

Nous souhaitons maintenant montrer qu’il est possible de choisir les y; ;
tels que p12 = p24 = 1. Pour cela, nous remplagons p; j par la partie sans
facteur carré de p; ; avec
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* oo =1, 1,3 = 13012, B1,4 = [14,

* o3 = po3p a4, floa =1 et iz = puzapoa.

Avec ces notations, nous avons bien
H1 3014 = 1,341,201 4,

* i3 = p2301,212.4,

* o sfoafza = (Ml,3#1,2)2(M2,3M1,2M2,4) (13,412,4)
= (p12p24)” (H1,312,3143,4) , €t

*

f1afi3,4 = [41,4/43 41424
c’est-a-dire

Ep (@) = ([p1,3001,4], [12,3], [01,302,303 4] 5 [f1,4783,4]) -

Nous remarquons aussi que

* Q13 € klx] est un diviseur de 6(1 — 2E), (car pi 2 est un diviseur de
d et p1q,3 est un diviseur de 6(1 — 2F)),

* 14 € k[x] est un diviseur de §((1 — E)? — D),

* a3 € klz] un diviseur de SE(E? — D), (car pi2 est un diviseur
de 4, pas est un diviseur de §E(E? — D) et pg4 est un diviseur de
§ (E? — D)), et

* i34 € k[x] un diviseur de §(E? — D) (car pg4 est un diviseur de
§ (E? — D) et pz 4 € k[z] est un diviseur de §(E? — D)). O

Proposition 4.4.2.2 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient E, D,
§ € k[z] trois polynémes non nuls tels que les polynémes 1 —2E, (1—E)?—D
et E? — D soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H:2* = (y+6(1—E))(y—6E) (y+6E) (y* —§°D) .

Nous reprenons les notations 4.4.1.1 et 4.1. Nous supposons que
*les hypothéses de la proposition 4.4.2.1 sont vérifiées,
* D est de degré impair.

Soit X le coefficient dominant de D.
Alors tout élément o de l'image de Zyy est de la forme

o= ([61@1], [62042], [63063]7 [64044})

avec ai, ag, as, oy € klx] quatre polynomes unitaires et €1, €3, €3, €4 € k*
tels que
* €4~ 1 siay est de degré pair;

* €4~ =\ sty est de degré impair.

Démonstration.
Puisque 6, (1 — E)2 — D, E, 1 —2E, D et E?> — D sont non nuls, le
polynome
(y+30(1 = E)(y — 6E)(y + 0E)(y* — §°D)
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est bien sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).

Soit div(u,v) € Div?(k(H)) un diviseur semi-réduit avec u(y) premier a
f1(y) = y?>—82D. Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’équivalence linéaire de
div(u,v). Nous avons alors Z3;4(Cl(div(u, v))) = [Nk, k() ((—1)des(@q)] .
Il existe un polynéme unitaire oy € k[z] et €4 € k™ tels que

NK, k(=) ((_Udeg(u)u) = €404.

Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place a I'infini
de k(z) et & A:= 62D : comme A ~ D, et comme D est de degré impair et
de coefficient dominant A, nous avons

* €4~ 18l ay est de degré pair;

* eqg ~ =\ siay est de degré impair. [

Proposition 4.4.2.3 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient E, D,
§ € k[z] trois polynomes non nuls tels que les éléments 1 —2E, (1— E)%2—D
et E? — D soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H:z*=(y+6(1—E))(y—0E)(y+E) (y* —6°D).

Nous reprenons les notations 4.4.1.1 et 4.1. Nous supposons que les hy-
pothéses de la proposition 4.4.2.1 sont vérifiées.
Soit p un facteur premier de D. Nous supposons que

*la valuation vy(D) est impaire, et

* vp(0) = vp(E) =vp(1 — E) =0.

Alors tout élément o de ’image de Zpy est de la forme
a = ([a1], [a2], [os], [0])
avec oy, ag, as, ay € klz] quatre polynomes tels que
vp(ay) =0 et ag ~ 1 mod p.

Démonstration.
Puisque 6, (1 — E)2 — D, E, 1 — 2E, D et E?> — D sont non nuls, le
polynéme
(y+30(1 = E)(y — 6E)(y + 0E)(y* — §°D)

est bien sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).

Soit div(u,v) € DivP(k(H)) un diviseur semi-réduit avec u premier &
f1(y) :== y* — 62D. Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’équivalence linéaire
de div(u,v). Nous avons alors Z3,4(CL(div(u,v))) = [Ng, k() ((—1)deg(“)u)] .
Nous posons

oy = p_Up(NKAL/k(x)((_l)deg(u)u))NK4/k($) <(_1)deg(U)u) .
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D’apres la proposition 4.4.2.1, la classe [NK4/;§(£) ((—1)deg(“)u)] est la
classe d'un diviseur sans facteur carré p de 9 ((1 — E)2 — D> (E2 — D).
Nous avons supposé que v,(0) = vp(E) = vp(1 — E) = 0. Ainsi, la va-
luation vy (1) est paire. Or Ng, /j(a) ((—l)deg(“)u) est le produit de p par un
élément de k(2)*?, donc la valuation v, (N, k() ((—1)dee®y)) est paire.
Nous en déduisons que N, k() ((—l)deg(“)u) ~ ay, c’est-a-dire que

[l = [Nicupuior ((=1)25) | = Zpa(CU(div(a, ).

Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place associée
apetaA:=4D : comme la valuation v,(d2D) est impaire, et comme la
valuation v,(cu) est nulle, nous avons ay ~ 1 mod p. O

4.4.3 Deux propositions techniques.

Lemme 4.4.3.1 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient E, D, 6 € kx|
trois polynémes non nuls tels que les polynémes 1 — 2E, (1 — E)?2 — D et
E? — D soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(z) d’équation affine

H:z?=(y+6(1—E))(y—0E)(y+dE) (y* — 6°D).

Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Soit o € Jac(H)(k(z)) un k(z)-point
de Jac(H). Soit p € k[z] un facteur premier de E. Nous supposons que

* vp(FE) =1mod 2,

* vp(d) =0mod 2, et

* v,(E* — D) = 0mod 2.

Il existe alors un point de 2-torsion T € Jac(H)(k(x))tors €t un élément
<wu,v > de Jac(H)(k(x)) tels que

1. a=T+ < u,v >,

2. w est de degré au plus 2,

3. u est premier a (y +6(1 — E))(y — 6E)(y + 0E)(y* — §°D), et

4. (a) vp(u(0F)) = 0mod 2, ou

(b) deg(u) <1 et vy(u(dE)) =1 mod 2.

Démonstration.

Puisque 6, (1 — E)2 — D, E, 1 —2E, D et E?> — D sont non nuls, le

polynome
(y+0(1—E))(y — 6E)(y + 0E)(y* — 6°D)

est bien sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).
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Soit div(uq, vs) un diviseur semi-réduit de classe d’équivalence linéaire
égale & « tel que u, soit premier & (y+46(1—E))(y—0E)(y+dE)(y*—5%D).
Le quadruplet

En(<y—06E,0>) = ([0], 2E(E® — D)],[20E], [E* — D])

est un élément de l'image de la 2-torsion de Jac(H)(k(x)) par Zp. Or
vp(E) = 1mod 2 et v,(8) = v,(E? — D) mod 2 = 0 mod 2, donc il existe
un point de 2-torsion T' € Jac(H)(k(x))tors et une famille (a;)?_; d’éléments
non nuls de k[z] tels que

¥ En(T) = ([oa], [oz], [as], [0u]), et

* vp(ag) = vp(ue(dE)) mod 2
(en fait nous choisissons T' =< y — §E,0 > si la valuation v,(uq(dFE)) est
impaire, et nous prenons 7' = 0 si la valuation v,(uq(0F)) est paire).

Soit (u,v) la représentation de Mumford de « + T. Le point
a+ T =< u,v > satisfait aux conditions 1, 2 et 4 (a) du lemme. Mal-
heureusement, le polynéme @ n’est pas toujours premier a

(y+38(1— E))(y — 0E)(y + 0E)(y* — §°D)

et la condition 3 du lemme n’est donc pas toujours satisfaite. Nous décidons
donc de noter

* up = pged (@, (y + 6(1 — E))(y — 0E)(y + 6E)(y* — 6°D))

* w 'unique polynome unitaire défini par u = usu et
v le reste de la division euclidienne de v par u.
Le point T+ < wuy,0 > est un point de 2-torsion. Le point
< u,v >= a+T— < up,0 > satisfait donc aux conditions 1, 2 et 3 du
lemme.

*

Lorsque deg(uy) = 0. Le point < u,v >=< u,v >= a + T satisfait a la
condition 4 (a) du lemme. Il vérifie donc les conditions 1, 2, 3 et 4 (a).
Lorsque deg(us) = 1. Nous avons deux sous cas.
Lorsque v,(u(6F)) = 0mod 2. Alors < u,v >= o+ T+ < uys,0 >
satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (a) du lemme.
Lorsque v,(u(0F)) = 1 mod 2. Alors < w,v >= a+ T+ < uy,0 >
satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (b) du lemme.
Lorsque deg(us) = 2. Le point < @, > est un point de 2-torsion. Le point
< u,v >=< 1,0 >= 0 satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (a) du
lemme. O

Proposition 4.4.3.2 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient E, D,
§ € k[z] trois polynémes non nuls tels que les polynémes 1 —2E, (1—E)?—D
et E? — D soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H:22=(y+6(1—-E))(y—0E)(y+0E)(y* - 6°D).
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Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Nous supposons que les hypothéses de
la proposition 4.4.2.1 sont vérifiées.
Soit p un facteur premier de E. Nous supposons que

vp(E) =1 et vy(8) = vy(D) = vp((1 — E)> = D) = 0.
Alors tout élément o de l'image de =y est de la forme

o = ([041] ) [OQ] ) [053] ) [044])

avec oy, ag, ag, ag € k[x] quatre polynomes tels que
1. asaig ~ 1 mod p si vp(ae) =0 mod 2, et

2. agas ~ —6D mod p si vp(a2) =1 mod 2.

Démonstration.
L’idée de cette démonstration est d’utiliser 1’égalité

u(—0E) = u(dE) — 20 Eu; (4.15)

1. Une simplification du probléme.
Puisque 6, (1 — E)2 — D, E, 1 —2E, D et E> — D sont non nuls, le
polynéme
(y+38(1 = E))(y — 6E)(y + 0E)(y* — §°D)

est bien sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).
Nous notons S 'ensemble des a = ([a1], [a2] , [as], [ou]) € (l{:(m)x/k:(:z:)“)4
avec aq, e, ag, oy € k[z] quatre polynomes tels que
* agaz ~ 1 mod p si v,(ae) = 0mod 2, et
asaz ~ —0D mod p si vy(ag) = 1 mod 2.
Soit # un k(x)-point de Jac(H). Nous souhaitons montrer que Zx(5) € S.

*

D’apres le lemme 4.4.3.1, il existe un point de 2-torsion T' € Jac(H) (k(z))tors
et un élément < u,v > de Jac(H)(k(x)) tels que

1. =T+ < u,v >,
2. u est de degré au plus 2,
3. @ est premier & (y + §(1 — E))(y — 0E)(y + 0E)(y* — 62D), et
4. (a) vp(u(dF)) =0 mod 2, ou
(b) deg(u) <1 et v,(u(6F)) =1 mod 2.

Puisque Zy est un homomorphisme et puisque les images des points de
2-torsion de Jac(H)(k(x)) par Zp appartiennent a S, 'image Z(/3) appar-
tient & S si et seulement si Zy (5 + T') appartient a S.

2. Nous nous ramenons a un probléme dans k[z].
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Il existe quatre polynémes wug, u1, uz, A € k[x] premiers dans leur en-
semble tels que

~ u9 (51 UuQ
u(y) = T?f T N

Puisque u est unitaire, A est le coefficient dominant du polynome
u(y) := ugy® +ury +ug. Ainsi \ est égal & uz, u; ou ug. Par conséquent, les
polynomes us, u; et ug sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Y+

Nous montrons que la valuation wv,(A) est paire. Pour cela, nous sup-
posons que la valuation v,(A) est impaire. Le polynéme X\ € k[z] est le
coefficient dominant de u(y). Nous avons donc deux possibilités

*le polynome u(y) est de degré au plus 1 et alors ug est nul, ou

* le polynome u(y) est de degré 2 et alors ug = A.

Dans les deux cas, p divise le polynéme usy € k[x].

D’apres la proposition 4.4.2.1, nous avons [t (0 (E — 1))] = [p1,3p1,4] avec
* pi1,3 un diviseur sans facteur carré de 6(1 — 2E), et

* p1,4 un diviseur sans facteur carré de § ((1 —E)? - D).

Les polynoémes E et 1 — 2E sont premiers entre eux. Nous avons conservé
les hypotheses de la proposition 4.4.2.1. En particulier, les polynomes F et
(E—1)? — D sont premiers entre eux. Ainsi, puisque p divise E et v,(d) = 0,
les polynémes i1 3 et p134 sont premiers a p. Or [u (§ (E — 1))] = [p1,3441,4],
donc la valuation v,(u(6(E — 1))) est paire. Par suite, la valuation

vp(u(3(E = 1)) = vp(u(d(E —1))) +vp(})

est impaire. De plus, u(d(E — 1)) est un élément de k[z|, donc le polynéme
p divise u(6(E — 1)). Ainsi, le polynéme p divisant E et ug, nous avons

w(6(E—1)) = ugd(E—1)2+ud(E—1) +up
= —duq + ug mod p.

Nous en déduisons la congruence ug = du; mod p. Or us, u; et ug sont
premiers entre eux dans leur ensemble et p divise ug, donc p ne divise pas
u1. En particulier, p divisant A, le polynéme A n’est ni u; ni ug et est donc
ug. Le polynome ug est alors de valuation impaire en p et est donc non nul :
le polynome u(y) est de degré 2.

Puisque le polynome u(y) est de degré 2, la condition 4.(a) de la définition
du polynéme u impose a la valuation v,(u(dE)) d’étre paire. Par suite, la
valuation

0p(u(6E)) = v, (W5 E)) + v,(N)
est impaire.

Par ailleurs, comme § est premier a p et

u(5E) ’U,252E2 + u15E + ug
ug mod p
duq mod p,
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la valuation vy,(u(0E)) est nulle. De cette contradiction, nous déduisons que
la valuation v, () est paire.

3. Nous montrons la proposition.

Nous venons de montrer que les valuations v, (u(0E)) et v,(u(6E)) ont
méme parité. Nous montrons la proposition en différenciant trois cas suivant
la valuation v, (u(dE)).

Le cas ol u est de degré au plus 2 premier a fy, et v,(u(0F)) est paire.
Alors la valuation v, (u(dE)) est paire.

Lorsque v,(u(6E)) = 0. Le polynome p divise E. Ainsi, de I’équation
4.15 nous déduisons la congruence

u(d0F) = u(—d0F) mod p.
Or u(dE) est inversible modulo p, donc

u(0E)u(—0FE) ~ 1 mod p.
Pour conclure, il suffit de remarquer que

E'H,Q(ﬁ + T)EH,S(ﬁ_FT) — [(_Ddeg(ﬂ)ﬂ((;E)(_1)deg(ﬁ)ﬂ(_5E)]
= [N 2u(0E)u(—6E)]
[uw(0E)u(—0E))].

Lorsque v,(u(dF)) > 1. La valuation v,(u(dE)) est paire. Elle est
donc supérieure ou égale a 2. Nous faisons appel a la proposition
4.4.2.1 : nous avons

En (B) = ([u1,3m1,4], (23], [101,302,313,4], [101,4103,4]) avec

p1,3 € k[z] un diviseur de 6(1 — 2E),

1.4 € k[z] un diviseur de 6((1 — E)? — D),

p23 € k[z] un diviseur de dE(E? — D), et

3.4 € k[z] un diviseur de §(E? — D).

Nous avons conservé les hypotheses de la proposition 4.4.2.1. En
particulier, les polynomes

* Eet (1 - E)2— D sont premiers entre eux, et

* E et E?— D sont premiers entre eux (car E et D sont premiers

* X ¥ X

entre eux).
Nous avons aussi supposé que E et § sont premiers entre eux.
Enfin, les polynémes E et 1 — 2F sont premiers entre eux. Par
suite les valuations vy, (p1,3), vp(f1,4) €t vp(p3.4) sont nulles. Ainsi,
comme [u(0E)] = [p2,3] et [u(—0E)] = [p1,32,3443,4], nous avons

Up(u(—0F)) = vp(u(6E)) mod 2 = 0 mod 2.
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Or 'élément u(—0F) = u(dE) — 20 Eu; est divisible par p (car p
divise E), donc la valuation v,(u(—0FE)) est supérieure ou égale
4 2. Par conséquent, p? divise

20FEu; = u(0E) —u(—0E).

En particulier, p divise u; (car v,(6E) = 1). Finalement p est un
facteur commun & u; et ug = u(dE) — §Buy — §2FE?usy, donc
* les polyndmes uy et p sont premiers entre eux (car ug, uj et
ug sont premiers entre eux),
¥ (=1)de@\y(§(E — 1)) = 6%(E — 1)%u? mod p (car A = uy),
* NK4/k(cc) ((_1)deg(u)u) = (’LL(] + 52DUQ)2 - (SQDU%
= §*D%u3 mod p.
Pour conclure nous utilisons la proposition 1.5.9 : 'image

Enp(B+T)En3(B+T) =Zn1(B+ T)Enqa(B+T)

est égale a la classe
(~1) PO NU(O(E — 1)) Nicy jagey (1)) | = [1].

Le cas ol u est de degré 1 premier a fy, et v,(u(0F)) est impaire.
Alors p divise u(dF) et donc ug = u(6E) — u10E. Nous en déduisons
deux congruences :

NK4/k(x)((—1)deg(“)u) =u — §°Du? = —4?Du? mod p et
u(d6(E —1)) =0(E — 1)uys +up = —dug mod p.

Le polynéme u est unitaire de degré 1, donc A = u;. Nous avons donc
—Mu(§(E — 1)) = 6u? mod p. Les polynomes ug et u; étant premiers
entre eux, u; n’est pas divisible par p. De plus v,(0) = vp(D) =0, et
nous pouvons donc écrire :

NK4/k(x8((—1)deg(“)u) ~ —D mod p et
(—1)des u))\u((S(E — 1)) mod p ~ ¢ mod p.

Pour conclure nous utilisons la proposition 1.5.9 : 'image

Ena2(B+T)En3(B+T) =En1(B+T)Zna(B+T)

est égale a la classe

(D)= Nu(3(E — 1)) Nicyagey ((-1)*u)| = [-6D]. O
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Lemme 4.4.3.3 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient E, D, ¢ € k[x]
trois polynémes non nuls tels que les polynémes 1 — 2E, (1 — E)? — D et
E? — D soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(z) d’équation affine

H:2>=(y+6(1—E))(y—95E) (y+6E) (y* — 6°D).

Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Soit o € Jac(H)(k(z)) un k(z)-point
de Jac(H).
Soit p € k|x] un facteur premier de E*> — D. Nous supposons que

* v,(E* = D) =1mod 2,

* vp(F) =0mod 2,

* vp(2E— 1) =0mod 2, et
* vp(0) = 0 mod 2.

Il existe alors un point de torsion T € Jac(H)(k(z))tors €t un élément
< wu,v > de Jac(H)(k(x)) tels que

1. a=T+ <u,v >,
2. w est de degré au plus 2,
3. u est premier a (y +6(1 — E))(y — 6E)(y + 0E)(y* — §°D), et
4. (a) vp(u(—=9FE)) = vp(u(dF)) = 0 mod 2, ou
(b) deg(u) <1 et vy(u(dE)u(—dFE)) =1 mod 2.
Démonstration.

Puisque les polynomes 4, (1 — E)? — D, E, 1 —2E, D et E?> — D sont
non nuls, le polynéme

(y+6(1— E)(y —6E)(y + 6E)(y*> — 6°D)

est bien sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).
Soient (\;)%; une famille d’éléments non nuls de k[z] tels que

En(a) = (M, [A2], [As], [Ad])-
Les quadruplets
Ex(<y—6E,0>) = ([6],[2E (E* - D)],[26E], [E* — D]) et

Ey (<y? —0°D,0 >)
= ([0 -8y -], (B~ D], [F* - D] |1 - B - D])

sont des éléments de l'image de la 2-torsion de Jac(H)(k(x)) par Zx. Or
vp(E? — D) = 1 mod 2 et v,(8) = v,(E) mod 2 = 0 mod 2, donc il existe un
point de 2-torsion T € Jac(H)(k(z))tors et une famille (a;)%,; d’éléments
non nuls de k[z] tels que
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E']—[(T) = ([al]a [O[z], [a3]7 [044]),
Up(CK3) = ’Up(Ag) mod 2, et
= vp( Ao

p(A2) mod 2.

Soit (u,v) la représentation de Mumford de « + T. Le point
a+ T =< u,v > satisfait aux conditions 1, 2, et 4 (a) du lemme. Mal-
heureusement, le polynéme u n’est pas toujours premier a

(y+6(1— E)(y —6E)(y + 6E)(y*> — 6°D)

et la condition 3 du lemme n’est donc pas toujours satisfaite. Nous décidons
donc de noter

* uy=pged (U, (y+0(1 - E)) (y— 6FE) (y + 6E) (y* — 6°D))

* 4 I'unique polynoéme unitaire défini par @ = uyu et

* v le reste de la division euclidienne de v par u.

Pour conclure nous utilisons les trois affirmations suivantes :

*a=(T+ <uf0>)+ <u,v >,

* T+ < uy,0 > est un point de 2-torsion, et

* u est premier au polynome (y+6(1—E))(y —6E)(y+0E)(y? — §2D).
Soit (8;)%, une famille d’éléments non nuls sans facteur carré de k[z] telle

que Zx(< ugp, 0>) = ([81], [Ba], B3], [Ba))-

Lorsque deg(uy) = 0. Le point < w,v >=< u,v >= «a + T satisfait aux
conditions 1, 2, 3 et 4 (a) du lemme.

Lorsque deg(uy) = 1. Alors le polynome u(y) € k(z)[y] est de degré 1.
Nous distinguons trois sous-cas.

Lorsque uy =y + 6 E. Nous avons

Exa(<up,0>)=[-20E] et
En3(<up,0>)=[-2E(1-2E) (E* - D)].

Par conséquent la valuation v,(/32) est paire et la valuation vy(/33)
est impaire. Or

([u(@E)],[u(=0E)]) = (Enz(<u,v>),Exz(<u,v>))
= ([M2a2f], [Asa3fs]),

et vp(A2a2) = vp(Azaz) mod 2 = 0mod 2, donc la valuation
vp(u(6E)) est paire et la valuation v,(u(—dFE)) est impaire.

Ainsi, le point < u,v > satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (b).

Lorsque uy =y — 6. Nous avons

En2(<up,0>)=[2E (E* = D)] et
Ens(<up,0>)=[20E].
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Par conséquent la valuation v,(f2) est impaire et la valuation
vp(3) est paire. Or

([u(@E)], [u(=0E)]) = (Enz(<u,v>),Exz(<u,v>))
= ([Aea2fB2], [A3a3fs]) ,

et vp(A2az) = vp(A3a3) mod 2 = 0mod 2, donc la valuation
vp(u(6E)) est impaire et la valuation v,(u(—d6E)) est paire.
Ainsi, le point < u,v > satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (b).

Lorsque uy ne s’annule pas en JF et en —JFE. Le polynome u(y)
est de degré 1. Il est donc égal a y + d(1 — E). En particulier
B2 est un élément de la classe [—0] et (3 appartient a la classe
[—0(1 — 2E)]. Nous déduisons que les valuations v,(32) et v,(F3)
sont paires. Or

[u(6F)] = Ep2(< u,v >) = [Aaaaf]

[u (—5E)] = EH,3(< u, v >) = [Agagﬁg] s
et vp(A2a2) = vp(A3c3) mod 2 = 0 mod 2, donc les valuations
vp(u(0F)) et vp(u(—0F)) sont paires.
Ainsi, le point < u,v > satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (a).

Lorsque deg(us) =2. Le point < w@,v > est de torsion. Le point
< u,v >=< 1,0 >= 0 satisfait donc aux conditions 1, 2, 3 et 4 (a).
O

Proposition 4.4.3.4 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient E, D,
§ € k[z] trois polynémes non nuls tels que les polynémes 1 —2E, (1—E)?—D
et E? — D soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(zx) d’équation affine

H:22=(y+6(1—-E))(y—90E)(y+0E)(y* - 6°D).

Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Nous supposons que les hypothéses de
la proposition 4.4.2.1 sont vérifiées.

Soit p un facteur premier de E*> — D. Nous supposons vp (E2 - D) =1
et vp(6) = vp(E) = vp(l — 2F) = 0.

Alors tout élément o de l'image de Zyy est de la forme

a = ([a1], [oe], [as], [oa])

avec oy, ag, as, ag € klx] quatre polynomes sans facteur carré tels que
1. oy ~1modp ouag ~1—2E mod p si vp(azag) =0 mod 2;

2. oy ~dmodp ou g ~ (1 —2E)mod p sivy,(agaz) =1 mod 2.
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Démonstration.
1. Une simplification du probléme.
Puisque 6, (1 — E)2 — D, E, 1 —2E, D et E?> — D sont non nuls, le
polynome
(y+38(1 = E)(y — 6E)(y + 0E)(y* — §°D)

est bien sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).

Nous notons S 'ensemble des o = ([a1], [a2] , [as] , [cu]) € (k(x)x/k(x)X2)4
avec aq, g, ag, oy € k[z] quatre polynomes sans facteur carré tels que

1. a1 ~1modpouaj ~1—2E modp si vp(azas) =0 mod 2;

2. aq ~dmod pouag ~d(1—2E)mod p si vp(azag) =1 mod 2.
Soit 8 un k(x)-point de Jac(H). Nous souhaitons montrer que Ex(3) € S.

D’apres le lemme 4.4.3.3, il existe un point de 2-torsion T' € Jac(H)(k(x))tors
et un élément < u,v > de Jac(H)(k(x)) tels que

1. =T+ <u,v >,
2. u est de degré au plus 2,
3. u est premier a (y + (1 — E))(y — 0E)(y + 6E)(y* — 62D), et
4. (a) vp(u(—0FE)) = vp(u(dE)) mod 2 = 0 mod 2, ou
(b) deg(u) <1 et vy(u(dE)u(—dFE)) =1 mod 2.
Puisque Zx est un homomorphisme et puisque les images des points de

2-torsion de Jac(H)(k(x)) par Z sont dans S, 'image Z(0) appartient a
S si et seulement si Z¢ (3 — T') appartient a S.

2. Nous nous ramenons a un probléme dans k[z].

Il existe quatre polynoémes ug, u1, uo et A premiers dans leur ensemble
tels que
AT
Puisque u est unitaire, A est le coefficient dominant du polynoéme
u(y) := ugy® +ury +ug. Ainsi \ est égal & ug, u; ou ug. Par conséquent, les
polynomes us, u; et ug sont premiers entre eux dans leur ensemble.

~ u9
u(y) = 7?!2 +

Nous montrons que la valuation wv,(A) est paire. Pour cela, nous sup-
posons que la valuation v,(A) est impaire. Le polynéme X\ € k[z] est le
coefficient dominant de u(y) € k[z][y]. Nous avons donc deux possibilités

*le polynome u(y) est de degré au plus 1 et alors ug est nul, ou

*le polynome u(y) est de degré 2 et alors ug = .

Dans les deux cas, p divise le polynéme uy € k[x].

D’apres la proposition 4.4.2.1, nous avons [u (6 (E — 1))] = [p1,3441,4] avec
* pi13 un diviseur sans facteur carré de 6(1 — 2E), et
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* p14 un diviseur sans facteur carré de 0 ((1 — E)? - D).

Nous avons conservé les hypotheses de la proposition 4.4.2.1. En particulier,
les polynémes 1 — 2F et E? — D sont premiers entre eux.

De plus, nous avons (1 — E)2 —D =1-2FE mod (E'2 — D), donc les
polynémes (1 — E)? — D et E2 — D sont premiers entre eux.

Ainsi, puisque p divise E2—D et v,(8) = 0, les polynomes j1 3 et ji3 4 sont
premiers ap. Or [u (6 (E — 1))] = [p1,3141,4], donc la valuation v, (u(6(E—1)))
est paire. Par suite, la valuation

vp(u(6(E — 1)) = vp(u(d(E — 1)) + vp(A)

est impaire. De plus u(6(E — 1)) est un élément de k[z]. Le polynéme p
divise donc u(6(E — 1)).
Par ailleurs, le polynéme p divisant us, nous avons

wd(E—-1)) = ud*(E—1)2+u6(E—1)+ug
0(E — 1)u; + up mod p.

Or le polynome p divise u(6(E — 1)), donc
ug = —0(E — 1)u; mod p.

De cette congruence, nous déduisons que le polynéme p ne divise donc
pas up, car :

* p divise uo, et

* les polynomes uy € k[z], uy € k[z] et ug € k[z] sont premiers entre

eux dans leur ensemble.
En particulier, p divisant A, le polyndéme A n’est ni u; ni ug et est donc us.
Le polynome ug est alors de valuation impaire en p et est donc non nul : le
polynome u(y) est de degré 2.

Puisque le polynome u(y) est de degré 2, la condition 4.(a) de la définition
du polynéme u impose & la valuation v,(u(0E)) d’étre paire. Ainsi, la va-
luation

0p(u(6E)) = v, (T(6E)) + v,(N)

doit étre impaire.
Par ailleurs, comme p est premier & J et uy, et

UQ52E2 + u1dE + ug
dFu; — 0(E — 1)u; mod p
du1 mod p,

u(0FE)

la valuation vy,(u(0E)) est nulle. De cette contradiction, nous déduisons que
la valuation v, (\) est paire.
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3. Nous montrons la proposition.
Nous considérons le polynéme ¥, (T) € k(x)[T] défini par

U, (T) = resy ((—l)deg(“)u(y),y2 — T)
= (uop + Tug)? — Tu?.

Cette définition est motivée par les deux égalités
Uy (62D) = Nk, ji(a) ((—Ddeg(“) U) = N Ng, /() ((—Udeg(a) 17) et

U, (82E%) = (—1)de@y(§E).(—1)dey(—5E).
- ((—1)deg<"> )ﬂ(éE)) . ((—1)deg<"> a(—5E))

En effet, de ces égalités nous déduisons respectivement
Era (<, v >) = [V, (62°D)] et

Epo (< 0,0 >) Epg(< u,0>) = ¥, (2E?)].

Ainsi, d’apres la proposition 1.5.9, I'image Z3 1 (< w,v >) est égale a la
classe [, (62E%)¥,(62D)] .

En appliquant la formule de Taylor au polynéme W, (T) en 62E?, puis
en Pévaluant en 62D, nous montrons

U, (8°D) — U, (8°E?) = U, (5°E?) 62 (D — E®) +u3s* (D — E?)® (4.16)

avec U, (62E?) = 2ug (uo + 62 E%uz) — uf Dévaluation en §2E? de la dérivée
(au sens usuel) ¥, (T') du polynéme ¥, (7). L’équation 4.16 est I'argument
essentiel de la démonstration de la proposition 4.4.3.4.

Nous avons montré que la valuation v,()) est paire. Par suite,
* les valuations v,(u(0F)) et vy(u(0FE)) ont méme parité;
*les valuations vy (u(—dFE)) et v,(u(—0E)) ont méme parité.
Nous montrons la proposition en différenciant plusieurs cas suivant les va-
luations v, (u(0F)) et v,(u(—6E)).
Lorsque u est de degré au plus 2 premier a f;; tel que les valua-
tions v,(u(—0FE)) et v,(u(dE)) soient paires.
Alors les valuations v,(u(0F)) et vy(u(—dE)) sont paires.
Lorsque v, (u (0E)) = vy (u(—0E)) = 0.
Alors la valuation en p de ¥, (0°E?) = u (6E) u(—6E) est nulle.
Puisque p|(D — E?), ’équation 4.16 induit la congruence

U, (6°D) = ¥, (62E?) mod p.
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Or v, (52E2) est inversible modulo p, donc W, (52D) est aussi in-
versible modulo p et ¥, (62D)¥,,(62E?) ~ 1 mod p. Pour conclure
il suffit de remarquer que Z3.1(< u,v >) = [V, (02E?) ¥, (62D)] .

Lorsque v, (v (6E)u (—0E)) > 1.
Alors la valuation en p de W, (62E?) = u (§E) u (—dE) est stric-
tement positive.

Puisque p|(D — E?), '’équation 4.16 induit la congruence
U, (6°D) = ¥, (62E?) mod p.

En particulier, p divise ¥, (62D).
Nous avons supposé que les valuations v, (d) et v,(1 — 2E) sont
nulles. Comme (1 — E)?2 — D =1—2FE mod (E? — D) et comme p
divise E? — D, la valuation v,((1 — E)? — D) est nulle. D’apres la
proposition 4.4.2.1, il existe donc un polynéme «; € k[x] premier
a p tel que

EH,I (< 6,6 >) = [Ckl] .
De plus, d’apres la proposition 1.5.9, mnous avons
ap ~ ¥, ((52E2) v, (52D), car

Epa (<, 0 >) = [, (02D)] et
T (< 0,0 >) Eng(<u,v>) =¥, (82E%)] .

La valuation v,(caq) étant nulle, les valuations v, (¥, (6°E?)) et
Up (\I/u ((52D)) ont méme parité.

Or la valuation en p de ¥, (6?°E?) = u(0E)u(—0E) est paire,
donc v, (\Ilu (52D)) est paire.

Finalement, les valuations v, (\I/u (52E2)) et vp (\Ifu ((52D)) sont
supérieures ou égales a 2. D’apres ’équation 4.16, ce n’est possible
que dans le cas ou p divise \I'; (52E2), c’est-a-dire quand

2uy (uo + (52E2U2) —ul = (52E2) = 0 mod p. (4.17)

Comme ¥, (62E?) = u(§E)u(—dE), nous sommes amenés & dis-
tinguer trois cas.

Lorsque p divise u(0E) mais pas u(—dF).
Puisque u(dF) = 0 mod p, nous avons

ug = —02E%uy — §Euy mod p. (4.18)
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En reportant dans la congruence 4.17 nous obtenons :
(=20 Fug — u1) u; = 0 mod p. (4.19)

Or 20Fu; = u(dF) — u(—d0F) et p divise u(0E) mais pas
u(—0FE), donc p ne divise pas u;. Par suite la congruence
4.19 signifie que

u1 = —20Eus mod p.

En particulier, p ne divise pas us.

En reportant dans la congruence 4.18, nous montrons
up = 62 E%uy mod p.

En remplacant ug et u; par leur valeurs en fonction de o,
nous obtenons alors

M(6(E — 1))

Uug (UQ52(1 — E)2 — u1(5(1 — E) + uo)
u36? (1 - E)?+2(1 — E)E + E?) mod p
u36% mod p.

Ainsi, comme uo et § sont premiers & p, nous avons
Au(6(E — 1)) ~ 1 mod p,
ce qui permet de conclure puisque

(< 07 >) = (1)@ (6 (B - )] = (6 (B - 1))

Lorsque p divise u(—0E) mais pas u(0E).
Puisque u(dF) = 0 mod p, nous avons

ug = —02E%uy + §Euy mod p. (4.20)
En reportant dans la congruence 4.17 nous obtenons :
(20 Eug — u1) up = 0 mod p. (4.21)

Or 26Eu; = u(0E) — u(—dF) et p divise u(—JF) mais pas
u(0F), donc p ne divise pas u;. Par suite I’équation 4.21
signifie que

u1 = 26 Eus mod p.

En particulier, p ne divise pas uo.
En reportant dans la congruence 4.20, nous montrons

up = 62 E*uy mod p.
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En remplacant ug et u; par leur valeurs en fonction de wuo,
nous obtenons alors

Mu(S(E — 1))

U9 (UQ(52(1 — E)Q — u15(1 — E) + ’LLO)
u36% (1 - E)*—2(1 — E)E+ E*) mod p
u30%(1 — 2E)? mod p.

Ainsi, comme uo, 1 — 2FE et ¢ sont premiers a p, nous avons
AM(0(E — 1)) ~ 1 mod p,
ce qui permet de conclure puisque
Ep(< uv >) = (1)@ (5 (B - 1)] = (6 (B - 1))
Lorsque p divise u(0E) et u(—dE).
Alors p divise

20Fu; = u(0E) — u(—J0F) et
2(0%2F?us + ug) = u(0E) + u(—6F)

et est premier a dF/, donc
up = 0 mod p et ug = —62E?us mod p.

Or ug, u1 et ug sont premiers entre eux dans leur ensemble,
donc p ne divise pas uo.

Nous avons aussi

u(0(E—-1)) = uzdz(E — 1)2 +u1d(E — 1)+ ug
62 ((E —1)% - E2) mod p
u20%(1 — 2F) mod p.

Ainsi, comme ug, § et (1 —2F) sont premiers & p, nous avons
Mu(6(E — 1)) ~ u36*(1 — 2E) mod p ~ 1 — 2F mod p.
Pour conclure il suffit de remarquer

En(< 4,7 >) = [(—1)%® g(5(E - 1))] — Du(S(E —1))].

Lorsque u est de degré au plus 1 premier a f3; tel que la valua-
tion v,(u(0E)u(—0F)) soit impaire.
Alors la valuation v,(u(0E)u(—0F)) est impaire. Nous distinguons
deux sous cas suivant la parité de la valuation v,(u(—J0F)).

Lorsque la valuation v,(u(6F)) est paire et la valuation
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vp(u(—0F)) impaire.

Nous avons alors
up — 0Fu; = u(—0F) = 0 mod p. (4.22)

Or ug et w1 sont premiers entre eux, donc p ne divise pas uq.

En utilisant la congruence 4.22 nous montrons aussi

“u (=81 — E))

—Uu1 (—U15(1 — E) + Uo)
u26(1 — 2F) mod p.

Nous en déduisons la relation
—Au(=0(1 = E)) ~§(1 —2F) mod p

(puisque u1, § et 1 —2F sont inversibles modulo p). Pour conclure,
il suffit de remarquer

EH71(< u,v >) = [(_1)deg(u))\u(_5(1 - E))]
= [“\u(—-6(1 - E))].

Lorsque la valuation v,(u(6E)) est impaire et la valuation
vp(u(—0F)) paire.

Nous avons alors
ug + 0Eu; = u(0E) = 0 mod p. (4.23)

Or ug et u; sont premiers entre eux, donc p ne divise pas u;. En
utilisant la congruence 4.23, nous montrons aussi

—du(=6(1—-F)) = —2131 (—315(1 — E) 4 up)
= wuid mod p.

Nous en déduisons la relation
—Au(—0(1 — E)) ~§ mod p

(puisque u; et d sont inversibles modulo p). Pour conclure, il suffit
de remarquer

Ena(<uv>) = [(—1)%EWru(-5(1 - E))]
— [a(-s(1-E). O
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4.4.4 Application aux courbes C; .

Proposition 4.4.4.1 Soient n, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w, p).

Nous posons :

) :P2—772+772—W2
! w2 —n? 4

Soient B(z) = (z + b1)? —n? et C(x) := 2(x + b)) + w? — % — 1. Nous
supposons que les éléments

* (w2 _ 772 _ 1)2 _ 4772’

Fo(w?—n? - 2)2 —4n? et

* (w2 _ 772)2 _9 (w2 + ,,72)
sont non nuls.

A tout § € k(z)* nous associons la k(x)-courbe hyperelliptique C; d’équation

affine
Cf: 22 = (y—i— M) (y _ W) (y—i— Lg‘(ﬂ)) <y2 _ 52((1+C(x‘)1)2*43(:v))) )
Nous supposons de plus |w| > 1+ |n| et qu’aucun des éléments
* ((w —1)* = 772)711 ((w +1)% - n2>n2 avec (n1,n2) € {(0,1),(1,0), (1,1)}
2 (w? = n?) (w? = n? - 2w) ((w +1)2 - n2)n (pour n € {0,1}) et

n
2 (w? =) (w? = n? + 2w) ((w —-1)% - 172) (pour n € {0,1})
n’est un carré dans k.
Alors, pour tout ¢ € k strictement positif, l’image de 11+ est engendrée
¢

par 'image des points de torsion 2-primaire de Jac(Cg')(k(x)).

Démonstration.

Nous allons utiliser lors de cette démonstration les propositions 4.4.2.1,
4.4.2.2,4.4.3.2 et 4.4.3.4 en posant B(x) := =5 ef p = UHCE)-ABE)
Avec ces notations, nous avons :

*1-Fp=34¢

*1-2E=0C,

* B2 - D=B-Cet

*(1-E)?-D=B.

Y

Nous commencgons par montrer quatre relations de primalité relative.
a. Le reste de la division euclidienne de

(1-E?-D=B=(z+b)>—n
par 1 —2F = C = 2(z + b1) + w? — n? — 1 est égal &

W —n* =12 —4p* _ (W* —n* —1-2n)(w? —n> — 1+ 2n)
4 4
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Ce reste est non nul par hypothese, donc les polynémes 1 — 2F = C
et (1 — E)? — D = B sont premiers entre eux.
b. De méme le reste

@2-n?=2)"—4® (=’ =22’ — 1’ —2+2)

4 4
de la division euclidienne de (1 — E)2 — D = B = (z + b1)? — n? par
E = % = —x—by+1— “’25"2 est non nul, donc les polynémes

(1-E)?-D=DBet E= % sont premiers entre eux.
c. Le reste de la division euclidienne de

4D = (1+C)? —4B = 4(w* — n*)(z + by) + (W* — n*)? + 49°
par 1 —2E = C = 2(x + by) + w? — 7% — 1 est égal &
2w =)W= =)+ (W =)+ 4 = —(W® —1?) P+ 2% 4202
Ce reste étant non nul, les polynémes D et 1 —2F sont premiers entre
eux.
d. Les éléments 2(w?—n?)(w?—n?—2w) et 2(w?—n?)(w?—n?+2w) n’étant

pas des carrés dans k, les deux éléments w? —n? — 2w et w? — n? + 2w
sont non nuls. Par suite, le reste

—2(” =) (W® =1 = 2) + (@ = 0?)? + 4p* = 4w® — (W* —7?)?
de la division euclidienne de

4D = (1+C)?-4B
= 4(w?* =7 (x+b1)+(w2—772)2+47]2

par E = % =—x—b+1- ”2;772 est non nul. Les les polynémes D
et F sont donc premiers entre eux.

Par ailleurs w? > n? (car |w| > 1+ |n|), donc le polynome
4D = (1+C)*-4B
= 4 (wQ — 772) (x+b1)+ (w2 — 172)2 + 4172
est de degré 1. Par conséquent, le polynéme D n’est pas un carré dans k(z).
Les hypotheses de la proposition 4.4.2.1 sont donc vérifiées.

En particulier, les polynémes (1— E)?—D, E,1—2FE, D et E?> — D sont
non nuls. Or § = ¢ € k* est non nul, donc le polynéme

(y + 5(1+20(I))) (y _ 5(1—20(w))> (y + 5(1—20(:’?))) (y2 _ 52((1+C(x))2—43($)))

4

est sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).

Soient (3 € JaC(Cé)(k(x)) et o 1= chr (8). D’apres la proposition 4.4.2.1,

il existe
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* un diviseur sans facteur carré p 3 € kz] de 1 — 2E = C,

* un diviseur sans facteur carré uy 4 € k[z] de (1 — E)> — D = B,
* un diviseur sans facteur carré us 3 € k[z] de

2E(E* - D)= (1-C)(B—-C), et

* un diviseur sans facteur carré pz 4 € k[z] de B> — D =B —C

tels que E¢y (B) = (lm,301,4]s [12,3], [11,3002,3143,4], [1,443,4]). Les polynomes
i ; permettent aussi d’exprimer I'image ch (8) : nous avons

a =l (B) = ([m1,3001,4] , [11,303.4] 5 [101,4143,4]) -

Le polynome C est irréductible. De plus, le polynéme B se factorise sous
la forme
B=(x+b+n)(x+b —n)

et le polynome B — C' se factorise sous la forme
B-C=(x+b—1+w)(z+b —1—-w).

Ainsi, quitte & ajouter I'image par ECEL d’un point de 2-torsion (ces images
sont données par la proposition 4.4.1.3), nous pouvons supposer 'existence
de trois éléments €7 3, €1 4, €34 € k™ et deux entiers ng, n3 € N tels que :

* H1,3 = €13,

¥ opia=era(x+b+n)" et

* H3,4 = 63,4 (.CU + bl -1 + w)"3.

Nous utilisons maintenant la proposition 4.4.3.4. Ses hypotheses sont bien
vérifiées :

* les polynomes (1 — E)*> — D et 1 — 2F sont premiers entre eux et
E?-D= ((1 —E)? - D) mod (1 — 2E), donc les polynémes E? — D
et 1 — 2F sont premiers entre eux;

* les polynémes E et D sont premiers entre eux et E2°—D = —D mod E,
donc les polynoémes E? — D et E sont premiers entre eux;

* le polynome E2 — D = B — C = (x + by — 1)2 — w? est sans facteur
carré car w # 0 (en fait |w| > 1+ |n]);

* les polynémes 6 et E? — D sont premiers entre eux (en fait § = ¢ € k*
est une constante non nulle).

Le polynéme E? — D se factorise sous la forme

E*~D=B-C=(z+b —1-w)(z+b —1+w).
D’apres la proposition 4.4.3.4, il existe deux entiers ng4, ng € {0,1} tels que

e13€14 (@ + b1 +n)" ~ (" (1 —2E)" mod (z+b; —1+w) et

61136174 (.%' + bl + 77)712 ~ (1 - QE)nG mod (.Z' + bl —1- w) . (424)
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Nous utilisons alors les congruences

x+b1+1n
xr+b1+n

(1-w+mn)mod (z+b —1+4+w)
(1+w+mn)mod (z+b —1—w)

1-2E=C = 2(z+b)+w?-—n*-1
(w? —=n?+1—2w) mod (z +b; — 1 +w)
(w—1%*=7n?) mod (z+b; — 1 +w)

1-2E=C (w+1)>—7?) mod (z + b — 1 —w)

pour traduire les équivalences 4.24 sous la forme

n.
e13€14 (L —w+n)" ~ (" ((W —1)* - 772) et

e (4.25)
e13€14 (1 +w+n)" ~ ((w +1)% - 772) '

En multipliant ces deux équivalences, nous montrons finalement que
n: n n
(12 =)~ (=12 =n?)" (@+1* =) (4.26)

Les éléments ¢, (w—1)% — % et (w4 1) — n? sont strictement positifs, et
(n+1)% — w? est strictement négatif. Or deux éléments de k* équivalents
sous ~ sont de méme signe, donc 1’équivalence 4.26 impose la parité de no.
Par suite, les équivalences 4.25 imposent la positivité stricte de €1 3€7 4.

Les hypotheses de la proposition 4.4.3.2 sont vérifiées :
* le polynéme E = % est sans facteur carré (il est de degré 1);
* les polynémes F et D sont premiers entre eux;
* les polynomes E et (1 — E)? — D sont premiers entre eux;
*les polynomes § = ¢ et E sont premiers entre eux (en fait 6 = ¢ € k*
est une constante non nulle).

Nous utilisons la proposition 4.4.3.2 en remarquant la congruence
—8D = ((E? — D) mod E : nous avons

p3pis.4 ~ 1 mod E ou piyzpuga ~ ((E* — D) mod E.

Nous distinguons deux cas.
Lorsque p34 = €34 € k*. Dans ce cas n3 = 0 et I’équivalence 4.26 s’écrit
ne

L (=12 =) (w12 =)

Par hypothese, cette équivalence impose ny = ng = 0. En particulier,
les équivalences 4.25 signifient que €1 361 4 ~ 1.
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Nous appliquons alors la proposition 4.4.2.2 : comme D est de degré 1
et comme les polynémes 14 et pgs sont des constantes (car
ny = ng = 0), nous avons

H1,4p3,4 = €1,4€34 ~ 1.
Finalement, nous avons

p1ap3,4 ~ 1 et pygug g ~ 1,
c’est-a-dire a = ([1], [1], [1]).
Lorsque p34 = €34 (x + b1 — 1 +w). Le polynéme p 4 est une constante et
D est de degré 1 et de coefficient dominant 4 (w2 — 772). Ainsi, d’apres
la proposition 4.4.2.2, nous avons

2

papza ~ —(W? =) (z +b — 1+ w).

Le reste de la division euclidienne du polynoéme z + b; — 1 + w par
—2E=C—1=2(z+b — 1) +w? —n? est
W2 —
2

et le reste de la division euclidienne de

+w,

E?-D=B-C=(zx+b —1)%—u?
par —2E =C —1=2(z +b; — 1) + w? — n? est

(w2 _ 772)2 _ 4w2
1 .

Les deux équivalences
pi1,3p34 ~ 1 mod E ou py3p3a ~ ((E* — D) mod E
se reformulent donc respectivement sous la forme

€1,3€34 ~ —2 (w2 —n? - Zw) ou
61736374 ~ —2C (w2 — 772 + 2w) .

Nous avons de plus I’équivalence €; 4€3 4 ~ —(w? —7n?). Ainsi, en utili-
sant les équivalences 4.25 et ’équivalence

(€13€1,4) (€1,3€34) (€1,4€34) ~ 1,
nous obtenons
2 (w? = n?) (w? = n? - 2w) ((w +1)% - 772)”6 ~ 1 ou
2 (w? = n?) (w? = n* + 2w) ((w -1)* - 772)714 ~ 1.
Aucune de ces équivalences n’est possible par hypothese : le cas
p3.4 = €34 (x + by — 1+ w) est impossible.
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Proposition 4.4.4.2 Soient n, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w, p).
Nous posons :
- 0% — 2 +772—w2.
w2 —n? 4

Soient B(z) := (x4 by)?> —n? et C(x) := 2(x + by) + w? — %> — 1. Nous
supposons que les éléments

(Wt =n?— 1)2 —4n? et

* (wz —772 _2)2 —4772
sont non nuls.

A tout § € k(z)*, nous associons la k(x)-courbe hyperelliptique C;

d’équation affine :

Cf: 22 = (y + 5(1+2C'(fv))) (yQ _ 52(1*40(1))2) (y2 _ 52((1+C‘(:v£)1)2*43(x))) )

w?—n?

5, et

Nous supposons que w > |n| +1, w? —n? > 2w, by > 1+
qu’aucun des éléments

(b —1)2 =)™ ((w —1)? - 772>n2 <(w +1)% - 772>n3 (avec (n1,m2,n3)
un triplet non nul d’éléments de {0,1}),
2 (w?—n?) (261 — 2+ w? —7?),
oM (W= n? +2w) (b — 1+ w) (w? — )™ (261 — 2+ w? — n2)1_n1
X (w—=1=m) " (w—1+mn"
(avec ny, ng € N), et
*  gl-m (w2 —n?+ 2w) (w2 — 772)”1 (2b1 —24+w?— 772)m
X (w—1-m)"" (w—14n)"
(avec ny, ng € N)

n’est un carré dans k.
Alors, pour tout { € k™ strictement positif, l’image de ch est engendrée

par l'image des points de torsion 2-primaire de Jac(C&)(k:(x)).

Démonstration.
Soit ¢ € k* strictement positif. Nous allons utiliser lors de cette démonstration
les propositions 4.4.2.1, 4.4.2.2, 4.4.3.2 et 4.4.3.4 en posant § = (x,

2
E(x) := 1=C@) ot D = w. Avec ces notations, nous avons :

2
1-E=10,
1-2E =0,

E?—-D=B—-C et
(1-E¥X-D=28B

* X K K

Nous commencons par montrer quatre relations de primalité relative.

164



a. Le reste de la division euclidienne de
(1-E?-D=B=(z+b)>—n?
par 1 —2E = C =2(z + by) + w? —n? — 1 est égal &

(W? =’ —1)* —4n* _ (w? —n®—1-2n)(w? —7° — 1+ 2n)
4 4 '

Ce reste est non nul par hypothese, donc les polynémes 1 — 2FE = C
et (1 — E)? — D = B sont premiers entre eux.
b. De méme le reste

2
(W?—n”—2)" —dn® _ (@ —n*—2-2n)(w® —n® —2+2n)

4 4

de la division euclidienne de (1 — E)2 — D = B = (z + b1)? — n? par
E = % = -—x—b+1-— “’25"2 est non nul, donc les polynémes
(1-E)?-D=DBet E= % sont premiers entre eux.

c. Le reste de la division euclidienne de

4D = (14 C)* —4B = 4(w* — n*)(z + b1) + (W — 1°)* + 4n°
par 1 —2F = C = 2(z + b1) + w? — n? — 1 est égal &
2w =) (W2 =2 = 1)+ (w2 —n?)2+4n? = — (w2 _ 772)2+2w2+27]2-
Ce reste est non nul : de I'inégalité w? — n? > 2|w| nous déduisons
(w2 - 7]2)2 —2w? — 20 > dw? — 2w — 22 =2 (w2 — n2) > 0.

Les polynémes D et 1 — 2F sont donc premiers entre eux.
d. Enfin, le reste

2w = ) =P = 2) + (@ =) A = P = (=)
de la division euclidienne de

4D = (1+0)*-4B

2
= 4w —n?) (z+b)+ (W =) +49?
par F = % = —x—bﬁ—l—# est non nul (il est méme strictement
négatif : nous avons supposé w? — n? > 2|w|). Les polynémes D et E
sont donc premiers entre eux.

Par ailleurs w? > n? (en fait w? — n? > 2|w|), donc le polynoéme

4D = (1+0C)*-4B
= 4(w?—n?) (z+b) + (v — 772)2 + 4n?
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est de degré 1. Par conséquent, le polynéme D n’est pas un carré dans k(z).
Les hypotheses de la proposition 4.4.2.1 sont donc vérifiées.

En particulier, les polynémes (1 —E)?—D, E,1—2FE, D et E?> — D sont
non nuls. Or § = (x est non nul (car ¢ est non nul), donc le polynéme

(i + 2N (y — UGN () 4 0Ll (2 AL 15())

est sans facteur carré (voir la proposition 4.4.1.2).

Soient 3 € Jac(Cer)(k(:U)) et a 1= HCZ; (8). D’apres la proposition 4.4.2.1,
il existe

* un diviseur sans facteur carré py 3 € kfz] de (1 — 2E) = (zC,

* un diviseur sans facteur carré p1 4 € k[z] de 6 ((1 — E)? — D) = (zB,

* un diviseur sans facteur carré ps 3 € k[z] de

20E(E? — D) = Cx(1 - C)(B—-C), et

* un diviseur sans facteur carré ps4 € k[z] de § (E* — D) = (z(B—C)
tels que Eg+ (B) = ([11,311,4]; [p2,3], [11,3102,303,4], [101,4123,4])- Les polynomes
i ; permettent aussi d’exprimer I'image Hcg (8) : nous avons

@ = Hcg; (B) = ([m1,301,4] 5 [1,303,4] 5 [p1,403,4]) -

Puisque Z¢r (6) = ([(zp13)(wp1,0)], 2], [(p13)p23(zpsa)], [(wura) (@usa)l),
nous pouvons supposer, quitte a remplacer p1 3, f11.4 et p3 4 respectivement
par les versions sans facteur carré de xpy 3, Tui 4 et xus 4, que la valuation
en x de p1 4 est nulle.

Le polynéme B = (1 — E)? — D se factorise sous la forme

B=(x+b+n)(x+b —n)

et le polynome C' = 1 —2F est de degré 1. Quitte a ajouter I'image par ECZ;
d’'un point de 2-torsion (voir la proposition 4.4.1.3), nous pouvons donc
supposer, sans perte de généralité, 'existence de deux éléments €; 3 € k™ et
€14 € kX et un entier n; € N tels que :

* oz =€, et

p1a=€r4(x+b +n)"
Nous utilisons maintenant la proposition 4.4.3.4. Ses hypotheses sont bien
vérifiées :

* les polynémes (1 — E)2 — D et 1 — 2F sont premiers entre eux et
E?-D= ((1 —E)? - D) mod (1 — 2E), donc les polynémes E? — D
et 1 — 2F sont premiers entre eux;

* les polynoémes E et D sont premiers entre eux et E2°—D = —D mod E,
donc les polynoémes E? — D et E sont premiers entre eux;

*
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* le polynome E2 — D = B — C = (x + by — 1)? — w? est sans facteur
carré car w # 0 (en fait w > 1+ |n|);
* les polynémes § = (z et E2 — D sont premiers entre eux car

E(0)2=D(0)=B(0)-C0)=(b; —1)>—w?>0

(nous avons by — 1 > W e w2 — g2 > 2|wl).
Nous notons respectivement no et n4 les valuations en x + by — 1 4+ w et
+b1 —1—w du polynome pi3 4. D’apres la proposition 4.4.3.4, il existe deux
entiers ng, ns € {0, 1} tels que

€1,3€1,4 (a: + b1 + T])nl ~ 5"2(1 — 2E)n3 mod (l’ +b—1+ w) et

e13614 (x+ b1 +n)" ~ 5" (1 —-2E)"> mod (z+b; —1—w). (4.27)
Nous utilisons alors les congruences
z+bi+n = (1—-w+n)mod (z+b —1+w)
x+bi+n = (I1+w+n)mod(x+b —1—w)
1-2E=C = 2(z+b)+w?-n*-1
= (w2—n +1—2w) mod (z+b; — 14+ w)
= ((w—=1)"=n?)mod (z+b; — 1 +w)
1-2B=C = ((w+1)*=n?)mod (z+b —1—w)
r = (1—w-=—>5b)mod (x+b —1+w)
r = (I+w—"0)mod (x+b —1—w)
pour traduire les équivalences 4.27 sous la forme
ei3e1a(l—w+n)" ~"(1—w—>0b)" ((w -1)* - n2>n3 et (4.28)
n 4.28
€1,3€1,4 (1 +w + n)nl ~ <n4 (1 +w — bl)n4 ((w + 1)2 - 772> ’ .
En multipliant ces deux équivalences, nous montrons finalement que
(417 =0?)™ ~ gt (1w — )" (14w — by)™
2 ns 2 ns (429)
X ((w—l) —7)2> ((w+1) — 2) :

Par ailleurs, les éléments
¢ (w=1)%=n2 et (w+1)% — 5?2 sont strictement positifs ;
1) — w1 —w = by = (51_1—‘”25"2> et

1+w—b1:—W—<bl

2
o ) sont strictement négatifs.
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Or deux éléments de k* équivalents sous ~ sont de méme signe, donc 1’équi-
valence 4.29 n’est possible que dans le cas ou I'entier nq 4+ ny + ng est pair.

Dans ce qui suit nous utilisons la proposition 4.4.3.2. Les hypotheses de

cette proposition sont vérifiées :
* le polynéme E = % est sans facteur carré (il est de degré 1);

les polynomes E et D sont premiers entre eux ;
les polynémes E et (1 — E)? — D sont premiers entre eux ;
les polyndémes 6 = (x et E sont premiers entre eux (car

B0) =150 — 1 _p, — <0 <),

* X KX

Lorsque p14 = €14 € k*. Alors ny est nul et donc ny et ng sont de méme
parité. L’équivalence 4.29 s’écrit alors

L ((by —1)2 = w?)"™ ((w 1) n2)

n3 ns

(@+1?=n?)
Par hypothese, cette équivalence impose ny = ng = ns = 0. L’équiva-
lence 4.28 s’écrit donc €1 3614 ~ 1. De plus, comme ng = ng = 0, il
existe une constante non nulle €34 € k™ telle que 34 = 63,4561}“(”3*4)
(car pg 4 est sans facteur carré).

Nous distinguons deux sous-cas.

Lorsque v, (p34) = 0. Alors, les polynomes ji1 4 et pz 4 sont des élé-
ments de k. De plus, le polynéme D est de degré 1. Ainsi, d’apres
la proposition 4.4.2.2, nous avons 1 4/434 ~ 1.

Or les équivalences 4.28 signifient que p1 314 ~ 1, donc I’élément

a = ([p1,3p1,4], [1,303,4], [1,ap3,4]) = ([1],[1], [1]) est la classe
triviale.

Lorsque v, (p34) = 1. Alors, le polynoéme p; 4p13 4 est le produit de
par un élément de k*. Ainsi, d’aprés la proposition 4.4.2.2, nous
avons fi1 4134 ~ —(w? — n?)a.

Nous faisons maintenant appel a la proposition 4.4.3.2 : nous
avons

fi1303,4 ~ 1 mod E ou py 3pga ~ (x(E* — D) mod E,
c’est-a-dire (puisque p1 g4 ~ 1 et pgapga ~ —(w? —n?)x)
—(w?=nHz ~1mod F ou — (w? —n?)(E? - D) ~ (¢ mod E.
Le reste de la division euclidienne de

EF?-D=B-C=(z+b —1)%—u?
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par —2E =C —1=2(z + b — 1) + w? —  est

(w2 — 772)2 — 42 B (w2 — 172 — 2w)(w2 — 7)2 + 2w)

4 4

Ce reste est strictement positif. Deux éléments de k* équivalents
sous ~ sont de méme signe. Or —(w? —n?) < 0 et ¢ > 0, donc
I’équivalence

—(wW?=n*)(E*-D)~(mod E

n’est pas possible.
Le reste de la division euclidienne de x par

—2E=2(x+b —1)+w’ —n°

est — <b1 -1+ #) . L’équivalence —(w? —n?)z ~ 1 mod E se

réécrit donc
2 (w2 —772) (2b1 — 24 w? —7)2) ~ 1.

Cette équivalence est en contradiction avec les hypotheses, donc
vz (p34) = 0.

Lorsque (14 = €14 (x + b1 + 7). Alors les entiers ny et ny sont de parités
différentes. Nous allons distinguer deux cas suivant les parités de no
et nyg.

Lorsque ng est impair. Alors ny est pair. Ainsi, le polynéme ps 4
étant sans facteur carré, il existe une constante non nulle €3 4 € £
et un entier ng € {0,1} tels que p34 = €342 (z + by — 1+ w).
Nous faisons maintenant appel a la proposition 4.4.3.2 : nous
avons

pi1,303.4 ~ 1 mod E ou puy 3p34 ~ Cz (E* — D) mod E,
Nous reformulons ces deux équivalences en utilisant les égalités

p1,303.4 = €1,3€342"6(x + b1 — 1 +w), et
EF2—-D=B-C=(x+b—14+w)(z+b —1-w).

Nous obtenons

€1,3€342"(x + by — 14+ w) ~ 1 mod E ou

61736374[1}17n6(3’} + bl —_ 1= w) ~ C mod E. (430)

Nous utilisons la proposition 4.4.2.2 : le coefficient dominant du
polynéme fi1 4p13 4 = €1,4€3 42" (z + b1 +n)(x + b1 — 1 +w) vérifie
I’équivalence

€1,4€34 ™~ (—(w2 — 772))”6 .
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Ce coefficient dominant est du signe de (—1)"6. Or €; 3614 est
strictement positif (nous nous en apercevons en utilisant les équi-
valences 4.28, la parité de n4 et la positivité stricte des éléments
¢, 14+w+mnet (w+1)2—n?), donc le coefficient €; 3e34 est du
signe de (—1)"s.

Par ailleurs, le reste — <b1 -1+

de = par

w?—n?
2

) de la division euclidienne

2E=C—-1=2(x+b —1)+w?—n%

w?—n?—2w
2 2 2
par —2F = C' —1 et le reste —% de la division euclidienne

de x + b — 1 —w par —2F = C' — 1 sont strictement négatifs.

le reste — de la division euclidienne de x + b1 — 1 + w

Ainsi, deux éléments de k* équivalents sous ~ étant de méme
signe, la seule équivalence possible parmi les équivalences 4.30
est

61’36374x1_n6 (:L' +b;—1-— w) ~ ( mod F,

c’est-a-dire
. 1—
(=2)" €1 3634 (2b1 — 2+ w? — %) ° (w? — 0+ 2w) ~ (.
Pour conclure nous utilisons les deux équivalences

era€34 ~ (—(W2 = )" et
e13€1a~ (b1 —14+w)(w—1- ) T (w—14m)"

(la seconde équivalence est une des deux équivalences 4.28). Nous
montrons ainsi

1~ 2" (w? —n? 4+ 2w) (b — 1+ w) (w? —n?)" x
(20— 24w =) " (w1 =) T (W =T+,

ce qui contredit les hypotheses.

Lorsque ny est pair. Alors ny est impair. Ainsi, le polynome f34

étant sans facteur carré, il existe une constante non nulle e 4 € £
et un entier ng € {0, 1} tels que pg 4 = ez 42™(x + by — 1 — w).
Nous faisons maintenant appel & la proposition 4.4.3.2 : nous
avons

p 3134 ~ 1 mod E ou piy 3pga ~ Cx (E* — D) mod E,
Nous reformulons ces deux équivalences en utilisant les égalités

p1,3p3a = €1,3€342™0(x + b1 — 1 —w), et
E?~-D=B-C=(@x+b-1+w)(z+b —1-w).
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Nous obtenons

€13€342™ (x + by — 1 —w) ~ 1 mod E ou
PR (4.31)
€13€340 " (z+ b —14+w) ~ (mod E.
Nous utilisons la proposition 4.4.2.2 : le coefficient dominant du
polynéme /1,1,4/L3’4 = 61’46374.%'716 (3? + b1 + 77)(:(} + bl -1 w) Vériﬁe
I’équivalence
erae3a ~ (—(W* =)™

Ce coefficient dominant est du signe de (—1)"6. Or €; 3614 est
strictement négatif (nous nous en apercevons en utilisant les équi-
valences 4.28, la parité de ng et la stricte positivité de w—1—mn et
(w—1)2—n?), donc le coefficient €; 3€3 4 est du signe de (—1)1~"s,

Par ailleurs, le reste — (bl -1+ w2;772> de la division euclidienne
de x par

2E=C—-1=2(x+b —1)+w?—n?
le reste —% de la division euclidienne de x +b; — 1 +w par

—2F =(C —1 et le reste —% de la division euclidienne de
x+b —1—wpar —2F = C' — 1 sont strictement négatifs. Ainsi,
deux éléments de k™ équivalents sous ~ étant de méme signe, la
seule équivalence possible parmi les équivalences 4.31 est

€136342"(x +b; — 1 —w) ~ 1 mod E,
c’est-a-dire
(—2)1""0¢g 3e34 (261 — 2+ w? — 772)n6 (w2 —n? + 2w) ~ 1.
Pour conclure nous utilisons les deux équivalences

era€34 ~ (—(W? —1?)" et
ergera~—(w—1-n)"(w-1+n"

(la seconde équivalence est une des deux équivalences 4.28). Nous
montrons ainsi

1 ~ 2t=ms (w2 —n?+ 2w) (w2 — 172)n6 (2b1 -2+ w?— 7]2)n6
X (w—=1=n)"" (—1+n)",

ce qui contredit les hypotheses.

Finalement, les deux cas précédents étant impossibles, I’entier n; doit
étre paire. [
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4.5 Etude de 'image de HCA;.

Soit k un sous-corps de R. Soient B, C, ¢ € k[z] trois polyndomes. Nous
considérons la courbe hyperelliptique H d’équation affine

H:22=(y+0(1+C))(y? —46°B)(y* — 45°C).

Notations 4.5.1 Nous notons

¥ Li(y) =y +4(1+0),

* Lo(y) :=y* — 46°B et

* Ls(y) == y? — 46°C.
Nous supposons que le polynoéme Li(y)La(y)Ls(y) est sans facteur carré, et
que les polynomes B et C' ne sont pas des carrés dans k(x).

Pour tout i € {1,2,3} nous posons K; := k(z)[y]/(L;(y)) et nous notons
y; la classe de y dans Kj;.

3
Soit m : Jac(H)(k(z)) — l_IKZ.X/KZ.><2 le morphisme de Cassels-
i=1
Schaefer et 7 : Jac(H)(k(z)) — K /K* sa i-eme composante.
La norme Nk, k) de l'extension K;/k(r) induit un homomorphisme
Ni, jk(z) K} JK* — k(z)*/k(x)*2. Nous posons Zp; 1= Nk, /k(z) © THi

3

et nous notons =y : Jac(H)(k(z)) — l_Ik(ac)X/k(:):)X2 I’homomorphisme
i=1

de i-éme coordonnée Sy ;.

Proposition 4.5.2 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C, § €
klz] trois polynomes non nuls tels que les polynomes 1 — C, B — C et
(1+ C)? — 4B soient non nuls.

Alors le polynome (y+5(1+C))(y* — 462 B)(y? — 46%C) est sans facteur
carré.

Démonstration.

Les polynémes B et C sont non nuls. Or § # 0, donc les polynémes
y? — 46%B et y? — 46°C sont sans facteur carré.

Le polynéme (1 + C)? — 4B est non nul. Les polynomes y? — 46°B et
y+ 0(1+ C) sont donc premiers entre eux.

De méme, le polynome (1 + C)? — 4C = (1 — C)? étant non nul, les
polynomes y? — 46%2C et y + 6(1 + C) sont premiers entre eux.

Le polynome B — C' est non nul. Nous en déduisons que les polyndémes
y? — 46°B et y? — 46%C sont premiers entre eux. Ainsi le polynome

(y+6(14 C))(y* — 46°B)(y* — 46%C)

est sans facteur carré. O
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Proposition 4.5.3 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C, § €
klx] trois polynomes non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H: 22 = (y+6(14C))(y* — 46°B)(y* — 46%C).

Nous reprenons les notations 4.5.1. Nous supposons que
* B et C sont premiers entre eux, et
* B,C, B—C et (1+C)?—4B ne sont pas des carrés dans k().

Alors limage par Zy de la torsion de Jac(H)(k(x)) est limage par
Eyn de la 2-torsion de Jac(H)(k(x)). Elle est donc engendrée par la classe
(((1+C)? — 4B], [(1 + C)? — 4B], [1]).

Démonstration.

Les polynémes B, C, B—C et (1+C)? — 4B ne sont pas des carrés dans
k(z). Par conséquent, ces quatre polynoémes sont non nuls. Puisque C nest
pas un carré dans k(x), le polynéme 1 — C est non nul. Ainsi, nous sommes
sous les hypotheses de la proposition 4.5.2.

Nous avons supposé que B et C' ne sont pas des carrés dans k(z) et que
§ est non nul. Les polynémes y? —46%B et y?> —462C sont donc irréductibles.
Ainsi, d’apres la proposition 1.4.12, la 2-torsion de Jac(H)(k(x)) est en-
gendrée par les points

<y+6(1+0C),0> et <y®>—45°B,0 > .

Puisque y + 6(1 — C) est premier aux polynomes L (y) = 3> — 46°B et
Ls(y) = y? — 46%B, nous avons :

¥ Epa(<y+0(14C),0>) = [62 ((1+C)* —4B)] = [(1 + C)* — 4B],

* et Eys(<y+6(14+0),0>)=[0*(1-0)?* =]
Les composantes de Z3; sont toutes & valeurs dans k(x)* /k(x)*2. D’apres
la proposition 1.5.9, leur produit est I'’élément trivial de k(z)*/k(x)*2. En
particulier, 'image Zx(< y + d(1 + C),0 >) est égale a la classe

([(1+C)? —4B],[(1 + C)* — 4B], [1]).
De méme, nous montrons que
En(<y? —46°B,0 >) = ([(1 + C)? — 4B],[(1 + C)? — 4B], [1]).

Nous avons supposé que (1+C)? — 4B n’est pas un carré dans k(). Les
images de < y+6(1+C),0 > et < y? —46%2B,0 > par Zg ne sont donc pas
triviales. Or L’image d’un double de Jac(H)(k(z)) par Zy est triviale. Les
points < y + §(1+ C),0 > et < y? — 462B,0 > n’appartiennent donc pas
2Jac(H)(k(z)).
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Les polynomes B et B — C' sont premiers entre eux et B — C' n’est pas
un carré dans k(x). En utilisant la décomposition en facteurs premiers dans
k(x), nous en déduisons que B — C' et B(B — C) ne sont pas des carrés dans
k(x). Ainsi, d’apres la proposition 2.3.2.1, B — C' n’est pas un carré dans
K5. Cela signifie que I'image par 732 du point < y? — 46%C,0 > n’est pas
triviale. Par conséquent, le point

<y? —46%C,0>=<y+5(1+C),0> + < y* —46°B,0 >

n’est pas un double dans Jac(H)(k(z)).

Finalement la 4-torsion de Jac(H)(k(z)) est égale a sa 2-torsion. Nous
en déduisons que la torsion 2-primaire de Jac(H)(k(x)) est aussi égale a sa
2-torsion.

Comme l'image d’un double par Zy est triviale, nous avons, pour tout
entier m € N impair, I’égalité Zy(T') = Zx(mT). En particulier, pour tout
m € N impair, tout n € N et tout point de 2"m-torsion T', 'image =Zy(T")
est 'image du point de 2"-torsion mT par Zp. Ainsi, I'image de la torsion
de Jac(H)(k(z)) par =y est I'image de la torsion 2-primaire, c’est-a-dire
I'image de la 2-torsion. [J

Proposition 4.5.4 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C, § €
klx] trois polynomes non nuls tels que les polynomes 1 — C, B — C et
(14 C)? — 4B soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H: 22 = (y+0(1+C)(y* - 46°B)(y* — 46°C).

Nous reprenons les notations 4.5.1. Nous supposons que
B et C ne sont pas des carrés dans k(x),

B et C sont premiers entre eux,

B et C — 1 sont premiers entre eux,

(14 C)? — 4B et C sont premiers entre euz, et
B —1 et1l—C sont premiers entre eut.

RO S

Alors tout élément o de l’image de Zp est de la forme

o = ([pu1,201,3], [p1,202,3], [11,3142,3]) avec

* 12 € k[z] un diviseur de 5((1 + C)? — 4B),
* p13 € k[z] un diviseur de (1 — C) et
* o3 € k[z] un diviseur de 6(B — C).

Démonstration.
Nous utilisons la proposition 4.1.3. Cela, nous amene & considérer les six
polynomes suivants :

* A = Ng i) (1) = 1,
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A1 = Ng, k) (v* —40°B) = 6% (14 C)? — 4B),
Ars = Ni, ji(a) (v° — 46°C) = 6*(1 = C)?,

Ago = Ni, k() (2y) = —160°B,

Ag’g = NKg/k’(:c) (y2 - 4520) = 16(54(3 - 0)2 et
A3 = Ng, /i) (2y) = —1656%C.

Lorsque 1 < j <4 < 3 nous posons également A;; := A, ;.

EE S S SR S

Soit o un élément de 'image de Zp. D’apres la proposition 4.1.3, il existe
une famille (p; ;) d’éléments de k[x] sans facteur carré telle que

1<4<3,
J#Fi
3 3
* Hi,j divise ngd (H Ai,k, H AjJ),
k=1 =1
Hij = Hj,is €F
Ex.i(a) soit la classe de H,ui,j.
J#i
1. Le polynome p1 o divise
pged (6% ((14 C)* —4B) (1 - C)?,—(16)® ((1 + C)* — 4B) B(B — 0)?)..
Puisque 1 — C' et 1 — B sont premiers entre eux, nous avons
pged(B — C, (1 - C)%) = 1.
Les polynoémes B et 1 — C sont aussi premiers entre eux. Ainsi, le polynome
p1,2 étant sans facteur carré, il divise & ((1+ C)? — 4B) .
2. Le polynome p1 3 divise
pged (6% (1 +C)* —4B) (1 — C)?,—(16)%6*(1 — C)*(B — C)*C) .
Les polynomes 1 — C' et 1 — B sont premiers entre eux et

pged(B — C, (1+ C)? —4B) = pged(B - C, (1 - C)?),

donc les polynémes B — C et (1 + C)? — 4B sont premiers entre eux. Or
les polynomes (1 + €)% — 4B et C sont premiers entre eux et jj 3 est sans
facteur carré, donc p; 3 divise 6(1 — C).

3. Le polynome po 3 divise
pged (—166% (1 + C)* —4B) B(B — C)*,—(16)*6°(1 — C)*(B — C)*C) .

Nous savons par ailleurs que :
* Bet C(1 —C) sont premiers entre eux;
* (et ((1 +0)% - 4B) sont premiers entre eux ;
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* les polynomes 1 — C et (1 + C)? — 4B sont premiers entre eux (car
pged(1-C,1—-B) =1).
Comme pg 3 est sans facteur carré, nous déduisons de ces trois relations de
primalité relative que pg 3 divise §(B — C). O

Nous donnons maintenant trois applications de la proposition 4.1.7.

Proposition 4.5.5 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C, § €
klz] trois polynomes non nuls tels que les polynémes 1 — C, B — C et
(1+ C)? — 4B soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H:22=(y+0(1+C))(y? —46°B)(y? — 46°C).

Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypothéses
de la proposition 4.5.2 sont vérifiées. Nous supposons de plus que B et C ne
sont pas des carrés dans k(zx).
Soit p un facteur premier de B — C. Nous supposons que

* B et C sont premiers entre euzx, et

* il nexiste pas A € k tel que B = A% mod p.

Alors tout élément o de l’image de Zpy est de la forme
a = ([a1], [o2], [os])
avec oy, ag, ag € klx] trois polynomes tels que
vp(an) =0 et vp(asz) = 0.

Démonstration.

Soit div(u,v) € DivP(k(H)) un diviseur semi-réduit avec u premier
Ly L3. Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’équivalence linéaire de div(u, v).
Nous avons alors

* EH,Q(Cl(diV(U,’U))) = [NKg/k(m) ((_1)deg(u)u>] et

* Ens(Cl(div(u,v))) = [NKg/k(m) ((—l)deg(“)u)].

Nous appliquons la proposition 4.1.7 avec P la place d’uniformisante p
et A:=46%B : comme

* vp(B) =0mod 2 (car B et B — C sont premiers entre eux), et

* il n’existe pas A € k tel que p~?»B) B = X2 mod p,
cette proposition affirme que la valuation v, (NKz/k(x) ((—1)deg(“)u)) est
paire.

La proposition 4.1.7 s’applique aussi avec P la place d’uniformisante
p et A := 452C (car C = B mod p). Nous en déduisons que la valuation
Up (NK3/k(x) ((—1)deg(“)u)) est paire. [
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Proposition 4.5.6 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C, § €
klx] trois polynomes non nuls tels que les polynomes 1 — C, B — C et
(14 C)? — 4B soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(zx) d’équation affine

H:2? = (y+6(1+O))(y* —48°B)(y° — 46°C).

Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypotheéses
de la proposition 4.5.2 sont vérifies. Nous supposons de plus que B et C ne
sont pas des carrés dans k(x).
Soit p un facteur premier de §. Nous supposons que

* vp(B) =0mod 2, et

* 4l nexiste pas X € k tel que p~U»B) B = A2 mod p.

Alors tout élément o de l’image de Zyy est de la forme

a = ([al]v [062], [013])
avec aq, ag, ag € klx] trois polynémes tels que vy(az) = 0.

Démonstration.

Soit div(u,v) € Div?(k(H)) un diviseur semi-réduit avec u premier & L.
Nous notons Cl(div(u,v)) la classe d’équivalence linéaire de div(u,v). Nous
avons alors Z3,5(C1(div(u, v))) = [N, /k(a) ((—1)deg(“)u)] .

Nous appliquons la proposition 4.1.7 avec P la place d’uniformisante p
et A:=46°B : comme

* vp(B) =0mod 2, et

* il n’existe pas A € k tel que p~»B) B = \2 mod p,
cette proposition affirme que la valuation v, (NKQ/k(z) ((—1)deg(“)u)) est
paire. [

Proposition 4.5.7 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C, § €
klz] trois polynomes non nuls tels que les polynémes 1 — C, B — C et
(14 C)? — 4B soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H:22=(y+0(1+C))(y? — 46°B)(y* — 46°C).

Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypotheses
de la proposition 4.5.2 sont vérifiées. Nous supposons de plus que B et C ne
sont pas des carrés dans k(zx).
Soit p un facteur premier de §. Nous supposons que

* vp(C) =0mod 2, et

* 4l pexiste pas X € k tel que p~?»(©)C' = A2 mod p.
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Alors tout élément o de l'image de =y est de la forme

o = ([al]v [042], [a3])
avec a1, o, as € klz] trois polynomes tels que vy(asz) = 0.

Démonstration.

Soit div(u,v) € Div?(k(H)) un diviseur semi-réduit avec u premier & L.
Nous notons Cl(div(u,v)) la classe d’équivalence linéaire de div(u,v). Nous
avons alors Z3;3(C1(div(u, v))) = [N, /k(a) ((—1)deg(“)u)] .

Nous appliquons la proposition 4.1.7 avec P la place d’uniformisante p
et A:=456?C : comme

* 1p(C) =0mod 2, et

* il n’existe pas A € k tel que p~?(©)C = A2 mod p,
cette proposition affirme que la valuation v, (NKS/k(z) ((—1)deg(”)u)) est
paire. [

Les trois propositions suivantes sont des applications de la proposition
4.1.6.

Proposition 4.5.8 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C, § €
klz] trois polynomes non nuls tels que les polynémes 1 — C, B — C et
(1+ C)? — 4B soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H: 2% = (y+ 51+ C))(y? — 482B) (> — 46%C).

Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypotheses
de la proposition 4.5.2 sont vérifiées. Nous supposons de plus que

* B n’est pas un carré dans k(x), et

* C est de degré impair.
Soit A le coefficient dominant de C.

Alors tout élément o de l'image de Zyy est de la forme

a = ([era1], [e2az], [e3a3))

avec aq, ag, as € klz| trois polynomes unitaires et €1, €2, €3 € k* tels que
€3 ~ 1 si az est de degré pair;

* €3~ —\ siaz est de degré impair.

Démonstration.

Soit div(u,v) € Div?(k(H)) un diviseur semi-réduit avec u premier a
L3. Nous notons Cl(div(u,v)) la classe d’équivalence linéaire de div(u,v).
Nous avons alors Zy 3(Cl(div(u,v))) = [NKg/k(m) ((—1)deg(“)u)] . 11 existe
un polynome unitaire az € kfz] et €3 € K tels que Ng, /i(x) ((—1)des(wy) =
€3003.

Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place a I'infini
de k(z) et A :=45%C : comme A ~ C, nous avons
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€3 ~ 1 si a3 est de degré pair;

* €3~ —\si ag est de degré impair. [

Proposition 4.5.9 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C, § €
klz] trois polynomes non nuls tels que les polynémes 1 — C, B — C et
(1+ C)? — 4B soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H: 22 = (y+6(14C))(y* — 46°B)(y* — 46%C).

Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypothéses
de la proposition 4.5.4 sont vérifiées.
Soit p un facteur premier de C. Nous supposons que

*la valuation v,(C) est impaire, et

* vp(0) =vp(B—-C) =v,(1-C)=0.
Alors tout élément o de ’image de Zpy est de la forme
a = ([o], [az], [es])
avec oy, ag, ag € k[x] trois polynomes tels que
vp(as) =0 et az ~ 1 mod p.

Démonstration.

Soit div(u,v) € Div?(k(H)) un diviseur semi-réduit avec u premier & L.
Nous notons Cl(div(u,v)) la classe d’équivalence linéaire de div(u,v). Nous
avons alors Z3;3(C1(div(u, v))) = [N, /k(a) ((—1)deg(“)u)] . Nous posons

Qs = p—vp(ng/uz)((—Udeg(“)U))NK?)/k(x) ((_1)deg(u)u) .

Nous avons supposé que v,(0) = vp(B — C) = vp(1 — C) = 0. Ainsi,
d’apres la proposition 4.5.4, la valuation v, (NKs/k(x) ((—1)deg(“’)u)) est paire.
Nous en déduisons que N, /(x) ((—1)deg(“)u) ~ ag, c’est-a-dire que

5] = [Niey oy (1200 | = Zpqa(CU(div(w,0))).

Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place associée
apet A:=462C : nous avons ag ~ 1 mod p. 0O

Proposition 4.5.10 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C,
d € k[z] trois polynémes non nuls tels que les polynomes 1 — C, B — C' et
(1+ C)? — 4B soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H:22=(y+0(1+C))(y* —45°B)(y* — 46°C).

Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypotheéses
de la proposition 4.5.4 sont vérifiées.
Soit p un facteur premier de B. Nous supposons que
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*la valuation v,(B) est impaire et
* 0,(8) = vp(B — C) = v,((1 + C)? —4B) = 0.

Alors tout élément o de l’image de Zpy est de la forme

o = ([al]v [042], [a3])
avec aq, ag, as € klz| trois polynomes tels que
vp(a2) =0 et ap ~ 1 mod p.

Démonstration.

Soit div(u,v) € Div?(k(H)) un diviseur semi-réduit avec u premier & L.
Nous notons Cl(div(u,v)) la classe d’équivalence linéaire de div(u, v). Nous
avons alors =y o (Cl(div(u,v))) = [NKQ/k(x) ((—1)deg(“)u)] . Nous posons

g = p_UP(NKQ/k<I>((_1)deg(U)u))NK2/k(z) <(—1)deg(“)U) .

Nous avons supposé que v,(8) = v,(B — C) = v,((1 + C)? — 4B) = 0.
Ainsi, d’apres la proposition 4.5.4, la valuation v, (NKz/k(x) ((—l)deg(“)u))
est paire. Nous en déduisons que N, /k(s) ((—l)deg(“)u) ~ g, c’est-a-dire
que

[as] = [Nicy ey ((—1)%0) | = Zpea(Cl(div(u,0).

Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place associée
Apet A:=46%°B : nous avons as ~ 1 mod p. O

Proposition 4.5.11 Soit k un corps de caractéristique 0. Soient B, C,
d € k[z] trois polynomes non nuls tels que les polynomes 1 — C, B — C' et
(1+ C)? — 4B soient non nuls.

Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’équation affine

H:22=(y+0(1+C))(y? — 46°B)(y* — 46°C).

Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypotheses
de la proposition 4.5.4 sont vérifiées.
Soit p un facteur premier de B — C. Nous supposons que

¥ up(8) =vp(1 = C) =v,(C) =0, et

* il nlexiste pas A € k tel que C = A\? mod p.

Alors tout élément o de ’image de Zpy est de la forme
a = (o], [az], [as])
avec aq, ag, as € klz| trois polynomes tels que

vp(a1) =0 et oy ~ 1 mod p.
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Démonstration.

Soit < u,v >€ Jac(H)(k(x)) un k(x)-point de Jac(H). Quitte & ajouter
un point de 2-torsion au point < u,v >, nous pouvons supposer, sans perte
de généralité, que u est premier & LiLoLs.

Il existe quatre polynémes ug, u1, uo et A premiers dans leur ensemble
tels que

U o UL Ug

uly) =~y + —y+ —.
)=~y + v+
Puisque wu est unitaire, A est le coefficient dominant du polynome
Uoy® + Uy + Up. Ainsi X est égal & o, u; ou ug. Par conséquent, les po-

lynémes us, Uy et ug sont premiers entre eux dans leur ensemble.

L’image du point < u,v > par Zy est

(< w0 >) = ([Niep (D= Wu(m)))

Si le polynéme )\ZNK&H/;C(J;) ((—1)deg(“)u) n’est pas divisible par p :
Comme p divise B — (', nous avons
NNy s ke (F1)%E00) = (g + 4620T2)? — 46°C3
(tio + 46 Bliz)* — 462 Buf mod p
NNk, /iy (1)) mod p.

3

1=1

deg(“)u) est inversible modulo p. Nous

~—

Le polynéme )\QNK&H/k(x) ((—1
en déduisons que

)\4NK2,H/]€(1') <(—1)deg(u)u) Nk 30 /k(x) ((—Udeg(“)u) ~ 1 mod p.
Pour conclure, il suffit d’utiliser la proposition 1.5.9

Eri(<u,v>) = Ena(<u,v>)Exz(<u,v>)

= [N, by ((F125000) N jaey ((-1)8500) |

= .

Si )\QNK&H/k(m) ((—l)deg(“)u) est divisible par p, mais pas %; : nous avons

alors

NN, ke ((—1)deg<U>u) = (U + 46°Ciz)? — 46202,
donc 462Cu3 = (U + 46°Ci2)? mod p. Comme v,(C) = v,(8) =
vp(u1) = 0, nous en déduisons que C' ~ 1 mod p. Nous avons ainsi une

contradiction avec le choix de p. Le cas ou )\QNK37+/;€(,U) ((—l)deg(“)u)
est divisible par p et u; premier & p est donc impossible.
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Siuy et A2 Nk, o /k(x) ( 1 deg(“ ) sont divisibles par p : la congruence
A2 Nk, o /k(x) ((—1)des ) = 0 mod p signifie que

45°CU3 = (g + 40°CTiz)? mod p.
Nous savons aussi que p divise #1. Nous en déduisons donc que :
g = —46°CTiy mod p (4.32)

Les polynoémes g, u1, et us sont premiers dans leur ensemble. Le
polynéme p ne peut donc les diviser tous. Or p divise u1, donc p ne
divise pas 'un des polynomes ug et us. Ainsi, d’apres la congruence
4.32, le polynoéme p ne divise pas us.

Nous en déduisons la valeur de A : I’élément A est le coefficient domi-
nant de \u = toy? + U1y + Uo, c’est-a-dire Uy (il est non nul puisque
premier a p).

En utilisant la relation de congruence 4.32 nous pouvons remarquer
que :

(—1)dee( \2y(5(1 4 C))

( 1)deg(u (’u,252(1 + C)2 - ﬂ15(1 + C) + ﬁo)
(—1)dee@ X (up6%(1 + C)? — 0 — 46%Ciz) mod p
(1)) \77562(1 — C)2 mod p
(—1)3e®7252(1 — )2 mod p.

Nous en déduisons
(—=1)38\24(5(1 4 C)) ~ 1 mod p

car u2d(1 — C) est inversible modulo p et car u est de degré 2. Pour
conclure, nous remarquons que

Era(< w0 >) = [(—1)deg<u>x2u(5(1 +opl. O

Proposition 4.5.12 Soient n, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w,p).
Nous posons :

by — pi—nz Lo

we—n 4

Soient B(x) = (x + b1)?> — % et C(x) := 2(x + b1) + w? — n? — 1. Nous
supposons que les éléments
n,
(w - —1) —4n? et (w2—772—1)2—4772—1,
(w -7 —2) —4n? et (w2—772—2)2—4772—4,
(w2 — 172)2 —4n? et
B(0) - C(0) = (b1 — 1)* —

* % % % %
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sont non nuls.
A tout § € k(x)*, nous associons la k(x)-courbe hyperelliptique C;
d’équation affine :

Cf 22 = (y+6(1+C))(y* — 46°B)(y? — 4520).

Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que
Fl4w)?—n?et(l-w)?—n?
* B(0) =b2—n% et C(0) = 2b; +w? —n? — 1,
ne sont pas des carrés dans k. Nous supposons de plus que 'un des deux
éléments
N —w? — 2w et n® —w?+ 2w

n’est pas un carré dans k.

Alors pour tout ( € k strictement positif,
* limage de g+ est égale a l'image de la torsion de Jac(Cg)(k(:v)) par
¢
Hé‘+, et
¢
* limage de HCAZT est égale a l'image de la torsion de Jac(C&)(k(x))
ar Iz .
D Cz—w

Démonstration. R
Soit ¢ € k strictement positif et § € {¢,(z}. Soit 3 € Jac(Cy ) (k(z)).

Le polynéme C' est de degré 1. Le polyndme C n’est donc pas un carré dans
Nous avons supposé le discriminant 4n? de B non nul. Ainsi le polynéme
B = (z +b1)? — 1% n’a pas de racine double. Le polynéme B n’est donc pas
un carré.
Le reste de la division euclidienne de B = (z + b1)? — n? par
C=2(x+b)+w?—n*—1est

2 _ .2 2
w*—n“—1
( ) i’

Ce reste est différent de 0 et %, donc

* B et C sont premiers entre eux, et

* 1 — 4B et C sont premiers entre eux.
D’apres la seconde relation de primalité, les polynémes (14 C)? — 4B et C
sont aussi premiers entre eux.
Le reste W —1n? de la division euclidienne de B par C' — 1 est
différent de 0 et 1, donc

* B est premier & C — 1 et

* B —1 est premier a C' — 1.
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Finalement, les hypotheses des propositions 4.5.2 et 4.5.4 sont vérifiées.
Ainsi, la proposition 4.5.4 s’applique et affirme I'existence

* d’un diviseur sans facteur carré p o € k[z] de 6((1 + €)% — 4B),

* d’un diviseur sans facteur carré p; 3 € klz] de 6(1 — C') et

* d’un diviseur sans facteur carré pg 3 € klz] de 6(B — C)

tels que Zgy (B) = ([11,2001,3], [11,2002,3], [11,3142,3])-

Le triplet ([(1+ C)? —4B],[(1+C)? —4B],[1]) est I'image par ECA; d’un

élément de 2-torsion de Jac(é:;+)(k(x)) (voir la proposition 4.5.3). De plus,
le polynoéme (1 4 C)? — 4B est de degré au plus 1. Ainsi, quitte & ajouter
a 3 un élément de 2-torsion de Jac(CA;' )(k(z)), nous pouvons supposer que
1,2 est un diviseur de 4.

Soit p := x+b; — 1 —w. Le polyndéme p est un des deux facteurs premiers
de B—C = (v + b —1)? — w2 Le reste de la division euclidienne de
B = (z+b1)? —n? par p est

(1+w)?—n*

Par hypothese, ce reste n’est pas un carré dans k. La proposition 4.5.5 af-
firme donc que la valuation v, (p1 2p2,3) est paire. Or v,(p12) = 0 donc la
valuation vy, (j23) est paire. Par symétrie des roles de w et —w, la valuation
de p23 en x + by — 1 + w est paire. Finalement, le polynome sans facteur
carré [ip 3 est un diviseur de 4.

Nous supposons momentanément que 6 = (x. Nous avons supposé que
B(0) = b — n? n’est pas un carré dans k. En particulier, B(0) est non nul.
Nous en déduisons que B et x sont premiers entre eux. D’apres la proposition
4.5.6 appliqué au cas p = x, la valuation v, (1,2412,3) est paire. De méme, la
proposition 4.5.7 s’applique (car C(0) = 2b; + w? —n? — 1 n’est pas un carré
dans k(z)) : vy (p1,3p02,3) est paire.

De plus, les polynomes ji12, p1,3 et po3 sont sans facteur carré. Les
valuations vy (f11,2), vz(11,3) et vz (p1,2) sont donc égales (elles sont égales &
0 ou 1 et de méme parité). Or

Eer(8) = (lw2ma], [mon2a] s [ 3025])
= ([(0p1,2) (6p1,3)], [(Spn,2) (Op2,3)] 5 [(Spa,3) (Op2,3)])

donc, quitte & les multiplier tous les trois par § !, nous pouvons supposer
que les polynémes (i1 2, 11,3 et o 3 sont premiers a d.

Nous revenons au cas général (0 € {¢,(x}). Nous nous sommes ramenés au
cas ol

* pi12 € kX est une constante,
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* pi13 € k[z] est un diviseur sans facteur carré de (1 — C), et

p23 € k™ est une constante.

Comme C — 1 est de degré 1, le polynome p1,3 ne peut prendre que deux
valeurs différentes & une constante pres : il existe € € k> tel que p1,3 = € ou
w13 = €(1 — C). En fait, d’apres la proposition 4.5.8, et puisque 1 — C' et
—C' ont méme coefficient dominant, nous avons fo 3¢ ~ 1.

*

Comme 7 # 0, le polyndéme B est sans facteur carré. Par ailleurs,

* pged(B,C) =1 donc B et B — C sont premiers entre eux ;

* B(0) = b2 — 1% # 0 donc B est premier & 6 ;

* le reste i ((w2 — 772)2 — 4772> de la division euclidienne du polynéme
B=(z+b1)—n*par 1 +C =2 (x + b;) + w? — n? est non nul, donc
pged(1 + C, B) = 1 et donc les polynomes (1 + C)%2 — 4B et B sont
premiers entre eux.

La proposition 4.5.10 s’applique donc : nous avons p12u23 ~ 1 mod p pour
tout facteur premier p de B. Le polynome p1 24123 étant une constante, nous
en déduisons que pi12 ~ p2 3 ~ €. En particulier, nous avons

pi2p3 ~ 1ou pygprz~1—C.

Nous supposons que piopu13 ~ 1 — C. Comme B est premier a C,
les polynomes B — C' et C' sont premiers entre eux. De méme, puisque
pged(B —1,C — 1) = 1, le polynome B — C' est premier a C' — 1. De plus,
B(0) # C(0) donc les polynémes B — C' et § sont premiers entre eux. Par
ailleurs,

* le polynéme B — C se factorise sous la forme

B-C=(@x+b—-14w)(z+b —1—-w),
* le reste (w + 1)2 — n? de la division euclidienne de
C=2x+b—1)+w—n>—1

par x + b; — 1 — w n’est pas un carré dans k, et
* e reste (w4 1)2 — n? de la division euclidienne de

C=2x+b—1)+w—n*-1

par x + b1 — 1 + w n’est pas un carré dans k.
Les hypotheses de la proposition 4.5.11 sont donc satisfaites pour tous les
facteurs premiers de B — C.
Cette proposition affirme que p1 2413 ~ 1 mod p pour tout facteur pre-
mier pde B—C = (x+b; —1)2—w?. Puisque 1 —C = —2(z+b; — 1) +7?—w?,
cela signifie que les deux éléments

n? —w? —2wet n® —w?+2w
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sont des carrés dans k. Ce n’est pas le cas, donc piopu13 ~ 1. Par suite,
I'image
Eég (B) = ([u1,211,3] 5 [1,212,3] 5 [pe1,3002,3])

est triviale. R
Nous venons ainsi de montrer que, pour tout 8 € Jac(Cy)(k(z)), il existe
un point de torsion T € Jac(Cy )(k(xz)) tel que I'image Eg (ﬁ + T) soit

triviale. Pour conclure il suffit de remarquer que Iz = uc+. |
é 6

4.6 Conclusion : une famille de polynémes qui ne
sont pas somme de trois carrés dans R(z,y).

Théoréme 4.6.1 Soient n, w, p € R des réels. Soit k := Q(n,w, p). Nous
POSONS :
- 0% — 2 +772—w2.
w2 — n? 4

Soient B(x) = (x + b1)? —n% et C(x) := 2(x + by) + w? — n? — 1. Nous
supposons que les éléments

* m et p,
w? —77 —2—277 et w? —n? —2+ 2,

— 77 — 2) — 4n? — 4,

2 _p? —1—|—277 et w? —n? —1-2n,
(w —n —1) —4n? —1,

w2 —n? =2 etw?—n%+2n

* % % % %

sont non nuls.
Nous supposons de plus w > 1+ |n|, w? —n? > 2w, by > 1+
qu’aucun des éléments

a. ((w2 — 172)2 — 4w2) = (w2 . — Qw) (w2 —n? 4+ 2w)

2
w?=n
5 et

b. (2b; — 2+ w? —n?)(wW? —n? - 2w),

c. (2b; —2+w? —n?)(W? —n? + 2w),

d. 2(w?—n?—2w)(b — 1 —w),

e. 2(w? —n?+2w)(by — 1 +w)

f. (2b1—2+w2—n2) (b1 — 14+ w),

g. (2b1—2+w —772)(b1—1—w),

h. ((bl 1) — 2) ((w2 - 772)2 - 4w2)

i 2(w?=n?) (0 —n?—2w) ((w +1)* - n2)n (pour n € {0,1}),
g 2 (w? = n?) (w? = n* + 2w) <(w—1)2—772)n (pour n € {0,1})
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&

((bl — 1)2 — w2)n1 ((w — 1)2 - 772>n2 ((w + 1)2 — 772)713 (avec (ny1,n2,n3)
un triplet non nul d’éléments de {0,1}),
l. 2 (w2 — n2) (2b1 -2+ w? - 772),
m. 2™ (W2 —n?+2w) (b1 — 1 +w) (w? —n?)"" (2by — 2+ w? — 772)17711
X(w—=1=n)'"" (w—14n)"
(avec ny, ny € N), et
n. 21—n1 (w2 _ 772 + 2w) (w2 . n2)n1 (2b1 —24 wQ o 772)711
X(w=1-n)'""(-1+n",
(avec ny, ny € N)
0. b3 —n? et
p. 20y +w? —n? -1,

n’est un carré dans k.

Alors le polynéme
P(z,y) = (y*+1) (s’ + C (7)) (" + (1+C (27)) y* + B (+7))

est positif ou nul sur R?, mais n’est pas une somme de trois carrés dans
R(z,y).

Démonstration.
s,y W2on?  W2_p?
Des trois inégalités by > 1 + *5-, “5 > w et w > 1+ ||, nous
déduisons que ’élément b; est strictement supérieur a 2+ |n| et donc stricte-
ment positif. En particulier, nous avons b; > 0 et b3 > n?. Ainsi, le polynéme

B(z?) = 2t 4 2b122 + b — n?
est positif ou nul sur R.

De méme, puisque 2b; > 2 + w? — n? et w? > 7%, les éléments
200 —2+w?—n? = (261 -2 (w2 —772)) + 2 (w2 —172) et 2by — 14 w? —n?
sont strictement positifs. Ainsi, le polynome

C(2?) =22 + (2b) — 1 + w® — 1?)
est positif ou nul sur R. Par conséquent, le polynome
P(z,y) = (v’ +1) (" + C (7)) (v" + (1 + C (%)) y* + B (2%))
est positif ou nul sur R2.

Le reste (C’ (mQ) — 1) (B (acQ) - C (3:2)) de la division euclidienne de

(v +C (@) (v + (1+C () y* + B (7))
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par 42 + 1 est non nul (il est méme de degré 6 en y). Les polynomes y? + 1
t (y2 +C (x2)) (y4 + (1 +C (:cz)) y? + B (mz)) sont donc premiers entre
eux.
De méme, le reste (B (x ) ( ) de la division euclidienne de
44 (1 +C (:c2)) y> + B (:CQ) par y? + C’( ) est non nul, donc les po-
lynémes 3% + C (w2) et yt + (1 + C( )) y? + ( ) sont premiers entre
eux.
Par ailleurs, le polynéme C (:U2) est non nul, donc le polynome
y? + (C (:c2)) est sans facteur carré.

Enfin, le discriminant 16 B (x2) ((1 +C (.%'2))2 —4B (xz))Q du polynome
y*+ (1 + C (2?)) y* + B (2?) est non nul donc y* + (1 + C (2?)) y* + B (z?)
est sans facteur carré. Ainsi, des relations de primalité précédentes, nous

déduisons que le polynéme P(x,y) € k[z][y] est sans facteur carré. En par-
ticulier, les hypotheses de la proposition 1.2.8 sont satisfaites.

Nous montrons maintenant que P(z,y) n’est pas une somme de trois
carrés dans R(x,y). Pour cela, nous introduisons la courbe hyperelliptique
C sur R(z) d’équation affine

C: 2%+ (y2 + 1) (y2 +C (xQ)) (y4 + (1 +C (azz)) v+ B (acQ)) = 0.

D’apres la proposition 1.2.8, le polynome P(x,y) est une somme de trois
carrés dans R(x,y) si et seulement si la jacobienne Jac(C) a un point
R(x)-rationnel antineutre.

Nous commengons par montrer que le groupe Jac(C)(R(x)) est de rang
de Mordell-Weil nul, c’est-a-dire égal a son sous-groupe de torsion. Pour
cela, nous utilisons la proposition 3.5.3.6.

Nous avons supposé w > 1 + |n|, donc w est non nul. De méme,
2 9?2 > 2lw|, donc w? — n?, w? — n? + 2w et w? — n? — 2w sont non
nuls (ils sont méme strictement positifs).

Par ailleurs les éléments 2b; + w? —n? — 1, b3 —n% et (by — 1)? — w? ne
sont pas des carrés dans k, donc les éléments 2by +w? — 1% —1, by +1n, by —
by — 1+ w et by — 1 — w sont non nuls. Nous venons ainsi de montrer que les
éléments

¥, w, pet w? -
2b) — 2 +w? —n?,

w? —n? —2—2net w? —n?—2+2n,
w? —n? + 2w et w? —n? — 2w,
w—n?—1+2netw?—n?—1-2n,

o 4w -2 =1, b4+, b1 —nb—1+wetb —1—w
sont non nuls. Les hypotheses de la proposition 3.5.3.6 sont donc vérifiées.

* K X K
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Afin d'utiliser la proposition 3.5.3.6, nous associons & tout § € k(z)* les
deux k(z)-courbes hyperelliptiques C; et C; (qui sont de genre 2), et les
deux k(x)-courbes elliptiques Cy et C; d’équations affines respectives :

Cf : 22 = (y+ HEOD) <y2 _ (6(1c<x>>)2> (1 - Elusce)isne)

2 4
Ci:22=(y+5(1+C(x))) (y? — 46°B (2)) (y* — 40°C (x))
G 2=y (1 =3 |1-C@) -2(B@@)-C@)|y+9(B@)-C@))

Cg:t2:y(y+5(1—0(x))2) (y+5((1—0(x))2—4(3(:6)—0(36)))).

Nous reprenons les notations 4.2 et 4.4.

D’apres la proposition 3.5.3.6, le R(z)-rang de Mordell-Weil de la jaco-
bienne de la courbe C est nul si et seulement si, pour tout ¢ € k strictement
positif, les images des homomorphismes

_ — S S H+ H+ HA+ etHA+
’YCC ) 7@067 ,.ch ) 7@(17 CC ’ ch7 CC CC

sont respectivement les images des points de torsion k(z)-rationnels de

~ -~

Cos Cops é\g, Cows Jac(Czr), Jac(CZ;), Jac(Cg) et Jac(CA&).

Nous étudions maintenant les images des homomorphismes
- - . 5— 11 + II + H’\Jr et H’\Jr
Tegr Teg e e Hel Hel Ve Cea

en utilisant les propositions 4.2.5, 4.2.7,4.3.5, 4.3.6, 4.4.4.1, 4.4.4.2 et 4.5.12.

1. Les hypotheéses de la proposition 4.2.5 sont vérifiées :
* w2 >n? et

* ((w2 — 772) — 4w2) = (w2 — 2w — 772) (w2 + 2w — 772) n’est pas un carré
dans k.

Par conséquent, pour tout ¢ € k strictement positif, I'image du morphisme
Yo est triviale.
¢

2. Comme w? > n? et comme les éléments
* (by —1)® — w? (voir Phypothese k. ),
*(2h -2+ w? =) (W -0+ 2w),

* (200 =24+ w =) (WP =P - 2w),
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* 2(w? —n? —2w) (b — 1 —w), et
* 2(w? —n? 4 2w)(by — 14 w)
ne sont pas des carrés dans k, les hypotheéses de la proposition 4.2.7 sont

satisfaites. Nous déduisons de cette proposition que, pour tout ¢ € k stric-
tement positif, I'image du morphisme v, est triviale.
Cz

3. Puisque w? — n? > 2|w|, I'’élément
(w? — 1 — 2w)(w? — % + 2w)

est strictement positif. La proposition 4.3.5 s’applique donc : pour tout ¢ € k

strictement positif, 'image de 75— k() est I'image des points de 2-torsion de
C I

Ce (k(x)).

4. Les hypotheses de la proposition 4.3.6 sont vérifiées : les éléments w? —n?
et p sont non nuls (en fait w? > 7?), et les éléments

¥ (by —1)? — w? (voir I'hypothese k. ),
* (w2 _ 172)2 _ 4w2,

*2(200 — 24w —n?) (b — 1+ w),

*2(200 —24w?—n?) (b — 1 —w) et
*

((b1 -1 - w2> ((w2 - 772)2 - 4w2>
ne sont pas des carrés dans k. Ainsi, pour tout ( € k strictement positif,
Iimage de ;) est 'image des points de 2-torsion de C, (k(x)).

5. De 'inégalité w? — n? > 2|w| nous déduisons
(w2 — 772)2 — 2w — 21 > 4w? — 2% — 292 =2 (w2 - 172) > 0.

En particulier, 1’élément (w2 — 772)2 — 2w? — 2% est non nul. Par ailleurs,
nous avons supposé gue les éléments

* (w2—172—1)2—4n2: (w2—772—1+2n) (wg—n2—1—277) et

Fowren?=2)" — A = (W = n? =2+ 2n) (WP —n?—2—2n)
sont non nuls. De plus, aucun des éléments

n n
* (w12 =n2)" (@17 =n?)" (avee (mym2) € {(0,1), (1,0), (1, 1)})
(voir I’hypothese k. ),

* 2(w? = n?) (W —n? - 2w) ((w +1)* = 772)n (avec n € {0,1}) et
* 2 (w?=n?) (W —n? + 2w) <(w —1)? — n2>n (avec n € {0,1})

n’est un carré dans k. Or w > 1 + ||, donc les hypotheses de la proposi-

tion 4.4.4.1 sont satisfaites. Par suite, pour tout { € k strictement positif,

I'image de Il + est engendrée par I'image des points de torsion 2-primaire
¢
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de Jac(CEr)(k‘(m)).

6. Les éléments
* (w2—n2—1)2—4n2: (w2—772—1+277) (w2—772—1—27]) et
2
Fwre-n?=2)" —dnP = (W= =24 2n) (W —n*—2-2p)
sont non nuls. o, ) o
Nous avons supposé w” —n° > 2w, by > 1+ “5 et w > |n| + 1. Par
ailleurs, aucun des éléments

n n n
* ((bl —1)* - w2) ' ((w —1)% - 172> ’ ((w +1)% - 772) ’ (avec (ny,ng, n3)
un triplet non nul d’éléments de {0,1}),
%2 (w2 — %) (2by — 2+ w? — 1),
oM (W=t 4 2w) (b — 1+ w) (w? — nz)nl (261 — 2 + w? — 172)17711
X(w—=1=n)'"" (w—14n)"
(avec ng, ny € N), et
* 21—n1 (w2 o 772 + 2w) (w2 o 772)7%1 (251 — 24+ wQ o n2)n1
X(W=1=m)"" (w—14n"
(avec ny, ng € N)
n’est un carré dans k. Ainsi, les hypotheses de la proposition 4.4.4.2 sont
satisfaites. Nous en déduisons que, pour tout ( € k* strictement positif,
I'image de ch est engendrée par I'image des points de torsion 2-primaire

de Jac(C&)(k(x)).

7. Nous avons supposé que 1’élément <(b1 — 1)2 — w2> ((w2 - 772)2 - 4w2>
n’est pas un carré dans k. Par suite, (b — 1)2 — w? est non nul. Nous avons
aussi supposé que les éléments

o, , ,

Fowrent=1)" —4Antet (WP —n?—1)" —4n? -1,

* (w2—772—2)2—4772 et (wQ—n2—2)2—4n2—4, et

2

* (w2 —n?)” —an? = (W2 — 1+ 2n) (w2 — = 2n)

sont non nuls. Par ailleurs, 1’élément

(w2 — 172)2 —4w? = (w2 — 772 — Qw) (w2 — 772 + 2w)

n’est pas un carré dans k, donc
* n? —w? — 2w n’est pas un carré dans k ou
* 2 — w? + 2w n’est pas un carré dans k
Ainsi, puisque les éléments
* (1+w)?—n?et (1 -w)?—n? (voir 'hypothese k. ),
* b2 —n? et
*2b +w? —n? -1,
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ne sont pas des carrés dans k, la proposition 4.5.12 s’applique : pour tout
¢ € k strictement positif,
* T'image de I+ est égale a I'image de la torsion de Jac(C?)(k(x)) par
¢
Hég, et
* DPimage de HCAZ; est égale a I'image de la torsion de Jac(CZB)(k(x)) par
g -

Finalement, pour tout { € k strictement positif, les images des homo-
morphismes

— — . S 11 + 11 + Hﬁr et Hﬁr
’YCC ’ ’YCQI) ’VCC ’ ,chacj CC ’ ng) CC CC:c

sont respectivement les images des points de torsion k(z)-rationnels de

~

Cy Cop Cos Coyy Jac(CY), Jac(C,

o c ) Jac(CF) et Jac(CAZ;).

¢

Nous déduisons alors de la proposition 3.5.3.6 que le groupe Jac(C)(R(z))
est de rang de Mordell-Weil nul, c’est-a-dire qu’il est égal a son sous-groupe
de torsion.

Comme expliqué lors de la sous-section 3.4.2, sous les hypothese du
théoreme 4.6.1, aucun des polynomes

(1+C(2?))? — 4B(a?), B(z?), C(a?), B(x*)C(a?),
B(x?) — C(2?) et (B(z?) — C(2%))(1 - C(2?))

n’est un carré dans C(z). Nous sommes donc sous les hypotheses du théoréme
2.4.9. Par suite, la jacobienne Jac(C) n’a aucun R(x)-point de torsion an-
tineutre, et donc aucun R(x)-point antineutre (le groupe Jac(C)(R(x)) est
égal a son sous-groupe de torsion).

De plus, d’apres la proposition 1.2.8, le polynéme P(z,y) est une somme
de trois carrés dans R(z,y) si et seulement si la jacobienne Jac(C) a un
point R(z)-rationnel antineutre. Par conséquent, le polynéme P(z,y) n’est
pas une somme de trois carrés dans R(z,y). O

Corollaire 4.6.2 Soient 1, w, p € R trois nombres réels algébriquement
indépendants sur Q. Nous posons :

:pz_n2+n2_w2
w2 —n? 4

b1

Soient B(x) = (x + b1)?> — 0% et C(x) := 2(x + b1) + w? — n? — 1. Nous

w2 —nN

2 _ 2
supposons que w > 14 |n|, w® —n* > 2w, et by > 1+ 1.
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Alors le polynéme
P(z,y) = (y* +1) (v* + C («%)) (v* + 1+ C (2%)) v* + B (+%))

est positif ou nul sur R?, mais n’est pas une somme de trois carrés dans
R(z,y).

Démonstration.

Soit k := Q(n,w, p). Puisque les éléments 7, w et p sont algébriquement
indépendants, 'anneau Q[n,w, p] est isomorphe a I'anneau des polynémes
en trois variables & coefficients dans Q.

Les éléments 1, w et p sont algébriquement indépendants, donc les éléments

_ 1 2 7712 nszz s . . 3
n,wet b = 2ol T o sont algébriquement indépendants.

En particulier, les éléments

* et p,
w2 —n?—2—-2netw?—n?—2+2n,
(w2—772—2)2—4172—4,

* K K X

w2 —n? —1+2netw?—n?—1-2n,
(w2—172—1)2—4172—1,

w2 —n? —2met w?—n?+2n

sont non nuls.

*

Le polynome 2 (w? — n? 4 2w) € Q(w)[n] est de degré 2 et son discrimi-
nant 16 (w2 + 2w) est non nul (w est transcendant sur Q). Par conséquent,
le polynome 2 (w? —7n* +2w) € Q(w)[n] est non constant et sans facteur
carré.

De méme, les polynomes 2 (w? — n? — 2w) € Q(w)[n] et w?—n* € Q(w)[n]
sont de degrés 2 et leurs discriminants (respectivement 16(w? — 2w) et 4w?)
sont non nuls. Les polynémes 2(w?—1n*—-2w) € Qw)y] et
w? —n? € Q(w)[n] sont donc non constants et sans facteur carré.

Les polynémes w+1+n € Q(w)[n], w+1—n € Q(w)[n], w—14n € Q(w)[n]
et w—1—1n € Q(w)[n] sont irréductibles de degrés 1. Ils sont donc non
constants et sans facteur carré.

Les polynomes 2 (w? — n? + 2w) € Q(w)[n], 2 (w? — n* — 2w) € Q(n)[w]
et w? —n? € Q(n)[w] sont deux & deux premiers entre eux (leurs différences
deux a deux sont des éléments non nuls de Q(w)) .

Par division euclidienne, et en remarquant que w est transcendant sur Q,
nous montrons aussi que les polynomes w + 1 + n € Qw)nl,
wt1l-5€ QW w—1+7€ Q)i et w—1-7 € Q) sont
deux a deux premiers entre eux et premiers aux polynémes 2 (w2 —n? + Qw),
2 (w2  — Qw) et w? —n?.

Finalement, les polynomes
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2 (W =0+ 2w) € Q)[n], 2 (w? —7* — 2w) € Q(n)[w],
W =P € Q)]
w+1+neQw)n, w+1-neQWw)n,
Fw—14+n€Q)n] et w—1-n€Qw)n
sont non constants, sans facteur carré et deux a deux premiers entre eux.
Par suite, aucun produit de la forme

* X K

2n1+n2 (w2 _ 772 + 2w)n1 (w2 _ 7]2 _ 2w)n2 (w2 _ ,’72)713
X(wH+T+n)" (w+1=n)" (w—=1+n)" (@—-1-n)"
avec (n;)7_; € {0,1}7 non nul n’est un carré dans Q(w)[n] (un tel produit

est un polynéme non constant et sans facteur carré). Ainsi, aucun produit
de la forme

2n1+n2 <w2 _ 772 + 2w)n1 (w2 _ 7]2 _ 2w>n2 (wQ _ 172)713
X(wH+T+n)" (W+1=n)" (w—=1+n)" (@—-1-n)"

(avec (n;)7_; € {0,1}7 non nul) n’est un carré dans k = Q(n,w, p).

Par ailleurs, les discriminants des polynomes (de degré 2)

2,2
b —1+w= wzinQPQ - (w;fnz + © 477 _w) € Q(n,w)[pl,

2_p2

2
bi—1—w=plop - (5 + 955 +w) € QW) et

2 (201 — 24w —9?) = hop? - (w‘éﬁz — (w? n2)> € Q(n, w)]p]

sont non nuls (car 7 et w sont algébriquement indépendants), donc
les polynémes by — 1 +w € Qnw)lpl, 1 — 1 —w € Q(n,w)p] et
2 (2by — 2+ w? — n?) € Q(n,w)[p] sont non constants et sans facteur carré.
Ces polynomes sont premiers entre eux car les éléments

2w:(bl—1+w)—(b1—1—w),
w2 =207 —dw=2(2b1 —2+w? —7?) —4 (b1 — 1 +w)

w2 =20 + 4w =2 (201 — 24w —7?) —4 (b1 — 1 —w)

sont non nuls (7 et w sont algébriquement indépendants). Ainsi, aucun pro-
duit de la forme

2" (2by — 24w — 772)n1 (b —14+w)? (b —1—-w)™

(avec av € Q(n,w)™ et (n1,n2,n3) un triplet non nul d’éléments de {0,1})
n’est un carré dans Q(n,w)[p]. Par suite, aucun produit de la forme

2Ma (2b) —2+w® — %) (b — 1+ w)" (by — 1 —w)"™
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(avec a € Q(n,w)* et (n1,n2,n3) un triplet non nul d’éléments de {0, 1})
n’est un carré dans k = Q(n, w, p).

Nous remarquons que les polynoémes

2 2.2
bi—n=rmp’ - (Jifnfr e +77) € Q(n,w)[pl; et

2 2.2
b+ = gim? - (o + 55 —n) € Qnw)lp)

sont de degrés égaux a 2 et de discriminants non nuls. Par conséquent les
polynémes by —n € Q(n,w)[p] et by +n € Q(n,w)|[p] sont non constants et
sans facteur carré. De plus, I’élément

2n=(b1+n)— (b1 —n)

est non nul donc les polynoémes by —n € Q(n,w)[p] et by +n € Q(n,w)|[p]
sont premiers entre eux. En particulier, le polynome b% —7? est non constant
et sans facteur carré. Le polynome b7 — n? n’est donc pas un carré dans
Q(n,w)[p]. Par suite, le polynome b2 — n? n'est pas un carré dans

k=Q(n,w,p).
Le discriminant du polynome

2772
w2 —n

2 .9
Wyt g1 2 2 Y ) e Q)]
w? — 2 2 9 ’

est non nul. Le polynéme 2b; +w? —n? —1 est donc sans facteur carré. Ainsi,
puisqu’il est non constant, le polynéme 2b; + w? — n? — 1 n’est pas un carré
dans Q(n,w)[p]. Par suite, le polynéme 2b; + w? — n? — 1 n’est pas un carré
dans k£ = Q(n, w, p).

Les hypotheses du théoreme 4.6.1 sont donc satisfaites. Par conséquent,
le polynome

Plr.y) = (" +1) (v’ +C (%) (v* + (1+C (%) y* + B (27))

est positif ou nul sur R?, mais n’est pas une somme de trois carrés dans
R(z,y). O

Corollaire 4.6.3 Soient n:= 23 w := 34 et p := 547. Nous posons :

by = p27n2 r]27w2 _ 14063
1= o202 4 T 44 >

B(.T) = (SIJ 4 b1)2 _ ?72 — .’172 4 1420263:D 4 196179%36825 et

Clx) :=2(x + b)) + w? — > — 1 = 20 + 285,
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Alors le polynéme
P(z,y) = (y* +1) (* + C (2*)) (v* + (1 + C (2%)) v* + B (+%)) € Q(z,y)

est positif ou nul sur R?, mais n’est pas une somme de trois carrés dans
R(z,y).

Démonstration.

Nous vérifions les hypotheses du théoréme 4.6.1 lorsque n = 23, w = 34
et p = 547.

Tout d’abord nous remarquons que les éléments

* =23, et p= 547,
*w? —n?—2-2n =579 et w? —n? — 24 2n =671,
* (w2 — % —2)” — 4n® — 4 = 388505,
*w?—n? —142p=672et w? —n% —1—2n =580,
* (W2 =2 —1)% — 4 — 1 = 389759,
* w2 —n? —2n =581 et w? —n? +2n =673

sont non nuls. Nous avons aussi les inégalité

¥w=234>24=1+

* w2 — 2w = 1088 > 529 = 1% et

2 2
K p, 1 w-n _ 225
by —1— <5 = 25 5,
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De plus, les nombres rationnels

a. (w? —n? — 2w)(w? — n? + 2w) = 388505 = 5 x 13 x 43 x 139,

2 2 2 2 __ 15547467 __ 3x13x43XxT73x127
b. (201 — 2 4+ w’ —n%)(w* —n* = 2w) = 255 = 5T ,

2 2 2 2 __ 19330035 __ 3x5x73x127x139
c. (201 — 24w’ —n%) (W —n® +2w) = T = 5ot ,

2 _ 2 _ 7000357 _ Tx13x43x1789
d. 2 (w? —n* —2w) (b — 1 —w) = PO = 511 ,

2 .9 _ 10782925 _ 52x29x107x139
e. 2 (w? = n?+2w) (b — 1+ w) = 10552920 — Ll ,

2 2 _ 431518695 _ 3x5x29x73x107x127
f.2(201 —2+w? —n?) (by — 1 + w) = 3580 — s ,

2 2 _ 348302199 __ 3xT7x73x127x1789
g 2201 — 24+ w? —n?) (b — 1 — w) = 3455219 — faxlay ,

(=12 =) (@2 =) —au?) = Dotstizssonns

h.

52x7x13x29%x43x107x139x1789
24%112 ’

L 2 (w? —n?) (201 — 2 +w? —n?) = 1585341 = 3% x 19 x 73 x 127,

2 .2 _ 196743825 __ 32x52x31x67x421
0.b =" = Tgzs > = 21112 ; et

p. 2b; +w2 _ 7]2 — 1= 27835 __ 5x19x293

22 2x11

ne sont pas des carrés dans Q (ils sont tous de valuation impaire en au moins
un élément premier de Z).

Nous devons maintenant vérifier les conditions g, h, i, k et L.

i. et j. La valuation en 19 de w? — 1% = 3 x 11 x 19 est 1. Or les valuations
en 19 des nombres rationnels

w? —n? — 2w = 559 = 13 x 43,
w? —n? 42w =695 =5 x 139,
(w+1)% =72 =696 =23 x 3 x 29 et

(=12 =72 =560 =2 x5 x 7
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sont nulles, donc les éléments de la forme

262 ) (0 20) (o 1P ) on

n

2 (w2 — 772) (w2 —n?+ 2w) ((w — 1)2 — 772)

(avec n € {0, 1}) ne sont pas des carrés dans Q (leurs valuations en 19 sont
égales a 1).

k. Supposons qu’il existe un triplet (n1,2,73) non nul d’éléments de {0, 1}
tel que

ng ns

(=17 =) (=12 = )

soit un carré dans Q.
La valuation en 107 de

(@+1?=n?)

194294345 5 x 7 x 29 x 107 x 1789

by —1)2 —w?= =
(b =1)"—w 1936 21 % 112

est 1. Or les valuations en 107 des nombres rationnels
(W+1)> —n? =696 = 23 x 3 x 29 et
(w—1)2 =2 =560 =2 x5x 7
sont nulles, donc n; = 0. De méme, la valuation en 3 de
(w+1)>—n? =696 = 2% x 3 x 29
est 1 et les valuations en 3 des nombres rationnels

2 2 _ 104294345 _ 5xTx29x107x 1789
(b1 —1)° —w” = =555 = 245112 et

(=12 —n2=560=2x5x7

sont nulles donc n3 = 0. Nous aboutissons & une contradiction : comme le
triplet (n1,n2,n3) n’est pas nul, le nombre rationnel

(w—12*=n?=560=2"x5x7

doit étre un carré dans de Q (alors que sa valuation en 7 est 1). Nous en
déduisons qu’il n’existe aucun triplet (n1,2,73) non nul d’éléments de {0,1}
tel que

ni n2

((b1 —-1)% - w2> ((w ~1)% - 772) ((w +1)% - 172>n3
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soit un carré dans Q.

m. La valuation en 139 du nombre rationnel
(w? = n?+2w) =695 =5 x 139

est 1. or les valuations en 139 des nombres rationnels

_ 15515 _ 5x20x107
(b —1+w) =57 = "5

2(w? —n?) =1254 =2 x 3 x 11 x 19,

2 9 _ 27813 _ 3xT73x127
2by —2+w” =T = Tyt = AT

w—1—n=10=2x5et

w—1+n=56=23x7
sont nulles, donc les éléments de la forme

on1 (w2 —n2+ 2w) (b —1+w) (wz _ ng)m (2()1 DY ?72)17”1
X (w—1-— 77)1_"2 (w—14n)"

(avec ny, no2 € N) ne sont pas des carrés dans Q (leurs valuations en 139
sont égales a 1).

n. La valuation en 139 du nombre rationnel
(w? = n* + 2w) = 695 = 5 x 139
est 1. or les valuations en 139 des nombres rationnels

2(w? —n?) =1254 =2 x 3 x 11 x 19,

le — 24+ u12 o 772 _ 27813 __ 3xT73x127

22 2x11

w—1—-n=10=2x5et

w—14+n=56=23x7
sont nulles, donc les éléments de la forme

21-m (w2 — 772 + Qw) (w2 — 7]2)m (2()1 — 24w’ — 772)m
X(w=1=m)'" (w=1+n)",

(avec n1, n2 € N) ne sont pas des carrés dans Q (leurs valuations en 139
sont égales a 1).
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Les hypotheses de la proposition 4.6.1 sont donc vérifiées. D’apres cette
proposition, le polynéme

P(z,y) := (y2 + 1) (y2 +C (562)) (y4 + (1 +C (mQ)) v* + B (xQ)) € Q(x,y)

est positif ou nul sur R?, mais n’est pas une somme de trois carrés dans
R(z,y). O
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