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Un théoreme de type Haefliger définissable

J.-M. Lion* et P. Speissegger
18 janvier 2007

A José Manuel Aroca, pour ses soixante ans

Résumé

SoitM c R" une sous-variété définissable dans une structure o-migimat
soitw € A\(M) une 1-forme différentieller -définissable et qui définit un feuille-
tage de codimension un shr. Nous montrons qu'il existe un recouvrement fini
deM par des ouverta -définissableMl, ..., My qui vérifient la propriété suivante :
pour chaque, tout lacelC* inclus dandVi; est tangent ker(w) en un point.

Abstract
Let a2 be an o-minimal expansion of the real fie,a submanifold oR" and
w a differentiable 1-form oM. We assume tha¥l andw are definable im and
w defines a foliation oM of codimension one. Then there are definable, open
subsetdl; of M, fori =1,...,r, such that everg! loop contained iM; is tangent
to ker(w) at some point.

Introduction

SoitM ¢ R" une sous-variété différentielle de clag¥ek > 2, de dimension
m, connexe eto € AK(M) une 1-forme différentielle de clag¥ définie suM. On
suppose que estnon singuliere et intégrabiesn tout pointx de M

w(X) # 0 etwA dw(x) = 0.

D’apres le théoreme de Frobenius, pour tout poinfdd existe une carte lo-
cale deM centrée enx dans laquelle le champ d’hyperplans ey est le champ
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ker(dxm). Par conséquent, la forme définie surM un feuilletage de codimen-
sion unnoté 7 . Par tout pointx de M passe une uniquieuille V de . C’est

une hypersurface de clas€¥, connexe, immergée injectivement davs tan-
gente au champ d’hyperplarg M — ker(w)(X) et maximale pour ces propriétés
(voir [CLN], [G1] ou [H2] pour une introduction & la théorieed feuilletages).
Observons que si la condition d’intégrabilité de Frobemiest pas vérifiée alors

il n’y aurait pas de feuilletage d’une part et il existeratessairement des lacets
transverses au champ key). Ce dernier point est une conséquence immédiate du
théoreme de Darboux sur les modeéles locaux des formesatiffélies (voir par
exemple [G2]).

Les feuilles du feuilletage ne sont pas toujours fermées ou plongées pro-
prement dani et elles peuvent étre denses. Cependallt sst une variété ana-
lytigue simplement connexe etest analytique, alors, d’aprés un théoreme de A.
Haefliger [H1] (voir aussi [MRY]), le feuilletage’admet pas de transversale fer-
mée(ceci signifie qu’il n’existe pas darid de lacet de class@! et transverse au
feuilletage) et toute feuille est une hypersurface angigifermée d&1 qui sé-
pareM en deux composantes connexes. En particulier toute fastldeRolle:
tout lacet différentiable qui la rencontre est tangent alillegage en un point
(voir [Kh] et [MR]). Si la simple connexité d& joue un réle important dans la
preuve du théoréme de A. Haefliger, I'analycitéMest celle dew sont aussi es-
sentielles. Elles garantissent I'analycité des holonsmim exemple de G. Reeb
[E] montre gu’on ne peut s’affranchir totalement des hype#s d’analycité et de
simple connexité (voir [CLN] ou [G1]).

Dans [R], C.A. Roche conjecture gqu’il est possible de recouM par un
nombre fini d’ouvertdViy, ..., Mg tels que sur chaqukl; la forme w induit un
feuilletage 7; dynamiquement simple : il n'ladmet pas de transversale fereté
toute feuille est une hypersurface ferméeMiequi sépareM; en deux compo-
santes connexes.

L'objet de cet article est de donner une réponse positivéta cenjecture dans
un cadre assez général, le cadre o-minimal [D] (voir aussi][Bu [Te]).

Théoreme 1 Si M etw sont définissables dans une structure o-minimalel
existe un recouvrement finiiM..,Ms de M par des ouvertg -définissables tel
que la formew induit sur chaque Mun feuilletager; dynamiquement simple : il
n'admet pas de transversale fermée et toute feuille est yperburface fermée
de M qui sépare NMen deux composantes connexes.

D’apres les résultats de [Ch] adaptés au cadre o-minimat,gaque le feuille-
tage #; estpresqueune CK-fibration triviale : c’est le cas dans les composantes
connexes dé/; \ Z ou Z; est la réunion d’'un nombre fini de feuilles de De
plus, d’apres [S], les feuilles du feuilletage sont définissables dans une struc-
ture o-minimale, la cloture pfaffienne de
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Notre théoreme est une généralisation du théoreme 1 de flg ldguelle on
s’affranchit de toute condition d’analycité. On sait que fechniques de désin-
gularisation des ensembles analytiques (présentées @aupéxdans l'article de
J.M. Aroca, H. Hironaka et J.L. Vicente [AHV]) appliquéesétlide des feuillle-
tages analytiques singuliers de codimension un et a cedlelteamps de vecteurs
analytiques peuvent se révéler tres fructueuses (voirqgample [Ca] ou [P]). Ici,

il faudra se résoudre a des méthodes plus naives de natargielsment topolo-
gique et différentielle : I'idée principale, déja présedéms [L], est de construire
un recouvrement fini d&1 par des ouvertd!; sur chacun desquels la forne
induit un feuilletage dont les feuilles sont des grapheppliaations.

Apres une présentation des structures o-minimales (pBrtieus donnerons
trois observations topologiques et une proposition uélés preuve du théoréme
(partie 2). Ensuite (partie8) nous énoncerons une proposition qui permet de re-
couvrir I'espace en ouverts sur lesquels la dynamique dilideage se révélera
simple ou au moins contrblée par la dynamique de feuilletageuits sur cer-
taines parties de leurs bords. La preuve de cette propogtisement technique,
sera donnée en annexe (paHljeElle se conclut par un argument de transversalité
de Thom [Th]. Dans la parti@ on donnera aussi un exemple qui illustre la néces-
sité du contrdle de la dynamique au bord. La pattiera consacrée a la preuve
du théoréme.

1 Les structures o-minimales (voir [D] ou [DM])

Définition 1 On appellestructureune famillea = Upen4n de sous-ensembles
des espaces euclidieR8, n € N qui vérifie les propriétés suivantes :

— siX,Y € a,alorsXNY, XUY etX\Y appartiennent &,

— siX e apetY € apalorsX xY € 4nm

— Z € Apymalors{xe R"Jy e R™ (x,y) € Z} € 4y

— SiP e R[xg,...,xn] alors{P > 0} € 4.

Définition 2 Suivant la terminologie introduite par L. van den Dries [Bstruc-
turea est diteo-minimalesi les éléments de; sont les unions finies d’intervalles
et de points.

D’apres le théoréme de Tarski-Seidenberg (voir par exefB@&] ou [BR]) les
semi-algébriques forment une structure o-minimale. Sagieicz montre que
les semi-analytiques possedent de nombreuses propreéetégularité (stratifica-
tions de Whitney, triangulations, ordre de contact, voij) inais ils ne forment
pas une structure o-minimale. Cependant d’apres un thé&odamA. Gabrielov
[Ga] les sous-ensembles semi-analytiques relativemanpaots en engendrent



une. On connait depuis la fin des années 80 de nombreux axgemples de
structures o-minimales (voir par exemple [DMM], [Wi], [RIWRSS]). L'article
[RSW] montre en particulier gu’il n’existe pas une struet@-minimale maxi-
male qui engloberait toutes les autres et que certainadstes o-minimales sont
trés éloignés des ensembles analytiques.

Considérons une structure o-minimale Les éléments deg,, sont appelés
ensembles -définissablegJne fonction ou une application est diedéfinissable
si son graphe est-définissable. Une sous-variété B8 est ditea -définissable
si c’'est un élément det,. Une forme différentielle est diter -définissablesi
son graphe est -définissable. Les grassmanienngls desp-plans deR" et leur
réuniong, sont des sous-ensembles semi algébriques. Elles sontadd@ééinis-
sables. Les trois propositions suivantes récapitulentpdegriétés élémentaires
mais fondamentales des structures o-minimales.

Proposition 1 (Propriétés ensemblistels
— La composée d’applications-définissables I'est aussi.
— Si f: X — R esta-définissable alorg f =0}, {f > 0} et{f < 0} le sont
aussi.
— Si f: X — RMetY c RMsont4-définissables alors T-(Y) I'est aussi.

Proposition 2 (Propriétés topologique$
— Si X estz-définissable alors son adhérenéeet son intérieutnt(X) le sont
aussi.

Proposition 3 (Propriétés différentielles)

— Les dérivées partielles d’'une application différentalet 2 -définissable
sont4 -définissables.

— Si X estune sous-varitété de dimension Rtlale classe €et.2-définissable
alors son fibré tangent est aussidéfinissable.

— Sia: X — g¥etB: X — gy sont deux applicationg -définissables alors
les ensemblega C B} et {dim(a NPB) =d},d =1,...,n ainsi que I'appli-
cationa NP a valeurs dang;,, le sont aussi.

— Si X estune sous-varitété B8 1 -définissable eb € A(X) est une 1-forme
différentielle -définissable alors I'applicatioker(w) I'est aussi.

Les structures o-minimales possedent la propriété de dimitiniforme suivante
(voir [D], [DM]).

Proposition 4 Si X C R" est2-définissable il existe un entier N qui majore le
nombre de composantes connexes deEXpour tout sous-espace affine E R&



Définition 3 Soitk € N\ {0}. On définit par récurrence surles cylindres de
R" de class€X et a -définissables unique cylindre deR® = {0} de class&X
et 4 -définissable edR® lui méme. Soitn € N\ {0} et supposons avoir défini les
cylindres deR™1 de class€X et 2 -définissables. Un sous-ensemBlde R" est
un cylindre deR" de class€X et 4 -définissablesi les conditions suivantes sont
vérifiées.
— L'ensembleC est une sous-variété différentielle de cla8$et 2 -définissable.
— Il existe un cylindreD de R"1 de classe&cK et a2 -définissable tel que soit
C est le graphe d’une fonction ddansR, de class€X et a2 -définissable,

soit
C={(xy):XxeD,px) <y<y(x)}
ou
C={(xy):xeD,px) <y}
ou

C={(xy) :xeD,y<y(x)}

avec et ) des fonctions définies sy & valeurs dan® de classecK et
4-définissables. Le cylindie est appeldasadeC.

On déduit de cette définition les propositions suivantes.

Proposition 5 Si C est un cylindre dB", de classe &, 2-définissable et de base
D et si D un cylindre deR™1 de classe €, 4 -définissable et inclus dans D alors
CN (D' x R) estun cylindre d&R", de classe Eet 4-définissable.

Proposition 6 Si C est un cylindre de dimension d &8 de classe €et a-
définissable alors quitte a permuter les coordonnées, ladrd C est le graphe
d’une application définie sur un cylindre ouvert@eRY, & valeurs dan&"™ ¢, de
classe (¢ et 2-définissable. De plus il existe un difféomorphismé&felans D,
de classe €et 2-définissable. Ainsi C est connexe et il existe un difféotisnpe
deRY dans C de classe Eet 2-définissable.

Définition 4 Soitk € N\ {O}. On définit par récurrence saoiles décompositions
cylindriques de classg® et a -définissabled.’'unique décomposition cylindrique
deRY = {0} de class&X et a-définissableest R® lui méme. Soitn € N\ {0}
et supposons avoir défini les décompositions cylindriqueRd? de classeck
et 4-définissables. Une famille fini€y, ...,C; de sous-ensembles &' est une
décomposition cylindrique de" de class€X et 2 -définissablesi les conditions
suivantes sont vérifiées.

— La familleCy,...,C; est une partition d&" en cylindres d&k" de class€X

et 2 -définissables.



— Les bases de&g forment une décomposition cylindrique B8~1 de classe
CK et 2 -définissable.

Les structures o-minimales possédent la propriété de dgmsition cylindrique
suivante (voir [D], [DM]).

Proposition 7 Soient X, ..., X4 des sous-ensemblesK®& 4 -définissables et pour
chaque i=1,...,d une applicationg : X; — R™ z-définissable. Soit k N\
{0}. Il existe une décomposition cylindriqug,C.,C; de R" de classe Cet a-
définissable qui vérifie les propriétés suivantes.
— Chaque Xest une réunion deC
— SiG C X alors la restriction dey a Cj est une application differentiable
de classe €et de rang constant.

Définition 5 La décomposition cylindrique obtenue dans la proposifiest dite
adaptée auX; et auxg. Pour chaque la partition deX; donnée par la proposition
s’appelledécomposition cylindrique d§.

La proposition7 permet de faire des stratifications de Whitney [Wh] adapéées
une famille finie d’ensembles définissables (voir [D], [DM)) d’expliquer plus
finement 'adhérence d’'un ensemble définissable que netliafaiopositior?.

Toute sous-variété de" qui esta-définissable admet un recouvrement fini
par des carteg -définissables. Plus précisément, on démontre a partirrdps{p
sitions précédentes :

Proposition 8 Soit M C R" une sous-variété différentielle de classg @e di-
mension m ez -définissable. Il existe des sous-ensembles. MM, C M, 4-
définissables et tels que
- M=MiU..UM,
— Pour chaque & {1, ...,r}, quitte a faire une permutation; des coordonnées
(X1,..-,%n), M; est un cylindre d&k" de dimension mde classe Ceta-
définissable.

Le principe de la preuve de cette proposition sera repris @aiblir la proposition
10.

PreuveSil =(i1< ... < im)) @veciy, ...,im € {1,..,n} on noteM;, ;. I'ensemble
desx € M ou la restriction &M de la projectiorrg, ;i définie par

.....

T[(X17 ...,Xn) = (Xi17 ""Xim)

est de rangn. LesM;, i, sont des sous-ensemblesieouverts pour la topo-
logie induite et -définissables d’apres la propositiBnLeur réunion est égale a
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M. On peut donc supposer qiw est 'un d’eux,M = M1 __n par exemple. On
posern =Ty . m. Larestriction dataM est de rangn.

D’apreés la propositio on sait queM admet une décomposition cylindrique
de classeCk et a-définissable. Considérons do6c- M un cylindre deR" de
dimensiond < m, de class€X et 2-définissable. Il suffit de montrer qu'il existe
Z C C,de dimension au plu$— 1, 4 -définissable et des sous-enseniiie..., M,
deM, g-définissables et tels que

- C\ZCMiU...UM,

— Pour chaqué € {1,...,r}, M; est un cylindre d&R" de dimensiorm, de

classeCX et 4 -définissable.
Sid = mla conclusion est immédiate. On suppalse m. Puisque la restriction
dema M est de rangn, d’aprés la propositiors, quitte a permuter les coor-
données(xs, ...,xm) le cylindreC est le graphe d’une application de clage
4-définissable et définie sur un cylindre de clasbet 2 -définissable d&9.
Six= (X;Xg+1,-..,Xn) € C ON pose

O(X) =max{ &:V(dd+1,---,0m),
sup|3i| < 3= 3!(em:1, ..., &n), SUPEj| < V3,
(XX 4 1+8d 4 1+ Xm+-OmXm - 1-+€my 1, Xn+€n) € M}

D’apres la propositiori la fonctiond est 2 -définissable. Puisque la restriction
demtaM est de rangn, la fonctiond est strictement positive en tout point Ge
D’apres la proposition? il existe des cylindre€y,...,C; C C, de dimensior, de
classeCK et 2 -définissables tels que

— C\ (C1U...UGCy) est de dimension au plas— 1

— Larestriction dé a chaque; est de class€X et 2 -définisssable.
Sii=1,...,r on pose

Mi = {(X; Xd+1 4 Od-+1, -, Xm+ Om, Xm1 + Emt1, -, Xn+E€n) EM :
x € Gi,sup|&i| < 3(x),suplej| < \/8(x)}.

Par construction leM; sont des cylindres de dimension de classecX, inclus
dansM et g -définissables. L'ensemble

Z=C\(M1U...UM)

est un inclus dang, 4-définissable et de dimension au ptlis 1. °

2 Observations et proposition topologiques

- Soitp: V — M’ un revétement de bas& simplement connexe et avec I'es-
pace totaV connexe. Alorg est un homéomorphisme (voir [DNF] ou [M]).
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- DansR™M une hypersurface fermée sépRf®en deux composantes connexes
exactement (voir [DNF] ou [M]).

- Soit # un feuilletage de codimension un d’'une vari&téun associé a une
1-forme différentiellews, non singuliére et intégrable. Si une feulede 7 est
une sous-variété fermée 8k qui disconnectd alorsV est une feuille de Rolle.
La réciproque est fausse \siest une feuille de Rolle alors c’est une sous-variété
fermée deM mais elle ne disconnecte pas toujols En revanche, sM est
diffeomorphe &R™M il est équivalent de dire qué est de Rolle et que sépare en
deux composantes connexes (voir [Kh] ou [MR]).

Outre ces trois observations topologiques la proposité@mégale qui suit est
utile a la preuve du théoreme. C’est un corollaire d’'un lentméMorse a para-
metres en clas€eX qui est dii & S. Lépez de Medrano [LdM] et Kuiper [Kul]. Ici,
comme dans tout le papikr> 2.

Proposition 9 Soit f=x2+ ... + X2 et soit g une fonction de classé @éfinie au
voisinage de I'origine d&" et telle que ¢0) = 0 et dg0) # 0. Il existe alors une
fonction G d’une variable, de classéC, telle que G0) = 0 et dG0) # 0 et des
coordonnées ¥ (y1, ...,yn) de classe €1 au voisinage de l'origine d&" telles
que f=y2+...+y2 et g= G(yn).

Preuve Quitte & faire un changement de coordonnées orthogonates (gl
laisse invariant I'expression dE) on peut supposer quig(0) = Adx,. Posons
Zn = %g. D’apres le théoreme des fonctions implicites il existe umecfion h
de classeck définie au voisinage de l'origine telle qug = h(x, ..., X1, 2,) et
dh(0) = dz,. Par conséquent il existe une fonctiode class€ et dont le 2-jet
a l'origine est nul telle quef = X5+ ... +X2_; +Z2 4+ &(Xq, ..., Xn_1,2n). D’aprés
le lemme de Morse & paramétre en cla8$ele Lopez de Medrano [LdM] appli-
qué a la fonctiorr = x% + ... +xﬁ_1 +&(X1,...,Xn—1, Zn) il existe des coordonnées
Y = (Y1,...,Yn_1) de classeCk~1 définies au voisinage de l'origine @1 et
une fonctiona de classe&CX définie au voisinage de I'origine d® et dont le 2-
jet a l'origine est nul telles qUE = y§+ erﬁ_1 +a(z,). D’aprés le lemme
de Morse (version de Kuiper [Ku]) en clas€k appliqué az2 + a(z,) il existe
une fonctionG d’une variable, de classg¢ 1, telle queG(0) = 0 etdG(0) # 0
vérifiantzZ 4 a(z,) = y2 etAz, = G(yn). .

Cette proposition implique que si> 0 est petit alors pour toute R I'en-
semble{ f < g,g=t}, s'il n’est pas vide, est connexe, coupe I'axe vertioal =
... = Yn = O} transversalement en un point exactement et sépare la bovdete
{f < £} en deux composantes connexes exactement. Dans le cpssbiiinté-
grale premiere locale d’un feuilletage de codimension un définie au voisinage



de l'origine, ceci implique que 8 est une feuille de Rolle dg alorsVN{f <&}
est vide ou connexe.

3 Recouvrement d’'un ouvert relativement compact
M de R™ adapté a une forme difféerentielle définie
au voisinage deM \ {0}

On s’intéresse dans la proposition qui suit au cas ou larhdan est définie
sur un ouverM relativement compact d@™ et admet un prolongement intégrable,
non singulier etz -définissable au voisinage #& sauf peut-étre en un point. La
proposition affirme qu’on peut alors recouvrir 'esp&desn ouverts sur lesquels
la dynamique du feuilletage se révélera simple. Sa dénaditsir purement tech-
nique, sera donnée en annexe

Proposition 10 Soit M un ouvert relativement compacti®, 2 -définissable, de
classe ¢ et w une 1-forme différentielle & coefficientsdéfinissables, de classe
CK, définie sur M et au voisinage dié\ {0}, non singuliere et intégrable. Il existe
une constante K> 0 et des ouverts U...,Us vérifiant les propriétés suivantes.
— i-L'ouvert M est la réunion des ouvertg U..,Us.
— ii - Pour chaque ie {1, ...,s} il existe des coordonnées linéaires dans les-
quelles U est un cylindrez -définissable, de class&C

Ui = {(xy) :xe U, a(x) <y < di(x)}.

— iii - Pour tout xe U; I'hyperplanker(w)(x) est transverse a I'axe vertical et
c’est le graphe d’une application linéaire K-lipschitziesn

— iv - Le champ x- ker(w)(x) est soit partout transverse soit partout tangent
au bas B= {(x,@(x)) : x e U/} (respectivement au haut B {(x, §)i(X)) :
x € U/}) du cylindre Y.

Siie {1,...,s} la dynamique du feuilletaggy, induit par w surU; n'est pas
nécessairement simple comme le montre I'exemple suivamdtagt a partir du
feuilletage de Reeb. Cependant on verra dans la preuve diethé principal que
la dynamique dery, est simple des que celles des feuilletages induitsysar B;
etH; le sont.

Exemple Partons de I'exemple de Reeb [ER] (voir aussi [CLN] ou[GHihtdon
donne une constructiamminimalea I'aide d’'une 1-formeo de class€” et dont
les coefficients sont définissables dans la structure ormaiieiRanexp €Ngendree
par les fonctions analytiques restreintes et I'exponédatiBMM].



SoitS® = {|z1]? + |z|? =1} la sphere unité d€?. On posez = p1exp(ify),
2 = p2exp(i6). On a doncS® = {p? + p3 = 1} et doncdp? +dp3 = 0 en restric-
tion aS® etS® C {p? < 1/2 oup3 < 1/2}. On considére la fonction de recollement
suivantel(t) = L ) €Xp(—1/t). Elle est définissable damgnexp. Soitd la
1-forme différentielle définie sus® par

®=W(1/2— p3)d01 + p(1/2 — p?)d6, + dp3.

Elle est aussi definissable daRgnexp. De plus

- si p2 <1/2 alorsp? > 1/2 et®d= p(1/2— pz)delerp2

— sip? < 1/2 alorsps > 1/2 etéd= p(1/2 — p$)d6, — dp? o
On a donc biego A ddw = 0 et définit un feuilletagerg, surS°. On remarque que
le lacetC = {p2 = 0} est transverse a ce feuilletage qui est donc un feuilletage
deR3 qui admet des transversales fermées. On considére le clamgzturX
orthogonal &> défini surS? par

0 0 0
= 1(1/2 - 08) 5o +WL/2- o) 3o + 2025

Il est aussi égal a

0
op2’
Il est donc definissable daRsnexp, il €st sans zéro et puisque ce champ ne dépend
que depo, d’'aprés [S], son rotp S® x R — S est une application définissable
dans une structure o- mlnlmaﬂgnexp appelée cloture pfaffienne Rynexp.

Par projection stéréographigue de péle nord on obtient uiidage 7 de
RS défini & partir d’'une forme@d de class€™ et définissable dans la strucure o-
minimale Ranexp Le feuilletage admet des tranversales fermees car le d@rcle
image par la projection stéréographique du ld&eist transverse au feuilletage
Fw- Décrivons un peu la géométrie de ce feuilletage. Il est iamaupar rotation
autour de I'axg{x; = X2 = 0}. L'une des feuilles du feuilletageg est un toreT 2.

Il est dans I'adhérence de toutes les autres qui ne sont danfepnées darRS.

On noteX I'image deX par la projection stéréographique. Il est définissable
dansRanexp et il est sans zéro. Son flgtest image par la projection stéréo-
graphique du flotp. Il est donc définissable dans la cléture pfaffienndrdgexp.
Contrairement au chamy, le champX n’est pas complet puisque par la projec-
tion stéréographique le pole nord est envoyé a l'infini.

On étend trivialement la forme en une forme de R* définissable dans
la cloture pfaffienneRanexp €t qui définit un feuilletager, de R4, Les feuilles
de #;, sont les produitd/ x R des feuilles derg par R. On noteX le champ

=muzm%£1 (3 1m>a+m2
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X=X+ > Le champX est transverse g, il est définissable dans la cl6ture

pfaffienneR/an;p, jamais vertical et son floi) est définissable dans la cloture
pfaffiennel'\’/an;p. De plus le flot deX échange les plans horizonta{x= cst} et
ceux-ci sont transverses aux feuillescle

SoitA = {x_ (x1,%2,%3) € R3: x4, |x2|,|xs] < D} avecD assez grand pour
que le toreT? appartienne &. Soit > 0 assez petit pour que toug] — 2¢, 2¢|
et pour tout poink € 2A, 'image @(x, .t) dex par le flot deX au tempg existe.

On poseM = P(Ax] —&,g[), Q = P(2Ax] — 2¢, 2¢[) et on notew 'image de la
formed par. Les ensembleldl etQ sont des ouverts de claga® et définissables
dans la cléture pfaﬁienmp et la formew est de classé® et définissable dans
la cléture pfaﬁlenné{;l;p L'ouvertM est un ouvert relativement compact@e

On muni I'ouvertg(R?*) du systéme de coordonnées (y1,Yz2,Ys, Ya) Suivant
qui trivialise le flot : les coordonnées de I'imaggx,t) du point(x, 0) deR3 x {0}
sont

y=(Y1=X1,Y2=X%2,Y3=X3,y4=1).
C’est un systeme de coordonnées de cl@Sset définissable dans la cl6ture pfaf-
fienneR/ane\xp. Dans ce systéme 'imagé du champX est le champ

Dans ces coordonnées on a

M = {y = (Y1.¥2,¥3,¥4) : [Y1],|¥2],|y3| <D, |ysa| <€}

et
Q={y=(Y1,Y2,¥3,¥a) : [y1,|y2l, lys| < 2D, |ya| < 2¢}.

La formew est définie suf?, elle est de classg™, intégrable, non singuliere et
définissable dans la cl6ture pfaffierm?hgp. De plus pour touy € Q I'hyperplan
ker(w)(y) est transverse a I'axe vertical et il n’est jamais horizbrtmsi il existe
K > 0 tel que pour touy € M I'hyperplan kefw)(y) est transverse a I'axe vertical,
jamais horizontal et c’est le graphe d’une applicationdingK -lipschitzienne.

Par conséquent I'ouvek = U, vérifie les pointsii, ii, iii et iv de la proposition
10 mais la dynamique du feuilletage associé av n’est pas simple. Il admet
des transversales fermées et il possede des feuilles gonb@as fermées dans
M = Us.

4 Preuve du théoremel

La preuve du théoréme se fait par récurrence sur la dimensaeM.
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1. Sim=0 ou 1 c’est immédiat. Soih > 1. On suppose le résultat prouve
jusqu’au rangn— 1.

2. PuisqueM admet un recouvrement fini par des cylindres ouverts pour la
topologie induite efa -définissables (propositid) on peut supposer qid = R™
(propositiont).

3. SoitUy = {||x|| > 1},Vi = {||X|| > %}, @ I'inversion de pole 0 et qui fixe
{||x|| = 1}. SoitUz = {||x— (3,0,...,0)|| > 1},Vo = {||x— (3,0,...,0)|| > %}, 073
la translation de vecteur(3,0,...,0) composée a droite aveg. On a@ (U;) =
{0< X < 1}, @(Mi) = {0 < ||¥]| < 2} etU;UU, = R™ = M. Par conséquent
quitte a transportesy, etwy, par@ on peut supposer qud = {0 < |[x|| < 1}
et quew se prolonge en une forme intégrable et non singuliere tosjootéew
définie sur un voisinage dd \ {0} = {0 < ||x|| < 1}.

4. En décomposarl suivant la propositioriO on peut supposer qud est
'un des ouvertdJ; du recouvrement obtenu. On est donc dans la configuration
suivante.

— i - Louvert M est un cylindre ouvert dB™ de classe€K et a2 -définissable

de la forme

M= {(xy):xe M, q(x) <y<w(x)}

ol M’ est un cylindre ouvert dB™ ! de class€X et 2 -définissable.
— ii - La formew est définie non singuliere et intégrablezetiéfinisssable sur
un voisinagea -définissable de

{(xy):xe M, @(x) <y <W(x)}.

— i - Il existe K > 0 tel que pour touik € Q I'hyperplan kefw)(x) est
transverse a I'axe vertical et c’est le graphe d’'une aptiindinéaireK-
lipschitzienne.

— iv - Le champx — ker(w)(X) est soit partout transverse soit partout tangent
aubasB = {(x,@(x)) : xe U’} (respectivement au habt= {(x, P(x)) : x €
U’}) du cylindreM.

Remarquons qu'on BN (M’ x R) = MUBUH.

5. Le feuilletageF induit parw surM se prolonge en un feuilletage de codi-
mension unfo surQ. SiV est une feuille d&& ou defq alors c’est localement le
graphe d’une fonction d@™ ! dansR. Plus précisément, asic V il existe un voi-
sinageo deatel que la composante connexe\de 0 qui contienta est le graphe
d’'une fonctionK-lipschitzienne d&R™ ! dansR. Si le champx — ker(w)(x) est
partout transverse B (respectivemenit!) il induit sur B (respectivemenitl) un
feuilletage de codimension ung surB (respectivement y surH). Sile champ
x — ker(w)(X) est partout tangentB (respectivemert) alorsB (respectivement
H) est un morceau de feuille d&,.
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6. Il n'est pas certain que la dynamique du feuilletage(respectivement,;)
soit simple lorsque le champ— ker(w)(X) est partout transverseBXrespective-
mentH). Cependant, d'apres I'hypothése de récurrence et la piti@o5 on peut
supposer que si le champ- ker(w)(x) est partout transverseByrespectivement
H) alors le feuilletager g (respectivement ) induit surB (respectivemeritl)
est dynamiquement simple : il n"admet pas de transversateske et toute feuille
est une hypersurface ferméeRigespectivemertt) qui sépard (respectivement
H) en deux composantes connexes.

7. Fixonsxg € M'. Il existeKq > K, etyg < y; € R tels que pour toutg > 0
petit les propriétés suivantes sont vérifiées. On bigta boule{x € R™ 1 : ||x—
Xol| < €0} €tQg le cylindreUg x|y, y5[. AlorsUp € M, MN (Ugx R) C Qo C Q et
BN (Up x R), HN(Ug x R) ainsi que les feuilles du feuilletage,, qui rencontrent
MnN (Up x R) sont des graphes de fonctidig lipschitziennes définies sukp. Ce
sont donc des hypersurfaces fermée€xdeDe méme, les feuilles dggq, OU
de F|nnq, (en cas de transversalité) sont des hypersurfaces ferrads Qg ou
de H N Qop. Quitte a réduire un pegyp toute feuiller’ du feuilletagerq, verifie
I'une des conditions suivantes.

— Lafeuille” ne rencontre nB ni H.

— Lafeuille ¥ est égale 8N Qg ou aH N Q.

— Lafeuille” coupeBN Qg transversalement le long d’'une unique feuille de

F|BnQ, €t elle ne rencontre pas.

— Lafeuille” coupeH N Qg transversalement le long d’'une unique feuille de

FlHnQ, €t elle ne rencontre pds
Les deux derniéres conditions résultent de la proposRiappliquée avet =
m— 1, en choisissant comme origine I'intersectionBi@u deH) avec la verticale
issue dexg, en paramétranB (ou H) par M’ et en prenant comme fonctianla
restriction aB (ouH) d’une intégrale premiere locale du feuilletage définie au
voisinage de l'origine considérée.

8. Vu les hypotheses faites s@ifg ou 7 en cas de transversalite, d’apres le
modele des feuilletages g, OU deFnq, donne par la propositiod on peut
aussi supposer en cas de transversalité que toute féitle feuilletager g (ou
du feuilletages ) qui rencontreQq est telle queN N (BN Qo) (uWN (HN
Qo)) est connexe et sépaBa Qp (ou H N Qp) en deux composantes connexes
exactement.

Dorénavant on notg la projection définie parn(xy, ..., Xm) = (X1, ..., Xm-1)-

9. Décrivons ce qui se passe au voisinage du mmte B (ou deH) qui se
projette suixg. Placons nous suB par exemple. SB est une feuille du feuilletage
Fq induit parw surQ alors il existe un voisinage’o deBN Qg et un changement
de coordonnées (pas nécessairemeitéfinissable) dans lesquellegy = R™,
BN Qo = {Xm= 0}, MNWo = {Xn > O} et le feuilletage induit pag surM N Wy
est le feuilletage par hyperplans horizontaux. Suppo8btmansverse au champ
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X — ker(w)(x). Soita € BN Qg. D’apres I'étape 8, la feuill@v, du feuilletage
F|Bnq, gui passe paa est exactement la trace sBmn Qo de la feuilleW, de
7|8 qui passe paa. De plus W, sépareBN Qo en deux composantes connexe
C. (a) etC_(a) qui sont incluses danB\W,. On poseC/ (a) = (C.(a)) et
C' (a)=m(C_(a)). Lesensemble8, (a) etC_(a) sont des graphes d’applications
définies au dessus @& _(a) et C’ (a). Il existe une et une seule feuillg, de
FMnQ, QUi contienta (ou un quelconque point de’a) dans son adhérence. Quitte
a permuteC, (a) etC_(a) cette feuiller; est le graphe d’une application définie
surC/, (a). La remarque cruciale est la suivante. La réuniorndede w, et de
C_(a) est le graphe d’une application continue définie au dessiesg®jection
Ug de Qg surM’. On a bien slr les mémes conclusiona siH N Qo.

9. Finalement st est une feuille der g, alors elle verifie 'une des condi-
tions suivantes.

— C’est une feuille der o, et c’est le graphe d’'une application définie Blgr

— Il existe un poineedeBN Qg qui est dans I'adhérence deet alorsy = 7/,

et,Uw,aUC_(a) est le graphe d’'une application définie &lgr

— Il existe un poinandeH N Qg qui est dans I'adhérence Weet alors? = 7/,

et,Uw,aUC_(a) est le graphe d’'une application définie &lgr

10. SoitV une feuille deF et soita € B. On dit quea est dans I'adhérence
directe deV s'il existe Xy, Qo etag comme précédemment tels que la feuiilg
précédente est daNs On suppose que est dans I'adhérence directe deSoit
W la feuille de 7 g qui contientw,. Puisque le feuilletage g est dynamique-
ment simpleW est une hypersurface fermée Bejui sépareB en deux compo-
santes connexes. D'aprés I'étape 8, 'une d’elles, nGi&&V), contientC, (a) et
I'autre, notéeC_ (W), contientC_(a). Alors tout pointa’ deW est dans I'adhé-
rence directe d¥ etC, (&) est inclus dan€, (W) alors queC_(a') est inclus
dansC_(W). On dit queW adhére directement\d On a des définitions et des
conclusions analogues podrau lieu deB.

11. Considérons maintenanicomme une variété abstraite et non plus comme
une feuille deM. On notej : V — M I'immersion deV dansM. On va prolonger
cette immersion différentiable et injective en une imnmargiontinue et non né-
cessairement injectivedéfinie sulV variété topologique connexe a valeurs dans
MnN (M’ x R) telle que la composée deavec la projectiont soit un revétement
de baseM’. LesW de B ou H qui adherent directement\asont en nombre au
plus dénombrable. Pour toW on colleC_(W) aV le long deW. C’est bien sur
un collage abstrait : il faut dans cette opération considéseC_ (W) disjoints,
c'est a dire oublier un instant qu'’ils sont dais) (M’ x R) et les voir comme des
variétés topologiques abstraites. Par ces collages ennecalplus dénombrable
on obtient une variété abstraiie

12. Décrivons plus précisémevitet sa topologie. Indexons par un sous-en-
semblel deN lesW deB etH qui sont dans I'adhérence directe e (W)i¢;.

14



D'un point de vue ensemblist¥, est I'union disjointe d&/, desW,i € | et des
C_(W),i el. Soitxg € M’ etgg > 0, Qp etUp comme dans I'étape 7. Sditun
point deV tel quej(&) = a € Qq. Trois cas sont a considérer.

— Le pointa est dandv et la composante conne)l@ deV N Qg qui contient
a est un graphe au dessusldg Alors j~ (V) est un voisinage ouvert de
& dansV et la restriction deto | &~ (Vo) surUgp est un homéomorphisme.

— ll existei € | etay € W N Qg tels qued provient du collage déf. Dans ce
cas I'ensembl¢ vV, U W4 UC_(&)) Vu comme sous- ensembleﬁeest un
voisinage ouvert dé dansV et la restriction & cet ouvert deo | est un
homéomorphisme siif.

— Il existei € | tel quedig provient du collage d€_ (W) etW N Qo = 0. Dans
ce cadJo C C_(W) etUg vu comme sous-ensemble deest un voisinage
ouvert defig dansV et la restriction & cet ouvert de> | est un homéomor-
phisme sur son imadédy.

Ces cas donnent une famille d’ouverts connexes disjoiniteqauvrent] ~1(Qg).

13. L'application | envoie continumen? dansM N (M’ x R). A priori elle

n'est pas nécessairement injective. Par constructiomliegtion 1o | est un re-
vétement de baskl’. En effet sixg est dansVl’ alors (110 ) ~1(Ug) (avec les
notations précédentes) est I'union disjointe et dénomémdbuverts qui sont des
feuilles du feuilletagerq,, des ensembles du tyge/s U Wy UC_(&)) et des
exemplaires disjoints ddy. De plus la restriction deo | & chacun de ces ouverts
est un homéomorphisme dus.

14. Puisqué/ est connexe alors qd’ est simplement connexe le revétement

Tlo | est un homémorphisme (voir la premiére observation topglegde la partie
2). Ceci implique que la restriction & est injective et qug(V) est fermé rela-
tivement aM UBUH. Ainsi V vu a nouveau comme feuille est le graphe d’'une
application continue définie sur un ouviftde M’ etV est fermé relativement a
M. C’est donc une sous-variété ferméeMePuisqueM est diffeomorphe &™,

la feuilleV sépareMl en deux composantes connexes et elle est de Rolle (voir la
deuxiéme et la troisieme observations topologiques deridedd. Puisque ces
conclusions valent pour toute feuille, le feuilletage imghar w surM est donc
un feuilletage dynamiquement simple : il n"admet pas destvarsale fermée et
toute feuille est une hypersurface ferméetiqui séparéV en deux composantes
connexes. °

5 Annexe : preuve de la propositionlO

On va montrer par une récurrence descendante sur la dimehsjoe siZ
est un sous-ensemble inclus ddhsa -définissable de dimensiahalors il existe
K > 0etZ' c Z a-définissable et de dimension au pllis 1 tel queZ \ Z’ peut
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Sid = m, on peut supposer queé= M. SoitK; > 0. Sii = 1,...,mon note
M; 'ensemble dex € M tels que kefw)(x) soit le graphe d’'une application li-
néaire strictemerk;-lipschitzienne des variabldsy, ..., X, ...,Xm). Les M; sont
des ouvertsz -définissables inclus damd. Quitte & choisiK; assez grand, on a
M =MjiU...UMpn. Fixonsi € {1,...,n}. Permutons les coordonnégst X,,. On
fait une décomposition cylindrique d@" adaptée 3; et a{0} et on ne retient
que les cylindres ouvertd 1, ..., M ;. SoitM; j 'un d'eux etM; ; sa base :

Mij={(xy):xeMj,@;(x) <y<yijx)}

On pose

Bij={(xy):xeMj,y=aj(x)}
et

Hij={(xy):xeMjj,y=wij(x)}.

Les ensembleB; j etH; ; sontdans 'adhérendd deM. Par conséquent la forme
w est définie suB; j etH; j car elle est définie suv \ {0} etB; j etH; ; sont des
cylindres de dimensiom— 1 d’une décomposition de" adaptée a 0 etll. On
noteT B ; etTH; j leurs fibrés tangents. On fait une décomposition cylindride
M; ; adapté a

{xe M/ Trq,)Bij C ker(w)(x, @ j(x)}

eta

{X € M|/7] : T(X7llJi,j(X))Hi7J' C ker(oo)(x, l]Ji7j (X))}
eton neretientque les cylindres ouveMs; ; ..., M ; .. Pour chaqué=1,....rj
on pose '

Mijk={(Xy) € Mij:xeM/}.

De plus la réunion deM; j « est dense darisl et M\ (| J M; ) est un sous-
ij.k

ensembleg -définissable dévl de dimension au plusn—J 1. Le casd = m est

résolu.

Soit 0< d < met considérong C M, 4 -définissable de dimensia@h D’aprés
la proposition7 on peut supposer qué est une sous-variéte différentielle de
dimensiond, de classeC* et a-définissable. SoiK, > 0. Si X = (X1,...,Xm)
est un systéme de coordonnées orthogonalg’®"en noteZ; I'ensemble des
x € Z tels que kefw)(x) soit le graphe d’'une application linéaire strictemkpt
lipschitzienne des variabléx, ..., xm-1) et le plan tangent et tels qUgZ soit
le graphe d’'une application linéaire strictemé®tlipschitzienne des variables
(X1,...,Xq). S'il nest pas vide, 'ensemblg&; est.a-définissable et ouvert dans
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Z. C’est donc une sous-variété différentielle de dimensienm— 1, de class€X
et 2 -définissable. On note auddi; I'ensemble des € M tels que kefw)(x) soit
le graphe d’'une application linéaire strictemé®tlipschitzienne des variables
(X1,...,Xm-1). C’est un ouverts -définissable d&! qui contientZ; . SiK; est as-
sez grand on peut choisir un nombre fini de ces systemes déoowesty, ..., X|
de telle sorte qu&; = Z; ,...,Z = Zj, recouvreniZ etM; = Mz ,...,Mj = M,
recouvrentM. On peut supposer qué= Z;, M = M, et queffl = (Xgy -5 Xm)-
D’apres la propositiof on peut supposer qukest un cylindrez -définissable de
classeCk de la forme

Z={(x,F(x)):xeD'}

ou D’ ¢ RY est un cylindre de class@, a-définissable eF = (Fy.1,..., Fm) est
une application définie sWb’, de classe&CX, strictementK,-lipschitzienne etz -
définissable.

Six= (xg,...,Xn) € D' on pose

O(x) = max{d: vh= (hgs1,...,hm), suplhi| < &= (X,F(x) +h) € M}.

La fonctiond est.a -définissable. D’aprés la propositidnl existe des cylindres
D}, ...,D, c D', de dimensiom, de class€ et 4 -définissables tels que

— D'\ (DjU...uDy) est de dimension au plas— 1

— La restriction déd & chaqueD! est de class€X et définisssable dars.
On peut donc supposer qé = D] et

Z={(x,F(x)):xe D' =D}}.
On pose

M ={(X,Xd+1, s Xm-1) : X€D',  sup  |x;—Fj(x)| < 8(x)}
j=d+1,...m-1
et
F={xeM:(Xg,....Xmn-1) € ', Xm = Fm(X1, ..., Xq) }.
Ce sont des cylindres de dimension- 1, de class€X, a-définissables f est
inclus dansdM et contienZ. On considére aussi
A= {x+(0,...,0,h): xe T, |h] < dx)}.

C’est un cylindre de dimensiom, de classeC¥, 2-définissable et inclus dans
M. SiA >0 etp= (ug,...,um) € R™ avec||y|| < 1 on définit la fonctiond, ,,
surl” en posant poux € I', © ;(X) = A(1+||x— p|[?)3(x). C'est une fonction
4-définissable de clas€¥. On pose

Dy = {X+(0,...,0,h) : xeT,|h < @w(x)},
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Bypu={X—1(0,...,0,0) y(x)) : xe T},

Hyp={X+(0,...,0,0, y(X)) : x €T},

Il existe Ao tel que si 0< A < Ag alors O, ;,(x) < 8(x) six € I'. Les en-
semblesh,, By, et Hy , sont alors des cylindres-définissables de clas€X
inclus dansM On déduit du théoréme de transversalité [Th] (voir [ DNFjjleta
o-minimalité de la structura (proposition4) que pour presque tok, 1) et pour
tous les pointx del" sauf peut-étre pour un nombre fini d’entre eux formant un
ensembld, ,, le plan tangent

Tx—(0,....0,0, ) Bau
et le noyau
ker(w)(x—(0,...,0,0y y(X,Fm(X)))
ainsi que le plan tangent
T34(0,.--,00, u(x)
et le noyau
ker(w)(x+ (0, ..., 0,0 (X, Fm(X))
sont transverses. Fixonset L. D'apres la propositio la differencel” \ F, , est

la réunion d’un nombre fini de cylindres ouverts de cla8$et 2 -définissables
M1,...,I's. Pour chaquée {1,...,s} on pose

By i = {X+(0,...,0,h) 1 x € Ty, [h < ©) (X}
Les ensembled, ,; recouvrentZ \ F, ,, et ce sont des cylindres qui vérifient les

points ii, iii et iv de la proposition avec tolt > K et 'ensembleZ’ = F, ;NZ
est fini donc de dimension strictement plus petite que cellé.d

Il reste a considérer le cas @lest de dimension.QC’est un ensemble fini
de points. On peut supposer que c’est un unique pdinl existe un systéme
de coordonnées orthogonales dans lesquafles 0 et kefw)(0) est transverse

a I'axe vertical et au plan horizontdx,,. Dés quee > 0 est petit le polydisque

{xeRM: |x1|,..., |¥m| < €} Vvérifie les points ii, iii et iv de la propositioh0 avec
toutK > 0 assez grand. °
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