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Introduction

Pour des raisons économiques dans plusieurs domaines (cotut de matériau, stockage,
production), on recherche a utiliser des structures tridimensionnelles dont 'une des
grandeurs est plus petite par rapport aux autres. Cette économie ne devant pas se faire
au détriment de la résistance de la structure, il apparait alors nécessaire de mener une
étude approfondie de ces coques minces. Elles peuvent se représenter géométriquement
comme une surface moyenne qui est épaissie le long de sa normale.

Le sujet de cette these est 1’étude du spectre de coques minces axisymétriques
dans le cadre de I’élasticité linéaire tridimensionnelle de Lamé introduit par Ciarlet
[13]. On suppose que le matériau constituant la coque est isotrope et homogene et
que son épaisseur est le petit parametre . L’opérateur associé au systeme de Lamé
agit entre espaces de Sobolev sur la coque et dépend de £. Dans le cas ou la coque
possede une courbure non identiquement nulle, des phénomenes appelés sensitifs ont
été mis en évidence par Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia [39] et dans les expériences
numériques de Chapelle et Bathe [12] et de Dauge, Faou et Yosibash [19].

Il existe peu de résultats concernant le spectre de l'opérateur de Lamé en fonction
de € et le comportement de la plus petite valeur propre. Le cas des plaques ou la surface
moyenne est plane a été étudié par Dauge, Djurdjevic, Faou et Rossle [17].

Le probleme tridimensionnel de Lamé étant délicat a étudier, on s’intéresse au
modele bidimensionnel de Koiter [32] obtenu par homogénéisations formelles dans la
variable transverse a la coque. Celui-ci est un modele de perturbation singuliere et
s’écrit pour une coque S de demi-épaisseur € sous forme matricielle comme somme de

deux opérateurs :
2

K(c) = M + %B.

ou M est 'opérateur de membrane d’ordre 2 et K l'opérateur de flexion d’ordre 4.
On décompose le déplacement selon les coordonnées normales en deux composantes
tangentes a la surface moyenne et ’autre normale a celle-ci. Nous ne considérerons ici
que le cas de coques entierement encastrées le long de leurs bords.

La justification et la convergence du modele de Koiter vers la solution du probleme
de Lamé ont été etudiées par Ciarlet et Lods [16] et Dauge et Faou [18]. Dans le cas
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des plaques, le spectre de K(¢) se décompose en le spectre de M indépendant de ¢ et
le spectre de B. Dans le cas général, le spectre de K(¢) est discret comme opérateur
elliptique alors que le spectre de M contient du spectre essentiel [39]. Si la coque est
elliptique c’est-a-dire que sa courbure est strictement positive, le spectre essentiel de
M est de la forme [a, b] avec a > 0 et il est de la forme [0, b] avec b > 0 dans les autres
cas.

Dans cette these nous nous restreignons au cas d’'une coque axisymétrique obtenue
a partir de la rotation d’une courbe autour d'un axe et épaissie de chaque coté de ¢
selon la normale en chaque point. Cette symétrie nous permet de réduire la dimension
du probleme. En notant k € Z la variable de Fourier angulaire, 'opérateur K(e) se
décompose apres transformation de Fourier en la famille d’opérateurs :

2

K(e)[K = M[K] + SB[k, keZ (1)
ou M[k] et B[k] sont les opérateurs M et K apres cette transformation de Fourier. Pour
k fixé, on s’intéresse d’abord a l'opérateur M[k] qui est un opérateur unidimensionnel
agissant sur un déplacement a trois composantes. On calcule son spectre essentiel qui
est en général plus haut que le bas du spectre essentiel de 'opérateur M. On retrouve
donc le spectre essentiel de I'opérateur M uniquement par passage a la limite du spectre
discret des opérateurs M|k] lorsque |k| — +oo. Les opérateurs mis en jeu étant des
polynomes en ik a coefficients réels, les valeurs propres pour k£ et —k sont identiques
et les vecteurs propres associés sont conjugués. On se limite alors a I’étude du cas k > 0.

L’opérateur MJk] est assez complexe en présence de courbure dans la direction de
I’axe de la coque. En particulier I’étude de son spectre a k fixé est tres différente dans le
cas ol la coque est elliptique (un tonneau), hyperbolique (une tour de refroidissement)
ou bien cylindrique. Le spectre discret de l'opérateur M[k| est constitué des couples
(A, u) satisfaisant I’équation

M[k|lu = AAw, (2)

oll A est une matrice diagonale dont les termes dépendent de la métrique de la coque.
Dans une démarche constructive suivant celle de Faou [22, 24, 23, 25], on cherche le
couple (u, A) sous forme de séries formelles :

AR =Y k™A, A, €R

n>0

ulk| = Z k™" w,,,

n>0

et

ou u, sont des déplacements tridimensionnels. On veut que (A[k], u[k]) soit solution
du probleme :
Mk]u[k] = A[k]Aulk]. (3)
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On peut construire des solutions au probleme (3) par la résolution d’un probleme aux
valeurs propres (en séries formelles) scalaire grace au théoreme de réduction suivant :
il existe

— une série formelle

1 1

ou les opérateurs scalaires L, (z,0,), n > 0 agissent sur la composante transverse
a la coque et dépendent de la variable axiale z, et

— une série formelle V[k| = Z k~"V,, d’opérateurs de reconstruction qui envoie

n>0
une fonction scalaire dans I'espace des déplacements tridimensionnels. Plus par-
ticulierement Vj est I'injection canonique ¢ — (0, () envoyant une fonction sur
la composante transverse a la coque en coordonnées normales,
vérifiant ’équation

MIk|V[k] — A[K]AVI[E] = Vg o (L[k] — A[k]). ()
Ainsi la résolution du probleme en séries formelles scalaire
LIEIC[E] = A[KIC[K] (6)

ou C[k] = Zk‘”(n est une série formelle dont les coefficients (,, sont des fonctions
n>0

scalaires nous donne des solutions au probleme (3) : Si (¢[k], A[k]) satisfait (6) alors

ulk] = V[k|C[k] satisfait (3) en vertu de (5), et pour la méme série formelle A[k].

On effectue alors le calcul des opérateurs mis en jeu et on montre que 'opérateur L

est une simple multiplication par une fonction dépendant de z.

On applique ensuite ce théoreme de réduction formelle valable pour une géométrie
arbitraire de la coque axisymétrique au cas dégénéré d’une coque cylindrique pour la-
quelle la courbure est identiquement nulle dans la direction axiale. Ceci implique I’annu-
lation des opérateurs Ly, L1, Ly et Lz construits dans le théoreme précédent. L’opérateur
L4 est lui un bilaplacien dont on calcule le spectre de maniere explicite. On obtient
alors que pour toute valeur propre de l'opérateur Ly muni des conditions au bord de
Dirichlet associée au vecteur propre v

Lyv = A\v

il existe un couple de séries formelles (A[k], ([k]) solution de (6) de la forme

1 1 1
dk]:U—FEQ-F'” et A[k]:FA+ﬁA5+...
Tronquant alors le couple de séries formelles (A[k], u[k]) avec u[k] = VI[E|([k], on

construit des quasimodes & tout ordre en puissances de k1. D’autre part une estimation
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d’énergie montre que le bas du spectre de M[k| admet une borne inférieure de 'ordre
de O(k=*) lorsque k — +oo. Ceci nous montre alors le comportement en k=4 des plus
petites valeurs propres de l'opérateur M[k|. Des simulations numériques effectuées a
'aide de la librairie d’éléments finis MELINA développée par Martin [33] ont confirmé
nos résultats théoriques.

La stratégie générale pour étudier ensuite le bas du spectre de 'opérateur K(e)
consiste donc a étudier le spectre de 'opérateur a deux parametres (1) dans un régime
e — 0 et k — oo. Certaines justifications formelles du comportement spectral de
K(e) ont été obtenues récemment par Artioli, Beirdo da Veiga, Hakula et Lovadina
[3, 2] dans les trois cas typiques : elliptique, hyperbolique et cylindrique. Pour chaque
épaisseur ¢, la base du spectre de K(g) est le minimum sur £ des premieres valeurs
propres des opérateurs K(e)[k] (1). On cherche alors a caractériser pour chaque ¢ la
fréquence k qui réalise le minimum afin d’obtenir une asymptotique en ¢ de la valeur
propre correspondante.

Compte-tenu du résultat obtenu sur le spectre de la membrane, on peut s’attendre
a ce que le bas du spectre de l'opérateur K(e)[k] se situe dans la zone équilibrant le
bas du spectre de M[k] en k= avec celui de ?B[k]| qui se comporte en 2k* dans la
composante normale a la coque. Pour une épaisseur ¢ fixée, ce régime correspondrait
alors & une fréquence k ~ ¢~/4 en variable de Fourier angulaire.

Partant de cette idée — corroborée par les résultats de Artioli, Beirao da Veiga,
Hakula et Lovadina [3, 2] — on introduit un parametre de couplage C' et on étudie
'opérateur K(g)[k] dans le régime k = Ce'/*, c’est-a-dire 'opérateur

K(e) [08_1/4]

qui se développe en puissances de /4, et dépend du parametre C. De la méme maniere
que pour la membrane, on construit des quasi-modes en puissances de /4, et dont la
plus basse valeur propre se comporte en

A(C)[e] = eAs(C) + *A5(C) + - --

ou A,(C) dépend du parametre C. Pour construire ceux-ci, il est nécessaire d’intro-
duire des termes de couches limites qui n’étaient pas présents dans le cas de I’'étude de
I'opérateur de membrane M|[k], ce qui introduit un niveau de complexité supplémentaire.
Le résultat de cette construction est I'existence de spectre pour K(g)[Ce™*/4] dans un
voisinage de eA4(C) modulo %4, et ceci pour toute valeur du parametre de couplage
C.

On calcule ensuite la valeur Cy;, de la constante C' telle que la valeur propre Ay (C')
soit minimale. Alors finalement

A(Chuin)le] = eAy(Crain) + 55/4A5(Cmin) T (7)

est un bon candidat pour le bas du spectre de 'opérateur K(e). De plus k = Crine /4
serait la fréquence a laquelle ce minimum est atteint. La dépendance non triviale par
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rapport a € de cette fréquence fait apparaitre clairement le phénomene de sensitivité
dans le cas des coques cylindriques encastrées.

Pour compléter 1'étude précédente, il reste & prouver que A(Chyn)[e] correspond bien
a la premiere valeur propre de K(g). Ceci n’ayant pu étre démontré théoriquement, on
a complété notre investigation dans le cas du cylindre par des simulations numériques
effectuées a I'aide de la librairie d’éléments finis MELINA développée par Martin [33].

On a alors pu constater que 'asymptotique (7) obtenue pour le modele de Koiter a
été validée non pas par le calcul du spectre de K(¢) — rendu difficile par la présence d'un
terme d’ordre 4 — mais directement sur le modele tridimensionnel de Lamé décomposé
en variable de Fourier. Il s’agit donc de calculs bidimensionnels sur une ”tranche”
de coque. En particulier, la constante C,;, obtenue théoriquement a été retrouvée
numériquement et elle décrit bien la premiere valeur propre. Ceci justifie I’approche
précédente utilisant le régime k = Ce~1/%, et apporte une preuve supplémentaire de la
bonne approximation du modele tridimensionnel par le modele de Koiter.
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Chapitre 1

Rappels d’éléments de théorie des
coques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous revisitons la théorie des coques du point de vue de la
géométrie des surfaces.

Le modele tridimensionnel de Lamé peut étre approché par un modele bidimen-
sionnel posé sur la surface moyenne. Plusieurs modeles existent dont ceux de Koiter
(1959-1970) [32], John [30], Naghdi (1963) [34], Budianski et Sanders (1967) [10] et
Novozhilov [37] et s’écrivent sous la forme :

K(s) = M + £’B.

Les auteurs cités sont unanimes pour l'expression de la membrane; mais celle de
l'opérateur de flexion porte & controverse. Dans [12], différents modeles hiérarchiques
de coques et leur traitement numérique par les éléments finis sont détaillés. D’un point
de vue géométrique et mécanique c’est le modele de Koiter [32] qui parait le plus na-
turel. Nous ne considérerons que ce modele par la suite.

La limite du déplacement pour le probleme de chargement quand ¢ tend vers 0 a
été étudié par Sanchez-Palencia en 1990 [40] et Ciarlet, Lods et Miara en 1996 [16],
Ciarlet [14].

D’autre part Faou a effectué des développements asymptotiques multi-échelles pour
le modele de Koiter dans [24], [23], [25].

Concernant le probleme aux valeurs propres, le plus ancien travail est celui de
Ciarlet et Kesavan [15] dans le cas des plaques isotropes encastrées ou ils mettent
en évidence le comportement dominant de la flexion pour les plus petites fréquences.
Nazarov et Zorin [36], Nazarov [35], Dauge, Djurdjevic, Faou, Réssle [17] étudient aussi
des développements asymptotiques des éléments propres dans le cas des plaques.

13



14 CHAPITRE 1. RAPPELS D’ELEMENTS DE THEORIE DES COQUES

Dans le cas des coques, 1’école de Goldenveizer a étudié leurs propriétés spec-
trales dans Aslanian et Lidskii [4], Goldenveizer, Lidskii et Tovstik [28],Vassiliev [41].
Plus tard Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia en 1997 [39] ont montré que les valeurs
propres de l'opérateur de Koiter sont attirées par celles de la membrane. Dans [19],
Dauge, Faou et Yosibash ont fait des expériences numériques pour calculer les plus
petites valeurs propres de 1’élasticité dans le cas de trois types de coques différents.

L’article [2] rassemble les résultats de Artioli, Beirdo da Veiga, Hakula et Lovadina
obtenus en utilisant la théorie de l'interpolation. Ils donnent le comportement de la
plus petite valeur propre de 'opérateur de Koiter en fonction de € pour les 3 types de
coques : parabolique, hyperbolique, elliptique. Les articles [2] et [3] font des expériences
numériques qui valident les résultats théoriques de [8] et [7]. L’article [6] démontre
théoriquement les résultats dans le cas du modele shallow shell du cylindre.

On va explorer la question des valeurs propres dans le cas des coques axisymétriques
et y répondre partiellement en utilisant les quasimodes et en s’appuyant sur des
résultats numériques qui corroboreront la théorie.

Dans ce chapitre nous rappelons et redémontrons les propriétés de base des co-
ordonnées normales et dérivées covariantes pour une surface S de R?® munie de son
paramétrage. On démontre les équations de Codazzi-Minardi qui servent au calcul
pratique par la suite. Ensuite nous rappelons les tenseurs qui interviennent dans la
formulation variationnelle de Koiter et nous recalculons apres intégration par parties
les matrices d’opérateurs correspondantes.

1.2 Eléments de géométrie

1.2.1 Les coordonnées normales

On introduit les éléments de la géométrie Riemannienne et le systeme de coor-
données normales non pas dans le cas le plus général mais pour une surface S de R3
munie de son paramétrage.

La présentation suit celle du livre de Do Carmo [21] pour les démonstrations et nota-
tions.

On considere une surface S de R? et son paramétrage local C* ? défini sur un atlas
de cartes U de R? :
X. UCR® 5 SCR

(w1, m2) = ?@1@2) '
On note les dérivées partielles :

y SICA QP S S )

0x1 8952 N
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J

T2

U cR? ScR?

1
FIGURE 1.1 — Paramétrisation d’une surface.

et dans la suite, les lettres grecques «, 5,7 ... représenteront alors 1 ou 2.
La notation suivante sera alors utilisée :

?:Q Fi X

ox,,’ B = 0,025

On définit la normale unitaire a la surface ﬁ et sa dérivée partielle par :

Y AX N
No Athde g 0N
X0 A X O

On fait I’hypothese que les vecteurs ?1 et YQ ne sont pas liés ; alors le triplet (?1, Yg, ﬁ)
constitue une base locale. Les vecteurs de R? pourront alors étre décomposés dans cette
base.

Définition 1.1. Soit 7 un vecteur de R?, ses composantes dans la base locale (71, ?2, ﬁ)
notées (V1, V2 V3) sont appelées composantes contravariantes :

V VX, + V22X, + V3N,

Pour simplifier les écritures, on introduit la notation suivante :

VIX, + VX, = 17X,

ou l'indice v répété en haut et en bas signifie que l'on effectue la somme sur v =1,2.

Notation 1.2. On écrit :
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Définition 1.3. On définit le tenseur métrique par :
Aap = <?a> ?ﬁ>
et on note a®? son inverse, c’est-a-dire que :
o0’ = 07

ot 0} désigne le symbole de Kronecker.
Le déterminant du tenseur métrique est |a| = det(anp) = a11a22 — a12a9;.
On a les formules suivantes :

L R LYY
lal |al |a| |al

Les symboles de Christoffel Flﬁ et le tenseur de courbure b,z sont les composantes

Xop = T7, X, + bas V.

Notation 1.4. On note les composantes contravariantes du tenseur de courbure :

contravariantes de Yaﬁ :

b2 = bona?
ou l"indice vy répété indique que l’effectue la somme sur v=1,2.
Notation 1.5. On note (Yl, 72, ﬁ) la base duale de la base (?1, ?2, ﬁ)

Définition 1.6. Les composantes covariantes d’'un vecteur 7 notées (V1, Va, V3) sont

ses composantes dans la base (?1, ?2, ﬁ) et les composantes covariantes et contrava-
riantes sont reliées par les égalités :

V=5, VE=a"V

Propriété 1.7. Les composantes FZCB et bag et le tenseur métrique sont symétriques
enaetf:
FZ[B = Fga, ba/j = bﬁa, et QB = ABe-

Preuve. D’apres le théoreme de Schwarz, on a : )_(>12 = ?21, les égalités en découlent

puisque (X1, X2, V) constitue une base locale.
Pour le tenseur métrique cela provient de la symétrie du produit scalaire. [ |

On peut exprimer les symboles de Christoffel uniquement a partir du tenseur
métrique :

Proposition 1.8. On a la formule :

1
F’Yﬁ = 5(175(8@&55 + 8/36@5 — &;aaﬂ)

[}

ot lindice ¢ indique que 'on fait la somme sur d =1, 2.
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Preuve. Comme :
806“67 = aa<}67 ?7> = <8a?,37 ?“/> + <?/37 aa?v> = <?a67 ?7> + <},37 ?a7> (1-1>

on peut exprimer (Yag, YQ en fonction uniquement du tenseur métrique :
<711, 71) = %aﬂn <Y117 Y2> = D1a12 — %826111
<712, 71) = %32CL11 (Ym, Y2> = %alaﬂ
<722, 71) = Dhayz — %ala22 <7227 72> = %82(122-
D’autre part, puisque
Ya,g = FZBY’Y + baﬁﬁ et YQLN},
il s’en suit :

(Xop X)) = (00, X5+ bos N, X)) = T% as,.

En inversant le systeme d’équations obtenu , on obtient les coefficients Flﬁ en fonction
du tenseur métrique. Par exemple pour I'};, on obtient :

1 1 1
Fh = m(éamalan — apdia1z + §a1282a11).

On ne démontre la proposition que pour I'{; mais le principe est le méme pour les
autres quantités. Posons :

1
dz,@ — Ecﬂ‘s(@aaﬁ(s + 8@%5 - aéaozﬁ)>
et développons dh :

1
dyy = §a16(ala15 + O1a15 — Osaqy)

1 1
= —an(@lan + Or1ayy — Ohany) + 56112(31%2 + O1a12 — Oaany).

2
Par définition de I'inverse du tenseur métrique, on obtient :
1.1 1
d%l - m(§a2281a11 - CL1281G12 -+ 5@12826L11) = Fh.

On montre alors :
Y _
Va,B,7, Tl =dis

Proposition 1.9. La décomposition de ﬁa selon la base locale (Yl, Yg, ﬁ) est donnée

par :
No= 0%,
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Preuve. Par définition du tenseur de courbure, on a :
b = (N, X op).
Mais puisque ﬁ et Y sont orthogonaux, on peut écrire :

0= 5(N, Xa) = (Np, Xo) + (N, Xap) = (Ng, X ) + bas.

Donc :

<V57 ?0) = _baﬁ'

Notons (h], h?) les composantes contravariantes de ﬁa ;

No=mX,+ 0N,
(Now X 5) = h(X, X )

Or par définition des composantes contravariantes et de I'inverse du tenseur métrique,
on a:

on a :

<ﬁa, Y5> = hza,Y@ = ha(;a‘hawg = hag.
D’ou :
has = —bas et donc A2 = —bf.

Puisque (ﬁ, ﬁ) = 1, on peut écrire que :
0=05(N, Ny = (N3, N)+ (N, Ng) = 2(N 5, N) = 2h°.

Les composantes contravariantes de ﬁa sont alors (—bL, —0b2,0). n

1.2.2 Dérivée covariante
On rappelle et démontre les propriétés de base de la dérivée covariante.

Définition 1.10. Pour
we C®(U,R), v=(vg)seqr,2r € C(U,R?) et c = (csy)(sefnz € C(U,RY),
on définit les dérivées covariantes suivantes :
Dow = 0w, Dyvg = 0qvs — Fiﬁv(g

1) §
et Dan7 = 80057 - Faﬁc5’7 - Fa,ng(;,

ainst que pour les composantes contravariantes :
5 .8
D, v? = 9,0° + Faﬁv

et Dacg = 8(165 + F‘Sﬂcg Fgwc%
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Notation 1.11. Comme précédemment on note : D®vg = a*'D,vg.

Propriété 1.12. On a les relations suivantes : pour tout v,v' € C*(U,R?) :

i) Da(vpv) = vgDav! + v/ Dyvg.
#i) Daag, = 0.
iii) Daagnvy = agyDav,.

Preuve.
i) Ceci découle de la définition 1.10.
i) On a a,ga”’ = 67 et en utilisant la proposition 2.1, on obtient :

Daagy = Oaagy — Iogasy — o, ass

= DpQpy — la‘sT(aaam + 0gaar — O-ap)asy — —a T(Oalyr + OyGar — Oray)ags

1
2

_ 1 5
= Opapy — 2a T 05y O aﬁT — —a Ta5,0p00r + a Ta5y0rQap — —a 703500 0nyr
1

5
— 50°Tags0y0ar + 5@ Tas0r Qg

= Onpy — a&%(a ag, + &gam Oraas) — 2’ ags(0a aw + 04007 — Oraay)

Par symétrie du tenseur métrique et de son inverse, on a :
Doagy = Onapy — %cﬁﬁaam — %ﬂaﬂam + %5;87%5 — %5;&1%7 — %6;87%7 + %dg&am
= Doty — %aaaﬁv - %aﬁaav + %avaaﬁ - %aaavﬂ - %a“/aaﬁ + %aﬁaav = 0.

iii) D’apres la définition 1.10, on a :

Da(cgyvr) = v:Docgy + ey Doy
En utilisant i), on obtient :

Daagyvy = v,Daag, + agyDavy, = ag,Dav, .
|

Ces propriétés nous seront utiles par la suite pour faire des intégrations par parties
dans la formulation variationnelle de Koiter.

Propriété 1.13. La dérivée covariante et le tenseur de courbure vérifient les équations
de Codazzi-Mainardsi :

Dubg, = Dgbas.

Preuve. Par définition, on a :
Doébg,y = 804657 - Fiﬂb(y/ - Ffwbﬁ(g et Dﬁboé,y = 85170@ - F%abg,y - F%,meg.

Par symétrie du symbole de Christoffel, on a : T2 by = ') b
Il s’agit alors de montrer que :

Oabsy — Lo bs = Opbay — T bas. (1.2)
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-Lescasa =0 =1et a = = 2 sont triviaux.
- Dans le cas ou @ = v =1 et § = 2, il s’agit de montrer I'égalité :

D’apres le théoreme de Schwarz, on a la relation suivante :

62?11 - 315312 - O

Développons alors le membre de gauche avec les composantes contravariantes de Yaﬁ ;
X1 — X1y = (T K1) + (P2 Xy + 0y N) — (T X 1) — 0 (1%, X ) — By (ba V)
= 821%1?1 + Fh?lz + 821“31)?2 + Fi?m + Oubiy N + by Oy N
L X, —TLX ) — T2 X, — T2, Koy — 01bia N — bad) N
Puis recommencons a nouveau :
DX 11— N X 1o = L X1 + TH (DL X, + T2, X, + biaN) + 8T X
F T2, (DL X 1+ 15X, + by N) + 3oby N + by (—BL X, — B2X )
— L X — TLIOLX + T4 X, + b N) — T%, X,
P20 X + T4 Xy + by N) — 91bio N — bia(—b1 Xy — 02X )
Puisque (?1, ?2, ﬁ) forme une base, la composante selon Nk est nulle :
Tib1o + T3bos + Oabry — Tipbiy — Tigbay — 01b1a =0,

ce qui montre (1.3).
- Dans le cas ot « = 1 et f = v = 2, il s’agit de montrer I’égalité :

O1bgy — F?gb% = Oab1z — ngblé-
D’apres le théoreme de Schwarz, on a la relation suivante :

0y X oy — Oy Xy = 0.

En procédant alors comme précédemment on montre ’égalité voulue.
-Lescas a=2,0=vy=1et a=~=2, =1 sont aussi vrais par symétrie en «, 3.
[ |

Remarque 1.14. Les propriétés 1.12 et 1.13 sont aussi vraies lorsque l’'on monte les
indices en multipliant par la métrique.

1.3 Eléments de théorie des coques

On étudie la déformation de la surface comme dans le livre de Sanchez-Hubert,
Sanchez-Palencia [39] page 115 et le cours de Garrigues [26] .
On consideére un point P de la surface S indexé par sa position X (x1,z2) et qui subit
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un déplacement w. On note sa nouvelle position X
X=X +u.

Le tenseur métrique subit alors lui aussi une modification et devient agz. On peut faire
un développement limité du tenseur métrique pour un déplacement w infinitésimal :

Définition 1.15. Le tenseur de changement de métrique ou tenseur du tauz de déformation
de la surface vop est défini par l'équation :

Aoy = Aap + 270s(w) + O(Jul*).

Nous allons essayer de trouver une autre expression pour ce tenseur. Pour cela nous
utiliserons le lemme suivant.

Lemme 1.16. On a la relation suivante :
aﬁgﬁa(aﬁT) = —aﬂTf‘gaaw —T7,..
Preuve. En utilisant la définition de 'inverse du tenseur métrique, on peut écrire :
ag(;aa(aﬁT) = 8a(ag5af87) — a’BTaaag(; = —aﬁTaaagg.
or par définition du tenseur métrique et des symboles de Christoffel :
Oattgs = 0a( X5, X5) = (Xpar Xs) + (X5, Xsa) = [luars + Thuays.

Donc :
aps0a(a’T) = —a"T (T} ays + T3 008) = —a” T ays — T3,

|
Proposition 1.17. Le tenseur du tauz de déformation de la surface a pour expression :
1
Yap(w) = §(Dau5 + D) — bapus.

Preuve. Par définition, on a :

¥y = (0, X", 05 X").

D’ou :
as = (Xo + 0o, X5 + Opu)
= (Xa, Xg) + (Xa, 0pu) + (Oau, X5) + O(||ul| )
= tap + (Xa, Opu) + (Gau, Xg) + O(||ul]?).
Il s’en suit :

Yoa) = 5 (Ko Op) + (s, ).
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En utilisant les composantes contravariantes de u, on obtient :

Oq = Goé(uw)_(’7 + u3]\7) = Qau7X7 + u”)_('w + 9,uN + PN,

Oromna:
Xoa =T, Xg+b,aN et N, =-blXps.
Donc :
Oa = Ou" X, + uV(FfaXﬁ + by N) + O ulN — ugngﬂ.
Au final :

Ot = (O’ + u'yffa — b2ug) X5 + (b + Daus)N. (1.4)
Puisque X(; et N sont orthogonaux et en revenant aux composantes covariantes, on a :
(Bau, X5) = (8au” + u”F'fa —buz)ags = (Oala’ u,) + aWuTFfa — bPug)ags
= ag(;aa(aﬂTuT) + aﬂ(gaqufga — aﬂgbwawu;;
= ag(;uT(()aaﬁT + aﬁgaﬂTﬁauT + aﬁga”’Tquga — basus.

Mais comme :
_ 5
aﬁga”’ﬂ = 55,

ceci nous donne :
(Oqu, X];) = a&;ufaaa& + Oqus + ag(;a”url“fa — bysus.
D’apres le lemme 1.16 :
(Oyu, )?5> = (—CLBTFZQCLM; — I3, )ur + Onus + ag(;awurl“fa — bosls
= - :S-auT + aau6 - ba5u3
- Dau(5 - ba6u3~
Le tenseur du taux de déformation s’écrit alors :
1 — —
Yas(w) = 5 ((Xa, Gu) + (Ot Xg))
1

= 5( 5ua — bﬂau;g + D,ﬂLﬁ — baBU3)
1
= §<Dau5 -+ Dﬂua — 2baﬂll,3).
On obtient bien la proposition. [ |

Le tenseur de courbure devient by suite au déplacement du point P. On peut faire
un développement limité du tenseur métrique pour un déplacement w infinitésimal :

Définition 1.18. Le tenseur des variations de courbure p.g est défini par :
Vs = bag + pas(w) + O([ul[*).

De méme on peut obtenir une expression plus explicite.
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Proposition 1.19. Le tenseur des variations de courbure a pour expression :
pap(t) = Dy Dgus + Da(bgun) + 0 Dgu,, — b by us.
Preuve. En utilisant les formules du produit mixte et du double produit vectoriel, on
a:
1X1 A Xo|? = (X1 A Xy, X1 A X)) = [X1, Xo, X1 A X

= (X1, X5 A (X A X))

- Xl) <X27 X2>X1 - <X27 X1>X2>

= Q11022 — G12021 = ’&|-
On a de méme :

X3 A X7 = la"].
Mais d’apres ce qui précede,
s = Gag + 27ap(w) + O(|[ul?),
donc on montre facilement que :
|a*| = |a| + 2a11722(u) + 2020711 (1) — darzmz(u) + O(|[ul[?).

Il s’ensuit que :

1 1 1
a1 |a’1/2(1 - m(alﬂm(u) + azy () = 2a12mz () + O([ul]?)),

1 1
e = a1~ (0% m(e) 0 () £ 20 350(00)) + O ).

Par définition,
cu_ XpPAXy  XpaXy
XA X a2

Y

et
)?{L A\ )?;’ = ()?1 + 81u) A (XYQ + 82’11,) = )?1 A )?2 + 8111, A )?2 + Xl A 82'11/ + O(HUHQ)

Il s’en suit alors que :

N* = \a%l/?[l — (a®72(w) + a1 () + 20 712(w))][X1 A Xz + 01w A Xo + X1 A Ol
+O([[ul[*)
— |a|11/2 (X0 A X+ Ohw A X+ Xa A ot — (02 (w) + a1 (1) + 2021 (w)) Xy A X
+O([[u]?)
- N + 1 (O1u A )22 + X’l A Do) — (a22722(u) + a“yu(u) 4 2a12%2(u))]\7 i O(||u||2>'
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Les composantes contravariantes de dzu sont :
Osw = (93w, X7) X, + (Osu, N)N,

donc

— — —

s A Xy = (O5u, XV X, A Xy + (O5u, N)N A X,,.
En remplacant les o, 8 on a :
Ou A Xo+ X1 A Ogu = (O1u, X”}X’V A Xyt (O1u, ]\7)]\7 A Xy — (Oyu, )Z"Q)?,y A X,
— (Byu, N)N A X,
= (Oyu, XD|a|' 2N + (8yu, N)N A Xy + (8yu, X?)|a|'2N
— (Byu, N)N A X,
d’ou :
u A Xo + X1 A dou = (Oyu, X¥)|a|'>N + (8,u, NYN A Xy — (yu, NYN A X;.
Mais
(0w, XY = (04w, a® Xg) = (Byu, a"' X1) + (Oru, a2 X,) + (Bhu, a®' X1) + (Dou, a**X,)
= a'lvy(u) + 2a"2y12(u) + a®yes(u),

d’ou au final :

1 — — — — — —
N*=N+ —— PEE (1w, NYN A Xy — (ou, NYN A X1) + O(|u]]?).

D’autre part, les composantes covariantes de NAX, sont en utilisant le produit mixte :
NAXy=(NAX, X)X+ (NAX,, NN
[

_l’_
+1
X7,

— > — —_ —

X, NIN

—

N, X,JN

s ’7
X’,ﬁ

l

=[N, X,, X, ]JX"+[N, X
= X, X7 + [N
= (Xa

><1

donc

(B1u, NYN A Xy — (Oyu, NYN A X; = —(Oyu, N)|a|'2 X' — (8yu, N)|a| /2 X2,

En remplacant, on obtient :

1 . . . ,
N = Nt (= Ov )l 2K = (0o, W)lal! 252 + O( )

= N — (9w, NYX* + O(||ul]?).
Par ailleurs, d’apres ’équation (1.4)
(%u = (85u5 + UVF% — b%u;z,))zg + (uwbwg + 85U3)]\7,

donc .
(Opu, N) = (u"byp + Ogus),
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et au final :
N*=N — (Osus + b(;vuv))_()‘s.

Par définition du tenseur de courbure, on a :

bag = (N, Xag) = —(Na, Xg) car 9n(N, X5) =0,
et de meéme :

by = —(N2, X3,
d’autre part, . _
X5 = Xp + 0gu.
Donc :
(N2, XY =(Ny — 0a((O5us + bsou?) X®), X5 + Opu)

—(Na, X3) + (Na, 9s1) — (9a((85us + bsru?) X%), X5 + Opu).

Il s’ensuit que :
b5 = bag — (Na, 9pu) + (9a((Osus + bsyu™) X?), X5 + Opu),

et que

pas(t) = —(Nu, 95t) + (Da((D5uz + bsyu") X°), X).
D’une part, d’apres 1’équation (1.4)

Dgu = (Opu’ + u“’F‘S bBU3)X5 + (Wbys + Bgus) N,
et d’apres la proposition 1.9

N, = b Xy,
d’ou :
(N, D) = —b (951’ + uﬁ’iﬁ — bgU3>CL59.
Revenons aux composantes covariantes :
(N, Ou) = = (95(a’"u,) +a'”uTF5 — blus)
= —ba(a(;gaﬁ(a u, + agpa T@guT + a(;ga”uTFiﬁ — a(;gbg'LLg).
Puis on utilise le lemme 1.16 :
<]\7a, Osu) = —bi( T(SF(;BCLVQUT [gsur + Ogug + a(;ga”uTFf/ﬁ — a,(sgb%U;J,)

= —b% (—Thsu, + Jsug — aseblyus)

= WAL g5u, — b20sug + bl aseblus,
d’ou :

(N, dpu) = bif‘gﬁuf — 0% 0gup + b2 bgus. (1.5)

D’autre part :
B (D5t + sy ) X0) = D0 (D5t + by ) X0 + (sus + bsyt!?)9n X
— (Dastiz + O (bsyu?)) X + (Dsus + bsyu) 0 X2,
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et en revenant aux composantes covariantes :
Do (D53 + byt ) X®) = (Dagtis + Do (bsya ™ uy))a Xg + (Dsus + bsya u,)Da(a®’ Xy)
= (Dastis + Oa(Djuy))a® Xo + (Dsus + bluy)[0a(a”) X + 0”00 X
= (Dastiz + O (bTuy))a® Xg + (Bsus + blu,)[0a(a’®) Xy + a® Xp,]
= (Bagtis + O (b1uy))a®® Xg + (Dsus 4 bluy)[0a(a®) Xg + a®® (T, X, + bgaN)].
On a alors
(0a((B5us + bsyu?)X?), X5) = (Bastis + Oa(blun))aags + (Dsus + blu,)[0a(a’ )CLQ@ + a*T) a.]
= Oaptiz + O (buy) + (Osuz + bjuy)[On (a®)ags + a’T}, a.5].
Or 0,(a’)ags = —a® Ty a5 — F%a d’apres le lemme 1.16, d’ou :
(Oa((D5us + b ") X%), Xg) = Ouapus + Oa(bluy) — (9pus + bluy)TY,. (1.6)
Au final en rassemblant les égalités (1.5) et (1.6) on obtient :
pap(u )— —<J\7a,<9aU> + (a((D5us + bsyu") X?), Xg)
—boThgur + b20sug — bbsgus + Dagus + Oa(bluy) — (Dsus + blu, )T,
b0 Thatr + b20sug — blbggus + Oaptis + Da(bjuy) — Osusl'y, — blu,IY,
paﬁ(u) = Oaguz — I, 05us + Oa (b)) — b, L, + b05us — b Tg5u, — b0bggus.
Puisque
D,Dgus = 9,Dgus — F;BD7u3 = 0,0pu3 — Fzﬁavu;;,
il vient au final :

paﬁ(u) = DaD5U3 + Da(bgun) + bZDglLQ — bibﬁgﬂg.

Propriété 1.20. Les tenseurs vo5 et pas sont symétriques :

'Vaﬂ(u) = ’Vﬁa(u) et paﬁ('uf) = pﬂa(“)‘

Preuve.
- La premiere relation provient de la symétrie de byp.
- Par définition, on a :

pap() = DaDgus — blb,sus + b]Dgu., + Dabgu7
et ppa(u) = DgDyusz — bgb'yau?) + bZaDoﬂ7 + Dgblu,.

D’apres le théoreme de Schwarz, on a : D,Dgus = DgDgus.
Par la symétrie du tenseur de courbure et du tenseur métrique, on a :

bfyb,yg = bm;a ’yb,yg = bm;a ’ybgfy = bm;a bgq/ = bagbﬁ bgbga = bgbva.
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De plus :
blDgu., + Dabguw = b2 Dpuy + b3Douy, + uvDabg,

et grace aux propriétés 1.12 i) et 1.13, on a :
Db} = Dabgsa’ = a”"Dabgs = a”"Dbas = Dgbasa’ = Dgb].
D’ou :
biDguy + Dabju, = b1 Dguy, + bDauy + u,Dgbl, = b3Dauy, + bIDgu, + u,Dgb],
= byDau, + Dgblu,.

Ceci nous donne : pys(u) = pga(u). ]

Notation 1.21. On notera sur le méme principe que précédemment :

3B et a®®.

V() = Yas(u)a po(w) = pas(w)

Remarque 1.22. 72(u) et p?(u) ne sont pas symétriques en a, 3.

1.4 Le modele de Koiter

1.4.1 Définitions

D’apres la loi de Hooke et par réduction sur la surface, on peut exprimer le comporte-
ment de la coque soumise a une déformation élastique de faible amplitude en utilisant
la définition suivante.

Définition 1.23. On définit le tenseur de rigidité surfacique du matériau isotrope :

MeBm —

vE FE
a4 = (av,Bn an By
1 V2a a —|—2<1 V)(a a”’+a""a )

ou E et v sont le module de Young et le coefficient de Poisson.

Les espaces variationnels et les formes bilinéaires suivants sont introduits dans Koi-
ter [32].

Définition 1.24. On définit les espaces variationnels suivants :
H'(S) = {u € L*(S) tel que d,u € L*(S) pour a = 1,2}
H*(S) = {u € L*(S) tel que dou € L*(S),825u € L*(S) pour a, 3 = 1,2}

W(S) ={ue H' x H x H*(S), tel que up, =0 et auzr, = 0 pour o = 1,2}
Wn(S) ={u € H"' x H" x L*(S), tel que uqr, = 0 pour a = 1,2}.
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On désigne par dS la 2-forme riemannienne de volume et son expression est :
dS = +/|a|dzidzs avec |a| = det(aqs).

Définition 1.25. On appelle forme bilinéaire de membrane 'application de Wy, (S) X
Win(S) dans R définie par :

am(“’vv) _/Maﬁms’yaﬁ(u)’yoé(v)ds‘
S

La forme bilinéaire de flexion (ou bending) est lapplication de W(S) x W(S) dans R
définie par :

an (1, ) = / MO9% 5, (1) pos () S,
S

La forme bilinéaire de Koiter est lapplication de W(S) x W(S) dans R définie par :

2
€
aK(5)<u7 U) = am(u, U) + §Gb<’u, 'v).

Bernadou et Ciarlet [9] ont montré que les formes bilinéaires a,, et a, sont continues
symétriques positives respectivement sur W, (S) et W(S) et que ak(.) est coercive.

Remarque 1.26. Lorsqu’on étudie la forme bilinéaire de membrane seule, on ne se
place pas sur le méme espace fonctionnel que lorsqu’on étudie la forme bilinéaire de
Koiter.

La formulation variationnelle du probleme aux valeurs propres de Koiter s’écrit :
On cherche \* € R et u® € W(95) \ {0} tels que :

Vv e W(9), / ak(e)(u®,v)dS = )\E/aa’gqu[g + uvs dS. (1.7)
s s

ou u® = (us,u3), v = (vVa,vs) sont des déplacements bidimensionnels dans le systeme
de coordonnées normales sur S.

1.4.2 Ecriture sous forme matricielle

On va écrire le probleme sous forme matricielle en intégrant par parties grace a la
proposition suivante :

Proposition 1.27. Pour v nul au bord, on a :

/ D, T%%vsz dS = — / T**D,vs dS.
S S
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Preuve. Ceci revient a montrer que :

/ D, (T*vg) dS =0
S

et donc que :
/DQ(TO‘) dS =0
s
pour 7% nul au bord.

Par définition de la dérivée covariante :
Do(T%) = 0,7 + T2,T"
donc

/ D,(T") dS — / 0uT° +T2,T%)] +/Jaldzrdzs.
S S

Puisque T est nul au bord, on a par intégration par parties,

/ (T*) dS = / [—0u/|a|T* + V/]a|T8,T7))da dzs.

Il nous suffit alors de montrer l’egahte :

dur/]a] = \/_

si0alal =

——=0ala| = lal,
ou encore

2!\

Or d’apres la proposition 2.1,
Y 1 76 1 Y6 vé ¥6
[, = 3¢ (04005 + Onlys — O5yq) = é(a OyGas + 7% 0qtys — a7° 050,
par somme, en échangeant les indices 0 et v dans le dernier terme, on a :
7, —a”é('?aa%;.

s 5 §
—(a"°0ya05 + a"°0ntys — 0”7 0ya5,) = 5

= 2(
D’ou :

1
N = §(a118aa11 + a*0pa99 + a*0pa15 + a*' Dpany).

Par définition de I'inverse du tenseur métrique, on peut écrire :

~

1
ya 2| |<Cl22a @11 + 1104022 — 120,012 — a218aa21)-

D’autre part,
la| = det(anp) = arnas — ainao,

donc

(9&
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On applique la proposition précédente au membre de gauche de I’équation (1.7), ce
qui nous donne les matrices opérateurs suivantes :

Définition 1.28. On définit ['opérateur matriciel de membrane par la relation :
(1w, v) = /SMu v dS = /SMa'u, Vo + Mu v3 dS
lopérateur matriciel de flexion par la relation :
ap(u,v) = /SBU, vdS = /SBO‘u Vo + B*u v3 dS
et l'opérateur matriciel de Koiter par la relation :
ak(e)(uw,v) = /SK(e)u vdS = /SKO‘(E)u vo + K3(e)u vs dS.

Définition 1.29. On définit la matrice de masse :

a 0 0
A= 0 a*® 0
0 0 1

Le probleme (1.7) s’écrit alors :

On cherche \* € R et u® € W(95) \ {0} tels que :
Mu? + ?Buf = A Au’. (1.8)
Le probleme aux valeurs propres membranaire associé s’écrit :
On cherche \™ € R et u™ € Wy, (S) \ {0} tels que :
Mu™ = \"Au™. (1.9)
Proposition 1.30. L opérateur de membrane a pour composantes :

M?(w) = =D, (M**y05(u))

(1.10)
M?(u) = — M y05(u)by,
et l'opérateur de flexion a pour composantes :
B (u) = =Dy (M pas(u)bi) — Doy (M pas(w))b )
1.11

B?(u) = D, D, (M p,5(u)) — M7 pos(w)tib,,



1.4. LE MODELE DE KOITER 31

Preuve.
- Par définition du tenseur de changement de métrique, on a :

o 1
/SMaﬁ'yn’Vaﬂ(UWw(v)dS = /SM 'BW%B(U)S(DWW + Dyvy) = byyus)dS.
Par intégration par parties, on obtient :

M s w018 = [ = 5D w)) 5D,
— My 5 (u)byvz dS.
Or M = MPnY par symétrie du tenseur métrique, donc :
Dy (MO y,5(w) )y + Dy (M y5(w) )0, = Doy (M0 () vy + Dy (M 05 (u) o,
= 2D, (M7 y05(w))vy

/ M) (0)S = [ =Dy (M) = MO ) dS.
S
Ceci nous donne les expressions de M"(u) et M?(u) :
M"(u) = =D, (M*y05(u))
M? () = M5 (w)b,,
- Par définition du tenseur de changement de courbure, on a :
/ M pos (W) pyy(v)dS = / M pos(w)(DyDyvs — bl bryvs + b Dyvs + D4blvs)dS.

Par intégration par parties, on obtient :

[ M (010 = [ DDV ) = M s )
Dy (M ()b s — Dy (M) s dS.
Ceci nous donne les expressions de B (u) et B3(u) :
B (u) = =Dy (M pos(w)b) — Dy (M pos(w))b

et
B2 (u) = DD, (M p5(w)) — M ps(w)0b,,

Proposition 1.31. L’opérateur de membrane a pour composantes :

vE FE
M7 — — A T DTAN
1—0v2 Ta 14+v T

3 vE N FE
M __1 Qb%'a 1+ WIV,B
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et l'opérateur de flexion :

0 vE 0 & 76 v 76 a 76
B = _1 _ l/2a Dn(bzpa) - 1+ a n(b?—pg) - ﬁa bZD’Ypoz - H_—ya b?_D,ng
3 VvE o E vE E .5
B® = 1 2D"7ana+ 1 VD DnPZ - 1 onz v Z_ 1+v pﬁbybﬂ-'
Preuve.

- D’apres le systeme (1.10), on a :
M (u) = =D, (M 7y,5(u))
MS(“) = _Maﬁw%cﬁ(u)bw

Par définition du tenseur de rigidité, on a :

vE E
af ay B an B
2% a”’7+—2(1+y)(a 70" + aa’))yap(w))

= -Dy(;—za(w)a™ +

M"(u) = —D,((

mﬁ(u)@[g" + g (w)a™)

=~ D) — s DA = e DA

vE E E
D — —— D.d%;, ™ _ Db
2Tt o) e = 5T
vE E E
= — —  _D.A" ™ DPAT
1 — V2 Vo (u) 2(1 + V) 'Y’y‘l' (u)a 2<1 4 I/) ’yﬂ(u)
vE E E
D - DA
2(1+1/)a 'YPYT( ) (1_'_1/) ( )
vE E E

= — Dg () — 2(1—+V)DT’V;7(U) - mD 75(w)

et

- D’apres le systeme (1.11), on a :
B’ (u) = =Dy (M pas(w)b)) — Dy (M pog(u))by,

et
B2 (w) = D, D, (M p5(w)) — M p5()b by,
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Par définition du tenseur de rigidité, on a :

af 5\ vE af E ay B an B g
DM pas(u)bs) = Dy (750" a™ + 575 (@70 + a™a ) pas(w)b5)
vE FE E
-D o TR0 Y Pngd 4 =0 Brpd
77(1 o VQpa(u>a o' + 2(1 + V)ﬁﬁ(“’)a ¥ + 2(1 + I/)pﬁ(u’>a ’Y)
vE
-D « n 79 Y Bnyo
n(l _ VQPa(u)a byra™ - 2(1 + V)pﬂ(u)a by
E T
o ) P byra)
VE (0% T E T
= Dn(l _ 2 pa(u)bla™ + mpﬂf(u)a a”b,a"
E T
+ mpg(u)bfﬁi ’)
vE FE
=D « p1 T4 e /| bT né N bﬁ 76
77(1 . Vgpoc(u) ra + 2(1 + l/)pT(u) na + 2(1 + V)pﬁ(u) T )
vE
-D o n, 70 2 n B 716
77(1 . l/2pa(u)b7—a + 2(1 +V)pﬁ<u)bTa’ )’
et
D, (M )b = Dy (a2 (a0 1 a0} pos () 1]
7 K TN -2 2(1+v) K
vE E FE
=D (———p® Mmooy Bn . _ ~ n ,Bvans
I/E (0% T T
= D (7 )™ by + Dy (s ()™ e
FE
7 By, 76
vE o 70 E BT
=Dy (T ara(w)bra” + Dy (G5 pi(w)bra
FE
U] By ud
= D, (2 s (u))ba™ + D, (g (w))ba™
’Yl_yga T 72(1_‘_1/),8 T
E
+ D, ( poa(u)a®a’)b,.a™

2(1+v)
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VE o T
D, (M pog(w))b = Dy(mpa(u)ﬂﬁa *+ D,

E
*0Ga)

vE « T4
1 . Vgpa(u))bza + 2D'Y<

e BT
2(1_'_y)p5(u))bra
pr () )bla

= D,(

mp}(u»bfa’é-

D’ou au final :

Par ailleurs,

D, Dy (M pa(w)) = DDy ((
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et
af T - VE af E ay , [ an fp T
M7 pos ()bl by (1 — 20 a’ + m(a Ta” 4+ a*"a”7)) pas ()bl bry
_ vk a®?a" pog (W) by + ————a*7a" pos(w)b7b
1—v? “ T 2(1 4 v) “ v
E (0% T
+ ma "aﬁ’ypag(u)bvbm
vE FE FE
= ()b + —— (W) + ——— ) (W)
1_ Vgpa(u> YT + 2<1 —f-l/)pﬁ(U) o + 2(1 +V)pa(u) YT
vE
= DT + 2—— p (w7 VE.
1_ VQpa(u) YT + 2(1 +V)pﬂ(u> YT
D’ou au final :
vE o E . vE . E
B?(u) = 1.2 D"ana(u)+2mD DnPZ(U)—l — VZpa(U)bwa—2mng(u) 5

1.5 Spectre de opérateur de Koiter

L’immersion de I'espace variationnel W (.S) sur lequel 'opérateur de Koiter est défini
est compacte dans (L*(S))? d’apres le théoréme de Rellich. L’opérateur de Koiter est
alors a résolvante compacte et a une infinité de valeurs propres réelles positives admet-
tant 400 comme point d’accumulation.

Théoreme 1.32. Le spectre essentiel de ['opérateur de Koiter est vide :
oess(K(€)) = 0.

Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia [39, Chap. X] ont montré que les valeurs propres
de l'opérateur de Koiter sont attirées vers celles de 'opérateur de membrane lorsque &
tend vers 0.

Remarque 1.33. Le spectre essentiel de la membrane est non vide par défaut de
compacité de ’espace fonctionnel sur lequel il est défini. 1l sera explicité dans le chapitre
susvant.
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Chapitre 2

La membrane dans le cas d’une
coque axisymétrique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit la classe des surfaces moyennes axisymétriques qui ad-
mettent une paramétrisation en fonction de la variable axiale et on calcule explicitement
les coordonnées normales associées. Nous donnons les formules des tenseurs métrique
et de courbure ainsi que les composantes de la membrane du chapitre précédent dans le
cas de cette coque axisymétrique. On étudie ensuite le spectre essentiel de la membrane
en utilisant la théorie de Agmon, Douglis et Nirenberg [1]. Apres une partie explica-
tive sur la transformée de Fourier angulaire, on réduit la dimension de notre probleme
en utilisant son axisymétrie. On donne 'expression de l'opérateur unidimensionnel de
membrane a la fréquence angulaire k et on calcule également son spectre essentiel en
s’appuyant sur 'article de Atkinson [5].

2.2 L’axisymétrique

2.2.1 Les coordonnées cylindriques

On utilise le systeme de coordonnées cylindriques suivant :
(r,¢,z) € R x] —m, 7] x R.

réprésenté graphiquement par le dessin ci-dessous :

37
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FI1GURE 2.1 — Coordonnées cylindriques

Le lien entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées cylindriques est rappelé
dans le tableau suivant :

coordonnées cartésiennes | coordonnées cylindriques
(2,9, 2) (r.¢.2)
x = rcos(o) ro= a2 +y?
y = rsin(¢) ¢ = arctan(¥)
z = z z = z

Les coordonnées cylindriques sont :
— r la distance a ’axe des z
— ¢ l'angle de rotation autour de ’axe des z
— z la coordonnée le long de I'axe des z.

2.2.2 Coque axisymétrique
On considere le segment I = [—1, 1] de R et une fonction
z > f(z) € C(1,RY).

Donc
1o,y >0, VzeI, f(z)€ [ro,m].

On étudie alors la surface axisymétrique S obtenue a partir de la rotation de la courbe
z — f(z) autour de I'axe des z. On note 'y le bord de S correspondant a z € 9I. On
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pose :
T =¢€[0,2n], zpx=z€l.

Le lien avec les coordonnées cylindriques est le suivant :

r:f(z), z=2, ¢=¢.

La surface axisymétrique a alors pour paramétrage :

X (¢, 2) = (f(2) cos(), f(z)sin(p), 2), 2€1, €l0,2n].

Le domaine méridien de la surface est obtenu pour ¢ = 0 et a pour paramétrage :

2z (f(2),2), zel.

y=f(2)

FIGURE 2.2 — Surface axisymétrique et son domaine méridien

Notation 2.1. Pour des raisons de commodité d’écriture, nous allons adopter la no-
tation sutvante :
s:z€e€lm /14 f(2)2

Les coordonnées normales associées a ce paramétrage et définies dans la partie
précédente ont pour expression :

X.(p,2) = (f'(2)cos(p), F'(z)sin(p), 1),
Xolp,2) = (—f(2)sin(e), f(2) cos(p), 0),
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et la normale sortante a la surface s’écrit :

X AKX, 1 , ,
N(p, 2 |Y T S () snle) ()

SZ

On définit alors la coque axisymétrique S¢ construite a partir de la surface axisymétrique
S et épaissie de £ de chaque coté de la ligne génératrice selon la normale en chaque
point :

(p,z,23) € I x [0,27] X [—¢,¢] — ?(gp,z) —i—xgﬁ(z,go).

y=f(2)

FI1GURE 2.3 — Coque axisymétrique

2.3 L’opérateur de membrane en axisymétrique

Nous allons d’abord nous intéresser a I'opérateur de membrane M qui approche le
probleme de Koiter lorsque la demi-épaisseur de la coque € est petite.

2.3.1 Tenseurs métriques et de courbure

On applique les formules du chapitre 1 dans le cas de notre coque axisymétrique.
Les dérivées partielles secondes du paramétrage X ont pour formules :

X.olp,2) = (f"(2)cos(p), f"(2) sin(y),0),
Xeolp2) = (=f'(2)sin(p), ['(2) cos(), 0),
Koo 2) = (=f(2)cos(), —f(2) sin(p), 0).

\_/\—/
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Par définition cf 1.3, le tenseur métrique et son inverse ont pour formules :

1 1
zz __ zp 0 wp __
s T Y TR
et le tenseur de courbure s’écrit :
IO (€
zZz S(Z) 9 zp 9 pp S(Z) .

Les symboles de Christoffel calculés grace a la proposition 1.8 valent :

Y C) (5 R (O R () R

B A T/ N

Les dérivées covariantes ont par définition 1.10 pour formules :

Uz = azuz - %U%, Dzugo - azu(p — %ng;
Dou, = d,u, — %u@, D,u, = 0,u, + f(§2552)uz

D’apres 1.17, le tenseur du taux de déformation s’écrit :

Vzz () azluz i <§()Zf) "2y, f}}()(zz)) s
Yoplw) = 5(Oup + asouz) (=) e (2.1)
i = B G

D’apres 1.19, le tenseur de changement de courbure s’écrit :

'(z )az u, + [P (2)s(2)°=5f'(2)f"(2)?

por(u) = OPuy— Llruy + 208 sG)? e

Pop(u) = 33“3 s(z)2u3 2f(Z)8 (2) Optiyp — 25(;‘2’”2 (22)
B f// (2) f(z

pch(’u,) - aZ<Pu3 + s(2)3 70 wUz = T8 Z)a Up 2 Iz )( )(Z)ucp'

Par la définition 1.23, le tenseur de rigidité du matériau isotrope a pour formule :

E 1) vE
M?3%% — MPPPP — MZ% —
(1 —v2)s(2)* (L= f(2)* (1 —v2)s(2)*f(2)*
MP59 = N[#29% = \[#9%% = \[$%2% = \[$99% = \[P599 = \[#¥*% = \[*#%% = (),
E

2(1 4+ v)s(2)2f(2)?
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2.3.2 La membrane

On applique les formules de la membrane de la proposition 1.31 et on obtient les
formules suivantes :

Proposition 2.2. La membrane d’une coque azisyméltrique de génératrice z — f(z) a
pour composantes :

B E [_ 1
12 s(2)
LA U i GO
TR T
E [_ 1
(S LTe
v ()
2 F(Ps(a)
_F 1 " v f'(2) 1

= T s e *

1—v v+1 2 f(»)
Y g T 90w, L g,
O O M S T TS e N S ey S

2 (2)
SO T F st T s
1—v 1 1+v 1
T T T s 0

M (u)

2
T0su, —

M#(u) =

2
105U,

O.uy —

M (u)

2.4 Spectre essentiel de la membrane
On rappelle des éléments de théorie spectrale pour calculer le spectre essentiel de

I'opérateur de membrane.

2.4.1 Théorie spectrale

On redéfinit le spectre d’un opérateur ainsi que la notion de spectre essentiel.
On considere A un opérateur linéaire auto-adjoint sur un espace de Hilbert H.

Définition 2.3. L’ensemble résolvant de A est :
p(A) :=={A € C, A — AI est inversible}

et le spectre de A est :
g(A) :=C\ p(A).

Dans le cas des opérateurs autoadjoints on a la propriété suivante :

Proposition 2.4. Soit A un opérateur autoadjoint, on a alors :
o(A) C R

Le spectre contient des éléments particuliers appelés valeurs propres :
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Définition 2.5. \ est une valeur propre de A s’il existe u #£ 0 tel que :
Au = \u
On appelle sous-espace propre associé a A le sous-espace :
Ey:={u € H, Au = \u}.

La multiplicité de X\ est la dimension de E).
On note 04isc(A) Uensemble des valeurs propres isolées de A de multiplicité finie.

Une autre partie du spectre est le spectre essentiel défini généralement avec la notion
d’opérateur de Fredholm.

Définition 2.6. L’opérateur A est un opérateur de Fredholm si :
- Ker(A) est de dimension finie
- Im(A) est fermée de codimension finie.

Définition 2.7. Le spectre essentiel de A est :
Oess(A) :={X € C, A — \I nest pas un opérateur de Fredholm}.

On a une définition équivalente utilisant la notion de suite singuliere dans le livre
de Kato [31].

Définition 2.8. La suite (u,,) est une suite singuliére pour (A, \) si :

- lun|la =1
- [(A = ADuy,|| — 0
- u, — 0 faiblement.

Proposition 2.9.
Oess(A) = {\ € C, il existe une suite singuliere pour (A, \)}.

Proposition 2.10.
Oess(A) U ogise(A) = o (A).

Autrement dit, le spectre essentiel de A contient tous les éléments du spectre qui ne
sont pas valeurs propres isolées de multiplicité finie.

2.4.2 Rappels théoriques

On rappelle les définitions et notations sur les systemes d’équations elliptiques in-
troduites par Agmon, Douglis et Nirenberg dans [1].
On considere un systeme L(x,0x) de n équations a n inconnues sur un ouvert borné
de R™ avec n € N ainsi que ses conditions au bord B(x, dx) de m équations avec :

X = (21,...;xn) Ox = (Ozyy -, Ox,)
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Pour 1 < 4,7 <n, on note [;; 'opérateur de la i-eme composante agissant sur la j-eme
inconnue et on associe a chaque équation un entier s; et a chaque inconnue un entier
t; tels que 'on ait :

\V/Z,j deg lij S S; + tj‘

La partie principale L’ du systéme correspond au systeme ou 'on ne garde que les
termes [;; d’ordre s; +t; dans les opérateurs /;;. Le symbole principal du systeme noté

L est la matrice obtenue & partir de la partie principale en remplacant les termes ~2-

oxy,
par i&,, avec & = (1, ...,&,) € R™

Définition 2.11. Le systeme L est dit elliptique au sens de Douglis et Nirenberg si on
a:

det L(x,i€) #0 V€ e R"\ {0}, vx e U.

De méme que pour le systeme d’équations sur U, on note b;; 'opérateur de la i-eme
composante agissant sur la j-eme inconnue apparaissant dans le systeme B sur OU et
on associe a chaque équation sur le bord un entier r; tels que 'on ait :

VZ,j deg bij < T + tj.

La partie principale B’ du systeme B correspond au systeme ot ’on ne garde que les
termes b); d’ordre r; +t; dans les opérateurs b;;.

La condition de Shapiro-Lopatinskii que doivent satisfaire les conditions limites sont
introduites par Agmon, Douglis et Nirenberg [1] et Goldenveizer, Lidskii et Tovstik
[27]. Elles sont ré-expliquées dans la these de Anne-Lorraine Pellerin [38].

On prend y un point du bord QU et on remplace le bord par son plan tangent a U en
y et U par le demi-espace correspondant. On regarde la partie principale L’ de L ainsi
que la partie principale B’ de B au point y.

On translate 'origine en ce point et on effectue le changement de coordonnées de
maniere a avoir y; comme normale intérieure au domaine I et les autres coordonnées
Y2, ..., Yn tangentielles. On appelle U’ le demi-espace délimité par le plan tangent a y
et contenant U et on note L' = (lz]) et B = (l;;]) les opérateurs L' et B’ apres le
changement de variables.

On effectue ensuite formellement la transformée de Fourier tangentielle en remplacant :

Oy,

7

par £ pour 2<1i<n.

Le systeme devient alors un systeme d’équations ordinaires en g; avec une condition
au bord en y; =0 :

lijui(y1) =0 sur [0,4+o00] ,i=1l.n
) (2.3)
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On note t les solutions du systéme (2.3) exponentiellement décroissantes pour
y1 — +oo de la forme :

t(y, &) =ve’" avec v constant, & = (&,...,&) #0
et ou les ¢ sont des racines de 1’équation :
det(B'(y,iC, i€, ...,i€,)) = 0 vérifiant  Im(¢) > 0.

Définition 2.12. La condition de Shapiro-Lopatinskii est satisfaite en 'y st pour tout
& #£0, le systeme (2.3) admet w = 0 comme unique solution combinaison linéaire des
fonctions de la forme t.

La condition de Shapiro-Lopatinskii est une propriété locale traduisant 1’absence de
solution oscillante en les variables tangentielles et exponentiellement décroissante en la
variable normale intérieure (ondes de Rayleigh).

On utilise alors la théorie de Grubb et Geymonat [29] qui décrit le spectre essentiel
pour ces opérateurs :

Théoreme 2.13. Le spectre essentiel d’un opérateur L elliptique au sens de Douglis
et Nirenberg sur un ouvert U muni de conditions au bord B se décompose de la fagon
sutvante :

Oess(L) = 0¥ (L) Uc%Y(L)

ess ess
\
ou

oV (L) ={A € C, A\ — L n’est pas elliptique au sens de Douglis et Nirenberg

€SS

en au moins un point de U.}

et

O'aU(L) = {\ € C, B ne satisfait pas la condition de Shapiro-Lopatinskii

€SS

en au moins un point de OU.}

2.4.3 Spectre essentiel de la membrane

On applique alors la théorie précédente au probleme aux valeurs propres bidimen-
sionnel de la membrane M d’une coque axisymétrique. On rappelle d’apres la formule
(1.10) qu'il peut s’écrire ainsi :

D, (Mo p(w) = A,
(2.4)
— M5 (w)byy = Aug

Au vu des différents ordres de dérivation, on prend les indices associés aux inconnues :

t1:t2:1, t'g,:O
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et ceux associés aux équations :
81282:1, 83:().
Le symbole principal du systéme (2.4) vaut :

Mazﬁzgaérﬁ Mozzﬁcpfagﬁ Z'Maz(nbcnga
M = M"‘Zﬁ%a&g Mw’f’%afg z'Mo‘“"C"anfa
iM“ZCWb@ga @Maso@nb@ga A — M"“ﬁfnbagb@7

On redémontre alors le résultat suivant obtenu dans 'article de Campbell [11] dans le
cas des coques axisymétriques ou les calculs sont plus simples.

Théoreme 2.14. Dans le cas de la membrane d’une coque azisymétrique paramétrée
par la coordonnée axiale, on a :

E a2(£z; 54,0)2
al(&z; £@>2’

ol ay et ay désignent les premiere et deuxieme formes fondamentales :

al(fza 5@) = aaﬁfa&% a2<£z> &p) = baﬁfafﬁ'

Preuve. Pour développer le déterminant du symbole principal et calculer les éléments
du spectre essentiel, on s’appuie sur l'article de Campbell [11].
Puisque I'on se place dans le cas des coques axisymétriques, on a :

M#%¢ = M#%% =0, a* =0, b,,=0.

0% (M) = { (6:,€,) € R\{0}, 2 € I}

Grace au logiciel de calcul formel Maple on montre que :
det M = — detM [b?ongj + (QbZZbS@SO)ggggQO + bzzgé] + )\[02253 + (633 + 2012)53637 + Cnfi]

ou les ¢;; sont les cofacteurs de la matrice M :

M##2%2 ©N#EPP \N[#72¢ M##2% \[##PP 0
M = | Mzzee Mpeeee  Neve | = | Mzeee \fevvy 0
M7z2e  \[zePe  \[#Pz¢ 0 0 e

D’autre part, on a par la regle de Sarrus la formule suivante :
det M =M= M[¢#92 N[792¢ — (M#2¢9)2 \[*977

et les cofacteurs de la matrice M valent :

c11 = MEPZe N[rrre (MZSOSO‘P)2 Cly = — MPZ#PP M2P2P - M#22P N[=PPP
c13 = 0 Cog = M##2% N[22 _ (Mzzch)?
Cos = 0 Cay = MNP (M)

La seconde forme fondamentale de la surface a, est définie par :

a9(&2,€p) = bapbalp = b22E2 + bl
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On peut alors écrire :
det M = —detM ag(gz, &0)2 + A[ngfj + (033 + 2612)§3€i + C11§é]~

D’apres la définition 1.23 on a la formule :

E 1—v
MePm — _(yaaﬂaw + _(aavaﬂn + aanaﬁv)).
1— 02 2
Ceci nous permet alors de calculer la matrice M en fonction du tenseur métrique :
> (a®)?  va*a¥¥ 0
M = 5 | vaZas? (a#%)? 0
=0 o 0 Lrgreer

On peut alors donner une autre expression du déterminant et des cofacteurs de M :

E} 1—-v s 3
detM = A—77 2 (a**a*%)”, (2.5)

w = EREERE) o = )

C13 = 0 Coy = (IFVQQ)Ql—TV(azz)2(azza<P<P) .

Coy = 0 (33 = (115_:2)2(1 — 1) (a*a¥¥)?
On peut ensuite simplifier le déterminant de M :
dot M = —det M an(€s, €A (1-0) 0 (0% et (a2t (099

et M = —de as(&., &, TRE v)—5 a s H2(a”a??)E 80 +(a o)

Par définition des coefficients a®” et grace a la formule (2.5) précédente, on a :
E? 1—-v

(1= 22)22(a..a,,)

det M
E [(a@@)zfg + 2azzaw£3€i + (azz)Zgi]'

La premiere forme fondamentale de la surface est donnée par :

aq <§za fcp) = aaﬂgafﬁ = @zz&s + agogogi-

det M = —det M as(&,,€,)° + A 3 [(app)%Ed + 200,626 + (azz)zé*f;]

= —det M ay(£.,€,)* + A

On peut alors écrire :

det M

det M = —det M ax(€:, )" + A—F—a1(€:,&,)"
Puisque det M # 0, on a alors I’équivalence suivante :
as (£Z7 590)2

det M=0& \=F ——>—,
T al(£za£@)2
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On peut donc en conclure d’apres le théoreme 2.13 que :

S _ a2(627€¢)2 2 P
o5 (M) = {E e e &) ER\(0) 2 € 1}

Le spectre essentiel de la membrane est alors I'image de cette fonction et dépend donc
uniquement de la géométrie de la coque et du module de Young F mais est indépendant
du coefficient de Poisson v. [ |

Toute notre étude se fait avec les conditions au bord de Dirichlet homogene :
ua|ag =0.

Proposition 2.15. Dans le cas de la membrane d’une coque encastrée axisymétrique
paramétrée par la coordonnée axiale, on a :
%% (M) = 0.

Dans le cas des conditions au bord de Dirichlet homogene, le spectre essentiel de
la membrane d’une coque axisymétrique est alors constitué uniquement des éléments
A € R tels qu'il existe (£,&,) € R*\{0} annulant le déterminant du symbole principal
M.

Preuve. On s’inspire des travaux de Pellerin [38].

Soit y un point du bord 9S. On translate I'origine en ce point et on effectue le chan-
gement de coordonnées de maniere a avoir y; normale intérieure au domaine S et y»
tangentielle. On appelle S’ le demi-espace délimité par le plan tangent a y et contenant
S.

La condition de Shapiro-Lopatinskii est satisfaite en y s’il n’existe pas de solution os-
cillante en y, et exponentiellement décroissante en y; au systeme principal M sur S’
muni des conditions au bord Dirichlet homogene.

Par I’absurde posons pour £ € R* et ( € C tel que Im{ > 0 :

w(yi, y2) = ve!&1t2) 4 constant

une solution de M et telle que uq |y, =0 = 0.
La condition de Dirichlet homogene au bord implique que :

U (0,75) =0 donc  w,e*¥? = 0.
Puisque Im ¢ > 0, ceci implique :
Uy =V =0 sur 9.
D’apres (2.4), la composante ugz vérifie alors les équations :

0, (Mo b,5u3) = 0

MQBVUbaﬁug)b,m = )\Ug
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On suppose que u n’est pas nulle donc ceci nécessite d’avoir ug # 0. Puisque u est
d’une forme particuliere, la premiere équation entraine :

MOB5h 56 + MO9%b,5( = 0

MoPz2p,5€ + MP?2h,s = 0
On a :
MPp e €R et C¢R
ceci implique alors :
MPh,5 =0

Mais dans le cas d’une coque axisymétrique, le tenseur de courbure n’est pas identi-
quement nul car

wp = s(z)
Donc u = 0 est la seule solution oscillante en les variables tangentielles et exponentiel-

lement décroissante en la variable normale intérieure. Le spectre essentiel qui provient
des conditions au bord est donc vide. [ |

Remarque 2.16. Les résultats précédents ne s’appliquent pas dans le cas des plaques
axisymetriques.

2.4.4 Spectre essentiel de la membrane d’une coque axisymétrique

On considere toujours une coque axisymétrique de surface moyenne ayant pour pa-
ramétrage :

X (2,0) = (F(2) cos(p), f(2) sin(p), 2).

On rappelle les tenseurs métrique et de courbure :
Azz = 3(2)27 Uz =0, ap, = f(z)2

f"(2)
b, =22 b_=0 b,=-1"L
s(2) ® P

D’apres le théoreme 2.14 et la proposition 2.15, le spectre essentiel de la membrane
d’une coque axisymétrique est donné par :

Uess(M> = {E %, (gzagcp) € Rz\{O},Z € [}

Proposition 2.17. Le spectre essentiel de la membrane d’une coque encastrée axi-
symétrique paramétrée par la coordonnée axiale est composé de :

E (J"(2)€ - f(2)§)*
s(2)? (s(2)762 + f(2)762)*

Gess (M) = { (€.,€,) € R2\[0}, 2 € 1}.
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On s’intéresse a la base du spectre essentiel qui est positif ou nul et qui est le
plus facile a voir numériquement. Celle-ci dépend de la nature de la coque étudiée ; on
introduit alors la définition suivante :

Définition 2.18. La coque est dite :

— parabolique si f" = 0
—  elliptigue  si f" < 0
— hyperbolique si f" > 0

On retrouve le résultat énoncé dans [19] :

Proposition 2.19. Dans le cas d’une coque encastrée axisymétrique paramétrée par
la coordonnée axiale, le spectre essentiel de la membrane est :

—10,b], b >0 si la coque est hyperbolique ou parabolique.

— la,b], a > 0 si la coque est elliptique.

Preuve. D’apres la proposition précédente, on a :
E (f”(Z)gz _ 52)2
{(1 + () (B 4 2)2

On introduit la fonction g définie sur R?\{0} par :

Oess (M) = € [FL1, (6.6, € R\{0}, 2 € 1}

B (01332 _ y2>2
g(x7y) - (BI2+?J2>2
e ) e
"I T T

On cherche le minimum de la fonction g. Pour cela, on calcule ses dérivées partielles :

0 _ Az(ar®—y?) (B2 +y?) (a+B)y?
8g (m y) - (/3962+yg)/ :
dg —4y(ax®—y?)(B2*+y*) (a+B)2?

or (l‘ y) = (Bz2+2)"

Si a+ 8 =0, c’est-a-dire dans le cas ou g = 1, alors le minimum de g est 1.

Si a+ # 0, les points critiques sont alors (x,0), (0, y), et les couples (z,y) tels que y? =
az? ou y? = —Ba2.

Puisque 3 > 0, les points critiques vérifiant y? = — B2 sont alors exclus.

Le signe de a dépend de celui de f”(z).

e Si a < 0, alors les seuls points critiques sont les (z,0), (0,y) avec :
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Le minimum de g est alors strictement positif et vaut :
" > 2 P 2

min (¢) = min(min M, 1)

R2\{0} €l (1+ f/(2)?)?
Dans le cas d'une coque axisymétrique elliptique, la base du spectre essentiel de la
membrane est un nombre strictement positif.
e Si a > 0, alors il existe des couples (z,y) # (0,0) tels que y* = az? et le minimum
de g est donc 0 puisque a + 3 # 0.
Dans le cas d’une coque axisymétrique hyperbolique ou parabolique, la base du spectre
essentiel de la membrane est alors 0. [ |

2.5 Transformation de Fourier angulaire

On utilise la symétrie du domaine axisymétrique pour diminuer la dimension du
probleme. Pour cela on applique la théorie des séries de Fourier.
Soit w € L*(I x R/(27Z))3, pour k € Z appelée fréquence angulaire, on définit le
coefficient de Fourier de u par :

1

27
cx(u) == %/0 u(p)e e dp.

On a la propriété suivante :

VieN, cp(du) = (ik) cp(u).

©
On peut écrire 'opérateur de membrane sous la forme :

2

M = Zml(z, 9.) 0,

=0

ou les my(z,0,) sont des matrices de taille 3 x 3 d’opérateurs différentiels en z.
Puisque les m,(z, 0,) sont indépendants de ¢, on peut calculer le symbole de Fourier

de M :

2 2

cr(Mu) =Y my(z,0:)cx(0hu) = my(z,0.)(ik)" cp(u) = Mlk]er(w)

=0 =0

oll on a posé
2

MIk] = mu(z,0.)(ik)".

=0

Pour résoudre le probleme aux valeurs propres (1.9) :

Mu = MAuw. (2.6)
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on calcule les coefficients de Fourier de chacun des deux membres de 1’équation, alors
puisque A est indépendante de ¢, on obtient que pour tout k € Z, on a :

ce(Mu) = M[klck(u) = Nk (u). (2.7)

On utilise la notation simplifiée uy = cx(u).
Si (A, ug) est une solution du probleme (2.7), alors le couple

()\, (z,0) — ck(uk(z)e“w)>

est solution de (2.6).
Ceci démontre l'inclusion suivante :

| Gaise(MIK]) € (M),

kEZ

Réciproquement, si (A, u) est solution de (2.6), alors (A, ¢x(w)) est solution de (2.7)
pour tout k.

Remarque 2.20. Par la suite, nous ne considérerons que le cas k € N, car puisque
Uopérateur Mk] peut sécrire comme un polynome en ik a coefficients réels, les valeurs
propres en k sont €gales aux valeurs propres en —k et leurs vecteurs propres sont
CONJUGUES.

On va étudier le comportement de la plus petite valeur propre de 'opérateur M|[k]
en fonction de k. Dans notre cas précis, nous allons voir que la plus petite valeur
propre de M est atteinte pour un mode angulaire k arbitraire. Ceci est assez contraire
a l'intuition et différent de ce qui se passe dans le cas par exemple du laplacien ou la
plus petite valeur propre est atteinte pour k£ = 0.

2.6 La membrane a fréquence k

La formulation variationnelle du probleme aux valeurs propres de la membrane a
la fréquence k s’écrit :

On cherche A € Ret u € Wy, (1) \ {0} tels que :

Yo € Wi(1), /IMaﬂaévaf;[k] (w)Vos]k](v)s(2) f(2)dz = /\/I[aaﬂuavﬁ—ku;),vg] s(z)f(z)dz.
(2.8)
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Les tenseurs métrique et de courbure a la fréquence k sont les mémes que ceux de la
membrane 2D et le tenseur de changement de métrique a la fréquence k£ obtenu a partir
des formules (2.1) en remplagant d, par ik s’écrit :

’Yzz[k] (u) azuz - ! (5()5)2(2) z fs((zz)) Us
VoK) (w) = 2(d.uy, +iku,) — f(j)) Uy (2.9)
Yeelkl(w) = iku, + L0y, + Ly,
L’écriture matricielle du probleme (2.8) est :
On cherche A € R et uw € W,,(I) \ {0} tels que :
Mk]u = AAwu. (2.10)

On calcule alors la matrice de la membrane a la fréquence k grace a la proposition 2.2
en remplacant J, par ik .

Proposition 2.21. Dans le cas d’une surface axisymétrique de paramétrage

X (2,0) = (F(2) cos(), £() sin(g), 2),

la matrice de membrane a la fréquence k s’écrit sous la forme :

M[k’] = ]{72M0 + k’Ml + M2

avec
1—v
g (e U0
M, = 0 —- 0
]__]/2 f(2)
0 0 0
2£(2)
0 SRy 0
s(z)+l/z)22a
(CEr) | (r e )
M, — £ | Gremer BECLCk ) 0 f<z><ff((>>1/2
_ 1,2 “+v z
l—v yie el TV e
. 1
0 SeEre 0
)

W R
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g2 P @) (2)
IECRC TGy
™ oy il
1" 1 ! 2 gl z 2 ! z
Lt e eI 0 -
vf'(2) (2 /)
T s T T +ep0-
+f() ST ~ s O
1—v 2
P RIS
0 t oGO 0
IEE
P52
-0/ (2)2F" (=)
F(2)s(2)8
'(2) v (22
(= (()z)ﬂ(*);fu)s(zjgf()?z e
z z 1
+H2 T2 0 MNICEIOE
s e
TR HONOL

2.7 Spectre essentiel de la membrane a fréquence k&

Dans le cas ou 'on réduit la dimension du probleme en prenant la transformée de
Fourier angulaire, on obtient un systéeme en dimension 1. On utilise les résultats de
I'article de Atkinson [5] pour déterminer le spectre essentiel de l'opérateur M][k].

Théoréme 2.22. Pour k € Z, le spectre essentiel de l'opérateur M[k| est :

1
Gess(MIK]) = { B T my e 1}

Preuve. La matrice M[k] est de la forme :
A B
C D

2
Ave {H x H'(I),0(£1) =0} = Y ;07 7v, a; € My(F(R,R)),

J=0

ou

1
B:we L’(I) Y bol Fw, by € Moy (F(R,R)),

2
C:ve{H" x H'(I),0(£1) =0} = Y ;07 7v, ¢; € Myo(F(R,R))

j=0
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et D est un opérateur de multiplication :
D:w e L*(I) — duw.
On applique le théoreme 4.5 de larticle [5] avec :

o f—— 0
ap(z) = 1_ .2 (H{)( 7 _ 1—v ,
v 2f(2)2(1+f'(2)?

bo(2) = ——— ((Hﬁégg)m _Of(z><1+;’(z>2>3/2> L co(z) = —bT(2),
A= 1"(2)? 1 B 2u
W)= T+ 708 A+ P2 TR0 PP

On a : ©

d(z) — co(2)ag ' (2)bo(2) — A = F(2)2(1+ f(2)?) —A
Le spectre essentiel de Mk] est alors :

E
7 MDAy ey €

Remarque 2.23. La base du spectre essentiel de Mk] n’est pas 0 alors que la base du
spectre essentiel de M est 0 pour certains types de coques d’apres la proposition 2.19.

On décide alors de regarder le comportement des valeurs propres de M[k| lorsque
k tend vers +oo dans le cas du cylindre.
Dans le cas d’une coque elliptique, on peut se demander s’il peut y avoir du spectre
sous le spectre essentiel et si I'on peut justifier 'asymptotique pour k grand.
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Chapitre 3

Développement a haute fréquence
de la membrane

Au vu des différences entre les spectres essentiels de la membrane et de la membrane
a la fréquence k, on s’intéresse au comportement des plus petites valeurs propres de
M][k]| lorsque k tend vers +oo.
On effectue alors un développement de M[k] en k :

M[k] = k*M, + kM, + M,.
On rappelle que le probleme aux valeurs propres de la membrane a la fréquence k (2.10)
Mk|lu = AAuw,
dans le cas d’une coque axisymétrique avec domaine méridien de paramétrage :
K(2,0) = (f(2) cos(), f(2)sin(p),2), z€l=[-1,1], @ el0,2n]

peut s’écrire d’apres la proposition 2.21 sous forme matricielle avec :

1 1—v
W ? 0 E 2s(z)2 f(z)? (1) 0
A= 0 s 0f, 1\/10:1_V2 0 o 0],
0 1 0 0
- 2f'(2)
’ R "
RO EELS
(=340 f(2) . A+ () () 1
M, = E | i(qemer T 2t ) 0 f(Z)(ff(()) HEN
1—wv ~ S0 HV Gy
1
’ T ’
T 2s(2)8

o7
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12 P @) (2)
rar ey R
+< s(z)6 = - z)s(z)4)az 4 s(zf7
1" 1 ! 2 gl 2 !
L tf CLICREEAIE 0 -
vf'(2) (2 /)
752 +( T +ep0-
+ 7 ~ s O
1—v 2
P RIS
0 oo 0
IEE
P52
-0/ (2)2F" (=)
F(2s(2)1
(2) v (22
(= o tf(z)s(z)?’))az S
"(2) /' ]
= s ’ SRS
TR BN IPEOL

Notation 3.1. On notera par la suite M(i, j) Uopérateur du coefficient de la i-éme
ligne et j-eme colonne de la matrice opérateur M.

On rappelle 'espace variationnel sur lequel la membrane est définie :
Win(I)={ue H' x H' x L*(I), et uqor = 0}.

On va chercher un développement en série formelle associé a 1’équation aux valeurs
propres (2.10) sous la forme :

M[k]u[k] = A[k] Aulf] (3.1)

avec

=) u k" et AR =) AT

n>0 n>0

On rappelle que pour des séries formelles :

= agk", bk =) bk, et dk] =) d k"

n>0 n>0 n>0

on a l’équivalence suivante :

alk)b[k] = d[k] < Vn >0, d, = Zn:albnl.
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On verra que le systeme 3 x 3 (3.1) peut se réduire & un probleme scalaire grace a
des opérateurs de reconstruction

VIE =) Vb

n>0

avec

V.= Vs, Voo Vas)' : C°(R) — C®(R)?

comme dans Dauge, Gruais et Réssle [20].
Et u sera trouvé sous la forme :

ou ([k] est une série formelle scalaire :

CK] =" Gk™, G € C¥(I,R).

Alors (3.1) se réduit au probleme :
MIEVIKICTE] — ARAVIEICH = 0. (3.2)

Comme on va le voir, un choix judicieux de V[k] permet une réduction du probléeme
(3.2) & un probleme scalaire en ([k] du type :

LIKIC[K] = A[KIC[K] = 0.

3.1 Reéduction formelle sans conditions aux limites

Notre démarche est constructive et suit celle utilisée par Faou dans sa these [22] et
dans [24],[23],[25].

Puisque I'opérateur My contient du noyau dans la troisieme composante, on définit
I'opérateur suivant qui sera le moteur de notre résolution :

Définition 3.2. On définit l'opérateur Vi : C*°(R) — C>(R)? tel que :
Vo = (0,0,1d)". (3.3)
Proposition 3.3. On a la relation suivante :
MV, = 0.

Par la résolution formelle du probleme matriciel précédent, on le réduit a un probleme
scalaire que ’on cherchera a résoudre par la suite.
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Théoreme 3.4. Soit une série formelle a coefficients réels :

AR =) kA,

n>0

Il eziste pour n > 1 des opérateurs V,, ., V, , : C°(R) — C>®(R) d’ordre n — 1, po-
lynomiauz en Aj, pour j < n — 3, et pour n > 0 des opérateurs L, : C*(R) — C*(R)
d’ordre n, polynomiaux en A;, pour j < n — 2 tels que en posant :

VIE =Y Vak™ V= (Vo Vi, 0)7,

n>0

et

Lk = Lk

n>0
on ait :
MIk|V[k] — A[k]AV k] = Voo (L[k] — A[k]).
Preuve. On identifie les puissances de k dans I’équation aux séries formelles :
MIK]V[k] — A[K]JAVI[E] = Vg o (L[k] — A[k])

avec

Lk =) Lok

k>0

Ce qui s’écrit encore :

(B*Mo + kM + M) Y Vb =) zn: AAV, k"

n>0 n>0 j=0
= Voo O Lak™ = Ak
n>0 n>0

En développant, on obtient :

STOMEVET Y MV AT Y M VAT Y Xn: NAV, k™"

n>0 n>0 n>0 n>0 j=0
= Voo O Lak™ = Ak
n>0 n>0

On change I'indexation des indices dans les sommes :

n—2
S MoV k24> MV, kT Y MV, ok T = S CAAV, kT
n>0 n>1 n>2 n>0 j=0

=V,o (Z Ln72k—n+2 o Z An72k—n+2)‘

n>0 n>0
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e Le terme en k% dans ’équation précédente est nul puique d’apres la proposition 3.3,
on a :

MOV0 == O

e Le terme en k s’écrit :

MyV;+M;V,=0.

Ceci s’écrit encore :

Vi, 0
My | Vi, | +M; (0] =0.
0 1

Dot les opérateurs V; , et V, , valent :
1 — 1?2
E

vl,z = 07 Vl,cp = - f(Z)4M1(2, 3)

e Le terme en k° s’écrit :
MOV2 + M1V1 + MQVO - AQAV() == VO e} (LO - Ao)
Puisque A(3,3) = 1, le terme en A, disparait et on a :

V212 vl,z 0 0
MO VQ#, + M1 Vl#, + M2 0 = 0 o Lo.
0 0 1 1
D’ou Vy ., et Vy, sont déterminés par les équations :
E 1—-v

-2 28(2)2f(z)2v272 = —Mi(1,2)Vi, — Ma(1,3)

et
E 1

1——I/QWV2’W - —M1(2, 1)V1,z-

Et lopérateur L vaut :

Lo = M;(3,2)V1, + Ma(3,3).

e Pour tout n > 2, le terme en k~"*2 s’écrit :
n—2
M()Vn + Man_l + Mgvn_g — Z AjAVn_Q_j = VQ (0] (Ln_g — AAn_Q).
=0

Puisque A(3,3) =1, le terme en A,,_, disparait et on a :
Vn,z vnfl,z Vn72,z n—3 vn72fj,z 0
M[) vn,<p + M1 anl,ap + M2 Vn,QW - Z AJA Vn*27j,tp = 0 (¢] Ln_g.
0 0 0 =0 0 1
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D'ou V,, . et V,,, sont déterminés par les équations :

n—3

E 1—v 1
=-M;(1,2)V,_1, — M5(1,1)V,,_ Ni——=V, o
1 — 2 28(2)2f(z)2vn’z 1( ) )Vn L 2( ) )vn 2,2‘*‘% ]S(Z)Qvn 2—j,z
(3.4)
E 1 n—3 1
T Ty (Z)4VW = —My(2,1)Vy1. — My(2,2)V,, 9 + ;0 Ajwvn,z,],@. (3.5)
Et I'opérateur L, _5 est déterminé par I’équation :
Ln—2 = M1 (3, 2)\/”_1,@ + M2(3, 1)Vn_27z. (36)

Montrons alors par récurrence que pour n > 2, les opérateurs V,, , sont d’ordre n — 1
polynomiaux en A;, j <n — 2 et que 'opérateur L,,_, est d’ordre n — 2 et polynomial
en Aj, j <n-—3.
- pour n = 2 ceci est vrai d’apres les formules ci-dessus.
- soit n > 2 tel que la propriété soit vraie pour tous les rangs plus petits que n. D’apres
les formules de récurrence trouvées précédemment, on a :

n—3 1
Ve = —Mi(1,2)V,_1, — May(1, 1)V, o + ;Ajwvnuz.
Puisque M; (1, 2) est un opérateur d’ordre 1, My(1, 1) est un opérateur d’ordre 2 et que
Vy_1,, est d’ordre n —2 et V,,_5 . d’ordre n — 3 par hypothese de récurrence, alors V,, .
est bien d’ordre n—1. De plus les V,,_s_; . sont polynomiaux en A; pour j < n—2—j—2
par hypothese de récurrence donc V,, . est bien polynomial en A; pour j <n — 2.
En ce qui concerne V,, ,, il est donné par la formule :

E 1—-v
1 —122s(2)2f(2)

E 1 n—3 1
T 70 (2)4\/”,@ = —M;(2,1)Vyo1. — Ma(2,2)V, 5, + ; Ajmvn_z_ i

Donc les mémes arguments s’appliquent.
D’autre part, on a :

Ln72 = Ml(ga 2)Vn71,<p + M2(37 1)vn72,z'

Puisque M;(3,2) est un opérateur d’ordre 0, My(3,1) est un opérateur d’ordre 1 et
que V,_1, est d’'ordre n —2 et V,,_5 ., d’ordre n — 3 par hypothese de récurrence, alors
L,—2 est bien un opérateur d’ordre n — 2. De plus V,,_;, est polynomial en A; pour
j<n-—1-—2et V,_ 5, est polynémial en A; pour j < n —2 — 2 par hypothese de
récurrence donc L,,_5 est bien polynomial en A; pour j <n — 3.
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3.2 Calcul des opérateurs

On calcule les premiers opérateurs et leur coefficient de plus grand ordre en tant que
dérivée de z qui apparaissent dans le théoreme précédent. Pour cela, on décompose les
opérateurs V,,, et L, en polynomes en 0, :

n n—1
= ZL%(Z)aia Via = ZVZL@(Z)@J
=0 j=0

olt L, est polynomial en A; pour I < n—2 et VJ , est polynémial en A; pour [ < n—3.
Nous donnons ci-apres les expressions completes des opérateurs Lg, L1, Lo, Lg et

Via, Vo, Vi, et les expressions partielles (leur terme dominant) des opérateurs Ly,
V4’a et V5,<p-

Théoreme 3.5. Dans le cas d’une coque axisymétrique paramétrée par la courbe z —
f(z), les opérateurs L,, pour n <4 et V,, o pour n <5 s’écrivent :

1 1 1 1
L[k] = Lo(2) + ELl(z,a )+ kQLQ(z 0.) + kng(z 0.) + k;4L4(Z 0.) + (3.7)
avec
Lo(z) = E fs’;(zz))j
Ll(za az) = O
_ 2/()f"(2) | 2f"(2) 2 Af(f"() | 2f"(2)f(2)
Ly(z,0.) = E( Q) 4 2] >3 + E( TS I T )
_AF ()2 AR 14F(@) () (2)?
R N S S(2)10 )az
/PRI AP | 2R D P )
+E ( e P L I F B e
[P @ @) | 3P | 36/ (22 | =2)f()f" ()
S T T 5(2)12 TR
SIE2E)E 20 )R )) _A <v2f”(Z)2f(Z)2 _ 1 )
s(z)10 s(2)10 0 s(z)6 s(z)?
2w f(z 1" 2 l/2 2 2 £ 2 2
LB(Zaaz) = <_ s(i)z + f§(2{4( ) - f(szz{ﬁ'( ) )Al
3 4 2 2 3
4f(2)3f" (2 3f(2)4f" (= z j i
Ly(2,0.) = E( f(s)(zfs( : + f(s)(z{lo( : + Jsc((Z))G)a;l - ZLi(Z)ag’
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et :
Vl,z - 0
if(z v f! 2
Vi, — 1) _ "Gt
z v 22112 (2 v Z2//Z2/Z
V. — L8y, _ ey | L)y Nt DGR
_ w2 f(2 () et () () (2)
s(z)3 s(z)3
Vo, = 0
V3,z = 0
AV _ if'(2)2f(2) (V2 H190+19)if" (2)2 f' ()% f(2)3 . (6v+6)if' (2) " (2) f(2)? _ (5u+3)if! (2)2f"(2) f(2)?
3 s(z)3 + s(z)7 s(z)? s(z)°
_ B6u18)if" ()2 ()2 f(2)* | (200+10)if' () [ () " () f(2)* | ivf"(2)f(2)?
s(z)? + s(2)7 + s(z)3
+(6V+3)if(”§§)3f(z)4 B (2V+1)i]‘((4))r(z)f(z)4 B (1/2+1/+1)z']i”(z)2f(z)3
(w+6)if () f"(2)f(2)® _ - (w+2)f""(2)f(2)* | TiRv+D)f'(2)f"(2)*f(2)* _ - f(2)f(2)?
+< - 25(z)° -t s(z)° + s(z)7 -t s(z)3 )az
N ivf(z)3 _ (1+20)if"(2) f(2)* 2 1—12 if(2)3 . v f!"(2)f(2)*
+< s(z)3 s(z)° )82 + E AO( s(z) s(z)3 )
v @A uaRfe) )
4,z s(2)3 s(z)®
(2) (2)
2 if(2)3 i (2)f(z)*
v47‘P = 1E Al[ J;Ezg o fs((z)){;( ) ]
- (2v z)® . (3v 2)8 " (2
Vi, = RCZEINC (2L Y CUCY

Preuve. On applique les formules de la preuve du théoreme précédent avec les matrices
du début du chapitre.
e Les termes en k% et k nous donnent les équations :

Vil =0, Vi, = 4wl

s(z) s(z)3
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o V,. et Vy, sont déterminés par les équations :

V2,z = -1 VQ&[MI(l 2>v1<p + M2(1 3)]

E v
- 25(z (2)? 2if' (2 1+v f(z) wf"(2)f(2)*
- (o7 z)s — m0ee 0 )(* o e )
f’( >f"(z>+ @) 3= >f"<z>2 () (2)
+ 7()s(2) 7 T IEReEr T ser 0 fmser 04
N6 T R EViIE BN P { G FE R/ BLE)
= TP T i@s@s . T BRI 52
1y (L) (7 () F()H1728)5(2)P=35(2)%8' (V" (M (2) 1w v (2)
+ 2f(2)s(z) 36 2 f(2)%s(2)8 2 s(z)° 9.
FOMEOHEE 3@ L e @ v
+ 7()s(2)8 7 TR T e O mmser ]
V, . = L) B0RIE RN E) | ARG e ()
22 = 5z S () S
(( )az _ (r+2) (() f”(Z)a

et

VQ#, = I_EV f(Z)4[—M1(2, ]-)VLZ] = 0

Et l'opérateur Ly est déterminé par 1’équation :

Lo = M;(3,2)Vi, + Ms(3,3)

B i)\ wl @R B (P N e
= 2 (Geme — 7omer) e @8t e (et rerer T feser)
_ Ef”(z)2

s(z)6 -

o V3. et V3, sont déterminés par les équations :

S|z z ]'
Vy, = L2 BERER M (1,2)V,, — My(1,1) V12+ZA 7 —— Vs .] =0
et
1
Vi = 22 f(2) =My (2, 1)Va,. — My(2,2) VW+ZA e )2\/3 2—iio)
) | s L F2) | 302 (22 ()
P& =Gy + Srleatn™) — spcaepio) (53 + S
(2 (=) f”’(Z) @ADL () ) e (V+2)f(Z)2f”(Z) 3 2
G S () 02 s 0:) = (— e
(=)' ()" (2) (1-)/'(2) A-0)f"(z) =)' 22"\ (if () Wf”(Z)f()
TSRt O T a2 O T e e )G GF )

1 > 1! 2
1—p2 if(2) ivf"(2)f(2)
+ 5 Aof(z)z(s(z) o s(z)8 )l
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Le calcul nous donne :
Vo — if'(2)f(2) + (VPH190+19)if" (2)2f (2)2f (2)3 _ (6v+6)if’ (2) "' (2)f(2)® _ (Br+3)if’'(2)%f"(2)f(2)?
3 s(z)3 s(z)7 s(z)® s(2)5
_ Bev+18)if"(2)3 ()2 f(2)* | (R0w410)if () [ () () f(2)* | wf(2)f(2)?
5(2)° T S TG
+ (6r+3)if" ()2 f(2)* _ QuADifW () f(2)* @2 +V+1)lf”(Z) f(2)?
s(2)7 s(2)°
+ (_ (Av+6)if (2)["(2)f(2)° _ ; (Av+2)f" (2)f ()"
25(2)" s(2)°

_I_
4 (_ if(2)* _ (42)if"(2)f(2)" ) FIRE Ao( _ iwf Z g(z>4)‘

T () (2L () ()
s(2)7 T UG)? )az

s(z)3 s(z)°

Et Vopérateur L; est déterminé par 1’équation :
L1 = MI(S, 2)\/2’@ + Mg(?}, 1)\/172 — 0
o V, . est déterminé par I'équation :

1

V4,z — MM[ Ml(l 2)V3¢—M2(1 1 V2Z+ZA ( )

E 1—v

V4 2— ],]-

On ne calcule que V3 .

3 _ 2s5(2)%f(2)? I4v o svf(2)? (—1=2v)if (2)* " (2)
Vie="7 [2f( e e
[ _ V+2)f(Z)2f”(Z)H
4 s(2)3
_ (1+f'( )2)f(2) [1+V vf(2) 14w (=1=20)f(2)2f"(2) _ f(z) (V+2)f(z)2f”(2)]
1-v 2 s(z)® 2 s(z)7 s(z)° s(2)7
V3 = (w2 (2% QuE3)f() M (2)
4,z 5(2)3 s(z)° ’

D’autre part, V,, est déterminé par I'équation :

1
2 1
V47(P — 17EI/ f(2)4[—M1(2, 1)\/3’2 - M2(2’ 2)V2)SD + E A]Wv4_2_]’¢]
1 if(2)3 i f"(2)f(2)*
V4799 = 1EV2f(Z)4A1WV17<P — 1—E‘V2 Al[ égzg _ fs((z)).é( ) ]
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Et lopérateur Lo est déterminé par I'équation :

L2 - Ml (37 2)V3,Lp + M2<37 1)v2,z
E

1-v2 (f(Z)38(Z)  f(2)%s(2)3 s(2)? s(2)7 5(2)°

i wf'(z) )[zf’(z)Qf(z) + (V2H190+19)if" (2)2 f'(2)% f(2)3 . (6v+6)if' (2) " (2) f(2)3

_ Gu3)if'(2)°f" () f(2)® _ (36v+18)if"(2)°f'(2)* f(2)* + (200+10)if"(2) f" (2) "' (2) £ (2)* + i f"(2)f(2)?

s(2)® s(2)? s(2)7 s(2)3
4 O (P f )t @uA)if Y@@ @24 D)if” ()2 ()
s(2)7 s(z)° sb
(Ar+6)if'(2)f"(2) f(2)® (4V+2)f'"(2)f(2)4 TiRu+ D) () ()2 f(2)* L f(2)f(2)?
+ (_ 2s(z) s(z)® + s(2)7 —t s(z)3 )az
iV z3 121/1”2 2 if(2)3 wf(2)f(2)*

E () v f(z)f”(z)2 FE e E )
+ a2 (( s(z)5+f(z>s<z>3)8z+ T I T e e

4 BRI EPEPE) _ ADfEPI(E) _ @r)fEENE) z)a (2 E21() 5 |

s(2)° 5(2)3 s(2)3
Le calcul nous donne :
Ly = E<2f( 2) 1" (2) + 21" (= ))8 )82 + E<4f( 2) 1" () + 21" (2)f(z) _ 4f(2)f'(2)f"(2)?

s(z)3

(2)° s( s(2)8 s(2)8 s(2)8
Af 2" ""(2) _ 1AfRA () (2)?
+ s(z)® o s(z)10 >8Z
10f/(2)2f"(2)2 | 4P &) | 2 (22f"(2) _ w=2)f() [ (2)*f"(2)*
+E ( @7 T T s T TEser ()10
_B@IEEM(E) | 3@ fW(R) | 3622 ()2 (2)* | w=2)f()f"(2)*
S et ) TR
6f(2)%f"(2)* 20f(2)2f’(Z)f”(z)Zf’”(Z)) _A (VZf”(Z)zf(Z)2 1 )
s(z)10 s(2)10 0 s(2)0 s(2)?
o V5. et V5, sont déterminés par les équations :
Sz zZ 2 1
Vs, = L2 BEHE M (1,2)V,, — My(1,1) V3Z+ZA B ——— Vo]
_ 102 25(2)2(2)? _ w2 1
- E 1-v [ Ml(l 2)A1[f(z)s(z) s(z)3 ] + A18<2)2v27z]
et
g 1 1
mWV&S@ - —M (2 1)V4z M2(2 2 V3<p +ZA ( ) V5 2—jp+

On ne calcule que V4
f( ) [ . (3u4-2+412 )z (5y+3+2y Vf(2)2f"(2) . 1_—VZ vf(z) (1+V—21/2)if(z)2f”(z)]
25(z)° 2s(z)7 2 "s(z2)b 2s(z)7

_ @D B[ (2)0 ()
V s(z)® s(z)7

Et loperateur L3 est déterminé par I'équation :

vF(2) " (2 2 22//22
Ls = Mi(3,2) Vi + Ma(3, 1) Vs, = [~k + 2LELE IRy,
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e L’opérateur L, est déterminé par I’équation :
Ly =M;(3,2)Vs, + My(3,1)Vy ..
On ne calcule que Lj.

lel = 1—EI/2 (f(z)és(z

_ _wf"(z) )[_Z-(QV+1){(Z)5 _ i(3V+2)f(Z)6f”(Z)]

) f(2)%s(2)® s(2)° s(2)7
" v+2)f(2)3 2043 4107 (
+ 1Fy2(_f(2525) + Vf(z)}e(z)?’)[_( —;(i])cg e )SJZS% - )]

lel _ ABf(2)°f"(2) + 3Ef(2)*f"(2) + Ef(2)?

s(2)® 5(2)1 s(2)0



Chapitre 4

La membrane du cylindre

On étudie plus précisément le cas du cylindre de paramétrisation :

—

X(z,¢) = (Rcos(p), Rsin(p), z), ze€[-1,1], ¢ €]0,2n]

Ceci correspond a f(z) = R.

FIGURE 4.1 — Surface cylindrique

Dans ce chapitre on applique les résultats du chapitre précédent dans le cas du
cylindre. On va voir que l'opérateur principal est le bilaplacien et on va calculer les
valeurs propres de cet opérateur sur /. Ensuite nous allons introduire les quasimodes
et en exhiber pour la membrane du cylindre. Puis nous corroborerons nos résultats
théoriques grace a une estimation d’énergie et a des résultats numériques.

69
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4.1 Développement pour k grand de la membrane
pour le cylindre

4.1.1 Réduction formelle sans conditions aux limites

Dans le cas du cylindre ou f(z) = R, la matrice de la membrane a la fréquence k
se décompose selon les puissances de k :

M(k] = k*M, + EM; + M, (4.1)
avec
= 0 0 0 —5i0. 0
E 1 E 1+v ; 7
MOZ 1_]/2 0 " 0 s M1 = 1_1/2 —;ﬁlaz 0 &3 s
0 0 0 0 Z 0
-2 0 —%o,
> 1 0 0
M, = — 0 5020 , A=[0 % 0
0 0 1
v 1
g 0 7

et on utilise le théoreme 3.4 qui nous amene a étudier le probleme aux séries formelles :
M[k|V[k] — A[k]AV k] = Voo (L[k] — A[k]).
Pour le cylindre, on a :
f)=R, [f'(z)=f(2) =0, s(z2)=1,

donc en particulier on a :
b.., = 0.

Dans le cas du cylindre le théoreme 3.5 s’écrit :

Théoreme 4.1. Dans le cas d’une coque azisymétrique cylindrique de courbe z —
f(z) = R, les opérateurs L,, pour n <4 et V, o pour n <5 s’écrivent :

1 1 1 1
—L1<Z, 82) —+ —LQ(Z, Gz) -+ —Lg(Z, 32) -+ —L4(Z, EL) + ...

L[k] = LO('Z) + L L2 L3 k4
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avec
Lo(z) = 0
Li(z,0.) = 0
Lo(2,0,) = -\
L3(2,0.) = -y

Li(2,0.) = ER!+ (1+20)AR29? — AZS2R? — A,

Ly(z,0,) = =2uwasipon g2 AVIN A R A,
et :
Vi, = 0 Vi, = iR
Vo, = — RO, Vo, = 0
Vi, = 0 Vi, = —ivRPO? + 2 NG RP,
Ve = —(v+2)R% - BB RiNg, vV, = L AR
Vs, = — GO 3N 9, Ve = —(2v+1)iRP0! 4 Y62 9v=2 A R5;5)2

+ U NZIRS + 12 A, RP

Preuve. Pour calculer V,,, Va4, Vs, Lo, L1, Ly et Ls, on applique les formules du
théoreme 3.5 avec :

f)=R, [(z)=f"(z)=f"(z)=fP()=0
Ensuite pour calculer V44, Vs, Vi, La et Ls, on utilise les formules de récurrence
(3.4), (3.5) et (3.6) de la preuve du théoreme 3.4 qui s’écrivent dans le cas du cylindre

comme suit :

9 n—3

2R?> 1+v 1—1/

_ 2
Vn,z_l_y[QRQ Za\/n 1, aZ\/vn—2,z ZAVn 2]2
1+v 1—v 1— 12 Ly
Vi = R~ S 10Vt + 5 S 0 Va2p + — ZAJ 5 V2]
et
E E v
Ln72 = anl,go + —_azvnflz-

1—12R3 1—12R
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o V, . est déterminé par 1'équation :

Vi, = 221150, (—ivR30? + 152 Ngi R?) + 0%(— RD.) + 155 Ao(— RD.)]

2R?

2 ]- 2
= A8 Y RIS 000, — ROY — 15 A RO

1-—v
Vi, = —(v+2)R*® — 1+”> 3 R3 A0,

Vg, est déterminé par I'équation :

2 1
Vi, Vi = 1}; R4A1ﬁvl,w = 1=

e V5 . est déterminé par I'équation :
Vs, = 2[0S AR + 152 A4 (—RO.)]
Vs, = —(?’“%R?)Alaz.

Vs, est déterminé par I'équation :

1
Vs = R0, (—(v + 2) R0P — Ut pap o VP (—iv R3P + = N gi R
P 2R2 z E 2R2 z z E
g an RQ(—wRZ”aﬁ + 52 NiR%) + 152 AQEZR]
1-— —v
(1+v)(v+2) (1+v)*(3+v . I/
— R Ui pyt U6 pA o2 — iy — T " R3O+ —5 S MoiRE:
_ IEVQA()RZ'I/az + (1_,,22)2A22.R+ I_VQAQEi]

— — (2w + 1)iR%O} + =32 €\ 32 4 UV AZiRS | 1P A, RS,
Et l'opérateur Ly est déterminé par 1’équation :

L4: E ( (2V—|—1)ZR584 v3—3u2 —51/ 2A R5282+ (1 V) A22R5 1EV2A2R3i)

—12 R3

+ %;8 (—(v + 2)R30} — G p3 g 5 )

— (2U+1)1 V2R284 MA RQaQ EV A(Q)ZRQ_A Ev(v+2) R284

(1 v 1— 112

L, = ERQQj‘ +(1+ zu)AoR2a§ — AZLERE A,
o Vi, est déterminé par I'équation :
14+v

1-—

Vo = B[y i0: (- S RINGO.) 4 S 202 (158 MiRY) + 15 N5 155 i R
1
V Al RZ( ’LVRSaz + %AUZR:g) 1-v? AgﬁZR]
_1+5V+3El/ —203 RSAIZag + 2(1— + 1TVA32R3
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Et lopérateur Ly est déterminé par I’équation :

!

Ly = 12 g (— 2 ROA07 4+ 2 AR+ 1 i)
v v v
+ i 0(- FHE R0
Ly = =l=2weriednt 2y, o2 — 2PN RY — Ay,

Dans la résolution du probleme scalaire par la suite, nous verrons que nous obtien-
drons :
Aj =0 VJ < 4.

Dans la formule :

1 1 1 1

ELl(z,ﬁ )+ k2L2(Z 0,) + k3L3(Z d.) + k4L4(2 d.) +

nous verrons que les quatre premiers termes sont alors nuls. Le cas du cylindre est en
effet un cas tres dégénéré.

D’apres le théoreme 3.4, si (A[k], ([k]) vérifie 'équation :
LIKICIK] = AlK]C[R]

L[k] = Lo(z) +

alors
ulk] = VI[K|([K]

est solution du probleme aux valeurs propres en séries formelles :

M{k]u[k] = A[E] Aulk].

4.1.2 Résolution du probléeme scalaire

On cherche a résoudre le probleme scalaire obtenu dans le théoreme précédent
auquel on ajoute les conditions aux limites de Dirichlet pour les deux premieres com-
posantes en z = +1 pour obtenir une solution dans Iespace variationnel W, (I) sur
lequel est définie la membrane M[k].

Théoréme 4.2. Pour tout couple (A, w) solution du probléme

ER*9*w = Mw  w(%1) = d,w(£1) =0, (4.2)
il existe des séries formelles
AR =M™ > kA, et (R =w+ Y k"G (4.3)
n>6 n>2

telles que

(4.4)
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Remarque 4.3. Les séries formelles de (4.3) vérifient :
A5 = 0, et Cl = 0. (45)

Preuve. Le systeme :

est équivalent au systeme :

( n n
> LiGok ™" = Ak =0
j=0 J=0

Vn >0 <

Zvj,agn,jk*" =0 sur Iy
\ J=0
On regarde chacune des puissances de k dans la formule précédente.
On a d’apres ’hypothese (4.3) :
AO = A1 = A2 = A3 = O, A4 = )\, et C() = w. (46)

oen—=20:

LoCo — AoGo =0

VD,aCO =0 sur FO

D’apres le théoreme 4.1, on a Ly = 0, et d’apres (4.6), Ag = 0, de plus par la définition
(3.3), on a Vg, = 0, le systeme est alors vérifié.
en=1:

LoCi + LiGo — AoGi — AiGp =0

ViaG + Voo =0 sur I

Puisque d’apres le théoreme 4.1, on a Ly =L; =0,V;, =0, V;, = iR et d’apres (4.6)
Ao = Ay = 0 et par définition (3.3) Vg, = 0, ce systeme donne alors seulement la
condition au bord (yp(£1) = 0.

on=2:

LoCo + LiGi + LaCo — AgCa — A1Gi — Ao =0
Va.aCo+ViaC +Voale =0 sur I

D’apres le théoreme 4.1 et (4.6),ona Ly =L; =0,Ly = —A¢ =0, Vy, = —R0,, Vs, =
0 et Ay =0, ceci implique 0,(y(£1) = (1(£1) = 0.
en=23:

LoCs + LiCa + LaCi + LgCo — AoCs — A1 — AoCi — A3 =0

Vi3aCo+ VaoGi + ViaGe+Voals =0 sur I
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D’apres le théoreme 4.1, on a Ly = Ly = Ly = 0, Ly = —A; =0, V3, = 0,V3, =
—ivR30? + %AoiR‘g etet d’apres (4.6) on a Az = 0, ceci implique alors
—VR?02G(£1) + Go(£1) = 0.Gi(£1) = 0.

oen=4:

LoCs + L1 (s 4 LoCa + LaCi + LaGo — AoCs — A1Gs — Ao — AsCy — AyGo =0

ViaCo + V3ol + Voolo+ Via(s + Voula =0 sur I

Puisque Ag = A = Ay = A3 d’apres (4.6) il vient d’apres le théoreme 4.1 Lo = Ly =
LQ = L3 =0et

L, = ER*0?,

alors (A, w) = (A4, (o) vérifie I'équation :
Lo — AaGo =0,
c’est-a-dire :

ER*0%¢) — Ay¢o = 0.

De plus les conditions au bord sont données dans la résolution pour n =1 : (o(£1) =0
et pour n =2 : 0,(o(£1) = 0 et sont bien vérifiées par (, = w d’apres (4.2).

D’aprés le théoreme 4.1, ona Vy , = —(v+2)R*92,V, , = 0, donc la deuxieme équation
du systeme s’écrit :

(v + 2)R?03Co(£1) + 0.Co(£1) = —vR29*¢y (1) + (3(£1) = 0.

oen=2>5:
LoCs + L1Ca + LaCs + LiCa + LGy + LsCo — Aoz — Azl — Ayt — A5Gy =0

V5.0C0 + Vaali + V3aQo + Vou(s + Vil + Vool =0 sur I
Puisque A5 = 0 d’apres (4.5) et d’apres le théoreme 4.1, Ly = 0, ceci implique que (3
vérifie I’équation :

ER*9.¢ — MG =0

avec les conditions au bord données par les résolutions précédentes :
Gi(£1) = 9.¢i(£1) = 0.

On choisit de prendre (; = 0.
D’apres le théoréme 4.1, V5, = 0, Vs, = —(2v + 1)iR°9%, la deuxieme équation du
systeme nous donne donc :

(14 20)R*O(o(£1) + vR?0%Co(F1) — Cu(F1) = (v + 2)R202¢1(£1) + 0.¢3(£1) = 0.

e n > 5 quelconque : on suppose construits tous les A; et ¢; pour j < n —4 et on
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cherche a résoudre le systeme :

D LiGy =) Ay =0
=0 =0

ZVJ?O‘C"*J' =0 sur I
Puisque d’apres (4.6) et le théoreme 4.1, on a A; = 0 et L; = 0 pour j < 4, on résout :
n n—1
(La = A)Gna = =D LiGaj + Y AiGaj + Mo
j=5 j=5

avec les conditions aux bords sur (,_, déterminées précédemment aux rangs n — 2 et
n—3:

n—2 n—3
E :Vj,ZCnf2fj = E Vj,soCn—Sfj =0 sur T,
Jj=0 j=0

On rappelle que par définition (3.3) Vg, = 0 et que d’apres le théoreme 4.1, on a :
Vi.=0, Vi,=iR, Vy,=—-R0, Vy,=0.
Ecrivons alors le systeme sous la forme :

(L4 - A4)<n—4 = AnCO + R(Cj<n—4)

n—2 n—3

_RO.C, (1) Zvjzgn o (£1), et iRCug(E1) vagn s (1)
(4.7)
D’apres la premiere équation, on a :
((La = Aa)Ga1,Go) 2 = (AnCo + R(Gjan—1), Co) 12
Par intégration par parties, il vient :
[ER'}Cu-aCo)Ly = (BR'O2Cu-4,0:C0) 12 — (AaCa-a, Co) 22 = (Ao + R(Gien—a), Co) 12
Mais puisque d’apres (4.2),
Co(£1) = 0.¢o(£1) =0,
en intégrant a nouveau par parties, on obtient :
(ER'02Co—4,02C0) 12 — (Mana, C0) 22 = (AnCo + R(Gjen—a), Co) 12
En recommencgant deux fois, il vient :
[ER'0.(u-102C0]" 1 — [ERCua02C0] 1 +H(ER et 03¢0 12 — (MaGas, Co) 12
= (AnGo + R(Gicn—a); Co) re-
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Puisque d’apres (4.2), (o vérifie I’équation :
(ER'D; — A4)¢o = 0,
on en déduit que :
[ER'.Co102Colty — [ER'Gu-a02C0] L1 = (Ano + R(Gien—a), Co) 22
c’est-a-dire :
ER'.Cu-4(1)0260(1) = ER'D.Cu-a(=1)02¢0(—1) — ER*G-a(1)92¢0(1)
+ ERGuoa(—1)02¢0(—1) = AnllCol[72 + (R(Gj<n—a), Co) z2-

Par les conditions au bord sur ¢,,_, données dans (4.7), A,, est déterminé par 1’équation :

An HéolH ( RSZV]zCn 2— ]( )8 CO Rgzv]zCn 2— ]( )OECO(_l)
n—3
— (R(Gjen-1), Co) 2 — ERD Vi 0Gus;(103(1)
j=2
n—3
+ ER%Y vj,@gn_g_j(—naggo(—m).
j=2

Cette condition étant remplie, le second membre A,,(y + R({j<n—4) est orthogonal au
noyau de Ly — Ay muni des conditions aux bords dans le systeme (4.7) et d’apres
I’alternative de Fredholm, (,_4 existe et est unique. [ |

Corollaire 4.4. Soit (A[k], C[k]) une série formelle solution du systéme (4.4) sous la
condition (4.3), alors en posant :

ulk] = V[k|C[K]
on a:
Mk]u[k] = A[k]Aulk], [k](£1) =0

De plus on a lexpression de ulk] :

0 . | [ ~RoG ' 0
ukl]=( 0 | +=| iR{% | +— 0 + = | —wRZ+iRG | + ...

k k? k3
Co 0 G2 G3

On voit dans la preuve du théoreme 4.2 que les (; sont construits a partir de (.

Corollaire 4.5. Soit (A[k], ([k]) une série formelle solution du systéme (4.4) sous la
condition (4.3), alors pour tout n € N, il existe une constante ¢, telle que :

[1Gnll 2 < enllColl2- (4.9)
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Preuve. D’apres le systeme (4.7), pour tout n € N* il existe un exposant fini s,, € N
et une constante ~ tels que :

[1Gnll2 < 110l

Mais puisque (p est un vecteur propre, il est analytique et il existe alors une constante
¢, telle que :

Hsn .

[1Gnll 22 < enllColl 2

4.2 Valeurs propres du bilaplacien

Dans le théoréeme 4.2, la paire propre (A, w) vérifie I’équation (4.2) qui fait ap-
paraitre le bilaplacien homogene sur [—1, 1]. On cherche alors a résoudre le probleme
aux valeurs propres :

Otw(z) = pw(z) sur [—1,1]
w(£l) =0
J.w(£l) =0

e On suppose p = 0. Alors w s’écrit :
w(z) = az® + B2* + vz + 4.

Les conditions aux bords impliquent que le quadruplet («, 3,7, d) est dans le noyau de
la matrice :

1 1 1 1
-1 1 -11
3 2 1 0
3 =2 1 0

Celle-ci étant inversible, ceci implique f = 0 donc g = 0 n’est pas une valeur propre.
e On suppose i < 0. L’équation caractéristique associée a 1’équation différentielle est :

rt = L.

Posons :

o= |ul".

Ses racines sont :
0_617r/4’0_63z7r/4’0_6527r/470_67z7r/4‘

Donc w s’écrit sous la forme :

w(z) = Oéexp(ae”/‘lz) i ﬁexp(ae3i”/4z) i yexp(aew/‘lz) + 6exp(ae7i”/4z).
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Les conditions aux bords impliquent que le quadruplet («, 3,7, ) est dans le noyau de
la matrice :

exp<0.€i7r/4> eXp(o.e3i7r/4) exp(ae5”/4) exp(ae7”/4)
exp(—ae™/?) exp(—oem/4) exp(—oe’™/4) exp(—oe™/4)
i /4

geimexp(oe™t)  oe¥/rexp(oe¥TY)  aedT/ exp(oedY)  geT T/ exploeliT)
0'€i7r/4 eXp(_O.eiﬂ/él) 0.63i7r/4 exp(_o.€3i7r/4) 0.65i7r/4 eXp<_0.657L7r/4) 0.677271'/4 eXp(_O.677j7r/4)

Son déterminant vaut :
40%[—2 + cosh(2v/20) + 2 cos(2v/20)].

Il ne s’annule qu’en 0. Donc le bilaplacien homogene n’a pas de valeur propre négative.
e On suppose p > 0. L’équation caractéristique associée a ’équation différentielle est :

rt = p.

Ses racines sont :

1/4 1/4

,’LILL ) _Z:u

Donc w s’écrit sous la forme :
1/4 _,1/4 . 1/4 _i1/4
w(z) =ael 4 e Lyt E 4 Je A

Les conditions aux bords impliquent que le quadruplet («, 3,7, 6) est dans le noyau de
la matrice :

6“1/4 6_“1/4 ewl/4 e_wl/4

6‘“_1/4 6‘“1/4 677;“1/4 ewl/4
,u1/46“1/4 _Iu1/4€—u1/4 w1/4em1/4 _wl/4€—m1/4
”1/467;11/4 —H1/4€”1/4 iul/‘le*i“lﬂ _wl/4em1/4

Pour que p soit une valeur propre, il faut que 0 ne soit pas le seul élément du noyau
de cette matrice, donc que son déterminant soit nul. Celui-ci vaut :

8ip?[1 — cosh(2u*) cos(2u*/*)).

Les valeurs propres du bilaplacien homogene sur [—1,1] sont donc les zéros non nuls
de la fonction :
o 1 — cosh(2u' /%) cos(2u'/%).

Notation 4.6. On note py, ps, ... les valeurs propres du probléme de Dirichlet pour le
bilaplacien sur [—1,1] rangées dans l'ordre croissant. Numériquement on trouve :

[~ 31.285,  pp =~ 237721, iz ~ 913.602, g ~ 2496.487.

Corollaire 4.7. Dans le théoreme 4.2, on peut prendre :
Ajlk] = Ajak™ + Aok ™0+ Aj k"
n>7

avec

Aj74 = ERQLLj.
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4.3 Quasimodes

4.3.1 Définition

On introduit alors la notion de quasimode comme dans [17] . Elle permet d’estimer
la distance entre la valeur propre obtenue par l'algorithme précédent et le spectre de

M.

Définition 4.8. Soit A un opérateur auto-adjoint non borné de domaine D(A) sur un
espace de Hilbert H. Pour h > 0 fizé, une paire (\,u) € R x D(A) \ {0} est appelée
h-quasimode si elle vérifie :

I(A = Nullg < hlfullg.

Si (A, u) est un h-quasimode, alors A est proche du spectre de A d’une distance
plus petite que h. On a également un lemme sur la distance entre u et des sous-espaces
propres de A :

Lemme 4.9. Soit A un opérateur auto-adjoint non borné sur un espace de Hilbert H de
domaine D(A) inclus de maniére compacte dans H. Soient (\;);en les valeurs propres
distinctes de A et Ej les sous-espaces propres associés. Si (A, u) est un h-quasimode de
A, alors on a :

d(A, (A)jen) < h.
Soit K ={j € N,JA = \;| < h} et M = minjgx |A — \j| alors :

el A
weEDE; ||u||H - M

4.3.2 Résultat

Théoréme 4.10. Soit (A[k],C[k]) € R x C(I) solution du systeme (4.4) sous les
hypothéses (4.2) et (4.3).
Alors pour tout N > 0, si [’'on pose :

N
AR = " kTIA,
j=0

et N N ;
Mk = "k u; =) k7Y Vi
j=0 j=0 =0

la paire (ANV[K], uM[K]) est un quasimode d’ordre O(k=N*1) de M[k] :
Il existe une constante C'= C(N) € R indépendante de k telle que pour tout k :

[1(M[E] = AP R A) MR 22y < CRY ™ [K]]] g2y
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Preuve. Par construction, ul™[k] appartient & I'espace variationnel Wy, (I) = H} x
HY x L2(I) .
Puisque
M{k|ulk] = Alk]|Aulk]

et

N J

uwMik) ="k Vg

=0 1=0

et d’apres I'inégalité (4.9), les (; étant analytiques, on a :
C
(M) = APIE]A)u™M (k]| 25 < vt lCollz=.

Pour k assez grand, grace a (4.8), il existe cy est indépendant de k telle que :

M)

HCOHL2 < CNHU L2)3-

Donc au final, il vient :

1M — AP A)ul MR 20 < 5

La paire (AV(k), uM(k)) est bien un quasimode d’ordre O(k~N*+1) de M. [

[t z2)s.

Remarque 4.11. Les valeurs propres de l'opérateur de membrane M[k] ont comme
point d’accumulation O lorsque k tend vers +00 ; ce qui est cohérent avec la proposition
2.17 qui nous donne le spectre essentiel de la membrane du cylindre M :
E
’ ﬁ]
On note py, ..., yy, ... les valeurs propres de l'opérateur L, muni des conditions de
Dirichlet sur I et on pose :

AR = k%0 + k505, + .+ kN Ay,

Uess(M) = [0

Théoréme 4.12. 1] existe C; x € RY telle que pour tout k :
dist(AN[E), o (M[K])) < Gy N

Il y a alors du vrai spectre autour du quasimode que 1’'on a exhibé.
Pour k assez grand, A}N] se trouve sous le spectre essentiel de MIk].

4.4 Estimation d’énergie

Pour vérifier que la famille de quasimodes construite précédemment approche bien
la plus petite valeur propre de l'opérateur de membrane, on cherche une estimation
d’énergie pour déterminer le quotient de Rayleigh.

On a l'estimation d’énergie suivante :



82 CHAPITRE 4. LA MEMBRANE DU CYLINDRE

Proposition 4.13. Pour uw € H} x H} x L*([—1,1]), il existe C € RT telle que pour
tout k<1 :

| Q)

amk|(w,w) >

4Hu|ﬁll><H1><L2'

o

Preuve. Puisque a,, est une forme bilinéaire coercive, on a I'inégalité suivante :
am(u, u) > C(B,v)|[y(u)|*

avec [[y(w)|[72 = [|7z2(w)l |72 + [0 (w172 + [7ep (w)][72.
On applique la formule & ue’*? et on obtient :

am [k)(u, w) > C(E,v)||y(u)[K]]|*.

Pour le cylindre de rayon R, on a d’apres les équations (2.9) :

1 , .
Ve k(W) = 0wy, Yaplk](w) = 5(@1@ +iku,),  Yeulkl(w) = iku, + Rus.
e En utilisant I'inégalité de Poincaré, il s’en suit :
10:us]72 = Cllus|lz done  [|0.us| |72 = Chllus |l

de plus O.u. = yz:[k](u) d'ot ||z [k](w)|[7: = Culluz]F

e On a 0,u, = 27,,[k](u) — iku,, ceci implique que :
10:-ugl|> < 2|7z k] (w)]]2 + Flluzll2 < 2f[vzp[k(w)l|z2 + Klus|m

et en utilisant 'inégalité précédente, on obtient :

10122 < 2[[7zp (K] (w)]] L2 + [F](w)]] 22

k
\/—O—IH%Z
Comme (a + b)? < 2(a® + b?) puisque (a — b)? > 0, alors :

k2
10172 < 2(4] |7z [K] (w)[7 + a\\%z[k](u)H%)

Finalement on a :

2k*C.
[lugllin < Coll@zug|[2 < 8Collyap k] (w)]]7> + TIQII%ZUCJ(U)H%Q

e On a: uz = %(Ypp[k](u) — ikuy,) donc :

k 1
lusllz2 < llupllz: + Hllvee k] ()l
En utilisant les mémes arguments que précédemment on montre que :

k? 2 k2 2
sl < 255 llugl B2 + 5 alkl (@) 2 < 25l + = lse Kl
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Par les inégalités prouvées au-dessus, on obtient :

lualfze < 25 BCal Pl k()2 + =52l (W) 2) + 75l s @]
16k> 4K C, 2
luallte < < Collvea k(w2 + Jarel s I 2 + 51 ] ) -

En additionnant :

1 2K*Cy,  4k*Cy, 2 16k2
w3 e < max(— + 2 2 8C, + 7

Ol Ol + R201 ) R27 CQ)H’Y(U)HL

Pour £ > 1, on a alors :
lullinxmxre < CRK |V [K](w)][2:
Donc au final :

C(E,v)

il a1, 0) = O, V)N @0 > G oo

D’apres le quotient de Rayleigh, on a :
am[F](w, u)

2
HxH!xL?

Ay = min
||l

La plus petite valeur propre n’est donc pas plus grande que l'ordre k=4
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4.5 Reésultats numériques

On implémente la formulation variationnelle de I'opérateur M[k| pour le cylindre
donnée par les formules (2.9) qui s’écrit :

B 1
m/azuzazvz 2R2 575 0200, — % (0.0 v, + u,0.0.) + 72UV,

+ l<:2(2R2 U, + %wpv@)
+ ik[ 3z (u,0:v, — O uzv,) + QRQ 5 (20,0, — 0:up.) + 73 L (uvy — upv,)|R dz

:)\/(uwr + #ucpv@ + u,v,)R dz
S

avec les conditions au bord
u,(£1) = u,(£1) = 0.

On choisit I = [—1, 1] que 'on découpe en 2 éléments réguliers :

FIGURE 4.2 — Maillage du segment [/

On prend les données suivantes :
R:Q’ E:17 1/203

Les calculs numériques ont été faits avec la librairie d’éléments finis MELINA dévelop-
pée par Martin [33]. On fait de I'interpolation de Lagrange aux points de Gauss-Lobatto
avec les éléments Q6 pour calculer les 4 plus petites valeurs propres ainsi que les vec-
teurs propres associés.

Notation 4.14. On note les valeurs propres numériques Aq pum (k), Ao num (), ... Tangées
par ordre croissant.
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On regarde le comportement des 4 plus petites valeurs propres lorsque k& augmente
de 0 a 100 et on obtient le graphique suivant :

Membrane R=2 les 4 premiéres vp vs k

0.25
1ére vp
2éme vp
0.2 3éme vp
4éme vp
0.15}
o
>
0.1
0.05 |-
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80

F1GURE 4.3 — Comportement des 4 premieres valeurs propres en fonction de k



86 CHAPITRE 4. LA MEMBRANE DU CYLINDRE

Pour mieux observer le comportement des valeurs propres pour k£ grand, on trace
le graphique log — log des 4 plus petites valeurs propres lorsque £ augmente de 0 a 100
et on observe des droites paralleles dont on va chercher la pente.

Membrane R=2 log10(vp) vs log10(k)

-1+

-2+

-3t

log10(vp)

-4t

1ére vp
2éme vp
3éme vp
4éme vp

A I I I

0 0.5 1 15 2
log10(k)

FIGURE 4.4 — Graphique log —log du comportement des 4 premieres valeurs propres
en fonction de k

On trace le graphe log — log des quatres premieres valeurs propres pour k allant de
100 a 1000 sur la figure 4.5. On obtient des droites, on effectue alors une régression
linéaire de degré 1 et on retrouve le comportement de la plus petite valeur propre en
k=* au premier ordre comme dans le théoréme 4.2 :

Aj,num = Cij’_pj + bjk’_aj + O(ki_aj>,

avec
p; =4, o;~6.

En appliquant la formule du théoreme 4.7 et la valeur numérique des premieres va-
leurs propres du bilaplacien homogene sur [—1, 1] donnée dans la proposition 4.6, on
obtient les valeurs théoriques de A4 pour les quatres premieres valeurs propres de la
membrane :

Aj74 = ERQ[LJ‘.

On a rassemblé dans un tableau les données théoriques et numériques obtenues.
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lere vp | 2eme vp | 3eme vp | 4eme vp
Aja| 125.14 | 950.88 | 3654.40 | 9985.94
a; | 121.607 | 895.28 | 3310.99 | 8628.96
pi | 3.996 3.991 3.985 3.978

Voici ce qu'on obtient numériquement lors de la régression linéaire d’ordre 1 pour
chacun des segments de la figure 4.5 :

Aja

lere vp

116.36

122.02

123.50

124.12

124.44

124.63

124.75

124.83

124.88

125.14

2eme vp

817.11

901.98

925.06

934.77

939.81

942.78

944.68

945.97

946.89

950.88

3eme vp

2844.2

3347.4

3490.7

3551.9

3583.8

3602.7

3614.8

3623.0

3628.9

3654.40

4eme vp

6891.8

8762.7

9326.5

9571.0

9699.6

9775.8

9824.8

9858.3

9882.2

9985.94

log10(vp)

Membrane R=2 Gauss-Lobatto log10(vp) vs log10(k)

-7+

-8t

ot

—0— 1ére vp

—8— 2&me vp
——6— 3éme vp
—O— 4éme vp

22

24

2.6

log10(K)

2.8 3

FIGURE 4.5 — Graphique log —log du comportement des quatres premieres valeurs
propres en fonction de k

On retrouve alors bien la convergence des plus petites valeurs propres vers les valeurs
théoriques calculées avec les mémes ordres de grandeur. Ceci nous permet de valider
notre étude théorique.

On étudie aussi le comportement au second ordre des valeurs propres. Pour cela on
trace en diagramme log —log :

Aj,num
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en fonction de k. On obtient des droites de pente —6 et on retrouve le comportement
des plus petites valeurs propres en k=% au second ordre comme dans la preuve du
théoreme 4.2 :
1 1 1
)\num = ﬁ/\ll,num + ﬁ)\&num + O(ﬁ)

Membrane R=2 Gauss-Lobatto Iog10(vp—|amb4*k‘4) vs log10(k)

-O

—6— 1ére vp
— —6—2¢emevp | -
—8— 3éme vp
—&— 4éme vp

-7

log10(vp-lamb4*k™)

| |
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
log10(k)

FIGURE 4.6 — Graphique log —log du comportement des quatres premieres valeurs
propres en fonction de k au second ordre
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On regarde également le comportement des vecteurs propres lorsque le mode angu-
laire k£ devient grand. On observe que la norme des vecteurs propres diminue lorsque
k augmente.

| X 10 vecteur propre pour k=10

vecteur propre
&

—— U

z

= u_{\varphi} | ]

u
r

-1 -0.5 0 0.5 1

FIGURE 4.7 — Composantes du premier vecteur propre pour k = 10
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0s vecteur propre pour k=100

e U]

4

0.25 = u_{\varphi} |

s U

r

0.15} 1

0.1} i

vecteur propre

0.05 1

-0.05 ‘ ‘ ‘
-1 -0.5 0 05 1

FIGURE 4.8 — Composantes du premier vecteur propre pour k£ = 100
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0s vecteur propre pour k=1000

u
4

u_{\varphi} |

u
r

0.25

0.2} i

0.15 i

01p b

vecteur propre

0.05 i

-0.05 ‘ : :
-1 -05 0 05 1

Fi1GURE 4.9 — Composantes du premier vecteur propre pour k£ = 1000
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Pour pouvoir comparer les différentes composantes des vecteurs propres, on calcule
la valeur du quotient
max (g )
—, a=2z,.
max(u,)
On regarde le comportement de ce quotient lorsque k augmente puis on trace le graphe
dans une échelle log —log 4.11 et on retrouve le comportement de la composante u, en

k=% et de la composante u, en k="' qui sont en accord avec la formule (4.8) du corollaire
4.4 :

0 N [ —Ro:G . 0
ulk]=1{ 0 |+ | iBG |+ 0 g | RO HiRG |
Co 0 G2 (3

Membrane R=2 max(ualpha)./max(ur) vs k
0.025 : ‘ ‘
—_—r— UZ
—6— y_{warphi}
0.02¢ -
S 00151 -
x
©
£
A(ﬂ
s
:«s
H
g o001fF -
0.005 |- -
= ° \
= o & & & & & & &
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIGURE 4.10 — Graphique des rapports des maxima des vecteurs propres en fonction
de k
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Ipha)

Membrane R=2 Iog10(max(ua ./max(ur)) vs log10(k)

-1.5 T T

> s -
x
®©
£
% - -
=3
:N
=3
E o ]
S
2
2 45 -

-5

—e— U, :pente -2
—e—u,,; -pente - 1

-6 I I I I I I I I I
2 2.1 2.2 2.3 2.4 25 2.6 2.7 2.8 2.9 3

log10(k)

FIGURE 4.11 — Graphique log — log des rapports des maxima des vecteurs propres en
fonction de k£ au premier ordre

Notre étude numérique a bien validé notre étude théorique dans le cas de la mem-
brane d’une coque cylindrique.
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Chapitre 5

L’opérateur de Koiter pour le
cylindre

5.1 Introduction

La membrane est le modele limite de 'opérateur de Koiter lorsque 1’épaisseur de la
coque est nulle. Nous nous intéressons ici a 'opérateur de Koiter complet avec ¢ # 0.
Le spectre de 'opérateur est alors discret et ne contient pas de spectre essentiel. Nous
allons essayer de comprendre le lien entre la plus petite valeur propre de la membrane
et la plus petite valeur propre de 'opérateur de Koiter.

On attire 'attention du lecteur sur le fait que I'espace variationnel sur lequel est défini
I'opérateur de Koiter est différent de celui sur lequel est défini 'opérateur de membrane :

W(S) ={u e H' x H' x H*(S), et wr, = O,ugr, = 0}.

5.2 L’opérateur de flexion

On applique les formules de la flexion de la proposition 1.31 en utilisant (2.2) dans
le cas du cylindre de rayon R et on obtient la matrice de la flexion :

0 0 0

w0 — Mo ~ w0002 — 750, + 750,
0 Z0,0%+ 500 — 50, O+ 0202+ 504 — 502 + 4 — 07

©

95
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ainsi que la matrice de la flexion a fréquence k en remplacant d, par ik :

0 0 0

_ 4k 2(1-v) 52 2ik 52 | 2ik? 2zk
=720 o Tw o W T T

2ik 02 2ik3  2ik 2k2 2 2k2 2v 92
0 _a - R5 R5 az 8 + + R4 + R4 ﬁ@z

(5.1)

5.3 Ansatz

On regarde le systeme complet de Koiter (membrane + flexion) 2D du cylindre sur

[—1,1] a la fréquence k. D’apres les formules (4.1) et (5.1), il s’écrit matriciellement
ainsi :

K ()] = MK + SBJ = —2«

3 1—v?
—0% + ;RZk‘Q éggzka —%0.
2 _ ; 1.3
SO k- RO ) - S0 - - 3
.13 2 4
%az Iz%lg _|_ (22]682 2}1%12 21;156) R2 + (a;l 22]4: (92 k
+21§4 + R4 B 12%V83>
En particulier, on a :
—%azCo
0 E
KW | 0 | =+ (- 2o -2 - TG
Co

(5 + 5000 —202 4+ & 4 22 4 L Zug2))q,

Pour k grand, le terme prépondérant de la matrice de flexion est le terme en e2k?

dans la composante B(3,3). On peut s’attendre a ce que la plus petite valeur propre
de 'opérateur de Koiter soit alors de la forme :

Ay

T + ce?k*.

Le minimum de cette fonction en k est obtenu lorsque les deux termes sont du méme
ordre ce qui correspond & k* de I'ordre de . On effectue alors I’Ansatz suivant :

k=Ce Y4 (5.2)
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avec C' un coeflicient de proportionnalité (que I’on déterminera plus tard) et on s’intéresse
au comportement des valeurs propres lorsque ¢ tend vers 0. Cet Ansatz est aussi cor-
roboré par les résultats de Artioli, Beirao da Veiga, Hakula et Lovadina [3, 2| et de
Beirdo da Veiga, Hakula et Pitkéranta [6].

On verra par la suite que les expériences numériques permettront de valider cet Ansatz.
En remplacant k£ par cette valeur, on obtient la matrice de flexion modifiée suivante :

E

Kle] := K(e)[Ce™ VY] = ——x
1—1v2
_ 92 1-—vv2_—-1/2 _ 14, —-1/4 _ v
0 + 5 C%e s 1Ce /00, %0,
14v ;v _—1/4 1 .—1/2 _ 1-v 92 iCe—1/4 2iCe™/4 2
—5hiCe 110, g ? — 07 — S Taw O
4 £3/2 2(1—v)e? a2 2iC3e5/4 | 2iCeT/4
T3Re T T amd 8Z TS T e
v iCe—1/4 2iCe™/4 52 1 2094 2023292 | Cie
Rgz BT s 0; T3 9; 3R? 9; + 3R%
2iC3e5/4 2iCe7/4 202¢3/2 g2 2uve? a2
3R5 3R5 TSR T 3R 3R2 o;

On décompose alors K[e] selon les puissances de ¢ :

Kle] = e V2 Ko+ VAR + Kot/ s+ 2Ky +3/ K +-e Ko+ Kr 63 2 KCg+e7/* Ky +6%K g

avec X ,
s C 0 0
E
Ko =C"My = 7—— 0 #C* 0|,
0 0 0
0 —55iCo, 0
L 1+v iC
Ki=CMy=1—75| —ziC0: 0 = |
& 0
—0 0 -3 000
b 1-v 92
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00 O 0 0 0
ct iC3
00 & 0 -2 0
0O 0 0
E 4
Ks=1=—| 0 3 0 ,
202 202
0 0 —2%502+%5
E 0 0 0
Ko = 0 0 —2C 2 4 HC
]_ 1,2 i ; 3R3 Yz 3R5 9
N0 e uC 0
0 0 0
E 2(1—v)
}Clo - 1 — 1/2 O —Waf 0
1 1 2v
0 0 500 + op7 — 75502

Dans une premiere étape, on va chercher un développement en série formelle sous

la forme :
Klelule] = Ale]Aule]. (5.3)

ule] = Zunan/4 et  Alg] = ZAn5”/4.

n>0 n>0

On verra que comme dans le cas de la membrane, le systeme 3 x 3 (5.3) peut se
réduire a un probleme scalaire grace a des opérateurs de reconstruction

Vie] = Z V,e™4

n>0

avec

avec

Vi = Ve, Vg Vaz)' 1 C°(R) — CP(R)?

comme dans Dauge, Gruais et Réssle [20].
Et u sera trouvé sous la forme :

ou ([e] est une série formelle scalaire :

Clel =) Ge™, (ueC™(IR).

n>0
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Alors (5.3) se réduit au probleme :
Kle]VIelC[e] — Ale]AV[e]([e] = 0. (5.4)

Comme on va le voir, un choix judicieux de V[e] permet une réduction du probléeme
(5.4) & un probleme scalaire en ([e] du type :

L[e]¢e] — Ale]Cfe] = 0.

5.4 Réduction formelle sans conditions aux limites

Comme dans le cas de la membrane dans la section 3.1, puisque l'opérateur Cqy
contient du noyau dans la troisieme composante, on définit I'opérateur suivant qui sera
le moteur de notre résolution :

Définition 5.1. On définit l'opérateur Vy : C°(R) — C®(R)? tel que :
Vo = (0,0,1d)". (5.5)
Proposition 5.2. On a la relation suwivante :
KoVo = 0.

On obtient alors un théoréme semblable au théoréme 3.4 dans le cas de la mem-
brane :

Théoreme 5.3. Soit une série formelle a coefficients réels :
Alg] =D e"*A,.

n>0

Il eziste pour n > 1 des opérateurs V, ., Vn, : C°(R) — C*(R) d’ordre n — 1, po-
lynémiaux en A;, pour j < n —3, et pour n > 0 des opérateurs L, : C*(R) — C*(R)
d’ordre n, polynomiaux en A;, pour 7 <n — 2 tels que :

Vel = Ve, V= Vi Vi, 0

n>0

et

on ait
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On a:
Lle] = Lo(2) + VL1 (2,0,) + €Y2Ly(2,0,) + €/ L3 (2,0.) + eL4(2,0.) + (5.6)
et les opérateurs L, pour n <4 et 'V, , pourn <5 s’écrivent :
Lo(z) = 0
Li(z,0,) = 0
Lo(z,0,) = —%
L3(z,0,) = %
L4(2,0:) = o + ge 0!
L5(2,0.) = tErisRep(Njaa) + 22 50.Rs . (Ajc2)
et :
V1 0 Vie = &
V.. ~£o, Vo, = 0
Vs. 0 Vs, = Ry P
Vi —(I/JFCL}RS@S +Ra(Njc1) Vi = - /\1”{3
Vs . Rs.(Aj<2) Vs, = (ZVH 234 + Rs,(Aj<s)
Ve, —(2v+3) 803 + Ro.(Njes) Voo = Rep(Nj<a)

Preuve. Elle fonctionne sur le méme principe que la preuve du théoreme 3.4.
On identifie les puissances de € dans ’équation aux séries formelles :

avec

K[E]VIE] — AlZ]AV[E]

Z L4

— Vyo (L[] - Ale])
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Ce qui s’écrit encore :

_1/2ZIC &?]/4ZV€ ZZA AV, et =Vyo0 Zﬁna ZAn€"/4).

n>0 n>0 j=0 n>0 n>0

En developpant on obtient :

ZZIC Ve A2 ZZA AV, e = Voo (3 L™t =Y A,

n>0 j=0 n>0 j=0 n>0 n>0

On change I'indexation des indices dans les sommes :

min(n,10) n—2
Z Z ]C V. n/4 1/2 Z ZAjAVn727j€n/471/2
n>0  j=0 n22 j=0
=)0 ZE gAY ZA en/A-1/2),

n>2 n>2

Pour n fixé plus grand que 2, on a alors :

min(n,10) n—2
Z ’ijnfj - Z AjAVn,Q,j = Vo o (En,Q — Anfg).
j=0 j=0
e Le terme en ¢ /2 dans I'équation précédente est nul puique d’apres la proposition
5.2, 0n a :
KoV = 0.
e Le terme en ¢~ /* g'écrit :

KoVi + K1V = 0.

Ceci s’écrit encore :

Vi 0
]CO Vl#’ + lCl 0 = O
0 1

D’ou V, , et Vi, sont déterminés par les équations :

E 1-v _, E )
1_1/2 2R20V1Z: , 1—V2R4C V17@_—K1(2,3).
1R
Vl,z = O, V1,<p - 6

e Le terme en &Y s’écrit :

IC()VQ + IC1V1 + ICQVO — AOAVO = V() o (/.,1() — AO)
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Puisque A(3,3) = 1, le terme en A, disparait et on a :

Vs . Vi 0 0
Ko | Voo | +Ki | Vi | + K2 [0 =10] 0L,
0 0 1 1
Dot V, . et Vs, sont déterminés par les équations :
E 1-v _,
=2 oR CVy, = —K4(1,2)V, — Ka(1,3)
E
1/2 R4 C2V2¢ = —K1(2, 1)V1,z-
On a donc
R
V27z == —Eaz, V27<p == O
Et l'opérateur Ly est déterminé par 1’équation :
E 1 E 1
Lo=K1(3,2)V1,, +K2(3,3) = T2 + T 0.

/4 gécrit, puisque K3 = 0 :

e e terme en e~

’C()Vg + ’C1V2 + IC2V1 — AOAV1 — AlAVg = Vo o (,Cl — Al)
Puisque A(3,3) =1, le terme en A; disparait et on a :

VS,z V?,z Vl,z Vl,z 0
ICO V3,gp + ]Cl VQ,QP + ICQ VLSO — AOA Vl#, = 0 (e} El-
0 0 0 0 1
D’ou Vs, et Vs, sont déterminés par les équations :
E 1-
1—1v2 2R2 C2V3Z = _]Cl(l? 2))}2,@ - ’C2(17 1)V1,z + AOVLZ
b 2
1_ .2 R4C V3 p = —K1(2, 1)V2,Z - ICQ(Q, Q)Vly‘ﬁ + A0R2 Vl Y
vR3 1—v2iR?
V3,z - 0, ng = —Fzﬁ A() E 03

Et lopérateur £, est déterminé par I’équation :
L1=K1(3,2)Va, + K23, 1)V, =0

e Le terme en ¢~ /2 puisque Ky = 0 donne les équations :

E 1-
1—1v2 2R2 CQV4 iz _’C1<1’ 2)V3,¢ - K2(1a 1)V2,z + A0V2,z + A1V1,z-
Ecrivons cela sous la forme :
v+ 2
V.= (—)5’3 + Ry z(Aj<1),

c4
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et
E
2t 02V4¢ = —K(2,1)Vs, — Ka(2,2)Va, + No—5 72 Vg © R2A1V1 ©
iR3
V4,Lp - Alﬁ
Et lopérateur L, est déterminé par I’équation :
Lo=K1(3,2)Vs, + K2(3, 1)V,
E ioC E Ay
£2:mﬁ]}37¢+ R@ VQZ:—E.
e Le terme en ¢~%/* puisque K5 = 0 donne les équations :
E 1-
11— .2 oR? 02V5 == K2, 1)V — Ka(2,2)Vs 0 + AoV o + A Vo + AoV,

V - RB Z(A]<2>

R2

et
E
1_ I/Q R402V5<p = —K1(27 1)V47z - ICQ(Q, 2)V37<p + A0R2V3¢ + Ay R2V2@ + A2R2V1 o
2v+ 1)R5
V57¢ = —%z@j —+ R5’¢<A]’<3).
Et l'opérateur L3 est déterminé par 1’équation :
1) 1C E 14 A1
L= ape T TR o
e Le terme en ¢! donne les équations :
E 1—v
1= 2 oR? CQVG,Z = K2, 1)Vs. — Ka(2,2) Vi + AoV, + A V5. + AVo . + A3V
V@Z = —(21/ + 3) 06 (95 + R(; z(Aj<3)
et
E
1 _ V2 R4 CQVf;(p - —K1(2 1)V5Z ICQ(Q 2)V4 t,p"i_AO R2 V4 50+A1 R2 Vg ¢+A2 RQVZ ¢+A3
Voo = Rep(Nj<a).
Et lopérateur £, est déterminé par I’équation :
E i E v E c*

£4: a)}42

A Sy e W E T
donc
E_C' ER .,

L=
! 1—1/23R4Jr ct




104 CHAPITRE 5. L’OPERATEUR DE KOITER POUR LE CYLINDRE

e Le terme en e~%* donne les équations
E
YT O2V7<p = —K1(2,1)Vs.. — Ka(2,2)Vs,, — K7(2,3)V3 + Ag

R2V5<p + A1R2V4¢
+A2R2V3¢, + A3R2V2¢, + A4R2V1 -
Vi, — ;B E 2)R o 23zg A4z§3 1 - V2 Ro(Ar),
Et l'opérateur L; est déterminé par I’équation :
Ls= %%Vw +— b Ra Vs, = b 1.2 RC;RG o(Njca) + 1_—EV2}%3ZR5Z(AJ<2)

e Le terme en ¢~%/2 donne ’équation :

E iC E v E 2iC%iR E 20*, E 202
Lo =1 2R3V“” 2R T3 e 123’ "1 3m

2ER' E 202, B 207 1 E iC
Lo=—Go %1 " Tosm Me T R3RW<AJ’<3)
E
e Pour tout n > 2, le terme en e ~/*~1/2 g’écrit :
min(n,10) n—2
> KV =) MNAV s = Voo (Lua — ANy s).
=0 =0

Puisque A(3,3) =1, le terme en A,,_, disparait et on a :

Vnz mln(n 10) Vn 3,z Vn 2—j,z 0
Ko Z Ki | Vo ZAA Voo | = (0] oL,s.
0 0 0 1
D’ou V, . et V, , sont déterminés par les équations :
E 1 mlnn n— 3
2 _
1_,/2 2R2C mz Z chll njz+lc(12)vn]<p ZAVn2jz
7j=1 Jj=0
E 1— min(n,10) n—3 1
R 0o == Y K2 1)V + K5 (2.2 — ZAJRQ o
7j=1

Et Popérateur L, o est déterminé par I’équation :
min(n,10)

£n72 = Z ]Cj (37 1)anj,z + ICj<37 Q)V"*]’a@'
j=1

De la méme maniere que dans la preuve du théoreme pour la membrane 3.4, on montre
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que pour n > 2, les opérateurs V, , sont d’ordre n — 1 polynomiaux en A;, j <n —2
et que l'opérateur £,,_5 est d’ordre n — 2 et polynémial en A;, 7 <n — 3.
[ |

5.5 Résolution du probléeme scalaire

Dans une deuxieme étape, on résout le probleme scalaire obtenu dans le théoreme
précédent en ajoutant les conditions au bord. Cependant il y a trop de conditions au
bord donc on commence par le résoudre avec les conditions au bord de la membrane :
Uqr, = 0. Les conditions aux limites restantes usr, = 0 et d,usp, = 0 seront traitées
dans la section suivante en ajoutant des couches limites a 'opérateur de 1’ Ansatz.

Théoréme 5.4. Pour tout couple (A, w) solution du probléme

E C* ER
<1 — 23R aj)w =Aw,  w(*l) = 0:(*1) =0, (5.7)

il existe des séries formelles

Al =2+ A, et (fel=w+) e e C¥(-1,1]) (5.8)

n>6 n>2
telles que
L[e]¢le] = Alel¢le] = 0
(5.9)
Va[g]g[g] =0 sur FO? a =2z
Remarque 5.5. Les séries formelles de (5.8) vérifient :
A5 = O, et Cl =0. (510)

Preuve. La preuve est similaire a celle du théoreme 4.2.
Le systeme :

est équivalent a :

Vn > 0,
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On a d’apres 'hypothese (5.8) :
Ao = Al = A2 = A3 = O, A4 = )\, et CO = w. (511)
On résout alors le systeme pour chaque n.

oen—=20:

LoGo —NoGo =0

VoaCo=0 sur I

Puisque £y = 0 d’apres les formules du théoreme 5.3 et Ag = 0 d’apres (5.11) et
Voo = 0 par la définition (5.5), le systeme est vérifié.
en=1:

LoCr + L1 — NGt — MG =0

ViaCo + VoGt =0 sur Iy

Onaly=L=0,V.=0V,= %% d’apres les formules du théoreme 5.3 et A; =0
d’apres (5.11). Ceci implique alors seulement la condition au bord (5(£1) = 0.
oen=2:

LoCa + L1G1 + LaCo — NoGa — A1t — Ao =0

VoaCo +V1iaCl +Voale =0 sur I

Ona f, = —% =0, Vs, = —%E)Z,VQ#, = 0 d’apres les formules du théoreme 5.3 et
Ay = 0 d’apres (5.11). Ceci implique alors les conditions au bord : ¢;(+1) = 0.(y(£1) =
0.

® N —

LoCs + L1Ca + LG + L3C0 — Mol — A1Ge — AaGi — A3 =0

V3.aCo + Vo.aCi + ViaGo +Voa(s =0 sur Iy
On a d’apres les formules du théoreme 5.3 :
A . .

_0_27 V3,z = Oa V3,<p = _212}1?383 + 1_EV2AOlCi§
et A\g = Ay = A3 = 0 d’apres (5.11). Ceci implique alors les conditions au bord :
—vR?92(p(£1) + C*G(£1) = 9.¢1(£1) = 0.
oen=4:

LoCs + L1C3 + LoCo + L35G + L4Co — AoCs — MG — Ao — A3(i — Ay =0

£3:

ViaCo + V3,001 + Va,0Co + VoG +VoaCa =0 sur Iy
Puisque d’apres les formules du théoreme 5.3,
E C* ER

2
_ 4
~1-.23r T O %z

Ly
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ceci implique que (Ay, (o) vérifie I'équation :
E ' ER,
(1—1/2334 C4 8>C°_A4C°_O

De plus les conditions au bord sont données dans la résolution pour n = 1: (p(£1) =0
et pour n =2 : 0,(y(x1) = 0.
D’apres les formules du théoreme 5.3, on a :
V4z - V+2 1 83 + R4,Z(Aj<1), V4’<p = V Al ZRB .
Les conditions au bord s’écrivent donc :
(v +2) R0 (£1) + C?0:6o(£1) = —vR* 021 (F1) + C*G3(£1) = 0.
en=2>5:

LoCs + L1Cs + LoCs + L3Co + L4 + L5Co — Aoz — Azl — Ayt — A5Gy =0

V5000 + Va,aC1 + V3,00 + Voo (3 + Vials + Vouls =0 sur Iy
D’apres les formules du théoreme 5.3, on a :

E 1C E
2 R3R6 %(AJ<4> 1 _ 2R

donc L5 =0et A5 =0 d apres (5.10). Ceci implique que (; est solution de 1’équation :

E C* ER>,
(1—y2334+ Cc4 82><°_A4C1:0

avec les conditions au bord données par les résolutions précédentes :

G(£1) = 0:G(£1) = 0.

Ls = Z0.Rs.(Ajc)

On choisit de prendre (;=0.
D’apres les formules du théoreme 5.3, on a :

(2v+1)R?
O
La deuxieme équation du systeme nous donne donc :

(14+20) R*O2Co (1) +vC? R2PO2 (o (£1)—C* G (£1) = (v+2)R?02¢ (£1)+020.¢3(£1) = 0.

Vs =Rs.(Nj<2), Vsp=— i0; + R p(Mjcs).

e n > 5 quelconque : on suppose construits tous les A; et ¢; pour j < n —4 et on
cherche a résoudre le systeme :

( n n
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Puisque d’apres (5.11) et le théoreme 5.3, on a A; = 0 et £; = 0 pour j < 4, on résout :
(L4—Ma)Cua = —Z LiCoj+ Z AjGaj + Anlo-
j=5 J=5

avec les conditions aux bords sur (,_4 ont été déterminées précédemment aux rangs
n—2etn—3:

n—2 n—3
E VjaCno2—j = g VjaCn-z—j =0 sur IY.
=0 =0

On rappelle que par définition (5.5), Voo = 0 et que d’apres le théoreme 5.3 on a :

iR R
67 VQ,Z - __827 V2,<p =0.

02
Ecrivons alors le systeme sous la forme :
<£4 - A4)Cnf4 - AnCO + R(Cj<n74)

Vl,z - 07 Vl,cp =

Z50:Cua(£1) Zvjzcn 2 j(£1), et —Cn a(£1) vacn 5 (1)

(5.12)
D’apres la premiere équation de (5.12), on a :

(L4 = Ag)Cr—s,Co)r2 = (AnCo + R(Cjen—a), Co) 12

ce qui s’écrit encore :

E C* ER?
<(1 — 12 3R4 + 04 8;1 - A4)§n—4a C0>L2 = <An<0 + R(Cj<n—4)7 C0>L2

Par intégration par parties, il vient :

[Egattona], ~ (Peediosoa), + {2 g~ M6-s6),,

= (AnCo + R(Cj<n—a), Co) 2
Mais puisque d’apres (5.7),
C()(:tl) - 3Z§0(j:1) - 0,

et en intégrant a nouveau par parties, on obtient :

E ¢t
<EO4 33Cn_4, 83C0>L2 + <(1 — 2 @ - A4)Cn—47 CO>L2 - <AnCO + R(<j<n—4)7 <0>L2

En recommencant deux fois, il vient :
R? Rk R? 5. 11 R? 1 E
Ega0:6-10260 ] = [Batues0] (B gtos02) , + (G ramm
= (AnCo + R(Gj<n—1) Co) r2-

— Aa)G-1,Go)

L2
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Puisque d’apres (5.7), (o vérifie I’équation :
( E C* ER?

(‘C4 - A4)C 1 — 1/2 3R4 + 04

on en déduit que :

2 2
B0.6i06)  — [F @) = (Mot R(Gena), G)as

0% = Mi)Go =0,

c’est—é—dlre :
E@azCn—4(1>azC0(1) - E@azCn—4(_1>azC0<_1) - E@Cn—dl)azéb(l)

2
B a(-1)2G(1) = AdllGol B + (R (Gren-s), G

Puisque ||(p||z2 = 1 et par les conditions au bord sur (,_4 données dans (5.12) , A,, est
déterminé par I’équation :
n—2

An ECQZM 2-5(1)92o(1) CQZVN w2 (~D(—1) = (R(Gen—a). o) 22

n—3 n—3

R . R .
- E@Z; V) pCns—j(1)02¢o(1) + E@Z; Vjolns—i(=1)02C(—1).

Cette condition étant remplie, le second membre A,,(y + R((j<n—4) est orthogonal au
noyau de £, — A4 muni des conditions aux bords (5.12) et d’apres l'alternative de
Fredholm, (,,_4 existe et est unique. [ |

Remarque 5.6. La plus petite valeur propre de lopérateur Kle] se comporte en &
comme dans Beirdo da Veiga, Hakula et Pitkdranta [6].

Corollaire 5.7. Soit (Ale], C[e]) une série formelle solution du systéeme (5.9) sous la
condition (5.8), alors en posant :

on a

De plus on a Uezpression de ule] :

0 0 —£0.( 0
ule] = [ 0 |+t | B¢ | 4! 0 S (T CE NS TR R
Co 0 G2 €

(5.13)

On voit dans la preuve du théoreme 5.4 que les (; sont construits a partir de (.
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Corollaire 5.8. Soit (Ale], C[e]) une série formelle solution du systéeme (5.9) sous la
condition (5.8), alors pour tout n € N, il existe une constante ¢, telle que :

Callzz < enllGoll 2 (5.14)

Preuve. D’apres le systeme (5.12), pour tout n € N*| il existe un exposant fini s,, € N
et une constante vy tels que :

[16nllz2 < <ol [ zon-

Mais puisque (p est un vecteur propre, il est analytique et il existe alors une constante
¢, telle que :

16l 22 < enllColl 2

5.6 Couches limites

5.6.1 Mise en place

L’espace variationnel correspondant & l'opérateur Kle] étant H} x H} x HZ(I), et
puisque d’apres (5.13)

0 0 ~£0.¢ 0
ule] = [ 0 |+ | B¢ | 4e? 0 e Bz, 4 e, |
Co 0 Ca €

il faudrait que l'on ait u,3 = ¢, € HZ(I) pour tout n € N. Or ces conditions au bord
ne sont pas satisfaites en général dans I'algorithme précédent. En effet les composantes
Co et ¢; sont bien dans I'espace HZ(I) alors que (, vérifie les conditions au bord :

R? R?
Co(£1) = yﬁafgo(ﬂ), et 0,G(+1) = —(v+ 2)@8;”(’0(11). (5.15)
Or on a 92¢p(+1) # 0 donc (o ¢ HZ(I) en général.
Notre but est alors de compenser les termes construits dans la section précédente par
des couches limites de maniere a obtenir une solution dans le bon espace variationnel.
Pour travailler sur chacun des deux bords, on pose :

t=1—-2 27 =1+z2.

Définition 5.9. On définit une fonction de troncature x(z) € C* telle qu’il existe
deuzr nombres 0 < a < b < 1 vérifiant :

X(z) =1 pour ze€l[0,a] et x(z)=0 pour z€lb1].
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En s’inspirant de larticle de Faou [25], pour construire les couches limites, on
regarde les plus grands ordres de dérivation en z dans les composantes (3,3) du bending

et de la membrane car c¢’est dans cette composante qu’est le moteur de notre algorithme

de la partie précédente. On cherche alors & harmoniser le terme en —2; de la membrane

R2
et le terme en £297 de la flexion.
On fait donc un changement d’échelle pour ramener les deux termes au méme ordre et
pour chacun des deux bords (en —1 et +1), on pose :

Zt =712 9, = —c7V20,,.

Z- =12 9, =129,

Ce changement de variables correspond a une sorte de zoom en —1 et +1.

Remarque 5.10. On a :
Z* € [0,2e717). (5.16)

On pose :
u(zH) =UYZ"), u(z")=U (Z).

On cherche a construire x[e] de la forme
zle](2) = ule](2) + x(zHUT[)(Z7) + x(z7)U[El(Z7)

avec
U*le] = Z Uile], UZF exponentiellement décroissant

n>0

et ule] est généré a partir d’'un certain ([e] qui est modifié par rapport a celui obtenu
dans la section précédente.

On veut que x[e] appartienne & l'espace H' x H! x H?(S) et soit solution du
probleme :

Klelx[e] = Ale]Ax[e], x(+1) =0, J,x3(£1)=0.

On pose également :

KE[e](Z%,0,+) = K[e](z, 0s).
Ce changement d’échelle nous donne alors les matrices suivantes :

E

T2

K*[e] X
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‘1(9;[ 4 2R2c2 -1/2

L O340,

i%g_l/zazi

1+u 3/4 c?_—1/2 —192 _iCe~M4 | 2iCe3/1 2
2iCe %0 + 1€ 325 05+ = — + 507
4c2 /2 21 a _2iC8eP/A 20T/
"3 RS 3R4 3R5 3R5
v —1/2 iCe™ /4 2iCe3/4 a2 1194 2022 42 ‘e
FRe 0z i3 srr Oz 7z T 507+ s Ops + it
2iC3e5/4 | 2iCe7/4 202¢3/2 €2 2ue 92
+ 3R5 + 3R5 + 3R1Y + 3R? 3R2 aZﬂc

L’influence du terme M(3,3) aprés ’homogénéisation n’intervient qu’au terme en &°.
Comme dans [25], on décide donc de faire un changement d’échelle et ramener ce terme
au meéme ordre en € que le terme —s_laéi dans le coefficient M(1, 1).

On pose alors u* défini par :

k= VUE, uf =VUs

ie
e~V 0
=D.U* avec D.= 0 &Y 0
0 0 e/
et on résout le systeme :
fE[elut = Ae]D2Au®,  R/%[e] = DI'KEe]D
£ )
FE
Re] = —— X
1—v
—8_1/2(92i + 2R2 Lve2 :I:;EZZC’g_l/“aZi :i:%&?_lﬂﬁzi
4Lt 1/4 Cc? 1—v _—1/292 ;Ce—1/4 2iCe3/4 2
+omiCe” 10+ '~ arE€ o — S+ 0
Lac? 2 2(1-n)e? g _2iC35/4 2iCeT/A
3 RS 3R zZ* 3R5 3R5
v —1/2 iCe™ /4 2iCe3/4 a2 1 ,.—1/2 | 1.-1/294 2020 42 Cclel/?
Tre "0z« I 57 Oz RZE + 36770z — - O0zs + T3
2iC3e8/4 | 2iCeT/4 202 | €3/2  2uel/2 92
+ 3R> + 3R5 +3R4 +3 3RY 3R2 8Zi

On décompose K* selon les puissances de ¢ :

RE = e VPRT 4T VIR R e I RE 4 PR+ RE e R+ RE 1 PAT +ET M RE 2 AT,
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avec :
~02. 0 +£2 0y
R ( 0 e o |
T 707+ 0 77+ 305
0 200,20
+ E 14+v, iC
R = Ty +5551C0,+ 0 = |
( e o0
50?0 0
f =< _EVQ 0 % 0 ,
0 0 2252,
00 0
Ry = 1i2 ( 0 0 0 ,
00 G- oz
0 0 0
ﬁ?flEVQ(O 0 3505 |,
0 —2502. 0
00 0 0 0 0
ﬁgt—l_EVQ 0 0 o), aE 1ij2 0 0 —Z&
00 22 0z 0
0 0 0
A = 1 _E 2 ( 0 —2510%. )
0 0 L

113
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0 0 0 0 0 0
E . E
+ 2iC + _ 4C?
0 25 0 0 0 0

Remarque 5.11. La matrice 8 est la méme que celle de larticle de Faou [25].

D’apres (5.15), le premier terme de couche limite doit corriger la valeur de (, donc
on va prendre :

0
Utel=ve| 0 |+) Uz
U;‘:’g n>3
et ceci induit alors :

+
0 un—l,z
wlel=vel|l 0 |+ ZE”M Uy g

n>3

+ +

Us '3 W13

On va rajouter les termes de couches limites U* & u pour corriger les valeurs au bord
et pour ne pas détruire ce qu’on aura construit, on prendra U* solution du systéme :

KE[e]U*[e] — Ale]AUF[e] = 0,
c’est a dire que 'on va construire u* solution de :

fF[ejuFle] — Ale]AD *u*[¢] = 0. (5.17)

5.6.2 L’opérateur ﬁoi

Pour résoudre le systeme (5.17), il nous faut étudier I'opérateur K5 .
Puisque 'on étudie le régime ¢ petit, d’apres (5.16), on peut supposer Z+ € RT. Cette
méthode est standard lors de développements asymptotiques.
On a les propositions suivantes valables aussi pour l'opérateur K .

Proposition 5.12. Pour c3, ¢, € R, il existe une unique fonction u™ € C°°([0, +o00])?
exponentiellement décroissante solution du systeme :

RguT =0 sur [0, +o00]
uj (0) =c3, 0z+ud(0)=c,
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Preuve. On transforme le systéme £ en systéme triangulaire :

—05uf + %0+u3 =0 —05uf + %97u3 =0
1-v 1-v 2 —
v a2 L+ 1 195 + _ 1—v? 195 + _

L’équation caractéristique associée a la derniere équation est :

1— 12 n 1 _ 0
T4 70 =
R? 3
dont les racines sont :
. » A s . 3(1 —v?
0’ eur/4a1/4, e 7,71'/40,1/4’ e327r/4al/4 e 37,7r/4a1/4 ol a = ( )
R2
uj s’écrit alors sous la forme :
+ in/4,1/4 7+ —in )4, 1/4 7+ 3im /4, 1/4 7+ —3im/4,1/4 7+
u;— — A1€OZ +A2€e a'’'*Z +A3€e a'’'*Z +A4€e a'’'*Z +A5€e a'’'*Z

On recherche une solution u3 exponentiellement décroissante donc on va choisir
A=Ay =4,=0.
De plus, les conditions au bord nous donnent :

\/_§a1/42+ \/§ 1/4z+

+ _ o~ Rallizt [es( )+ sin(Ta

uj =e 3(cos(

) +V2e, sin(?aw‘Z*)]

La deuxiéme équation impose u} = 0 pour que u™ soit exponentiellement décroissante.
Enfin de la premiere équation du systeme, on déduit :

+oo
uj(Z*)——%/ i (t)dt

7+
On a bien trouvé une unique solution exponentiellement décroissante du systeme cherché.
|

Proposition 5.13. Pour cs,c, € R et &1 = (87, , 6%, 67) € C(R")? exponentiel-
lement décroissant, il existe une unique fonction u™ € C*°([0, +00[)® exponentiellement
décroissante solution du systéme :

RguT = &T sur [0, +oo|
uj (0)=c3 9z+u3(0) =c,

Preuve. , o
+
_8Z+uz - %az+u3 — ®Z+
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On applique la méthode de la variation de la constante.

5.6.3 Théoreme

On cherche alors a raccorder les couches limites donc le probleme aux séries formelles

s’écrit : Trouver (C[e],u®[e]) tel que :

([ L[eJ¢[e] — Ale]¢le] =0 pour z € [-1,1]
Atelut[e] — A[e]AD>u*[e] =0 pour Z+ € R*
At[eu[e] — A[JAD>u"[¢] =0 pour Z~ € RY

Vie|C[e]|.=+1 + D ut ]| g2 = 0

d.Vs[elC[els] et — 207D uz ]| 7220 = 0

\

Théoréme 5.14. Pour tout couple (A, w) solution du probleme

E ¢ ER?
(1 — 23R4 + O aﬁ)w = )\w7 w(il) = c‘Lw(il) =0,

il existe des séries formelles

Ale] = Xe + Zs”/4An et (lel=w+ Zs”“(n e C™([-1,1))

n>6 n>2

et ut[e] € C°(RT)3 exponentiellement décroissante

+
0 un—l,z
4 +
wiel =ve| 0 [+> e wi,
n>3
+ +
Ug g Upi13

telles que
( Llel¢[e] — A[g]¢le] =0 pour z € [—1,1]

RFelut[e] — A[e]AD *ut[e] =0 pour Z* € RT

VIelCle]| =1 + D't [e] | g2—0 = 0

0. Vs[e]Cle]3].ms1 — £07+ D 5[] 74— = 0

\

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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Remarque 5.15. Les séries formelles de (5.20) vérifient :
As=0, et ¢ =0. (5.23)

Preuve. On montre le résultat par induction.
Par définition (5.5),
Voo =0
et d’apres le théoreme 5.3,
1R R
P VQ z = __az
C ’ C?
il faut donc aller chercher les termes V, , et V, . pour obtenir que le systeme (5.18) est
équivalent aux deux systemes suivants :

Vip =0, Vip=

( n+4 n+4
LiGo = MG =~ Lilura—i+ ) MiGusas pour z € [1,1]
1=5 1=5
n+1
vn €N, Vi oGnlzmi1 = —Z VioCni1tlz=s1 — Uy | 24— (5.24)
n+2
Vs zCn =41 = _Z Vi zCn+2 l|z +1 — n+1 21Z+=0
\ =3
et
( n—4
A(a, @)ZAjuriL—4—j,a
Zﬁi u-, + =) pour Z¥ € RY
A(3,3)) Aut
V¥n €N, ; e
uis’Zizo = —Cn-1]2=41
\ iaziuig\zizo = 0.Cn-3|2=11

(5.25)
On rappelle que l'on a d’apres (5.21) et (5.20) :

- + _ .+ _ —

Ne’

et
A0:A1:A2:A3:O, A4:)\

On commence par résoudre (5.25) puis ensuite (5.24). Pour n <1, (5.25) est trivial.
en=20
(5.24) nous donne :

£4C() - A4C0 =0 sur [—1, 1]
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avec
Vl,apCO‘z:il = O; V2,2C0|z:i1 =0

ce qui est vérifié par (o d’apres (5.19).
en=1
(5.24) nous donne :

L4C — MG = —L5C + A5G sur [—1,1]
avec
V1,oClloma1 = —Vao,uColomt1,  VooCiloma1 = —Vi,:C0l=t1
c’est-a-dire d’apres les formules du théoreme 5.3 :

VipCilo=a1 =0, Va.(i|s=41 = 0.

Puisque L5 = 0 d’apres le théoréme 5.3 et A5 = 0 d’apres (5.23), on peut choisir de
prendre (;=0.
on =2
(5.25) nous donne :
fifuF =0 sur RY

avec

ug:ﬁ’Zi:O = _CI‘Z=i1; iaziu§3|zi:0 =0.

Comme (; = 0 d’apres (5.23), il vient u3 = 0.
Ensuite (5.24) nous donne :

L4C — NG = —L6Co + Neo  sur [—1,1]

avec

Vl,goCZ’z:il = _V3,<p<0‘z:i1 - u§¢’Zi=07 V2,zC2|z:i1 = _V3,ZC1|z=il - uQi,z‘ZiZO'

e Pour chaque n > 3, on résout (5.25) sur Rt en utilisant la proposition 5.13 puis le
systeme (5.24) sur [—1,1]. ]

5.7 Quasimodes
Soient Ale], ([e] et u[e] vérifiant les hypotheses (5.19), (5.8) et (5.21) du théoreme

5.14.
On pose :

d’apres le théoreme 5.3 cette série formelle vérifie I’équation :

Klelule] = Ale]Aule].
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Définition 5.16. On pose :

2[e](z) = Y _[un(z) + x(zNU (7227 + x (U, (67227,

n>0

Pour N € N, on définit la somme partielle :

N

eMe] =) Tun(z) + (U (e220) + x (27U, (7227

n=0
= ul[e] + x (UM + x (U],
Proposition 5.17. La série M [g] vérifie les conditions au bord :
2 [E)(F1) = uy (0N af[e)(£1) = upa(E1)e™!

et
azxév[‘g”:l:l = azuN—l,3|:|:15(N_1)/4 + azuN73|:|:1€N/4.

Preuve. On a:

N
aMe)(2) = [un(2) + x (U (227) + x(z7)U, (67227 |
n=0
Or
UL =Vt et UF = Vit
donc
N+1
[N] Z Un CY n/4 + Z nf a 1/2Z+) + X(Zi)u;zfl,a(871/227)]&‘”/4
et
N e —\q— — — n
zy e Z n(2)e" + Z s (67 2(20) + X2 Jugp o (672 (20)) e
n=-—1
Il s’en suit qu’au bord on a :
N+1
N+1

z[e)(-1) = Zun,a(—l)é”/“ + D @uly o (6742) + x (0 0 (0)

et
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2y (1) = D s~ 1) + Z_ [X(2)u 1 5(6742) + x (), 5(0)]™2,

Mais par définition de y cf 5.9, x(0) =1 et x(2) = 0 donc :

N+1

N
2] (1) =) tna(De* + > ul, ,(0)e
n=0 n=1
N N+1
el (—1) = ) tna(=D > w0
n=0 n=1
et

N N—1
N n n
2y [€)(1) =D una(De™ + 3wk 5(0)e*
n=0

n=-—1

N N—-1
N n — n
2 [)(—1) = Y una(—De™ + 3w 5(0)e4,
n=0

n=-—1

Or d’apres (5.24) et (5.25) et puisque ule] = V[e|([e], on a :
Un,olz=t1 = —uf_l,a|zi=07 Up3|omt1 = —uf+1,3|zi=0

et de plus
+
Upal-=x1 = 0,  Ugsz|ze—0 =0

donc il vient :

(67

wMe](£1) = uy!, (0)e NI/
et
oM e] (£1) = wy 5(£1)eN4,

D’autre part on a par définition :

N
0.5 [e)(2) = D _[0:tuns(2) + 0ox (21U 5(e722%) + 0.x(27 ) U (7227 |/
n=0
N
- Z[azunﬁ(@ — e P07 x (2N U, 4(7122T)
n=0
+ 8_1/2aZ_X<Z—)U7—L’3<€—1/2Z—)]€n/4
N N—2
= Datn3(2)e™ + Y [0z x(zNU S p5(e7?2T)
n=0 P
+07-X(27)U (71227
Or

+ _ _—1/4, + + + .
Uz =c Y% donc Ujs=u;,3 pour j=>0,
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il s’en suit que :
N—2
0-3" [e]( Zé‘ () S [0z X (k5T (E))
n=-—2
+ 0z-x(27 Jup y55(e 2 (27))e™"
et au bord on a :
N N—2
0.5 el (1) =Y Qe 3(1)e" + Y [~ 02+ x(0)u 5 5(0)
n=0 n=—2
+ 07X (2t 5 5(7/72)] "
N—2
9 x3N] Za Un,3(— n/4 + Z —0z+X(2)u,, Upis, 5(e _1/22>
n=—2

+ 82—X(0)u;z+3,3(0)]5n/4

Par définition de x on a :
N
angN} [5]<1) = Z azun,i% n/4 Z aZ‘Fun_|.3 3 n/4
n=0 n=—2
N—2
0 a:SN] Z Dt 3(—1)e™* + Z 8Z—u;+373(0)5"/4

n=—2

et d’apres (5.25) :
igziuf+3,3|zi=0 = 0.Cnlsmt1 = OzUn3|z—+1,
et
il vient
8.3 e] (£1) = Boun_13(F1)e™ D/ 4 9 up 5(£1)eN4,
]

On pose alors pour j =N — 1, N :

0
+ .
b= + (.t
—(0zuz,5|+1)27x(27)
et pour j = N, N +1
i o (0)x(2%) 0
cf = .
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Le champ de tenseurs

N [e] :=aM[e] + eWD/4gL | 4 eW=DAL 4 NS 4 Ny 4+ WD A

i 5<N+1)/4CJ_V+1 I 5N/4,r-i]\-f i 6N/4,r;[
vérifie alors les conditions au bord de Dirichlet :
M)l =0 et 9.20e]|y = 0.
On obtient alors un théoréme similaire & celui dans le cas de la membrane 4.10.

Théoréme 5.18. Soit (Alg],([e]) € R x C®(I) solution du systéme (5.9) sous les
hypotheses (5.7) et (5.8).
Alors pour tout N > 0, si l’'on pose :

N
ANl =) " A
n=0

la paire (AV)[e], 2N [g]) est un quasimode de Kle].
Il existe une constante v = v(N) € R indépendante de k telle que pour tout k :

1Tl — AV A& el 2y < 741N e oo

Preuve. Par construction, zN[k] appartient & 1’espace variationnel W (I).
Puisque
Klelule] — Ale]Aule] =0

et
N J
ulMe] = 343 VG
=0 1=0

et d’apres I'inégalité (5.14), les ¢; étant analytiques, on a :
1(Kle] = AN A)ulM[e]f] 120 < 7™ D74 [Goll 2.
Pour € assez petit, grace a (5.13), il existe vy indépendant de ¢ telle que :

[1ollze < vl

L2)3.
Donc au final, il vient :
(KE] = AM LAY el g < 7™ ]| gaye

D’autre part puisque

KlE](2,0.) = KE[E](Z%, 9¢)

1(K[e] = AN AU e[| 122 < e 2|I(K* [e] = ANME]A)UH el 122



5.7. QUASIMODES 123

puis comme
Ktle] = D.AT[e]D., et ut =D.UT,

on a:
(K] = AN AU M) |25 < e 2||(DAT [e]D. — AN [e] A)DZ M e] | 129
< e 2D AT [elyu™ ™ — AN AD xu ™ ] || 128
< e 2R bt — AN ] AD St ]| 20
D’autre part, u* vérifie 'équation :

fEe|ut[e] — Ale]AD*ute] =0

donc on a :
N+1
18 [ ] — AN D2 At ]| < e S || g2y
=0
et comme
V[el¢[e]l41 + D' u[e]lo = 0
et

0. VslelC[e]|x1 — £07+ D Muz[ello = 0
on a d’apres (5.14) et puisque les ; sont analytiques :

[ |z < [[Col |2

De plus pour y satisfaisant les conditions au bord homogenes, il existe C; et 5 > 0 tels
que :

(&) Me]), ) r2ys — (R Me]), xydazs| < Cre™™ gl care

puisque x est C* & support dans [a, b] et que u™ est exponentiellement décroissant en
— 7+t =7 V22+ Qapres 5.13.
D’apres (5.25),

n—4
A(Oé, a)zAjuT:Lt—4—j,a

RFut = — Z A, g+ =0
I=1 A(3, 3)ZAJ-1¢_ ia
7=0

u"er:,3|Zi=0 = _Cn—l |z::|:1

+
\ :taziun’3|zi:0 = 82,(”_3|z:ﬂ
ul est exponentiellement décroissante sur R™ donc :

[y ]2 < |y (0)]
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De plus avec les conditions au bord et par (5.14) on a :
[ug ()] < y1Go(1)]

et puisque (o est analytique, il vient :
w22 < yllCollze-

On a donc
[t 2 < ]G0l 2

Il s’en suit que :
[(Kle] — AM[e] A) (e =D/ + eW=D L 4 Nl 4+ Nty 4+ WD/
+e™ ey + e+ M) e < 4™ TVAG 12
Au final on obtient
[1(Kle] = AN A) 2] [ (12)s < 7™ DIC] 2
Et pour € assez petit, on a :

1Gollz2 < 12" [e]ll 2y

puisque
0
2Nl = 0 | +x(z)HUT +x(z7)U; + O
Co
d’ou

10Tl — AV AN el oy < 7e® 41N [e] o

5.8 Estimation d’énergie

Comme dans le cas de la membrane, on effectue une estimation d’énergie pour
montrer qu’il n’existe pas de valeur propre plus petite que en .

Théoréme 5.19. Pour u vecteur propre de l'opérateur Kle], on a :
ape)(w, ) > Co| w3, g e

Preuve. Par définition, on a :
2
axre (w, w) = ap(u, u) + “ap(u, u)
Puisque a;, est une forme bilinéaire positive, il s’en suit :

akle (w, u) > ap(u, u)
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et d’apres la proposition 4.13,

C
akle(w, u) > ap(u,u) > k_iHuHHlele?-

Puisque 'on s’est placé dans le mode
k=Ce V1
et uw étant un vecteur propre, il est C'"*° donc :

akle (w, w) > am(u, w) > Cocllu||grwmix 2.

5.9 Fenétre spectrale
5.9.1 Comparaison avec la plus petite valeur propre de la
membrane
On a vu d’apres le théoreme 4.2 que pour la membrane, on a :

1 1

Am[k] = EAmA + O(k’4)

avec
Am,4 = ERQ,Ul .

Dans le chapitre 5, on a fait 'ansatz (5.2) :
k= Ce /4
donc on peut écrire que :
Awle] = C*ER?*tye + o(¢).

D’apres le théoreme 5.19,

Agle] = A 4 +0(e)

=h

avec
ER? E

Ak = Frm T g

donc dans la formule :

Amle] = Apae + o(e).

Ay, 4 est une fonction affine de Ay ,.
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5.9.2 Détermination de C

On cherche la fenétre spectale la plus basse et on détermine le C' correspondant.
D’apres le théoreme 5.19, (A4, (o) est solution de :

(E c* FER

2
4
1 23R T Of éL)Co = Ao

avec les conditions au bord trouvées précédemment :

Notons (f1;);>1 les valeurs propres rangées dans l'ordre croissant du bilaplacien 9} sur
[—1, 1] muni des conditions au bord ((£1) = 9,{(£1) = 0 (Cf section 4.2). On a alors
la relation : o "
M= ) = i
g M T s T

c’est-a-dire :
ER? E

cr M T 23R
Puisque que 'on recherche la plus petite valeur propre Ay, on a :

Ay =

ER? E c*

Ay = s =
ST R Iy o

On regarde le minimum de cette fonction comme fonction de C' :

ER? E C* 4F R? E 4¢3

1O ="Grm T gpe YO =T T TR

Le minimum de la fonction g est atteint pour :
argmin(g) = (3(1 — v?) RSy )Y/5.
Or au début du chapitre, on a fait 'ansatz (5.2) :
k=Ce V4

Donc puisque le mode angulaire k doit étre un entier, on choisira C' tel que Ce™/* soit
un entier et qui minimise la fonction g.



Chapitre 6

Le probleme de Lamé aux valeurs
propres

6.1 Le probleme de Lamé

On considere un domaine  C R3 et une partie de son bord [y sur laquelle il
est encastré. On suppose que le domaine Q) est constitué d’un matériau élastique,
homogene et isotrope (voir [13]) de caractéristiques physiques le module de Young F
et le coefficient de Poisson v.! On se place dans le systéme de coordonnées cartésiennes
(z,y,2) = (t},1%,43) de R3 et on désigne par & = u;dt' la 1-forme correspondant au
déplacement.

On définit I'espace des déplacements admissibles lié aux conditions d’encastrement par :

Vi={ae(H(Q)>a=0 sur Ty}

Dans la suite on utilise la sommation des indices répétés.
La formulation variationnelle du probleme d’élasticité linéaire de Lamé aux valeurs

propres s’écrit dans les coordonnées cartésiennes (x,y, 2) :
Trouver A € Ret w € V' \ {0} tel que :

Vo eV, / Aijkleij(ﬁ)ekl('b) drdydz = )\/ w;0° dedydz
0 Q

avec le tenseur de rigidité qui d’apres la loi de Hooke a pour composantes contrava-
riantes :

Aukl — 62]5krl =+ 52k5]l + 5zl5k’]
(1+v)(1-2v) 2(1+y)( )
1. E et v sont reliés avec les coefficients de Lamé A et p par les relations : A\ = %, W=
E
2(11v)"

127
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d% désigne le symbole de Kronecker : 6% =1 si i = j et 0 sinon.
Le tenseur linéarisé des déformations est défini par :

y 1 .
e;i(u) = 5(&»% + 0;u;) dans les coordonnées cartésiennes.

Théoreme 6.1. Le probléeme de Lamé est a résolvante compacte donc les valeurs
propres sont discrétes avec un point d’accumulation en +00.

6.1.1 Les coordonnées cylindriques

On utilise le systeme de coordonnées cylindriques :

(rp,2) ERYX] —m, 7] xR

M

FI1GURE 6.1 — Coordonnées cylindriques
et I’application associée :
O (r,p,2) = (rcosp,rsing, z).

On choisit comme vecteurs de base associés aux coordonnées cylindriques les vecteurs :

oD cos oD —rsin @ 0D 0
E,:=—=|snyp|, E,=—-——=1|rcosy |, E :=—=10
or 0 Op 0 0z 1
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La relation avec le systeme de coordonnées cylindriques normées (e,, e,, e,) du dessin
précédent est :
2
E.=e.,, FE,=r1%, L, =c¢,.

Le tenseur métrique a;; = (E;, E;),1,7 =1, 2,¢ vaut :
2
arp =1, a,, =0, ap,=71", a.=0, a,,=1a, =0.

On note (i, @y, @,) les composantes de @ dans la base (E,, E,, E.), on a donc :

. =  cos(p)uy + sin(p)ug
Uy, = —2sin(p)iy + sin(e)is
u, = Us

Le tenseur de déformation s’écrit :
o 1 9 y
eij(u) = §<V1U] -+ V]uz)
avec la dérivée covariante :

o o k v
Vl-uj = aiuj — Fijuk

a partir des symboles de Christoffel :
1
FZ = 5@“(81'61]'[ -+ ajail — 8lal-]-).

Ceux-ci valent :

1
Y = = r = —
Me=—, Th=—r

et les autres sont tous nuls.
La matrice gradient (V;1;) s’écrit alors en coordonnées cylindriques :

o o 1w o
Oy Uy Oty — Uy Oy

v 1w v v o
Oplty — ~ly Oty + 11, 0.1,
Oy, O, 0,1,

La formulation variationnelle du probleme d’élasticité de Lamé aux valeurs propres
dans les coordonnées cylindriques s’écrit :
Trouver A € R,u € V' \ {0} tel que :

Vo € V,/ A e () (V) rdrdpdz = A/ﬂﬁ)i rdrdpdz
Q

avec le tenseur de rigidité qui a pour formule dans les coordonnées cylindriques :

Azgkl — ij Kkl ik gl il _kj
(1+V)(1_2V)aa +—2(1+V)(a a' +a"a™)
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ol (a”) est I'inverse du tenseur métrique (a;;).

L’élasticité isotrope respecte ’axisymétrie donc on peut utiliser les coordonnées (E,, E,, E.)
pour exprimer le systeme de Lamé.

La formulation variationnelle du probleme de Lamé aux valeurs propres dans les coor-
données cylindriques s’écrit :

Trouver A € R,u € V' \ {0} tel que :

Vo eV,

(1 _E,/Q) /[q : ;ZQ (01,0, 0, + 0,1,0,0, + %(Qﬂisp + 71, ) (Op0y + T0,))
%r—z&ﬂr(@@@ + 7o) + %@«ﬁraﬂ)z + % ! (Ot + 711y 0, 0y
% 1 (Optty, + 71, ) 0,0, + %@aﬁrﬁr + %%@ﬁz(%% + i)
Oty — )00, — ) 00+ T (D, — i) (Dt — )
1;u%%m@@+1%ﬁ@m@a+153%@%@%
1;%§@%—%%X%a—%mwﬁ_” “@a+£%%§@m—%@xw@_%@>

1-v1 1 - 1 -1
”ﬁ%m@%+ V‘wahilﬁ@%%@MWWW

1
== )\ /S;[far/br + ﬁfhp"j@ + ZULZQUJZ] Td?”dgpdz.

6.1.2 La réduction de la dimension du probleme

On utilise la symétrie du domaine axisymétrique pour diminuer sa dimension. Pour
cela on applique la théorie des séries de Fourier comme dans le chapitre 2.

6.2 Coques axisymétriques
On considere une surface axisymétrique S€ obtenue & partir de la rotation d’une courbe :
2= f(2), feC*,R})

autour de 'axe des z et épaissie de e de chaque coté de la ligne génératrice selon la
normale en chaque point. On pose Iy le bord de S¢ correspondant a z € 01.

Le domaine méridien S a pour paramétrage :

X :(p,2) €10,2n] x I — (f(2)cosp, f(2)sinp, z).
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La coque axisymétrique S¢ est définie par :

(p,z,23) € I x [0,27] X [—¢,¢] = X(p,2) + 23N (2, 9).

On note S le domaine méridien obtenu a partir de S¢ en prenant ¢ = 0.
On utilise les coordonnées cylindriques et on décompose le déplacement " = (u
selon la base duale des vecteurs E,., E,, E, de la partie précédente.

FIGURE 6.2 — Coque axisymétrique et son domaine méridien
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La formulation variationnelle du probleme de Lamé de mode de Fourier k s’écrit :

L (1-v) cko ok ok Ko Lo
T /Ss(ﬁ(r&nurﬁrvr + r0,u.0,v; + 3T, + ;urvr)
1—
%r(&ﬁf@zﬁf + 0,0, 5
1-— 1—vk?
+ AL D) g it ko + k0.t + 0.ikeh) + L g 1 kit
1—-2v 2 r
L=vl po e 20 ko 2ok 06 4 okok ok g vk
i ;(&u@@vw — ;&uw% - 00, + T—2u¢v¢ + 82%82%)
1—v
+ r(0,150,0F + 0.1k 0,5% + 0,150,5% + 0.1uF0.9F)
(=) ok v(l—v)1, . . e b o e
+ zk[ﬁﬁ(u’;vf —uyur) + ﬁ;(uz&vf - &u’,fv’;ﬂ + ui@zvf — .kl
L=V por ckek 1—vl oo ok ok ok | vk vk Ok vk
+ = (g0 — 1, 0,) + ;(uzﬁsz — 0.0 07 + 1,0, — Opug v, )]) drdz

1
_ sk vk | vkyk
= )\/ (1,0 + — g0y + U v;] rdrdz.
(6.1)

Remarque 6.2. Dans cette formulation, la fonction f qui définit la ligne génératrice
n’apparait que dans le domaine S¢ et non dans les intégrands.



Chapitre 7

Résultats numériques pour le
systeme de Lamé

7.1 Spectre de Lamé

L’opérateur unidimensionnel de Koiter comporte des dérivées d’ordre 2 qui im-

pliquent D'utilisation d’éléments finis H? conformes, ce qui n’était pas prévu dans
MELINA. On a alors décidé d’implémenter numériquement le systéme bidimension-
nel de Lamé.
Les calculs numériques sont implémentés a laide de la librairie d’éléments finis MELINA
développée par Martin [33]. Le domaine géométrique est le rectangle 2e x [—1, 1] que
I’'on découpe en quadrangles réguliers. On implémente la fomulation variationnelle de
Lamé (6.1) avec les conditions au bord u, = u, = u3 = 0 en effectuant une interpola-
tion de Lagrange aux points de Gauss-Lobatto avec des éléments Q6.

FIGURE 7.1 — Maillage 2D
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On prend les mémes données que dans le cas de la membrane :
R:Q’ Ezl’ 7/:03

On observe tout d’abord la convergence des valeurs propres du systeme de Lamé a
la fréquence k vers les valeurs propres de 'opérateur de membrane MIk] lorsque la
demi-épaisseur de la coque € tend vers zéro et ce pour tout mode angulaire k. Ici nous
représentons les quatre premieres valeurs propres pour le mode k£ = 10.

o5 R=2 k=10 vp / vp membrane vs epsilon

0.45

0.4

0.35

0.3

e 025

0.2

0 2 Z T T T T T T T
0 0.005  0.01 0.015 0.02 0025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
epsilon

FIGURE 7.2 — Comportement des valeurs propres quand ¢ — 0

7.2 Valeurs propres

Si on regarde a présent le comportement de la plus petite valeur propre du systeme
de Lamé bidimensionnel en fonction de k et €, on obtient une nappe tridimensionnelle.
Et lorsque 1’on fait une coupe, on a alors le graphique suivant : Les couleurs vont du
bleu au rouge et correspondent aux valeurs extremes (de la plus petite a la plus grande)
de la premiere valeur propre.
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log10({eigenvalue) vs k and log10(epsilon)

FIGURE 7.3 — Valeurs propres de Lamé
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Les points noirs correspondent aux modes k atteignant la plus petite valeur propre
pour un ¢ fixé.

Lorsque la demi-épaisseur ¢ est fixée, le mode angulaire k atteignant la plus petite
valeur propre se comporte en ¢ /4 quand ¢ tend vers zéro. Ceci est en accord avec
notre Ansatz théorique consistant & remplacer € par Ck~* dans le modele de Koiter
(5.2). On trace arg min,(A) en fonction de € en diagramme log — log et on trouve une
pente numérique de —0.26.

Iog10(argmink(eigenvalue)) vs log10(epsilon)

1.6
o argmin, (lambda)
1.55} 8
slope - 0.26
1.5F E
©
e}
£
® 1.45F b
vx
£
£
2
< 141 B
o
[*)]
ke]
1.35} 8
1.3 8
125 | | | | | | |

| |
-36 -35 -34
log10(epsilon)

FIGURE 7.4 — k atteignant le minimum en fonction de ¢

Dans la formule :

k= Ce“,
on obtient numériquement les valeurs suivantes sur chacun des segments de la figure :

log(e) | =3.1,-3.2 | —3.2,-3.3 | =3.3,-3.4 | —3.4,—-3.5 | —3.5,-3.6
Onum —0.21 —0.20 —0.37 —0.17 —0.33
Chum 4.40 4.73 1.24 5.99 1.69

log(e) | —3.6,—-3.7 | —3.7,-3.8 | =3.8,-3.9 | —3.9, -4

Onum —0.31 —0.14 —0.28 —0.26

Chum 2.06 8.27 2.58 3.00
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Une régression linéaire donne les nombres suivants :
a=—-0.26, C=~3.07.
Les résultats théoriques étaient :
k=Ce Y% avec C=(3(1—v*)Ru)"S,

donc
a=—0.25 (C ~2932.

Ceci confirme que I’Ansatz choisi permettait d’approcher la plus petite valeur propre
de 'opérateur de Lamé dont I'opérateur de Koiter est un modele simplifié.

Si 'on regarde a présent le comportement de la premiere valeur propre du systeme
de Lamé a k fixé en fonction de la demi-épaisseur e, on obtient la figure suivante : On

log10(eigenvalue) vs log10(epsilon) for some k
2 T T T T T T

log10(eigenvalue)
I

k=11
—— k=13

k=15
— k=18
— k=21
k=24

. 4 | | | | | | |
-4 -3.5 -3 -25 -2 -1.5 -1 -0.5 0

log10(epsilon)

FIGURE 7.5 — Valeur propre de Lamé en fonction de ¢

remarque que la plus petite valeur propre est obtenue pour un mode angulaire k grand
lorsque € est de plus en plus petit.
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log10(vp) en fonction de k pour differents epsilon

epsilon=1
epsilon=2.6e-1
epsilon=6e-2
epsilon=3e-2
epsilon=1e-2
epsilon=3.5e-3
epsilon=1e-3
epsilon=2.5e- 4
epsilon=1e- 4
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~
~
-~
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-~
-~
-
-
- .
-

FIGURE 7.6 — Valeur propre de Lamé en fonction de k

RESULTATS NUMERIQUES POUR LE SYSTEME DE LAME
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Si 'on fait le contraire et que 'on étudie le comportement de la premiere valeur
propre du systeme de Lamé en fonction de k pour différentes valeurs de demi-épaisseur
€, on a le graphe suivant : Les points correspondent aux modes angulaires atteignant
la plus petite valeur propre.

Les résultats théoriques obtenus étaient :

k= Ce /4

—1/4 € N et qui soit le plus proche de la valeur

ou C est tel que Ce
(3(1 — v*)R%uy)"/® ~ 2.932.

On obtient alors le tableau suivant :

e |1]26e—1|6e—2|3e—2|1le—2|35e—-3|1le—3|25e—4|1le—4
ke |3 4 6 7 9 12 16 23 29
Enum | 2 3 ) 6 9 13 18 27 34

La précision pour k est en O(1) et pour C' en O(e¥/*). On a dessiné la courbe pour la
membrane qui se situe en dessous des autres courbes.

7.3 Vecteurs propres

On représente les vecteurs u,(z) cos(ky) pour différentes valeurs de € et le mode
angulaire k correspondant (c’est-a-dire atteignant la plus petite valeur propre). Le
vecteur u,(z) est le vecteur propre de la membrane qui approche le vecteur propre
u,(r, z) de Lamé sur [R — ¢, R + ¢].

FIGURE 7.7T—-e=10"1% k=6
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FIGURE 7.10 — e =103 k=19



Conclusions et Perspectives

Grace aux théoremes de réduction formelle et a leurs résolutions dans le cas d’une
coque cylindrique encastrée, nous avons pu construire des quasimodes pour I'opérateur
de memebrane ainsi que pour lopérateur de Koiter dans le régime k = Ce'/4. La
dépendance en e de la fréquence angulaire atteignant la plus petite valeur propre a
mis en évidence une nouvelle occurence de la sensitivité des valeurs propres. De plus
les expériences numériques nous ont permis de justier cet Ansatz et ont apporté une
preuve supplémentaire de la bonne approximation du modele tridimensionnel de Lamé
par le modele de Koiter.

Le théoreme de réduction formelle 3.4 ainsi que les formules du théoreme 3.5 étant
valables dans le cas d'une coque axisymétrique quelconque, nous pouvons 'appliquer
dans le cas d'une coque elliptique comme un tonneau et chercher a résoudre le probleme
scalaire correspondant.

F1GURE 7.11 — Coque elliptique : un tonneau

Nous avons commencé ce travail et avons été amenés a effectuer un développement
limité autour du point atteignant le minimum de la fonction Ls puis a distinguer le cas
ou il est atteint au bord et celui ot il est atteint a 'intérieur du domaine. Il apparait
alors des couches limites dans le cas de la membrane, ce qui est nouveau par rapport
au cas de la coque cylindrique. On effectue de la méme maniére que dans le chapitre
5 un Ansatz que l'on introduit dans 'opérateur de Koiter. Nos recherches sont encore
a poursuivre. Nous avons également commencé a effectuer des expériences numériques
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sur le modele de la membrane et sur le probleme de Lamé.

Le cas du cone ainsi que celui d'une coque hyperbolique comme une caténoide
restent a explorer.

FI1GURE 7.12 — Coque parabolique : un cone

F1GURE 7.13 — Coque hyperbolique : une caténoide

Le cone ressemble un peu au cas du cylindre et on peut essayer d’appliquer la
méme méthode que dans le cas précédent. Le cas hyperbolique est moins trivial car le
minimum de la fonction Ly ne correspond pas a la base du spectre essentiel de M qui
est 0. Ces problemes ouverts seraient tres intéressants a explorer.
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ANALYSE MODALE POUR LES COQUES MINCES EN REVOLUTION
Résumé

Le sujet de cette these est I'étude du spectre de l'opérateur de Koiter pour des
coques minces en fonction de leur épaisseur. On se restreint au cas de coques minces
axisymétriques et encastrées. L’opérateur de Koiter se décompose en un opérateur
de membrane indépendant de ’épaisseur et un opérateur de flexion. Le spectre de
I'opérateur de Koiter est discret alors que celui de la membrane contient du spectre
essentiel.

En utilisant la symétrie axiale du probleme, on décompose les opérateurs en fonction
de la fréquence angulaire k. Dans une démarche constructive, on cherche les solutions
du probleme aux valeurs propres comme séries formelles en puissances inverses de k.
On obtient alors un théoreme de réduction formelle général ramenant le probleme a
I’étude dun probleme scalaire.

On s’intéresse ensuite au cas d'une coque cylindrique et on exhibe une famille
de quasimodes correspondant aux plus petites valeurs propres. Lorsque 'on rajoute
Popérateur de flexion, on sélectionne alors un mode k dépendant de ’épaisseur et il
apparait des couches limites. On exhibe également des quasimodes dans ce régime.

Des simulations numériques a l’aide de la librairie d’éléments finis Melina pour
I'opérateur de membrane et pour le modele sous-jacent de Lamé ont justifié nos résultats
théoriques.

MODAL ANALYSIS FOR THIN AXISYMMETRIC SHELLS
Abstract

The subject of this thesis is the study of the Koiter operator for thin shells with
respect to their thickness. Here we consider only the case of axisymmetric and clamped
thin shells. The Koiter operator is the sum of a membrane operator which does not
depend of the thickness and a bending operator. The spectrum of the Koiter operator
is discrete whereas the one of the membrane operator contains essential spectrum.

Using the axial symmetry of the problem, we decompose the operators towards
the angular frequency k. In a constructive way we are looking for a solution of the
eigenvalue problem as a formal power series in the inverse of k. Therefore we obtain a
formal reduction theorem which brings us to the study of a scalar problem.

Then we focus on the case of a cylindrical shell and we construct quasimodes cor-
responding to the smallest eigenvalues. When we add the bending operator, we select
an angular frequency k which depends on the thickness and some boundary layers
appear. We also construct quasimodes in this regime.

Numerical simulations for the membrane operator and for the underlying Lamé
model made with the finite element library Melina have justified our theoritical results.
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