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L'inauguration des séries
trigonométriques dans la Théorie
analytique de la chaleur de Fourier et
dans la controverse des cordes
vibrantes

Alain Herreman

Résumé — Cet article applique les notions de texte et d'énoncé inaagaral
Théorie analytigue de la chaleuwte Fourier et & la controverse des cordes
vibrantes. Il établit que seul le livre de Fourier est un texte inaudgupgbpose

en outre une analyse sémiotique des modes d'expression de la gewgialit
permet dans chaque cas de clarifier les conditions d'introduction de ikilpéss
de représenter une fonction arbitraire par des séries trigonométriques.

Abstract (The inauguration of trigonometrical series in Fouriditgorie
analytique de la chaleuaind in the vibrating strings controversy)

This paper applies the notions of inaugural text and statement to Folinéoise
analytiqgue de la chaleuand to the vibrating strings controversy. It establishes
that only Fourier's book is an inaugural text. It presents also a semiotic suadlysi
the expression modes of generality which allows to clarify in bade<s the
conditions of introducing of the possibility to represent an arbitrary funbtyon
trigonometrical series.



| -Introduction?

La possibilité de représenter une fonction quelconque par une série
trigonométrique a été envisagée au moins deux fois. Une premiere rois/&®
au cours de la controverse sur les cordes vibrantes qui opposa Daniel Bernoulli,
D'Alembert, Euler et ensuite Lagrange. Une deuxiéme fois, par Fopitusrde
cinquante ans plus tard, dans le cadre de sa théorie de la chaleur. Nousgoudri
ici étudier ces deux moments en les considérant dans la persplatigeanalyse
des conditions d'expression de la généralité en mathématiques.
Les énoncés mathématiques (les théorémes, leurs démonstrationfnigsnde
les exemples, les figures, etc.) sont des énoncés la plupart dug@népaux. On
peut étudier les moyens par lesquels leur généralité est expringeqae la
maniére dont ces moyens ont été historiquement introduits. Les séries
trigonométriques en sont un exemple : elles offrent une représentation sinon de
toutes les fonctions, tout du moins d'une vaste totalité d'entre gildse a
laquelle il est possible d'énoncer des théoremes généraux. Orausait
I'importance de cette représentation dans le développement de la theprie
fonctions tout au long du 19e siécle. Par ailleurs, la représentisofonctions
par des séries trigopnométriques a été introduite en tant que repiésentat
conformedes fonctions, c'est-a-dire pouvant représaotgesles fonctions, tout
ce gu'elle représente étant une fonction, toutes les propriétés desnfnct
pouvant étre obtenues a partir d'elle, et toutes ses propriétés étant ellesdegmes
propriétés des fonctions. C'est la une facon a la fois particuli¢esnerquable
d'introduire une nouvelle représentation. On peut, pour les distinguer, appeler
textes inaugurauxes textes qui introduisent une telle représentation et qui
s'attachent a en soutenir la conformité. On peut aussi distinguéndecésui
affirment qu'une représentation est conforme a ce qu'elle représerstampdder
desénoncés inauguraudous avons montré qle Géométriade Descartes était
un texte inaugural qui comprenait plusieurs énoncés inauguraux [Herreman
2012]. Les notions d'énonceés et de textes inauguraux ont ainsi déja éteésdéfini
présentées et discutées a cette occasion. Nous rappellerors défioitions et
nous montrerons guea théorie analytique de la chalede Fourier est aussi un
texte inaugural. Nous montrerons en revanche que les textes de la contnaverse s
les cordes vibrantes ne forment pas un texte inaugural bien qu'ils comprennent
I'énoncé inaugural correspondant. Nous esquisserons aussi une analyse des
conditions d'expression de la généralité dans ces deux ensembles sieNtexte
préciserons d'abord le réle des séries trigopnométriques dans la gémterdaté
Théorie analytique de la chaleude Fourier. Nous déterminerons ensuite
inversement les conditions de possibilité sémiotiques de l'introductiola de
représentation d'une fonction arbitraire par une série trigopnométrique dans le texte
de Fourier et lors de la controverse des cordes vibrantes. Nous pourrons ainsi
rendre compte, suivant ce point de vue, de lintroduction de la possil#lité

Je remercie Catherine Goldstein pour ses commentaires eité&dt pour ce travail ainsi que
Olivier Darrigol, Alexandre Guilbaud et Guillaume Jouve qui m'ont Ifgibéficier de leurs
connaissances sur la controverse des cordes vibrantes.



représenter une fonction arbitraire par des séries trigopnométriques ddesites
cas.

La Théorie analytique de la chalewt la controverse des cordes vibrantes ont
déja fait I'objet d'importants travaux de la part d'historiens delsématiques et

de la physique spécialistes des 18e et 19e sieblete propos est ici seulement

de les considérer suivant une perspective différente: celle des moyens
d'expression de la généralité et des conditions de leur introduction. Xms a
aussi essayé de nous en tenir a ce seul point de vue qui ne beurasir
prétendre se substituer a aucun autre. Il conduit dailleurs souvent a des
observations qui ont déja été faites (le cas échéant par les adésutextes
considérés). Nous avons essayé de l'indiquer toutes les fois ou celashous
apparu et paru justifié. L'intérét dans ce cas est d'y étre paivéne autre voie.

Il nous a semblé qu'il pouvait aussi dans quelques cas conduire a rdiantes
analyses. Nous avons la aussi essayé de l'indiquer.

Il - L'inauguration des séries
trigonométriques dans la Théorie analytique
de la chaleur de Joseph Fourier

1 - Introduction : explication du cheminement

Nous allons rappeler dans cette partie la définition d'un énoncé etegten
inaugural et quelgues-uns de leurs enjeux a partir de l'exemple de la
représentation d'une fonction arbitraire par une série trigonomeétrique. Nous
donnerons ensuite brievement les éléments de I'exposé de Fourier Tadsrla
analytique de la chaleunécessaires a la suite. Nous commencerons notre analyse
en déterminant la contribution de la généralité de la représentatiolepaéries
trigonométriques a la généralité de la théorie de la chaleur. Nous le &rons
précisant le statut de I'‘équation générale de la chaleur w6t ded équations
particulieres données pour les divers cas de solide. Nous déterminerois ens
les conditions d'introduction dans ce texte de la possibilité de représamste
fonction arbitraire par des séries trigpnométrigues. Nous nous intéresserons

Pour une présentation et des commentaires du développement de ila dieétar chaleur de
Fourier voir Grattan-Guinness & Ravetz [1972], Herivel [1975], Charbonfi€a6], Friedman
[1977], Grattan-Guinness [1990, vol. 2, chp. 9 ; 2000 ; 2005], Dhombres & Rbbe8&, 443-
620]. Parmi les travaux traitant de la controverses des cordestebmn peut citer : Riemann
[1854] ; Burkhardt [1908, 10-47 trad. fr. in Jouve 2007, Il, 21-51] ; Langer [1947]iesdell
[1960] ; Ravetz [1961] ; Grattan-Guinness [1970, 2-21] ; Youschkevitch [1976keh (1982,
15-24] ; Darrigol [2007] ; Jouve [2007, |, 23-25 ; 2008]. L'édition annotée desoires de
D'Alembert sur le sujet se trouve dans Jouve [2007]. Sur les probléemativds avant cette
controverse, voir Cannon & Dostrovsky [1981]. Sur D'Alembert et les équationdifférences
partielles, voir Guilbaud & Jouve [2009], Demidov [1982, 1989].
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ensuite a l'inauguration proprement dite en mettant surtout en évidemdation
entre certaines caractéristiques de I'exposé de Fourier et les m@sblem
sémiotiques inhérents a une telle inauguration.

2 - Enoncés et textes inauguraux

a) Un énoncé inaugural

Dans l'avant dernier article du chapitre 1ll deThéorie analytique de la
chaleur, Fourier conclut les développements qui précedent par I'énoncé suivant :

«si I'on propose une fonctidnx dont la valeur est représentée, dans un intervalle
déterminé, depuis x=0 jusqu'a x=X, par l'ordonnée d'une ligne courbe tracée
arbitrairement, on pourra toujours développer cette fonction en ure cgérne
contiendra que les sinus ou les cosinus, ou les sinus et cosinus des arcs multiples, ou
les seuls cosinus des multiples impairs. » art. 235

Fourier soutient dans cet énoncé qu'il est toujours possible de dévelomgeiee
trigonométrique une fonction dont la valeur est représentée sur un intervalle
donné par une courbe définie arbitrairerie@n peut distinguer dans cet énoncé
fondamental un ensemble remarquable de caractéristiques. C'est unréfaiicé
aux fonctions mais plus précisément un énogéééral sur les fonctions : il se
rapporte aux fonctions dans letatalité’. L'affirmation centrale selon laquelle
«on pourra toujours développer cette fonction en une série qui ne contiendra que
les sinus ou les cosinus etcimpliquedeuxtotalités: d'une part, la totalité des
fonctions «dont la valeur est représentée, dans un intervalle déterminé (...) par
l'ordonnée d'une ligne courbe tracée arbitrairementd'autre part, celle des

« séries trigonométriqgues. Ces deux totalités existent bien toutes les deux.
Chacune peut étre considérée sans que l'autre ne le soit. Si l'ademns
maintenant lesmoyens d'expressiode ces totalités, c'est-a-dire les moyens
d'expression ou les représentations qui font de chaque totaditétalité, il y en

a aussi deux : d'une part l'expression géomeétrique d'une courbe sur un étervall
(soumise a la condition de définir une fonction), d'autre part I'expression
analytique d'une série trigonométrique. Ces deux totalités et leur mode
d'expression n'ont pas le méme statut. Les courbes (méme soutaisesdition

de correspondre a une fonctipmnt, au moment ou Fourier écrit, un caractere
pré-établi Cela ne veut pas dire qu'elle serait bien définie, mais que Foerier
saurait prétendre introduire lui-méme cette totalité en tant giee: telest une
totalité qu'il considere de fait comme donndey:a des courbes. Leur extension

3 Nous nous limitons ici a la représentation par des séries trigtnoumé. Pour la représentation
par la formule intégrale, introduite par Fourier comme extensionlad@récédente, voir
Annaratone [1997].

4 Le terme de « totalité », moins marqué mathématiquement, estépéételui d' « ensemble ». I
réduit le risque d'introduire subrepticement une vision ensembliste, et avec alld@formisation
anachronique des totalités considérées.

5 Cette condition sera sous-entendue dans la suite.
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est notamment fixée par les phénomeénes naturels qu'elles représ€xshiine
totalité dontil dispose Il n'en est pas tout a fait de méme des séries
trigonométriques. Il est vrai néanmoins qu'elles ont déja été consit#seds la
controverse sur les cordes vibrantes. Mais justement, elles l'ontagse une
controverse ni close, ni méme tout a fait éteinte si I'on pensg@ge parti
prenant de cette controverse et toujours interlocuteur de Fourier. Au moment ou
Fourier écrit les séries trigonométriqueésnt pasle statut d'une totalité recue. Et
surtout, elles ne l'ont pas dans le rapport considéré ici : a savoisae@e
n'importe quelle fonction. C'est bien I'enjeu de cet énoncé que de sageni
rapport. La correspondance considérée entre les fonctions et les séries
trigonométriques a un sens tres fort : non seulement les séries trignqoeset
permettent de représenteoutes les courbes, mais il n'y a pas de série
trigonométrique qui ne soit pas la représentation d'une courbe. Ces expressions,
nouvelles au regard des courbes qu'elles représentent (et peu importel'an que

en attribue la nouveauté a Daniel Bernoulli), n'excédent d'aucune maniere ce
gu'elles représentent : la représentation n'introduit pas de courbegiraiines »,

« fausses », « pathologiques » ou « formelles ». Au-dela de cette correspondance
entre objets ou expressions, il y a aussi une correspondance entre leurs
propriétés : pour Fourier les séries trigonométriques restitteumes les
propriétésaussi bien des courbes que des phénomeénes de propagation thermique
gu'elles représententLes deux totalités en présence sont aussi de nature
différente : elles sont hétérogenes. On peut simplement repérer cette hétérogénéité
en remarquant que les expressions des deux totalités ne se combireah pas
peut lesjuxtaposer par exemple en écrivant une série trigonométrique sous sa
représentation graphique, mais si lI'on insére dans une série trigopnomatrique
morceau de courbe on obtient une expression mixte qui n‘appartient a aucune des
deux totalités Cette hétérogénéité, jointe aux caractéristiqgues précédentes, rend
en fait impossible la démonstration de cet énbncé

On peut ainsi distinguer cingq caractéristiques de cet énonce, aesgilefist
pratiqgue d'associer un nom (indiqué entre parentheses), que I'on peut reformuler
brievement comme suit :

Il pourra ainsi écarter les fonctions prenant une valeur infinienepoint : «l est impossible
gqu'aucune question naturelle conduise a supposer que la fonction fx devient lorBaigon
donne a x une valeur singuliére comprise entre des limites données417. Plus loin : &i I'on
concoit qu'entre les limites de l'intégration certaines valeurs «dedeviennent infinies, la
construction indique dans quel sens la proposition générale doit étre entenduenddaine
considérons point ici les cas de cette nature, parce qu'ils n'‘appartiennent pgimfuastions
physiques» art. 423.

Cette caractéristique ne peut, en l'occurrence, étre diemtetdégagée de I'énoncé. Elle est
néanmoins avérée et nous l'indiquons ici parce qu'elle étend la correspatdeseexpressions
qui vient d'étre considérée.

Cette observation ne sert qu'a faire reconnaitieyga'de I'hétérogénéité, ce qui suffit ici a notre
propos. L'hétérogénéité a un caractére historigue multiple qui intdwelit donner une
caractérisation générale pertinente : suivant les systémes d'expsadsisés, les nombres et les
lettres ont pu étre ou non hétérogenes mais ensuite constitegpftessions d'un méme systéme
d'expression. C'est 1, bien sdr, un aspect important de I'histoire de l'algebre.

Il n'entre ici aucune conceptidigée de la démonstration. Il s'agit seulement d'indiquer les
probléemes sémiotiques que rencomiéeessairemena démonstration d'un tel énoncé.
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. 'énoncé met en jeu deux totalités (dualisme) ;

. 'une des totalités est tenue pour pré-établie (réaflsme

3. l'autre totalité n'est pas tenue pour pré-établie sous la forme coasidéré
dans le rapport considéré a la totalité pré-établie (inauguration) ;

4. I'énoncé affirme que la deuxiéme totalité, celle qui n'est pas pré-établie, est
une représentation conforme de la premiere (conformité) ;

5. la démonstration de la conformité des deux totalités est impossible

(incommensurabilité) ;

N

Ces cing conditions peuvent servir a caractérisegnamce inaugural. L'énoncé

dans lequel Fourier soutient la possibilité de représenter toutes les courbes par de
séries trigonométriques est ainsi un énoncé inaygdeaméme que les diverses
formulations qui en ont été données dans ses mémoires prégadents

b) De I'énoncé inaugural au texte inaugural

Pour soutenir cet énoncé Fourier doit établir la possibilité deseamer par
une série trigopnométriqueutecourbe représentant une fonction sur un intervalle.
Il faut pour cela considéra@outesles courbes et lgsarcourir d'une maniere ou
d'une autre. Orla possibilité de parcourir une totalité dépend directement du

systeme d'expression par lequel elle est exprim@gice a l'expression
« générale » d'une série trigopnométrique, cela est remarquablemerpdaciles

10 Quand nous parlons de « réalisme » aussi bien a propas @éométriede Descartes que de la
Théorie analytique de la chaleuwte Fouriernous ne sommes pas en train de confondre les
philosophies, explicites ou implicites, de leurs autedNeus désignons simplemere fait
sémiotique que leurs textes présupposent des totalités pré-établiesle d@escartes présuppose
la totalité pré-établie des problemes de géométrie et cdlingiguments qu'il décrit et celui de
Fourier la totalité pré-établie des courbes définies sur urvaile. Il ne s'agit pas de confondre la
nature de I'existence des probléemes de géométrie et celle tlamarts danta GéométrieOn
ne saurait fortiori les confondre avec celle des courbes définies sur un intervalleadEméadrie
analytique de la chaleutl ne s'agit donc pas de le faire et nous ne le faisons pas. Bntphrhs
tous ces cas de «réalisme », nous ne faisons pas de la philosophie, ngnensésn fait
sémiotique.

11 Une discussion plus précise de ces conditions est donnée dans Herreman [2012, 71-79].

12 On peut citer comme autres énoncédl:ng/ a ainsi aucune fonction fx, ou partie de fonction,
que I'on ne puisse exprimer en une suite trigonométrigl@urier 1822, art. 503.krésulte de
mes recherches sur cet objet que les fonctions arbitraires méme glisesnpeuvent toujours
étre représentées par les développements en sinus ou cosinus datipgesn et que les
intégrales qui contiennent ces développements sont précisément aussi généralelesuml
entrent les fonctions arbitraires d'arcs multiples Fourier 1807/1972, 183 ; Léexposition
détaillée des résultats de notre analyse ne peut laisser aucun doute suttdbleé&ens dans
lequel ils doivent étre pris ; les développements de sinus et drisasultiples ont évidemment
toute la généralité que comporte les fonctions arbitrairesourier 1807/1972, 113 ; une
fonction quelconque peut toujours étre développée en séries de sinus ou de casgsus d'
multiples» Fourier 1807/1972, 115 ;cette remarque est essentielle, en ce qu'elle conduit a
connaitre comment les fonctions entierement arbitraires peuvent aussi éti@dées en séries
de sinus d'arcs multiples. Fourier 1807, voir aussi Fourier 1822, p. 234s'théoréemes dont il
s'agit donnent le moyen de réduire une fonction arbitraire et méme discontingérien
trigonométriques. Cette nouvelle extension de la théorie des suitesé&disaire pour autoriser
I'emploi des solutions particulieres des équations aux différences partiellesusier, "Notes
jointes a l'extrait du mémoire sur la chaleur” in Hérivel 1980, 59.
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séries trigonomeétriqué&s Il est des lors tres facile en disposant d'une telle
expression de faire un raisonnement valant pdoutes les séries
trigonométriques. Il n'y a rien de semblable pour les courbes au moment ou
Fourier écrit. La démonstration d'un énoncé portant sur toutes les coloibes
nécessairementomprendre un procédé ou un dispositif pour résoudre ce
probleme sémiotique Certaines différences entre les deux systémes d'expression
qui font l'intérét de la représentation trigonométrique sont des problemes au
moment de l'inauguration. Nous avons vu Descartes recourir dans une situation
semblable a la possibilité, introduite pour la circonstance, de rem@eserd
courbe par linstrument qui permettait de la tracer. En s'appuyané sype
spécifique d'instruments qu'il retenait, il reportait sur eux la pos&id#i soutenir

que les relations entre les points tracées par leur moyen ont un rappoet
méme droite exprimée par une équation polynomiale. Pour les probléemes de
géomeétrie, il tirait parti des caractéristiques remarquables, pardie fausses...,
offertes par le probleme de Pappus. Les problemes rencontrés dépendent
étroitement des systemes d'expressions en présence ; ceux rencontétahiour

la possibilité d'associer une courbe a une série trigopnométrique sont mesmeé
différents de ceux rencontrés dans le sens inverse. Les systexpeesdien en
présence rendent parfois possible cette démonstration (il s'agit alors d'un
théoreme de représentatjorLes énoncés inauguraux sont ceux pour lesquels
cela est au contraire impossible. Mais c'est aussi ceptessibilité qui fait leur
importance historique : l'intérét du systeme d'expression inaugurénésiddire

une représentation tenue a la fois pour conforme mais néanmoins irrédutaible
précédente. Les problemes que posent la démonstration de ces €noncés sont
précisément ceux dont l'usage de la représentation inaugurée nous affranchira
ensuite. Celui qui soutient un énoncé inaugurahésessairemertonfronté a ces
problemes. Il devra dés lors nécessairement trouver des expédients peur palli
l'impossibilité de parcourir la totalité des expressions du systérpressions
pré-établi et leurs propriétés ainsi que les différences entres ugssystemes
d'expressions en présence (dualité). Ces problemes déterminent un type
particulier de texte que nous appelongaxie inaugural

Ces problémes peuvent faire I'objet de remarques explicites. Fourier en fdlit peu.
trouve tout de méme remarquable que l'on puisse exprimer par des séries
convergentes...) des lignes et des surfaces qui ne sont pas assujetties a une loi
continue» (art. 230). Ces problemes se manifestent surtout par le dispositif
argumentatif qu'il développe pour soutenir son énoncé. |l avertit apigsi@urs
reprises son lecteur, et a chaque fois dans des passages rekttiéscanformité,

qu'il est amené a faire des développements inhabftudls sont surtout

Cela suppose ddisposerde la possibilité de parcouribus les nombres, ce qui renvoie en
l'occurrence a une autre inauguration : cette inauguration en présupposeatrangetaen fait,
plusieurs autres).

Le parti pris de cette analyse est de montrer la part deatd@émpes sémiotiques dans le texte de
Fourier. Il va de soi que des problémes de bien d'autres natures ont aussi leur part dans ce texte !
«Nous aurions regardé comme inutile les développements contenus dans les préicédents,

si nous n'avions point & exposer une théorie entierement nouvelle, dsinhdoessaire de fixer

les principes» (art.197, p. 198). Citons cet autre passage dans lequel il annonce devoir déroger au
mode d'exposition habituel des mémoires scientifiques en prometteetiér a une plus grande
concision dans ses publications ultérieuresNowys avons démontré dans cet Ouvrage tous les
principes de la Théorie de la chaleur, et résolu toutes les questions famntdieaeOn aurait pu

les exposer sous une forme plus concise, omettre les questions simmiésemtier d'abord les
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indirectement abordés dans son « Discours préliminaire », sur lequel nous
reviendrons, au travers des considérations philosophiques plus générales sur le
rapport de I'Analyse mathématique aux phénomeénes naturels.

3 - La Théorie analytique de la chaleur de Joseph Fourier :
un texte inaugural

a) L'inauguration dans le texte

Nous allons maintenant présenter les éléments de I'exposé de Fourier latiles
suite de notre analyse. Nous commencerons par rappeler la structurenbllense
du texte pour ensuite présenter plus en détail le chapitre Il qui codhpre
I'inauguration des séries trigonométriques.

La Théorie analytique de la chaleast composée de neuf chapitres précédés
d'un « Discours préliminaire®® L'introduction qui suit ce « Discours
préliminaire » en est le premier chapitre. Fourier y définit les grandeurs physiques
considérées (température, capacité spécifi@iesonductibilité extérieureh, et
intérieure,K) et leur mesure, le modéle et les principes adoptés pour décrire |
diffusion de la chaleur a l'intérieur et a la surface d'un corpsagtsge au niveau
des molécules. L'étude du flux de chaleur a lintérieur d'udesdlomogeéene
compris entre deux plans infinis dont la température est fixée lui pdiotdenir

I'expression du flux d'abord a une dimension uniquIé:(—K% , section 1V,

arts. 68-72), puis a trois dimensions a lintérieur d'un parallélipipede (
dv dv dv

K dx =K dy K dz
a déterminer I'équation aux dérivées partielles de la chaldimterieur d'un

, section VII, arts. 85-99. Le chapitre Il est consacré

conséquences les plus générales ; mais on a voulu montrer l'origine méan@ltorie et ses
progres successifs. Lorsque cette connaissance est acquise, et que les principetsesement
fixés, il est préférable d'employer immédiatement les méthodesigmadyles plus étendues,
comme nous l'avons fait dans les recherches ultérieures. C'est aussi leergaecnous suivrons
désormais dans les Mémoires qui seront joints a cet Ouvrage, et qui emtfemguelque sorte
le complément, et par la nous aurons concilié, autant qu'il peut dépendre de laous,
développement nécessaire des principes avec la précision qui convient auatiapglice
I'Analyse.» Fourier 1822, Discours préliminaire, Oeuvres |, xxiv-xxv.

16 Charbonneau [1976] et Dhombres & Robert [1998, chp. VIII] contiennent usenpgon et un
commentaire continus croisés avec le manuscrit de 1807. Charbonneau [1976] prmopose
analyse génétique limitée aux aspects mathématiques mais preneompte I'ensemble des
manuscrits non publiés. Dhombres & Robert [1998] proposent une analyse physico-
mathématique, biographique et épistémologique plus compléte. Grattan-GuiginBavetz
[1972] comparent le manuscrit de 1807, qu'ils éditent, avec les exposéurdtéie la théorie.
Fourier [1822, 602-637] donne lui-méme une présentation détaillée de son citedaing la
« Table des matiéres contenues dans cet ouvrage » située a la fin du livre.

17 La numérotation des articles passe de 90 a 84, puis de 87 al86x etrticles portent ensuite le
numéro 100. La numérotation donnée dans la « Table des matiéres resparat pas toujours a
celle du texte.



solide. Il I'établit les équations de la chaleur, a l'intéri¢ua & surface, pour
différents solides : une armille, une sphére solide, un cylindre salide,
parallélipipede de longueur infinie, un cube (sections I-V).

Fourier précise qu'il préfére recourir aux équations particulieres gl toutes
d'établir, et qu'il résoudra ensuite chacune a leur tour, plutét égaation
généralepour «les corps solides d'une figure quelcongue

« On pourrait former les équations générales qui représentent le mouvement de la
chaleur dans les corps solides d'une figure quelconque, et les appliquer aux cas
particuliers. Mais cette méthode entraine quelquefois des calculs assglmoés

que I'on peut facilement éviter. Il y a plusieurs de ces questiohesfuiréférable

de traiter d'une manieére spéciale, en exprimant les conditions qui leur sont
propres ; nous allons suivre cette marche et examiner séparément lesmpigsie

I'on a énoncées dans la premiére section de l'introduction ; nous nous bornerons
d'abord a former les équations différentielles, et nous en donnerons les iegégral
dans les chapitres suivantsart. 101

Il établit néanmoins ensuite I'équation générale de la chaléunté&ieur d'un
solide quelconqueen considérant un parallélipipéde rectangle dont chacune des
six faces a une température déterminée constante, pour lequel il reesuve
. . -y dv dv dv

expressions du flux obtenues au chapitre precedemK(dX -K dy ,—K e
Section VI, art. 138), et obtient ainsi [I'équation générale

dv_ K d2v d?v d v . . . . . L.

- + 8 !

Jt C.D(dxz dy? dzz (art.142)8. Puis il détermine I'équation générale

dv dv _dv h
9 =7
pour la surfaceé® ( m- o+ dy TPt va= =0 ou m,n,p,q sont des
fonctions connues des coordonnées des points de la surface, art. 147). Il montre
ensuite comment les équations pduntérieur d'un cylindre et d'une sphére se

déduisent de I'équation générale (arts. 155-6).

Aprés ces deux premiers chapitres, toute la suite du livre, chdplitéesX, est
consacrée a la détermination de la distribution de la chaleur ldangdivers
solides étudiés en résolvant le systeme d'équations différentielles propre a chacun,
le neuvieme et dernier chapitre considérant une masse solide homogene dont
toutes les dimensions sont infinies (et donc sans bord).

Le chapitre 1ll, le premier de cette série de chapitres, étudieal@ur dans une

18 «L'équation a laquelle on est parvenu dans la question précédente, représemeviement de

la chaleur dans l'intérieur de tous les solides. Quelle que soit enlafforme du corps, il est
manifeste qu'en le décomposant en molécules prismatiques, on obtiendreneaéséltat. On
pourrait donc se borner & démontrer ainsi I'équation de la propagation de la chaleur.afitais
de rendre plus compléte I'exposition des principes, et pour que l'on trouvenkdésedans un
petit nombre d'articles consécutifs les théorémes qui servent a d@fliation générale de la
propagation dans l'intérieur des solides, et celles qui se rapportent a I'éfat sleface, nous
procéderons, dans les deux sections suivantes, a la recherche de ces équadtpesdamment
de toute question particuliere, et sans recourir aux propositions élémentairesogaeavons
expliquées dans l'introduction.art. 131

19 «Si le solide a une forme déterminée, et si la chaleur primitive sgelisaccessivement dans

I'air atmosphérique entretenu a une température constante, il faut ajouter a I'équation géhérale e
a celle qui représente I'état initial, une troisieme condition reladivtat de la surface. Nous
allons examiner dans les articles suivants, la nature de I'équation quinexmette derniére
condition » art. 146.



plague rectangulaire semi-infinie. C'est au cours de ce chapitre quesrFouri
soutient et introduit son énoncé inaugural sur la représentation des fompetions
des séries trigopnométriques. Nous en ferons donc une présentation plus précise.

La lame semi-infinie étudiée a sa température a la base maidtdnweelle a ses
deux c6tés a 0 et sa température initiale a l'intérieur uggiosée nulle (voir
figure). Il s'agit de déterminer la distribution de la chaleur a I'état permanent.

t=0:0

0° 0°

-T 1° T

L'état permanent est déterminé par I'équation différentielle gérétai&erieur

de la lame, —+—==0 , les conditions aux bords et I'état in#taEn séparant

ocxT Oy
les variables, Fourier obtient $mlution généralale I'équation pour l'intérieur de
la lame :

v=ae *cos.y+be >cos.3y+ce >*cos.5y+de *cos.7y+...

Pour déterminer les coefficiengs b, c, etc de la solution générale, il utilise la
température a la base fixée a 1 qui lui donne la relation suivantempris entre
-netn):

1=acos.y+bcos.3y+ccos.5y+dcos. 7y+...

Déterminer les coefficients de la solution générale revient aidévelopper la
fonction constante égale a 1 en une série trigonométrique. Avant dereort@ac
section suivante a la résolution de ce probleme mathématique, Feunkne
cette section par l'interprétation physique de la solution généralel @t La
section 1l est entierement consacrée a trouver le développementierdeé
cosinus de 1 en résolvant un systeme infini d'équations linéaires inéinies
coefficients constants (arts 171-178). Le méme résultat est obtenu daors Iflec
en tronquant la série en une somme partielle et en passahmédgarts. 179-

189). Fourier identifie ensuite les fonctionsg( , Iog(2cos(%x)) , etc.)

représentées par divers développements en séries de cosinus ou dertsinus (a
179-184) et détermine les intervalles sur lesquels ces représentations sont valables

20 Herivel [1975, 150] remarque que les conditions aux bords choisies édegitpribléeme de la
diffusion de la chaleur par la surface (en l'occurrence, le lrdgolide. Sur le choix d'une
température initiale nulle, voir Herivel [1975, 171-172].
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(arts 185-188). Dans la section IV, il revient au probleme physique et ngtre
I'expression de la solution trouvée permet deléterminer toutes les
circonstances du mouvement permanent de la chaleur dans une lame
rectangulaire échauffée a son origindart. 192). Il donne ensuite I'expression de

la distribution de la chaleur pour une base de long2igairt. 196)

_ynX

— X _3nx _gTx
v:%m_ﬂ_cns%iﬂ—%e Tc053%+%e Tcnsf:lz-':’—r—%e T"—cus?%iﬂ+...]

dont il donne aussi une interprétation physté(erts 197-200). Il établit l'unicité

de la solution (arts 200-204) en décomposant la lame en deux autres llames
revient au bilan des échanges moléculaires et fait appel enees layiotheses et
évidences physiquesu fait que la température finale doit étre nulle (art. 201).
Dans la section V, qui ne comprend que deux articles, Fourier remplac
I'expression, comprenant une série, de la solution trouvée par une expiiegsion f
(art. 205).

La section VI, avant-derniere de ce chapitre et de loin la plus longys{es),

est celle consacrée auDe¢veloppement d'une fonction arbitraire en séries
trigonométriques> (arts 207-235) :

« on n'a traité qu'un seul cas d'un probléme plus général, qui consistdopmive

une fonction quelconque en une suite infinie de sinus ou de cosinus d'arcs multiples.
Cette question est liée a la théorie des équations aux difféneacesdles et a été
agitée dés l'origine de cette analyse. Il était nécessaig rédsdudre pour intégrer
convenablement les équations de la propagation de la chaleur ; s et
exposer la solution. » art. 207

L'étude de la lame infinie dont la température a la base estemaé égale a 1 a
conduit au développement en série trigonométrique de la fonction constdate éga
a 1 (et donc de n'importe quelle constante). La lame et sa cd@paraissent a
nouveau pour laisser la place a des considérations purement mathématiqaes et a |
démonstration qu'une fonctione x impaire donnée par son développement de
Taylor en 0 peut étre développée en une série de sinus (arts 207-215).

Fourier résout pour cela un nouveau systeme infini d'équations linéairessiréfi
coefficients constants et obtient les coefficients de la série trigonométrique sous la
forme de séries de terme général les dérivées successives den 0 (formule

(A), art. 215), qu'il réduit ensuite pour obtenir I'expression suivante (formule (B),
art. 217) :

1 . { 1 1 1 v }
=TT X=SINn.X T——=¢ T+— ™ m+etc.
5 ¢ ¢ 12<P 14<P 16(P

1

1 . 1 1 1 v }
—ESIH.ZX{@W—?@ n+?cp Tr—?(p T+ etc.

1. 1 1

+§Sln.3x{(pﬂ—?(p"n+?(p
1 . 1 1 v 1 v }
—ZSIn.4X{(pTr—F(p TH—F(p W—F(p T+ etc.
+etc.

’Vﬂ—%(pwn—i-etc.}

21 A titre d'exemple : d est facile de voir, soit au moyen de cette équation, soit d'dprésl71,
gue la chaleur se propage dans ce solide, en s'éloignant de plus en plosgiee| en méme
temps qu'elle se dirige vers les faces infinies B et&t. 197.
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A ce stade, Fourier démontréque les fonctions considérées pouvaient étre
développées en séries de sinus d'arcs multiples. Il doit maintenant aller au-dela :

« On peut étendre les mémes conséquences a des fonctions quelconqued, méme
celles qui seraient discontinues et entierement arbitraires. fdlir élairement la

vérité de cette proposition, il est nécessaire de poursuivre l'analyseuguoit f
I'équation précédente (B) et d'examiner quelle est la nature dfgkerdd qui
multiplient sin.x, sin.2x, sin.3X, sin.4x. » (art. 219)

En remarquant que les coefficients de la formule précédente sont solutien
équation différentielle linéaire du deuxieme ordre, il les exprime souseform
intégrale et obtient la formule intégrale du développement en sinus (formule (D
art. 219) :

%Tr(p x:sin.xfsin.x.@ X.dx+sin.2x f sin. 2x ¢ x dx

+sin.3xfsin.3x<p xdx ...+sin.ixf sin.ix ¢ x dx+etc.

A partir de cette formule, la possibilité de développer en sérisirdes une
fonction impaire donnée par son développement de Taylor en O est étantkie a
fonction arbitraire

« Cette remarque [c'est-a-dire le fait que les coefficienta dérie trigonométrique
soient donnés par I'expression intégrale] est importante, en ce tpitetlennaitre
comment les fonctions entierement arbitraires peuvent aussi &eopigees en
séries de sinus d'arcs multiples. En effet, si la fonctignx est représentée par
l'ordonnée variable d'une courbe quelconque, dont l'abscisse s'étend depuis x=0
jusqu'a x#, et si l'on construit sur cette méme partie de l'axe la courbe
trigonométrique connue dont l'ordonnée est y=sin.x, il sera facile de se néprése

la valeur d'un terme intégral. Il faut concevoir que, pour chaque abscisse x a laquelle
répond une valeur dep x et une valeur de sin.x, on multiplie cette derniére
valeur par la premiére, et qu'au méme point de l'axe on éléve une @donné
proportionnelle au produitp x.sin.x . On formera, par cette opération
continuelle, une troisieme courbe dont les ordonnées sont celles de la courbe
trigonométrique, réduites proportionnellement aux ordonnées de la courbairarbit

qui représente. ¢ x Cela posé, l'aire de la courbe réduite, étant prise depuis x=0
jusqu'a x7, donnera la valeur exacte du coefficient de sin x ; et, quellpujsse

étre la courbe donnée qui répond ap x soit qu'on puisse lui assigner une
équation analytique, soit qu'elle ne dépende d'aucune loi réguliere,éividsnt
gu'elle servira toujours a réduire d'une maniere quelconque la courbe
trigonométrique ; en sorte que l'aire de la courbe réduite a, dandetouss
possibles, une valeur déterminée qui donne celle du coefficient dedsns le
développement de la fonction. Il en est de méme du coefficient suvant

[ (@ x.sin.2x.dx) . » art. 220.

Fourier explique ici en détails comment obtenir a partir dmilabede ¢ x les
coefficients de son développement en série de SiHUSIZwa.Sin.X.dX ,

f;(px. sin.2x.dx , etc. Ce n'est gu'ensuite qu'il utilise I' «orthogonalité » (
jz sin.ix.sin. jx.dx=0 pour kj, fz sin.ix.sin.ix.dx:%n ) pour établir que

les coefficients d'une fonction arbitraire
® X=a,sin.x+a,sin.2x+a,;sin.3x+...a,;sin.ix +...etc développable en série de

sinus sont donnés par la formule (art. 221) :

12



_ Jex.sin.ix.dx
Tl
2 TT

Cette formule est ensuite utilisée pour obtenir le développementierieé&inus
de la fonction constarfée(art. 222) et de la fonctiooos xafin d'«apporter un
exemple qui ne laisse aucun doute sur la possibilité de ce dévekppe(art.
223).
L' « orthogonalité » lui permet d'obtenir ensuite le développement en série de

cosinusd'une fonctiorarbitraire (formule (n), art. 224) :
1

1 T 119
Empx:ifo (pxdx+cos.xf0 @ X COS.xdx

+cos.2xf;r ¢ XCOS.2XdX +C0S.3X f; ¢ XCOS. 3Xxdx +etc.

Et il peut affirmer :

« Ce théoréme et le précédent conviennent a toutes les fonctions possiblgse
I'on en puisse exprimer la nature par les moyens connus de l'analysp)'eltés
correspondent a des courbes tracées arbitrairement. » art. 224

Cette formule est a nouveau utilisée pour obtenir le développement erdeséri
cosinus des fonctions X, sin.x (art. 225), puis celui de fonctions discontinues,

. , JT
comme la fonction égale & pour 0=x=a et nulle pour«<x=m , et la

fonction égale a sin.x poup=x=e et nulle pour e<x=m (art. 226), et ensuite

a une fonction définie par un arc de courbe et une ligne droite (art. 227), un
contour de trapéze (art. 228) et la surface d'une pyramide (art. 229).

Aprés quelques remarques sur ces séries, Fourier déduit le développement en
série de sinus et de cosinus d'une fonction définie emeer-(art. 233), puis les
développements en séries trigonométriques sur des intervalles de longueur

quelconque :
(P)
rfx== f f x dx+cos.( f f xcos. (m )dx+cos( f f x cos. (2nr)dx+etc
+sin. ( f f xsin.(m )dx+5|n f fxsin.(2m = )dx+etc
(N)
rfx== f f x dx+cos.( f f x cos.(m )dx+cos( f fxcos.(2m— )dx+etc
(M)
rfx=sin.( f f xsin.(m )dx+sm f f xsin. (21-r )dx+etc

Cette section se conclut par I'énoncé inaugural, déja cité, pour de®rfenc
définies sur un intervalle borné de longueur quelconque :

« Il résulte de tout ce qui a été démontré dans cette Sectionritamcde

22 Fourier dit ici avoir déja donné ce développement, mais il s'agissaitne on I'a vu, d'un
développement en série de cosinus.
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développement des fonctions en séries trigonométriques que, si I'on propose une
fonction fx dont la valeur est représentée, dans un intervalle déterminé, depuis
jusqu'a x=X, par l'ordonnée d'une ligne courbe tracée arbitrairement, om pourr
toujours développer cette fonction en une série qui ne contiendra queueDSi

les cosinus, ou les sinus et cosinus des arcs multiples, ou lesxcasinigs des
multiples impairs. » art. 235.

Dans la derniere section du chapitre, section VII, Fourier reprembideme de
la distribution de la chaleur dans la lame avec cette fois unidigin a la base
définie par undonction arbitraire fx

t=0 : 0 (sauf pour x=0)

0 0

o

fx

La relation (M) permet de déterminer dans ce cas les coefficidats
développement en série trigonomeétriquefxleet donc l'expression du régime
permanent dans la lame pour une distribution a la base quelconque (&tt. 236)

b) Les séries trigonométriques et la théorie de la chaleur

Dans laThéorie analytique de la chale#ourier inaugure a la fois une théorie
de la chaleur et une représentation générale des fonctions. Seldaxlame
inauguration en fait un texte inaugural suivant notre accéptimais Fourier doit
aussi présenter une théorie de la chaleur ayant une cegamésalité Nous
allons commencer par préciser la maniéere dont la généraliterdpré&sentation
par des séries trigonométriques intervient dans la généralité deii tiNous le
ferons en précisant le statut de I'équation générale de la chalblie @our un
solide quelconque et celui des équations particulieres établies podivérs
solides considérés.

23 Lors de I'étude de l'armille, Fourier déterminera I'expression fanddion initiale a partir de
I'expression de la distribution de chaleur en fonction du temps, retroaivania possibilité de
développer une fonction arbitraire en série trigonométrique (arts. 278 et 279).

24 La question n'est pas de savoir a qui I'on accorde le titre de dn@xggiral » mais d'introduire
des distinctions pertinentes permettant de repérer des différenhces similitudes objectives.
L'acception retenue privilégie l'inauguration de la représentation ditadiéét comme condition
de théorémes auparavant impossibles. Tel n'est pas I'enjeu de l'inangdhatie théorie de la
chaleur. Ce qui ne lui retire rien de son importance!
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i) L'équation générale et les équations particuliéres

L'équation générale désigne I'équation qui régit la propagation de la
température dintérieur d'un solidequelconque Or, I'exposé de la théorie n'est
pas fondé sur I'étude d'un solideelconqueet sur la résolution de I'équation
généralemais sur I'étude de solidparticulierset la résolution de leurs équations
particulieres®. Il s'agit d'expliciter ce qui détermine Fourier a développer sa
théorie a partir deas de solideet de leurs équationarticulieéres(et qui doivent
étre considérées comme telles méme quand elles coincident égeatidin
généralg, plutdét que de la développer a partir de I'équati@nérale qu'il a
établie, pour un solidguelconqueet de présenter ses différents cas de solides
comme autant d'applications du cas général. Fourier, on I'a vu, remacgue a
propos que cela lui évite des calculs assez compligueset, sans plus de
précisions, qu'# est préférable de traiter de maniére spécialecertaines
questions (art. 101, déja cité). Voyons plus précisément ce qu'il en est.

On commencera pour cela par rappeler le schéma de la descripti@naaque
de la propagation de la chaleur dans un solide. Ce schéma comprend :

1) un systeme de deux équations différentielles :
a) une eéquation différentielle décrivant la propagationiraétieur du
solide* ;
b) une équation différentielle décrivant la propagation &ugace du
solide’;

2) une fonction décrivant la distribution initiale de la chaleur dans le solide.

Pour obtenir la fonction décrivant la propagation de la chaleur dan$ide, £n
fonction du temps ou en régime permanent, Fourier commence par résoudre le
systeme des deux équations différentielles. Il obtient airsilldion généralale

ce systeme d'équations différentiellparticulieres sous la forme d'une série
infinie (par séparation des variables et linéarité des équation&rrha du terme
général de la série dépend alors des équations considérées. Chaquiete&ame
série comprend des constangesb, ¢ etc. qu'il reste a déterminer pour obtenir
I'expression de la propagation de la chaleur dans le solide. Ces cemSt@int
déterminées grace a la distribution initiale de la chaleur dans le solide.

Le calcul intégral et différentiel permet d'avoir une équatiénéralequi dépend

des constantes physiques (la capacité spécifigyua, conductibilité extérieurds,

et intérieure,K), mais qui est indépendante de la forme du solide. Toute la
spécificité géométriquede l'objet est ainsi renvoyée a sa surface. L'équation

25 C'est nous qui introduisons le syntagme «équation particuliere » que Fourigloie'gpas. I
utilise « I'équation qui exprime le mouvement de la chaleur dans [tiekeli Il emploie bien en
revanche le syntagme « équation générale » (avec le pluriel pour désigrrux équations
différentielles pour l'intérieur et pour la surface d'un solide).

26 Cette équation peut étre I'équatgdmérale c'est-a-dire la méme pour tous les cas de solide, ou
particuliére, c'est-a-dire déterminée a partir des caractéristiques géométtiggede considére.
Fourier adopte systématiquement I'équagiarticuliere

27 Le cas d'un solide de dimensions infinies traité au chapitestid cet égard plus simple puisqu'il
fait disparaitre les conditions relatives a la surface (art. 461). Il existe aussi, on I'a \qyatiané
différentielle générale pour la surface, mais celle-cidfah sOr intervenir les fonctions décrivant
les coordonnées de celle-ci.
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générale da surfacedépend elle étroitement de la forme du solide et elle est
inévitablement un obstacle a une descriptigméralede la propagation de la
chaleur [Dhombres & Robert 1998, 521]. Ceci suffit a rendre nécessaire un
traitement awcas par casMais cela ne suffit pas encore a rendre compte de la
démarche de Fourier. En effet, il pourrait se dispenser de recourir auoBgua
particulieres décrivant la chaleur aiftérieur des solides et considérer plutdt
I'équationgénérale Or, il détermine au contraire toujours la solutg@néralea

partir de I'équatiorparticuliere Quand il cherche par exemple la distribution de

la chaleur dans [larmille, il ne considére pas I'équatiganérale
dv_ K (d2v+d2v+d2v) mais I'équation articuliére
dt C.D dx? dy? dz? q P

dv_ K v __hl v . Pourquoi? Parce que seule I'équaparticuliere peut

dt C.Ddx? CD.S )
donner une descriptioconformede la propagation de la chaleur dans un solide
(voir ci-dessous sur la conformité). Partir de I'équation générale comdznrai
effet & lamémeexpression de la solution générale, c'est-a-dire a la méme
expression de la distribution de chaleur a lintérieurtales les solides. Or,
I'expression de la distribution de chaleur dans un corps est donnée par l'expression
de la solution générale (ces deux expressions ne different que parfliesects
indéterminés dans un cas, déterminés dans l'autre). Fourier, onfda manque
pas d'interpréter thermiquement cette solution générale (c'estiausssement,
un contrdle de la validité de la solutih)La conformité desvaleurs de la
fonction intervient bien sOr dans la vérification expérimentale messvaleurs,
exprimées par une seérie infinie, sont d'abord généralement impossdaliesilar
exactement, et surtout, la conformité ne se réduit pas a cetieidesice
numérigue : avant tout calcul, c'est (la forme l#pressionde la solution qui,
pour Fourier, représente le phénomeéne physiqu@est Expressionde la
solution qui a un sens physique et qui est interprétée par Fourier.idigévde la
théorie est fondée sur la conformité dexpression des solutions aux
phénomenes. La conformité des valeurs en est une conséquence. Si ldéreonsi
I'expression de la solution générale obtenue a partir de I'équation lgémera
distribution de chaleur a l'intérieur des corps serait indépendarefaiene du
corps : la conformité de l'expression de la distribution de la chaleémem
interne, n'est garantie et ne peut étre obtenue qu'a partir deitaqaaticuliere
du solide La conformité de la théorie, telle qu'elle est concuequareF, exclut
de recourir a I'équation générale, et donc : la généralité de la théopeut en
rien venir de la généralité de I'équation générale.

Voyons-en a présent les conséquences sur le statut de la rep@setitate

28 A comparer avec Dhombres & Robert [1998, 528] qui écrivent a ce prdpais «ésitant a
procéder directement a l'explication qui est attendue, c'est-a-dire a faurmrocédé de calcul,
il passe sans transition a la formulation générale. Comme si le probléme était déjaaésolen
place de la constante 1 une fonction quelconque, ou plutdt comme si la ofsdfféctive
importait peu. Parler de maladresse logique, c'est manquer le sens mémedéiedeche : une
forme générale a été obtenue avec l'écritlirel=acosy +bcos3y+ccos5y+dcos7y+... | et
c'est son sens qu'il faut d'abord acquérir. Il s'agit pour Fourier de montreisaolement que la
progression de la pensée est bonne, c'est-a-dire orientant la suite, mais asssioat que
I'analyse a effectivement trouvé la voie du séel

29 L'aspect expérimental a été rendu marginal dans I'exposé de la tha@wilarheorie analytique
de la chaleur
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30

fonction arbitraire par une série trigonométrique. Les séries trigonométsgues
introduites lors de I'étude de la diffusion de la chaleur dans ke I@m vient de

voir que I'équation interne déterminait, en tant qu'équatpamticuliere,
I'expressiorparticuliere de la solution générale interne, et donc le terme général
ou labase(le terme, bien sir, n'est pas de Fourier) de la série, en |'coirre
cos.nx La distribution de la chaleur daclsaquecas de solide'est dongaset ne

peut pas étre exprimée par une série trigonomeétrique mais par une sétaee dont
forme du terme général dépend dliation particulieredu solide (et qui n'est
trigonométrique que si I'équation particuliere coincide avec I'équatiomagdné
L'équation générale ne jouant aucune role dans la généralité de la,treétait

que les séries trigonométriques interviennent dans la résoluticetti équation

ne leur confere aucun réle privilégié dans la théokieéquation générale ne rend
donc pas non plus compte du role pourtant privilégié de ces séries tamria.
Confondre I'équation particuliere avec I'équation générale, méme quand leurs
expressions sont les mémes, peut conduire a donner a la représentation
trigonométriqgue une généralité qu'elle n‘a pas dahéorie analytique de la
chaleur

Introduire ou reconnaitre ici un caractére arbitraire a l'expression déuters
générale revient a introduire ou a reconnaitre un caractére arbitraingtea
interprétation de cette expression : la conformité de la soletctut un choix

libre de la base. La conformité exclut 'arbitréird.e rapport des mathématiques
aux phénomenes se retrouve (nécessairement) dans les caractéristiques
sémiotiques des expressions utilisées et I'épistémologie dans le sémiotique.

La lame est le premier des six solides étudiés et sabditstm de chaleur est
déterminée par une équation différentielle qui n'est autre que l@uggnérale
(réduite a deux dimensions). La résolution de cette équation, aveani@isions

aux bords choisies, conduit a une distribution de chaleur exprimée par iegne sér
trigonomeétrique. On pourrait dés lors penser avoir la la raison du rokedes
trigonométriques dans la théorie générale : ces séries expriment lautimtrde
chaleur dans une lame, associée a I'équation générale, ellegmtestcaic pour
cette raison servir a exprimer la distribution de chaleur dansutessacas de
solide. On vient de voir que ¢a n'était pas le cas. L'intér&odenencer par

Fourier I'exprime on ne peut plus clairementLes fonctions que I'on obtient par ces solutions
sont donc composées d'une multitude de termes, soit finis, soit infininient pais la forme de
ces expressions n'a rien d'arbitraire ; elle est déterminée par le caragiysique du
phénomene. C'est pourquoi, lorsque la valeur de la fonction est exprimée par une dégigreu i
des exponentielles relatives au temps, il est nécessaire que cela soit ainsi, pardéetjnatieel
dont on recherche les lois, se décompose réellement en parties distinotespandantes aux
différents termes de la série. Ces parties expriment autant de mentgesimples compatibles
avec les conditions spéciales ; pour chacun de ces mouvements, tautEsnfEratures
décroissent en conservant leurs rapports primitifs. On ne doit pas voir dans@eip®sition un
résultat de l'analyse di a la seule forme linéaire des équations difféles)timais un effet
subsistant qui devient sensible dans les expériences. Il se présente aussisdgmssi®ns
dynamiques ou l'on considére les causes qui anéantissent le mouvement |; appartient
nécessairement a toutes les questions de la théorie de la chalewlétrihine la nature de la
méthode que nous avons suivie pour les résowdeet. 428-7°. Fourier remarque qu'il pourrait
aussi prendre, au lieu des fonctions trigonométriques, « une infinité d'dometions » pour
exprimer une fonction arbitraire :Qn parvient ainsi a exprimer une fonction arbitraire f(x) sous
diverses formes trés remarquables ; mais nous ne faisons point usage de ces transformations dans
la recherche spéciale qui nous occupeart. 423. Voir aussi art. 424 et art. 428-4° et 10°.
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I'étude de la lame ne vient donc pas de son rapport a I'équation géihé@als.

faut donc encore comprendre a la fois pourquoi Fourier commence par ce cas de
solide et le réle dans la théorie générale de la représentatiéondéens par des
séries trigopnométriques. Les deux questions sont liées.

ii) L'expression de I'état initial

La représentation des fonctions par des séries trigonométriques a biea un rol
privilégié dans lI'ensemble de Taéorie analytique de la chaleufpurier indique
lui-méme explicitement lequel :

« On ne peut résoudre entierement les questions fondamentales deiétadedar
chaleur, sans réduire a cette forme [série trigonométriquelfolestions qui
représentent I'état initial des températures. » aré1235

Les séries trigonométriques servent en effet a expringtat l'initial des
températures. On peut vérifier que méme dans les cas de solidegmuels la
solution générale du systéme d'équations différentiellest pas exprimée par

une série trigonométrique, c'est-a-dire pour la sphere (art. 290) et le cyéridre
310, 311), la températuiritiale est exprimée par une série trigonométrique, ce
qui permet a Fourier de déterminer les coefficients de la solutigérajé (ce que

rien a priori ne garantit, comme cela ressort de la diversité des méthodes
employées a ces endroits par Fourier). Exprimer sous forme de série
trigonométrique la distribution initiale, qui n'est autre que la solug@&mérale
considérée pour t=0, permet de fait a chaque fois, mais de mauidrec de
déterminer les coefficients de la solution générale (alors mérfaeit iy insister,

que celle-ci n'est pas elle-méme toujours exprimée par une série trigopnométrique).

D'un point de vue physique, la distribution de chaleur dépend de shufistri

initiale dans le solide. Pour déterminer la distribution de ldeahadans des
solidesparticuliers mais avec une distribution initiatgielconquel est nécessaire

de disposer d'une expression pour une fonction quelconque. Mais cette expression
doit aussi permettre de trouver la suite infinie des coefficients qui figdearst
I'expression de la solution générale. Les sédmtieresont une infinité de
coefficients indéterminés, mais elles ne permettent pas d'expuimeefonction
qguelconque (ni de résoudre les équations que l'on obtiendrait). Les séries
trigonométriques font elles les deux : elles offrent une représentation gé&iesal
fonctions qui permet aussi la résolution de ces systemes d'équatimaslura

31 On peut encore citer :Ges transformations des fonctions en suites trigopnométriques sont des

éléments de la Théorie analytique de la chaleur ; il est indispensabiefalte usage pour
résoudre les questions qui dépendent de cette théoee. 362. A propos de l'armille Fourier
écrit : «Pour former [la forme] qui exprime le mouvement de la chaleur dans undegrindtait
nécessaire de résoudre une fonction arbitraire en une série de sinus et cosinsisnditiges»
art. 282. La représentation d'une fonction arbitraire par une s§dadmeétrique intervient aussi,
mais cette fois subrepticement, dans le cas du prisme rectamgldu cube. Voir dans I'édition
des ceuvres la note de Darboux aux articles 322 et 335. Pour leechépitoir en particulier arts
352 et 362. C'est contrarioparce que Daniel Benroulli n'a pas correctement pris en compte |'état
initial que sa solution n'était, selon Fourier, pas satisfaisantéimperfection de cette solution
consiste, ce me semble, en ce que l'auteur ne déterminait point les cogffiardatcomparaison
avec |'état initial, et se contentait d'alléguer qu'ils pouvaient I'éir€ourier 1807/1972, 252.
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sans l'autre n'aurait guere d'intérét. Les séries trigonométriquetrdaties
conditions de nature différente : sémiotiques (représentation), mathématique
(résolution d'un systeme d'équations) et physique (interprétation thermique de leur
expression).

Fourier justifie de commencer par I'étude de la lame parce cestide premier
exemple de l'analyse qui conduit a ces soluti@esnplétes et d'une application
facile] » et qu'elle lui parait plus propre qu'aucune autre a faire connaitre les
éléments de la méthode que nous avons sufeie. 163). L'histoire des sciences
est elle-méme invoquée : « H] considération des questions simples et
primordiales est un des moyens les plus certains de découvrinikedés
phénomenes naturels, et nous voyons, par I'histoire des Sciences, quéetutes
théories se sont formées suivant cette méthedart. 164). Et plus loin
«l'ordre et l'espece des questions ont été tellement choisis quenehdelles
présentat une difficulté nouvelle et d'un degré plus éldaét. 341). Tout cela est
évidemment juste, mais ne rend néanmoins pas complétement comfa@e de
position de cette étude : a ces raisons pédagogiques et épistéunedorjifaut
ajouter une nécessité sémiotitue

La lame n'est pas seulement, suivant les justifications donné€synaer, le cas

de solide dont I'étude présenterait le moins de difficultés. La nt&cadsi
commencer ne vient pas non plus, on I'a vu, de son rappéguation géenérale
mais de la nécessité de disposer d'une représentation d'une foncti@irarba
généralité de la représentation par des séries trigonométriques est ainsi un élément
constitutif de la généralité de sa thé#xielle en est une condition de possibilité :
sans elle, la distribution de la chaleur ne pourrait étre déterrgirgg@our des
conditions initialesparticulieres (et qui devrait encore étre données sous une
forme permettant de déterminer les coefficients cherchés). Si l'exjgode
théorie est fondé sur I'étude de soligasticuliers grace a cette représentation
d'une fonction arbitraire Fourier peut néanmoins s'affranchir de la contrainte de ne
considérer que des distributions initiales elles-ménpesticulieres. La
contribution de cette représentation a la généralité de la théamiasha été

32 Remarquons que dans I'étude de la lame ce n'est pas la distributit® it I'occurrence nulle a
I'intérieur, qui est représentée par une série trigonométrique ndigdriaution a la base. C'est la
une autre singularité de I'étude de la lame par rapport aux autres solides.

33 Fourier [1829/oceuvres I, 175] souligne lui-méme quiesxtempératures initiales arbitraires (...)
augmente beaucoup la généralité de la questienplus loin qu' ¢ est nécessaire de ne point
particulariser I'état initial. En effet, I'état qui se forme apres que la contirslgtst établie dépend
lui-méme et trés prochainement de la disposition initiale, qui est emiiatearbitraire. La
continuité est compatible avec une infinité de formes qui différeraieménexinent du
paraboloide; et I'on ne peut pas restreindre a cette derniere figure celletdiic@rps immergé
sans latérer, dans ce qu'elle a d'essentiel, la généralité de la questiaurier [1829/oeuvres I,
178-179].
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35

précisé&. Fourier, a nouveau, le dit aussi clairerfent

« Pour que ces solutions [des équations générales de la propagatiorhaeusg c
fussent générales et qu'elles eussent une étendue équivalente a eetiaettion,
il était nécessaire qu'elles pussent convenir avec I'état initigledgseratures qui
est arbitraire. L'examen de cette condition fait connaitre'guééut développer en
séries convergentes, ou exprimer par des intégrales définidentgmns qui ne
sont point assujéties a une loi constante, et qui représentent les ordiemkgises
irréguliéres ou discontinues. Cette propriété jette un nouveau jour Buédaie des
équations aux différences partielles, et étend l'usage des formtinimaires en les
soumettant aux procédés ordinaires de l'analyse. » art. 14

Cela permet & Fourier d'affirmer aussi Or connaitra, par la lecture de cet ouvrage, que la
chaleur affecte dans les corps une disposition réguliére, indépendante de la distribution primitive,
que l'on peut regarder comme arbitraise.(art. 19). Sans une représentation d'une distribution
initiale arbitraire, ce résultat ne pourrait étre obtenu par amayse mathématique. Cette
remarque est déja dans le mémoire de 180Dans la théorie dont nous nous occupons, la forme
des intégrales est déterminée par la nature méme des conditions physiquegjuansie
reconnaitra dans la suite de ce mémoire; toute recherche d'autres intégrales serait ici entierement
infructueuse; mais il était nécessaire de faire coincider les résultats am état initial
quelconque» Fourier [1807/1972, 253]. Nous retrouverons l'importance du rdle de la condition
initiale dans la deuxiéme partie consacrée a l'analyse de l'intamuulets séries trigonométriques
lors de la controverse sur les cordes vibrantes. Le rdle de ortltia@n initiale semble échapper

a G. Bachelard [1927, 40] quand il écrit | st assez remarquable que le phénoméne arrive
finalement & suivre une loi conditionnée uniquement par la forme géométriquergesu il se
manifeste et qu'il se libére complétement d'une distribution qui est pourtadébai, la cause
déterminante du mouvement calorifigue. On assiste la a une géométrisation ajienuati
mérite l'attention du philosophe. La forme triomphe en quelque sorte des dgiméigues
disparates ; l'irrationalité est étouffée ; des causes différentes produisent de mémes. effets.
Poisson [1835, 167-168] donnera aussi une présentation remarquablement ckireadéie

dont on obtient ainsdiversesreprésentations des fonctionsLa fonction F(x,y,z), tout-a-fait
arbitraire, et qui peut étre continue ou discontinue, se trouve donc ainsi déweleppée série

de quantités qui sont toutes de la méme forme ; et comme cettedfgperadra de la figure du
corps et des conditions relatives, il en résultera une infinité de dévebemsedifférens d'une
méme fonction, propres a en exprimer les valeurs dans une étendue détgrarireétle de
chaque corps. Parmi ces développemens, il y en aura qui procéderont suivant les sinus ou cosinus
de ces variables multipliées par les racines d'une équation transcendanteed'swivant des
fonctions transcendantes d'un ordre plus élevé, qui ne pourront méme s'exgooerforme
finie, que par des intégrales définies. Chaque développement devra étre réonsitiéne une
formule d'interpolation, applicable a une étendue limitée des valeurs fdedton F(x,y,z) ; et
guoiqu'on ne puisse pas toujours démontrer directement ces diverses formulegoilrre
cependant rester aucun doute sur leur exactitude. En effet, la formule répB3sente
certainement, d'aprés les considérations précédentes, la valeur la plus gétenalqui puisse
satisfaire a I'équation L=0; par hypothése, on a déterminé les quantités arbitraires crieérét
renferme, au moyen des autres conditions du probléme qui a conduit a dédL=i, et d'aprés

I'état initial du systéme: si ces conditions ne sont point incompatielegle le probléeme soit
susceptible d'une solution, il faut donc qu'aprés cette détermination la 2&)ieexprime la
valeur de u a un instant quelconque et en un point quelconque du systéme; pgueotsn
faisant t=0 dans cette série, elle devra représenter les valeuialésitde u dans I'étendue ou
elles auront concouru a la former; ou, autrement dit, I'équation (22) devraggeedée comme

une conséquence rigoureuse de la solution compléte du probléme.
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4 - La diffusion de la chaleur dans la lame et la
représentation d'une fonction arbitraire par une série
trigonométrique

a) Introduction de la représentation

Au moment d'analyser son introduction, il vaut peut-étre la peinextegaer
gue la représentation d'une fonction arbitraire par une série trigonométrique es
introduite sans avoir vraiment été annoncée. Il n'en n'est pas qudatisre
« Discours préliminaire » et il faut attendre l'article 14 du chapjtadans le
passage qui vient d'étre cité, pour apprendre qu'il serait possibldéelepper
en seéries convergentes, ou exprimer par des intégrales défesdenctions qui
ne sont point assujéties a une loi constante, et qui représentemtitamées des
lignes irrégulieres ou discontinues Encore n'est-il pas méme fait mention dans
ce passage des séries trigonométriques! Cette représentation n'esh gass
annoncée au debut du chapitre Il qui lui est pourtant largement consacré.
Fourier, on |'a aussi vu, justifie de commencer par la lame parcsquiude est
la «plus propre qu'aucune autre a faire connaitre les éléments de la méthode que
nous avons suivie (art. 163). La méthode suivie pour la lame est pourtant
différente des suivantes puisque c'est au cours de celle-ci que Isergatién
d'une fonction par une série trigonomeétrique est inaugurée. Dans tous les autre
cas, Fourier, disposant de cette représentation, pourra considérer d'emblée une
distribution initiale arbitraire. Dans le cas de la lamepihmence au contraire
par considérer une distribution particuliere et ne traite le cas génsada fin.
L'introduction de la représentation d'une fonction par une série trigpnométrique
n'‘est donc pas simplement insérée au milieu de I'étude de celmmodifie la
formulation du probléme et la maniére d'arriver au cas général traité. |dsagit
maintenant de préciser quel est le réle de la lame dans lintroduldiacette
représentation.

b) Le développement de 1 en série trigonométrique et la conformité

Les séries trigonométriques s'introduisent dan3Haorie analytiqgue de la
chaleur avec le développement sous cette forme de la fonction consténte 1
Chercher un tel développement n'est alors mathématigquement ni évident ni
naturel. Il faut une raison pour se lancer dans la recherche d'un développeme
aussi mathématiquement contre-intuitif et qui n'est obtenu qu'au darmealcul
aussi long qu'original (Bernkopf 1968, 313-315).

L'équation que résout Fourier
l=acos(yl+beos(d yl+eccos(Syl+deos(7 y+...

n'‘est en rien un probleme arbitraire, elle est I'expression matig&e d'unfait
physique : par continuité, I'expression de la distribution de chalent&iéur de

36 Deés 1805, Fourier étudie la distribution de la chaleur dans la &me ces conditions au bord
[Charbonneau 1976, 84, 97].
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38

la lame doit, pour y=0, coincider avec la distribution de chaleubada fixée a

1. Avant de se lancer dans la détermination de cette sétigeFest revenu, on

I'a vu, a l'expression de la solution générale pour en montrer Idicgitian
physique (art. 178) Avant d'étre un probleme d'analyse mathématique, cette
équation est l'expression d'un fait physique : 1 est développable en séri
trigonométriqueparce qued'apres la solution générale trouvée pour l'intérieur de

la lame, il doit en étre ainsi. Cette équation n'est pas une question, «ll est
développable en série trigonométrique ? », mais une affirmation : « 1 est
développable en série trigonométrique ». La recherche de ce développement est
commandée par la résolution de cette équation qui est elle-méme l'expression d'un
fait thermodynamique : si 1 n'était pas développable en série de c¢osinus
conformité de l'analyse mathématique avec les phénomenes thermiques serai
mise en défaut. Laonformitéde I'analyse est ainsi en jeu danpdssibilité de
développer 1 en une série de cosinus et trouver ce développement affat en

étre un moment fondateur pour Fourier [Grattan-Guinness & Ravetz 1972, 147].
Mais la question de conformité n'aurait pas non plus lieu d'étre sans la lame...

¢) Fonction constante et fonction arbitraire

La lame est ainsi une sorte de dispositif qui établit la posgidié développer
1 en série trigopnométrique (sans en déterminer les coefficientsy. déte
possibilité est de cette maniere établie aussi bien pour unebulisini
quelconqueDe ce point de vue, le choix d'une distribution a la base pagtieuli
(constante et égale a 1) appagatiitraire® : le systeme d'expression (le schéma
géometrique) qui représente la lamepermet tout simplememiasd'exprimer le
choix d'une distributionparticuliere C'est uniqguement en y juxtaposant des
expressions d'un autre type (comme « 1 ») que l'on y par@@mt.entendu, ce
systeme d'expression est tout autant incapable d'exprimer un développement
série trigonométrique! Mais il ne s'agit pas ici de rendre compténtteduction
de l'expression des séries trigonométriques mais, celle-ci ayamaitdété
introduite (par la solution générale), de rendre compte de sa misat@anravec
une fonctionquelconque.ll s'agit d'identifier les conditions (sémiotiques) de
I'introduction de layénéralitéde la représentation par des séries trigopnomeétriques.
La généralité a besoin d'une expression, sa hature et son introduction en
dépendent, il s'agit des lors de l'identifier. Et c'est isegmentle segment de la
base de la lame, qui est I'expression de la généralité.

Une équation similaire apparaissant pour les autres cas de dofisieainsi possible d'obtenir
d'autres représentations d'une fonction arbitraire. Liouville [1830] exploitera cette Iiéssibi

Dans le manuscrit de 1807, la possibilité de considérer une distribuidmagequelconquesst
considéréeavantméme que ne soit présenté le calcul donnant le développement de lef[Four
1807/1972, 139 ; Dhombres & Robert 1998, 528]). Le développement de 1 apparait plus
clairement dans le manuscrit comme un pagticulier de celui d'une fonctioarbitraire : «lII

nous reste a déterminer les constantes &c. qui entrent dans I'équation générale

Snx ~Tx

- 3. _
z=a,e’ Xcos(%ny)+a2e 2 Xcos(%ny)+a3e 2 cos(gny)+a4e 2 cos(%ny)+...etc

On traitera en premier lieu le cas qui se rapporte a la question ptésml tous les points qui se
rapportent a la premiére aréte ont une température commu(feourier 1807/1972, 147]
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Ainsi, lI'expression (geométrigite de la lame, considérée dans son ensemble
maintenant, est la représentation d'un solide chauffé qui, en tardliguenet en
relation I'expression générale d'une série trigonométrique et celle d'utierfonc
particuliere/quelconque (par son segment de base). Elle sert de fat die
rencontre de l'expression (analytique) générale d'une série trigonométrique e
d'une fonction particuliere/quelcondtie

5 - L'inauguration des séries trigonométriques

Les analyses précédentes ont permis de préciser le rapport entre la
représentation d'une fonction arbitraire par des series trigonométriquatsic I'
de la distribution de la chaleur dans les différents cas de saitgdérés pas
Fourier. Nous avons ainsi montré la singularité de la lame et sondade
I'introduction de la représentation des fonctions par des séries trigonométriques
dont Fourier dispose ensuite, ce qui lui permet de considérer apres des
distributions de chaleur initiales arbitraires. Nous allons a présenidémars
I'inauguration proprement dite, c'est-a-dire les arguments avancés pam Fourie
pour soutenir la possibilité de représenter une fonction arbitraire paséuiee
trigopnométrigue en les rapportant aux problemes sémiotiques que pose
I'inauguration de cette représentation.

a) Les problémes sémiotiques

L'inauguration proprement dite a principalement lieu dans la sectiotuVI
chapitre Il intitulée «Développement d'une fonction arbitraire en séries
trigonométriques».

On peut distinguer essentiellement trois arguments :

« une démonstrationde I'énoncé pour les développements de Taylor

impairs ;

- la formule intégrale des coefficients ;

39 On ne peut dissocier la maniere de poser le probleme de la diffisida chaleur de la
représentation de la lame (comme des autres solides).

40 La question suivante se pose dés lors : un autre objet que la latrileppemettre d'introduire la
possibilité de représenter n'importe quelle fonction par une série trigtmguee? Nous devons
nous restreindre aux solides dont la solution générale prise pour t=0 donneérime s
trigonométrique (en remplacant la distribution a la base par labdisin initiale), c'est-a-dire
I'armille, le parallélipipéde rectangle et le cube. On remarque@lergans aucun de ces trois cas
I'équation du développement de la distribution initiale en série trigdriqoes n'est I'expression
d'un phénomene physique évident comme dans le cas de la lame : dévelbppistdbution en
série trigonométrique ne résulte pas de la solution générale, ctemjude fois, comme on l'a vue,
une initiative de Fourier. Autrement dit, I'expression de la généralité est dans cesodaité par
Fourier, et non par les séries trigonométriques. Les conditions deodlintion de la
représentation d'une fonction arbitraire par les séries trigongunédrine se retrouvent pas dans
ces autres solides. Mais ces autres cas de solide pourraientmt orntoduire l'idée diutres
représentations que celle par les séries trigonométriques.
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- des exemples de développements en séries trigonomeétriques.

C'est avant tout la part aeécessitée ces arguments que nous voulons mettre en
évidence.

Il est ainsi en premier lieinévitable que Fourier ne puisse donner au mieux,
indépendamment des critiques qui peuvent lui étre adressées, qu'une
démonstration pour ungartie de la totalité des fonctions. Les séries de Taylor ne
représentent qu'une partie de la totalité des courbes auxquelles se rapporte
I'énoncé inaugural et elles sont, contrairement aux courbes (géométriques),
homogénes aux séries trigonométriques. Cette restriction ['affranchit des
problémes sémiotiques (incommensurabilité) de I'énoncé inaugural. Il luiifaudra
sinon disposer d'une représentation alternativeutesles fonction$.

Mais il lui faut ensuite soutenir I'énoncé inauguratdelade ce cas restreint et se
confronter a ses problemes sémiotiques. Cette extension est un moment
nécessaire et repérable dans une inauguration. Elle est en I'occueadisée par

la formule intégrale des coefficients. Introduite a l'issue de la dératastdans

le cas restreint des séries de Taylor impaires, cette formulexpktitement
introduite pour <€tendre les mémes conséquendies. la possibilité de
développer en série de sinus une fonction impaire développable endsérie
Taylor] a des fonctions arbitraires, méme a celles qui seraient discostieue
entierement arbitraires (art. 219). Elle est ainsi le principal argument donné par
Fourier pour réaliser I'extension requise

Les exemples particuliers de développements en séries trigonométriques
répondent aussi a la nécessité de cette extension. La plupart dreogses
sortent du cadre couvert par la démonstration. C'est leur intéréétaliBssent

qgue la représentation considérée va au-dela. Et daltaétre établi. Il faut
convaincre de la validité de I'énoncé inauguel-dela de ce que les
représentations disponibles (séries entiéres) permettent de démdoséls R

font, mieux ils jouent leur réle. Particuliers, ils ont toujours aussens général.

Le développement de la fonction cosinus en série de sinus n'estijessesd le
développement de la fonction cosinus en série de sinus, c'est la prauve qu'
série de fonctions toutes impaires peut représenter une fonction pareerde

le développement de la fonction égale% entre O eta et nulle entrex etn

n'est pas tant le développement de cette fonction particuliére greuize qu'une

série de fonctions toutes continues peut représenter une fonction discaettinue,

Ce sont autant d'objections réfutées. Ces objections étaient générdles,sont
réfutées, il n'y a plus d'obstacle a ce que toutes les fonctions paliesoetinues

soient développables ainsi.

Il est enfin nécessaire de sortir du cadre couvert par une démonspatides
exemples.C'est une conséquence de l'absence de représentations alternatives
couvrant intégralement la totalité considérée. Autrement, il ne stgogamd'un
énoncé inaugural mais d'un théoréeme de représerttation

41 L'expression fx qui en est une intervient dans la formule intégraldéients considérée plus
loin.

42 |l est a noter que la lanmestpasun argument énoncé par Fourier.

43 A comparer avec Dhombres & Robert [1998, 558].idée n'est pas encore claire chez Fourier
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La disparité des arguments utilisés pour linauguration est le pendant de
l'uniformisation introduite par la représentation inaugurdes: défauts de la

« démonstration » de I'énoncé inaugural sont en partie le reflet des ertias
représentation inaugurée

b) La formule intégrale du développement en série trigonométrique

i) Une démonstration défectueuse

L'extensionde la formule intégrale démontrée pour une fonction impaire
développable en série de Taylor a une fonction arbitraire n'est maitiiéenant
pas correcte. L'extensigrar la formule intégrale de la possibilité de développer
une fonction impaire développable en série de Taylor a une fonction arhigaire
I'est pas non plus. Ce manque de rigueur a souvent été déndiméier s'y
expose d'autant plus qu'il qualifie son énoncé teéaréme> (art. 362), qu'il fait
valoir qu'il «a donné plusieurs démonstrations de ce théoreme dans le cours de
[son] Ouvrage» (art. 503) et que sesdémonstrations ne laissent aucun doute
sur l'exacte veérité de ces équations(art. 428-11%. Les défauts de ses
arguments sont incontestables et il est sans doute intéressanteleves Il ne
faudrait pas pour autant laisser entendre qu'il suffirait de corriger faagsdpour
arriver a une demonstration correcte qui serait aujourd’hui disponible quelque
part®. Tel n'est pas le cas : cet énonedpeutpasétre démontré. Il importe avant
tout de le reconnaitte: compte tenu des moyens d'expression disponibles, cette
impossibilité est inhérente a I'énonc€e sont les conditions sémiotiques de

et il va y revenir a sa fagon trés particuliere qui est I'envelogmempar des exemples. C'est qu'il
n'‘est pas encore sorti de l'induction Ou encore : # le pallie [le manque de rigueupar la
multiplication des exemplesDhombres & Robert [1998, 561] Malheureusement, la méthode
originale qui guide Fourier dans sa « démonstration » n'a pas été caractérisée patigue
mathématique, puisque cette méthode est celle de I'exhaustivité des exendesiorad au fond
du réel inventorié» Dhombres & Robert [1998, 565].

44 Cette critique a d'emblée été adressée par les examinateukéérdoire de 1807 (qui
comprenaient Lagrange, Laplace, Monge et Lacroix)a: maniere dont |'Auteur parvient a ses
équations n'est pas exempte de difficultés, et que son analyse, pouédgsrjriaisse encore
guelque chose a désirer, soit relativement a la généralité, soit mémétéude la rigueum
Oeuvres, |, vii-viii. Voir aussi par exemple : Truesdell [1961, 77]; Klh@72/1990, 677];
Dhombres & Robert [1998, 557-561, 564] ; Grattan-Guinness [2005, 360].

45 On peut encore citer : « Nous avons démontré plusieurs fois le théoreme exprimé par I'équation

w(x)=2 3 sin(ix) [y (r)sin(ir)dr

on y peut parvenir de différentes maniéres, et la formule setdéshifacilement de l'intégration

définie; mais ce qu'il importe surtout de reconnaitre distinctero@st, que la série est toujours
convergente, et que la valeur attribuée a la variable x doiréccémprise dans l'intervalle de 0 &
.. » Fourier 1829/oeuvres I, 154,

46 Dhombres & Robert [1998, 556] écrivent par exemplé€Cakchy a pris soin d'une définition
précise d'une fonction continue, d'une fonction dérivable, et d'une fonctiogtignal ou
localement développable en série entiére. Ces distinctions ne trouvent guaoeedans la
Théorie analytique de la chalederniére mouture, alors qu'elles en permettraient une lecture
« rigoureuse »» Grattan-Guinness (2005, 360] considére g(tthe best solution to the problem
of generality would be a proof of their convergence

47 Poisson [1835, 168] pointe, nous semble-t-il, cette impossibilité sarenwair en indiquer les
raisons.
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possibilité de cette démonstration qui font ici avant tout dé&fdRour démontrer

gue les séries trigonométriques sont une représentation de la totalité des fonctions,
il faudrait une autre représentation de toutes les fonctions susceptible de permettre
cette démonstration. L'intérét de I'énoncé inaugural et l'impogsitdit le
démontrer sont indissociables. C'est ce qui justifie de distinguetncexeés et

ces textes .

ii) La formule intégrale des coefficients : I'incommensurabilité éliminée ?

On a montré que la « démonstration » proposée par Fourier était en partie
déterminée par les problemes sémiotiques inhérents a I'énoncé inaugisal. M
inversement, certains de ses arguments, en l'occurrence la formglaletdu
développement en série trigonometrique, peuvent donner l'impression qu'il a aussi
pu s'affranchir de ces problémes. Cette formule tout a fait remarceablde en
effet donner le moyen de développer en série trigonométrique (a peu pres...)
n'importe quelle fonction sans rencontrer de problemes sémiotiques. On ne peut
résoudre cette difficulté sémiotigue en invoquant simplement les défauts
mathématiques des arguments de Fourier ; il faut la résoudre sémiotiqudment
montrer que les problemes sémiotiques qui ne peuvent étre résolus mpagdont
été.

D'un point de vue sémiotique, la maniéere dont la formule intégrale pdemet
transformer l'expression d'une fonction quelconque en série trigonométrique,
c'est-a-dire les expressions d'une des représentations de I'énoncé inangural
l'autre, est remarquable. Une comparaison avec un autre texte inaugural peut aider
a mettre en évidence ce qu'il y a la de remarquable.

Descartes soutient dahs Géométriequ'il est possible de mettre en équation
n'importe quel probléme de géométrie. Fourier soutient quant a lui qu'il es
possible de mettre sous forme de série trigonométrique n'importe quelle fonction.
Pour en convaincre son lecteur, Descartes décrit comment transf@&nuacé

d'un probleme de géométrie en une équation. Sa description de cette
transformation est elle-méme exprimée d'une certaine manierest: are
l'occurrence une expressiomixte qui méle (inévitablement) I'énoncé d'un
probléeme de géométrie (indéterminé) et une expression polynomiale
(indéterminée) qui va lui correspontird._'expression de cette procédure n'est pas
elle-méme l'expression d'un probleme de géométrie. Ce n'est pasusonnpl

48 Grattan-Guinness [1970, 11-13 ; 1990, 598-600 ; 2005, 359-360] pointe un « probleme de
représentabilité »répresentability probleinmais la périodicité des séries trigonométriques qu'il
met en avant ne rend pas compte des problémes sémiotiques pobésopaé inaugural de
Fourier.

49 |l en est de méme de l'inauguration des machines logiques de Tuféng.pour chaque nombre
calculable donner la machine logique qui le calcule. Or, il n'y alpawachine (logique?!) qui
déterminerait a partir d'un nombre donné la machine logique qui leecdlqubut éventuellement
en exister une pour toute une famille de nombres calculables,Imaisen a pas pour tous les
nombres calculables, autrement la thése de Turing ne serait pasonce inaugural mais un
théoréme de représentation. On retrouve la nécessité de procéder par cas. Frege [1899],
Whitehead & Russell [1910] doivent aussi construire pas a pas leurs forfautesd'une
expression en mesure de le faire pour toutes les propositions logiques.
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expression polynomiale. Elle ne releve exclusivement d'aucun des desxde/pe
représentation en présence. Elle en est au contraire un mixteutllméme
sembler étrange d'envisager qu'il en soit autrement compte tenu de
l'incommensurabilité de la représentation des problemes de géontéttes e
polyndmes : les caractéristiques d'un énonceé inaugural (incommensurakilité)
répercutent nécessairement sur toute expression les mettantagonrela
formule intégrale du développement trigonométrique est elle-méme I'expression
de la procédure permettant de passer d'une fonction quelconque a son
développement en série trigonométrique. Elle est pourtant trés homogéne et
semble s'affranchir de I'incommensurablité. C'est ce qu'il faut a présent examiner.

Il est utile ici de distinguer d'une part la formule intégrale exprimant I'égalité entre
deux expressions analytiques et d'autre part en tant que procédé qui germe
représenter une courbe par une série trigonometrique.

Suivant la premiére acception, les occurrences¢de dans la formule sont
associées a des expressions analytiques. Ainsi la démonstration que Fourier donne
de cette formule se rapporte a une fonction impaire donnée par son
développement en série de Taylor. La formule et sa démonstration quiewli
aucune courbe. Elle n'établit donc pas qu'une courbe peut étre représeutée par
série trigonométrique, elle établit seulement qu'une expression analglique
couvre pas la totalité des fonctions) peut étre transformée en unexguess®n
analytique (une série trigonométrique). Il n'y a la aucune incommensurabilité
I'incommensurabilité n'a pas été résolue, elle a d'emblée liéénée en
considérant une série entiere. La formule intégrale estthéoreme de
représentatiorpour les fonctions impaires développables en série de Taylor. Elle
contribue a l'inauguration, comme on s'y attendjémontrant'énoncé inaugural
pour unepartie de la totalité des fonctions.

Considérons maintenant la formule intégrale conprezédéqui associe a une
courbe désignée papx une série trigonométrique dont les coefficients

%EQ)xsin.ixdx dépendent de l'indice et d'une intégrale faisant intervenir la

fonction ¢x et une fonction trigonométrique (sans nous arréter la non plus aux
problemes mathématiques posés par l'affirmation de I'égalité entdels). Ce
procédé s'applique a une fonction arbitraire dans la mesure ou les int§grales
figurent sont définies pour une foncti@mbitraire. Or ces intégrales désignent
pour Fourier des mesures d'aifesil n'y pas dintégrale s'il n'y a pas d'aire.
L'intégrale n'a en l'occurrence pas d'autre sens. Elles se rappodiestourbes

C'est en considérant uieurbe quelconqugue Fourier peut inférer l'existence,
pour une fonction quelconque, des intégrales qui figurent dans la formule. Ou
plutbt, Fourier ne peut considérer ufanction quelconque qu'a partir d'une
courbequelconque : au moment d'inaugurer les séries trigonomeétriques il n'a pas
d'autre expression d'une fonctignelconquelLa possibilité de considérer que ces
intégrales sont définies pour ufenction arbitraire fait intervenir la possibilité

de se référer a lmtalité descourbesou a nimporte quellecourbe Les fonctions

et de courbes sont I'objet d'autres associations dans ce texteetiwais serait

50 «des coefficients des séries trigonométriques sont des aires définieswe des séries de
puissances sont des fonctions données par la différentiation, et dans lesqueltebuwn aissi a
la variable une valeur définie.art. 235. Voir aussi ci-dessus, la citation de I'art. 220.
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sans doute l'une des plus difficiles a éliminer. L'histoire de larithéde
I'intégration aprés Fourier, et des Cauchy, en donne une bonne indication.

La formule intégrale implique donc a la fois les expressions analytiqees de
fonctionset leurs expressions géométriques (courbes). Il est impossible de rendre
completement compte de l'usage de l'expressian au sein de la formule
intégrale sans lui reconnaitre cdsux contenu%. Cette formule est souvent
utilisée par Fourier comme une relation fonctionnelle pour laquehéest pas
nécessaired'associer un contenu géométrigue aux expressions qui y figurent.
Mais si l'on veut rendre compteomplétemende la formule, et notamment
I'appliquer & une fonctiomuelconque il est ici nécessaire de se référer aux
courbes, et ainsi de reconnaitre aux fonctions un double contenu, analytique et
géometriqué.

La dualité et avec elle I'incommensurabilité n‘ont donc pas dispdeufdemule
intégrale, elles ont été enfouies dans le signe de fofttion

iii) La généralité de la formule intégrale

La formule intégral® est le principal argument donné par Fourier pour étendre
a des fonctions arbitraires la possibilité d'une représentation pasédies
trigonomeétriques démontrée pour une partie d'entre elles. Nous venons aussi de
voir qu'elle n'éliminait pas les problemes sémiotiques que pose une telle extension
a des fonctions arbitraires. Elle peut jouer ce rble en raison ddécetagues
remarquableés. La généralité de cette formule, ce qui en fait une « formule »,
vient, d'un point de vue sémiotique, de I'expressionx . Or, cette expression a
des caractéristiques sémiotiques tout a fait remarquables xgilme latotalité
des fonctiongpar une expression qui peut elle-méme étre considérée camenme
fonction : on peut l'additionner, la multiplier, la dériver, l'intégrer, eAc.
contrario, I'expression « fonction » est aussi un moyen d'exprimer la todalté
fonctions mais elle n'est pas elle-méme considérée comme une fanctiome
peut l'additionner, la multiplier, la dériver, lintégrer, etc. L'egpian
« fonction » fait toujourgéférencea une fonction, on ne peut la prendre elle-
méme pour la fonction. Avec I'expressiom x cela est possible. Disposer d'une
telle expression c'est disposer d'un moyen d'expression remarquable d'une
totalité : elle peut étre utilisée comme l'expression d'une mgirticuliere,
comme par exempleos(x) mais sans que les expressions dans lesquelles elle

51 Pour la description d'autres signes en mathématiques faisantrimefusieurs plans de contenu
voir Herreman [2000].

52 « Ce théoréme et le précédent conviennent a toutes les fonctions possibtpse I'on en puisse
exprimer la nature par les moyens connus de I'Analyse, soit qu'ellespoordent a des courbes
tracées arbitrairement. » art. 224.

53 Le contenu géométrique des intégrales de cette formule a éé@uéyné par Hawkins [1970, 7-
8], Grattan-Guinness [1970, chp. 2], Grattan-Guinness & Ravetz [1972, 191ct@2honneau
[1976, 117-118], Dhombres & Robert [1998, 561]. Nous avons voulu montrer ici questnpe
de ce contenu géométrique répondait angeessitéécoulant des caractéristiques sémiotiques de
I'énoncé inaugural.

54 Sur cette formule, voir Grattan-Guinness & Ravetz [1972, 191]ia@r&uinness [1990, 597-
600], Dhombres & Robert [1998, 552-561].

55 Dhombres & Robert [1998, 555] :l'arbitraire est le fruit de la formule, non celui de la
démonstratiom.
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entre soient ensuite entachées de ce caractére parifcltiey permet de faire
des calculs/démonstrations comme s'il s'agissait d'une fonctionuparécmais

en donnant la preuvee fait que I'on n'a pas fait intervenir les caractéristiques
particulieres de cette fonction. Elle permet ainsi d'exprimgéferalitéavec une
expression qui a les caractéristiques d'une fongoticuliere. L'induction est ici
légitime.

Ces caractéristiques ne son évidemment gess I'expression ¢ x : elles
découlent de la possibilité de substitutions (substitution des fonctions particuliéres
les unes aux autres, substitution de fonctions particulierespa ). Elles
supposent donc d'autres expressidasslesquelles se font ces substitutions. |
s'agit donc de caractéristiques d'une expression darsysieme d'expressions
(d'ou la nécessité d'abandonner une sémiotique du Signe)

iv) La formule intégrale et la lame

D'un point de vue sémiotique, la formule intégrale et la lame rendent
finalement compte l'une et l'autre de la possibilité de représenéefonction
arbitraire par une série trigonométrigieSeule la formule intégrale participe de
I'inauguration. Inversement la lame rend sans doute mieux compte @mikxen
dont Fourier a été amené a envisager cette possibilité et éoseaincre. Leur
réle est bien distinct dans le texte, mais elles ont des éesticues sémiotiques
communes : l'une et l'autre comprennent une expression de la totaité de
fonctions qu'elles mettent en rapport avec I'expression d'un développement e
série trigonomeétrique. Pour l'une c'est I'expression d'un segment, pdreg |'a
I'expression ¢ x
Le doublerble de la lame a aussi été mis en évidence. La lamd'adsird la
représentation d'un solide dont Fourier étudie la distribution de chalder. El
est/représente alors un de ces objets ou une de ces représentati@ngatout
typiques de la physique-mathématique qui circulent entre les protagonistes et dont
I'examen structure I'exposé de la théorie. Elle est, a cet égard, tout a fait semblable
aux autres solides étudiés. Mais elle est aussi un disposjtifajuime la formule
intégrale, met en relation les séries trigopnométriques et umibdkigtn arbitraire
de chaleur. En cela elle difféere des autres solides et a unimgldier®. Ce
double rdle en fait une expression fondamentalement ambivalente, & ¢djiet

56 Ainsi, si la formule intégrale a des limites, elles viennent des intégrations qui yfifpuencore
des produits et des additions).

57 Les caractéristiques indiquées définissent ce que I'on peut appelerprassion d'invariante
génératricelHerreman 2005, 169-172]. Disposer d'expression d'invariante génératrice suppose, on
le voit, des moyens d'expression élaborés dont Fourier, de toute évidence, disposstoldaeldi
I'élaboration de ces conditions sort évidemment du cadre de cet article.

58 Dans Dhombres & Robert [1998, 554] l'introduction de la possibilité deptésentation d'une
fonction arbitraire par une série trigpnométrique semble n'étre réppouita la formule intégrale

. «la relation porte un sens que Fourier donne aussitot, et ce sens est celujéteétalité. La
généralité porte sur la fonction. Nous y sommesVYoir aussi Dhombres & Robert [1998, 555].
Cette formule fait bien en effetconnaitre comment les fonctions entierement arbitraires peuvent
aussi étre développées en séris de sinus d'arcs multigtesirier [1807/1972, 261] . Connaitre ce
«commenp est essentiel, mais la lame a déja établi la possibilitta gfénéralité de ces
développements.

59 On pourrait faire de la lame un instrument thermique servantadogger une fonction en série
trigonométrigue comme il en existe pour calculer leur intégrale.
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et dispositif, sémiotique et méta-sémiotique. Cette ambivalerda esndition
du rapprochement des séries trigonométriques et d'une fonction arbitraire.

Une ambivalence semblable apparaissait dans l'inauguration de la megirése

des problemes et des courbes par des polyndmes par Descartes. Coamee la |
est la représentation typique d'un solide, le probleme de Pappuspsbléme
typique de géométrie. Et comme la lame, le probléme de Pappus est auksi dans
Géomeétrieun dispositif particulier qui fait se rencontrer problemes de géométrie
et polyndmes. Le probleme de Pappus egtrobleme mathématiqueui permet

de parcourir’'ensemble des problemes de géométdie point de vue de leur
représentation par des polynémes, c'est faux, mais Descartes)lektribien est
encore de méme avec linauguration de la représentation des courbes par de
polyndmes : le mésolabe est a la fois un instrument parmi d'autres (réparnaa
caractérisation retenue par Descartes pour définir une courbe géométrigne) e
instrument qui trace des courbes géomeétriquasugdes genres.

Il'y a bien sar aussi des différences. La lame n'intervientcpasmmeun solide

qui serait aussi le moyen d'expressiortaiesles solide¥ : elle intervient en tant
gu'expression dh solidequi contient un segment de base qui sert d'expression de
toutes les distributions de chale{@ourbes). Mais son ambivalence est essentielle
a I'exposé de la théorie : elle s'inscrit dans la série d'alijed#es (dont elle est
méme le premier terme) et elle contient le segment qui seprel&sion de toutes

les fonctions.

Ces similitudes ne sauraient étre fortuites. Les attribuer andlegnces ne
convient évidemment pas (sauf a considérer des « influences sémiotiques »...). On
peut a nouveau se tourner vers les conditions de possibilité, ni nezessai
contingentes, de I'émergence de ces représentations générales.

La lame, la formule intégrale, le probléme de Pappus et le mésotaben
commun d'étre a la foigne expression et le lieu d'une variabilité. La lame est
I'expression d'un solide et le lieu de la variabilité de lailigion de la chaleur a

sa base. Dans la formule intégrale fx, on I'a vu, est a la éaggréssion d'une
fonction et le lieu d'une variabilité des fonctions. Le probléme ggpuaest
I'expression d'un probléme et le lieu de la variabilité par le norebria
configuration de droites qui entrent dans son énoncé. Le mésolabe est un
instrument et une chaine indéfiniment prolongeable d'instruments. On vo# ains
chaque fois le double réle de ces expressions et la fonction de cdamnsi
I'émergence de nouvelles représentations : chacune de ces expressivignint

en tant qu'expression (d'un solide, d'un probléme, d'un instrument), mgig@US
tant que lieu d'une variabilité associée a une totalité. La ddiolletion
sémiotique de ces expressions s'explique ainsi par le fait de comprarare
expression qui sert de support de I'expressionedtotalitéainsi mise en relation

avec une autre expression faispaitie de cette totalité.

60 Le calcul intégral et différentiel permet de passer de |'étude plepagation de la chaleur dans
un solide (infinitésimal) de forme géométrigparticuliére (en I'occurrence un parallélipipéde,
dont la lame est un cas particulier) & celle dans un corpsrde fprelconqueC'est la que réside
la possibilité d'établir une équatiggénérale Cette expression de la généralité propre au calcul
intégral et différentiel, bien slr trés importante en mathigoneg, joue en tant que tel comme on
I'a vu peu de réle dans la théorie de la chaleur de Fourier.

61 On peut trouver la un élément qui rend compte sémiotiquement dect'isopdes mathématiques
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Il convient aussi de souligner la diversité des types d'expression gouéntn
réle dans I'émergence de ces représentations puisque l'on trouve auskshie
schémas (de la lame, d'un instrument), une formule mathématique (laleform
intégrale) et une expression en langue naturelle faisant référengee a
configuration géométrique (I'énoncé du probléme de Pappus).

v) Intervalle de définition et de représentation

Fourier a été amené a considérer l'intervalle de validité deptasentation
d'une fonction par une série trigonomeétrique et a introduire a la mémeooclkzasi

. b . . . ,
notation f , dans laguelle les bornes de la variable sont indiquées en haut et

en bas du symbole d'intégration (arts 222, 231 et 431, Fourier 1829/oeuvres I,
150, Fourier 1816, 36%) notation qui a été trés vite adoptée et diffusée par
Cauchy [1814/1827/1882, 340 ; 1823a/1899, 126 ; 1823b/1905, 334].

Fourier consacre en effet d'assez longs développements a déterminer la
« limitation a laquelle les séries trigonométriques sont assujéti@st. 184, arts
185-188), c'est-a-dire a déterminer [lintervalle sur lequel une série
trigonométrique représente une fonction donnée par une autre expression. De
toute évidence, la série trigonométrique ne peut représenter partoue astell
elle-méme définie une fonction donnée (ne serait-ce qu'en raison de sa
périodicité}ys. La représentation trigonométrique doit nécessairement avoir des
limites et il est donc nécessaire de les déterminer pour solaéaypénéralité de

cette représentation. D'ou les développements que Fourier consaette a c
question.

Considérons a présent plus précisément ce qui le conduit a s'intéresster a
intervalle. D'un point de vue sémiotique, une particularité remarquabla de
représentation par les séries trigopnométriques est sa dépendanasvallént si

I'on change l'intervalle, ce n'est pas seulement l'intervalle laderme général

(la base) de la série qui change. C'est la une différence remarquablenave
développement en série entiere : méme quand il n'est que locaefésients de

la série peuvent changer, mais le terme général du développemerd;ditesia

base de la représentatipne change pas. Dans le cas des séries trigonométriques,
la base méme de la représentation change. La possibilité de remrassamt
fonction par une « série trigonométrique » est indépendante de tout intervalle,
mais le terme général de la représentation en dépend. Il estfeoubdginal et
remarquable d'avoir une représentation dont la base soit ainsi « vattabiast,
l'intervalle n'est pas tant associé aux fonctions représentées sysi@me de
représentationCe n'est pas la définition de la fonction qui dépend de l'intervalle,
c'est le systeme d'expressiblintervalle est un intervalle de représentation et non

de leur application & la physique.

62 Cela a bien sOr été souvent souligné, voir notamment : Grattan-GudnRessetz [1972, 241] ;
Dhombres & Robert [1998, 552, 554 , 559-561] ; Grattan-Guinness [1990, 629] anGratt
Guinness [2005, 359].

63 Fourier joue ici d'unaon conformité : l'intervalle sur lequel la série trigonométrique définé
fonctionne coincidepasavec l'intervalle sur lequel cette série sert de représentation.

64 Les exposés actuels privilégient l'intervalle [0,1] et tendent aingsguer cette variabilité. La
variabilité de la base dans la représentation des nombres (basaldgébinaire, hexadécimale,
etc.) est aussi remarquable mais la totalité (des nombres) représentéensestecds la méme.
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un intervalle de définitigh.

La représentation trigopnométrique présente donc cette caractéristigoéggéam

tout a fait originale de n'étre pas seulement un systeme d'expressDmume
variété de systemes d'expressionFourier a a résoudre divers problemes de
mathématiques, de physique et de physique-mathématiques, mais Bia aus
résoudre les problémes qui découlent des caractéristiques de la repoésenta
qgu'il inaugure, probléemes qui comprennent ceux communs a toutes les
inaugurations mais ne s'y réduisent pas (et les séries trigonométriques e
détermineront encore bien d'autres apres lui, notamment celui, typiquement
sémiotique, de l'unicité de la représentation) : les caractéristsgmiotiques
inhabituelles de la représentation conduisent a des considérations ntiahesna
inhabituelles.

On peut aussi a présent considérer d'un point de vue sémiotique la cancemit

de la prise en compte de lintervalle de représentation par deéss sé

trigonométriques et l'introduction de la notatio[ﬁ: . L'intervalle sur lequel une

série trigonométrique représente une fonction donnée ne coincide pas, on I'a vu,
avec celui sur lequel la série définit elle-méme une fonction. Cette lonitde la
représentation d'une fonction par une série trigopnométdqiteapparaitredans

la formule intégrale qui serait sinon manifestement fausse. L'intfodudé la
notation fb , qui en tant que telle n'a plus de rapport aux séries

trigonométriques, répond a la nécessité d'exprimer lintervalle de @alidila
formule intégrale et celle de la représentation de la fonction paeérie

65 Dhombres & Robert [1998, 556] y voient un intervalle de définitioflja«hotation des bornes
d'une fonction dans une intégrale — un coefficient de Fourier — correspond regatta la
précision du domaine de définition qui doit accompagner toute fonction, réidlare a une
commodité c'est passer a c6té de ce qu'apporte Fouridia prise en compte de cet intervalle est
décrite en termes depise de conscience et de compréhension if«a compris») : «Ce qui
nous apparait aujourd'hui banal nécessita une prise de conscience pour laquelle Fourier créa
sinon un concept nouveau, du moins ou mieux, un paradigme autre. Par cettéiatstinapére
une coupure importante dans l'analyse mathématique, quelque chose qui lui fait towtosrle
la tradition incarnée par Euler (...). S'il a compris que, contrairemelégalité de deux formes,
celle de deux fonctions ne signifie pas une coincidence partout, mais palbingue par un
domaine dont il importe de donner I'étendue, c'est bien grace aux séries de F@h@nbres &
Robert [1998, 559]. Le point de vue épistémologique adopté par ces autewandkest a
rapporter auconcept de fonction ce qui, selon nous, doit I'étre en l'occurrence a leur
représentation, et plus précisément a une caractéristique bien particuliere-de Bellméme, les
problémes sémiotiques inhérents a l'inauguration des séries trigononsstefgnetamment celui
de l'expression d'une totalité, est ramené par eux a un défaut conceptueldémontre » quant
a lui la totalité en faisant des recensions compléetes d'exemples. Faute de la notion cora@aptuell
hocqui assurerait cette totalitéd Dhombres & Robert 1998, 565. Analysefll&orie analytique
de la chaleuren considérant qu'un conceptld«notion conceptuellad hoc ») «assurerait cette
totalité » c'est a notre avis manquer ce qu'un concept, en l'occurrence clloctien, doit aux
caractéristiques des moyens qui servent a son expression. Leur anaysssigsour une grande
part fondée sur le concept de « rigueur » (Dhombres & Robert 1998, 564, 556-557, 663R662]
que ne soient pris en compte les conditions de possibilité sémiotiquestide rigueur.
L'épistémologie et la philosophie des mathématiques sont ainsi souvent desresnefficaces
pour entretenir l'ignorance des conditions de possibilité sémiotiques dedmmatiques et avec
elle celle de la nécessité de les inaugurer.

66 Reconnaitre par exemple que deux fonctions coincident (i.e. ont lessm&beurs) sur un
intervalle a partir de leur développement en séries trigonométiguetes intervalles différents,
sans étre disjoints, est un probleme difficile parce qu'il s'agitagndexpressions de deux
systemes d'expression différents.
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trignométrique.

Une notation doit étre générale et Fourier introduit ici une notatiolintieglale

qui spécifie l'intervalle d'intégration. En dépit de sa générabigtestable et
contestée, en raison d'une extension indéterminée, eresant que formule
généraleque la formule intégrale intervient dans l'introduction de cette notation
toujours en vigueur. Cette nouvelle notation, compte tenu de la généralitié qu
est nécessairement associée, ne renvoie pas a une fonction pegticalis a une
totalité de fonctions, la totalité des fonctions définies (et intégrables) sur
l'intervalle. Ainsi, la totalité des fonctions définies (et intégrables) sur un
intervalle a bien été inaugurée et intervient a nouveau ici en tantelglelLa

. b R . , . . A
notation L en est a la fois une consequence et une manifestation. En s'arrétant

a ce que la généralité de la représentation trigonométrique et ladantégrale
ont de contestable on risque de manquer certaines conséquences de leuggénéralit

.. A . . . b
comme ici son role dans lintroduction de la notatiof : les moyens

d'expression utilisés en mathématiques, et notamment les mogenesdsion de
la généralité, ont des conséquences effectives sur les mathémakioieles
conséquences mathématiques reconnues fatiori les conséquences logiques,
ne rendent pas compte.

c) La conformité

L'inauguration ne consiste pas seulement a soutenir une correspondance
réciprogue entre les courbes et les séries trigopnométriques : toutes ledtésopri
des courbes doivent pouvoir étre exprimées par celles des séries trigonométrique
et toutes les propriétés des séries trigonométriques doivent inversemeninavoir
interprétation géométrique. Soutenir cette conformité au-dela de Ia
correspondance pose aussi des problemes spécifiques.

i) L'inauguration des séries et la conformité de I'Analyse mathématique

La conformité est sans aucun doute la caractéristique la plus remardeabl
représentations introduites par les textes inauguraux. C'est elle gfie jesti
permet de distinguer ces représentations et les textes qui les inaugtétardre
a une telle conformité pose un probléme d'expression évident : comment exprimer
la totalité des propriétés que ce soit des courbes ou des séries trigonométriques?
Ce probleme se pose et c'est bien un probléme d'expression semblkible, m
distinct, de celui de I'expression ded#alité des fonctions. Il convient donc aussi
d'examiner comment Fourier le résout.

Il faut pour commencer remarquer que Foudisposede la conformité des
courbes et des polyndmes déja soutenue par Descartes, étendue aux séries entieres
et au-dela, disons aux fonctions algébriques, et surtout amplement soutenue par
une longue pratique mathématique. Il n‘a ainsi plus a convaincre seur|aut
lui-méme, comme Descartes avait d( le faire, que la tangelatea@tmale a une

BN

courbe peuvent étre obtenues a partir de I'expression analytique de la courbe
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(Herreman 2012), qu'il en est de méme de l'aire, etc. Plus de cent cinquante ans de
mathématiques ont permis d'établir cette conformité et sans doute déggnde

faire oublier la nécessité de I'établir. C'est elle notamuopgrermet a Fourier de
considérer, ce qui n'est autrement rien moins qu'évident, que laosoluti
déterminée par I'Algebre ou I'Analyse d'un systeme d'équations (difédlestu

non) établies a partir d'un probléme de géométrie, de physique, etc. donne |
réponse géométrique, physique, etc. de ce probienescartes avait di
consacrer un livre entier a I'établir pour la géomeétrie...

Mais la conformité ne se réduit pas ici aux courbes et aux séries trigonometriques
Tout au long de son exposé Fourier s'assure systématiquement de lateompl
interprétabilité physique des expressions mathématiques qu'il considgegjitll

pour lui de soutenir que I'Analyse mathématiqu@duit toutes[c'est nous qui
soulignons]les recherches physiques sur la propagation de la chaleur a des
guestions de Calcul intégral dont les éléments sont donnés par I'expésience
(art. 1). ll fait ainsi valoir que ses expressions mathématiquenbdes valeurs

de la température en un point de la lame conformes aux expériences :

« Il restait encore a comparer les faits avec la Théoriea ©ntrepris, dans cette
vue, des expériences variées et précises dont les résultatersiamines a ceux du
calculs et lui donnent une autorité qu'on e(t été porté a lui refuseudamsatiere
nouvelle et qui parait sujette a tant d'incertitude. » art. 15

On a vu gu'avant de déterminer les coefficients de la solution géradrtanue
pour la lame, il s'attachait a montrefeffet que représente chacun des termes de
la série» (art. 170). Et une fois la résolution terminée, il conclut en soutenant que
« toutes les conditions physiques de la question sont exactement sem(alré

190). L'expression des séries offre selon lui une représentation de lar chale

se diffuse, de son mode fondamental, de ses modes propres etc :

« Les intégrales que nous avons obtenues ne sont point seulement des expressions
générales qui satisfont aux équations différentielles ; elles sapgent de la
maniére la plus distincte I'effet naturel qui est I'objet de la quedd'est cette
condition principale que nous avons eu toujours en vue, et sans laquedsulests

du calcul ne nous paraitraient que des transformations inutiles. Lorstfee c
condition est remplie, I'intégrale est, a proprement parler, I'équatiphéhomeéne ;

elle en exprime clairement le caractére et le progréemétae que I'équation finie

d'une ligne ou d'une surface courbe fait connaitre toutes les propriéEss de
figures. Pour découvrir ces solutions, nous ne considérons point une seule forme de
l'intégrale ; nous cherchons a obtenir immédiatement celle qui estepaofa
question. C'est ainsi que l'intégrale, qui exprime le mouvement de laichales

une sphere d'un rayon donné, est trés-différente de celle qui exprinterecennent

dans un corps cylindrique, ou méme dans une sphére d'un rayon suppos8rinfini.
chacune de ces intégrales a une forme déterminée qui ne peuepagptéée par

une autre. Il est nécessaire d'en faire usage, si I'on veut connaitre la distribution de la
chaleur dans le corps dont il s'agit. En général, on ne pourrait appaden
changement dans la forme de nos solutions, sans leur faire perdrarctére
essentiel, qui est de représenter les phénomeénes.» art. 428

67 Cette conformité sous-tend le premier principe énoncé par Fouriedgmire sa méthode :@n
considére a-la-fois la condition générale donnée par I'équation aux différgraréislles, et
toutes les conditions singulieres qui déterminent entierement la questikon ee propose de
former l'expression analytique qui satisfait a toutes ces conditioad. 428-1°.
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Ainsi, l'expression v=ae *cos.y+be *cos.3y+ce *cos.5y+de *cos.7y+...

est intégralement signifiante et son analyse esbnforme a l'analyse des
phénomenes thermiqiiésElle rend en quelque sorte la propagation de la chaleur
visible a nos yeux comme les résonances harmoniques d'un corps sonore sont
audibles par nos oreilles (xxiv). Cette expression fa&sge rien de vague et
d'indéterminé (xxii). On peut avec elle &éterminer toutegc'est moi qui
souligne]les circonstances du mouvement permanent de la chaleur dans une

lame rectangulaire échauffée a son origine(art. 192), elle «eprésente
exactementoutes [c'est moi qui soulignéds circonstances du mouvement de la

68 Citons : «'irradiation de la chaleur a une relation manifeste avec les Tablesnds sicar les
rayons, qui sortent d'un méme point d'une surface chauffée, different beaucoupnensteleur
intensité est rigoureusement proportionnelle au sinus de l'angle que fait leatiah avec
I'élément de la surface. Si I'on pouvait observer pour chaque instant, aitagoe point d'une
masse solide homogéne, les changements de température, on retrouverait dansda sésie
observations les propriétés des séries récurrentes, celles des sinuslegatiébmes ; on les
remarquerait, par exemple, dans les variations diurnes ou annuelles des tempérddsre
différents points du globe terrestre qui sont voisins de la surfaget. 20. Ou encore : Gette
forme du résultat est nécessaire, parce que le mouvement variable, ¢pibjestde la question,
se compose de tous ceux qui auraient lieu séparément, si chaque point du tsilideué
échauffé, et que la température initiale de tous les autres flt nule. 428-5°. Et enfin ; «
chacune de ces solutions donne I'équation propre du phénoméne, parce qu'elle dentepré
distinctement dans toute I'étendue de son cours, et qu'elle sert a détdemileenent en nombre
tous les résultats art. 428-7°

Ou encore : « L'équation
4 -
V== "CO05|Y]
m

représente ainsi un état du solide qui se conserverait sans aucun changjiéréiit d'abord formé ;
il en serait de méme de I'état exprimé par I'équation

v:ie'3"c05|3§,r'|
3w

et en général, chaque terme de la série correspond a un #tatipaqui jouit de la méme propriété.
Tous ces systemes partiels existent a la fois dans celui quaengerd'équationa ; ils se
superposent, et le mouvement de la chaleur a lieu pour chacun d'euxé&adamaniére que s'il
était seul. Dans I'état qui répond & l'un quelconque de ces terntesypésatures fixes des points
de la base A different d'un point a un autre, et c'est la seule condition de la questiosoipae
remplie ; mais |'état général qui résulte de la somme de ésueimes satisfait a cette méme
condition.

On voit donc que les valeurs particulieres
—X P -3 r " -5 r "
ae “cosiy).be T cos(3y).ce T cosiSyl...

prennent leur origine dans la question physique elle-méme et ont unenrelétiessaire avec les
phénomeénes de la chaleur. Chacune d'elle exprime un mode simple sujuehtldechaleur
s'établit et se propage dans une lame rectangulaire, dont les catés dohservent une
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chaleur» (art. 206%. La conformité ne saurait étre affrmée de maniére plus
explicite. Le chapitre 11l se conclut sur une phrase dans laqualfarmité de
la solution trouvée est a nouveau affirmée :

« En général il n'y a aucune propriété du mouvement uniforme de la ctakeur
une lame rectangulaire, qui ne soit exactement représentée pasatetion. » art.
238.

Il ne fait pas de doute que Fourier soutient la conformité des séries
trigonométriqgues aussi bien aux courbes qu'aux phénoménes thermiques
auxquelles elles servent d'expression. Mais il ne la soutient pas que potietes sé
trigonométrigues. Au contraire, nous avons vu que c'était aussi par souci de
conformité qu'il partait des équationmarticulieres plutdt que del'équation
générale.C'est toute la théorie de la chaleur qui doit offrir une expression
conforme des phénomenes thermiques, et c'est, au-dela, toute ['Analyse
mathématique qui est conforme aux phénomenes sersibles

« On reconnaitrait encore les mémes résultats et tous lesrdgprincipaux de
I'Analyse générale dans les vibrations des milieux élastiques, dans laétpsopes

lignes ou des surfaces courbes, dans les mouvements des astrescetidatesla
lumiére ou des fluides. C'est ainsi que les fonctions obtenues par des différentiations
successives, et qui servent au développement des séries infiaids eisolution
numérique des équations, correspondent aussi a des propriétés physiques. La
premiére de ces fonctions, ou la fluxion proprement dite, exprime, Eans
Géomeétrie, l'inclinaison de la tangente des lignes courbes, etadagsdmique, la
vitesse du mobile pendant le mouvement varié : elle mesure, d@ihédde de la
chaleur, la quantité qui s'écoule en chaque point d'un corps a travessriawe

température constante. Le systéme général des températures se ¢omjpoeed'une multitude
de systémes simples, et I'expression de leur somme n'a d'arbitraires quefficients a, b, c,
d,..»art. 191

Citons enfin : « La décomposition dont il s'agit n'est point un résultat purement re¢ibanalytique
; elle a lieu effectivement et résulte des propriétés physigids chaleur. » Fourier, "Extrait du
mémoire sur la chaleur”, 1807, Hérivel 1980, 55

69 A propos des termes qui composent les sérigsinsk les valeurs particulieres que nous avons
considérées précédemment, et dont nous composons la valeur généralesuirenigine de la
guestion elle-méme. Chacune d'elles représente un état élémentapeuqsubsister de lui-
méme dés qu'on le suppose formé ; ces valeurs ont une relation naturellessiaivécavec les
propriétés physiques de la chaleurart. 241.

70 A ce propos, voir Dhombres & Robert [1998]. On peut citer : « [Fowrsrpersuadé que son
analyse se confond avec la natwr®hombres & Robert [1998, 731]. Voir aussi Dhombres &
Robert [1998, 475 ; 478 ; 502 ; 519 ; 532 ; 566 ; 594 ; 665]. Friedman [1977, &3jurier's
conception of the science contains more than the mathematical equations fordpsgation;
for him the physical aspects remain, even when the equations can stand»al@rattan-
Guinness & Ravetz [1972, 307] We see again in this sectifffourier 1807, art. 114fourier's
strong desire to develop his results as statements about heat diffusionl as welthematical
theorems. One of the most impressive features of the manuscripts is ttentsoimgerplay
between new mathematical results and their interpretation in the physmblem at hand; it is
this quality which gives it its position as a landmark in pure and applied mathematicsalike.
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donnée. L'Analyse mathématique a donc des rapports nécessaires avec les
phénomeénes sensibles ; son objet n'est point créé par l'intelligence de I'hdmme

est un élément préexistant de I'ordre universel et n'a rien de contglenfortuit ;

il est emprunt dans toute la nature. » art. 20

Le systéme d'expression de I'Analyse mathématique est selai que d'une

part toutes les questions relatives a la propagation uniforme de larghaleent

y étre exprimées et d'autre part que tous les problemes auxquels camsjuest
sont réduites peuvent y étre compléetement résolues, leurs solutions desnant |
réponses aux questions posées. Les phénomeénes thermiques peuvent ainsi étre
entierement saisis par des équations différentielles et décriteyvarsolutions
obtenues par une analyse mathématique qui ne doit plus rien aux phénoménes
considérés, menée suivant ses propres regles, mais qui néanmouns t@ssifes
aspects des phénomeénes. La conformité de l'analyse mathématiqus et le
phénomeénes thermiques va de pair avec leur séparation (dualigisence

propre et autonome de chacune :

« Les questions relatives a la propagation uniforme ou au mouvementeala

chaleur dans l'intérieur des solides sont réduites, par ce qui précéde, a des problemes
d'Analyse pure, et les progres de cette partie de la Physique dépendmmiaie

de ceux que fera la science du calcul. Les équations diffélesitiple nous avons
démontrées contiennent les résultats principaux de la théorie erflament, de la
maniére la plus générale et la plus concise, les rapports néegesdail'analyse
numérique avec une classe trés étendue de phénomeénes, et réunissent pour toujours
aux sciences mathématiques une des branches les plus importantes de la Philosophie
naturelle. Il nous reste maintenant a découvrir l'usage que l'on deitdmices
équations pour en déduire des solutions complétes et d'une applicatienxfact.

163

La conformité suppose la dualité. Pour que I'Analyse mathématique soit conforme
aux phénomenes physiques elledoit pas en faire partie ; ses expressions ne
peuvent se substituer a celles qui composent les phénomenes physiques.

On peut mentionner ici la démonstration de l'unicité de la solutauvée de
I'équation différentielle pour la lame infinie (I'argument est reprisheypitre VII

pour le prisme rectangulaire, arts 326-327) (arts 200224)urier consacre un
développement assez long (cing articles) a cette unicité qu'it puranférer de
l'unicité phénoménale (la lame n'hésite pas entre plusieurs états peenganent
montrant que I'un comme l'autre ont une seule solution, il contribusbBr eau

lieu de la présupposer, la conformité du probléeme mathématique (équation
différentielle avec conditions aux bords) a la question physique ainsi que la
capacité de I'Analyse mathématique a résoudre elle-méme les prelgjaenton

peut y formuler. Pour démontrer cette unicité il introduit un théoreme sur
I'additivité des lois d'évolution de la distribution de la chaleusdigux lames

mais doit, pour le démontrer, faire une analyse moléculaire des échanges
thermiques et ainsi revenir aux phénomenes physiques au cours de l'analyse
mathématique. C'est la une des rares entorses dans ce chip#éparation des

71 La démonstration de l'unicité est inévitablement confrontée au prolléniexpression d'une
totalité, en l'occurrence la totalité des répartitions déeahalans la lame. C'est la lame elle-
méme, comme précédemment le segment de sa base, et I'expression qui en font ici
office. Pour une autre analyse voir Dhombres & Robert [1998, 541-544].

37



deux analyses. Fourier ne réussit pas ici a reproduire exactdamenlke cours de

son exposéla séparation entre les phénoménes et leur représentation
mathématique. Mais cette entorse intervient dans la démonstratioprohieme

qui n'est posé que pour mieux établir cette séparation qui, sih'ei¢ pas
compléte, a pu ainsi étre poussée un peu plus loin. Elle n'epamehoins en
évidence un défaut d'indépendance du systeme d'expressions mathématiques qui
apparait en I'occurrence incapable d'établir par ses propres moyens cetté. unicité

ii) Le Discours préliminaire : une philosophie du langage mathématique

La Théorie analytique de la chaleuest précédée d'un « Discours
préliminaire » dont la conformité de I'Analyse mathématique aux phénoménes
naturels est un théme centr&on examen va permettre de retrouver dans la
philosophie de la nature défendue par Fourier cette caractéristique,agitries,
des énoncés inauguraux.

Le Discours commence par un panorama des progrés de la mécanique rationnelle,
en particulier depuis Newton, et des phénomenes naturels dontpelleeadre
compte : le mouvement et la forme des astres, les marées, lesngmnes
vibratoires, la propagation de la lumiére, etc. Mais cette mécanique n'aquéa jus
présent, selon Fourier, été appliquée aux phénomenes thermiques qui
«composent un ordre spécial de phénoménexvi) dont il fait valoir
l'importance a la fois domestique (chauffage) et climatique : répartite la
température a la surface de la Terre et dans le sol, dans pagne®t dans les

mers, et leur évolution dans le temps (en supposant toujours que pesarmes

sont devenues permanentes...). Comme Newton, il entend faire une analyse
exempte d'’hypothe%esur la nature des phénomeénes méme si, a nhouveau comme
celui-ci, il adopte le modele moléculaire adapté au calcul diffé@len@es
phénomenes sont aussi supposeés étre régis par des lois dont il convient de trouve
« I'expression mathématigue(xix), de sorte que tous les phénoménessoient
interprétés ¢ar le méme langage (xxiv).

L'Analyse mathématique est ainsi congue commkangagé*. Ce langage donne

une expression conforme des phénomenes dont il est tenu séparé. Il est aussi
nécessaire a I'expression de leurs’oi$ doit étre constitué et ne saurait I'étre

72 Ce n'est pas la seule entorse dans ce chapitre a la sépantigoiaralyse mathématique et
physique : Fourier justifie de limiter dans les séries la soromatides entierpositifspar le fait
gue les termes e ™ de la solution générale ne doivent pgasr des raisons physiquetgvenir
infinis (art. 168).

73 « Les principes de cette théorie sont déduits, comme ceux de laityléceationnelle, d'un treés
petit nombre de faits primordiaux, dont les géomeétres ne consigeriantla cause, mais qu'ils
admettent comme résultant des observations communes et confirmées par toutes les expériences.
(xxi).

74 Sur I'analyse mathématique comme langage a la fin du 18éme siecle, voir Brian [1994].

75 « Les effets de la chaleur sont assujettis a des lois constantisnque peut découvrir sans le
secours de I'Analyse mathématique. La Théorie que nous allons exposer a pour objet derdémont
ces lois ; elle réduit toutes les recherches physiques sur la piopadatla chaleur a des
questions de Calcul intégral dont les éléments sont donnés par I'expérience. »Ramatjuons
incidemment que Fourier utilise lui-méme les verbes « exprimer » et « représ@ntices d'une
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sans une étude des phénoménes

« Il ne peut y avoir de langage plus universel et plus simple, plus exempt d'erreurs et
d'obscurités, c'est-a-dire plus digne d'exprimer les rapports invarialdeétrés
naturels.

Considérée sous ce point de vue, I'Analyse mathématique est aussi étendue que |
nature elle-méme ; elle définit tous les rapports sensibles, enEssutemps, les
espaces, les forces, les températures » xxiii

On retrouve dans ce Discours un dualisme, avec dun co6té la tatelté
phénomenes naturels et de l'autre ce langage, I'Analyse mathémaigue.
retrouve la conformité. Leur différence de nature les rend aussi
incommensurables.

Devant rendre compte du fait que ce langage est commun a des phénoménes aussi
différents que le mouvement de la lumiére dans I'atmosphére, la diffilisitn
chaleur et les probabilités, Fourier stipule qu'il nous en fait ctvanailes
éléments fondamentaw(xxiii) : s'il y a une expression commune c'est, selon lui,
qu'il y a un contenu commun. Et inversement, cette expression comstuide e
«comme pour attester l'unité et la simplicité du plan de l'usivet rendre
encore plus manifeste cet ordre immuable qui préside a toutes lesscaus
naturelles» (xxiv). Ainsi, en dépit de l'incommensurabilité de ces divers
phénomenes entre eux, une totalité uniforme est constituée qui permet de
préserver la conformité et la dualité avec I'Analyse mathématique.

La philosophie du langage mathématique développée ici est en adéquation
compléte avec les caractéristiques dé&Haorie analytique de la chalegui ont

ete dégagées indépendamment. Il y a ainsi une homologie remarquabla entre
philosophie ou I'épistémologie déployées et les caractéristiquestigées des
textes qu'elles introduisent

iii) L'inauguration d'une totalité

L'inauguration des séries trigonométriques par Fourier a ceci de particuli
comparée a d'autres que les expressions de la représentation inalegysoée
pas en un sens, nouvelles. Fourier n'inaugure pas les séries trigonomeétriques dans
la mesure ou il n'a pas a expliquer la formation de ces expressianstraduire

dualité) : «I'équation (...) exprime le mouvement uniforme de la cha&ur (art. 321),

« I'équation qui exprime le mouvement de la chaleur etc. » (art.238), « le mouvement teuta cha
dans un cylindre solide (...) est représenté par les équations att. 306), « I'équation (...) qui
représente le mouvement de la chaleur dans un solide etc. » (aret@3Ba phrase déja citée

« En général, on ne pourrait apporter aucun changement dans la forme de nos solutions, sans
leur faire perdre leur caractére essentiel, qui est de représenter les phées»nart. 428,
reprend un passage d'une lettre a Laplacen re pourrait point faire de changement a cette
solution sans qu'elle cesse d'exprimer le phénomeéne « représenter » [Herivel 1980, 26] est
remplacer par « exprimer ».

« L'étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des désauaed¢hEmatiques.
(...) [Elle] est encore un moyen assuré de former I'Analyse elleemémd'en découvrir les
éléments qu'il nous importe le plus de connaitre, et que cette sd@hbt@ujours conserver : ces
éléments fondamentaux sont ceux qui se reproduisent dans tous les effets naturels » (xxii)

Sur ce point Brian [1994, 49-71].
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les conventions nécessaires a leur compréhension. Toutes leurs GhIGRORSTi

sont déja recues et familiéres. Descartes devait au contraire indigae lecteur
comment mettre sous forme d'équation polynomiale un probléme de géométrie et
comment tracer la courbe solution a partir de cette équation atgurdeur
rapport. Cela, Fourier n'a pas a le faire. Cette particulariténdeduration des
séries trigopnométriques fait cependant bien ressortir un trait en hevaommun

a toutes ces inaugurations qui est l'inauguration dataété en tant que totalité

Et en cela, il y a bien inauguration des séries trigonométriquest:lien a la
totalité des séries trigonométriques que Fourier a a faire. C'est leur topailité
acquiert un sens nouveau, c'est elle qui va pouvoir des lors exidiznteque

telle et qui va devenir une nouvelle totalité pré-établie. L'inaugumrate cette
totalité differe de l'introduction de ses termes. Il est sans dodressant de
recenser les usages de séries trigopnométriguast Fourier ([Grattan-Guinness
1970, 19]), mais il convient aussi de distinguer ces occurrences dedeelms
totalité : les conditions de leur introduction et leurs implicationsarg pas les
mémes. Il y a la une différence objective et significative :réirgke Fourier les
séries trigonométriques ont pu étre considérées en tanttagaldé et des
développements leur ont été consace¥s tant que telle L'étude de la
convergence de ces séries en est une exemple ([Sachse 1880]) aglinpas'
d'étudier la convergence d'une série trigonométrique mais dekeséries
trigonométriques prises comme totalité. C'est une forme d'anachronisme de voir
dans une série trigonométrique la totalité de ces séries avant que cetéertaiali

été considérée, voire inaugurée, comme telle. Cet anachronisme ignare auta
qu'il présuppose cette inauguration. Il peut dés lors en devenir un indice comme le
sont tous les développements, mathématiques ou historiques, qui imptigtient
totalité.

iv) Conformité et inauguration

La postérité de la représentation des fonctions arbitraires par ries sé
trigonométriques, pas plus que celles des problémes de géométriecetides
géométriques par des polynébmes, n'a pas tenu actedformité total®. Les

Le jeune Liouville [1830, 135] crut semble-t-il & "possibilité de représenter une fonction
quelconque, entre des limites données, par une série dont les termesssotgdgeales d'une
équation linéaire du second ordrelejeune-Dirichlet [1829, 157] évoque ausdies séries de
sinus et de cosinus, au moyen desquelles on peut représenter une fonction adrimaingn
intervalle donné>. Pour G. Libri [1831, 224] la guestion de la discontinuité des fonctions
arbitraires, qui complétent les intégrales des équations aux différentipbetielles, agitée
d'abord entre Daniel Bernoulli, Euler et d'Alembert, et discutée depaiisles plus grands
géometres, parait avoir été résolue par M. Fourier qui a montré le premiament I'on pouvait
déterminer, dans chaque cas particulier, les fonctions arbitraires de maniéaéstaise aux
conditions initiales du probléme, méme lorsque celles-ci n‘obeissent pasisuabe Icontinuité.
Les formules que cet illustre géométre a trouvées sont propres a exprimaefonction
discontinue quelconque, dont les diverses parties, comprises entre des dionteses de la
variable, suivent une marche dissemblable, et sont représentées par des exprefsiontesif
Voir aussi Libri [1833, 303] ou cette fois le nom de Fourier est &ssocelui de Poisson qui est
lui-méme convaincu de la possibilité de développer une fonction amittaiplusieurs maniéres,
et notamment en série trigonométrique [Poisson 1835, 167-168, 185-233]. PHaipd&837,
56] expose le «general process of expressing a discontinuous function by means of a
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polyndmes ou les séries trigonométriques ont néanmoins acquis le statut de
totalités pré-établies et de nombreux développements leur ont en taetsgée
ensuite consacrés. Ces représentations ont depuis largéaitelgur preuve

Leurs multiples usages suffisent depuis longtemps a justifier leur intimoluct
Mais leur conformité totale n'y a plus guére sa part. |l estendevenu facile de

la mettre en défaut. Un premier risque est alors d'ignorer ladparbnformité
acquise et le réle qu'elle continue de jouer : Fourier dispose pogeles
trigonométriques d'une certaine conformité aux courbes dont il tire toujours parti.
Un second risque est de ne voir au mieux dans la présence deooétienité au
moment de linauguration qu'une « erreur de genése», et d'en appeler a un
contexte historique et des partis pris philosophiques plus ou moins propres a ceux
qui inaugurent ces représentations. Ces contextes et ces partis pris plyjlesophi
existent et jouent un réle, mais la récurrence de la conformité inkit@écorder

plus d'attention et a la considérer comme une condition sinon agedssit du

moins remarquablement récurrente de l'introduction de nouvelles représentations
en mathématiques. Le point est ici de considéretant que tel€es moments
d'introduction de nouveaux moyens d'expression, c'est-a-dire d'en reconnaitre la
spécificité, spécificité que les usages que nous faisons de ces megiréss,
souvent a l'origine de notre intérét pour leur histoire, nécessairemeigunttéet

qui supposent pourtant leur introduction, ne permettent pas de reconnaitre voire
nous conduisent a ignorer.

trigonometric series. William Thomson [1839-1841/1882, 1] considere aussi que le
développement d'une fonctiorcempletely arbitrary» en série trigopnométrique a étégorously
demonstratecs d'abord par Fourier puis par Poisson. Riemann [1854, trad. fr, 22@Jusst
prudent : «es séries trigonométriques, ainsi appelées par Fourier, c'est-a-dire de la farn

jouent un rdle considérable dans la partie des Mathématiques ou I'on rencontfendgens
entiérement arbitraires ; on est méme fondé a dire que les progrés leesghustiels de cette

partie des Mathématiques, si importante pour la Physique, ont été subordonnés a la connaissance
plus exacte de la nature de ces séries. Dés les premiéres recherattesmatiques qui ont
conduit a la considération des fonctions arbitraires, s'est posée la questisavde si une
fonction entierement arbitraire pouvait se représenter par une série de la forme ci-dessus.
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lll - Courbes et fonctions arbitraires : les
séries trigonométriques dans la controverse
des cordes vibrantes

Nous avons montré comment la possibilité de la représentation d'une fonction
guelconque par une série trigonométrique s'introduisait et était aussi irauguré
dansLa théorie analytique de la chaleuta possibilité de représenter toute
fonction par une série trigonométrique avait déja été envisagée. Fourier
évidemment ne l'ignorait pés

« Si I'on applique ces principes a la question du mouvement des cordes vibrantes, on
résoudra les difficultés qu'avait d'abord présentées l'analyse de Bamiellli. La
solution donnée par ce géométre suppose qu'une fonction quelconque peut toujours
étre développée en série de sinus ou de cosinus d'arcs multiples. tOutes les
preuves de cette proposition, la plus compléte est celle qui conséseudre en

effet une fonction donnée en une telle série dont on détermine Iésieatd. » art.

230

Il savait aussi que c'était une enclusion que le célébre Euler a toujours
repoussée (Fourier 1805/1972, 183 ; 1822, 588)Les exemples de
développements en séries trigopnométriqgues qu'il donne dans ses mémoires ou
dans sa correspondance ([Herivel 1980]) sont autant de contre-exemples aux
objections qu'il savait avoir été avancées contre la généralité sdeéded.
L'énoncé inaugural soutenu par Fourier a en effet déja été énoncé damsles

Voir notamment Fourier [1807/1972, art. 75]Remarques diverses sur la nature des
développements précédents et sur les difficultés que présente I'équationkment des cordes
sonores».

«Les solutions que I'on obtient par cette méthode sont complétes et consistatgsdabtdgrales
générales. Aucune autre intégrale ne peut avoir plus d'étendue. Les objegticamgient été
proposées a ce sujet sont dénuées de tout fondement ; il serait aujourd’hui supdetu de
discuter.» art. 428-6°. Ou encore :Gette notion n'est point opposée aux principes généraux du
Calcul ; on pourrait méme en trouver les premiers fondements dans ifigs @& Daniel
Bernoulli, de Clairaut, de Lagrange et d'Euler. Toutefois on avait regardé canmanidestement
impossible d'exprimer en séries de sinus d'arcs multiples, ou du maési&ntrigonométriques
convergentes, une fonction qui n'a de valeurs subsistantes que si cellesvaigalde sont
comprises entre certaines limites, et dont toutes les autres valeursnsenalies. Mais ce point
d'analyse est pleinement éclairci ; et il demeure incontestable que le®fsnséparées, ou
parties de fonctions, sont exactement exprimées par des séries trigonoraétaquergentes, ou
par des intégrales définies. Nous avons insisté sur cette conséquencerigée Ide nos
recherches jusqu'a ce jour, parce qu'il ne s'agit point ici d'une question abstagelée, mais
d'une considération principale, intimement liée aux applications les pluss wileles plus
étendues. Rien ne nous paru plus propre que les constructions géométriqgues a démontrer la vérité
de ces nouveaux résultats, et a rendre sensibles les formes que I'Anghysie @our les
exprimer.» 428-13°. Voir aussi art. 230.

« A I'égard des recherches de D'Alembert et d'Euler ne pourrois-je point ajguées'ils ont
connu ces développements il n'en ont fait qu'un usage bien imparfaits é&oient persuadés
I'un et l'autre qu'une fonction arbitraire et discontinue ne pourroit jamais égelué en séries
de ce genre» Fourier a Lagrange (?)[Herivel 1980, 21].
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1750 au cours de la controverse sur les cordes vibrantes.

Nous voudrions maintenant préciser le statut de cet énoncé danonttearse

en identifiant comme nous l'avons fait pdwx théorie analytique de la chaleur

les moyens d'expression de la généralité des courbes et des fonctiwéasesite

et leurs relations avérées au cours de celle-ci. Nous verrons notatermélet

joué par l'équation différentielle d'une corde vibrante établie par miFdd.

Nous verrons l'incidence de I'expression générale de la solutionrmga'iflennée.

Nous verrons aussi que l'assimilation du probléme a son équation diékeenti
change le statut de la forme initiale de la courbe et conduit, coencigtdibution

initiale de chaleur dans la barre chez Fourier, a l'introduction pleskibilité de
représenter une fonction quelconque par une série trigopnométrique. Nous verrons
enfin qu'il s'agit d'un énoncé inaugural qui n'a été introduit que pour étratéonte

et qui n'a vraiment été soutenu, pour des raisons parfois tres différentes, par aucun
des mathématiciens ayant pris part a cette controverse.

1 - L'énoncé inaugural dans la controverse

La controverse sur les cordes vibrantes opposa principalement D'Alembert,
Euler, Daniel Bernoulli et Lagrantfe La description mathématique d'une corde
vibrante conduit en particulier a la question de savoir s'il esthp@sie donner
une expression mathématique unique décrivant le mouvement continu d'une corde
qui peut avoir une forme initiale quelconque, avec des tangentes discentinue
(corde pincée) et avoir a la fin de son excursion la forme d'une drate C
controverse mit aux prises quelgues-uns des plus grands mathématiciens de
I'époque qui a cette occasion s'opposérent notamment sur la représentati
générale des fonctions et I'extension de leur représentation parigssesitieres
ou trigonométriques
Au début du siécle, Taylor avait déja appligué sa méthode des emiera
I'étude du mouvement d'une corde vibrénte avait montré, en se limitant a des
oscillations infiniment petites, que la compagne de la cycloidst-&'dire une
sinusoide, était une solution de ce problemes et avait défendu qurddadevait
rapidement prendre cette forme. D'Alembert [1749] revint ensuite sur ce
probleme. Il donna I'équation différentielle partielle qui le P&git montra qu'il

82 Le terme de « controverse » ne renvoie pas ici a un genre historiographicaugu étre a la

mode ; il est en l'occurrence employé par les protagonistes, disnibert écrivait a Lagrange :
« J'ai parlé de vous dans ma Préface [Opuscules mathématiques, t. IV] cenendojs a tous
égards, a I'occasion de notre controverse sur les vibrations des cerdEalembert a Lagrange,
29 avril 1768, Oeuvres de Lagrange, vol. 13, 111.

83 lIs s'opposérent aussi sur leurs conceptions du rapport entre mathémettighgsique, et en

particulier sur leurs conceptions de la théorie musicale et de I'acoustique [Darrigol 2007]

84 Voir Taylor [1713, 1715] ; Truesdell [1960, 129-132] ; Cannon & Dostrovsky [1981, 15-22].

. dd dd . L <y
85 L'expression ( dtzy)zcc(—d X{) est donnée par Euler [1755, 211]. D'Alembert écrit quant & lui
simplement «=B o0 « et B sont les fonctions det et de s définies par les
différentielles complétes d p=adt+vds et dq=vdt+Bds , les fonctionsp et ¢

étant elles-mémes les fonctions définies par la différenteltepléte d|[¢(t,s)]=pdt+qds

ol ¢(t,s) est I'expression de l'ordonnée de la corde. Il n'y a pas dans ces rsédwire

D'Alembert de notation propre aux différentielles partielles d'onetion. Je parlerai néanmoins
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admettait une infinité de solutions et contesta qu'elles prennent raoitddsm
forme d'une sinusoide. Le méme probleme fut peu apres repris par Euler [1749]
avec des conditions initiales plus générales que celles que Dddemnit
admises (et qu'il était prét a admettre). Euler démontra quessisédries
trigonométriques étaient bien des solutions, elles n'en étaiemdaepegu'une
partie. Daniel Bernoulli est ensuite intervenu et a défendu dans deuriresg
paru dans le méme volume ddistoire de I'Académie Royale des Sciences et des
Belles-Lettres de Berligue les solutions, pour des oscillations infiniment petites,
s'obtenaient toutes comme somme, éventuellement infinie, des soldgons
Taylor, c'est-a-dire, et en se servant ddgrominations de M. Euler [Bernoulli
1755, 156], sous la forme de séries trigonométriques [Bernoulli 1755, 157] :

21X, PGS ;o SRR ¥ ; o
J+ysini J+dsin | I +ete.

¥ = sin( =)+ Bsin|
T T

Dans un mémoire inséré dans le méme volume que ceux de Bernoulli, Euler
contesta que celui-ci ait pu ainsi dontmrtesles solutions :

« M. Bernoulli tire toutes ces excellentes réflexions uniquemernedbsrches, que

feu M. Taylor a faites sur le mouvement des cordes, & soutient cdmtre
D'Alembert & moi, que la solution de Taylor est suffisante a expliques les
mouvements, dont une corde est susceptible ; de sorte que les courbes, qu'une corde
prend pendant son mouvement, soit toujours, ou une trochoide allongée simple, ou
un mélange de deux ou plusieurs courbes de la méme espece. » Euler [1755, 196-7]

Il précise un peu plus loin sa critique :

"Mais il y a plus : je n‘avois donné cette équation,

2T, NI | i T &
J+ysin| J+dsn| I+etc.

. TTX .
¥y =osinl——)+fsin(
a a

que comme une solution particuliére de la formule, qui contient en général toutes les
courbes, qui peuvent convenir a une corde mise en mouvement ; & il y a une
infinité d'autres courbes, qui ne sauroient étre comprises dangqedion. Si M.
Bernoulli tomboit d'accord la dessus, il n‘auroit pas avancé, que tousuhbes

d'une corde frappée résultoient uniquement de la combinaison de deux aurglusie
courbes Tayloriennes ; & il auroit reconnu, que le raisonnement fondé tsar ce
combinaison n'est pas suffisant a fournir une solution complette de la qudsiion

il s'agit.” Euler [1755, 198]

Dénoncer l'incomplétude des solutions de Bernoulli est I'objet de son mémoire :

« La question principale, que j'ai & développer, est donc : si toutesudEes d'une
corde mise en mouvement sont comprises dans |'équation rapportée, ou non? »
Euler [1755, 198].

Euler rappelle ici gqu'il a aussi trouvé ces solutions mais quiégent que pour
des solutions particulieres et conteste que ce soient la toutadugens. || émet
alors I'nypothése suivante :

« Mais peut-étre repliquera-t-on, que Il'équatiorn y= mii2a+ &c. a cause de
l'infinité de coéfficiens indéterminés, est si générale, qu'eliéemme toutes les

dans les deux casédfuations aux dérivées partielldss différences éventuelles entre les moyens
d'expression utilisés n'ayant pas d'incidence sur mon propos ici.
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courbes possibles » Euler [1755, 200]

Euler énonce ici¢noncé inauguratjue I'on a vu avoir été soutenu par Fourier.

Dans un manuscrit de 1755, « Observations sur deux Mémoires de M.eEuler
Daniel Bernoulli, insérés dans les mémoires de 175DsAlembert répondit aux
solutions et objections de Bernoulli et d'Euler. La série de critiguié¢sadresse a
Bernoulli commence par le méme énonceé inaugural, qu'il énonce et conteste a son
tour :

« Il me paroit impossibfé de prouver que toutes les courbes de la corde vibrante
puissent étre renfermées dans I'équation

X, A,
I+ a5 | I+etc

. TX, . .3
y=osin(——|+ysini
a

en supposant méme que cette courbe de la corde vibrante soit méchanique et
composée de parties égales et semblables situées alternativentessas et au
dessous de l'axe et liées par la loy de continuité. » D'Alembert J@4ve 2007, Il,

97-8.

Plus tard, Fourier considérera lui aussi que la solution de Bernoulli guppos
I'énoncé inaugural qu'il soutiendra :

« La solution donnée par ce géomeétre [Daniel Bernoulli] suppose qu'une fonction
guelconque peut toujours étre développée en séries de sinus ou de cosinus d'arcs
multiples. » Fourier [1822, art. 230]

Ces citations d'Euler, de D'Alembert et de Fourier suggérent quel Banmoulli

aurait soutenu que toute courbe pourrait étre représentée par une Sseérie
trigonométriqgue. Cependant, cet énoncé n'a pas été introduit par Bernoulli mais
par Euler et D'Alembert (la priorité de I'un ou de l'autre étant sans importance ici),
et seulement pour le contester, chacun pour des raisons diffé&entes

Nous allons a présent montrer que cet énonceé a été introduit par Eslleéthes
arguments valant aussi, a des nuances sans importance pour notre propos, pour
D'Alembert) et en mettre en évidence les raisons. Avant meles rappellerons
néanmoins le principe des systémes oscillants introduit et défendu par Bernoul
afin d'indiquer que ses mémoires se rapportent bien plutdt a ce principe qu'a
I'énoncé inaugural sur les séries trigonométriques avec lequel il ne tpeut é
confondu.

2 - Le principe des systéemes oscillants de Bernoulli

L'analyse des cordes vibrantes proposée par Bernoulli est fondée sur le
principe suivant :

« dans tout systéme les mouvements réciproques [périodiques] des corps sont

86 Ce manuscrit a été édité dans Jouve [2007, Il, 77-113]. Soumis en 17&6&0&the de Berlin, le
Mémoire, jugé trop polémique, sera refusé et servira de base aiempmedmoire de©puscules
[D'Alembert 1761 ; 2008]. Pour I'histoire de ce mémoire, voir Jouve [2008].

87 La suite du texte rend clair que « impossible » veut dire ici que cela est faux.

88 Cette position est aussi celle défendue par Burkhardt [1908, 20 ; Jouve 2007, Il, 29] .
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toujours un mélange de vibrations simples, réguliéres et permanerdéRdmtes
espéeces. » Bernoulli [1755, 195]

C'est sur ce principe &kune trés grande étendwe[Bernoulli 1758, 160] qu'il
fonde sa ¢héorie sur la pluralité des vibrations coexistentes dans un seul &
méme systéme[Bernoulli 1758, 157} et a partir duquel il dérive sameéthode

[qui] s'étend a déterminer les vibrations & mouvemens réciproquestdaades
systémes de corps pour lesquels on peut déterminer les vibratipisss; c'est-
a-dire, telles que toutes les parties fassent des vibrations pantite
synchrones, & chacune la sienne, suivant la nature des petitesatisog| d'un
pendule simple [Bernoulli 1758, 158]. Ce principe de composition des
vibrations est pour lui te seul & vrai principe», il est «général, sans contredit,

pour les cordes uniformément épaisses (...) jusqu'aux cordes inégalement
épaisses [Bernoulli 1767, 306]. Sa validité va d'ailleurs au-dela du probléme des
cordes vibrantes. Suivant ce principe, tous les sons, harmonieux ou non, se
composent d’harmoniques qui peuvent étre isolées comme Newton a eépare |
rayons primitifs qui composent la lumiere [Bernoulli 1758, 158]. Mais il dagit
d'une principe physiqgue,un «principe sur la coexistence des vibrations
[Bernoulli 1758, 160], et non d'uénoncé inauguralll y a bien réalisme, il y a

bien inauguration, mais il n'y aucun dualisme ni aucune incommenseérabdit
question de la conformité, si elle se pose, se pose dés lors aussi différemment.

Le mémoire de Bernoulli publié en 1755, ainsi que les autres sur le siget,

sont en grande partie consacrés a défendre et illustrerimepe Bernoulli
donne ainsi divers arguments tendant & montrer qu'un son est bien la
superposition de sons fondamentaux qui s'entendent distinctement et se
combinent sans se mélanfell défend qu'il obtient ainsi toutes les solutions

«J'ai évité jusque ici les calculs, & j'ai fondé tout mon raisonnement sarirleipe confirmé par
I'expérience (86) qu'il peut se faire un mélange de vibrations dans u& seéine corps sonore,

qui soient absolument indépendantes les unes des awtBeynouilli [1755, 160] ; d semble

que la Nature n'agit trés souvent que par les principes des vibrations isoshnoperceptibles,

& infiniment diversifiées, pour produire un grand nombre de PhénomenBernoulli [1755b,

173] ; «J'ai démontré de plus dans les Mémoires de Berlin, que les vibrations de différens ordres,
guels qu'on les prenne, peuvent coéxister dans une seule & méme cordee sambler en
aucune facon, ces différentes especes de vibration coéxistentes étaminabhsdhdépendantes

les unes des autres. De la cette pluralité de sons harmoniques qu'on entend a la fois d'une seule &
méme corde. Si toutes especes de vibration commencent au méme ilngteaera que la
premiere vibration du premier ordre, la seconde vibration du second ordre, la troisi€me vibration
du troisieme ordre &c finiront au méme instant. C'est la un synchronisme appdaas un
certain sens, & qui n'est rien moins que général, puisqu'il y a une indiitdres vibrations qui

ne finissent pas au méme instanBernoulli [1767, 283].

«Effectivement tous les Musiciens conviennent, qu'une longue corde pincéenonéime tems,
outre son ton fondamental, d'autres tons beaucoup plus aigus ; ils remarquent suméldarige

de la douzieme & de la dix-septiéeme majeure : s'ils ne remarquenaysss distinctement
I'octave & la double octave, c'est n'est qu'a cause de la trop grande reasemble ces deux

tons avec le ton fondamental. Voila une preuve évidente, qu'il pdairsaedans une seule &
méme corde un mélange de plusieurs sortes de vibrations Tayloriennes a @nfastend
pareillement dans le son des grosses cloches un mélange de tons differemsti&itl par le

milieu une verge d'acier, & qu'on la frappe, on entend a la foimétange confus de plusieurs
tons, lesquels étant appréciés par un habile Musicien se trouvent extréndesterimonieux, de

sorte qu'il se forme un concours de vibrations, qui ne commencent & ne fingssaig flans un
méme instant, sinon par un grand hazard : d'ou I'on voit que I'harmonie des samseqténd

dans une méme corps sonore a la fois, n'est pas essentielle a cette matiére, & ne doit pas servir de
principe pour les systtmes de Musique. L'air n'est pas exemt denugtiplicité de sons
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possibles et affirme que les solutions proposées par D'Alembert etsBotede

cette formé&., qu'elles sont donc déja contenues dans les siennes, et qu'il peut ainsi
leur donner un sens physidquelL'exemple d'une corde avec 1001 ventres lui
permet de montrer aussi la diversité de ses colirbesléfend inversement de
maniére récurrente que tous les sons correspondant a ses séries peuvent étre
produits par des corps sondrekt c'est fort de la conviction que son principe
rend compte de la composition des sons qu'il discute les solutions propasées

les deux Géometrés

Ainsi, Bernoulli fonde-t-il sa résolution du probleme des cordes vibrantesrsur s
principe de composition de vibrations fondamentales, ce probleme contribuant
inversement a en établir la validité et l'intérét. C'est cecipe physique que
Bernoulli défend. Ses arguments sont eux-mémes essentiellement physiques,
étayés par des expériences sonores. Quand ils ne sont pas exclusivement
physiques, comme quand il esquisse une démonstration de l'interpolation d'une
courbe par des sinusoides pour répondre a ses détracteurs, ils sont alors
exclusivement géométriques. Il n'y a pas plus de dualité.

Un énoncé inaugural est remarquable par le fait de soutenir I'exisiemee

coéxistans : il arrive souvent qu'on tire deux sons differens a la faistdyau ; mais, ce qui
prouve le mieux, combien peu les différentes ondulations de l'air s&anpéehent, est qu'on
entend distinctement toutes les parties d'un concert, & que tosteadelations causées par ces
différentes parties se forment dans la méme masse d'air sans se trouhletlemgnt, tout
comme les rayons de la lumiére, qui entrent dans une chambre obscure a trav@etitene
ouverture, ne se troublent poimt.Daniel Bernoulli [1755, 152-3]

«si j'ai bien compris leurs énoncés, toutes les nouvelles courbes qu'ils dosorntomprises
dans notre construction, & sont un simple mélange de plusieurs especes de vibdarns,
chacune a part se fait suivant les loix décrites par M. Taylor. Maiwilsemble que ce n'est la
qu'une espece de composition de mouvement, qui ne peut donner aucune amplifidation
théorie de M. Taylor» Bernoulli [1755, 155] ; &oyons encore si les nouvelles courbes trouvées
par M. Euler, sont comprises dans notre remarguBernoulli [1755, 156].

«mon intention n'a été principalement que d'exposer ce que les nouvbhatons de Mrs
D'Alembert & Euler ont de physiguweBernoulli{1755, 158].

«Pour mieux sentir lincongruité d'une telle amplification, nous combinetangourbe
fondamentale de M. Taylor, qui est représentée par la premiére figurelaafigare anguiforme
Taylorienne qui auroit 1001 ventresBernoulli [1755, 155]

«Ma conclusion est, que tous les corps sonores renferment en puissance ugedafsins, &
une infinité de manieres correspondantes de faire leurs vibrations régulieres, @mé dans
chaque différentes espece de vibrations les infléxions des parties du corps sfmmée d'une
maniére différente» Bernoulli [1755, 151]

«aussi n'est-ce a mon avis que sous cette forme que les vibrations pewest idgulieres,
simples, et isochrones, malgré l'inégalité des excursions. Avec ceiteiggj'ai toujours eué, je
ne pouvois qu'étre surpris de voir dans les Mémoires des années 1747 & 1748,iniie inf
d'autres courbures comme douées de la méme propriété ; il ne me gakoinoins que les
grands noms de Mrs D'Alembert & Euler ; que je ne pouvois soupconner d'aucueetiont
pour examiner s'il n'y auroit pas quelque équivoque dans l'aggrégation de toutes ces courbes avec
celle de M. Taylor, & dans quel sens on pourroit les admettre. J'aussi-tdt, qu'on ne pouvait
admettre cette multitude de courbes que dans un sens tout a fait imprepn&en jestime pas
moins les calculs de Mrs D'Alembert & Euler, qui renferment cenaéms tout ce que I'Analyse
peut avoir de plus profond & de plus sublime ; mais qui montrent en ne@mse qu'une analyse
abstraite, qu'on écoute sans aucun examen synthétique de la question proposéstecatraujis
surprendre plutt qu'a nous éclairer. Il me semble a moi, qu'il n'y avoitfgu&attention a la
nature des vibrations simples des cordes, pour prévoir sans aucun calcul tout cescueug
grands Géométres ont trouvé par les calculs les plus épineux & lespdtrsits, dont I'esprit
analytique se soit encore aviséBernoulli [1755, 148].
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représentation uniforme et conforme d'une totalité. Il y a la une prétention
exorbitante. Un énoncé inaugural, méme pour celui qui le soutient, ueste
énoncé incroyable. Celui qui I'énonce doit en répondre et d'une certaine maniére y
faire face. Les textes inauguraux y répondent explicitement. Fouriea \an he
manque pas de marquer son étonnement et de développer une succession
d'arguments spécifiques pour soutenir son énoncé inaugural. Son texte témoigne
d'une démarche inaugurale dont la finalité ne fait pas de doute. De méme, tout son
« Discours préliminaire » présente une philosophie du langage mathématique qui
répond a cette prétention exorbitante, étendue a toute I'Analyse medjuém

en est de méme des articles de Church, de Turing, Begaffsschriftde Frege

ou encore dda Géométriede Descartes. On ne trouve en revanche dans les
mémoires de Bernoulli aucune reconnaissance de ce caractére exahitant,
argument n'est donné pour y répondre. Ses arguments sont donnés pour défendre
un principe physiquesur la nature des phénomenes vibratoires et non pour
inaugurer la représentation conforme des fonctions par des séries
trigonométriques.

3 - L'énoncé inaugural d'Euler et I'introduction de
I'expression d'une fonction arbitraire

L'énoncé inaugural sur les séries trigopnométriques a pourtant bien été énoncé
au cours de cette controverse. Mais il I'a été par Euler apreBegoeulli ait
répondu aux mémoires de D'Alembert et a celui d'Euler publié &uéier Nous
voudrions maintenant rendre compte du fait que cet énoncé ait été introduit par
Euler.

Dans son mémoire de 1749, D'Alembert a montré que les solutions déidiéqua
aux dérivées partielles décrivant le mouvement d'une corde vibrante sost toute
les courbes d'équatioly=W¥(t+x)-I(t-x) ou ¥ et [ sont desfonctions
guelconquesComme les extrémités de la corde sont aussi fixes, les solutions
doivent de plus étre de la forme=W(t+x)-W(t-x), avec ¥ 2-périodique [
longueur de la corde). D'Alembert considere aussi le cas particuliarfmure

initiale de la corde est une droite (pour des oscillations infinitéegjate qui
impose en plus que la fonctid# soit paire. Il appelle gourbe génératrice la
courbe notéd/ [D'Alembert 1749, 220]. Il peut ainsi montrer comme il le voulait
qu'il est possible d'engendrer uinéinité de fonctions satisfaisant ces conditions

en reportant au-dessus et en-dessous de l'axe une portion de courbe définie par
une fonction génératrice qui peut ne pas étre sinusoidale. Euler [1749, 1755]
reprend ces résultats et expose en détail la construction d'une solution entreportan
alternativement sous l'axe et au-dessirmporte quellecourbe s'annulant a ses
deux extrémités.

L'objectif de D'Alembert était de montrer qu'il existait une infidigesolutions en

plus de celles trouvées par Taylor. Ce qu'il réussit a faire. Eutepres sa
démarche mais en faisant valoir qu'il est non seulement possiblenitalme
infinité de solutions mais aussi de partir mienporte quelle courbe génératrice

pour les obtenir. Il souligne lui-méme a plusieurs reprises cet aspect :

« Or, sans faire encore attention a ces propriétés, & m'arrétagiement a
I'équation (ddy/dt2)=cc(ddy/dx2), il est important de remarquer, que les deux
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courbes ES & FT sont absolument arbitraires, & qu'on les peut prendierdé;

car, quelles que soient ces deux courbes, si nous y prenons les abscisses EQ=x+ct &
FR=x+ct [il faut lire FR=x-ct], & que nhous posions y=QS+RT, olenbi
y=n(QS+RT), il est certain que cette valeur satisfait a rémjtstion ; ce qu'il serait
aussi aisé de prouver indépendamment de l'analyse, que je viens de dévelgpper. O
ce qui est le principal, ces deux courbes appliquées de la mamseggnée,
satisfont également, soit qu'elles soient exprimibles par quelgue équation,
gu'elles soient tracées d'une maniére quelconque, de sorte qu'elles rma ptisse
assujetties a aucune équation. Le Lecteur est prié de réfléchirshie cette
circonstance, qui contient le fondement de l'universalité de ma solutiotestée

par M. D'Alembert. » Euler [1755, 213-4]

N b
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Il souligne le caractérguelconquede la courbe :

« Mais, de la maniére que je viens de conduire la solution, il n'est pessage,

que la courbe directrice soit exprimée par quelque équation, & la seule
considération du trait de la courbe suffit & nous faire connoitmolerzement de la
corde, sans l'assujettir au calcul. » Euler [1755, 217]

L'extension opérée par Euler est aussi reconnue par Lagrange :

« M. Euler est, je crois, le premier qui ait introduit dans I'Anatseouveau genre
de fonctions, dans sa solution du problémectierdis vibrantibus> Lagrange
[1760, ceuvres, 1, 158].

La solution du probléme donnée par D'Alembes W (t+x)-W(t-x), comprend
I'expression d'une foncticarbitraire®. Cette expression de la solution établit une
correspondance entre la totalité des solutions dprabléme particulieret la
totalité des fonctionguoi que cela recouvre pour chacun des mathématiciens. Le
probléme de la corde vibrante est donc un probléme particulier dont la solution
impliquetoutesles fonctions.

La solutiony=W(t+x)-W(t-x) implique cette totalité sans que celle-ci n'ait ici
besoin et n'ait d'autre expression qu'une variable de fonddpn'est-a-dire un
simple symbole de fonction tenant lieu de n'importe quelle fonction. Hiest
possible d'exprimer n'importe quelle fonction sans avoir de systeme d&apses
(analytiques) établi pour leur totalité. Dées lors quand Bernoulli affirmesqoe
principe lui permet de déterminer que toutes les solutions du probléemedesont
séries de sinus, cela implique immédiatempatr D'Alembert et Eulelgue
n'importe quelle fonction devrait étre une somme de sinus. lIs en fua et
l'autre cette conséquence et introduisent I'énoncé afférent, mais sarssifamtr

le soutenir. L'introduction de cet énoncé apparait ainsi commeansgquence

96 L'apparition d'une fonction arbitraire dans la résolution d'une équatiotéaivées partielles n'est
bien sdr pas propre a ce probléeme ou a cette équation. Unedieliers apparait déja, par
exemple, dans D'Alembert [1747a], voir Demidov [1982, 15].

49



du fait que la solution donnée par D'Alembert implique I'expression d'une
fonction quelconqueC'est lintroduction d'une variable parcourdatites les
fonctions qui transforme l'affirmation de Bernoulli en une affirmation sur la
possibilité de représenter toutes les fonctions par des séries trigagaoes La
totalité des fonctions'introduit a cette occasion.

Dans le mémoire de Bernoulli [1755] letalité des fonctionsn'intervient
d'aucune maniére. La ou quelgu'un qui inaugurerait une telle représentation y
aurait sans doute fait référence, Bernoulli écrit l@ipges ces remarques il sera
facile de construire une infinité de courbes initiglesnon toutes!h la corde AB

avec cette condition, que chaque point de la corde arrive quelquefoisre@ mé
tems a un point de repos instantané, & de donner la loi générale pous ege
courbes sans aucun calcul préalablgBernoulli 1755, 153].

Euler introduit quant a lui son énoncé au cours déidaussiondes différentes
solutions proposées. Cet énoncé n'est utile ni a la mise en équatiana
résolution de celle-ci. Il est une conséquence du rapprochement, c'estda-dire
considération conjointe de la solution proposée par Euler, a la suite de
D'Alembert, et de celle proposée par Bern&ulll n'est utile ni a l'une, ni a
l'autre.

L'expression d'une courbe ou d'une fonctasbitraire intervient aussi avec la
figure initiale de la corde. Avant de considérer le rble que cette figure initiale
arbitraire peut aussi jouer, il convient de préciser le rapport du probléeme des
cordes vibrantes a son équation aux dérivées patrtielles.

4 - Le probléeme des cordes vibrantes et son équation aux
dérivées partielles

La difference de statut de I'équation aux dérivées partiellesiretitd de
certaines différences entre les quatre mathématiciens. Elle tpemnparticulier
de préciser la différence entre ce que Lagrange appeéigdien synthétique
de Bernoulli [Lagrange 1759, ceuvres, 1, 95] eAhalyse abstraite proposée
par D'Alembert, Euler et lui-méme [Lagrange 1759, Oeuvres, %870
probléeme considéré par Daniel Bernoulli a toujours été et restera celai de
description mathématique du mouvement d'une corde vibrante (en liaison avec
des considérations acoustiques). Le souci d'en donner une solution migiieémat
conditionne l'interprétation et la formulation du probleme et I'obligeepample
a considérer des oscillations infinitésimales. Mais la reprégantdti probleme
au moyen d'une équation aux dérivées partielles obtenue par D'Alenaokfie m
le traitement du probleme et I'acception qui peut étre donnée de sa résolution.
L'introduction de I'équation aux dérivées partielles contribue a séparer deux temps
en méme temps qu'elle marque cette séparation : celui desédaem équation
(différentielle) et celui de la résolution de celle-ci. Au courslalanise en
équation sont prises en compte les données et les hypotheses physiguesell
rapporter a la physique du probléme. Au terme de cette étape, le proddém
réduit & une ou plusieurs équations aux deérivées partielles avec desonsnditi
initiales. La résolution de ces équations devient un nouveau probleme qui s

97 Cette observation est déja dans Sachse [1880, 45].
98 Sur D'Alembert et les équations aux dérivées partielles, voir Guilbaud & Jouve [2009].
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substitue au précédent (sans étre nécessairement tenu pour conformejpgt qui
étre résolu suivant les principes du calcul différentiel et intégtads données
physiques utilisées sont supposées avoir toutes été converties en grahdeurs e
relations mathématiques, et ce faisant éliminées : I'énoncé duemmbl
(déterminer les fonctions satisfaisant telles équations différentlles telles
conditions initiales) et sa résolution sont des lors coupés du propleys&ue
d'origine, et aucune considération physique n'intervient plus, sinon
marginalement, dans sa résolution. Une telle séparation est par exemplstaanife
chez Euler quand il déclare :

« La question mécanique proposée se réduit a ce probléme analytique, dercherc
des fonctions & sdex & t, telles que ces formules differentiellesdx +sdt |, &

2M
sdx +Hm’t , deviennent intégrables » Euler [1750, 76-7].

Les équations aux dérivées partielles marquent aussi bien dans Isspsode
résolution que dans le texte qui I'expose une séparation entre des dévelippem
physico-mathématiques et des développements purement mathématiques.

Les équations aux dérivées partielles peuvent donner lieu a des équations
autonomes : une méme équation ou un méme systéeme d'équationssétziataas
différentsproblémes physiques. Lagrange nous en donne un exemple en réduisant
aussi bien le probleme de la corde vibrante que celui de la propagation du s
méme systeme d'équations du premier ét¥ir&pres avoir dégagé ces équations

par une analyse physico-mathématique nécessairement propre a chacun des deux
problémes et exposée dans deux chapitres distincts, il peut enspitepeser
dansun mémechapitre une résolution commune qui ne repose plus que sur des
développements strictement mathématiques [Lagrange 1759, Oeuvres, |, 72-90].
Ce traitement commun a la fois suppose et assure que la suite de la résaktion se
strictement mathématique et pure de considérations physiques.

L'autonomie de l'équation aux dérivées partielles se retrouve dansmeins

d'Euler [1755] quand, aprés avoir ré-exposé l'analyse qui permet d'obtenir
réquation (S =222 i acrit
g drl 2M ax? '
« Voila donc a quoi le probleme sur le mouvement de la corde est réduit : il s'agit de
trouver poury une telle fonction des deux variablest t, qui satisfasse a cette
ddy =22 ddy I, outre quell iété :
e Ty R gu'elle renferme les propriétés marquées

cy-dessus » Euler [1755, 208].

équation : |

99 Le rapport des relations différentielles au probléeme dont sdlesissues est sans aucun doute
différent chez D'Alembert et Euler, mais cette différence n'a pas ici d'incidence

100« Il est visible que toutes ces équations [du probleme de la cord@ante

d'y_ . 2ZPh—2¥__,t¥. .,
d  MT? r

pour les mouvements des corps élastiques, et qu'il n'y a qu'a fairpdrEu'elles deviennent
tout a fait les mémes ; d'ou il s'ensuit que les deux problémes rgyiondent sont de méme
nature, et qu'en en résolvant un on résout l'autre en méme tengagande [1759, Oeuvres, vol.
1, 60].

] sont entierement semblables a celles que nous avons trouvées
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Un peu plus loin, Euler parle denetre équation| (d—g)—CC(d—{) 1, qui
X

détermine [c'est moi qui soulignie] mouvement de la cordeEuler [1755, 211].

Les équations aux dérivées partielles marquent une coupure nette entre deux
moments bien distincts de la résolution du probleme physique initidést pas
difficile de donner d'autres manifestations de cette séparation cAtzariDert,

Euler ou Lagrange.

Cette séparation est aussi nettement marquée chez Fourier [1822]. L'autonomie de
I'équation ressort par exemple clairement de cette citation :

« On voit, par exemple, qu'une méme expression, dont les géometres avaient
considéré les propriétés abstraites et qui, sous ce rapport, appartianalyse
générale, représente aussi le mouvement de la lumiére dans l'atmogphedie,
détermine les lois de la diffusion de la chaleur dans la matiére solide,llet epie

dans toutes les questions principales de la Théorie des probabilitésrier F
"Discours préliminaire", xxiii.

Cette séparation se retrouve aussi dans l'organisation du livrelhéarie
analytique de la chaleurprésente une hiérarchie linéaire d'unités supra-
phrastiques bien distinctes : chapitre, section, article. Ce sontldseseules
unités distinguées a ces niveaux puisque les théoremes, les définititess
démonstrations ne font I'objet d'aucune séparation systématique sun ldepla
I'expression (ils ne sont pas signalés par un « théoréme » ou un «arefiniti

par des mises en page particulieres). Les chapitres ont un titneneiméro les
sections de méme, mais leur numérotation reprend a partir de lbat db
chaque chapitre et les articles sont dépourvus de titre mais numéerotésides
continue du début jusqu'a la fin du livre. Les chapitres, c'est-dadoles grande
unité infra-textuelle, répondent & deux séries d'oppositions. lls suivent d'une part
les trois étapes du processus de mise en équation : définition deegs
physiques (chp. 1), mise en équation (chp. Il), résolution (chp. IlI-IX) dont la
séparation est ainsi nettement marquée. A partir du troisiensectession des
chapitres suit celle des corps considérés. Ainsi, la plus grande unité infra-¢extuell
reproduit les étapes de la mathématisation avec ses trois mdi@mtearqueés,
appliquée a des corps particuliers. Elle domine dans les trois preimagisres
l'opposition entre les différents corps considérés qui, dans le chapitre Il, es
maintenue au niveau des sections, avant de remonter ensuite ade, stiefst-a-

dire au niveau des chapitres (lll-IX). Les unités textuelles de rangenféau
chapitre accueillent d'autres oppositions. Elles accueillent encuyieti
I'entrelacement des développements purement mathématiques et ¢atid@nifile

leur conformité physique.

On ne retrouve aucune séparation semblable dans les mémoires de Bemeulli. U
équation est donnée, mais celle-ci ne constitue pas un probléme mizoém
complet et autonome susceptible de se substituer au probleme dedéa c
vibrante. Elle ne marque pas une séparation entre deux moments distincts
autonomes de la résolution. Euler devra, comme on le verra, reformuler le
probléme en y intégrant les conditions initiales pour qu'il en swt, daisant de
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I'équation un énoncé mathématique complet, et méme conforme, au groblém
physique (reformulé...). Elle n'est pour Bernoulli qu'une étape parmi bien d'autres
d'une analyse qui reste physico-mathématique d'un bout a I'autre de la résolution.

La séparation opérée ou non par |I'équation dans la résolution du proledee d
corde vibrante est un indice du statut de la démarcation entre aphjysque et
mathématique. La lecture de ces mémoires et de la correspondarceemnt
mathématiciens ne laisse pas de faire apparaitre une opposition marqage
égard entre Daniel Bernoulli et les trois autres mathématiciems s le statut
de cette démarcation soit pour autant le méme chez ces delrsecgntroverse
implique et révéle aussi bien sOr bien d'autres désaccords, y coemprés
D'Alembert, Euler et Lagrange sur le principe de continuité et plérg@ément
sur les principes mémes du calcul difféerentiel et intégral. Larsiteedes
oppositions en jeu participe du caractere exceptionnel de cette corgrdveais
l'opposition entre Daniel Bernoulli et les trois autres mathématidiens en
partie, a la nature de leurs démarches respectives, et en partawulidle
différent des mathématiques dans cellés-@t dont la démarcation par les
équations différentielles est un des indices objectifs ayant segquemees,
notamment sur la prise en compte ou non de la courbe initiale.nibAake Euler
et Lagrange ne s'entendent pas entre eux sur la place exactstatutlele cette
démarcation. D'Alembert en particulier accepte volontiers des lipliiestroites
et fixes aux mathématiques que les deux autres géometres. Mmastélgent tous
les trois l'idée d'une telle démarcation qui intervient dans leurut&soldu
probleme de la corde vibrante. Si la présence de cette séparatiamdar& ne
suffit évidemment pas a établir son caractére inaugural, il semfileilai
d'inaugurer une représentation comme celle des fonctions par desep&éess,
voire seulement de l'envisager, sans que celle-ci ne s'y manifeste.

5 - Courbes et conditions initiales

Nous pouvons a présent revenir sur la figure initiale de la corde vibtante.
figure initiale introduit aussi l'expression d'um®urbe quelconquedans le
probleme des cordes vibrantes. Il importe donc dapprécier son role dans
I'introduction de I'énoncé inaugural. Le statut des conditions initiakesetiions
différentielles dépend de celui de ces relations, et en partidelieur autonomie
vis-a-vis du probleme considéré. Nous avons vu qu'il n'était pas le miéez
Bernoulli et les trois autres mathématiciens.

Bernoulli s'intéresse aux cordes vibrantes en tant qu'elles produisaoinde®r,
ces sons ne dépendent pas de la figure initiale de la corde. Cedlstaence fait
pas considérée par Bernoulli. Comme Taylor, il ne s'intéresse a f'akpéda
corde gquaprésqu'elle ait atteint un certain régime vibratoinelépendant de la

101 Lagrange décrit la voie suivie par Bernoulli comme « une espéce dimdwdtagrange [1759,
oceuvres, |, 69].
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figure initialet°z ;

« Au reste je crois que quelque courbure initiale qu'on donne a la cdedegel
manguera pas de faire ses vibrations presque aussitdt suivant la sirfgriiténi

des mouvements isochrones, & conformément a la nature de la trochoide grolongé
exposée par M. Taylor » Bernoulli [1755, 158].

Ainsi, le probléme des cordes vibrantes est pour Bernoulli indépendant de la
figure initiale de la courbe. Le caractere arbitraire de cette courbaunait donc
I'amener a inaugurer une nouvelle représentation des courbes ou des fonctions.
Il n'en est pas de méme pour D'Alembert et Euler qui eux résaesréquations
aux dérivées patrtielles. Une solution mathématique consiste poardgoxire le
mouvement de la corddepuis sa figure initialgusqu'a son évanouissement
complet. La courbe initiale doit pour eux vérifier I'équation ass@zigerobleme.

Elle fait partie des solutiondiéme si leurs analyses mathématiques ne sortent
pas non plus du cadre infinitésirn®dl et supposent des oscillations infiniment
petites, ils y font entrer la figure initiale. Cette différence adssettement du
passage remarquable suivant dans lequel Eulerrpednterdu moment ou le
systéme satisfait aux conditions de l'analyse de Taylor et de Beruggllia sa
figure initiale qui «dépend de notre bon plaisir:

« Il est effectivement prouvé d'une maniére suffisante, que si une seutonibsi
conforme a cette régle [avoir une forme sinusoidale], toutes lestmsgvdoivent
I'observer aussi. On voit en méme tems par la, comment ['étavilolegions
suivantes dépend des précédentes, & peut étre déterminé par cellesie
réciproquement, par I'état des suivantes, on peut conclure la disposition de celles qui
ont précédé. C'est pourquoi, si les vibrations suivantes sont réguliégreseita en
aucune maniére possible que les précédentes se soient écartéeggite :lal'ou
résulte aussi évidemment, que si la premiére vibration a été ieegudés suivantes
ne peuvent jamais parvenir a une parfaite régularité. Or la @memibration
dépend de notre bon plaisir, puisqu'on peut, avant que de lacher la goddenler
une figure quelconque ; ce qui fait que le mouvement vibratoire de |z mé@me
peut varier a linfini, suivant qu'on donne a la corde telle ou téleref au
commencement du mouvement. » Euler [1750, 70].

A la suite de ce passage Euler reformule I'énoncé du probléme restuginit
explicitement la figure initiale :

« Si une corde de longueur, & de masse donnée, est tendué par une force, ou un
poids donné ; qu'au lieu de la situation droite, on lui donne une figure quelconque,
qui ne differe cependant de la droite qu'infiniment peu, & qu'ensuite tache

102 Cette maniere de considérer le probleme, déja chez Taylayssstsoulignée par Euler :A«
I'egard de l'autre limitation, qui suppose toutes les vibrations régulieres, be the la défendre
en disant, que bien qu'elles s'ecartent de cette loi au commencemerdgudement, elles ne
laissent pas de s'assujettir au bout d'un tcesirt espace de tems a l'uniformité, de sorte qu'a
chaque vibration la corde s'étend tout a la fois, & ensemble en ligne droite, affectant hors de cette
situation la figure d'une trochoide prolongéeEuler [1750, 70].

103 «A la vérité la premiére limitation, par laquelle les vibrations de la corde sont regardéesecom
infiniment petites, quoique réellement elles conservent toujours une faigoa la longueur de
la corde, cela ne dérange presque en rien les conclusions qu'on epaice qu'en effet ces
vibrations sont pour l'ordinaire si petites, qu'elles peuvent étre prises pour infinimens pedits
qu'il en résulte d'erreur sensible. D'ailleurs on n'a pas encore poussé asseznil la
Mechanique, ni I'Analyse, pour étre en état de déterminer les mousgedwTd les vibrations
finies.» Euler [1750, 69-70].
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tout & coup ; déterminer le mouvement vibratoire total, dont elle seréeagit
Euler [1750, 70]

Que ce soit par ce mouvement a rebours qui remonte jusqu'a la courbe dnitia
en raison de la constitution de I'équation aux dérivées partailem probleme
mathématique autonome, la courbe initiale est intégrée a I'éncagg sblutions
du probléme. La courbe initiale est ainsi, pour eux, et a la différerBerdeulli,
une donnée du probléme et surtout une solution de celui-ci.

Or, avec cette courbe initiale s'introduit I'expression d'une courbe arbitraire :

« Réciproquement donc, des qu'on connoit la figure initiale, qu'on aura doranée a |
corde avant que de la relacher, rien ne sera plus aisé que de détie courbe
infinie B'D'ADB'D & qui nous fera connoitre le mouvement, que la corde
poursuivra. On tracera la courbe AMDB, égale & semblable a la figiticde de la
corde, & on en réitérera la construction, tant vers la gauctlelawu point A, que
vers la droite au dela du point B, alternativement au dessusdgssous de I'axe,
en sorte que partout les bouts qu'on a joints ensemble soient les nifttes.
construction a toujours lieu, de quelque nature que soit la figure imt@esée de

la courbe, & il ne s'agit que de la portion ADB; laquelle quandreieze auroit
d'autres continuations de part & d'autre en vertu de sa natwag,n&intrent en
aucune considération. Ainsi, si la figure ADB étoit un arc de cesales se soucier
de la continuation naturelle du cercle, on répétera la descrijgiame méme arc de
cercle ADB a l'infini alternativement au dessus & au dessousxe;l & la méme
régle a toujours lieuJe quelque nature que puisse étre la figure initiale de la corde
[c'est moi qui souligne]. » Euler [1755, 216-7]
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Pour D'Alembert et Euler la courbe initiale qui peut étre une courbeamagie

fait partie des solutions. Des lors, quand Bernoulli affirme que toutes les solutions
sont données par des séries trigopnométriques, cela imptiqueD'Alembert et

Euler, qu'une courbe quelconque, quoi que chacun entende par cela, devrait
pouvoir étre exprimée par une série trigopnomeétrique.

Apres l'introduction d'une fonctio#f quelconque dans l'expression des solutions
de I'équation différentielle, la figure initiale de la corde introduit seeonde
expression générale des courbes ou des fonctions (pour ceux qui, comme
D'Alembert et Euler, réduisent le probleme a une équation aux dérivées
partielles). Un second lien est ainsi effectivement établedas solutions de ce
probleme et le fait de considérer la totalité des courbes ou des fonctions.

i

D
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6 - Un énoncé inaugural sans inauguration

La controverse des cordes vibrantes offre I'exemple d'un énoncé inaugural qui
n'‘a été énoncé que pour étre dénoncé. Si I'on considére les caterass rpour
caractériser un texte inaugural, on constate qu'ils ne sont pas satisfaits voire méme
explicitement contestés. Seul un certain réalisme se retrouvelehepatre
mathématiciens. La dualité est avérée dans les mémoires embekt, Euler et
Lagrange, mais ne l'est pas dans ceux de Bernoulli. Il n'y a d'inaoguyatavec
Bernoulli, mais il s'agit alors de défendre la validité d'un principe physique, ce qui
ne correspond pas a l'acception donnée ici a l'inauguration. Les utms ae
sauraient évidemment inaugurer un énoncé qu'ils contestent. De méafidita
du principe de Bernoulli et les exemples d'expériences qu'il donne paastéatt
ne correspondent pas a l'acception de la conformité adoptée ici.

D'Alembert, Euler et Bernoulli ont chacun eu un réle dans l'introduck®onet
énoncé. D'Alembert a établi I'équation aux dérivées partiellgsatleme et en a
exprimé la solution au moyen de l'expression d'une fonctioeéconque Une
expression a ainsi été donnée aux solutions qui ne fait plus interesnir |
expressions analytiques recues (algébriques ou transcendantes), et qui est
indépendante de l'acception donnée par chacun a une fonction quelconque. Mais
D'Alembert n'accorde qu'un pouvoir expressif limité a I'Analyse mattigue :

tous les problémes physiques n'ont pas selon lui nécessairement unsi@xpres
mathématique adéquétequ'il limite essentiellement aux développements en
séries entieré® [Jouve 2007, |, 144]. Il reste, a cette époque, attaché a ce
cadré®. Euler a quant a lui repris I'expression de la solution donnée par

104 Par exemple : @n objectera peut-étre, qu'il est impossible d’expliquer dans ma théorie,
pourquoi la corde frappée d’une maniere quelconque, rend toujours a peu prés lesoréme
puisque ses vibrations, selon moi, peuvent étre trés-irrégulieres en plusésuf$6d] . J'en
conviens ; mais je suis persuadé que la solution de cette question n'appartierit pairelyse :
elle a fait tout ce qu’'on étoit en droit d’attendre d’elle ;st'é la Physique a se charger du
reste.» D'Alembert [1761, 40 ; Jouve 2007, Il, 171] I'expérience & la théorie ne sauroient
étre d'accord dans la détermination du mouvement des cordes vibrantes, aefig-par cette
seule raison, que le mouvement d'une corde vibrante cesse bientét, quoique par la théorie il doive
durer continuellement: D'Alembert [1761, 67 ; Jouve 2007, I, 205]. Un autre exemple du refus
de mélange des genre Ayant que de répondre a ce Géometre [Daniel Bernoulli], nous allons
rendre sa proposition encore plus générale. Nous prouverons giifen e et la somme moyenne
entre toutes les sommes de la serie cos .x + cos .2x + cos .3 /|'ghi = — % ; mais nous le
prouverons rigoureusement, & non par le calcul probabilités, dont I'usage, nous I'osonsdtire,
dans le cas présent tout-a-fait chimérique. Il ne s’agit pas ici de donggcmais de démontrer ;

& il seroit dangereux, (quoiqu'a la vérité ce malheur soit peu a craindre) qgemre de
démonstration si singulier s'introduisit en géométrie. Ce qui pourra seulement rparoit
surprenant, c'est que de pareils raisonnemens soient employés comme démonstratifis par
Mathématicien célébre, & dans un écrit ou il s'exprime avec trasgee ménagement sur le
dixiéme Mémoire de mes Opuscules, concernant la théorie des probabilitésrie qui n'a
pourtant (ce me semble) rien de plus choquant que l'usage qu'il fait ici deysmndes jeux de
hasard. Quoi qu’il en soit, aprés avoir prouvé, non par cette analyse, mais paalcul
rigoureux, que la somme moyenne dont il s'agit, estfgn e et = % danfesonas, nous
prouverons en suite qu’on n’en peut rien conclure pour la somme réelle Sida que cette
fraction — %2 ne représente point.D'Alembert [1761, 157-8 ; Jouve 2007, Il, 244-5]

105Par exemple, quand une fonction est impaire, D'Alembert inférdeqd@t n'avoir que des
puissances impaires de x [D'Alembert 1761, 14].

106Par exemple : k& mouvement de la corde ne peut étre soumis a aucun calcul analytique, ni
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D'Alembert en y intégrant desfenctions irrégulieres> dont il trouve dans la
courbe tracée, a défaut d'expression analytigue, une expression géométrique.
Cette extension a desfenctions irrégulieres> est récurrente avec les équations
aux dérivées partielles [Euler 1767 ; Dhombres 1988]. Elle est aushenme
récurrent dans la correspondance d'Euler et un terrain d'entente entretEule
Lagrange contre Bernoulli mais aussi contre D'Alem@leNlais s'il accepte cette
extension de I'Analyse au-dela des expressions analytiques reconnues ou
existantes, Euler n'a pas pour autant de systéme d'expressions datisumbati
proposer susceptible d'exprimetoutes les «fonctions irrégulieres. |l
s‘accommode de la nécessité d'appliquer I'Analyse mathématiqsecauibes

qui n'ont pas d'expression analytique. L'Analyse mathématique a desnors
portée géométrique (courbes) qui excede ses moyens d'expression anéitiques
En exprimant le probleme d'une corde vibrante par une équation aux dérivées
partielles D'Alembert fait de la courbe initiale une solution du probléme physique.
Or avec cette courbe initiale s'introduit a nouveau l'expression d'une courbe
guelconque. De ce fait, mais aussi a cette condition, prétendre douotesr les
solutions du probleme de la corde vibrante revient a prétendre donner une
représentation déoutesles fonctions. Daniel Bernoulli est celui qui dans ce
contexte va déclencher lintroduction de I'énoncé en affirmant, a pantr d'
principe physique sur la décomposition des sons en modes propres, quieses sér
trigonométriques tenues par D'Alembert et Euler pour des solutions paraeuli
sont en faitoutesles solutions du probleme de la corde vibrante. La présence de
I'expression d'une fonction quelconque dans la solution des relations
différentielles et surtout I'expression de la courbe initiale qui poureDibért
comme pour Euler doit étre intégrée a I'énoncé du probléme les conduisent
récuser l'affirmation de Bernoulli et a formuler I'énoncé inaugural qui en
résulterait si elle était vérifiée. L'introduction de cet énorstéla conséquence,

représenté par aucune construction, quand la courbure fait un saut en quelque» point
[D'Alembert 1761, 22 ; Jouve 2007, Il, 148].

107Ainsi, Lagrange fait valoir auprés d'Euler l'intérét de la nouvelfgoahe qu'il a trouvée au
probléeme de la corde vibrante Cette solution, étant d'un genre tout a fait nouveau, ne sera
peut-étre pas aussi indigne de votre attention, et elle servira encore phablét Busage des
fonctions irrégulieres et discontinues dans une infinité d'autres probléniegyrange a Euler, 24
novembre 1759, Oeuvres de Lagrange, vol. 14, 171-2. Dans une autre le#trerékue une
objection de D'Alembert contre les fonctions arbitrairex'est une propriété essentielle des
équations différentielles a trois et a plusieurs variables, que leurgrailés renferment des
fonctions arbitraires qui peuvent aussi bien étre discontinues que continteeser a Lagrange,
16 février 1765, Oeuvres de Lagrange, 14, 203. On peut encore citangagr«D'ailleurs, les
phénoménes de la propagation du son ne peuvent s'expliquer qu'en admettamictiessf
discontinues, comme je I'ai prouvé dans ma seconde dissertatiaagrange a D'Alembert, 20
mars 1765, Oeuvres de Lagrange, vol. 13, 38. Voir encore Lagrange 1760, Oeuvres, 1, 158.

108C'est la typiquement un exemple pembleme d'expressioen |'occurrence consécutif a la
considération de nouveaux problémes exprimés au moyen d'équations aux deaitiédes.
C'est un point déja abordé par Jean Dhombres [1988]. Le probléme se trfoveerguand la
considération de grandeurs imaginaires met aussi en défaut I'expressime gaurbe : Mais,
si I'on demandait une semblable intégrale compléte pour le cas ou a sergjamtié négative
-b, je ne vois pas comment on la pourrait représenter par des courbes arbitmiregy'on n'y
saurait assigner les appliquées qui répondent a des abscisses imagindigler a Lagrange, 9
novembre 1762, Oeuvres de Lagrange, vol. 14, 203. L'expression de la foncticonquel
pourrait aussi apparaitre dans I'équation différentielle, et non seulement dans I'énonbéchepr
comme condition initiale. C'est ce qui arrive avec le cas d'une corde d'épaisseur non uniforme.
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dans ce contexte et avec ces conditions, de la forme des solutions prgawsées
Bernoulli et de la conviction de celui-ci qu'il a ainsi donoétesles solutions.

Mais si Euler formule cet énoncé, il ne le soutient pas. Son m&moblié en

1755 est ainsi largement consacré a le dénoncer. Bernoulli serait la teul
soutenir, mais il ne l'a pas énoncé. Il se doit néanmoins de répondre aux
objections. Ses réponses vont surtout consister en une défense deiaa, sblut
non en un soutien de I'énoncé inaugural, qu'il va considérer comme un téorém
d'interpolation dont il esquissera la démonstration [Bernoulli 1758, 165]. Ainsi,
son « soutien » se fait soit de maniere indirecte sous la formectiohgeaux
objections d'Euler soit en l'assimilant & un théoréme qu'ilraingie démontrer.

Si Euler a bien écrit un mémoire de type anti-inaugural pour réfet&monce, il

n'y a pas parmi les textes cités de Bernoulli de texte inaugural pécnit le
soutenir. Aucun de ces mathématiciens finalement ne soutient I'énceloé qui
I'énonce le réfute, celui qui pourrait le soutenir, ni ne le soutiamé Kénonce”.

Ainsi, cette controverse donne l'exemple d'un énoncé inaugural qui n'a été
introduit que pour étre dénoncé. Elle aura permis de comparer un texte qui défend
un principe physique et un autre, celui de Fourier, qui soutient un énoncé
inaugural. Cela confirme leur différence et donne un exemple de principe
physique la ou l'on pouvait s'attendre, compte tenu des citations doanées,
trouver un texte inaugurl.

7 - Lame chauffée et corde vibrante

L'identification des expressions de la totalité des courbes et demfendans
La théorie de la chaleude Fourier et dans la controverse des cordes vibrantes
met en évidence la similarité du role de la base de ladaemFourier et de I'état
initial de la corde vibrante. Elles sont l'une et l'autre I'expres$iome courbe
quelconque. Leurs caractéristiques sémiotiques sont évidemment différentes :
représentation d'une courbe par la forme initiale de la corde est ndtteme
iconique, ce qui n'est pas le cas de la base de la laméjatcl'une et l'autre

109Citons la conclusion de l'analyse sur les cordes vibrantes de D34a@fal, 385] : «To
summarize, Bernoulli, d’Alembert, Euler, and Lagrange held different positions ragaitok
permissible string curves, the curves that trigonometric series could represent girgte
interval, and the status of partial vibrations. Bernoulli admitted any stringector which both
the ordinate and the radius of curvature remained very small compared to the length of the string;
he believed that trigonometric series could represent any such cunesseeted the physical
existence of the partial vibrations. D’Alembert required the string cuwdeetanalytic and close
to the axis; he believed that any “discontinuous” curve and even some “continuous” curves could
not be represented by trigonometric series; he regarded partial vibrations asemmatical
fictions. Euler admitted any continuous string curve with piecewise continslope and
curvature, and with small ordinate and slope; he denied that trigonometrics senidd represent
non-analytic curves, at least those which coincide with segments ofishipases); he ascribed
some physical reality to partial vibrations of non-necessarily sine form. Lagrangenallygi
admitted the same string curves as Euler (except for polygonal cupuesiame to believe that
his passage from the discrete to the continuous required that all derivatives &lggiihite; he
believed that trigonometric series could in some “asymptotic” sense reprasgnturve, but
sometimes denied perfect identity between the series and thewtuewethe latter was non-
analytic or pulse-like; like d’Alembert, he denied any physical reality of th partial vibrations.

110 La confusion de I'énoncé imputé a Bernoulli avec celui de Fouriea atéé&jlairement dénoncée
par Burkhardt [1908, 20 ; Jouve 2007, I, 29].
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sont néanmoins considérées comme des expressions d'une courbe quelconque. De
méme, la lame et la corde vibrante jouent le rble d'un disposéifant en
relation I'expression d'une courbe quelconque et le développement en série
trigonométrique. Ainsi, dans un cas comme dans l'autrepl@sentatiome fait

pas seulement référence a l'objet qu'elle représente, a la ltemfée ou a la

corde qui vibre, son expression, en tant que telle, intervient comme tispasi

a une incidence sur les développements mathématiques considérés, en
l'occurrence dans l'introduction d'une nouvelle représentation des fonctémns. L
mémes conditions sémiotiques qui permettent l'introduction de lasezpadion

par des seéries trigopnomeétriques se retrouvent dans les deux casutGainpe
rendre compte sémiotiguement de cette introduction. Mais il en résigse que

cette analyse sémiotiqume peutpasrendre compte du fait que I'énoncé inaugural

ait étésoutenudans un cas et pas dans l'autre : rien sémiotiquement n'empécherait
qu'il le soit a partir du probleme de la corde vibrante. Fourier disposes de la
formule intégrale, et il en a fait I'argument principal de son inaugaramais

cette formule n'est pas nécessaire a l'inauguration, d'autres argpmamgsent

étre donnés. En revanche, les problemes sémiotigues posés sont eux
incontournables. Or, on a vu Fourier, au contraire de Bernoulli, s'y confronter. Il y
a bien la une différence objective.

Le rapprochement de ces deux analyses a fait ressortir les similitudes sémiotiques
de la lame et de la corde vibrante ainsi que le réle de [I'ét&l idiains
I'introduction de la représentation d'une fonction quelconque par des séries
trigonométriques. C'est en tant qu'expressions que la lame et la corddevibra
interviennent dans lintroduction de cette représentation. Mais ce ne sont
évidemment pas des « expressions pures », des expressions qui « parleraient
d'elles-mémes », ce sont des expressions elles-mémes interprétées. O
I'expression de la corde vibrante n'est pas la méme pour Bernoulli d'uret part
pour D'Alembert et Euler d'autre part : pour D'Alembert et Ewdéatlinitial en

fait pas partie, pas pour Bernoulli (c'est pour cela qu'il n'introduitypas@me
I'énoncé inaugural). Mais on a aussi vu que le statut de la condiiigaiei
dépendait du statut donné a I'équation différentielle associée au phénoméne décrit.
Ce qui veut dire que la représentation d'une corde vibrante, ou l'interpréation

en est faite, dépend du statut que l'on attribue a I'équation difédieent
I'équation différentielle change l'interprétation de I'expression d'une corde
vibrante.
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IV -Conclusion

Les textes inauguraux sont nécessairement assez rares. lls marguent de
moments toujours singuliers et remarquables par la constitution des moyens
d'expression de totalités, et donc de la généralité, propres aux ratugs.

Ainsi, les séries trigonométriques offrent a Fourier une représentatitoutes

les courbes et de toutes les fonctions a une époque ou les séries, entibrpsis

plus longtemps encore les polyndbmes, ne pouvaient plus prétendre jouer ce réle.
Des théorémes, comme celui de Dirichlet [1829], et des théorigserrier lieu

la théorie de la chaleur de Fourier, mais aussi rapidement la thderie
I'intégration, vont ainsi pouvoir étre développés en tirant parti de ces nouveaux
moyens d'expression. Les critéres qui ont été proposés pour caractériegteses

et les énoncés inauguraux aident d'abord a les repérer. Il a étpassibile de
vérifier que laThéorie analytiqgue de la chalede Joseph Fourier les satisfaisait.
Mais il importe surtout de reconnaitre la fonction inaugurale de ces textesc'est
dire a la fois leur réle dans lintroduction de nouvelles représentatiess, |
problemes sémiotiques qui déterminent en partie leurs caractéristduesjn

les développements qu'ils rendent ensuite possibles. Le fait d'éfablle texte

de Fourier est, commea Géométriede Descartes, un texte inaugural établit a la
fois limportance et la récurrence de [onformité dans ['histoire des
mathématiques. Non seulementgénéralisationn'est peut-étre pas le vecteur
principal du développement des mathématiques mais, a l'inversenfiarmité
apparait comme un moyen historique privilégié d'introduction des conditions
d'expression de lgénéralité en mathématiques. Certains des changements les
plus importants en mathématiques ont été faite@aiormite.

La notion de texte inaugural contribue a faire reconnaitre le rélprobemes
sémiotiguesen mathématiques et fortiori en histoire des mathématiques. Ces
problémes découlent du fait que les mathématiques sont tributairesirde le
moyens d'expression : le mathématicien veut exprimer quelque chdeés par
partie suggérée par les moyens d'expression gu'il utilise, sans toej@ansvbir

avec ces moyens. Il a alors un probléme d'expression. Les mathématqties
ainsi confrontées a des problemes qui ne sont pas que les problemes de
mathématiques reconnus comme tels et la constitution de ces moyens
d'expression a partir de ceux disponibles est un élément de [I'histkeére
mathématiques.

Les énoncés et en particulier les raisonnements mathématiquesptré de

leurs moyens d'expression : ils s'inscrivent dans des conditions sénsagigjue
font partie de leurs conditions de possibilité. Chague énonceé devient adisel'i

de ses conditions de possibilité. La généralité, en particulippose des moyens
d'expression qui la rendent possible. Par une sorte de principe de conservation
sémiotique les moyens d'expression ne varient ensuite que s'ils sofitsnodi
Autrement dit : les changements dans les caractéristiques sgragoties textes
mathématiques doivent étre rapportés a des causes assignables.
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Nous avons pu ainsi déterminer a la fois le réle de la représentation d'une fonction
arbitraire par des séries trigonométriques dargél#ralité de la théorie de la
chaleuret le role de cette théorie, et plus précisément de I'étuldelaime, dans
l'introduction de cette représentation. L'examen des conditions d'erpressia
généralité de lghéoriea d'abord permis d'établir qu'elie tirait passa généralité

de léquation généralela contribution des séries trigopnométriques a la généralité
de cette théori@me vient doncpas de leur réle dans la résolution dégluation
généralemais de la possibilité, introduite par leur expression, de considéser
solides avec desonditions initialesqui soient a la foigjuelconquesnais dont
I'expression permet aussi dans chaque cas, quoi que de madidrec de
déterminer les coefficients de la solution générale ainsi de trouver la
distribution de chaleur cherchée.

La représentation des fonctions par des séries trigonométriques a ainsi été a la fois
inauguréeau cours de I'étude de la distribution de la chaleur dans un solide
particulier (en lI'occurrence, une lame)egploitéedans I'étude de la distribution

de la chaleur des autres solides. On a ainsi un exemple dan@x¢giral qui
dispose de la représentation qu'il inaugure. Mais il a bien d'abdud dfaé
Fourier l'inaugure pour pouvoir en disposer ainsi. Il a d0 pour cela résoudre les
probléemes sémiotiques attendus et qui conférent aux textes inauguraux leurs
caractéristiques. Ne dénoncer qu'un manque de rigueur dans les arguments donnés
pour soutenir un énoncé inaugural revient a ignorer les conditions sémiotiques de
cette rigueur et en particulier les conditions de la généralit€mtmsces et des
démonstrations mathématiques. A linverse, l'existence de ces acosditi
reconnue, les commentaires sur les textes qui les modifient sont saiegent
révélateurs privilégiés aussi bien de ces conditions que du réle joute gresuie

fait de ne pas les prendre en compte.

L'énoncé inaugural des séries trigonométriques avait déja été introduiltiew

du siécle précédent lors de la controverse sur les cordes vibrantesinCfatst

bien connu, notamment de Fourier et de ses interlocuteurs. L'énoncé n'avait
cependant pas été soutenu (suivant notre acceptiod¢ éiit Fourier n'a pu
disposer de cette représentation sans linaugurer lui-méme, ce a@ont |
mathématiciens (et les historiens) purent en revanche se disppnserui. La
controverse des cordes vibrantes réunit donc, comme le texte de Fougrier, le
conditions de l'introduction de I'’énoncé inaugural, mais sans présentedaepe
contrairement au texte de Fourier, les caractéristiques d'un textpiinh 1l a a
nouveau été possible de rendre compte de lintroduction de cet énoncé en
déterminant les conditions de la rencontre de l'expression d'une fonctioalgéné

et de celle des séries trigonomeétriques. On a ainsi vu que l'amprdss séries
trigonométriques avait été introduite par Bernoulli & partir du principe physique
des systemes oscillants qu'il défendait, les deux expressions gérduales
fonction l'ayant en revanche été ultérieurement par D'Alembert et.Huline
d'elles est I'expressio¥ d'une fonction quelconque (expression analytique) qui
figure dans la solution générale de I'équation différentielle introduitetta ce
occasion par D'Alembert et reprise par Euler. L'autre estglarefi initiale
arbitraire de la corde (expression géomeétrique), mais dont le staten) et
particulier le fait de la considérer elle-méme comme faisatiepdes solutions

de I'équation différentielle, dépend de la conformité accordée a I'équation
différentielle par rapport au probléme d'une corde vibrante, qui différe alors selon
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les protagonistes. Cette courbe initiale qui, pour D'Alembert et Efdédr,
nécessairememnartie des solutions (elle est mémécessairea la résolution de
I'équation différentielle) n'en faisait pas partie pour Bernoulli. C&ssi
seulement avec l'introduction de l'une ou l'autre de ces deux exprepsefes

séries trigonométriques données par Bernoulli pour solution du probleme de la
corde vibrante apparaissent, pour D'Alembert et Euler, devoir représenter une
fonction quelconque. Le probleme de la corde vibrante est bien ainsulddi
rencontre des séries trigonométriques et de deux expressions d'une fonction
arbitraire mais sans que les conditions de cette rencontre ne sotagéesa par

ces trois protagonistes. Ainsi, les expressions de la généralitmpietent les
conditions pour que I'énoncé inaugural soit formulé sont introduites par
D'Alembert et Euler qui, de fait, et pour des raisons différentdg, smutiennent

pas.

On a pu ainsi suivre, voir se méler et se propager les expredsidagénéralité

aussi bien dans la théorie de la chaleur que dans I'étude d'une corde vibrante. On a
vu en particulier le réle de I'expression de I'état initiallpquelle, dans les deux

cas, peut s'introduire I'expression d'une fonction arbitraire qui sera ensuite mise en
relation avec l'expression d'une série trigopnométrique. Mais c'estvanche
seulement dans la théorie de la chaleur de Fourier que les s@unesrmitriques
deviennent elles-mémes inversement le moyen d'expression de la t@miasli
conditions initiales et qu'elles deviennent ainsi, et seules, tdives de la
généralité de sa théorie. La comparaison de la controverse des cordetevibta

de laThéorie analytique de la chalediait ainsi ressortir la différence entre les
conditions d'introduction d'une nouvelle forme d'expression de la généralité,
présentes dans les deux cas, et son usage comme expression delibégames

que Fourier l'ait inaugurée.

Ces analyses se fondent sur le caractere objectif des moyens palslé&sque
généralité est exprimeée et sur la nécessité de disposer de tels moyens : tout énoncé
général suppose et dépend des moyens d'expression qui rendent possible
I'expression de cette généralité. A la manifestation d'une formendeagjit® dans
un texte doit répondre les moyens d'expression correspondants. Les én@gés et |
raisonnements ont leurs conditions de possibilité ; celles-ci ne sont gue tré
partiellement logiques. Ces moyens doivent aussi avoir été introduits d'une
maniére ou d'une autre. Ainsi, a l'analyse des moyens d'expressids ddns
un texte répond I'étude historique de leur introduction.

Cette double nécessité (existence et introduction) est le point de dépatude

des moyens d'expression utilisés. Ceux-ci peuvent ensuite étre repérés, separes le
uns des autres, identifiés et en quelque sorte tracés dans un terteampus. ||

est possible de les prendre comme objets de raisonnement, quaralaul. Il

devient possible de se demander comment ils apparaissent, se propagent et
disparaissent. L'analyse présentée a simplement consisté a détetiams les

textes considérés les moyens d'expression de la généralité wuditisesirs
relations aux séries trigonomeétriques. L'inauguration de ces sériesingst
apparue comme la condition pour que leur expression puisse devenir elle-méme
un moyen d'expression général.
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