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Introduction

Les dernieres décennies ont connu un énorme progres dans la résolution des équa-
tions aux dérivées partielles. La simulation numérique de telles équations est un ou-
til essentiel, et est devenue de plus en plus prometteuse et rapide grace aux progres
technologiques et a la puissance des calculateurs. Cependant, les résultats numériques
peuvent étre affectés par différents types d’erreurs, comme les erreurs sur les modeles
et les erreurs dues a la simulation numérique. Ces dernieres peuvent étre controlées
et réduites utilisant diverses techniques numériques sophistiquées, telles que des tech-
niques d’adaptation et les estimations d’erreur a posteriori [51, 63]. Cependant, les
erreurs sur les modeles sont loin d’étre aussi bien controlées. En particulier les modeles
mathématiques classiques souffrent de plusieurs sources d’incertitudes, qui réduisent la
fiabilité des simulations numériques. Elles sont données généralement par deux classes,
les incertitudes épistémiques et les incertitudes aléatoires. Les incertitudes aléatoires
sont associées aux variabilités intrinseques de la nature, comme 'hétérogénéité dans
les milieux ou les matériaux. Quant aux incertitudes épistémiques, elles apparaissent
dans les modeles en raison du manque de connaissances sur les propriétés des milieux,
les erreurs sur les mesures ou le manque et I'insuffisance des mesures sur les données
d’entrée, telles que les coefficients du modele, les termes de forgage, les conditions aux
bords, la géométrie du milieu, etc... Par exemple, dans I’étude des écoulements souter-
rains, les propriétés du sous-sol telles que la porosité et la perméabilité de 'aquifere
sont extrapolées a partir des mesures prises seulement sur un nombre fini de points
spatiaux.

Dans le but d’augmenter la précision des prédictions numériques et obtenir des pré-
visions assez fiables sur le modele étudié, les simulations doivent prendre en compte
ces différents types d’erreurs. La compréhension et la quantification sont cruciales pour
comprendre et quantifier les différences entre les prédictions numériques et le compor-
tement du systéme réel.

L’incertitude peut étre traitée par plusieurs techniques, par exemple : la théorie des
ensembles flous, la théorie de 1’évidence, la théorie des probabilités, etc. (cf [24],[55],[34],
[5], et les références qui s’y trouvent). Dans la théorie des probabilités, les incertitudes
sont modélisées comme des champs ou des processus aléatoires. Cette théorie ayant une
base mathématique solide, elle constitue un outil efficace pour décrire et quantifier la
propagation des incertitudes. La quantification d’incertitude dans ce cas consiste géné-
ralement a considérer un systeme stochastique gouverné par une équation aux dérivées
partielles stochastique (EDPS) ou une équation différentielle stochastique (EDS). Les
entrées de ce systeme sont modélisées comme des fonctions stochastiques.



L’approche traditionnelle pour résoudre les EDPS ou les EDS est la méthode de Monte-
Carlo (MC) [27]. Cette approche donne une approximation des statistiques, telles que
I’espérance, la variance ou des moments de certaines quantités d’intérét de la solution.
L’inconvénient principal de cette approche est sa convergence lente, qui engendre un
effort de calcul généralement exorbitant, en particulier pour des systemes physiques
complexes et de grande taille.

Récemment, des méthodes spectrales ont été développées, telles que la méthode de
Galerkin et de collocation stochastiques [34, 5, 6]. Elles offrent un outil robuste pour
la résolution des problemes d’EDPS. Ces méthodes approchent la réponse du modele
comme fonction stochastique, avec une grande précision et une convergence exponen-
tielle. Cependant elles exigent la résolution d’une série de problémes déterministes de
grande taille qui sont parfois totalement couplés, limitant leur application a des faibles
dimensions stochastiques. Ces méthodes engendrent un cotit de calcul qui augmente de
facon exponentielle avec la dimension stochastique et leur mise en ceuvre peut devenir
parfois impraticable. Il est intéressant donc de bien chercher a minimiser le cofit et
leffort de la résolution, tout en choisissant avec soin les degrés de liberté nécessaires.

Cette these a pour objectif principal I’étude et ’analyse des méthodes efficaces pour
la résolution d’'un probleme stochastique dans le but de la quantification des incerti-
tudes. On s’intéresse d’abord a la résolution de I’équation de I’écoulement stochastique
en milieux poreux, par une méthode d’interpolation des grilles clairsemées adaptatives,
ce qui constitue la premiere partie. La deuxiéme partie concerne la quantification du
transport d’un polluant dans un milieu aléatoire. Une approche numérique de résolution
est présentée avec une analyse mathématique de 'erreur a priori.

La suite est organisée de la fagon suivante : dans le premier chapitre, nous introdui-
sons le probléeme modele traité dans la premiere partie, il s’agit du probleme de diffusion
linéaire avec des coefficients et données stochastiques,

{ —div(kVu) = f dans Q x D
(% |8D: 0.

(1)

ou le triplet (€2, F,dP) est un espace de probabilité complet et D un domaine physique
borné et régulier. On fait des hypotheses sur les parametres aléatoires pour que le
probleme soit bien posé, ainsi que pour le transformer en une formulation déterministe
nécessaire pour l'approximation numérique. Nous donnons également un rappel des
différentes méthodes numériques d’approximation de tels problémes, ainsi qu’un rappel
sur leurs estimations d’erreur montrant la qualité de la convergence.

Dans le deuxiéme chapitre, nous proposons une méthode de réduction de modele qui
permet d’approcher 'espérance E[u], solution du probleme d’écoulement unidimension-



nel. L’approche est basée sur la décomposition de Karhunen-Loeve (K-L) de I'inverse
du parametre de diffusion et une projection similaire a celle de Galerkin, moins cofi-
teuse. La projection de la solution sur un espace a dimension réduite est construite
de maniere que l'espérance de la solution et celle du projeté coincident. Généralement
cette projection ne coincide pas avec la solution. L’estimation a priori d’erreur prouve
I'efficacité et la convergence de I'approche unidimensionnelle considérée.

Malheureusement, nous n’avons pas pu étendre I'idée du deuxieme chapitre pour
des problémes en dimensions supérieures. Cependant, dans le méme esprit d’extension
a 2d ou 3d de 'espace physique, nous proposons d’utiliser dans le chapitre 3 I'inverse de
diffusion comme un indicateur d’erreur A = k= f, pour déterminer le nombre total des
degrés de liberté de la solution. On montre que 'erreur commise par une interpolation
polynomiale de Smolyak A, (w, N) sur cet indicateur est une borne supérieure de l’erreur

commise sur u.

Dans 'approche classique [50], les poids d’anisotropie « sont choisis comme étant le
taux de convergence de u suivant chaque direction. Cela engendre un effort important
sous forme de problémes déterministes, alors qu'un grand nombre de ces problémes ne
contribue pas a la construction de 'approximation A, (w, N)u. L’utilisation de l'indi-
cateur A pour l'approximation de « exige seulement la résolution de probléemes d’in-
terpolation. On utilise aussi cet indicateur pour déterminer un niveau convenable pour
I'interpolation A, (w, N)u. Cette approche permet de réduire un cotit de calcul signifi-
catif, et ceci sans impact sur la précision.

Dans le chapitre 4 nous démontrons une amélioration de l'erreur a priori de la
méthode des grilles clairsemées anisotrope.

La comparaison avec l'estimation de l'erreur donnée dans [50] montre une compa-
tibilité de cette amélioration avec le cas isotrope [49]. Nous avons aussi appliqué une
technique d’adaptation donnée dans [11, 48] dans le cas de la méthode isotrope. Elle est
basée sur I'extrapolation de Richardson et consiste a utiliser I'information de ’erreur
a priori précédente et une combinaison linéaire des résultats calculés auparavant pour
prédire une amélioration des résultats. Ceci permet d’éviter un effort de calcul considé-
rable & un niveau supplémentaire.

Dans la deuxiéme partie, au chapitre 5, on s’intéresse a I'approximation numérique
de la solution du couplage entre I’équation d’écoulement dans un milieu poreux aléa-
toire et I’équation d’advection-diffusion. Plus précisément, 'approximation de la valeur



moyenne de I'extension d'un soluté introduit au temps initial, et la valeur moyenne de
la macro-dispersion qui représente la vitesse avec laquelle le soluté se propage.

On fait le choix de discrétiser 1’équation de 1’écoulement par la méthode des élé-
ments finis mixtes, afin d’approcher efficacement la vitesse v (I'erreur commise sur la
vitesse dans L? est optimale). Ensuite, I’équation d’advection-diffusion est vue comme
une équation de Fokker-Planck, et sa solution est donc approchée par une méthode
particulaire probabiliste. L’extension et la dispersion moyenne peuvent en effet étre
exprimées comme l’espérance d’une fonction d’un processus X;, solution de I’équation
différentielle stochastique correspondante. Les deux sont calculées par un schéma d’Eu-
ler pour 'EDS et une méthode de Monte-Carlo. Une estimation de l'erreur faible de

la discrétisation en temps a été démontrée dans [47], nous présentons une nouvelle dé-
monstration de cette estimation aussi fine que [15] mais qui reste valable pour un bruit
multiplicatif. On montre aussi que 'erreur de discrétisation spatiale est d’ordre h, et
finalement, on donne I’estimation de I’erreur globale commise sur I’extension moyenne.
Cette estimation dépend de la régularité de la perméabilité k.

La dispersion est calculée explicitement comme une espérance d’une fonction de X,
son approximation est ainsi donnée en fonction des réalisations d’une discrétisation du
processus. L’estimation de I'erreur globale commise sur la dispersion est établie lorsque
la perméabilité est de classe C1%,



Chapitre 1

Probléeme modele et méthodes
numériques d’approximation

Dans ce chapitre, nous introduisons le probleme modele traité dans la premiere par-
tie. Il s’agit du probleme de diffusion linéaire avec coefficients et données stochastiques.
On y ajoute des hypotheses sur les parameétres aléatoires pour que le probleme soit bien
posé et pour le transformer en une formulation déterministe, nécessaire pour I’approxi-
mation numérique. Ici nous rappelons également les différentes méthodes numériques
d’approximation de tels problemes, ainsi que leurs estimations d’erreur caractérisant la
qualité de la convergence.

1.1 Formulation du probleme modele

On considere un triplet (€2, F, dP), espace de probabilité complet, ot 2 est I’ensemble
des résultats, F la o-algebre des événements de Q, P : F — [0,1] une mesure de
probabilité. Soient D un ouvert de R? de frontiere dD assez-réguliere, k(.,.) et f(.,.)
deux champs aléatoires sur 2 x D. L’objectif est la résolution du probléme elliptique
suivant :

{ —div(kVu) = f dans Q x D (11)

u ‘31): 0.

Nous supposons les hypothéses suivantes sur les parametres aléatoires k et f, pour que
notre probléme soit bien posé :
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Hypothese 1.1.
~ H1 :f est un champ aléatoire du second ordre, c’est-a-dire f € L*(2) @ L*(D).
— H2 :k est un champ aléatoire uniformément borné et strictement positif (p.s) sur
Q, il existe 0 < kppin < kmaz, telles que :

]P’{w, Emin < k(w,.) < kmax} =1. (1.2)

Si on définit I'espace de Hilbert L?(Q) ® H} (D) par :
L*(Q) ® HY(D) := {v 1 Q — Hy(D); /Q HvaH&(D)dP < oo},

alors, le probleme variationnel associé a (Ps) est donné par la formulation faible sui-

vante :
{ Trouver u € L*(Q) ® H}(D) tel que

E{(k.V, Vi) (o) = E{(f. 1) 1200y) Vit € L) @ HA(D). (13)

Sous I'Hypothese H2, la forme bilinéaire a(.,.) = E[(kV.,V.)r2py] est continue
et coercive sur L%*(Q) ® H}(D) x L*() @ H}(D), et par 'Hypothese H1, la forme
linéaire I(.) = E[(f,.)r2(p)] est continue sur L*(Q?) ® Hj(D), alors par le théoreme de
Lax-Milgram, le probléme variationnel (1.3) admet une solution unique dans I’espace
L*(Q) ® Hy(D).

1.1.1 Le bruit de dimension finie

Dans de nombreuses applications, les parametres aléatoires sont estimés par un
nombre fini de variables aléatoires non corrélées, parfois indépendantes, comme dans
le cas de la troncature de Karhunen-Loeve [44, 45, 5]. Ainsi on peut supposer que la
diffusion k et la donnée f dépendent d'une suite de N variables aléatoires {Y,,}_,. Le
nombre N est parfois appelé la dimension stochastique.

Exemple 1.1. (Champ aléatoire constant par morceauz)

On décompose le domaine physique en N zones disjointes D = UN_|T,,, dans chaque
zone T, le parametre de diffusion est caractérisé par une variable aléatoire de moyenne
non nulle, comme suit :

k(w, ) = kmin + Y_ onxr, (€)Y, (w),

n=1
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ot X, est la fonction caractéristique de la zone T, et kpin, 0, sont des constantes
positives, et la famille {Y,}N_, sont des variables aléatoires positives et indépendantes
et de variance unité.

Exemple 1.2. Troncature de Karhunen-Loéve

La décomposition de Karhunen-Loéve est un outil puissant pour discrétiser n’importe
quel champ aléatoire du second ordre k(.,.) € L*(Q) ® L*(D). Elle est composée d’une
partie déterministe (sa moyenne ou son espérance), et une partie aléatoire, décomposée
sur la base des valeurs propres et des fonctions propres de sa fonction de covariance
covlk] comme suit :

b 2) = B[FE) + 2y ()Vaf) (14)

ot {\;}32, et {b;}32, sont respectivement les valeurs et les fonctions propres solutions
du probleme aux valeurs propres suivant :

|, colkl(z.p)o(y)dy = Ao(a).
La fonction de covariance covlk] est donnée par :
covlk](z,y) := Elk(., 2)k(., y)] = E[k(, 2)IE[L(, y)],

et la suite {Y;}52, est une suite de variables aléatoires décorrélées données par :

Y (w) = jA_ [ k(. ) = B[k )0 ) (1.5)

On définit la troncature de Karhunen-Loeve ky comme la troncature de la série
(1.4) a l'ordre N comme suit :

by () = ElH] () + 3 VAbn(@) Ya(w).

Cette troncature est la décomposition optimale du processus k(-, -) au sens de L*(Q) ®
L*(D) sur I’'ensemble de toutes les décompositions de type SN | v,,¢,, telles que (¢, vy) €
L*(Q) x L*(D).

Exemple 1.3. (Coefficients non linéaires)
Dans certains cas, afin d’assurer quelques propriétés sur les données, le coefficient k

est donné par une transformation non linéaire d’un autre champ aléatoire gaussien G,
k(w,z) = g(G(w,x)), ou g est une fonction réguliére et strictement positive. Une telle
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transformation peut garantir la positivité ou la bornitude de k, ainsi que l’indépendance
des variables aléatoires qui le décrivent.

Une transformation classique qu’on trouve dans beaucoup d’applications consiste a
prendre g(t) = €'; elle permet de garantir que le paramétre k = e soit strictement
positif pour tout x € D, (p.s) sur Q. Le champ aléatoire G est donné par exemple par
sa discrétisation de (K.L) et ainsi k est discrétisé de la fagon suivante :

k(w,x) = exp (bo(x) + Zlbn(x)Yn(w)> . (1.6)

Si G est un champ Gaussien, alors les variables aléatoires Y1, ..., Yy sont des gaus-
stennes centrées réduites, ainsi dans ce cas, non seulement elles sont décorrélées mais
de plus elles sont indépendantes. En particulier le champ k ne satisfait pas I’hypothése
H2, puisque nous avons :

N N
kmin — €_|b0|*2n:1 b oo Y (w)] et kmam — €|b0‘+ En:l |bn|00‘Yn(w)"

-1
min

Cependant on peut montrer dans ce cas que u € LP(Q) @ H} (D) puisque kpyin, k
et kmaz sont dans LP(S) pour tout p > 1.

Remarque 1.1.

Il est intéressant, si possible, dans le cas ou la donnée f est stochastique, de la
développer sur le méme systéme de variables aléatoires (Y,)Y_, décrivant le coefficient
de diffusion k. Cela permet de réduire la dimension stochastique du probléme, c’est-a-
dire le nombre des variables aléatoires décrivant la solution u.

1.1.2 Erreur de troncature sur les parametres

En pratique les informations sur les parametres du modele k et f dont on dispose
sont limitées. Par exemple, la moyenne et la fonction de corrélation (covariance) des
champs peuvent étre connues. Les champs aléatoires sont considérés dans un espace de
dimension infinie, ainsi une approximation de ces parametres dans un espace de faible
dimension stochastique est une étape cruciale pour 'approximation du probléeme (1.1).

L’erreur commise par une perturbation des entrées du modele est indépendante de
la méthode numérique d’approximation utilisée tout en affectant le processus d’approxi-
mation. La quantification de I’erreur commise par une troncature des parametres dans
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le cas d’un champ aléatoire de dimension infinie est un point important et crucial pour
rendre la quantification des incertitudes assez fiable.

La proposition suivante donne ’erreur commise par une troncature du parametre k
et de la donnée f dans la norme de l'espace L*(Q); H}(D)).

Proposition 1.1. (/5])

Considérons u la solution de (1.1), et soit uy la solution du méme probléme avec un
champ de diffusion tronqué ky et une donnée tronquée fn. Alors il existe une constante
C indépendante de [’ordre de troncature N, telle que [’estimation suivante soit vérifiée :

|u—unllr2@m(py) < C (Hk — knllze @z oy + If — fNHLQ(Q;LQ(D))) : (1.7)

Cas d’une troncature de Karhunen-Loéve

[’estimation (1.7) exprime la continuité du probléme (1.1) par rapport aux coeffi-
cients k et f. La quantité n = ||k — kn||r~(@.z(p)) + [[f — fnllz2(@:22(p)) est une borne
supérieure de l'erreur u — uy. Cette borne supérieure peut étre explicitement controlée
dans le cas d’une troncature de Karhunen-Loéve. En effet, considérons le développement
(K-L) donné dans (1.4) pour k et f :

ko) = ER)+ 3 VAdule)Vil) (18)
flwz) = E[f]<x>+§@én<w>zn<w>, (1.9)

ott les couples { (A, @) }221, {(An, dn)}22, sont respectivement le spectre de I'opérateur
de covariance de k et f. Par ailleurs, supposons que les variables aléatoires {Y;,}5°,
soient uniformément bornées, nous avons I’estimation suivante sur k :

|k — kNl zoo (@i (p)) < Ck ( Z \/ )\nH¢nHoo) ;
n=N+1

et 'estimation sur f est donnée par :

|f = Inllz@rzmy < 4| Do Ans

n=N-+1

La décroissance des valeurs propres de 'opérateur de covariance dépend étroitement
de la régularité du noyau de l'opérateur. La proposition qui suit montre que la décrois-
sance est algébrique quand la covariance a une régularité de Sobolev HP, et qu’elle est
exponentielle pour une covariance analytique [29, 56].
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Proposition 1.2. /29, 56/
Soit {(An, 9}, le spectre de l'opérateur de covariance de k donné par (1.8),

1) Il existe deuzx constantes positives ¢, et ca, telle que pour tout n > 1 les A\,
vérifient, selon la régularité de la covariance :
— lorsque le noyau de covariance est analytique par morceaus :

1
—cond
A < cre€ )

— lorsque le noyau de covariance est HP par morceaux :

s

A < cn”
2) Pour tout s > 0 il existe ¢y > 0 telle que pour tout n > 1, les fonctions ¢, vérifient

Hﬁanoo < CS()‘H)_S-

Par conséquent, connaissant la régularité de la fonction de covariance des champs
aléatoires k et f, la proposition précédente donne une estimation globale de ’erreur
de troncature de Karhunen-Loéve. En particulier lorsque la donnée f a une covariance
analytique, l'erreur de troncature ||u —uy|| est dominée par celle du champ de diffusion
||k — En|| selon la régularité de la covariance de k comme le montrent les estimations
suivantes.

1. Lorsque le noyau de covariance est analytique par morceaux. Alors pour tout

5 < > il existe ¢, > 0 telle que pour tout N > 1, nous avons :

SE

Ceo(L_s
HU“UNHL%Qj%un)ESCEG( 2z=a)Ne)

2. Lorsque le noyau de covariance est HP par morceaux. Alors pour tout s < 1, il
existe ¢, > 0 telle que pour tout N > 1, nous avons :

HU—WNmm%wDSQNP%77

Dans le cas d'un champ log-normal et une donnée déterministe, on trouve dans [17] des
estimations de 'erreur forte qui est de 'ordre O(NV %_5) avec s < 2 et une estimation

de D'erreur faible commise sur la moyenne de 'ordre O(N~1).

Dans le prochain paragraphe, nous allons transformer le probleme (1.1) en un autre
qui est déterministe. Pour cela, nous introduisons quelques notations.
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Notations :

Dans la suite, on note par I',, = Y,,(Q2) 'image de €2 par Y,, pour chaquen =1,..., N,
et par I' = [[Y_, ', € RY l'image Y(Q). On suppose que le vecteur aléatoire Y pos-
sede une densité de probabilité conjointe connue ¢ € L*(T"). On suppose aussi que la
famille des variables aléatoires {Y,,}»_, sont indépendantes, ainsi dans ce cas la densité
de probabilité se factorise comme o = [[2_, p,, ott chaque p, est la densité de Y.

1.1.3 Formulation faible et formulation forte

Le champ aléatoire k et la donnée f sont paramétrisés par le vecteur aléatoire Y par
k(w,z) = k(Y1,....YNn;2) et f(w,x) = f(Y1,...,Yn; ). Par le lemme de Doob-Dynkin,
la solution u du probleme (1.1) est aussi paramétrisée par le méme vecteur aléatoire Y
tel que u(w,x) = u(Yi, ..., Yy;x). Par conséquent le probléme variationnel faible (1.3)
est équivalent a la formulation faible et déterministe suivante :

Trouver u € L*(T") ® H(D) tel que
(1.10)

/F(k.Vu, Vi) 2 (pyody = /F(f, 1) 2pyedy, V€ LX(T) ® Hy(D).

La preuve de I'existence et 'unicité du probleme (1.10) s’appuie sur 'hypothese H2,
qui affirme que la diffusion k est strictement positive et bornée uniformément sur €2,
c’est-a-dire que les deux constantes k,,;, et k.. sont indépendantes de tous les événe-
ments de €. Une application directe du théoreme de Lax-Milgram, montre que (1.10)
est bien posé.

Pour certaines classes de méthodes d’approximation du probleme (1.1), telles que
la méthode de Monte-Carlo et la méthode de collocation stochastique, on introduit le
probleme faible-spatial obtenu en projetant (1.1) dans I'espace H}(D), donné par la
formulation forte (probleme fort-stochastique) suivante :

Trouver u(y,.) € Hy(D) tel que
(1.11)

/ k(y)Vu.Vude = / fvdr Vv € Hy(D), pour psy €.
D D

Une simple application du théoreme de Lax-Milgram permet d’affirmer que pour chaque
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y € I' (p.s), le probleme (1.11) est bien posé. La solution u satisfait 1’estimation sui-
vante :

lu(ys Mg o) < Cokminll £ (4, )lz2o). (1.12)

ou Cp est la constante de Poincaré.

On conclut que, sous Uestimation (1.12), la solution u est dans LE(T') ® Hy (D) si f
est dans L2(T') ® L*(D).

Dans le cas ou k., la borne inférieure de k, dépend de w, alors u est dans LZQ’(F) ®
Hg(D) si f est déterministe et k,,;, est dans LE().

Dans le cas ou les deux fonctions f et k,,;, sont aléatoires, alors pour tout p > 1,
ue LX) ® HY(D) si f € L") ® L*(D) et k,;, € L*(Q). En effet :

min

Elllullf py] < CoEkminll 1122 (p)) < CD\/E[(kmin)Qp}E[Hf\!i@w)]-

Nous avons aussi le méme résultat si les deux champs aléatoires k et f sont indé-
pendants dans LP.

1.1.4 Régularité stochastique

L’approximation d’une fonction ¢ (quelconque) par des polynémes globaux est une
démarche naturelle que 'on rencontre dans divers contextes de l’analyse. Lorsque la
fonction ¢ est assez réguliere (fonction analytique), cette approximation polynomiale
est plus précise.

La convergence et la compétitivité des méthodes spectrales, en particulier celles
de collocation stochastique, sont basées sur une régularité stochastique de la solution
du probleme (1.1). Cette régularité concerne l'analyticité de la fonction u suivant la
variable stochastique y [6, 49, 50].

Ainsi dans la technique d’adaptation des méthodes de collocation que nous allons
considérer, nous supposons que u peut étre prolongeable analytiquement dans une région
du plan complexe C.

D’une maniére similaire a [49, 50], nous allons nous appuyer dans la suite sur une
analyse unidimensionnelle suivant chaque direction ¥, pour chaque n = 1,..., N. Pour
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ce faire, nous introduisons la notation suivante : pour chaque n = 1,..., N, on pose
I = Hj-\;n I';, et tout élément y € I, peut s’écrire en y = (yy,y;) oy, € I'y ety € ',

On suppose que la solution de (1.1) satisfait I’hypothese de régularité suivante :

Hypothese 1.2. Pour chaque y, € 'y, il existe un réel 1, > 0 pour lequel la fonction
w(Yn, Y5, .) comme fonction de y,, u : T, — CO(T*; Hi(D)) admet un prolongement
analytique u(z, y:, x), pour tout z dans l’ensemble complexe ¥, (I',; 7,) € C donné par :

Zn(rna Tn) = {Z € (C, diSt(Z, Fn) < Tn}-
De plus, il existe n > 0 qui ne dépend pas de n, tel que pour tout z € ¥, (I'y;7,),

lu(2)lleors:m2(py) < M-

L’hypothese précédente peut étre vérifiée pour les champs aléatoires présentés dans
la section précédente, ainsi que lorsque le parametre de diffusion k et la donnée f sont
des fonctions analytiques par rapport a chaque variable y,,. En effet, si k et f sont
analytiques dans un disque de rayon 7, , alors il existe deux nombres M > 0, v, > 0
finis, tels que :

105, k(Y Mooy < Mryg'm! et (|05 f(y, ) 2oy < My'm! (1.13)

Les deux bornes (1.13) sont exactement les hypotheéses données dans (cf [6] Lemme
5) pour que la solution u satisfasse I’hypothese de régularité 1.2. La convergence des
méthodes spectrales pour la résolution de (1.1) repose sur la régularité de la fonction
u, cette convergence est exponentielle et son taux dépend du diametre 7,, [6, 5, 49, 50].

1.1.5 Espace d’approximation déterministe

L’approximation du probléeme (1.1) est basée sur deux approximations, l'une par
rapport a la variable stochastique et 'autre suivant la variable déterministe. Générale-
ment deux grandes classes de méthodes sont utilisées pour 'approximation de (1.1), les
méthodes intrusives et les méthodes non-intrusives [41], selon la maniére dont "approxi-
mation dans l'espace stochastique L?(T") est considérée. L’approximation dans 1’espace
déterministe H}(D) reste la méme pour ces méthodes.

Nous considérons dans la suite un sous-espace d’éléments finis standard V(D) C
HY(D), basés sur les fonctions d’approximation linéaire par morceaux définies sur une
triangulation réguliere 7, de pas de discrétisation h > 0.
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Nous avons 'estimation suivante qui concerne I’erreur commise en approchant une
fonction v € H} (D) par vy, dans V;,(D) ([18]).

[v = vnllzy ) < Chllvlla2, (1.14)

ou la constante C' ne dépend pas du pas h.

Dans la suite de ce chapitre, nous décrivons les méthodes d’approximation de (1.1),

données par les deux approches intrusives et non-intrusives.

— Méthodes non-intrusives : La résolution est basée sur une suite de problemes dé-
terministes, correspondant a des réalisations (aléatoires comme Monte Carlo ou
déterministes comme la collocation ) judicieusement choisies du vecteur Y. Leur
avantage principal est que les codes déterministes existants ne nécessitent aucune
adaptation particuliere et peuvent étre utilisés comme une boite noire, ce qui ap-
porte une grande flexibilité de la mise en ceuvre en parallele pour ces méthodes.

— Méthodes intrusives : Contrairement aux méthodes non-intrusives basées sur une
batterie de réalisations de Y pour déterminer les quantités d’intérét du modele,
les méthodes intrusives de type 'Galerkin’ sont basées sur un formalisme proche de
celui des codes déterministes. Elles cherchent une approximation de la réponse du
modele a la fois dans I'espace stochastique et déterministe, ainsi une adaptation
des codes déterministes existants s’impose pour ces méthodes suivant la nature
des problémes physiques.

1.2 Meéthode d’échantillonnage de Monte-Carlo

La méthode d’échantillonnage de Monte-Carlo est la méthode la plus attractive pour
une approximation des statistiques d’intérét d'un probleme stochastique, notamment
le probleme (1.1). La méthode présente a la fois une grande simplicité et une géné-
ralité pour n’importe quel probleme stochastique, et naturellement bien adaptée a la
parallélisation. Bien que la méthode dépende légerement de la dimension stochastique,
elle n’exploite pas la régularité des données du modele pour produire une convergence
rapide des quantités approchées.

Pour l'approximation de la moyenne des quantités d’intérét E[Q(u)], Papproche
classique de Monte-Carlo consiste d’abord & choisir M réalisations {Y (w;)}}Z, iid (in-
dépendantes et identiquement distribuées) du vecteur aléatoire Y. Ensuite pour chaque
réalisation Y (wj), on considére uy,(w;, ) solution Eléments Finis standard du probléme
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déterministe suivant :

{ —div(k(wj, ) Vu(w;,)) = f(w;,.) dans D (1.15)

u(wj; ) lap= 0,
E[Q(u)] est alors approchée par la moyenne empirique suivante :
1 M
AQ(un); M) = 57 > Q(un)(w), )-
=1

L’erreur de la méthode est naturellement donnée par deux parties, I'une concerne l’er-
reur d’échantillonnage et I'autre concerne l'erreur de discrétisation spatiale :

E[Q(u)] = A(Q(un); M) = (E[Q(uw)] — E[Q(un)]) + (E[Q(ur)] — A(Q(un); M))
= Sh + gh,M-

Dans cette erreur, le pas de discrétisation spatiale h controle 'erreur de discrétisation
&n, tandis que le nombre de simulations M controle I'erreur d’échantillonnage &, . Par
exemple un résultat d’estimation qu’on peut trouver dans la référence [5], concernant
I'approximation de la moyenne E[u], est donné dans la proposition suivante :

Proposition 1.3. (/5])

Considérons u solution de (1.1). Pour chaque j =1, ..., M soit u,(w;) la projection
de (1.15) sur Vi (D), alors nous avons l’estimation suivante :

1
§C<h+>.
H(D) VM

La constante C' > 0 est indépendante de h et M.

Hmm—mwm@

On constate alors que I'inconvénient principal de I'approche de Monte Carlo est sa
convergence d’ordre O(ﬁ), donc assez lente, le cofit global d’approximation étant M
fois celui du probleme déterministe (1.15).

De nombreuses versions de la méthode de Monte-Carlo ont été proposées pour amé-
liorer la convergence, et réduire ainsi le cotit de calcul global. Par exemple la mé-
thode de type 'Quasi Monte-Carlo’ [14, 59] dont 'erreur de convergence est de 1'ordre
of e

M
N, le nombre des variables aléatoires de paramétrisation du probleme est important.

. Cependant, cet avantage d’accélération pourrait se détériorer lorsque

On note aussi que dans ce cas, la construction des suites de points de discrépance faible
devient de plus en plus compliquée.
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1.3 Méthodes de type approximation locale

Les méthodes de type d’approximation locale comme la méthode de perturbation
([38]) offrent une alternative efficace de la méthode de Monte Carlo. Elles permettent
d’approcher avec un moindre effort, les deux premiers moments de la solution du pro-
bleme stochastique. La méthode de type petites perturbations utilise un développement
en série de Taylor de la fonction u autour de la moyenne de Y, py = E[Y]. La série de
Taylor de u n’est considérée que pour le premier ou le deuxieme ordre :

ou 1 , 0%u
u(Y, ) = u(py, )+ <Y — py, oy - T3 < (Y — piy) (Y — py) Sy

puisque pour des ordres plus élevés, la méthode nécessite le calcul des dérivées par

>, (1.16)

rapport a la variable stochastique, qui est généralement tres lourdement cotiteux. En
substituant le développement (1.16) dans le probléme (1.3), on peut obtenir les co-
efficients de (1.16) comme solution d’une suite de (N + N? + 1) problemes d’EDP
déterministes..

Babuska et Chatzipantelidis dans [4] proposent une méthode de perturbation avec
des approximations successives dont la convergence est basée sur la coercivité uniforme
du coefficient de diffusion k.

Ces méthodes de perturbation sont généralement applicables uniquement pour des
problémes dont les coefficients ont des petites variations et avec peu d’incertitudes i.e
le cas avec des petites variances.

1.4 Meéthode des éléments finis stochastiques

La méthode des éléments finis stochastiques pour un probleme d’EDP stochastique,
notamment (1.1), suit le méme principe que 'approche de Galerkin pour les problemes
déterministes. Elle définit dans 'espace stochastique une approximation de u repré-
sentée sur une certaine base d’approximation (polynémes de Chaos, base d’ondelettes,
polynémes par morceaux) [34, 43, 5, 21].

La méthode discrétise le probleme faible (1.10) et traite la variable stochastique
et déterministe séparément, en introduisant un espace Elément Fini construit par le

tensoriel W,(I') @ V,(D), et une discrétisation de (K.L) des parametres k et f.

Le sous-espace V(D) est un sous-espace d’approximation d’Eléments Finis classique
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de lespace Hy(D), et W,(T) est un espace d’approximation acceptable de l'espace
stochastique L?(T"). Dans le cas des polyndomes de Chaos de degré total p, I'espace
W,(I') est construit comme suit :

W,() = Vect{wﬂoo = (I 45, v, € P@xrn)},

ot 3 € NV est tel que |B] := SN, B, < p, et Ps,(T,,) l'espace des polynomes sur I',, de
degré au plus égal a 3,, et les polynomes {1);, }?Szo sont orthogonaux suivant la densité
de probabilité p,, de chaque variable aléatoire Y,.

En projetant le probleme (1.10) dans I'espace W,(I') ® V;,(D), on obtient une ap-
proximation de u sous la forme :
up,h(wﬂx) = Z Ug(ﬂf)%(y)a
181<p

comme solution de la projection suivante :

/r/p Ky, 2)Vupn(y, 2)Voly, )o(y)dedy = /F /D fy, x)v(y, x)o(y)dedy.

Chaque coefficient u/ est une fonction dans V(D) et le systeme {t;(Y)};, forme une
base de I'espace W,(I"). Cette projection conduit a la résolution d’un systeéme linéaire de
grande taille dont la matrice de rigidité A et le vecteur second membre F' sont donnés
par les expressions tensorielles suivantes :

N
n=1
N
F = g®fot+ ) 9a® fu, (1.18)
n=1

les éléments (G,,);; de chaque matrice stochastique G, sont donnés par (Gp,);; =
E[Y,,¢;(Y)v;(Y)], ou chaque 9; est la ieme fonction de base de W,(I'). Les matrices
K,, sont les matrices Eléments Finis déterministes, les éléments de chaque vecteur g,
sont donnés par (g,); = E[Y,vu(Y)].

On constate qu’en général, le probléeme variationnel (1.10) conduit a un systéme
linéaire entierement couplé, dont la dimension est dim(W,(I')) xdim(V},). La méthode
ainsi exige des techniques tres efficaces et des calculs paralleles pour la résolution nu-
mérique des systemes linéaires résultants [42].

Toujours pour un coefficient k linéaire par rapport a y, Babuska et al. proposent
dans [5] un choix particulier des fonctions de base de 'espace W,(I'), appelée base de
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polynomes bi-orthogonale. Ce choix permet de découpler le systeme linéaire en P sys-
temes déterministes. La base proposée est obtenue en résolvant une suite de problemes
aux valeurs propres, (pour plus de détails voir [5, 6]).
Sous des hypotheses 1égérement plus fortes que (H1), la méthode présente une conver-
gence géométrique, donnée par I'estimation suivante :

Théoréme 1.1. (/5])

Soit u solution de (1.1), et u,y la projection de u dans Uespace W,(I') @ Vi, (D).
Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout 7 €)0; 1], il eziste (r,)_, €]0; 1|
tels que pour tout h et p = (py,...,py) € NN on ait :

1 N
|lu— Up,h||L2(F,H5(D) <C <h + - Z(Tn)p"H) ‘

n=1

1.5 Meéthode de collocation stochastique

L’idée de la méthode de collocation stochastique consiste a calculer des réalisations
de la solution en résolvant (1.11) sur une grille de points déterministes et prédétermi-
nés (points de collocation). Une approximation de la solution est ainsi construite par
I'interpolation polynomiale de Lagrange.

La méthode est completement parallélisable et en contraste avec Monte Carlo, elle
exploite la régularité des parametres k et f par rapport a la variable y pour obtenir des
taux de convergence beaucoup plus rapides.

L’approche de collocation construit une approximation uy , de la solution u de (1.1)
dans l'espace d’éléments finis W, ;. Cet espace est donné par le produit tensoriel des
sous-espaces W, , := P,(I') ® Vi, (D), ou Vj(D) l'espace classique des éléments finis de
Hg(D) et le sous-espace P,(T") est formé par les polyndomes & N variables de degré au
plus p = (p1, ..., pN).

On introduit 'approximation semi-discréte uy : I' — V},(D), obtenue par la pro-
jection de (1.11) dans V},(D), (p.s) pour tout y € I' :

trouver uy(y,.) € Vi(D) telle que
(1.19)

/Dk(y,.)Vuh(y,x).Vvh(x)dx :/ [y, x)op(z)dz, Vv, € V(D).

D
On résout (1.19) pour des points convenables d’'un ensemble {y;}; dans I". On obtient
ainsi une famille de réalisations {uy(y;,.)};, permettant de construire uy, par une in-
terpolation polynomiale de Lagrange. Cette approximation peut étre obtenue soit par
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une tensorisation complete, soit en utilisant une interpolation sur des grilles clairsemées
basées sur la construction de Smolyak [58, 62].

1.5.1 Interpolation par une tensorisation pleine

L’interpolation par un produit tensoriel complet construit la grille des points de
collocation par un produit cartésien complet de tous les points unidimensionnels. Ainsi,
ce produit tensoriel complet conduit a une approximation polynomiale de plus haut
degré suivant chaque dimension y,,.

Pour chaque n = 1,..., N, soit i, € N un niveau d’interpolation, et soit X :=
{¥n1s s Ynm(in) } C I'n I'ensemble des points de collocation suivant la direction ys,.

Pour v € C%T,,; Hi(D)), on introduit la suite des opérateurs d’interpolation uni-
dimensionnelle de Lagrange U™ : C°(T,; H3 (D)) — P, (I'y) ® Hy(D) définis par :

m(in
U (v Z V(s 2)075(2) v € CO(Ty; Hy(D)), (1.20)

ou chaque f’” € P,, (I'y) est le polyndéme de Lagrange de degré p, = m(i,) — 1 :
; mlin) Z — yn k
Gri(z) =11 zel,.
k=1,k#j yn,] yn,k

On définit 'opérateur d’interpolation de Lagrange de produit tensoriel complet par
Ay CO(T; HY(D)) — P,(1) @ HY(D)

Ay, z) =U" @ ... UNv(y,z) = Y v(y;,z)Li(y), (1.21)

oup=(p1,...,pn), Pp(') = @N_ P, (T'y), et nous avons posé j = (ji, ..., jn), m(i) =

(m(i1),...,m(in)) et les points d'interpolation dans I', yj = (Y14,,- - -+ Ynijns- - - YUNjn)
avec Yn j, € I'n l’un des nceuds dans X', Pour chaque y = (y1,...,9,) € [, nous avons
posé Lj(y) = fjfjn (yn) le polynome multi-dimensionnel de Lagrange.

On remarque que le calcul de l'interpolation A;jv impose ’évaluation de v sur la
grille des noeuds :
Hy, =X x - x AN,

de cardinal M = [T, m(i,).
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Le choix des points de collocation s’avere primordial pour la qualité des approxi-
mations et les propriétés de convergence, en particulier lorsque le nombre des points
de collocation augmente ([1]). L'utilisation des points de Gauss et de Clenshaw-Curtis
est préférée a celle des points équidistants (phénomeéne de Runge), car ils offrent des
meilleures propriétés d’interpolation. Les points de Clenshaw-Curtis présentent égale-
ment I'avantage d’étre une suite de points imbriqués ; lorsqu’on double 'ordre, cela peut
étre intéressant pour une approximation adaptative.

En utilisant la formule d’interpolation (1.21) appliquée & la solution u;, € C°(T'; V3,(D))
de (1.19), on peut approcher efficacement 1'espérance E[u] et la variance varfu] de la
fonction u, de la maniere suivante :

Eu] ~ uy,:= Z up(y;, - )wj,
i<m(i)

varfu] = Z uh(yj,.)ij—(ﬂh)z,
i<m(i)

ou les poids d’intégration multidimensionnelle w; sont donnés par la tensorisation :

N .
wj = 11 / ) G (y)pn(y)dy.

L’erreur commise en approchant la solution u par 'interpolation A;uy, est naturellement
donnée par deux parties, la premiere concerne l’erreur d’interpolation polynomiale dans
L2(T) et la deuxiéme concerne Uerreur classique de la discrétisation spatiale.

lw — Asun| Lz im0y < = Asul|a,m oy + A — Aiunl ey o)) (1.22)

Le théoreme suivant fournit un résultat de convergence de la méthode de collocation
[6]. Sous 'hypothese 1.2 de la régularité et avec I'utilisation des points de Gauss, 1’es-
timation du premier terme |lu — Asul|£3(r,m1(py) dans (1.22) montre que la convergence
est exponentielle.

Théoréme 1.2. (/6])

Soit u la solution exacte de (1.1) et Ayu son approximation par la formule (1.21). On
suppose que u admet une extension analytique suivant chaque direction dans la région
compleze ¥, (I'y; 7,) :=={z € C, dist(z,I',)) < 7.}, de taille 7, > 0.

Alors il eziste une constante C > 0 indépendante de chaque p, = m(i,) — 1, telle
que :

N
—Un '?zn
lu — Asull 2 ryer ) < C Y Balpn)e™ (1.23)

n=1
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o
e si I',, est borné 1.24
Vn:log<|2$|(1+ 1+ I;:;)) (1.24)

0n =1/2, 8, = O(\/Pn)

e si 1, est non borné {
Up = Tn/2.

L’estimation de l’erreur du théoreme 1.2 montre la convergence exponentielle de la
méthode. Chaque terme ﬁn(pn)e_”“pzn de I'estimation représente la contribution de la
direction y,, a I'erreur globale. Cette contribution est primordiale pour le calcul des poids
d’anisotropie et I'estimation de I’erreur de la méthode anisotrope des grilles clairsemées.

1.5.2 Construction de Smolyak

La construction de Smolyak fournit un outil efficace pour construire des fonctions
de plusieurs variables par une interpolation de Lagrange. Elle a été introduite par
Smolyak [58] pour le calcul des intégrales multidimensionnelles, puis développée pour
I'interpolation des fonctions de plusieurs variables; [11, 54, 8].

L’algorithme utilise des produits tensoriels creux des formules d’interpolation unidi-
mensionnelle, ou les indices de niveaux de chaque dimension sont choisis dans I’ensemble
de contraintes d’un niveau total w. Ainsi cette approche de Smolyak est donnée par
une combinaison linéaire de produits tensoriels des regles d’interpolation unidimen-
sionnelles, utilisant des approximations de faibles ordres. Ceci fournit une stratégie
d’interpolation avec un nombre réduit de points de collocation, de telle maniere que
I’erreur d’interpolation soit la méme que pour la tensorisation de produit plein.

On considere une famille d’opérateurs d’interpolation unidimensionnelle de Lagrange
(U, et on définit A; I'opérateur de différence par :

Ap=u' —ut

K

Soit v une fonction continue d’une seule variable, alors lim Apw = lim UBv = v.
) l
K—oo =1 K—oo

Dans le cas multidimensionnel, afin de construire une approximation d’une fonction
a plusieurs variables, on prend le produit tensoriel de ces opérateurs de différence,
tronqués a un certain niveau acceptable.
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On définit 'opérateur d’interpolation de Smolyak A(w, N) de niveau d’approxima-
tion w € N par la formule suivante :

Alw,N)= > (D) ®...0 D), (1.25)

i€ X (w,N)

ott X (w, N) est 'ensemble des multi-indices dans NV :

N
X(w,N) := {i eNVi>1, Y (i,—1) < w}. (1.26)
n=1
Une formule équivalente & celle donnée dans (1.25) mais plus pratique ([62]) est donnée
par :
A(w,N)= > (_1)w+N—IiI1< N-=1 )un ® ... U, (1.27)
ieY (w,N) w+ N =iy
N
ou |il; = ) _ iy, I'ensemble des indices Y (w, N) est donné par,
n=1

N
Y(w,N) = {ieNN,izl, w+1§2in§w+N}.
n=1

Le calcul de 'opérateur d’interpolation de Smolyak A(w, N) donné dans (1.27) appli-
quée a v, nécessite une évaluation de la fonction v sur la grille clairsemée des nceuds
suivante :

Hi(w,N)= |J {¥" x..xx"~}

i€y (w,N)

SRS

. H . gl o H . HE qitiiiiiiii it it i iiiiitiiiitg
8 0 05 ! 08 0 05 Y 05 0 05 1

Y Y Y,

FIGURE 1.1 — Pour I = [—1,1]? et w = 5, grilles clairsemées isotropes avec des points
de Clenshaw-Curtis (& gauche ) et des points de Gauss ( au milieu). A droite, grille de
produit tensoriel complet, avec m(i;) = m(iy) = 2°.
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L’interpolation par tensorization de Smolyak est particulierement intéressante lorsque
les noeuds de collocation sont imbriqués, et c’est le cas lorsque les points de colloca-
tion unidimensionnels {X"}", utilisés sur chaque dimension y,, vérifient 'imbrication

Xt C XL, Cela conduit & une réduction significative du nombre de points d’interpo-
lation de la grille clairsemée H;(w, N). En effet, on a alors

Hi(w,N)= [J {Xx" x..x&x"}

|i|1:w+N

Ceci est I'intérét majeur de ces formules imbriquées permettant de réduire le cotit d'une
procédure d’adaptation, puisque lorsque I'on augmente w, les calculs déja effectués sur
des grilles de niveau inférieur peuvent étre réutilisés. Plusieurs ensemeble de points de
collocation imbriqués sont disponibles selon leur niveau d’exactitude et leur cardinal :
Newton-Cotes, Clenshaw-Curtis, Gauss-Patterson,. ..

Nous pouvons utiliser la formule d’approximation donnée dans (1.27) pour approcher
I'espérance E[u] et la variance var[u] de la fonction u, comme suit :

Elu] ~ E[A(w, N)usl = Y > unlys, )},

ieY (w,N) j<m(i)

varfu] ~ var[A(w, N)u) = > Y wn(y;, )0} — (E[A(g, N)un))?,

ieY (w,N) j<m(i)

olt {yj}j<m() est I'ensemble des points d’interpolation dans I' qui correspondent au
niveau i, chaque poids d’intégration multidimensionnelle w; est donné par l'intégrale
suivante :

. . N .
§ = /F Li(y)o(y)dy = Cinl;[1 /F A ()en(2)dz.

Les coefficients de combinaison ¢; sont définis par :

i N
¢ =(-1) (w LN |i|1>‘ (1.28)
La méthode des grilles clairsemées isotropes converge sous 'hypothése 1.2, au moins
algébriquement, par rapport au cardinal des points de collocation de la grille isotrope
M = #H;(w, N). Considérons v = min,, v,, ou chaque v, est le taux de convergence
donné dans le Théoréme 1.2. L’estimation suivante est donnée dans [49] pour le cas ou
I'ensemble T" est borné. Elle concerne la convergence de la formule (1.27) utilisant des
points de Clenshaw-Curtis ou de Gauss.

Théoréme 1.3.

Considérons la fonction u € LZ(F; H}(D)) satisfaisant I’hypothése 1.2, alors la for-
mule d’interpolation de Smolyak (1.27) satisfait l’estimation suivante :
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1.

Points de Clenshaw-Curtis :

lu — A(w, N)ullpzwmypy < Cily, N)M™*, (1.29)
v

= . 1.30

a log(2) + 1 + log(N) (1.30)

2. Points de Gauss :

||U_A(w7N)u||L5(F,Hé(D)) < CQ(V, N)M_ﬂ, (131)
_ elog(2)v

= 1.32

K ¢ + log(N) (1.32)

ot ( = 2.1 et les deux constantes Cy, Cy ne dépendent pas de M.

Sous les hypotheses du théoreme précédent, pour de grandes valeurs de niveau w,

une estimation plus précise montrant une convergence sous-exponentielle de la méthode

est vérifiée. Cependant, cette situation de convergence n’est pas pratique, a cause du

probléme de la grande dimensionalité.

Points d’interpolation

1.

Les abscisses de Clenshaw-Curtis Les points de Clenshaw-Curtis sont les
extréma des polynémes de Chebyshev, soit m(i) € N :

Zj = —cos (W) , j=1,....,m(7),
avec pour m = 1, zo = 0. Ces points de Clenshaw-Curtis sont optimaux par rap-
port a la norme de L. La suite de points est emboitée si on choisit 1'ordre de
croissance m(i) = 271 + 1,4 > 1. Cependant, le degré d’exactitude de ces points
est seulement m(i) — 1.

Les abscisses de Gauss

Les points de Gauss sont donnés comme racines des polynémes orthogonaux sui-
vant g, la densité de probabilité de Y. Ces points de Gauss sont optimaux par rap-
port & la norme de L? avec un degré polynomial d’exactitude maximal 2m (i) — 1.
Cependant, ces points ne sont pas en général imbriqués, contrairement aux points
de Clenshaw-Curtis.

D’autres points ont été proposés, qui cherchent a préserver et combiner la qualité
d’imbrication et d’optimalité, par exemple les points de Patterson ( voir [19] pour
plus de détails sur la construction).
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1.5.3 Construction de Smolyak anisotrope

Dans la construction de Smolyak isotrope des grilles clairsemées, toutes les directions
sont traitées équitablement, car toute permutation d’'un multi-idice i € X (w, N), reste
aussi dans X (w, N). Cependant dans plusieurs problémes pratiques, la solution présente
une certaine anisotropie dans le sens ou ses directions ont différents comportements et
variations. Dans ce cas 'utilisation de la méthode isotrope des grilles clairsemées peut
dégrader la qualité de la convergence, a cause de la grande dimension et de la mauvaise
répartition des points de collocation.

Par une analogie avec I'adaptation déterministe, il est avantageux d’utiliser plus de
points de collocation dans les directions qui contribuent plus a I'erreur globale et moins
de points dans les autres qui contribuent moins a l'erreur, tout en gardant de hauts
niveaux de précision.

Considérons N réels strictement positifs aq,...,ay, w € N et posons a = min,, a,.
Suivant ([32, 49] ), on décrit I'interpolation de Smolyak des grilles clairsemées aniso-
tropes par la formule suivante :

Ao(w,N) = Y (D, ®@...Q Dyy). (1.33)

i€ Xa(q.N)
ou I'ensemble des multi-indices X, (w, N) est donné par :
N
Xo(w,N) := {i eNVi>1, Y (i, — Day, < wa}. (1.34)
n=1

Une formule équivalente de (1.33) sous la forme d’une combinaison de produits tensoriels
des interpolations unidimensionnelles est donnée par :

Ay(w,N)= > c(hU"®..0U". (1.35)

ieYy (w,N)
Les coefficients de combinaison ¢, (i) sont définis par :
Ca(i) = 2 (—1)8h,
F€{0,1}N i+jEXa(w,N)
et Y, (w, N), ensemble des indices, est défini par :

oy

Yo(w, N) = X, (w, N) \ Xqo(w — . ,N),

N N
ou encore par : Y, (w, N) = {i >1:wa< Zoznin < wa + |al; ¢, avec |af; = Zan.

n=1 n=1
Comme dans le cas isotrope (1.27), pour calculer A, (w, N)u, nous sommes amenés a
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évaluer la fonction u sur la grille clairsemée anisotrope :

Ho(w,N)= |J {X" x..xx™h

ieYy (w,N)

L’introduction des poids d’anisotropie {c, }_, nous permet d’approcher la solution
u d’une facon adaptative, telle que, quand la direction y, contribue a ’erreur plus que
la direction v,,, alors on aura «,, < a,, et ainsi plus de points seront attribués suivant

16
Yy, que suivant la direction ¥,,. La quantité — mesure le degré d’importance de chaque
a

direction y,,.

La stratégie de cette approche repose sur la construction du vecteur de poids a > 0 et
le niveau global d’approximation w € N. L’idée principale présentée dans [50] consiste a
relier chaque poids d’anisotropie «,, avec la vitesse de convergence exponentielle suivant
la direction correspondante y,. Suivant le cas ou I' est borné ou non borné, et une
fonction satisfaisant I’Hypothese 1.2, la convergence est donnée dans le Théoreme 1.2.

Un choix optimal pour ces poids d’anisotropie dans le cas ou I' est borné consiste a
choisir o, = v, pour chaque n =1, ..., N, ou les taux v, sont donnés dans le Théoreme
1.2. Ainsi la détermination du vecteur a peut étre faite soit par une procédure a priori
ou par une information a posteriori 6, 50].
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FIGURE 1.2 — Grille clairsemée isotrope (a gauche), grille clairsemée anisotrope a4 =

Clenshaw-Curtis.

Nous notons que la méthode de Smolyak des grilles clairsemées isotropes est un cas
particulier des grilles anisotropes. Ceci peut étre observé en prenant les composantes
du vecteur poids tous identiques oy = s = ... = ay = 1.

Les coefficients d’anisotropie assurent une partition adaptative des points de col-
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location entre les directions. Le choix de ces coefficients d’anisotropie est pris comme
étant le taux de convergence exponentiel de u [50], 'approximation par une approche
a posteriori, exige généralement, un grand nombre de résolution de systemes linéaires.
Dans le chapitre 3 on propose un indicateur pour les déterminer avec moins d’effort.

Si de plus le niveau total w est bien choisi, le nombre des indices de 1’ensemble
Y, (w, N) sera réduit et l'effort de 'approximation sera nettement réduit, puisque le
cardinal #H,(w, N) augmente rapidement voire exponentiellement avec w.

Pour déterminer un niveau w acceptable, un estimateur d’erreur classique [32]
consiste a calculer deux approximations successives, pour w > 0,

E(w,N) := Ay(w, N)u — Ay (w + 1, N)u.

Notons que cette procédure pour de grandes dimensions N peut étre tres cofiteuse,
puisque pour chaque test de l'erreur, une grande suite de résolution de systémes li-
néaires de taille dim(V},) est exigée. Dans le chapitre 4 nous proposons une métho-
dologie d’adaptation efficace pour réduire nettement le cotit de calcul exigé pour une
approximation convenable A, (w, N)u.

Le théoreme suivant fournit une estimation d’erreur de la méthode de la grille ani-
sotrope. Il montre la convergence suivant le cardinal des points de collocation de la
grille anisotrope. Ce résultat de convergence est démontré dans [50] dans le cas ou I'
est borné.

Notons par M = #H,(w, N) le cardinal des points de la grille clairsemée de la
formule d’interpolation anisotrope A, (w, N). Les poids d’anisotropie «,, sont choisis
égaux aux taux de convergence v, pour chaque n =1,..., N.

Théoréme 1.4. [50]

Considérons la fonction u € LZ(F; H} (D)) satisfaisant 'hypothése 1.2. Si on suppose

N
n=1 e7%)

alog(2)
donnée dans (1.33) satisfait I’estimation suivante :

que w vérifie w < ; alors la formule d’interpolation anisotrope A, (w,N),

— Points de Clenshaw Curtis : il existe Cy(a, N) indépendante de M telle que :

||U—Aa(%N)UHLg(F;Hg(D)) < Ci(a, N)M™*#

a(log(2)e — 3)
log(2) + 00 o

(1.36)

p (1.37)
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— Poins de Gauss : il existe Cy(a, N) indépendante de M telle que

lu — Aa(w, N)ullaimzpy < Cola, N)M, (1.38)
alog(2)e
2log(2) + 27]2]:1 i

(1.39)

Remarque 1.2.
— Sous les mémes hypothéses du théoréme 1.4, pour de grandes valeurs de niveau w
N
>
n=1
alog(2)’
sous-exponentielle de la méthode anisotrope est montrée dans [50]. A cause du

qui vérifie w > une estimation plus précise montrant une convergence

probleme de la grande dimensionnalité, dans la pratique, on ne s’intéresse qu’a
l’estimation algébrique.

— En supposant que les poids satisfont o, ~ o, pour n =1,..., N, la formule d’in-
terpolation anisotrope devient isotrope A,(w, N) ~ A(w, N). On peut remarquer
que dans ce cas, les estimations d’erreur du théoréme 1.4 ne sont pas compatibles
avec celles de Théoréme 1.5. Dans le chapitre 4 nous allons établir des estimations
a priori de la méthode anisotrope des grilles clairsemées plus consistantes et com-
patibles avec celles de la méthode isotrope. Elles seront utiles pour la construction
d’un indicateur d’erreur efficace pour la méthode.

— La convergence de la méthode anisotrope des grilles clairsemées, dans le cas ou I’
est non borné, est traitée au chapitre 4.



Chapitre 2

Calcul de ’espérance de la solution
d’une EDP stochastique
unidimensionnelle a ’aide d’une
base réduite

Dans ce Chapitre, on présente un résultat concernant 'approximation de I’espérance
E[u], ot u est la solution d'un probleme d’EDP elliptique unidimensionnelle avec un

parametre et une donnée aléatoires.

Dans les méthodes de Galerkin et de collocation stochastiques, le cotit de 'approxi-
mation de la réponse, peut étre dramatique. L’effort de calcul et le stockage de mémoire
engendrés limitent leur application a des faibles dimensions stochastiques.

Nous proposons une méthodologie de réduction de modele qui permet d’appro-
cher I'espérance de la solution. L’approche présentée est basée sur la décomposition
de Karhunen-Loeve (K-L) de I'inverse du parametre de diffusion. Une projection de la
solution sur un espace a dimension réduite est construite de telle maniere que 'espé-
rance de la solution et celle du projeté de la solution coincident. L’estimation a priori
d’erreur prouve 'efficacité et la convergence de I'approche considérée.
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2.1 Formulation du probleme modele

Considérons (2, F,dP) un espace de probabilisé complet.

Soient I =|a,b[ un ouvert borné de R, k et f deux champs aléatoires sur € x
I. L’objectif est de calculer la moyenne de la solution du probléme unidimensionnel
suivant :

—(ka) = f dans Q x I
(P:) { u(-ra) = 0, k(- b) = (). 1)

Hypothese 2.1.
On suppose que les champs k et f vérifient les Hypothéses (1.1) et que ( € L*(2).

On suppose aussi que k et f sont des bruits finis, et qu’il existe N € N tel que les
décompositions (K-L), s’écrivent :

k(w,z) = k(z) + 2—31 kn(2)Y, (w) (2.2)
flw,2) = f(z) + Z;fn(x)Yn(w) (2.3)

ot {Y,}N_, sont des variables aléatoires uniformément bornées.

Le probleme variationnel associé & (Ps) est donné par la formulation :

Trouver u € L*(Q) @ V(I) telle que

E[(ka', 1) 2] = EI(f, ) r2y + C()p(-, )] Y € L (Q) @ V(1) (2.4)

®a

ot espace V(I) := {v € H'(I); v(a) = 0}. Il admet une solution unique d’aprés le
théoreme de Lax-Milgram.

La méthode de Galerkin stochastique approche u dans L?(Q2) sur la base des poly-

N)!
i
lution d’un systeme de tres grande taille. L’effort de calcul et de stockage en mémoires

conduisant a la réso-

nomes orthogonaux multidimensionnels, de cardinal P =

engendrés limitent leur application a des faibles dimensions stochastiques.

On donne dans la suite, une méthodologie pour calculer une approximation de E[u]. Elle
consiste & projeter (Ps) sur un sous-espace engendré par un nombre réduit de variables
aléatoires. Ce projeté n’est pas une approximation de u, mais on montre que l’espérance
de ce projeté coincide avec E[u].
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2.2 Construction d’une base stochastique réduite

Le développement de Karhunen-Loeéve (K-L) permet de décomposer tout champ
aléatoire en une partie déterministe (la moyenne ou l'espérance), et une partie aléatoire
décomposée sur la base des valeurs propres et des fonctions propres de la covariance
du champ aléatoire. Le parametre k est strictement positif et borné, alors son inverse,
k=1 est du second ordre. On peut alors déterminer sa moyenne E[k™!], sa covariance
cov|[k™1] et par conséquent son développement K-L, noté par :

E~Nw,z) = Elk)(z) + il \/gbn(x)Zn(w), (2.5)

ot {1, 152, et {b;}32, sont respectivement les valeurs et les fonctions propres de cov[k™'],
et {Z;}32, sont des variables aléatoires décorélées données par :

Zo(w) = \15 /1 (kN (w, ) — B[k~ (2)])bn(x)dz. (2.6)

Posons Se = Vect{Z;; j >0}, Zy = 1, et notons par Pu la projection de w sur
Soo ® V(I), définie par :

E [(k.(Pu)’, ,/)Lzm] —E l(m mp(,)] L VpeSLe V(D). (2.7)

La proposition suivante montre que les deux fonctions stochastiques u et Pu ont la
méme espérance.

Proposition 2.1.

Soit u la solution de (Ps) et Pu donnée par (2.7), alors nous avons

E[u|(z) = E[Pu(x), Vz € I.

Preuve

v'(y)

k(w,y)
pour chaque x fixé, la variable aléatoire p(-,x) est dans S, et pour chaque w € €,

x
Pour toute v € V(I), considérons la fonction test p = / dy. Nous avons,
a

la fonction p(w,-) est dans V' (I), on en déduit alors que p(-, ) € S ® V(1) telle que
ku' =o', pour tout v € V(I). Ainsi, en substituant x4 dans la projection (2.7) on obtient
pour tout v dans V(1) : E[((Pu)’,v") 2] = E[(«/,v") 12()], ou encore :
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QMMY—@MPMij —0 VeV,

L2(I)

et puisque les deux fonctions Efu] et E[(Pu) sont dans V(I), alors on en déduit que

E[u](-) = E[Pu](-). =

Remarque 2.1.

— Le cas ou les conditions sont de Dirichlet-Robin : u(-,a) = 0 et u(-, b)+k(.,b)u'(-,b)
v, ouy € R, la proposition reste vraie avec la méme preuve.
— dans le cas ou les conditions sont de Dirichlet homogene, la preuve de la pro-

position 1 n’est pas valable, car il y a une difficulté a trouver une fonction test
p € Soo @ HY(I) telle que ky/ =o', Yv € HJ(I).

Quand la dimension stochastique N est grande, 'approximation de u peut étre tres
coliteuse. Ainsi, si on est intéressé plus par E[u] que par u, en tronquant la série (2.5),
jusqu’a un ordre M 'convenable', et en projetant u dans Vect{Z;; j < M} @ V(I), on
obtient une bonne approximation de E[u], nécessitant un degré de liberté stochastique
minimal.

Notons par Sy :=Vect{Z;; 0 < j < M} et V3, := {¢ € C°(I) ¢|r € P(T),VT €
T, ¢(a) = 0}, l'espace d’approximation par des éléments finis de degré 1, ou (7,) est
une triangulation réguliere de I. La proposition suivante donne une estimation, dans
les deux normes |- |1 s et || - ||o.s, de I'erreur commise en approchant E[u] par E[Pyy pul,
ou Pspu est la projection de u dans 'espace Sy ® V4, définie par :

E[(k.(u" = (Pupw)), barn)ren) = 0,V piarn € Sy @ Vi (2.8)

Proposition 2.2.

Soit u la solution de (Ps) et Pypu sa projection sur Sy @ Vi,. Supposons que les
fonctions propres (b,)n>1 données dans (2.5) sont uniformément bornées, alors on a
l’estimation a priori suivante :

\M@—Ewmmesc(h+wzpwH&)
0,1< Gy <h2 + /2 j>Mt1 ;\J>

ou C1 et Cy sont des constantes positives indépendantes de h et de M.

I Eu] — E[Panu] |
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Preuve

L’idée de la démonstration consiste a décomposer 'erreur en deux quantités, dont
I'une dépend de M et 'autre de h.

Introduisons Py, u la projection de u dans Sy, ®V (1), donnée par I’équation suivante :

E[(k.(Pu— Pyu)', i) 2] =0 Yun € Sy @ V(I). (2.10)
Nous avons pour s =0 et s =1,
| E[u] — E[Parnu] |5, <[ E[Pu] — E[Pyu] [lsr + | E[Payu] — E[Pagnu] [lsr - (2.11)

Puisque Py pu est une approximation de Pysu dans V3, nous avons 'estimation donnée
par les approximations déterministes classiques :

| Prrw — Prrpullsr < Csh2_s||PMU||H2(I)

ol ¢s > 0 est indépendante de h, ainsi par 'inégalité de Jensen, on déduit 1’estimation
du premier terme de (2.11) :

HE[PMU — PM,hu]HS,I S ]E[HPMU — 'PM,huHs’]] S Csh278E[H,PMUHH2(1)]. (2.12)

On choisit dans (2.10) comme fonction test :

W:/j (Pu—Pa))(k = S VA0,2,)dy

]>M+1
On obtient I'égalité suivante :

|IE[(Pu — PMu)’]H%J =E ( (Pu — Ppu), Z \/>b Z;E[(Pu — Pau) ]) ,
L2(1)

j>M+1

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que E[Z;Z;] = §;;, on déduit :

Rl
IE[(Pu = Prrw) 15,1 < Fmac|blloo|(Pu = Prrar) llooer [E(Pu = Pasu)Tlor, | - Ay
j>M+1

Par conséquent :

IE[(Pu = Pastt)llo.s < 2kmac |6l ol (Pu) loger, | > A (2.13)
J>M+1

Par l'inégalité de Poincaré, nous avons de méme 'estimation de 'erreur dans L*(I). En
combinant les deux bornes (2.12) et (2.13), on déduit l'estimation de la proposition m
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Remarque 2.2.
— L’approximation Parpu est obtenue en résolvant le probleme éléments finis sui-
vant :

E[(k.(Paraw)', i) 2] = I parn) z2(ny + Eparn (- 1] Vinrn € Sy @ Vi,

(2.14)

— Dans le cas ou le champ de diffusion k est approché par une troncature ky, nous

devons considérer |k —ky||oo Uerreur commise par cette troncature dans [’estima-
tion de la proposition (2.2).

— Quand le second membre f est une fonction déterministe et que & est une constante,

la projection Pu donnée par (2.7) coincide avec la solution u. Dans le cas contraire

elles ne coincide pas et u peut étre approché dans l’espace engendré par les va-

riables aléatoires {Y, Z;} ;.
~ On peut aussi utiliser n’importe quel développement en série de linverse k™1,
comme par exemple un systéme orthonormé de L*(I). Le fait de proposer d utiliser
le développement de K.L, permet d’assurer ['optimalité de la troncature (le nombre

M est minimal).

2.2.1 Algorithme

L’approximation de la moyenne E[u] revient a approcher E[Pu] par E[Py,u]. La
premiére étape consiste a choisir le nombre de termes M dans le développement (2.5),
ensuite calculer Py pu en utilisant la projection (2.14), puis en déduire la moyenne
E[Pusnul, selon I'algorithme suivant :

1. Calculer cov[k™!] la covariance de k™!,

2. Pour € > 0 donné, déterminer les M valeurs et vecteurs propres de cov[k™!], tels
que [k = k22 o)) < €

3. Calculer la matrice de rigidité (2.15) et le vecteur du second membre (2.16).

4. Résoudre le systeme linéaire résultant.

2.2.2 Assemblage de la matrice de rigidité

Comme dans le cas de la méthode de Galerkin stochastique, cette approche conduit

a une suite de systémes linéaires couplés. Mais la taille est beaucoup plus petite que

M

pour la méthode de Galerkin. On choisit le systéme de variables aléatoires {Z;};Z,,

et on considére une base de I'espace élément fini Vi (D), {¢;}~5. Le probleme (2.14)
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conduit au systeme linéaire Aw = F, ou la matrice A et le vecteur F ont une structure
de M + 1 blocs :

M
A=S @Ko+ Y Sn®K, (2.15)
m=1
M
F=by®@F+ > b,®F, (2.16)
m=1

ou S, est la matrice stochastique donnée par :

et K,, est la matrice élément fini déterministe donnée par :
(Ko)iy = /1 E[k]V:V;da (2.19)
(Kn)iy = /kagbngbjdx i,j=0,....Np. (2.20)
I

Le second membre F est donné par :

(b)i = E[Z]i=0,..M, (2.21)
(R); = /Dfod;jdxj:L...,Nl. (2.22)
(bn)i = E[YnZ]i=0,..M, (2.23)
(Bn); = /Ifm¢jdxj:1,...,NI. (2.24)

2.3 Exemple numérique

Nous considérons le probleme elliptique unidimensionnel suivant :

—(ka) = f dans Q x I =Qx]0,1]

“31){ w(0,w) = 0. (ku')(1) = 7. (2:25)

Le champ aléatoire k est log-normal donné par : k(w,z) = exp(G(z,w)), avec G(z,w)
est un champ gaussien de moyenne nulle et de variance o2, satisfaisant une covariance

—_ 2 \ 7’
—%), ou [ représente la longueur

gaussienne donnée par : cov|[G](z1, z9) = 02 exp(
de corrélation. On vérifie aisément que les deux champs k et k=1 vérifient les statistiques

suivantes :
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— La moyenne :

— La variance :

Var[k] = Var[k™] = €27 — ¢’

— la fonction covariance :

cov[k](x,y) = cov[k (z,y) = €’ exp{ 207 } — e,

On prend f =1, v = 1,1 = 1 et ¢ = 1. On utilise les fonctions constantes par
morceaux pour approcher le spectre de 'opérateur de covariance, ainsi I’approximation
de la troncature du K-L, avec N = 10 pour G, k et k=, donnée par :

> VA () ()
k(w,z) ~ €%+ > \/;nwn(x)Y w

n—=1

N
EHw,z) =~ 6‘72/2+Z\/)\n90n(x)Z w
n=1

Q

G(w, )

ot {(Xn, @)}V, (figure 2.1) et {(An, ¢n) Y2, (figure 2.2), sont les N premiéres valeurs
et vecteurs propres de la covariance COV[G]( ,y) et cov[k™1](z, y) respectivement, et les
variables aléatoires (&,),(Y,) et (Z,) sont données par :

En(w) = G(w, z)g,(x)dx, (2.26)
ke

Yo(lw) = \/)\_n I(k:(w, z) — 7)o (x)dx, (2.27)

Zo(w) = \/i_n (57 w,2) = ) pu (). (2.98)

Les variables aléatoires &, sont gaussiennes puisque le champ aléatoire G est gaussien.

La projection nécessite le calcul des matrices stochastiques S,, dont les éléments sont
donnés par les espérances (2.18). Comme dans le cas de la méthode de Galerkin, ces
coefficients peuvent étre approchés par une quadrature ou une approximation de Monte
Carlo. Dans cet exemple, on utilise les expressions (2.27) et (2.28), ainsi que le fait que
les variables &, sont gaussiennes pour les calculer explicitement sous forme d’intégrale
déterministe sur I.

On considere pour la discrétisation spatiale une approximation par éléments finis P,
avec n, = 40 degrés de liberté.
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Remarque 2.3. Les valeurs propres Ao et N, décroissent exponentiellement vers
zéros, puisque les deuz fonctions covariance de G et k™' sont analytiques (voir [56]).
On remarque aussi que \, < A, du fait que Var|G] <Varlk™'], on pourrait prendre
moins de termes dans le développement de G que dans ceux de k et k~L.

FIGURE 2.1 — Les dix premiéres valeurs et vecteurs propres {(An, $)}2_, de la cova-
riance de G.

2.3.1 Comparaison avec la méthode de Monte Carlo

Pour comparer notre approche avec I’approche Monte Carlo, nous considérons des
réalisations du champ k= & partir d'un échantillonnage du vecteur gaussien & =
(&1,...,&10). Nous considérons respectivement M = 10* et M = 10° réalisations de

€.

Le tableau (2.1) nous donne une comparaison entre ’approche de projection sur la
base réduite et celle de Monte Carlo (MMC), pour approcher I'espérance E[u].
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e ol
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FIGURE 2.2 — Les dix premicres valeurs et vecteurs propres {(\,,¢,)}Y_; de la cova-
riance de kL.

Méthodes | [|[E[u] — E[up]||o,;r | Temps de calcul en s
MMC, (10%) 0.009 18.04s
MMC, (10°) 0.0043 145.56s

Projection 0.0000002 5.065s

TABLE 2.1 — Comparaison de ’approche de projection sur la base réduite avec la mé-
thode de Monte Carlo.

2.3.2 Comparaison avec la méthode de collocation stochas-
tique

La méthode de Galerkin stochastique introduit un espace d’élément fini S, de L?(2),
donné par les polynomes de Chaos qui sont orthogonaux suivant la densité conjointe
des parametres. Le nombre d’éléments de cette base croit exponentiellement avec la
dimension stochastique N et le degré polynomial p. Dans notre exemple, nous avons
pris N = 10 et si on prend comme degré d’approximation p = 4, la dimension de
S, sera P = 1001. La matrice de rigidité possede la méme structure que (2.15) avec
une dimension 40040, tandis que la dimension de la matrice dans notre projection
est seulement dim(A) = 440. D’autre part, dans le cas de la méthode de Galerkin
stochastique, on doit déterminer la densité de chaque variable aléatoire Y,, donnée par
(2.27) pour construire les polynémes orthogonaux suivant la densité conjointe de Y =
(Y7, ..., Yn), sous 'hypothese que les variables aléatoires Y,, sont indépendantes (ce qui
n’est pas vrai, sauf si chaque Y,, suit une loi normale).
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Méthodes ||E[u] — E[us]||o.r | Temps de calcul en s
Collocation p = 3 0.007 110.23s
Collocation p =4 0.0004 1764.41s

Projection 0.0000002 5.065s

TABLE 2.2 — Comparaison de I’approche de projection sur la base réduite avec la mé-
thode de collocation stochastique

La méthode de collocation stochastique possede la méme précision que la méthode
de Galerkin. Elles sont équivalentes lorsque le champ k est linéaire suivant y ([6]). La
méthode de collocation utilise des réalisations déterministes du champ aléatoire k. Les

points de collocation sont donnés par exemple par les points de Gauss, qui sont les zéros
des polynomes d’Hermite.

On compare dans le tableau 2.2 la méthode de collocation stochastique avec notre
approche, en utilisant p = 3 et p = 4 points de collocation suivant chaque direction n.

Emeur relative de la moyerne par projection sur (a base réduite:

| Erreur refasive de la moyenne
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Damaine ce discrétisation

FIGURE 2.3 — L’erreur relative de la moyenne par projection et Monte Carlo

La figure 2.3 montre ’erreur relative commise sur la moyenne, en utilisant une projection

sur une base réduite de dimension M = 10 et par Monte Carlo avec deux nombres de
simulations 10* et 105.

On change la condition au limite au point x = 1 par une condition non homogene
de Dirichlet u(-,0) = 0 et u(-,1) = 2. Dans la figure 2.4 on trace les deux courbes de
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] Maoyenne de u par projection 2
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FIGURE 2.4 — La moyenne par projection et Monte Carlo

I'approximation de la moyenne E[u], avec ces conditions non homogenes de Dirichlet,
par projection sur la base réduite et Monte-Carlo avec 10° simulations. Elle montre aussi
que la projection sur la base réduite donne une bonne approximation de la moyenne.

2.4 Conclusion

Nous avons proposé une méthodologie pour approcher 'espérance de la solution
d’un probleme elliptique unidimensionnel avec des entrées stochastiques. Elle consiste
a projeter le probleme sur une base de variables aléatoires bien choisies et en nombre
minimal. Ce projeté de la solution n’approche pas la solution elle méme, mais on montre
qu’elles ont la méme espérance.

En comparaison avec la méthode de Monte Carlo, 'approximation de la moyenne
sur cette base minimale semble tres efficace, méme dans le cas de grande dimension
stochastique. Les avantages de cette construction sont multiples, elle nous permet une
grande réduction du stockage mémoire et du temps de calcul exigés par les méthodes
stochastiques spectrales.

Il serait intéressant d’étendre cette méthodologie aux problemes de dimension su-
périeure avec des conditions limites quelconques.



Chapitre 3

Méthode des grilles clairsemées
adaptative par un indicateur
d’erreur

Dans ce chapitre, on s’intéresse a une approximation du probléeme (1.1) par une
méthode de collocation adaptative des grilles clairsemées. On cherche a maintenir un
certain niveau de précision de I'approximation, tout en réduisant le nombre de degrés de
liberté stochastiques et 'effort de calcul, par le biais d’un indicateur d’erreur satisfaisant
une borne supérieure de 'erreur. Sous une hypotheése d’analyticité de la solution u, on
démontre une estimation d’erreur efficace , qui permet d’estimer les poids d’anisotropie
convenables de la méthode pour un ensemble stochastique borné ou non borné.

3.1 Motivation

Le cotit de calcul augmente exponentiellement avec la dimension stochastique, par-
fois ce colit peut étre prohibitif. Il est donc intéressant de chercher un moyen approprié
utilisant des techniques d’adaptation efficaces pour réduire le cotit de calcul global.
En choisissant soigneusement le nombre total des degrés de liberté stochastiques, la
réduction de l'effort serait maintenue sans perte de précision.

Dans les approches d’adaptation classiques, lorsqu’on s’intéresse a approcher la so-
lution u avec une interpolation de produit tensoriel complet A;u, donnée par (1.21),
une analyse unidimensionnelle consiste a traiter l'interpolation direction par direction.
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Dans les références [5] et [6], suivant chaque direction, on commence par une interpola-
tion polynomiale de degré zéro et on augmente le degré jusqu’a atteindre une précision
souhaitée avant de passer a autre direction.

Cette approche semble tres cotiteuse, car a chaque itération, il faut résoudre une
série de problemes d’EDP déterministes. Le nombre d’itérations exigées augmente avec
N, la dimension stochastique.

[’approximation de u avec une interpolation des grilles clairsemées A, (w, N)u don-
née dans (1.33) exige, d’abord l'estimation des poids d’anisotropie {a, }2\_,, ensuite w,
le niveau total de la précision de la formule A,(w, N). On utilise généralement une
approche basée sur une analyse a posteriori dans le calcul des poids d’anisotropie [50].
Cette approche demande la résolution d’une série d’EDP déterministes, alors que les ré-
sultats de calcul ne sont pas utilisés dans la construction de I'interpolation A, (w, N)u.
Le niveau global satisfait un critere d’arrét sur des approximations successives de wu,
conduisant aussi a des calculs additionnels tres coliteux.

Nous considérons le probléme (1.1), ou le coefficient de diffusion k et la donnée f
satisfont ’hypothese 1.1. On peut décomposer (1.1) en deux équations de premier ordre
suivantes :

{ —Vu=Fk"1p
div(p) = f

Le comportement de chaque dimension stochastique pour u est celui de k~1p, puisque
les deux fonctions Vu et v ont le méme comportement par rapport a la variable sto-
chastique y. On peut espérer de la la deuxieme équation que p et f auront le méme
comportement suivant y. Par conséquent, nous proposons de combiner ces deux pa-
rameétres pour obtenir un indicateur A\ = k~!'f, qui va nous permettre de prévoir le
comportement des différentes directions et d’identifier ainsi, le nombre total des degrés
de liberté de u avec un moindre effort.

Dans le chapitre 2 (cf [25]), pour le cas d'un probléme elliptique unidimensionnel,
nous avons calculé un développement de Karhunen-Loeve de I'inverse k7!, et utilisé les
variables aléatoires du développement comme base pour construire une projection de la
fonction u qui nous permet d’obtenir une bonne approximation de 'espérance E[u|. Dans
la suite du chapitre, nous proposons d’utiliser une approche similaire pour approcher la
solution u dans I'espace L*(T"). Elle consiste a développer d’abord l'indicateur A sur la
base des polynémes de Lagrange multidimensionnels comme dans (1.21) et (1.35) avec
une tolérance donnée, puis de réutiliser cette base pour estimer la solution w.
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3.2 Estimation de l’erreur et adaptation dans 1’es-
pace stochastique

Nous commencons par énoncer la proposition suivante qui montre que la quantité

1A = Al

e — AiuHLzmHg(D»‘

A est également maintenue par celle de la fonction w.

Ierreur commise sur A = k1 f, est une borne supérieure de I'erreur
L2(r;L2(D))’ ’

Ainsi la précision satisfaite par une approximation de I'indicateur

Les deux erreurs [[u — Ajul| sz 0,1 0y €t [|1A = Aidl| L2 (r;22(p)), dépendent de la régu-
larité de u et A, telle que la taille de la région d’analyticité suivant chaque direction (cf
Théoreme 1.2). Par conséquent, pour comparer ces deux quantités, il suffit de comparer
la région d’analyticité suivant chaque dimension pour u et A.

Pour cela, nous adoptons les notations suivantes : pour chaque n = 1,..., N, on
pose I'" = jj\;n L,y = (yn,y;) ot y, € Iy, ety € I',. On suppose que la donnée f est
polynomiale par rapport a la variable y.

Proposition 3.1.

Considérons u la solution exacte de (1.1), X = k™' f, Aju et A;\ leurs approzima-
tions par l'interpolation de produit tensoriel complet (1.21). Alors nous avons l’estima-
tion suivante :

lw — Asul| Lz e, (py) < ClIA = Aid][ L2 (r,22(D)).-

ot la constante C' > 0 peut décroitre avec M, le nombre des points de collocation.

Preuve

1) Premiérement, on traite le cas ou k est linéaire par rapport a y :

N
k=0by+ Y byyn
n=1
Puisque la donnée f est polynomiale en y, alors on compare la région d’analyticité de
u avec celle de k=1, La fonction u(.,y?,z) comme fonction de la variable y,,, peut étre
prolongé analytiquement dans le disque {|z—y,| < 7.(u)}, et par la régle de d’Alembert,

nous avons :
VKO Vull 12

m/!

= limsu - .
o) el VRVl )
(m—=1)!
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k™ (Y, o @
D’autre part : k7' (z, 4", 2) = W alors l'inverse k(. y*, z) peut étre aussi
1+ k(yn,ysh-2)
prolongée analytiquement dans le disque {|z — y,| < 7,(k™1)}, ou :
1 b,

Tn(k’_l) - HEHOO

En dérivant m-fois le probleme variationnel (1.11) suivant chaque direction y,,, on ob-
tient pour tout v € Hy(D) :

m AL [ m—I m
Oy /Dk:Vqudx = /D;) <l>8ynk:8yn VuVudr = 9" /vadx,

et puisque pour [ > 1 on a 9, k=0 et 0,k = by, alors :

oV o~ Wu ar
/ k- Y U Sudr = / by, 7Vvdx —I—/ = vdz. (3.1)
p  m! 1)! D

m)!

Prenons v = 9" Vu dans (3.1) et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

V&S Vul|r2(p) < ||b£|| IVEOT V| 12(p) N Cp 0, fllze ()
m! R (m—1)! Kemin (1) m! '

. . . llog, fll 2 1o
La fonction f est polynomiale en y, alors : limsup,, ., —=-+% =0, on en déduit :
H\/Ea%VUHLQ(D) b
lim sup ——=—% < 15 oo
m—soo IVEOy, vu”L?(D) k

(m—1)!

Par conséquent, nous avons ainsi obtenu 7, (u) > 7,,(k7!), qui montre que la fonction u
est plus réguliere que A, il existe C'(u, A) > 0 (qui peut décroitre avec M le nombre des
nceuds de collocation) telle que

lu — Aiull2rim1y) < ClHA = A L2(rL2())-
2) Maintenant on suppose que k est non linéaire suivant y comme dans le cas

k(y,z) =g (bO(I) +3N bn(:p)yn), ou g est analytique et strictement positive.

Remarquons que la fonction k satisfait ici une hypothese qui assure ’analyticité de

u (cf [6]).

Considérons {V,};, une partition de l’ensemble I" de pas h;, telle que sur chaque
élément V), nous avons l'approximation suivante pour £ :

Z (v, 2)y. Yy €V,

n=1
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ot y' est le centre de 1’élément V. Considérons Alu l'interpolation de Lagrange de
la restriction de u dans chaque élément V. D’apres le résultat précédent, I’estimation
suivante est vérifiée :

[lw = Agull 2 im0y < eI = ANl L2viz2m)- (3.2)

D’autre part, si on pose ¥;(y, ) = u(y,-) — Aju(y,-) pour chaque y € V), alors nous
avons :

Ay = Alu — Al(Au) = Al — Aju, puisque Aju est un polyndome. Selon les
estimations classiques de la convergence h, de I'approximation par morceaux [18, 5],
I'estimation suivante est vérifiée :

|1 — Aéwlnm(vl;ﬂgw)) ~ éhﬂ|¢l||L2(Vl;H01(D))7 (3.3)

oll p est le plus petit degré polynomial d’interpolation suivant les directions de Al On
en déduit alors :

[|u — Afu| ’L?(vl;Hg(D)) ~ Chy||u — Ai““L?(vl;Hg(D))- (3.4)
Avec les mémes arguments, nous avons :
[IX = AN 2w (o)) = EhT 1IN = A | 22 ) - (3.5)

Par conséquent, en combinant (3.4) et (3.5) avec (3.2) nous obtenons dans chaque
élément V) :
||Ju — Aiu||L2(vl;Hg(D)) < ClA = AiM|[r2v;22(py)-

Ainsi Vestimation est vérifiée sur I'. m

Remarque 3.1.

Le résultat de la proposition reste vraie pour l’interpolation de Smolyak des grilles clair-
semées Ao (N, w), puisque l'analyse de cette méthode repose sur l'analyticité de la fonc-
tion interpolée (cf, Théoréme 1.3 et 1.4).

Lorsque le paramétre k est linéaire par rapport a y la constante C' décroit avec le
cardinal de la grille Ho(w, N), puisque dans ce cas la région d’analyticité de u est plus
grande que celle de 'indicateur X.

Remarque 3.2. Choix des points de référence

Lorsque nous tentons de déterminer le nombre de points d’interpolation m(i,) selon
la direction vy, pour l'approrimation A;, nous fixons les autres directions a des points
Yl (points de référence) et nous cherchons le nombre de point m(i,) de telle sorte que
deuz approximations successives de type U soient proches.
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Chaque degré m(i,) — 1 peut dépendre du point de référence choisi yf:, ainsi, il doit
étre choisi avec soin. Pour les champs aléatoires discutés dans la section (1.1.1), le
point de référence y; = 0 est convenable, puisque pour ces exemples de champs, il n’y a
pas d’interaction entre les dimensions stochastiques.

Dans la section qui suit, comme application de la Proposition 3.1, nous utilisons
I'indicateur (A = k7 f) pour déterminer les degrés de liberté stochastiques appropriés
pour calculer 'opérateur d’interpolation A, (w, V).

L’intérét d’utiliser cet indicateur, est que la recherche des parametres a et w de
la formule A, (w, N)X exige seulement ’évalution de problemes d’interpolation, tandis
que l'approche classique nécessite en plus, la résolution d’un grand nombre de sys-
temes linéaires, dont une grande partie de 'effort n’est pas exploitée dans le calcul de

Ay (w, N)u.

3.3 Adaptation des grilles clairsemées

Le vecteur poids « et le niveau global w sont les principaux ingrédients de la méthode
de collocation sur la grille clairsemée anisotrope, donnée par la formule A, (w, N).
Chaque composante «, du vecteur « caractérise I'importance de la direction y, de
I’approximation de u, et le niveau global w détermine le nombre total des noeuds de la
méthode. Le calcul de ces ingrédients exige généralement un effort excessif et inutile.
Ainsi, en choisissant « et w avec soin et avec moins d’efforts, la méthode des grilles
clairsemées peut étre assez efficace.

3.3.1 Estimation des poids d’anisotropie

L’idée principale donnée dans [50], consiste & choisir chaque poids d’anisotropie «,
comme v, le taux de convergence exponentiel suivant la direction g, comme dans le
Théoréme 1.2. Selon ce choix, les directions qui ont une large région d’analyticité auront
moins de points de collocation, et vice-versa.

L’erreur globale commise par une interpolation polynomiale A;u de la fonction u
peut étre divisée en N parties, comme suit :

N
lw — Asul| a0 1)) < > en,
n=1
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ou chaque partie €, est une contribution de ’erreur commise suivant la direction ,,,
qui est estimée, quand I',, est borné, par :

£ A Cpe )=l iy — 1N, (3.6)
et quand I',, est non borné, elle est estimée par :
en = O(ym(in) — 1)e »Vmin=1yp — 1 N, (3.7)

olt m(i,) est le nombre de points de collocation utilisés par .

En général, dans de nombreux problemes, la connaissance a priori des taux de conver-
gence {1, }Y | n’est pas disponible. Ainsi une approche basée sur I'information a poste-
riori permet de déterminer numériquement ces taux de convergence, ainsi que les poids
d’anisotropie.

Un probleme est fortement anisotrope si ses dimensions représentent beaucoup de
variations. Dans la pratique, beaucoup de problemes présentent un certain degré d’ani-
sotropie entre les directions. Un tel degré d’anisotropie suivant une direction g, peut
étre quantifié par le rapport %, ouqa= , glgnN Q.

Dans le cas d'un probleme fortement anisotrope, nous observerons (voir section 3.4)
que le vecteur de poids obtenu numériquement & partir de la borne (3.7) n’est pas assez
convenable, dans le sens ou la grille clairsemée H,(w, N) pour un niveau donné w est
un peu dense en comparaison avec la grille qui correspond aux poids obtenus par la
borne (3.6). Il semble que la propriété d’anisotropie des poids peut étre affectée par la
racine carrée qui apparait dans (3.7).

Afin de remédier a cette situation, on propose d’utiliser une estimation de ’erreur
comme dans (3.6). Nous supposons, dans le cas d'un ensemble I" non borné, que la
densité de probabilité o est a décroissance gaussienne. Ainsi chaque densité p, de la
variable aléatoire Y,, satisfait I’estimation suivante pour tout z € R :

pu(2) < Che™®, C>0¢t 8> 0. (3.8)
Nous notons par H,(t) € P,(R) les polynémes d’Hermite normalisés,
1 dar

)= e (dt) lt)

Nous rappelons que les polynéomes d’Hermite forment une base orthonormale complete
(cf, [60]) de I'espace & poids L7 (R), ot u(t) = ¢~*. Notons aussi par hy(t) = /() Hpy(2),
les fonctions d’Hermite associées.
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La proposition suivante donne une estimation de ’erreur commise par 'opérateur
d’interpolation U™v, pour une fonction v(z) entiere, possédant une croissance au plus
exponentielle, satisfaisant (3.8). La preuve est basée sur une estimation des coefficients
de Fourier-Hermite ([10]) pour une fonction entiére et qui décroit comme un noyau
gaussien.

Proposition 3.2.

Considérons une fonction k dans L3(R; L*(D)), ot la densité p vérifie (3.8), et soit
U'k linterpolée de Lagrange de , donnée par m(i) points de Gauss-Hermite. Supposons
que pour chaque t € R, la fonction k(t,.) peut étre prolongée analytiquement sur tout
le plan complexe, et qu’il existe v > 0 tel que

le ™k (2) || 120y < C < 00, Vz € C. (3.9)
Alors, il existe g > 0 telle que [’estimation suivante soit vérifiée :
||I€<t, ) - uili(t, -)HL%(R;L%D)) S C'ge_gm(i), (310)

ot la constante C, ne dépend pas de m(i) le nombre des points de Gauss pour un niveau
donné i > 0.

Preuve

V2t

On considere la fonction %(t, ) = k(w(t),z) ot w(t) = 5 Le développement sur

la base des polynémes d’Hermite de & est donné comme suit :
R(t,x) =) kp(z)Hy(t) on  ky(z) = / /?a(t,m)Hp(t)e_t2dt. (3.11)
p=0 R

2
Définissons la fonction F(¢,z) = &(t,z)e”=. Le développement en série de Fourier-
Hermite de la fonction F' est donné par :

F(t,z) = 2 F(2)hy(t) ot F(x)= /R F(t, z)h,(t)dt. (3.12)

On en déduit que les coefficients d’Hermite de F' coincident avec les coefficients &,
(3.11) de la fonction . En effet,

F(z) = /R F(t,2)h,(t)dt = /R R(t,x)e " H(t)dt = K.

La fonction F' est entiere comme produit de deux fonctions entieres. D’autre part,
puisque k satisfait la borne (3.9), alors F' décroit comme un noyau gaussien puisque,

[t @)l < CLeV2te /2 < e H0-VE el < demo,
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ou les deux constantes d et ¢ sont positives et dépendent de v et 9.

On en déduit que les coefficients de Fourier-Hermite £, décroissent géométriquement
[10] de la fagon suivante :
F, < Ke™% VpeN,

ou le taux g > 0 et la constante K > 0 est indépendante de p.

D’autre part, Uerreur peut étre majorée comme suivant (cf [6], Lemme 7) :

(t8)2

Hlﬁ(t, ) - L{%(t, ')HLﬁ(R;LQ(D)) < min max HFJ — UHLz(D)e 4

UGPp(i) ®L2 (D) teR

En prenant v = IL,,;x comme la troncature du développement d’Hermite de x donné
dans (3.11) jusqu’a l'ordre m(i), et ¥ = Il,,(;)(K) celui de &, on en déduit que :

(t5)2

|5 = Ty (R) || 2(pye” *

||l‘€(t, ) — Uzl-{(t, -)”L%(R;L%D)) S I?GE%X

+2

1% — Iy (R)|| 22(pye” 2

IN

max
teR

Z H“p”L?(D)TGaRX
p=m(i)+1

—gp
Ci Y e rgleakx|hp(t)\.

p=m(i)+1

+2

H,(t)e” =

IN

IN

D’autre part nous avons maxeg |h,(t)| < 1 (cf,[10]), ainsi, on en déduit que :

||K/(t7 ) - uif{/(t’ -)HL%(R;L?(D)) S Cl Z G_gp S 026_gm(i)_
p=m(i)+1

Remarque 3.3.

Quand le champ de diffusion k est exponentiel, k = e, alors A\ = e~ f est analytique
sur tout le plan C suivant chaque direction y,. Ainsi dans le cas des variables aléatoires
non bornées, on peut utiliser l'estimation (3.10) pour calculer le taux de convergence
sutvant chaque direction de lindicateur .

De nombreuz tests numériques montrent aussi que le taux de décroissance donné
dans (3.10) donne une convergence de la formule A,(w,N) et ceci pour des champs
non linéaires qui sont seulement analytiques.

Afin de déterminer le vecteur des poids «, nous utilisons I'estimation d’erreur (3.10)
de la Proposition 3.2, pour un ensemble I borné ou non borné. Ainsi nous utilisons une
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approche a posteriori pour estimer chaque poids «,, = g,, pour chaque n = 1,..., N.
On choisit la régle de croissance m(i,) = i,, 'algorithme suivant permet de calculer le
vecteur poids a pour A.

Algorithme pour le calcul de o,

— On fixe y; = 0 comme point de référence, i.e y; = 0 pour tout j # n.

— On considére le nombre 7, tel que A(yy,, 0) := U™ A(y,, 0) est considérée comme
approximation de référence de A suivant la direction y,.

pour chaque p =1,. — 1, on calcule l'erreur :

erry (p) = AN (Yn, 0) = UPA(yn, 0)]]

On utilise 'approximation des moindres carrés pour estimer «, et ¢, solutions du
probleme de minimisation suivant :

min || log(err,) — log(c,) + Pay,||3

Qn,Cn

ou err,, est le vecteur dont chaque composante err,,(p), représente 1’erreur commise
par UP . Les composantes du vecteur P sont données par le nombre de points de
collocation 1,...,m, — 1. m
On remarque que le calcul des poids aq, . .., ay, avec cet algorithme, exige seulement
I’évaluation d’une suite de probléemes d’interpolation. Le nombre total de probléme est
de cardinal S = 2V | M Ainsi le cotit de calcul est nettement réduit, en compa-
raison avec ’approche utlhsant u qui exige la résolution de méme nombre S de systemes
linéaires de grande taille, chaqu'un est une approximation de (1.19). L’algorithme qui
approche les poids de u [50] est donné par les étapes suivantes

— On fixe y; = 0 comme point de référence, i.e y; = 0 pour tout j # n.

On considére le nombre m,, tel que iy, (y,, 0) := U™ uy(y,, 0) est considérée comme
approximation de référence de u suivant la direction y,,.
— pour chaque p=1,...,m, — 1, on calcule 'erreur :

erty (p) = || (yn, 0) — U un (4, 0)

— On utilise I'approximation des moindres carrés pour estimer «, et ¢, solutions du
probleme de minimisation suivant :

min || log(err,) — log(¢,) + PanH%,

An,Cn

pour chaque points d’interpolation uy, est solution du probleme (1.19), err,, est le
vecteur dont chaque composante err, (p), représente I'erreur commise par UPuy,.
Les composantes du vecteur P sont données par le nombre de points de collocation
L....m,—1.m
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3.3.2 Estimation du niveau w convenable

Dans les approches classiques, lorsque 1’on s’intéresse a 'approximation de u par I'in-
terpolation A, (w, N)u, le niveau convenable w de I'approximation satisfait la condition
d’arrét || Ay (w, N)u — Ay(w + 1, N)u|| = €, oul € est une tolérance donnée. Générale-
ment 'effort de 'approximation A, (w+ 1, N)u au niveau w + 1 est comparable, parfois
supérieur a tous les efforts combinés des niveaux antérieurs, méme dans le cas ou les
points de la grille sont imbriqués.

On constate alors, que ce critere d’arrét standard pour 'approximation de u peut
étre tres couteux, en particulier, quand la dimension N est grande.

Le résultat de la Proposition 3.1 montre que l'erreur commise sur l'indicateur A
est une borne supérieure de I'erreur sur u. Ainsi nous pouvons utiliser la borne supé-
rieure C||A — Ay (w, N)A|| afin de trouver un niveau approprié pour l'approximation
A, (w, N)u. L’approche d’adaptation consiste a choisir w € N tel que, pour € > 0, une
tolérance désirable, l'interpolation A, (w, N)A satisfait 1’estimation suivante :

A= Aalw. A < &, (3.13)

ou la constante C est positive, donnée dans la Proposition 3.1. Elle peut dépendre du
niveau w dans le cas ot le champ aléatoire est linéaire par rapport a y. Cette dépendance
se traduit par la décroissance de C' en fonction du cardinal M des points de la grille
clairsemée. Par conséquent, ’estimation de C' peut étre faite suivant le cas ou le champ
k est linéaire ou non linéaire par rapport a la variable y.

Cas ou £ est non linéaire suivant y

Dans ce cas, on suppose que la constante C' ne dépend pas de w, en particulier
qu’elle ne décroit pas en fonction de M, le cardinal de la grille clairsemée. Le théoréme
1.4 montre que l'erreur commise par I'approximation A, (w, N)u satisfait 1’estimation
suivante :

llu — An(w, N)ul|| = Cy||u|]|M~H, (3.14)

ou le taux de convergence p; dépend de la taille de la région d’analyticité de u. Nous
avons la méme estimation pour 'approximation A, (w, N)A pour A :

1A — Ao (w, NA|| = Cyl|A| M#2. (3.15)
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Ainsi, si dans ce cas on suppose que ji; /= g, alors la constante C' est estimée par :

el A0, Nyl
A A0, A

(3.16)

Cas ou k est linéaire suivant y

Dans ce cas la constante C' décroit avec le nombre de points de la grille, puisque
la région d’analyticité de A\ est contenue dans celle de u, comme le montre la preuve
de la Proposition 3.1. L’erreur commise suivant chaque direction par une interpolation
polynomiale de \ est plus grande que celle commise par une interpolation de u puisque
nous avons (i > fo.

Le taux p; dépend de ayy;, le plus petit poids d’anisotropie de l'indicateur \ et ps
dépend du minimum de ceux de la fonction u. Puisque la contribution de I'erreur est
grande suivant la direction de plus petit taux de convergence, alors pour chaque niveau
w, on estime la constante C' par I'estimation suivante :

_ [ Aa(0, N)ull

C~=Cy,=
[ A (0, N)A|

M., (3.17)

ou 'exposant v > 0 est calculé numériquement de la facon suivante :

Lorsque nous estimons le vecteur poids a pour l'indicateur A, nous considérons la

direction y; dont le poids correspondant satisfait le minimum i.e, a; = . £n1<nN a,. Nous
SN

calculons a nouveau le poids a; de la solution u seulement suivant la direction n = n.
Ainsi nous posons v = aj — Q.

L’utilisation de l'indicateur A pour déterminer le niveau w et le fait de le réutiliser
pour calculer Uinterpolation A, (w, N)u, nous permet de réduire et parfois d’éviter
des calculs inutiles. En particulier, les problemes déterministes calculés a partir des
points de collocation dont les indices i, ne sont pas admisibles 7.e, i ¢ X,(w, N). Le
calcul des poids d’anisotropie ainsi que la formule A, (w, N)A n’exige qu'une suite de
problémes d’interpolation, au lieu de problemes d’EDP exigés lorsqu’on essaye d’adapter
directement la fonction wu.



Grilles clairsemées et indicateur d’erreur 53

3.4 Tests numériques

Cette section illustre la convergence et l'efficacité de I'approche adaptative propo-
sée pour le probleme stochastique elliptique linéaire. Nous considérons un probléme
bidimensionnel (& deux dimensions spatiales). Nous considérons deux exemples de pa-
rametre de diffusion k paramétrisé par des variables aléatoires bornées et non bornées.
Les résultats des calculs présentés ici sont réalisés avec le logiciel Matlab.

{ —div(kVu) = f dans Q x D := Qx]0,1[?

3.18
4 lop= 0 (3.18)

ou la donnée f est déterministe, f(w,z,z) = cos(z)sin(z), pour z, z € [0, 1].
3.4.1 Cas du parametre k non linéaire

On considere dans un premier exemple, une diffusion ky qui dépend seulement de
x € [0,1] et qui est non linéaire suivant les variables stochastiques comme suit([50]) :

1/2 N
kn(w,x) = 0.5+ exp <Y1 (w) <\/§lc> + Z Cngon(x)Yn(w)>, (3.19)

les réels ((,)Y_, sont donnés par :

om (v) o (FEY) gy

. 5 T . n .

pn(T) 1= .
cos| 2™} i est impai
5 pair .

Le parametre [, représente la longueur de corrélation du parametre £ et 1’ensemble
des variables aléatoires {Y,}»_, sont de méme loi, indépendantes, de moyenne nulle et
de variance unité.

Cas des variables non bornées

Pour étudier la convergence et 'efficacité de I’'approche proposée pour la construction
de Smolyak anisotrope, nous considérons le cas ou les variables Yi,..., Yy sont des
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variables aléatoires gaussiennes, et nous considérons les deux cas ou la longueur de
corrélation I, = 1/2 avec N = 11 et [, = 0,2 avec N = 41.

Nous allons approcher u par les formules A, (w, N)u et calculer, a la fois, E[A, (w, N )u]
et var[A,(w, N)u] comme des approximations de I’espérance et de la variance de u res-
pectivement.

Nous déterminons d’abord le vecteur des poids appropriés a pour l'indicateur A =
k~!f avec une approche a posteriori, puis nous cherchons un niveau convenable w telle
que linterpolation A, (w, N)u satisfait un seuil donné pour l'espérance Elu| et la va-
riance var[u]. Notons que si 'espérance approchée E[A, (w, N)u| satisfait une tolérance
espérée pour un certain w, i.e [|Elu] —E[A,(w, N)ul|| = tol, il en est de méme pour I’ap-
proximation de la variance ||var[u] —var[A.(w, N)u]|| = tol, avec le méme niveau w. En
effet la fonction (u — E[u])? est analytique, avec un diametre de la région d’analyticité
au moins égal a celui de u.

Ici nous avons I' = RY, et les points de collocation dans ce cas sont les racines de
polynomes d’Hermite. L’espace d’éléments finis pour la discrétisation spatiale est donné
par une combinaison des fonctions linéaires par morceaux sur un maillage uniforme de
D avec ng = 712 inconnues, et le pas de discrétisation spatiale h = 0.05.

Pour déterminer le vecteur poids « dans ce cas (I' non borné), nous utilisons 1’esti-
mation d’erreur donnée dans (3.10) de la Proposition 3.2 au lieu de 'estimation (3.7).

Nous désignons par « et a les deux vecteurs poids obtenus par une information
a posteriori en utilisant la borne (3.10), respectivement pour l'indicateur A et pour
la fonction u. Notons aussi par a le vecteur poids pour A obtenu en utilisant dans
l'algorithme la borne e~*¢"*@»™n_Dans le Tableau 3.1, on compare ces différents poids
d’anisotropie, dont le cas N = 41, on présente les 11 premieres valeurs.

On peut remarquer, a partir du Tableau 3.1, que les composantes de vecteur poids
« sont comparables et proches de celles de a. Cependant, celles du vecteur @ sont
completement différentes, car elles sont obtenues avec deux bornes différentes (3.10) et
(3.7). En comparant les valeurs de a avec celles de &, on remarque que :
an O

~

Amin Qmin

, Yn=1,... N.

Ainsi, on conclut que la borne (3.7) utilisée pour le calcul de vecteur & conduit a une
perte d’anisotropie entre les directions.

La figure 3.1 donne le cardinal des grilles anisotropes clairsemées H,(w, N) et
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o
/ Qg &%) a3 Qg (6751 &7} ar ag (67 10 a1
1/2 2.57 1226|227 | 4.31 4.31 8.18 8.18 | 12.50 | 12.51 | 20.58 | 20.59
1/5 3.13 | 2.55 | 2.55 | 2.88 2.88 3.4 3.4 4.34 4.35 5.92 5.92
« - - - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
/ 651 Qg a3 Oy (6751 Qg ar ag (67s) Q10 a11
1/2 2.57 | 2.36 | 2.09 | 3.58 3.51 8.31 7.04 | 11.73 | 10.8 | 21.48 | 21.77
1/5 3.13 | 2.88 | 2.50 | 2.33 2.16 2.56 2.62 3.55 3.27 4.22 4.18
« ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
I 651 Qi Q3 Oy (6751 Qg ar ag (6 7s) Q10 11
1/2 947 | 791 | 792 | 15.14 | 15.14 | 21.87 | 21.87 | 30.16 | 30.17 | 42.96 | 42.95
1/5 1098 |1 9.25 1 9.27 | 10.24 | 10.24 | 12.03 | 12.04 | 15.34 | 15.34 | 16.17 | 16.17

TABLE 3.1 — N = 11 Premiéres valeurs des poids d’anisotropie obtenues en utilisant
une information a posteriori.

H(w, N). Nous observons que les poids obtenus par la borne d’erreur (3.10), comme
indiqué dans la proposition 3.2, sont bien meilleurs que ceux obtenus en utilisant 1’es-
timation (3.7), puisque #Hq(w, N) < #H(w, N).

-
——
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Niveau w Niveau w

F1GURE 3.1 — Comparaison de la grille #H4(w, N) avec #H,(w, N), (a gauche [. = 0.5,
et a droite [, = 0.2).

Dans la Figure (3.2), nous comparons le cardinal de la grille clairsemée H,(w, N)
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avec celui de la grille H;(w, N). Nous observons qu'ils sont trés comparables, en effet

#Ho(w,N) = #Hz(w, N).

#Iogm(points)
Logm(# points)

Niveau w Niveau w

FIGURE 3.2 — Comparaison du cardinal de la grille clairsemée H,(w, N) avec celui de
la grille H(w, N), (a gauche [. = 0.5, & droite I, = 0.2).

Par la proposition 3.1, 'indicateur A = k~! f montre que l'erreur C||\ — A, (w, N))||
est une borne supérieure de 'erreur ||u — A, (w, N)ul|, ainsi nous 'utilisons pour dé-
terminer un niveau convenable w satisfaisant un critere désiré ||u — A, (w, N)ul| = tol.
Pour cela, nous cherchons w qui vérifie C||A — A, (w, N)A|| = tol, o la constante C' est
estimée par (3.16).

Pour la comparaison des quantités de I'erreur, nous avons pris A, (9, 11) et A,(7,41)

quand [. = 0.5, respectivement [, = 0.2, comme solution de référence pour u et \.

La figure 3.3 montre que les deux quantités ||u — A, (w, N)u|| et C||A — Aq(w, N)A||
ont le méme comportement.

Cas des variables bornées

Nous considérons dans ce cas le méme exemple du parametre k avec les variables
aléatoires Yi,...,Yy bornées et uniformément réparties dans [—1,1]. Les points de
collocation sont donnés comme les racines des polynéomes de Legendre ( Points de
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—-=—Erreur sur E[)]
——Erreur sur E[u]

Log10(erreur)

Niveau w

Logm(erreur)
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55}

-6, 50
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-e—Erreur sur E[)]
——Erreur sur E[u]

Niveau w

FIGURE 3.3 — Comparaison de l'erreur C||E[\,cf — An(w, N)A||| avec celle commise sur

u (a gauche [. = 0.5, & droit [. = 0.2).

FIGURE 3.4 —  L’espérance approchée E[A,(5,41)] et la variance approchée

var[A,(5,41)].

Gauss-Legendre) ou les points Clenshaw-Curtis.

Pour déterminer le vecteur poids «, nous utilisons les points de Gauss-Legendre et

la borne d’erreur (3.6).

Le tableau 3.2 donne les deux vecteurs poids :

a pour l'indicateur A et & pour
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la fonction u. On remarque qu’ils sont tres proches et assez comparables. En outre,
comme le montre la Figure 3.5, #H,(w, N) est plus petit que #Hs(w, N) et c’est un
autre bénéfice. Dans le cas [. = 0.5 o N = 11, nous prenons A,(8, N) comme solution

de référence pour les deux fonctions u et A. Pour le cas [, = 0.2 ou N = 41, nous

considérons A, (6, N) comme solution de référence. La figure 3.6 permet de comparer

l'erreur sur u avec celle sur \.

Iog1 O(# points)

4

niveau w

log, ,(# points)

niveau w

FIGURE 3.5 — Comparaison du cardinal de la grille clairsemée H,(w, N) avec celui de
la grille Ha(w,n), (gauche I, = 0.5, droite [, = 0.2).

/ aq (8% Q3 (671 873 Qe (074 ag Qg Qa0 aqq
1/2 4831486 |4.86 | 7.21 | 7.21 ] 10.19 | 10.20 | 14.52 | 14.52 | 21.68 | 21.68
1/5 572 1524 | 525|554 554 | 656 | 6.56 | 7.24 | 7.25 | 813 | &8.13

) ap | Qo | Qs | ag | Qs Qg oy Qg Qg Q10 a1y
1/2 4831519453592 6141|1033 | 9.5 | 13.75| 12.81 | 22.58 | 22.87
1/5 5.72 | 5.58 | 4.92 | 4.82 | 4.73 | 5.12 | 4.97 5.9 542 | 6.44 | 6.26

TABLE 3.2 — Les 11 premieres valeurs des poids d’anisotropie obtenues en utilisant une

information a posteriori.
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e e —

~&—Erreur sur E[}] ~&-Erreur sur E[}]
A4 —+Erreur sur E[u] —+—Erreur sur E[u]

Logm(erreur)
Log,y(erreur)

12 _ 8 I | |
Niveau w Niveau w

FIGURE 3.6 — Comparaison de lerreur C||E[),cf — Aq(w, N)A]|| avec celle sur u (a
gauche [. = 0.5, a droite [, = 0.2).
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FIGURE 3.7 — L’espérance approchée E[A,(4,41)] et la variance var[A4,(4,41)], le cas
des variables bornés.

3.4.2 Cas du parametre k linéaire

Dans le second exemple, nous considérons un parametre de diffusion £y qui est
linéaire par rapport a la variable stochastique y € I',; ot I' est un ensemble borné dans
R, comme dans le cas du développement de Karhunen-Loeve (K.L) :

cos(nmxy) sin(nmas) Yy, (w), = € [0, 1]2

2 N 1
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et la donnée f(w,x) = 0.1+sin(zq)z2Y;(w). Les variables aléatoires Y7, . .., Yy sont sup-
posées indépendantes et identiquement distribuées selon une loi uniforme dans [—1, 1].

Nous prenons N = 51 et nous calculons « en utilisant une approche a posteriori.
Nous considérons A, (9, N) comme une approximation de référence pour u et A.

Le Tableau 3.3 montre les dix premiers coefficients de pondération pour I'indicateur
A = k7f et la fonction u. On remarque que les composantes du vecteur o sont 1ége-

(651 &%) a3 Oy (67 Qg (0% ag Qg Q10
apour A | 3.89 | 5.77 | 7.19 | 8.26 | 9.11 9.87 110.48 | 11.01 | 1148 | 11.9
a pour u | 4.24 | 6.44 | 8.00 | 9.32 | 10.19 | 10.92 | 11.53 | 12.06 | 12.53 | 12.96

TABLE 3.3 — Les 10 premieres valeurs des poids d’anisotropie obtenues par une approche
a posteriori.

rement inférieures aux composantes de vecteur #H(w, V). Ceci est cohérent avec la
théorie, car quand k est linéaire suivant gy, nous avons montré que la région analytique
de la fonction u est plus grande que celle de I'indicateur .

La figure 3.8 (a gauche) montre que le cardinal de la grille clairsemée #H,(w, N) est
légerement plus petit que la grille #H=(w, N). Cela peut étre expliqué numériquement
par le fait que nous avons

« «

min(a) ~ min(a)
Ainsi, en utilisant le vecteur poids a pour calculer I'interpolation A, (w, N)u, on résout
moins de systemes linéaires que si on utilise le vecteur a.

La figure 3.8 (a droite) compare l'erreur sur u avec Cy||E[Aef — Aq(w, N)A]||, ot

Cy diminue avec M, le cardinal de la grille de niveau w, H,(w, N). On I'estime par

O o lAa@N)u]

w ||Aa(0,N)A||M&37 ol u = min(@) — min(a) = a3 — ;.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une stratégie adaptative de la méthode de col-
location sur des grilles clairsemées pour I'approximation d’un probleme elliptique avec
des données stochastiques. L’approximation du probleme est donnée par une méthode
de collocation anisotrope dans ’espace stochastique, et une approximation d’éléments
finis dans ’espace physique.
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FIGURE 3.8 — A gauche : Comparaison de I'erreur Cy||E[Aqe; — An(w, N)A]||o0 avec celle

sur . A droite : Comparaison du cardinal de la grille Ho(w, N) avec celui de la grille
Hz(w, N).

E[u]

0

FIGURE 3.9 — L’espérance approchée E[A,(6,51)] et la variance var[.A,(6,51)].

L’objectif était d’estimer les coefficients d’anisotropie et un niveau convenable de la
méthode de collocation. Nous avons mis en place un indicateur d’erreur en fonction de
I'inverse du parametre de la diffusion, permettant ainsi de définir une borne supérieure
de 'erreur commise dans I’espace stochastique.

La stratégie a consisté a utiliser cet indicateur, d’abord pour estimer un vecteur
des poids d’anisotropie, comme le taux de convergence exponentielle suivant chaque
direction, dans le cas d’un ensemble stochastique borné ou non borné. Ensuite pour
déterminer un niveau global de la formule des grilles clairsemées anisotropes. L’approche
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utilisée montre une réduction significative de 'effort global, puisque 'estimation des
parametres de la méthode exige seulement la résolution de problemes d’interpolation, au
lieu de la résolution d’un grand nombre d’EDP déterministes comme dans les approches

classiques.



Chapitre 4

Méthode adaptative des grilles
clairsemées via ’extrapolation de
Richardson

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une méthode adaptative des grilles
clairsemées pour 'approximation des statistiques de la solution de (1.1), en particulier
sa moyenne E[u| et sa variance varfu|. Elle consiste a déterminer les parametres de la
formule d’interpolation A, (w, N)u en utilisant un indicateur d’erreur, qui satisfait une
borne de 'erreur d’interpolation commise sur u. Cependant, dans certains cas, (comme
le cas d’un champ de diffusion linéaire suivant y), la constante de la borne supérieure
peut décroitre avec le cardinal des points de la grille, ainsi il se peut que le niveau w
estimé pour la formule A, (w, N)u soit 1égerement surestimé (généralement a une unité
de plus).

Dans ce chapitre nous démontrons une amélioration de ’erreur a priori de la méthode
des grilles clairsemées, suivant le nombre total des points de collocation. Une approche
adaptative de la méthode est aussi établie, et basée sur les deux points suivants :

— le vecteur des poids d’anisotropie a est estimé en utilisant l'indicateur A = k= f;
— le niveau convenable w est déterminé en utilisant un indicateur d’erreur basé sur
I'extrapolation de Richardson.

L’extrapolation de Richardson est une technique d’accélération de la convergence
des suites numériques, fréquemment utilisée dans l’analyse numérique. Elle consiste
a utiliser 'information de l'erreur a priori et une combinaison linéaire des résultats
calculés auparavant pour prédire une amélioration des résultats.



Méthode de Grilles clairsemées et extrapolation 64

On considere le probléme (1.1) ou le parametre k et la donnée f peuvent étre para-
métrés par des variables aléatoires bornées ou non bornées. On s’intéresse a l'approxi-
mation A, (w, N)u utilisant un niveau w approprié. On utilisera ainsi I'extrapolation
de Richardson pour éviter un effort de calcul considérable a un niveau supplémentaire.
Pour cela, on commence par établir des estimations a priori plus consistantes de I’erreur
|lu — A (w, N)ul|, dans le cas d'un ensemble stochastique borné ou non borné.

Dans tout ce qui suit, g, désigne le taux de convergence dans la direction n et
9=, %?N gn- Les poids «,, sont choisis égaux aux taux g, et a = . nggnN a,. Le nombre
de points de la grille est noté par M.

4.1 Estimation de ’erreur

La méthode des grilles clairsemées isotrope décrite dans le chapitre 1 a pour but
de réduire le probleme de grande dimensionnalité. Effectivement, la méthode des grilles
pleines (produit tensoriel complet (1.21)), converge approximativement comme C(g, N)e 9
ou p est le degré polynomial (Théoréme 1.2). Le nombre de points de colocation vérifie
M = (1+p)V et log(M) < pN, ainsi cette erreur peut étre reformulée asymptotique-
ment de la maniere suivante :

llu — Al ~ M~¥, (4.1)

L’erreur asymptotique commise par la méthode isotrope des grilles clairsemées A(w, N)
est donnée dans le théoreme 1.3, et peut étre réécrite sous la forme suivante :

g
llu — A(w, N)ul| ~ M~ a7, (4.2)

Ainsi, une comparaison des deux estimations (4.1) et (4.2) montre que la méthode des
grilles clairsemées isotrope permet de réduire le défaut de la grande dimension.

La méthode des grilles clairsemées anisotrope, qui est une généralisation du cas iso-
trope, permet de répartir les points de collocation entre les directions. Elle conduit,
naturellement, a une réduction de l'effort et une amélioration des résultats en compa-
raison avec le cas isotrope. L'erreur de la méthode anisotrope [50] est donnée dans le

théoreme 1.4 : .

o — Ag(w, N)u|| ~ M 5@+ s/ (4.3)

On suppose qu’on cherche a approcher une fonction v par la formule A, (w, N)v et que
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les coefficients g, associés a v, soient donnés par :

ou g > 0, alors on en déduit que :

log(2)+§g—log(2)+N—§N:;~N
n=1 gn n=1 (TL + ]‘>2 7

ainsi, en remplagant dans (4.3), on obtient pour cet exemple ( ot o« = g) une approxi-
mation de I’erreur de la forme :

Zie

|lu — An(w, Nul| ~ M~ (4.4)

On peut remarquer que l'estimation de I'erreur (4.4) n’est pas compatible avec celle
donnée dans (4.2), puisque dans cet exemple, la méthode est asymptotiquement iso-
trope. En d’autres termes l'estimation (4.4) pour cet exemple ne montre pas I'avantage
de réduction du probléeme de grande dimension établie dans le cas de la méthode iso-
trope.

Dans la suite on va établir des estimations d’erreurs de la méthode des grilles clair-
semées anisotrope, qui sont plus consistantes et compatibles avec celles données dans le
cas de la méthode isotrope, pour le cas d’un ensemble stochastique borné ou non borné.

4.1.1 Cas d’un ensemble stochastique borné

Le théoreme suivant donne une estimation de l’erreur commise par la formule
A, (w, N). Cette estimation est compatible avec le cas isotrope et montre une amé-
lioration par rapport a celle donnée dans le théoreme 1.4. Elle montre que la méthode
anisotrope converge algébriquement par rapport au nombre total des points de la grille
lorsque le niveau total d’interpolation w satisfait :

Tt O (4.5)
~ alog(2)
Théoréme 4.1.

Considérons la fonction u € LE(F; H}(D)) satisfaisant Uhypothése 1.2. On suppose
que w vérifie (4.5), alors la formule d’interpolation anisotrope (1.33) satisfait les esti-
mations suivantes :
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— pour les points de Clenshaw-Curtis,

||u—Aa(w,N)uHLg(F;Hé(D)) < Cl(Oé,N)M_'u, (46)

._ a(log(2)e —1/2)
po= log(2) +log(1+ M a/ay) (47)

— pour les points de Gauss :

||u—Aa(w,N)uHLg(F;Hé(D)) < 02(057N)M_ﬂ (48)

. alog(2)e
T 2log(2) +log(1 + XN a/ay) (4.9)

Les deux constantes C et Cy dépendent seulement de N et a et non du cardinal de la

grille M = #Hq(w, N).

Avant de donner la preuve de ce théoréme, on commence par établir un résultat qui
sera utile dans cette preuve. Il concerne la relation entre le cardinal M de la grille des
points de collocation H,(w, N) et le niveau w.

Lemme 4.1.

En wutilisant la formule d’interpolation des grilles clairsemées (1.33), et selon les
points d’interpolation utilisés, Clenshaw-Curtis ou Gauss, le nombre total des points de
collocation de la grille au niveau w satisfait la borne suivante :

~ pour les points de Clenshaw-Curtis ( avec m(i)=2"1+1) :

N\
vl < M <2V (1 +> ) , (4.10)
n=1 On
~ pour les points de Gauss ( avec m(i)=2"1+1) :
N oa\”
2V < M < 2% <1+Z> . (4.11)
n=1 Qn

Preuve :

Nous allons d’abord établir une borne du nombre total de I’ensemble des indices
#Xo(w, N), donné dans (1.34). Nous utilisons une preuve par récurrence pour montrer
la borne suivante : N w

Q
#Xo(w,N) < (1 + 3 ) : (4.12)

n=1 Qp
Remarquons d’abord que le cardinal #X,(w, N) est invariant par n’importe quelle
permutation des coefficients d’anisotropie {a,}Y_; (les points seront différents, mais
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leur nombre reste le méme par toute permutation donnée des poids (,)Y_,), ainsi,
t id "y, f t ite décroissante d b
on peut supposer que ces poids {ay,},_;, forment une suite décroissante de nombres

positifs, et on peut alors poser ay = min «, = a.
1<n<N

Pour N = 1, nous avons #X,(w,1) = w+1 < 2% admettons alors que la borne est
satisfaite par #X,(w, N) jusqu’a 'ordre N — 1.

Nous avons pour tout i € X, (w, N) :

par conséquent,
N-1 o
D (i — 1oy, < (w — (iy — 1)>a.
n=1

On en déduit la relation suivante :

lwa+1]
#Xo(w,N) = Z #Xa (w_(]N_l)i N-1)
]N—l
= Z#X — 1), ( puisque ay = a).

Ainsi, par 'hypotheése de récurrence (4.12), nous avons :

4X o (w, N) SJi:)(Hgoi)wj Z(

j=0

i (j‘)ﬂ (4.13)

n=1 "7

oo\ Y (w Noa 7
En remarquant que (1 +3 a) => ( ) (Z a) , et le fait que (1;’) > 1
n=1"—""1 n

=0 \J/ \n=1
pour tout j = 1,...,w, on déduit que #X,(w, N) satisfait la borne (4.12).

Maintenant, a partir de la formule (1.33), le cardinal M de la grille H,(w, N) peut
étre calculé de la fagon suivante, dans le cas des points de Clenshaw-Curtis :

N
M= > ] mn),
i€Xq(w,N) n=1

du fait que les points de Clenshaw-Curtis sont imbriqués lorsqu’on double les points
dans chaque niveau qui suit, 72(i,,) est donné par :

1 sii=1
mi) =4 2 sii=2 (4.14)
2172 g > 2,
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Ainsi, chaque m(i,,) vérifie 2772 < m(i,) < 2"~ en remarquant que
q que,

i—-1=>N16G,-1) <IN .6, —1) <w, on obtient :

R I=

M< > 2 <ovsX, (w,N).

i€eXaq(w,N)

D’autre part, si on suppose que o = «;, le multi-indice i dont les composantes sont
égaux & i, = 1 sauf i; = w + 1 est admissible et 17(i;) = 2*~! points. Par conséquent :

vt <M< Y 2N <2vg X, (w, N).

i€eXq(w,N)

En utilisant (4.12) on conclut 'estimation dans le cas des points de Clenshaw-Curtis.

Dans le cas des points de Gauss, le nombre total M vérifie :
N .
- . 1 sii=1
M= > J] ™), avec m(i)= { 9111 sii>1 (4.15)

i€eYo (w,N) n=1

Si on suppose que a = «; , le multi-indice i dont les composantes sont égaux a 1, = 1
sauf i; = w + 1 est admissible et m(i;) = 2¥ + 1, par conséquent M > 2v.

D’autre part, de 'estimation suivante,

N N N
HminSHQZn’l—l—l [T (2%==b),
n=1 n=1

n=1

On en déduit ’estimation :

W< M < 220 < 224 X (w, N).
ieYo (w,N)

Preuve du théoréme 4.1 :

1) CAS DES POINTS DE CLENSHAW-CURTIS (C-C) :

Supposons que w vérifie (4.5). L’erreur commise dans ce cas (voir [50]) en fonction
du niveau w est donnée par :

lu — Aa(w, N)ull 2.1 0y < Clev, N)e AwN) (4.16)
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ou la constante C'(«, N) ne dépend pas de w, et la fonction \ est donnée dans le cas
des points de C-C par :

- 1
AMw, N) := wa(log(Q)e - 2). (4.17)
D’autre part, d’apres I'estimation (4.10), nous avons :

log(M)
w > N o ~-
log(2) +log(1+ 35— &)

On en déduit que :
a(log(2)e — 1/2)log(M)

A > :
~ log(2) + log(1 + XN, o)

En substituant ce dernier résultat dans (4.16) on obtient la premiére estimation du
théoreme.

11) CAS DES POINTS DE GAUSS :

Dans ce cas la fonction \ dans (4.16) est définie par :

AMw, N) := walog(2)e, (4.18)

ainsi, d’apres I'estimation (4.11), nous avons :

log(M)
w > N a -
21log(2) +log(1+ X5 o)

On en déduit que :
i log Malog(2)e

~ 2log(2) +log(1 + XM, o)

et en substituant cela dans (4.16), on obtient la deuxiéme estimation du théoréme. m

Remarque 4.1.

— L’estimation (4.11) reste vraie, en particulier celle de la majoration de M, si
on utilise un ordre de croissance de points de collocation linéaire (m(i) = i ou
m(i) = 2i—1 ...), puisque le nombre total des indices # X, (w, N) est indépendant
du choiz de cet ordre.

— Le résultat de convergence du théoreme 4.1 est beaucoup plus consistant que celui
donné dans le théoréme 1.4 (cf.[50]), il est compatible avec celui de de la méthode
des grilles clairsemées isotrope, quand les poids {c, }Y ne différent pas beaucoup.



Méthode de Grilles clairsemées et extrapolation 70

(o]
— Méme dans le cas d’un probléme fortement anisotrope ot Z 2 < 00, l'estimation

n=1 Yn
(4.6) et (4.8) est une amélioration de celle du théoréme 1.4, puisque nous avons

pour tout t >0 :
log(1+1t) <t.

— On pourrait redémontrer de la méme facon l’estimation qui montre une conver-
gence sous-exponentielle. Cependant ce cas de convergence n’est vérifié que pour
des grandes valeurs de w, et vu le probléme des grande dimensionnalité, on ne
s’intéresse dans la pratique qu’a [’estimation algébrique.

4.1.2 Cas d’un ensemble stochastique non borné

Dans cette partie, on suppose que la fonction p, densité conjointe de vecteur aléatoire

N
Y, décroit exactement comme le noyau gaussien e~ anl‘;"y%, ou 6§, > 0. On suppose
aussi que la fonction u est analytique et que de plus, pour chaque point (y,,y:) €

' = RY, la fonction v(y,) = u(yn,y;) comme fonction de ¥, est dans espace & poids
CY (R; Hy(D)) défini par :

C) (R;Hy(D)) := {gb(t,x) : R —€ Hy(D) continue en t, max le P o(t, Mazpy < oo},

ot on a défini le poids 0, (t) = eIl pour B, > 0. On suppose aussi que v(y,) satisfait
I'hypotheése du lemme suivant (voir [6]) :

Lemme 4.2.

Considérons une fonction v € Co (R; Hy(D)), et supposons qu’elle admet une ez-
tension analytique dans la région du plan compleze ¥ = {z € C,dist(z,R) < 7,}, ou
T > 0,

Ve=y+il € X on(y)llv(2)llayp) < Colmn).

Alors, il existe une fonction ©(m,,) telle que
lo = Uvliz oy < Om(in) — Ljeon V2D, (4.19)

n5n . . . .
ol 0N a Posé g, = T\/§ et O(m(in) —1) < E\/m(in) — 1, m(i,) est le nombre de points

de Gauss utilisés par Uopérateur U™ et la constante E ne dépendant pas de m(iy).
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Le théoréme 4.3 concerne Iestimation de 'erreur commise par la formule A, (w, N),
il montre deux types de convergence, une algébrique et 'autre sous-exponentielle lorsque
la formule utilise des valeurs assez grandes de w.

Nous allons suivre, pour la preuve de ce théoréme, la méme démarche que dans [50],
pour le cas d'un ensemble I' borné donné avec quelques adaptations techniques pour
prendre en compte la racine dans I'exposant de 'estimation (4.19), et nous utiliserons
le résultat du lemme 4.1.

On note dans la suite pour des raisons de simplification # := L2(I'; Hy (D)), et par I4
I'opérateur identité des fonctions qui dépendent de d variables. Pour tout n =1,..., N,
on note par I\, I'opérateur unidimensionnel identité 7™ : L2 (R; Hy(D)) — L2 (R; Hy(D)).
On suppose aussi qu’on utilise un ordre de croissance des points de collocation de la
forme m(i,) = 21 + 1.

En utilisant I'estimation (4.19), nous avons :
HAinu|’L§n(R;H3(D)) = |[Umu— uiFlUHLgn(R;H{%(D))
< U =l wmaoy T =l @ao)
in—1 in in—2 ln—-1)
E(Z TeTm?? p 27 g2 2 )

~ ip—1 (in—1)

< FE2 7z e 93| (4.20)

IA

ot la constante £ = E(% + efgn(\/ifl)).

Définissons les quantités suivantes :

d
Xa(w,d) = {i eNLi>1:aw< Z(zn - Da, < ozd—i-ozw}

d
Rw,d = ¥ Ed<H 2 )>e—h<wvd> (4.21)

hid) = 3 g2 (4.22)

Le lemme qui suit concerne une estimation récursive de l'erreur ||u — Ay (w, N)u||3.

Lemme 4.3.

Soit u € H satisfaisant I’hypothése de lemme /.2, alors la formule des grilles clair-
semées (1.33) basée sur les points de Gauss vérifie 'estimation suivante :

u — Au(w, Nulle < 3 Rw, d) (4.23)

n=1
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avec R(w,d) est défini par (4.21).

Preuve du lemme 4.3 :
En développant par rapport au N®™¢ opérateur AV, la formule anisotrope peut étre
donnée par la représentation équivalente suivante :

N
A, N) = Y ®ahi= Y @Amzw
ieXq(w,N)n=1 ieXq(w,N—-1) n
N-1

= Yoo RAameu.

i€eXao(w,N-1) n=1

oll nous avons posé s = [1+w - — SN, — 1)5=], le symbole [-] désigne la

partie entiere d’'un nombre réel.

On en déduit par une simple récurrence que :

N—-1
In=Agw,N) = Iy— Y QAo W-1')- 3 ®A’"®]l

ieXa(wN 1) n=1 i€Xo(w,N—1) n

S Y ®@ame () + (I — Adw N - 1) @ 1Y

ieXq(w,N—1) n=1

=y (R(w,d) R 11")) + (11“) — Au(w, 1)) g{)m% (4.24)

n=d+1

d—1

oll, nous avons défini R(w,d) = Yoo KA <I£d) — Lli‘i*) et pour tout
i€eXq(w,d—1) n=1

(i1, ... ,ig-1) € Xo(w,d — 1), nous avons posé g = |12 + wa% — 4G, — 1)2—3J Re-

marquons que dans cette définition, I'indice d-dimensionnel (i, ... ,id,l,fd) est dans

P’ensemble des indices X, (w, d).

En utilisant les deux bornes (4.19) et (4.20), le terme R(w,d) peut étre majoré de
la fagon suivante :

1R (w, d)(u)]ln < > H A" ()| [[(1G7 = U ()]
i€ X, (w,d—1) n=1
d—1,. ig—1
< Z Ed—1272"21'2(1n 1)6 Zn 1gn2 2 E2 2 6_9d2 2
i€eXa(w,d—1)
.y S i1 o
< Y BT e D) = R(w, d). (4.25)

i€Xq(w,d)
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Ainsi, en utilisant la relation (4.24) et la borne (4.25), l'erreur d’interpolation de la
méthode des grilles clairsemées anisotrope peut étre bornée par :

lu = Aa(w, Nullg < > R(w,d) + [[11(1) = Aa(w, D2

d=2
Le second terme peut étre majoré aussi de la méme fagon par R(w, 1), puisque 'ensemble
Xa(w, 1) contient seulement l'indice i; = |2 + i

1 1 1
1Y = Ag(w, Dyullyy = [J(I =5y,
L1+gflj L1+;f1J
< E27 = e’gl P
< = R(w, 1).

i1€X aw,1)

Ainsi, I'estimation récursive du lemme est achevée.m

Le lemme suivant concerne une borne supérieure du terme R(w,d).

Lemme 4.4.

Soit u € H satisfaisant [’hypothése de lemme /.2, et la formule des grilles clairse-
mées (1.33) utilisant des points de Gauss avec le choiz o, = g, ou les g, sont donnés
dans le lemme (].2). Alors pour tout d = 1,...,N le terme R(w,d) défini par (4.21)
satisfait ’estimation suivante :

R(w,d) < C(d,g) exp {—S(d)QwZSQW) + 11}1(%(2)} , (4.26)

d
ot nous avons posé S(d) == > gn

Preuve du lemme 4.4
Considérons la fonction h(y, d) définie par (4. 22) Son développement de Taylor a I’ordre
2 au voisinage du point i* = (1 + % 14 S ) donne pour tout z € R :

h(z,d) = h(i*,d) + VA(i*, d).(z — i) + ;(z PV d) . —1T) (.27

ou =tz+ (1—1t)i* avect € [0, 1].
Le terme linéaire est positif pour tout z = i € Xo(w, d), en effet :

Vh(i*,d).(i— 1) = 10g2( Jovsts 3 g, (ln —1- ws(gd)

n=1

log(2 s (Y
_ Og( )szs(d) (Z(@n — 1)gn — wg) > 0.

2 n=1
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et le terme quadratique peut étre minoré par :

(=T 1) = P 05,
n=1
d
> log(2)2 Zgn@n i 22)2

On en déduit que pour tout i € X,(w, d) :

. ok d (Zn B Z:‘L>2
h(i,d) > h(i*,d) + Z — (4.28)
n=1 2071
X . o 42
ol on a posé 02 = ————.
P " n IOg(2>2
La combinaison de (4.21) avec (4.28) donne :
~ - d i — (Zn - (1 + - ))2
R(w,d) < Ede—h(l ,d) Z (H o 1 exp {_ 5 S(d)
ieXq(w,d) \n=1 Tn
d W 14 %9 | log(2) 2 9
< Bl ] ) exp {_(Zn (1+ s(d);r 5= 0)) n log(2) o2
ie Xy (w,d) n=1 20" 8
d 2
R log(2
< Bl Mindos H exp ( Ogé ) 0n> T,, (4.29)
n=1
(in — (1 + il IS 10%(2)0721))2
ou nous avons posé T}, := Z exp{ — S;d) 5 2 . Le terme T,
in>1 Tn

peut étre facilement majoré indépendamment de w comme suit :
T, <1++2r0,.

21‘)
En combinant cette derniére borne avec (4.29) et sachant que h(i*,d) = 2¢_, ,225@

nous obtenons :

ol on a posé :

) - 11 ((1 ‘ éﬁm) xp<2ﬁ>)
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Théoréme 4.2.

Considérons la fonction u € H satisfaisant U'hypothése du lemme /.2, ou les co-
efficients de convergence o, = g, sont donnés dans le lemme }.2, alors la formule
d’interpolation (1.33) avec des points de Gauss, satisfait l'estimation suivante :

lu— Aa(w, N)ully, < C(N, g)e™ 500, (4.30)
ol log(2) 25(N)
og .
wg—=e si 0 <w < 108(2)
Y(w,N) := g 2S(N) (4.31)

S(N)2"=®™ s w >

et la fonction C' ne dépend pas du cardinal M.

Preuve :

En substituant ’estimation du lemme 4.3 dans celle récursive du Lemme 4.4, nous
obtenons la borne suivante pour ’erreur d’interpolation :

N g9
|lu — Aq(w, N) ”HSZ exp{ S(d)szsw+wlO§(2)}‘

La fonction ¢(w, N') définie par (4.31) est donnée comme le minimum de la fonction
Y(w,d) = S(d)wag(d) pour tout 1 < d < N. En effet, définissons pour tout ¢t €
[1,S8(N)], la fonction G par :

G(t) == 125

dG (1 B log(2)wg

Nous avons = ) 9w , ainsi G décroit sur [1,t*] et croit sur [t*, S(N)],

2t
ou t* est le minimum de la fonction G, t* = % guw.
Par conséquent :
1
G(t) > G(t") = og2( )wge.

Deux situations seront présentées, ou bien le niveau w est choisi de sorte que 0 <

t* <S(N),ie0<w< 23(1(v2) alors dans ce cas nous avons :

log(2
0g2( )w ge.

@D(’LU,N) =
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S(N)
glog(2)
dehors de [1,S(NV)], et puisque la fonction G est décroissante sur 'intervalle [1, S(N)],

ou bien pour des niveaux w suffisamment grands w > , le minimum ¢* est en

alors on en déduit dans ce cas que :

G, N) = min (w,d) = S(N)2" =,

1<d<

Le résultat de 'estimation du théoréme est ainsi vérifiée en prenant :

C(g,N) =3 C(g,d). (4.32)

d=1

Le théoréme suivant concerne le résultat de convergence de la méthode des grilles
clairsemées pour des variables aléatoires non bornées. Il montre une estimation de I’er-
reur commise en fonction du nombre total des points de collocation M = #H,(w, N),
les points étant ceux de Gauss.

Théoréme 4.3.

Considérons la fonction u € L2(T'; Hy(D)) satisfaisant Uhypothése du Lemme 4.2,
ot les coefficients de convergence o, = g, sont donnés dans le lemme 4.2. Alors, sous
Uhypothése que g > e, la formule d’interpolation anisotrope (1.33) avec des points de
Gauss, satisfait [’estimation suivante :

2S(N)) .

— convergence algébrique (0 < w < glog(2)

Ju— Ao(w, Nully < C(g, N)M ™, (4.33)
(ge — 1)log(2)
= . 4.34
FOT D@ 42l + 5 gle) Y
_ 25(N)
— convergence sous-exponentielle (w > )
glog(2)
lu— Aa(w, Nyully < Clg, N)VMexp (~S(N)M¥), (4.35)
log(2
i = 05(2)g ~(4.36)

S(N) (2log(2) +log(1+ X0, g/gn))

La constante C' ne dépend pas du cardinal M et est donnée par (4.32).
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Preuve :
La preuve est similaire a celle du cas de I’ensemble stochastique borné, elle consiste a
combiner I'estimation du théoréme 4.2 avec ’estimation donnant le nombre des points
de collocation de Gauss en fonction du niveau w déduite du lemme 4.1 :

log(M)
210g(2) + log(1 + XN, 9/9n)
< VM.

S

VIS

Remarque 4.2.

Lorsque le champ aléatoire est exponentiel de la forme k = e, il est une fonction en-
tiere par rapport d la variable y. On conjecture (d’aprés la comparaison qu’on avait
établi entre Uerreur sur u et Uerreur sur Uindicateur k=1 f), que la fonction u est aussi
entiére suivant y. L’erreur unidimensionnelle de linterpolation U™ est de la forme
O(e‘gnm(in)), avec gn, > 0, et ceci méme si I' est non borné comme le montre la proposi-
tion 3.2, ainsi on en déduit que l’erreur de la méthode des grilles clairsemées est aussi
donnée par :

|lu— Ao(w, Nul|lyy < Ci(g, NYM™*, (4.37)
g

= = . 4.38

. 21og(2) + log(1 4+ SN, 9/n) ( )

Remarque 4.3.

— On observe que le taur de convergence sub-exponentielle est satisfait lorsque w >
25(N)
glog(Q)
est borné). Cependant, cette estimation a peu d’intérét dans la pratique. Avoir des

(des valeurs assez grandes de w, deux fois plus grandes que dans le cas ou T’

niveaur w assez grands est rarement envisageable, a cause du probleme de grande
dimensionnalité.

— La condition ge — 1 > 0 dans le théoreme /.3 est nécessaire pour €établir une
estimation de [’erreur pour tout w > 0, dans le cas contraire, la convergence est
assurée par les grandes valeurs de w.

4.2 Approche des grilles clairsemées adaptative

La méthode des grilles clairsemées anisotrope permet de répartir les points de col-
location entre les directions, en prenant en compte leur variation. En comparaison avec
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la méthode isotrope, elle permet de réduire significativement 1’effort d’approximation.
Cependant quand la dimension stochastique N est grande, le cotit du calcul augmente
de fagon exponentielle avec la dimension, puisque le nombre total des points de collo-
cation augmente avec le niveau w. Il est donc important de chercher a bien choisir ce

niveau w.

La construction hiérarchique de I'algorithme des grilles clairsemées suggere immé-
diatement qu'une sorte d’extrapolation peut étre utilisée pour prédire la valeur de I'ap-
proximation au niveau qui suit en utilisant les résultats obtenus aux niveaux précédents
([11],[48]). Nous proposons d’utiliser ’extrapolation de Richardson pour améliorer 'in-
terpolation en utilisant les résultats antérieurs, et réduire ainsi nettement le coiit de
I’approximation.

On s’intéresse a 'approximation de la moyenne d’une quantité d’intérét de la fonc-
tion u, qu’on note par E[Q(u)] (par exemple I'espérance et la variance de u). On I'ap-
proche par I'approximation des grilles clairsemées anisotrope :

E [Q(u)] ~E [@ (AQ(N, w)u)] . (4.39)

Pour déterminer E [Q (.Aa(N , w)u)] , la méthode usuelle part de w = 0 et on augmente

le niveau par 1 jusqu’a satisfaire le critere d’arrét suivant :

e lo(avun]) | -Elo(aus )|l sl @)

Hy (D)

Le théoreme 4.1 donne une estimation de l’erreur commise en approchant u par
I'interpolation A, (N, w)u, en fonction de M,,, le nombre total des points de collocation
de la grille H, (N, w). Cette derniere estimation reste aussi vérifiée pour Q(u) (si @
est analytique, ou si @) est a dérivée bornée). Avec cette connaissance du comporte-
ment de I'erreur en fonction du nombre de points de la grille, nous pouvons appliquer
I'extrapolation de Richardson classique de la maniere qui suit.

Notons pour simplifier @, = E|Q|As(N,w)u ||, et supposons que nous avons

calculé une estimation de la moyenne E[Q(u)] & deux niveaux différents w — 1 et w, on
peut ainsi écrire approximativement selon les deux estimations suivantes :

Qu = E[Q (AQ(N, w)u)] = E[Q(u)l +C(a, N)M,, " (4.41)

Qu_1 =E [Q (AQ(N, w — m)] ~ E [@@)1 +Cla, N)M,™,  (4.42)
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o

log(2) +log(1+ Xy 5)
borné ). Une combinaison linéaire de (4.41) et (4.42), permet de construire I'opérateur

ou le taux de décroissance 7 est donné par 7 = ( pour T

de 'extrapolation de Richardson de la quantité E|Q(u)| au niveau w+ 1 de la maniere

suivante :

R(ElQ()]) - LA Gl (4.43

L’extrapolation R [ E[Q(u)] | permet une meilleure approximation de la moyenne E[Q(u)]

que celle au niveau w, c¢’est-a-dire ,,. Elle est peut étre comparable avec celle obtenue
au niveau w + 1.
QwMJL - Qw—lMﬁT
RIE —Q, = Y — Qu
(Biw]) - 0 -Gl g
(Qw - wal)MJT

—T —r 9
w—1 Mw

ainsi en utilisant (4.41) et (4.42), on déduit que :

R(E[Q(u)]) — Qu = Cla, N)M_™. (4.44)

D’autre part nous avons :

1Quw = Qunill < E[Qw)] = Qull + [[E[Q(w)] = Qurll
< Cla, N)(M,") + Cle, N)(M,, 1), (4.45)

ainsi les deux estimations (4.45) et (4.44) montrent que les deux erreurs ||Qu, — Q1|

et |R|E[Q(u)] | — Qull sont majorées par la méme borne. Cela permet de considérer

le critere d’arrét sur ’erreur au lieu de lerreur ||Qy — Qu+1||-

R (EQ)) - Qu

Dans notre approche, on ne calcule pas le prochain niveau (.41 dans la méthode des
grilles clairsemées si le résultat d’extrapolation est proche du résultat au niveau courant @,
par rapport a une tolérance donnée.

~ tol. (4.46)
Hy(D)

Q. - ®(El0w)

Ceci est grandement avantageux par rapport a 'approche classique qui compare la solution
a deux niveaux successifs, ce qui entraine souvent a calculer un niveau supplémentaire & un
colit substantiel. Généralement le colit d’un nouveau niveau est comparable au colit cumulé
de tous les niveaux précédents.
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Au lieu de cela, nous utilisons I'extrapolation de Richardson pour estimer notre quantité
d’intérét & un niveau supérieur, par conséquent, une réduction considérable de l'effort est

maintenue sans impact sur les précisions.

Pour tester la validité de cette approche comme un moyen d’accélération de la méthode
des grilles clairsemées anisotrope, nous considérons ’exemple simple de la variable aléatoire

N
Z = exp {Z cnYn} ,
n=1

1
les Y, sont indépendantes et suivent une loi normale N(0,1), et ¢, = —5, pour tout n =
n

suivante :

1,...,N. On s’intéresse a I'approximation de la moyenne et la variance de Z par :
E[Z] ~ E[AyL(N,w)Z]
Var(Z] =~ E[(Aa(N,w)Z)?] — (E[Aa(N,w)Z])>.
La moyenne et la variance exactes de Z sont données par :
E[Z] = /2¥aach
Var[Z] = & S

La fonction exp(.) est analytique sur tout le plan complexe C, par conséquent, l'erreur de
quadrature unidimensionnelle d’ordre m,, suivant une direction n est donnée par e~ 9",

Numériquement, une approche a posteriori décrite au chapitre 3 donne les valeurs des poids
{a, Y, pour N = 10.

aq &%) a3 Oy (67 Qg Q7 ag Qg 10

291519 |6.64 | 7.79 | 848 | 9.21 | 9.83 | 10.36 | 10.83 | 11.26

TABLE 4.1 — Les N = 10 valeurs des poids d’anisotropie obtenues en utilisant une
information a posteriori.

Niveaeuw |w=0|w=1lw=2|w=3|lw=4|w=5|w=06|w=7|w=
Heo(w, N) 1 3 7 21 57 137 325 759 1649

TABLE 4.2 — Le cardinal de la grille clairsemée anisotrope #H,(w, N), les poids d’ani-
sotropie sont donnés dans le tableau 4.1 .

Les tableaux 4.3 et 4.4 montrent une comparaison entre l'indicateur d’erreur classique
(Err(GCA)) avec celui basé sur l'extrapolation de Richardson (Err(ER)) pour des niveaux
w = 2,...,8. On définit pour la moyenne les deux quantités suivantes :

Err(GCA)(w) = ’E[AQ(N,w)Z]—E[AQ(N,w+1)Z]‘

)

Err(ER)(w) = ’E[AJN,w)Z]—R(E[Z])
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ou R(E[Z]) est calculé comme dans (4.43) (avec Q(Z) = Z).

Pour la variance, les deux indicateurs sont donnés par :

Err(GCA)(w) = ’Var[Aa(N,w)Z]—Var[Aa(N,w+1)Z]‘

Err(ER)(w) := .

’Var[Aa(N, w)Z] — R(Varm)

avec R(Var[Z]) est calculé comme dans (4.43) (avec Q(Z) = Z? — E[Z]).

On donne aussi le nombre de points de la grille H,(w, N), donnant ainsi une idée sur

I’effort qu’on évite sur chaque niveau de calcul . La comparaison montre que I'extrapolation

Niveauw |w=1| w=2 w=3 w=4 w=>5 w=26 w="7 w=28
Err(ER) | 0.019 | 2.92¢ — 3 | 8.62e — 04 | 2.8¢ — 04 | 5.9¢ — 05 | 1.05¢ — 05 | 1.59¢ — 06 | 2.29¢ — 07
Err(GCA) | 0.042 | 2.9¢—2 6.3e —03 | 9.4e—04 | 1.6e —05 | 2.5e —05 | 2.59e — 06 | 2.97e — 07
TABLE 4.3 — Indicateur sur I'approximation de la moyenne E[Z] utilisant la grille
clairsemée anisotrope (GCA) et 'extrapolation de Richardson (ER).
Nivecauw |w=1|w=2|w=3|w=4 w =25 w =06 w=7 w=38
Err(ER) 0.97 0.09 0.029 | 0.013 | 4.85e —03 | 2.18e — 03 | 6.45e — 04 | 1.26e — 04
Err(GCA) | 1.29 0.68 0.33 0.077 0.033 9.3e —03 | 1.41e — 03 | 2.53e — 04

TABLE 4.4 — Indicateur sur I'approximation de la variance Var[Z] utilisant la grille
clairsemée anisotrope (GCA) et I'extrapolation de Richardson (ER).

de Richardson fonctionne tres bien et offre une bonne approximation de 'intégrale au niveau
suivant. Le tableau 4.2 donne une idée sur l'effort de calcul & éviter sur le niveau ou nous

avons utilisé 'extrapolation.

4.3 Application a un probleme elliptique stochas-

tique

Cette section illustre la convergence et efficacité de I’approche adaptative proposée pour
un probleme stochastique linéaire. Pour tester la validité de cette approche comme un moyen
d’accélération de la convergence de la méthode avec une grille clairsemée anisotrope et de
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réduire le cofit des calculs, nous considérons un probléme bidimensionnel, a deux dimensions
spatiales, avec un parametre de diffusion k£ exponentiel et paramétrisé par des variables aléa-
toires non bornées. Les résultats des calculs présentés ici sont réalisés par le logiciel Matlab.

{ —div(kVu) = f dans Q x D := Qx]0; 1]2 (4.47)

u |pp="0

Le parametre de diffusion k est un champ aléatoire log-normal de la forme k = %, ot G (,°)

est un champ gaussien.

Pour simplifier la présentation, on suppose que le champ G est un champ aléatoire qui
dépend seulement de z € [0,1], et qu’il admet une fonction de covariance exponentielle :

) { |$1—$2}
cov[ry, z2] = 0” exp T
C

ol o2 est la variance de G et [, la longueur de corrélation. Le champ G est approché par sa
troncature de Karhunen-Loéve :

N
Gn(w,z) =~ Z VAnn ()Y (w). (4.48)
n—1

Les valeurs propres A, et les vecteurs propres ¢,, de 'opérateur de covariance sont donnés

explicitement (voir annexe) comme suit :

2102

Ap = —0
"I w2

©n = Bn (sin(wnx) + l ooy, cos(wnx)),
ol (wn)n>1 est la suite des racines positives de I'équation (I2w? — 1)tan(w) — 2. = 0
1

(ordonnées dans 'ordre croissant), et 3, =
(1+12w3)
2

Tl

Les variables aléatoires Y7,..., Yn sont gaussiennes centrées réduites et indépendantes.
La donnée f est une variable aléatoire, f(w,z1,22) = 10 + XN | ¥, (w).

On rappelle que nous avons (théoréme de trace) : Y52, )\, = o2, ainsi selon une valeur

de tolérance toly désirable sur la moyenne et la variance de u, on peut choisir le nombre de
termes N dans la série (4.48) satisfaisant le critere :

N
’ Z Ap — 02’ ~ toly.
n=1

Nous allons approcher u par la formule A,(w, N)u et calculer a la fois E[A,(w, N)u] et
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I, | toly=0.1 | toly=0.05 | toly=0.025 | tolny=0.01
1 3 5 9 21
0.5 5 9 17 41
0.1 21 41 82 204
0.05 41 81 163 408

83

TABLE 4.5 — L’ordre de troncature N dans la série (4.48) par rapport a la longueur de
corrélation [, et la tolérance souhaitée toly.

var[A(w, N)u] comme des approximations de I’espérance et la variance de la fonction u res-
pectivement. On prend un écart-type o = 1, le tableau 4.5 montre 'ordre de troncature N
dans la série (4.48) en fonction de la tolérance toly et la longueur de corrélation I..

Nous considérons deux cas de coefficients de corrélation I, = 1 et [, = 0.5, et on prend
lordre de troncature dans la série (4.48) comme N = 10 pour le premier cas et N = 21 pour
I’autre.

Les poids d’anisotropie aji,...,ay sont estimés en utilisant ’approche décrite dans le
chapitre 3, ol nous avons utilisé l'indicateur A = k= f et I'erreur de I'approximation uni-
dimensionnelle O(e~®"™n). Le tableau 4.6 montre les valeurs des poids (ay,)Y_; pour deux

valeurs de [..

le aq o) Qa3 QY a5 Qg Qa7 as 8% a0
1 3.02 | 412|494 | 5.67 | 6.07 | 6.50 | 6.86 | 7.17 | 7.44 | 7.67
le | o0 | @ | a3 | au | a5 | ag | a7 | ag | a9 | oo
0.5 | 3.08|3.84 | 456 | 5.07 | 5.60 | 6.01 | 6.21 | 6.51 | 6.78 | 6.99
Q11 | Qa2 | Qi3 | Qg | Q5 | (e | Qa7 | (g | Qg | Qo | Q2
7.20 | 7.39 | 7.57 | 7.72 | 7.87 | 8.01 | 8.14 | 8.08 | 8.20 | 8.31 | 8.41

TABLE 4.6 — Les N = 21 valeurs des poids d’anisotropie obtenues en utilisant une
information a posteriori, N = 10 pour le cas I, = 1 et N = 21 pour le cas [, = 1/2.

La méthode des grilles clairsemées serait plus compétitive que celle de Monte Carlo si le
taux de décroissance est plus grand que % L’erreur de convergence unidimensionnelle dans
ce cas de variables non bornées est de la forme O(e™ 9" ), on applique alors I'estimation du
théoreme 4.1. Elle donne une estimation de l’erreur, optimale et plus consistante. Pour cet

exemple, nous avons un taux similaire donné par :

log(2)eg

W= . (4.49)
21og(2) + log (1 + Zfzv:l g%)

Dans le tableau 4.7, on compare le taux de décroissance p avec celui montré comme dans le
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théoréme 1.4 i (cf [50]),
log(2)eg

= .
210g(2) + Xn1, g%

Rappelons que les g, sont les taux de convergence théoriques suivant chaque direction y,, de la

(4.50)

fonction u, nous les calculons numériquement en utilisant I’approche détaillée dans le chapitre

3, qui utilise 'indicateur k=1 f.

On considere une longueur de corrélation [, = 0.1, pour plusieurs dimensions stochastiques
N, nous comparons les deux taux u et fi.

N | 10 20 30 40 90 60 70
1.92 | 1.68 | 1.57 | 1.499 | 1.44 | 1.40 | 1.37
0.74 1 0.46 | 0.34 | 0.28 | 0.23 | 0.20 | 0.18

==

TABLE 4.7 — Comparaison du taux de convergence amélioré 1 comme dans (4.49) avec
celui 1 comme dans (4.50).

La méthode d’interpolation anisotrope des grilles clairsemées est plus compétitive que
celle de Monte Carlo si u > %, et c’est ce qu’on trouve numériquement, Tableau tab424 . Au
contraire, le taux de décroissance fi ne reflete pas cette compétitivité et efficacité puisqu’on
trouve numériquement que fi < %, deés que N > 20.

Les deux figures 4.1 et 4.2 comparent l'indicateur classique avec celui basé sur 'extrapola-
tion de Richardson, pour 'espérance E[u| et la variance Var|u|. L’indicateur classique compare
les deux approximations successives a deux niveaux w et w + 1, tandis que l'indicateur de

Richardson est basé sur l'extrapolation de u au niveau w + 1.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons repris la démonstration de ’estimation de I’erreur a priori de la
méthode de collocation sur des grilles clairsemées anisotropes [50]. Une convergence algébrique
plus fine de la méthode a été redémontrée. Cette estimation montre une compatibilité avec celle
de la méthode isotrope présentée dans [49], ce qui confirme encore 'efficacité de la méthode
en comparaison avec 'approche de Monte Carlo. Des estimations de 'erreur de la méthode
pour un ensemble stochastique non borné sont aussi établies.

Nous avons aussi appliqué au cas anisotrope une technique d’adaptation donnée dans
[11, 48] pour le cas de la méthode isotrope. Elle est basée sur 'extrapolation de Richardson et
consiste a utiliser 'information de I’erreur a priori et une combinaison linéaire des approxima-

tions calculées & des niveaux précédents pour prédire une amélioration des résultats. Le calcul
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—-Ind,,_(GCA)

—e-Ind,,_(ER)

A -Ind(GCA)
K -15
~o-Ind_(ER)

Log, (L% error)
IS
Log, (L% error)

6. . L . L L 55 L L L L L

Niveau w Niveau w

FI1GURE 4.1 — Comparaison de l'indicateur classique avec 'indicateur basé sur 'ex-
trapolation de Richardson dans le cas I, = 1 avec N = 10. A gauche lindicateur de
I’espérance et a droite celui de la variance .

it (6 ’ —-Ind,,_(GCA)

RN

Var

—e-Ind,, (ER)

Log,ol? erron
Log, (L error)

Noeasw Niveau w

FIGURE 4.2 — Comparaison de 'indicateur classique avec celui basé sur I’extrapolation
de Richardson dans le cas I, = 0.5 avec N = 21. A gauche I'indicateur de l'espérance
et a droite celui de la variance.

des poids d’anisotropie est estimé en utilisant 'indicateur introduit dans le chapitre 3. Cette
stratégie de résolution permet de réduire nettement le cofit de calcul exigé par l'approche
standard.

Dans le travail [28] les auteurs ont présenté une méthode de collocation multi-élément (ME-
PCM). Lorsque la dimension stochastique est modérée, cette approche montre une accélération
de la convergence de l'approximation, en comparaison avec la méthode de collocation de
tensorisation pleine, comme c’est décrit dans le chapitre 1. On pense qu’il est intéressant
d’étendre cette technique pour cette approche des grilles clairsemées avec une analyse de
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FIGURE 4.3 — L’espérance E[A,(w, N)u| et la variance Var[A,(w, N)ul, le cas [. =

avec N = 21 et w = 4.

Perreur a priori, pour augmenter la performance de 'adaptation.
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Analyse numérique du couplage de
I’équation d’écoulement et de
I’équation d’advection-diffusion
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Chapitre 5

Analyse numérique de I’équation
d’advection-diffusion dans un milieu
aléatoire

On s’intéresse dans ce chapitre & 'approximation numérique de la solution du couplage de
I’équation d’écoulement dans un milieu poreux aléatoire avec 1’équation d’advection-diffusion,
plus précisément, a I'approximation de la valeur moyenne de ’extension d’un soluté introduit
au temps initial (¢t = 0), et la valeur moyenne de la macro-dispersion. On propose une ap-
proche présentée dans [15, 53, 9, 23] basée sur la méthode de Monte-Carlo pour tenir compte
des incertitudes. L’équation de ’écoulement peut étre résolue en utilisant des éléments finis-
mixtes. L’équation d’advection-diffusion est vue comme une équation de Fokker-Planck, ainsi
sa solution est approchée par une méthode particulaire probabiliste. L’extension peut en ef-
fet étre exprimée comme ’espérance d’une fonction de la solution de ’équation différentielle
stochastique correspondante, et est calculée par un schéma d’Euler et une méthode de Monte-

Carlo.

Dans [15, 53, 9, 23], le calcul de la dispersion comme dérivée de ’extension moyenne est
donnée en utilisant une approximation par différences finies. Ceci exige un controle efficace et
compatible entre le pas de discrétisation du temps et celle des différences finies.

Nous proposons ici de calculer la dispersion explicitement en utilisant la formule d’It6. En
se basant sur l’erreur faible du schéma d’Euler, et sur I'erreur spatiale, nous établissons des
estimations a priori sur I’extension et la dispersion moyenne.
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5.1 Probleme physique

5.1.1 Equation de I’écoulement

Nous considérons un milieu poreux isotrope de porosité € = 1. Le domaine D est un pavé
borné de RY, avec d = 1,2,3. Soit (Q,2,P) un espace de probabilité complet, pour prendre
en compte les hétérogénéités des formations géologiques et le manque d’informations sur les
données, nous considérons un modele d’écoulement stochastique, ou les parameétres et les
données sont considérés comme des fonctions aléatoires. Un exemple classique fréquemment
rencontré dans la pratique, est une perméabilité k£ donnée par un champ log-normal donné
par :

k(w,z) =@ 1 eD, etweq, (5.1)
ol G est un champ gaussien dont la fonction de covariance est exponentielle ou gaussienne,
donnée sous la forme suivante :

_ 0
COV(.’I},y) - 02 eXp <_||xly‘|2> ) (.’L’,y) < D27
c

avec = 1 pour une covariance exponentielle, ou 6 = 2 pour une covariance gaussienne, [. est

la longueur de corrélation, o2 la variance de G.

On consideére un écoulement stationnaire dans un milieu poreux incompressible donné par
la loi de la conservation de la masse, divv = 0 et 1’équation de Darcy, v = kVu, ou v est
la vitesse de Darcy et u la charge. Ces deux équations sont complétées par des conditions
aux limites, par exemple une condition de Dirichlet sur une partie de la frontiére 9; D, et une
condition de Neumann sur 'autre partie 9o D ;

—div(v) =0 dans Q x D
v=—kVu, (5.2)
ulo,p = g1, 9%lo,p = go-

En pratique, le coefficient de perméabilité est donné par une série de Ny termes, comme
dans le cas de la troncature de K-L dans ’Exemple 1.2. Ainsi, on suppose que le champ
aléatoire k(-,-) est donné par une paramétrisation de Ny variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées.

5.1.2 Equation d’advection-diffusion

On suppose qu’'un soluté inerte est injecté dans le milieu poreux. La migration de ce soluté
est gouvernée par la convection, la diffusion moléculaire et la dispersion cinématique. Pour
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simplifier I’étude, la dispersion cinématique est négligée. Ici, nous considérons une diffusion
moléculaire, supposée homogene et isotrope. Ce type de migration du soluté est décrit par
I’équation d’advection-diffusion :
Oc(w, z,t)
ot

ou c représente la concentration du soluté dans le milieu poreux, v la vitesse de Darcy, et D,

+v(w,x)Ve(w, z,t) — DypAc(w, x,t) =0 (5.3)

le tenseur de la diffusion moléculaire. La condition initiale a ¢ = 0 est donnée par l'injection du

T4
soluté, a savoir que ¢(0,x) = m, ou A représente un sous-ensemble contenu dans le domaine

physique D, et |A| représente son volume.

5.1.3 Quantités d’intéréts

Nous définissons maintenant les deux quantités [33] que nous voulons calculer. On
note par |.| et < .,. > respectivement, la norme euclidienne et le produit scalaire dans R?. On

introduit le centre de masse de la distribution de soluté :

C(w,t) :/Dc(w,t,:z):rdx. (5.4)

On s’intéresse a 'extension S,

S(w, ) :/ c(w, b, 2) [z — Cp(w, 1) 2da, (5.5)
D
et a la dispersion définie comme la dérivée de I'étalement S(.,.) :
1d )
D(w, ) = ff/ o, b, )|z — Cp(w, 1) 2da. (5.6)
2dt Jp
Notre objectif est 'approximation des quantités d’intérét suivantes :
L’extension moyenne : S(t) = E,[S(w,t)]. (5.7)
La dispersion moyenne : D(t) = E,[D(w,t)]. (5.8)

5.2 Description de ’approche numérique

5.2.1 Meéthodes particulaires stochastiques

Considérons I’équation d’advection-diffusion dans un milieu déterministe, qui décrit I’évo-
lution spatiale et temporelle de la concentration ¢ d’un soluté. Cette évolution dépend de la
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vitesse de ’écoulement v et du tenseur de diffusion moléculaire D,,, et est donné par :

gi +v(z)Ve— DyyAc=0 dans [0,T] x R?

(5.9)
c(0,z) = co(x) x € R4

Puisque div(v) = 0 et D,, est une diffusion constante, I’équation (5.9) est une équation de
Fokker-Planck.

La méthode particulaire stochastique ou "random-walk" est une méthode qui consiste a
simuler un nuage de particules sur le domaine D. Le mouvement des particules est caractérisé
par un processus aléatoire, dont la densité de probabilité est donnée par la concentration
c(+,-) [36, 33]. Puisqu’on s’intéresse a calculer des quantités données par des intégrales de la
concentration ¢, la méthode de "random-walk" est plus avantageuse que les méthodes d’ap-
proximation directes, car nous n’avons pas besoin de calculer une approximation de ¢ sur

chaque point de ’espace.

Pour approcher la solution de 1’équation de Fokker-Planck (5.9) avec une méthode proba-
biliste particulaire, nous définissons I’équation différentielle stochastique associée :

{ dX; = v(X;)dt + /2D, dW,

Xo—c. (5.10)

ou (W) est un mouvement brownien défini sur un autre espace de probabilité (0, F;, P), ¢
est une variable aléatoire F;-indépendante qui admet ¢y comme densité de probabilité. Pour

notre exemple, ou ¢y = ﬁTA‘, ¢ est une variable aléatoire de loi uniforme sur ’ensemble A.

Remarque 5.1.

L’équation d’advection-diffusion (5.9) n'est en réalité définie que sur le domaine physique D.
Le lien entre cette équation et 'EDS (5.10) est bien établi seulement quand [’équation (5.9) est
considérée sur tout ’ensemble R%. Pour ’étendre, on suppose que le domaine D est considéré
tel que la concentration est presque nulle sur le bord, une extension continue du champ de la
vitesse v par zéro est alors considérée en dehors de voisinage du domaine D.

1 sur D

v=ulpy, oiy e COO(]Rd) { 0 en dehors de D

ot D, est un petit ouvert contenant D.

Le processus X; admet la concentration ¢(-, -) comme densité de probabilité. Le centre de
masse de la distribution est donné par I'espérance de Xy :

Cont) = /D oft, z)edz = E[X],

et 'extension S, qui est la propagation des particules autour de la masse C,, est donnée par
la variance de X;

S(t) = /D c(t, z)|x — Con|2dz = E[| X3|%] — [E[X]|%- (5.11)
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1d
La macro-dispersion temporelle est définie par D(t) = 5%5’ (t), et exprime la vitesse avec
laquelle le soluté s’étend.

Différentes approximations ont été proposées dans [15, 53, 9, 23, 22, 57] pour le calcul de
la dispersion D(t), cependant, il est difficile de quantifier ’erreur commise. Dans [15, 9, 23] les
auteurs utilisent une différence finie, pour approcher cette dérivée en temps, et une estimation
de l'erreur commise par cette approximation est donnée dans [15]. Elle montre une dépendance
des pas de différences avec le nombre des simulations de Monte Carlo, qui limite 'efficacité de
I’approximation. Ici on propose d’utiliser la formule d’It6 pour donner une expression explicite
de cette dispersion comme fonction du processus X;, permettant ainsi d’établir une estimation
de l'erreur d’approximation temporelle et spatiale.

Proposition 5.1.

Soit Xy solution de 'équation différentielle (5.10), S(-) extension donnée par (5.11), et

1
notons par D(t) la dérivée §%S(t), alors D(t) est donnée explicitement comme suit :

D(t) = E[< X, v(X;) >]— < E[Xy], E[v(X,)] > +trace(Dy). (5.12)

Preuve

Par la formule d’It6, le processus Y; := | X;|? satisfait I'EDS suivante :
dY; = (2 < Xy, v(Xy) > +trace(2D,y,))dt + 21/2D,, X od W,
Une intégration de cette derniere EDS entre 0 et ¢, donne :
Y — Yy = /Ot(2 < Xo,0(Xs) > +trace(2Dy))ds + 2/0t V2D X oW,
On en déduit que :
E[Y}] = E[|Xol?] + /0 {(2E[< X, 0(Xs) 3]+ trace(2D,,))ds.
Sachant que les trajectoires de X; sont continues, on obtient

d
aEHXtF] = 2E[< Xy, v(Xy) >] + trace(2Dy,) (5.13)
. d
De méme, sachant que %E[Xt] = E[v(Xy)], alors :

GBI = 2 < E[X] Bfp(X)] > (5.14)

et en combinant (5.13) et (5.14), on conclut que la fonction S(t) est dérivable et une expression
explicite de D(t) est donnée par :

D(t) = 5 EIX - X
= E[< Xt,v(Xy) >]— < E[Xy], E[v(Xy)] > +trace(Dy,).
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Le tenseur de diffusion D,, a des composantes constantes, les schémas de discrétisation
d’ordres élevés n’ont pas de grand intérét dans ce cas. On utilise ainsi le schéma d’Euler pour
approcher le processus X, donné par la suite des variables aléatoires { Xy (t;)};,

{ Xo(ti41) = Xn(t) +0(Xn(01))0t +V2Dpt&, 1=0,...,n—1

outg =0 <t <...<t, =T une parition de [0;T], ot = [ Jnax 1(tl+1 —t;) et & :=
<I<n—
(&0, .-, &n—1) un vecteur aléatoire gaussien de composantes indépendantes.

On simule M réalisations indépendantes {fj}jj\il du vecteur aléatoire &, on obtient des
simulations du processus {X;. j]\/il. On peut ainsi donner des approximations des quantités
d’intéréts S(t) et D(t) par des moyennes empiriques Sy (t) et Dps(t) données par :

1 Y N LA
Sn(t) = — N - — Y xi@)] . 5.15
m(?) M;\ (®) W 25 X0 (5.15)
1 M 4 . 1 M .
DM(t):MZ<XgL(t),v(Xg(t)) >3 > < XI(t),v(XE(1t) > +trace(Dy,).  (5.16)
j=1 jk=1

5.2.2 Approximation dans un milieu aléatoire

La perméabilité k est un champ aléatoire permettant de modéliser les incertitudes dans le
milieu. Le champ k est paramétrisé par une série de variables aléatoires supposées indépen-
dantes. On suppose que les incertitudes sont importantes, ainsi le nombre des variables dans
k est important. On utilise la méthode de Monte Carlo pour traiter ces incertitudes.

Plus précisément, nous considérons N réalisations indépendantes du champ de la perméa-
bilité k(w1,.)...,k(wn,.). Pour chaque i € [1, N], on calcule la réalisation du champ de la
vitesse v(wj, .), ainsi en utilisant approche ci-dessus (du cas déterministe), on calcule, 'exten-
sion ¢ et la dispersion D?, correspondant & chaque réalisation v(w;, .). On approche ainsi I’ex-

tension moyenne par S(t) ~ % SN | Si(t) et la dispersion moyenne par D(t) ~ + SN D).

Pour la suite, 'indice ¢ va désigner une simulation du processus par rapport a w et 'indice

J une réalisation par rapport a 6.

L’extension moyenne peut étre approchée par

1 jv: | M ) | M2
St~ ~ [ LS P - y X3 (1)
N \i= Mj:l Mj:l
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et la dispersion moyenne par,

1 N1 X - - 1 M - ,
D(t) ~ N Z i Z < X (t),v(X(t)) > 2 Z < XBI(t), v(XEF(t)) > | +trace(D,y,).
i=1 j=1 g k=1

(5.18)

5.3 Analyse de approche numérique

Dans cette section, on s’intéresse a l’estimation de l'erreur commise en approchant des
quantités d’intérét par les approximations (5.17) et (5.18). Naturellement, cette erreur est
donnée en fonction du pas de temps dt, du pas de la discrétisation spatiale h et du nombre
de réalisations M et N qui controlent 'erreur statistique.

L’analyse numérique de 'approche décrite ci-dessus nécessite que la vitesse v soit suffi-
samment réguliere par rapport a la variable z € D. Cette régularité est naturellement associée
a celle du champ de la perméabilité k. Nous considérons alors I’hypothése suivante :

Hypotheése 5.1.
Le champ de perméabilité k € L*(Q,C™(D)) avec 0 < a < 1 et r > 0, est tel que pour tout
reD,

0 < kmin(w) < k(w,z) < kpae(w), V pswe

N . , . . —1 2
ol les deux variables aléatoires Kyin, kmae €t 'inverse k, ;. sont dans L=(£2).

L’espace C™*(D) désigne 'espace des fonctions r fois dérivables, dont la dérivée r*™¢ est

a-holdérienne.

Notons aussi que ’approche numérique proposée suppose que l’équation d’advection-
diffusion est posée dans tout RY. Pour surmonter cette diffuculté, nous supposons que les
conditions au bords de I’équation (5.3) sont de type Dirichlet, puisque dans la pratique le do-
maine D est choisi trés grand par rapport a ’ensemble A et une trés petite quantité de soluté
atteint le bord. On peut ainsi étendre continfiment par zéro la vitesse sur tout I’ensemble RY.

5.3.1 Approximation de I’équation de I’écoulement

On souhaite construire une approximation précise de la vitesse discrete vy. Ceci permet de
minimiser l’erreur globale commise sur la simulation de I’équation du transport. On considere
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ainsi, une approximation par la méthode des éléments finis-mixtes. Cette méthode permet de
fournir simultanément une approximation de la charge hydraulique u et la vitesse v avec une

méme précision. Considérons le probleme elliptique suivant :

5.19
u’aD =0. ( )

{ —div(kVu) = f dans Q x D
ou le second membre f prend en compte les conditions aux bords de (5.2) tel que f € C¥(D).

Proposition 5.2. Sous I’Hypothése 5.1, le probléme (5.19) admet une solution unique u €
L2(Q;C7Th2(D)), et v € L?(;C™%(D)).

Le probléme (5.19) admet pour chaque w € € une solution unique u(w,.) dans H}(D),

pourvu que le bord 9D et le second membre f soient réguliers,

I £1l2(py

e, Moy < Co7= 5

puisque k1 € L?*(w) nous avons u €L2(Q; H}(D)).

D’autre part, une intégration par parties montre que nous avons :

Ik o ey = = [ ulew, Jdiv(o(w,)da

[w(w, M2yl fllz2(py

IN

on en déduit que
|v(w, ‘)H%Q(D) < Emaz (W) |lu(w, ')HLQ(D)H]CHLQ(D)

Par Cauchy-shwartz, on conclut que v € L*(Q; L?(D)).

Si de plus les trajectoires de k sont dans C"%*(D), alors un théoréeme de régularité elliptique
[20, 40] montre que les trajectoires de la charge hydraulique sont de classe C"+1¥(D). Ainsi,
les trajectoires de v sont dans C"*(D). m

Une formulation mixte du probléme (5.19), pour chaque réalisation w € € est donnée par

la formulation faible suivante :

Chercher (u,v)(w) € L?(D) x H(div, D) telle que
E~lvwdz —l—/ u div(w)dz =0 Vw € H(div, D) (5.20)

D
/Ddiv(v)ud:v = / —fudx Yu e L*(D)
D D

On considére une triangulation réguliére {7 }x~o du domaine D. On approche la vitesse
vy, dans 'espace d’éléments finis de Raviart-Thomas RTy(7;) d’ordre 0 comme un sous espace
de H(div, D), et la charge hydraulique u dans I'espace des constantes par morceaux M. On
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cherche ainsi, une approximation discréte (uy,vy) solution du probléme discret suivant, pour

presque stirement tout w € 2 :
/ k~Yopwpdx +/ updiv(wp) =0 Ywp € RTo(Tr)
D

(5.21)
A div(vp)pp = /D —fpndx, Vpn € My,

Le probléme (5.21) est bien posé [13] et, pourvu que la solution exacte (u, v) soit suffisamment
réguliere, nous pouvons appliquer ’estimation d’erreur déterministe de I’approximation mixte
[13]. Ainsi, nous avons l’estimation suivante pour la norme L2(Q; L2(D)) x L?(Q; H(div, D)) :

Proposition 5.3.

Soit (u,v) solution de (5.20) et (up,vp) solution du probléme discret (5.21). Alors nous
avons [’estimation suivante :

v — vrll L2 @:m(div)) + 1 — vl 2:02(p)) < Ch(HU”L?(Q;Hl(D)) + ||u||L2(Q;H1(D))>a (5.22)

ot la constante C' est indépendante de h.

Nous rappelons le résultat classique du calcul stochastique [37, 2] qui relie la solution de
I'équation (5.9) avec celle de 'EDS (5.10).

Probléme 5.1.

Supposons que v € Cg’a(Rd), avecr >0 et 0 < a <1, cg € CQ(RY). Alors Iéquation (5.9)
admet une solution unique ¢ € C+*77(]0,T],RY), et admet X; solution de I’EDS (5.10) comme

densité de probabilité.

5.3.2 Erreur de discrétisation en temps

On présente dans la suite un résultat préliminaire, utile pour l'estimation de l’erreur
en temps. Considérons (O, F,P) un espace de probabilité complet, et notons par C’Z’Q(Rd)
I’espace des fonctions de classe C", qui sont bornées, ainsi que leurs dérivées, et la dérivées
POMe oot F5ldérienne. Notons aussi par C;ol(]Rd) I’espace des fonctions de classe C”, qui
sont a croissance polynomiale, ainsi que leurs dérivées. Soit X; un processus sur © solution

de 'EDS suivante :

{ dX; = v(Xy)dt + odW,; (5.23)

Xo = (.

ot ¢ > 0, le drift v € Cp"*(R?), avec 0 < o < 1 et 7 > 0. La variable aléatoire ¢ est

Fi-indépendante, ou F; et la filtration canonique de W;. On considére une partition quasi-

uniforme de [0,7],tp =0<t; <...<t, =T avec un pas de temps 0t = ,Jnax 1(tl+1 — ).
<I<n—
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Soit X,,(t) une approximation continue de X; obtenue par le schéma d’Euler [52, 61] :

{ dX,(t) = (X, (t))dt + cdW;  t; <t <ty

oul=0,...,n—
suppose aussi que pour tout p > 0, la variable aléatoire ¢ vérifie E[|¢|?P] < oo, ce qui permet
d’assurer pour tout ¢ < p, l'estimation suivante (cf [30]) :

E[|1X:[*%) < (1 +E[|¢]*])e; vt € [0,T],

ou la constante C; > 0 ne dépend que de T', ¢ et ||1)HC1,Q(Rd). On en déduit ainsi que pour
b

tout g € C}, (R9), il existe my > 0 telle que

E[|g(Xt)]2p] <my < 0. (5.24)

On s’intéresse a I'erreur faible du schéma d’Euler lorsque le drift n’est pas C2, cette erreur

avait été étudiée dans [47] ot on démontre une convergence d’ordre pour un drift

1
de classe C;’Q(Rd). Une estimation d’ordre ta

additif. Nous donnons ici une autre preuve du méme ordre de convergence pour des raisons

était présentée dans [15] pour un bruit

de complétude. L’estimation peut étre étendue facilement pour un bruit multiplicatif.

Proposition 5.4.

Supposons que E[|Xo|P] < oo pour tout p > 1, la fonction v est de classe Cl’a(Rd), alors

le schéma d’Fuler est d’ordre °‘+1 pour des fonctions tests g de classe Cra(Rd), avecr > 1 et
O0<a<l.
atl
3C(T, g) > 0, [E[g(X7)] - Elg(Xa(T))]| < C(T' 9)(6t) >
Preuve :

Considérons 1'équation de Kolmogorov associée a I'EDS (5.23) :

ot 2 = ‘ (5.25)
u(T,z) = g(x).

Alors, la solution u € CY3([0, T[,R?) est donnée par [37, 2] :

t
{ Ot ) o Gut P Au—0 0<i<T

u(t,z) = Elg(X7)| Xy = 2],
en particulier u(0, Xo) = E[g(X7)], I'erreur faible est donnée de la fagon suivante :
er = Elg(Xn(T))] - Elg(Xr)]

= Eu(T, X,(T))] — E[u(0, Xo)] Zek+1,
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ot on a posé exy1 = Elu(trr1, Xn(tp+1))] — E[u(ty, Xn(tx))]. Nous avons par la formule d’It6

ltis, X)) = ulte Xa(t)) = [ o @Z (X (t)) Vi + U;/Au> (5, Xn(s))ds
k
+ ttkH oVu(s, X, (s))dWs,
k
par conséquent, 'erreur partielle ey satisfait
e = /t” E [(?;Z +o(Xn(te)).Vu + U;Au> (s, Xn(s))} ds.

En utilisant I’équation de Kolmogorov (5.25) au point X,,(s), nous obtenons :

S /ttkHE[(U(Xn(tk))—U(Xn(s))>.Vu(s,Xn(s))]ds (5.26)
A

tet1
oll nous avons posé Jy := / " E[(v(Xn(tk)) — U(Xn(s)))Vu(s,Xn(tk))] ds, et le premier

t
terme J; par : ’

5= /t:kHE[(v(Xn(tk))—U(Xn(s))>.v<u(s,Xn(s))—u(s,Xn(tk))>ds

< | E| (lellese [DPu(s, 2)1 0 (t) = Xa(s)P s

Xn(t) — Xn<s>|4] '

IN

tet1 9
L WelleralD2u(s, 2) 0B
k

ou on a utilisé la formule de Taylor, avec Z = aX,,(tx) + (1 — a) X, (s) et a € [0, 1], ainsi que
I'inégalité de Cauchy-Schwartz.

En utilisant I'inégalité (5.24) et le fait que E[|X,(tx) — X.(s)[*] = O(6t)® pour tout
s € [tk, tx+1], on conclut qu’il existe C; indépendante de 0t :

Jy < C1(6t)% (5.27)

Posons &, = X, (s) — X, (tx), par la formule de Taylor :

V(Xn(s)) — v(Xn(tr)) = Do(Xn(ty))ex + /Ol(Dv(rek + X () — Du(Xn(ts))).crdr
(5.28)

Nous avons ¢ = v(X,,(tx))(s — tx) + o(Ws — Wy,), les deux variables X, (t;) et Wy — W;,
sont indépendantes, et E[W, — W;, ] = 0, alors on en déduit que :

E Dv(Xn).skVu(s,Xn(tk))} _ IE{Dv(Xn(tk)).U(Xn(tk))Vu(s,Xn(tk)) (5 — 1)

< mq||v||gl,a(Rd)5t (5.29)
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D’autre part, puisque v € C*(R%) on a :

E{/Ol(l?v(rsk + X (tr)) — Du(Xn(tr))).exVudr| < ||’l)||c1,aE|:VU(S,Xn(tk))|€k|a+1

x|

< lvlleramy,
L%(®)
1+

2

(Inégalité de Holder) < |jv||cr.amp(dt) (5.30)

En combinant les deux estimations (5.30), (5.29) avec I’égalité (5.28), on déduit que pour tout
S € [tkvtk—&-l] : . "
E[(v(Xn(s)) = v(Xn(t)))Vuls, Xn(t))] < C(61) 27, (5.31)

ainsi, on obtient une estimation de terme Js,
tht1 ~ atl_ g
Jo :/ E|:(’U(Xn(8)) —0(Xn(te))) Vu(s, Xn(ty)) |ds < C(6t) =t (5.32)
ty

En combinant les deux estimations (5.32) et (5.27), on déduit que
ex1 < O(31)°F L,

ou la constante C' ne dépend que de v, Xg, g et T. Le résultat final de la proposition est
obtenu par sommation sur k. B

Lorsque un drift v est seulement dans C,? *(RY), nous avons I'estimation de 'erreur faible
du schéma de la forme suivante :

Proposition 5.5.

IC(T,9) > 0, [Elg(X7)] - E[g(Xu(T)]| < C(T, g)(5t)%. (5.33)

Preuve :
Considérons u solution du probléme (5.25), en reprenant le début de la preuve de la proposition
5.4, nous avons

n—1
er =Y epi1,
k=1

ou chaque erreur partielle e, est donnée comme dans (5.26),

€rr1 = /t:kH E |:(U(Xn(tk)) - v(Xn(s))) Vu(s, Xn(s))} ds

< /t:k“(EuwS,Xn(s))F])%(E[\v(Xnuk»—v<Xn<s>>12D2ds
< mp/t:k“ (E[|Xn(s)—Xn(tk)|2°‘]>éds. (5.34)
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Nous avons par 'inégalité de Holder,

E|1X,(s) - Xalto)P?| <

<
(

IN

< c(5t)”,

en substituant dans (5.34), on obtient
tkt1 o
e(ty) < cmp/ (6t)2ds,
123

ainsi, on conclut par sommation sur les k. B

5.3.3 Erreur de la discrétisation spatiale

On considére le processus continu X,,(t) qui est une perturbation de X, () donnée par le

schéma suivant .
X,(t) = 0(Xn(t))dt + 0dWy <t <tp1,1=0,....,n—1
Xn(to=0)=¢
ou le drift ¥ est une extension par zéro en dehors d’'un voisinage de D de la vitesse vy,
approximation de v par les éléments finis mixtes. La fonction v est aussi prolongée par zéro

comme la fonction . Les deux fonctions v et ¥ sont dans L?(R%), le prolongement est considéré

de sorte que,
[v =0l L2mey = O(llv[p — vallL2(p))-

La proposition suivante concerne I'erreur dans L?(0) commise en approchant X,, par X,,.

Proposition 5.6.

Soit v et © dans L?>(R?), avec v L—lipschitzienne. Alors, pour tout T > 0, il existe une

constante C' > 0, telle que ’estimation suivante soit vérifiée :

N|=

(E[ sup | X, (t) — Xn(t)‘2}> < Cllv — 9| 2 (wa)- (5.35)

0<t<T

Preuve

Posons pour tout 0 <1 <n—1,t <t <tjpq, e = Xn(t) — Xp(t), et yp1 = sup  Ef|ed]?].
t<t<ti41
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Nous avons :

el = Jen + (B(Zn(t) — v(Xa ()t — 1)
< lenl+ ([oXam) — ol Fa)] + [o%a ) - o X))ot
< e |(1+ Lot) + |5(Xn () — U(Xn(tl))‘ét,

On pose v := (1 + Ldt), on déduit de ce qui précede que :
e < e l?v? +10(Xn(t) — o(Xn(t)) (1) + 2(eclvV/t, [5(Xn (1) — 0(Xn(t))|V)
< e PP (1+ 6t) + [6(Xn (1) — v(Xn(t)1*(6t + (5t)%). (5.36)
Alors d’apres la borne (5.36) on obtient :
pus1 < VA(L+ 6t)p + 28tE[|5( X (1)) — v(Xn(8))]7)- (5.37)

D’autre part, considérons &(,.) la densité de probabilité de X,,(t), alors nous avons :

ElJo(£a(t)) —v(Ku@)) = [ 1o(y) = o(0) Peltr, v)dy

< sup sup é(t,y)|v — 77”%2(]1@)
0<t<T yecRd

IN

Cllo - 8122z,

la constante C' < oo dépend de o, ¢q et ||v]|oo. Par conséquent, en substituant dans ’estimation
(5.37), et par une récurrence on obtient,

prpr < V(L4 6t 4 26tC v — 02
l ~ -1 7
< <y2(1 + 6t)> i1+ 26000 — ]2, 3 <u2(1 + (5t)>
=0
(5.38)

D’autre part nous avons :

p = sup E[jv(Xo) — 8(Xo))(t — to)[*]

to<t<ty
= leollscllv — ll 2 eyt

En substituant dans (5.38), on obtient pour tout 0 < k <n

l J
it < Clo =772 g Z<V2(1 - 5t)) St
j=0
!
< C’Hv _ @H%d Z o(RLADT 54
j=0
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La constante C' = CTeLDT dépend de ||colloos [|DV]|oo €t |[0]lo. ®

Notons que la proposition 5.6 donne une erreur forte, c’est-a-dire dans la norme de L?(0).
Pour la suite de ’analyse, nous n’avons besoin que d’une erreur faible. Le corollaire qui suit
montre qu'une borne de cette erreur est obtenue & partir de la norme L*(0).

Corollaire 5.1.

Considérons une fonction test g dans C;Ol(Rd), alors il existe une constante C > 0 telle
que pour tout T > 0, l'estimation suivante est vérifiée :

OEIET\E[ w(1) = 9(Xn(®)]| < Cllo = ] 2 ey (5.39)

Preuve

Par la formule de Taylor, nous avons :

9(Xn() ~ 9(%a(t) = [ "Dy (1 Xa(t) + (1 - 1) X)) (Xalt) — (1)) dr

0

On en déduit que :

273
dr

~ . 1l B
E |9(Xa(t) — 9(Xu()] <E|IXu(t) - ZuP]* | E UDQ (rXa(®) + (1= )X (1))

(5.40)
La fonction Dg est a croissance polynomiale, on en déduit d’apres la borne (5.24) qu'’il existe

1
my, finie tel que E [Dg (TXn(t) +(1- T’)Xn(t))} ? < 'my. On en déduit,

[

E [9(Xn(t) — g(Xn(1))] < 1 [|Xon(t) — Xn(t)?]
Ainsi, par la borne (5.35) on conclut 'estimation du corollaire. m

Remarque 5.2.

On note que lestimation (5.39) du corollaire précédent reste aussi vraie dans le cas ou la
fonction test g est seulement lipschitzienne.

5.3.4 Erreur sur ’extension moyenne

Nous rappelons que (2,2, P) et (©, F,P) sont deux espaces de probabilités, et v un champ
aléatoire sur (£2,2(, P), W un mouvement brownien d-dimensionnel sur (0, F,P), et D,, est
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le tenseur de diffusion. Pour presque tout w € Q, X;(w,.) solution de 'EDS suivante :

{ dXi(w,0) = v(w, X¢(w, 0))dt + /2D dWi(0)  t € [0,T],
Xo(w,0) = Xo(6),

ou la variable aléatoire X est W;-indépendante et admet ¢y comme densité.

(5.41)

On considere une suite de réalisations {vh} Y, de la vitesse vy, on construit ainsi la suite
des processus { X, (w;, -)}Y,, ot chaque processus est solution du schéma d’Euler de 1’équation
(5.41) qui correspond a la réalisation v} :

{ dX(wi, 0,1) = vl (X (w;, 0,1)))dt + /2DpdWi(0) 1 <t <ty

X (w;, 0,0) = Xo(6), (5.42)

Pour chaque 1 < i < N, on considére M réalisations {(X,(w;, 0;,t) 1L j=1, et on note pour des
raisons de simplification chaque réalisation X, (w;, 6;,t) par X253 (t). On définit une approxi-

2) . (5.43)

La proposition suivante montre erreur commise en approchant S(-) par lapproximation

mation Syyn(-) de I’extension moyenne S(-) par :

- 1 X 1M 1Y < i
SMN(t)ZNZ(MZ\X#@)F—’MZXTL 7 (t)

i=1 j=1 i=1

Su ~(+), en particulier la précision en temps est d’ordre 1 sous ’hypothése que v est de classe
C! & dérivée lipschitzienne.

Proposition 5.7.

Soit v € C;’Q(Rd), et soit Syry Uapprozimation de Uextension moyenne E,[S;] comme
définie par (5./3), alors nous avons l’estimation suivante :

~ 1 1
| v ( ) vN VM

ot la constante C est indépendante de 6t, h, M et N.

Preuve :
La preuve suit 'approche développée dans [15, 16]. Naturellement, l’erreur peut étre divisée
en quatre quantités :
S — Sy = Erl 4+ Er2 + Er3 + Er4,

ou Erl, Er2, Er3 et Er4 sont définis par :

Bl = 8- B [Ell X0 - [EolX(0)]F]

Bi2 = Eu|Eo( X)) - [EolXu(0)F| - Eu [EallZa(0)) - EolKa(t)]]
RIA0l

Er3 = E,|Eg

-

Il
—

- M&(tmﬂ -3 (Bl TP - B0

7

Bt = 3o (BlELOF - BT O)F) - Suw.

1=

—
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Le premier terme Erl tient compte de la discrétisation en temps, ainsi en appliquant la
Proposition 5.4 avec g = |z|? puis g = x, on obtient :

o [Eoll Xef2) = Eo[| Xn(®)]] < 16t (5.44)

o Eo[X12 - |]E9[Xn(t)]|2} E, KEG[Xt] + EQ[Xn(t)]) (EG[Xt] - EG[Xn(t)]>,:|

IN

B (1000 + 16,020

< CQét.

Eo[X:] — Eo[ X, (t)] H

On combine ainsi cette derniére estimation avec celle (5.44), on déduit :
Erl < Cyot. (5.45)

En utilisant le corollaire 5.1, I'erreur de la discrétisation spatiale Er2 peut étre majorée de la
fagon suivante :
Er2 < CoEul||v — vnl L2 (may),

et puisque [[v — vpll2rey = O(||v — v L2(p)), on déduit en utilisant la borne (5.22),
Er2 < CoEu[|Jv — vnllr2(py] < he (5.46)

Psons Y7 ;(w) = Eg[|XZ(t)]?] et Yai(w) := |[Eg[XE(#)]]%, pour tout i = 1,...,N, les deux
systémes de variables aléatoires (Y1,)¥, et (Ya2,)¥, sont respectivement indépendantes et

identiquement distribuées, par conséquent :

my

Eo[| X7 (¢ — =S K[| Xt < —

E,[Eq]| Z ol < v

1 N mo

Eu[[Ea[ XL — < ) |Eg[XL(1)]? < —=

B0 -y LIRS0 < T

On en déduit que le terme Er3 vérifie :

Erggm7 (5.47)

VN

De maniére analogue, pour chaque i € [1, N], les variables aléatoires (X7 (t))M

Jj=1
tion de 6 sont indépendants et identiquement distribués, par conséquent les deux estimations

comme fonc-

sont vérifiées :

¢ ) 1
Eq[| X, (1)]%] — 72 | X5 ( -
o2 1M ? » B M
EZL0) - |- X0 < 20Xl Bl Xn (0] - o7 DX (0)
< 2m2

Vs
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par conséquence, le terme Er4 satisfait I’estimation suivante :

m1 + 2mg <m1+2m2

1N
|Erd(w, )| N; NIRRT

(5.48)

On déduit ainsi, I'estimation de la proposition en rassemblant les bornes (5.45), (5.46), (5.47)
t (5.48). m

En utilisant I'estimation de la proposition 5.5, et en adoptant les mémes démarches de

la preuve précédente nous avons ’estimation suivante pour une vitesse moins réguliere v €
CO(RY) N HY(R?) comme le montre la proposition qui suit.

Proposition 5.8.

Siv € CO*RY) N HYRY), et soit Syn Uapprozimation de lextention moyenne Eq[Sy]
comme définie par (5.43), alors nous avons Uestimation suivante :

S~ Snullo <C (683 + ++>7
IS = Sl <( ) JN VM

ot la constante C est indépendante de 6t, h, M et N.

Remarque 5.3.
Soit 1 € C;Ol(Rd) et ¢ € C;Ol(Rd), on peut définir d’'une maniére générale ’erreur faible

Br = B [ (Eoloxn)] )| - Zw(l\llifjlqb(ﬁ”f,%j(:f)))-

sutvante :

Alors en utilisant la formule de Taylor et en suivant les mémes étapes de la preuve de la

proposition 5.7 on montre I'estimation suivante :

E O<(5t)l+21+h+1 +-= >
r= ,

VN VM
ve L2(Q,ch(D)N HY (D)) avec 0 < a < 1etl=0,1.

5.3.5 Erreur sur la dispersion moyenne

La formule d’Ité nous permet de calculer une expression explicite ( Proposition 5.1) de la
dispersion D(wj,t), pour chaque w; € , et i € [1, N| donnée comme suit :

D(w;, t) = Eg[< X}, v(w;i, X}) >]— < Eg[X!], Eglv(w;, XP)] > +trace(D,y). (5.49)

Considérons pour chaque i € [1, N|, une suite de réalisations { X7/ } 1| du processus X! défini
par le schéma comme dans (5.41). Alors en utilisant (5.49), on construit une approximation



Extension et dispersion moyenne 106

de la dispersion moyenne D, = E,[D(-,t)] par la formule suivante :

M
1 o
DMN 72 (Z < XU Uh X%J) > Vi < E , E vl (X509 >) + trace(Dyy,).
=1 \j= j=1 j=1

(5.50)
La proposition suivante montre l’erreur commise en approchant E,[D(-, )] par 'approxima-
tion Dysn(t). En particulier, la précision en temps est d’ordre 1 si la vitesse est de classe
CZ(R?) et une précision d’ordre 3 si v est lipschitzienne.

Proposition 5.9.

Considérons 'approximation de la dispersion moyenne donnée par (5.50), et supposons
que v est de classe C;’Q(Rd), alors nous avons l’estimation suivante :

1Dy — Dnrloo < Ch ((5t) +h+ \1F \;)

La constante C1 est positive et indépendante des deux pas ot et h, et des nombres de simula-
tions N et M.

Preuve :

Supposons que v € C;’Q(Rd), et posons

1 MM L
E; = E, [E9[< X, (X)) >]] i ;]2 < X ()™, 0} (X, (1)) >

1 M ~ .. M . ~ ..
Err = Ey [< Eo[X:], Eg[v(Xy)] >]] TN Z < ZXn(t)”, ZU;L(Xn(t)ZJ) >

Nous allons montrer que Ey et Eyry sont d’ordre O (((5t) + h+ Consi-

7 i)

dérons pour z € R? la fonction g(z) =< z,v(z) >, nous avons g € C1 “Y(RY). La quantité Ey
peut étre divisée en quatre termes :

E; = Erl + Er2 4+ Er3 + Er4,
ou Erl, Er2, Er3 et Er4 sont définis comme suit :

Erl = E,[Eglg(X:)]] — Ew[Eg[g(Xn(2))]]
Er2 = Ey[Eglg(Xn(t))] - Eu [Ee[ (Xn ()]

Er3 = Eu[Eo[g(X, ——ZEe
N M

N
Bri - &;Ee[g()zfz(t))]—A;]VZZQ(XZLJ@)'

i=1j=1
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Le premier terme Erl tient compte de la discrétisation en temps, puisque g est de classe
C’;O?(Rd), en appliquant la proposition 5.4, on en déduit qu’il existe une constante C; > 0
telle que

Erl < Cy(5t) = (5.51)
En utilisant le corrolaire 5.1, ’erreur de la discrétisation spatiale Er2 peut étre majorée de la
fagon suivante :

Er2 S CQEUJ[H’U — UhHL2(Rd)]7

et puisque |[v — vp|p2(ray = O(||v — vnl|2(p)), on déduit en utilisant la borne (5.22),

Er2 < CoEu[|Jv — vpllr2(py] < Csh. (5.52)

Le systéme des variables aléatoires Y; = Eg[g( X (t))], pour tout i € [1, N] comme fonction

de w sont indépendantes et identiquement distribuées, par conséquent :

mi
Er3] < — 5.53
B3 < L (5:53)
De la méme fagon, pour chaque i € [1,N], les variables aléatoires (g(X2 (t)))j\il comme
fonction de 8 sont indépendantes et identiquement distribuées, alors on obtient :

<

Eolg(X5, —*ZQ (X7 (t

2
VM

On en déduit que :

()] — 9(X7 (1)

&

S

3
=[-
.ME

2=
M=

.
Il
—

|Erd| <

<
Il
-

<

IN

=

(5.54)

s
I
—

==
hE
53

52),(5.53) et (5.54), nous avons :

at

En combinant les estimations (5.51),(

E1=O<(6t) ; +h+f+}>

D’une maniere analogue on montre que Ej; = O ((5t) + h+ \ﬁ r), en remarquant
que le terme Er qui prend en compte la discrétisation en temps satisfait pour chaque w € Q :

Er

<Eg[Xi], Eglv(w, Xy)] > — < Eg[Xn(1)], Eglv(w, Xn(t)] >
< Eg[X: — Xn(t)], Eglo(w, X¢)] > + < Eg[Xn(t)], Eg[v(w, X¢) — v(w,an(t))] >
< olw, oo Ea[ Xy — Xn(8)]] +mi|Eg[Xe — Xa()]] = O(81) + O((68) =)

1+a

< Cy(ot) 2

Par conséquent, on conclut ’estimation de la proposition, en combinant les deux estimations
de Er et Er7. m
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Remarque 5.4.

. 0 . .
Si v est seulement de classe Cb’o‘(Rd), nous Pensons que nous avons une estimation sur la
dispersion moyenne donnée par :

- ~ a 1
D —Dnumlleo <C 6t+h++),
I eyl 1(( )2 ~ 7

ot la constante Cy > 0 est indépendante de 6t, h, M et N.

Remarque 5.5.
Dans [15, 53, 9, 23] les auteurs ont proposé d’approcher la dispersion D(t) par différences
findes, introduisant un pas de discrétisation és pour approcher la dérivée %8,

1dS 181465 — St
Dt)i=-——n~ - —2
(*) 2 dt 2 0s

On trouve une estimation de l’erreur commise par cette approzimation dans [15, 16] d’ordre

1ta 1 1
O((dt) : +6s+h\ln(h)|+\/ﬁ+m>.

Cette estimation montre que le pas de la discrétisation de différence finie ds peut affecter

5 . . . . \ 1 .
Uapprorimation de la dispersion a cause du terme AT Un grand nombre de particules

. , . . . 1 .
serait nécessaire pour maintenir le terme roche de zéro.
P Varss P

suivant,

5.4 Erreur de la troncature

Dans cette section, nous considérons le cas ou le coeflicient de perméabilité k est donné
par une troncature de Karhunen-Loéve (1.4) et convenablement tronqué a un ordre N;. Par
conséquent, ’erreur de troncature k — ky, est non nulle et contribue a ’erreur sur la vitesse
v, ainsi a l'erreur totale sur I’extension et la dispersion moyenne. Cette contribution doit étre

considérée aussi bien dans ’analyse de l'erreur.

L’erreur de troncature sur la vitesse v — vy, est équivalente a l’erreur commise sur la
perméabilité k — ky, et la charge u — up,. Cette dérniere erreur est aussi liée a celle commise
sur la perméabilité, et été quantifiée dans le cas de la troncature de K-L dans le Chapitre 1.
On montre que pour tout w € €, il existe une constante C,, > 0 telle que estimation suivante
est vérifiée,

lo = v 2oy < Cullk = knll22(0), (5.55)

En effet, considérons u, v solutions du probléme (5.19) et up,, vy, solutions avec un parametre
tronqué ky,, nous avons pour tout w € Q et tout u € H}(D),

/kV(u—uNs)Vudw = /(kNS—k)VuNSVudx—i—/ kVuVudx—/ kn,Vun,Vpdz
D D D D

< llundlierpyllke = Enollze o) Vel L2y,
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en prenant u = u — uy,, on en déduit pour tout w € 2

lun,llexn
lu =,y < ————2lk =k, 2(0). (5.56)
D’autre part, nous avons pour tout w € €,
lv=onllz2py = (k= kn,)Vu+kn,V(u—un,)lr2(p)

< k= Enll2 o luller ) + 1w = wn g o) 1w lloo
par la borne (5.56), on en déduit I'estimation (5.56), ol nous avons posé

BN lloolluns ller by

C = [lullerpy + (5.57)

kmin

Considérons Y; le processus stochastique sur 2 x © solution de I’EDS suivante :

{ dY; = v(w, Yy)dt + /D dW; (5.58)
Yo=¢ '

ou le drift v est la vitesse de Darcy avec un champ de perméabilité non tronqué .

Soit X; le processus stochastique sur {2 x © solution de 'EDS suivante :

{ dX; = vy, (w, X )dt + /Dy dW;

Xo ¢ (5.59)

le drift vy, est la vitesse de Darcy avec un champ de perméabilité tronqué,

La proposition qui suit fournit une estimation de I’erreur de la troncature sur des quantités
d’intérét données comme une moyenne d’une fonctionnelle du processus stochastique X;.
Proposition 5.10.

Supposons que les trajectoires de v sont dans Cg’a(Rd) avec 0 < o < 1, et que ceux de vy,

sont L-lipschitzienne, soit g une fonction lipschitzienne ou g € Czlml(]Rd), [ > 1. Alors, nous
avons l’estimation suivante :

Ey | sup [Eplg(Yz) — 9(Xo)]|| < Clk — kN, L2(:22(D)) (5.60)
0<t<T

ot la constante C' > 0 est indépendante de Ns.

Preuve
Remarquons d’abord que pour chaque w € €, il existe C(v,g) > 0 telle que l'estimation
suivante est vérifiée :

[Eolg(Y:) — g(Xo)ll < C(v, 9)[Ye — Xill12(e)- (5.61)
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Posons pour chaque w, e; = Y; — X3, alors d’apres la formule d’Ito, |es|? satisfait 1’équation :
t
et = /0 2 <v(Y;) —on,(Xy),e) >dr

t t
= / 2 <wuns(Yy) —on, (Xy), e > dr +/ 2 <v(Yy) —on, (Yr),er > dr
0 0

IN

t t
(2L+1)/ |eT]2dr+/ 0(Y,) — v, (Y,)2dr,
0 0

ot nous avons utilisé le fait que vy, est L-lipschitzienne et I'inégalité 2y < z2 + y2. Ainsi,
on en déduit que :

Balle] < QL +1) [ BollesPlar + [ Bollo(V) —ow, (V)Pldr  (5.6)
D’autre part, notons par cy (t,w, x) la densité de probabilité de Y;, alors :
Eol[v(Ys) — un, (Y)]"] = /Rd [o(@) — v, (@) ey (t,w, z)de
< levlloollv = vn, 122 (may
En substituant cette derniére estimation dans (5.62), on obtient pour chaque w € Q :
Balle?] < (2L +1) [ Bollealds + ey looT o = v, i
On en déduit, par le lemme de Gronwall :
Eolled]?] < lley loeTe® V7 o — v, [ 72(ga)- (5.63)
En combinant la borne (5.61) avec (5.63), on obtient :

[Eolg(Y:) — g(Xo)]| < C(v, g)\/HCYllooTe(ZL“)Tllv = ON, |22 (ra)

En prenant la moyenne des deux memberes et par la borne (5.55), nous avons :

Ey l sup |Eg[g(Y:) — g(X¢)]|
0<t<T

< B, [0(0,9)/lev [ TeCETCk — b 12wy | (564

ainsi, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on conclut le résultat final ou la constante

C = ||C(v,g)\/||Cy||OOT€(2L+1)TC~’HL2(Q) est indépendante de Ns. m

En utilisant le résultat de ’estimation de la Proposittion 5.10, on peut en déduire une
estimation de ’erreur a priori commise sur I’extension moyenne et la dispersion moyenne. Ces
estimations données dans les deux Propositions 5.7 et 5.9 seront augmentées par lerreur ||k —
kN, 12(0;00 (D)), Permettant ainsi de tenir compte U'erreur de la troncature sur les quantités
d’intérét.

Remarque 5.6.
Les hypothéses de régularité de la Proposition sur les deux vitesses v et vy, sont largement

remplies. Par exemple, dans le cas ou le champ k a une covariance analytique par morceaur.
Aussi dans le cas d’un champ décrit dans le début du chapitre.
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5.5 Exemples numériques

On considere le probleme elliptique unidimensionnel suivant :

v/ =0 dans Qx]—1,1]
v=—ku, (5.65)
uw(—1) =0, (ku)(1)=1.

G

ol k est un champ aléatoire de la forme e“, ou G est un champ gaussien.

dz, ainsi nous avons une

z 1
La solution exacte de (5.65) est donnée par u(w,x) = /
1 k(w, 2)
)

vitesse déterministe v(w,z) = —1.

On considére I'équation d’advection-diffusion suivante :

W +v(w, z)d (w,z,t) — ' (w,z,t) =0 dans Qx] —1,1]
c(t,—1) =c(t,1) =0 0<t<1 (5.66)
c(0,2) =I—05,05 —l<z<1

On prolonge contintiment la vitesse par zéro au voisinage des deux points x = —1 et z = 1.

On approche 'extension S, et la dispersion D; en utilisant 'approche détaillée précédement.

1

o> et le nombre M = 10% pour la

On prend le pas de discrétisation du schéma d’Euler § =

simulation du mouvement brownien.

La figure 5.2 montre une approximation de la dispersion en utilisant une différence fi-
nie avec un pas de discrétisation ds comme proposées dans [16]. On remarque que méme si
Papproximation en temps est optimale par rapport a celle explicite donnée dans (5.1), ap-
proximation présente une instabilité par rapport au pas de différence ds. Plus le pas ds est

petit, plus 'approximation diverge.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une analyse numérique d’une méthode probabiliste
basée sur la marche aléatoire et permettant de quantifier la migration d’un contaminant dans
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— Extension dt=1/50 & 10° sim = Dispersion explicite dt=1/50 &10°sim

FIGURE 5.1 — L’extension (a gauche) et la dispersion explicite (a droite) avec un pas
de temps §t = 1/50 et M = 10° de simulations

22

= Dispersion approchée par différence M=1 0° sim ds=11100
24 = Dispersion approchée par différence M=10° sim ds=1/50

= Dispersion approchée par différence M=1 0° sim ds=1/25

FIGURE 5.2 — La dispersion approchée par une différence finie.

un milieu aléatoire. Plus précisément, nous avons considéré le probleme d’écoulement avec le

couplage de I’équation d’advection-diffusion. Nous nous sommes intéressés a ’approximation
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de I'extension moyenne et a la dispersion moyenne de soluté.

Le modele d’écoulement est discrétisé par une méthode d’éléments finis mixtes, garan-
tissant la conservation locale de la masse et permettant ainsi de calculer a la fois la charge
hydraulique et la vitesse avec une bonne précision. La concentration du soluté est vue comme
une fonction de densité d’un processus stochastique solution d’une équation différentielle sto-
chastique donnée. Celle-ci est discrétisée par un schéma d’Euler. Une expression explicite de
la dispersion moyenne est démontrée en utilisant la formule d’It6 comme fonction du pro-
cessus stochastique, ainsi les deux moyennes des deux quantités d’intérét sont estimées a
I’aide déchantillonnage de Monte Carlo. Nous avons aussi démontré des estimations de 'er-
reur optimales de la méthode, a savoir I’erreur commise sur la moyenne de 'extension et de
la dispersion.

Ces estimations de ’erreur montrent qu’on peut exploiter d’autres orientations futures,
pour optimiser le temps de calcul de la méthode, a savoir 'utilisation des lois de probabilités
jointes. On pense aussi a introduire des méthodes de collocation stochastiques, telle que la
méthode anisotrope des grilles clairsemées pour 'approximation du probléeme de ’écoulement.



Conclusions et perspectives

La quantification d’incertitude dans les modeles constitue une étape importante dans la
modélisation des problemes d’écoulement et de transport souterrains. Elle conduit générale-
ment a considérer une "EDP" ou une "EDO" stochastique, ot les parametres de ces équations
sont considérés comme des champs aléatoires. Cependant, les modeles numériques de tels
problemes sont particulierement cofiteux en temps et en calculs, a cause de la nature com-
plexe et de la dépendance de 'effort de simulation vis-a-vis de la dimension stochastique des
parametres du modéele.

L’objectif de cette these était de développer et d’analyser des approches numériques per-
mettant de réduire la compléxité de ces problemes. Ainsi, dans ce manuscrit, nous avons
présenté quelques résultats concernant des méthodes numériques déterministes et probabi-
listes pour des équations aux dérivées partielles a coefficients aléatoires, dont les applications
peuvent concerner le domaine de I’hydrogéologie.

La premiere partie a concerné I’équation de 1’écoulement dans un milieu poreux en ré-
gime stationnaire avec un coefficient de perméabilité stochastique. Nous avons présenté une
méthode de projection pour le cas unidimensionnel, permettant de calculer efficacement la
moyenne de la charge hydraulique sur une base de variable aléatoire de nombre assez réduit.
La dimension de cette base augmente linéairement avec la dimension stochastique, alors que
la projection classique de type Galerkin construit une projection de la solution sur une base
dont la dimension augmente exponentiellement vis-a-vis de la dimension stochastique.

Les deux chapitres 3 et 4 ont concerné la méthode de collocation stochastique pour 1'ap-
proximation du probléme de I’écoulement dans ’espace stochastique. Elle est basée sur 'in-
terpolation anisotrope sur des grilles clairsemées. D’abord, nous avons introduit un indicateur
de lerreur satisfaisant une borne supérieure de I’erreur qui nous a permis de calculer les poids
d’anisotropie de la méthode avec moins d’effort. Ensuite, nous avons démontré une amélio-
ration de l'erreur a priori de la méthode anisotrope des grilles clairsemées, et ceci pour un
ensemble stochastique borné ou non borné. Cette estimation confirme 'efficacité de la mé-
thode en comparaison avec 'approche de Monte Carlo, elle montre aussi une compatibilité et
une consistance avec le résultat de la méthode des grilles clairsemées isotropes.
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Nous avons aussi appliqué une technique d’adaptation basée sur l'extrapolation de Ri-
chardson, qui a consisté a utiliser 'information de I'erreur a priori précédente et une combi-
naison linéaire des résultats calculés auparavant pour prédire une amélioration des résultats.
Ceci présente un grand avantage, puisqu’on évite un effort de calcul considérable & un niveau
supplémentaire.

La deuxieme partie a été consacrée au couplage de I’équation d’écoulement avec une équa-
tion d’advection-diffusion. Nous avons présenté une analyse numérique de la méthode per-
mettant de quantifier ’extension et la vitesse avec laquelle un contaminant s’étend dans un
milieu poreux aléatoire. Il s’agit d’'une méthode de Monte-Carlo combinant une méthode des
éléments finis mixtes pour I’équation d’écoulement et un schéma d’Euler explicite pour ’équa-
tion différentielle stochastique associée a 1’équation d’advection-diffusion. Nous avons donné
une expression explicite de la dispersion moyenne comme fonction du processus stochastique
solution de 'EDS associée a ’équation d’advection-diffusion. Ainsi les deux moyennes des
deux quantités d’intérét sont estimées a l'aide d’échantillonnage de Monte Carlo. Cette forme
explicite nous a permis de quantifier ’estimation de I’erreur commise par la discrétisation tem-
porelle. Des estimations de ’erreur optimales de la méthode ont été présentées, a savoir des
estimations optimales de ’erreur commise sur la moyenne de ’extension et de la dispersion.

Plusieurs orientations futures concernant le travail de cette thése peuvent étre envisagées.
D’abord une vérification ou une extension de la projection donnée dans le chapitre 2 pour
des dimensions quelconques (2 ou 3), ou au moins la revoir numériquement. Ensuite pour
la méthode anisotrope des grilles clairsemées, on pense qu’il est intéressant d’étudier une
alternative de cette méthode a savoir une méthode multi-éléments anisotropes des grilles
clairsemées, de faire une analyse numérique et une comparaison avec celle de multi-niveaux
de Monte Carlo [16]. Enfin pour la deuxiéme partie de cette theése, on pense d’abord a établir
une extension de la méthode présentée dans le chapitre 5 utilisant des lois jointes pour le tirage
de Monte Carlo. Ensuite on pense aussi a combiner la méthode de collocation anisotrope des
grilles clairsemées pour le probléeme d’écoulement et la méthode de Monte Carlo pour la
marche aléatoire. Finalement, une autre direction pour ces problémes stochastiques qui peut
étre aussi envisagée, elle concerne le controle de la discrétisation spatiale par élément finis.



Annexe

5.7 Développement de Karhunen-Loéve pour les champs

aléatoires

En général, les champs aléatoires ne satisfont pas ’hypotheése de dimension finie ( chapitre
1, section 1.1). Cette hypothese est absolument cruciale pour la résolution des équations aux
dérivées partielles stochastiques.

Afin de travailler sous cette hypothese de bruits finis, on utilise une approximation des
champs en séries de fonctions déterministes et aléatoires [3, 34]. La décompsition de Karhunen-
Loeéve est 'une des discrétisations cruciales utilisées dans les méthodes comme dans le cas de la
méthode de Galerkin stochastiques. Le développement consiste essentiellement & représenter
un champ aléatoire sur la base des fonctions propres de sa fonction de covariance.

5.7.1 Formulation du probleme

Considérons un champ aléatoire a de second ordre, a € L?(Q) ® L%(D), qui est continue
pour la norme quadratique, i.e pour tout z € D, nous avons :

i E [ a(-,2) ~ al-,) 12| = 0

Z—T

La continuité de a permet d’assurer que la fonction de covariance cova] définie par :

covla)(z,z) :=FE {a(., x)a(., z)] —E [a(., x)] E {a(., z)} ,

est continue dans D x D. On définit ainsi, 7' I'opérateur linéaire sur L?(D), donnée par le

noyau de covariance cov|a] comme suit :

T(¢)(x) ::/ covlal(z, z)p(z)dz.

D
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La fonction de covariance est borné, symétrique et définie positive. Par conséquent, T est
symétrique définie positif (opérateur de Hilbert-Schmidt) sur L?(D), Nous avons ainsi les
propriétés pertinentes suivantes|[7] .

— le probléeme aux valeurs propres suivant :

/D covla)(z, 2)é(2)dz = A(z), (5.67)

admet un systéme dénombrable de valeurs et de fonctions propres { A\, ¢, }5 ;.

— La suite des fonctions propres {\,, ¢, }52 ;. forme une base orthonormée de l'espace
L?(D).

— Les valeurs propres {\,}52; sont positives et vérifiant :

M< <. .. <A\ —nseo 0,

Z An = / covlal(z, z)dr < oo.
n=1 D
— Le noyau cov[a] possede alors la décomposition spectrale suivante :
covlal(z, z) = Z VAN A @ () (2).
n=1

Une conséquence de ces propriétés et que le champ aléatoire a peut étre exprimé en séries
de Fourier généralisées sur la base des fonctions propres de sa fonction de covariance, cette

décomposition est donnée comme suit :
a(w,z) = Z VAo (2)Y, (w), (5.68)
n=1
ot la suite {Y;}32, sont des variables aléatoires données par :
1
an:—/aw,x — Ela(x n(x)d. 5.69
(w) \/ED(( ) — Ela(z)])pn(x) (5.69)
et satisfaisant E[Y;,] = 0 et E[Y,,Y;,] = 6.

On définit ainsi, la troncature de Karhunen-Loéve ap comme la troncature de la série
(5.68) a l'ordre N comme suit :

N
an(w,z) = Ela](z) + Z VA n () Yy (w).
n=1

Cette troncature est la décomposition optimale du processus a au sens de L?(2) ® L?(D) sur
I’ensemble de toutes les décompositions de type Zﬁ[:l VnCn, telles que (Cn,vp) € L2(Q) x L2(D)
[44, 45).
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5.8 Champ Gaussian de covariance exponentielle

Un champ aléatoire Gaussian G est parfaitement déterminé par son espérance et sa fonc-
tion de covariance, nous considérons comme exemple de fonction de covariance de G la fonction
exponentielle donnée par :

|z1 — @2

I ), Y(z1,z2) € [0,1)%

C(a1,x3) = 0% exp(—
ol 02 est la variance de G et I, le coefficient de corrélation. L’avantage de cette fonction de
covariance est que I’ équation intégrale de Fredholm (5.67) peut étre résolue analytiquement
[34]. En dérivant deux fois (5.67), nous obtenons I’équation différentielle du second ordre

suivante :
" + @ =0, (5.70)
202 — 2
ot le coefficient w? = Tlc, et les deux conditions aux limites suivantes sont satisfaites :
¢’ (0) = $(0) = 0 (5.71)
I’ (1) + (1) = 0. (5.72)

Une solution non triviale de I"équation (5.70) existe si @ > 0, elle est donnée par :
¢(z) = acos(wx) + bsin(wx), (5.73)
L’équation (5.71) montre que les deux constantes a et b vérifaient :

=l.w, (5.74)

SRS

en combinant (5.74) avec la condition (5.72), on déduit que le réel w satisfait I’équation :

2wl

tan(w)

Cette derniére équation admet une infinité de racines (w,)S°, ou chaque wy, lui correspond la
valeur propre :

2021,
"R (5.76)
et la fonction propre ¢, :
On(x) = Bn(lcwwy, cos(wnx) + sin(w,x), (5.77)

1
VA + 2211,

la constante 3, est calculée de sorte que ||¢nl|L2(py =1, i.e By =

Figure 5.3 montre les 10 premieres valeurs propres de cette covariance exponentielle pour
différentes valeurs de la longueur de corrélation l.. On peut remarquer que les valeurs propres
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décroient de fagon monotone lorsque n augmente. Plus la longueur de corrélation est grande,

plus la décroissance des valeurs propres vers zéro et plus grande.

Puisque tan(nm) = 0, on constate de I’équation (5.75) que ses racine w, ~ nm au voisinage
de n — oo, ainsi de l'expression (5.76), nous déduisons que les valeurs propres décroient

algébriquement vers zéros comme suit

202

An Rn—eo .
nl,

Cette décroissance est due du fait que la fonction de covariance n’est pas analytique au
voisinage de la premiere bissectrice. Lorsque la fonction de covariance est analytique sur D?
comme le cas d’'une fonction Gaussienne, les valeurs propres décroient rapidement vers zéros

avec une décroissance exponentielle (cf,[56]).

Figure 5.4 montre les 6 premieres vecteurs propres. Lorsque n augmente, ces fonctions

deviennent de plus en plus oscillatoires.

n

valeur propre A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I'ordre n

FIGURE 5.3 — Valeurs propres de la covariance exponentielle, [. =1, o0 =1
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15
1k 4
0.5 T
=
I 1
—0.5- 4
[
n=3 )
n=4
n=5
n=6
—1 5 T I . . . . . . .
[¢]} 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 5.4 — Vecteurs propres de la covariance exponentielle, [, =1, 0 = 1.
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Résumé

Ce travail présente un développement et une analyse des approches numériques détermi-
nistes et probabilistes efficaces pour les équations aux dérivées partielles avec des coeflicients
et données aléatoires.

On s’intéresse au probléme d’écoulement stationnaire avec des données aléatoires. Une
méthode de projection dans le cas unidimensionnel est présentée, permettant de calculer
efficacement la moyenne de la solution.

Nous utilisons la méthode de collocation anisotrope des grilles clairsemées. D’abord, un
indicateur de l'erreur satisfaisant une borne supérieure de l’erreur est introduit, il permet de
calculer les poids d’anisotropie de la méthode. Ensuite, nous démontrons une amélioration
de l'erreur a priori de la méthode. Elle confirme l'efficacité de la méthode en comparaison
avec celle de Monte Carlo et elle sera utilisée pour accélérer la méthode par I'extrapolation
de Richardson.

Nous présentons aussi une analyse numérique d’une méthode probabiliste pour quanti-
fier la migration d’un contaminant dans un milieu aléatoire. Nous considérons le probleme
d’écoulement couplé avec ’équation d’advection-diffusion, ot on s’intéresse a la moyenne de
I’extension et de la dispersion du soluté. Le modele d’écoulement est discrétisé par une mé-
thode des éléments finis mixtes, la concentration du soluté est une densité d’une solution
d’une équation différentielle stochastique, qui sera discrétisée par un schéma d’Euler. Enfin,
nous présentons une formule explicite de la dispersion et des estimations de ’erreur a priori
optimales.

Mots clés : Quantification des incertitudes, EDP a coefficients aléatoires, Méthode de
collocation des grilles clairsemées, Méthode de Monte-Carlo, Equation d’advection-diffusion,
Extension et dispersion, marche aléatoire, schéma d’Euler pour les EDS.
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Abstract

This work presents a development and an analysis of an effective deterministic and pro-
babilistic approaches for partial differential equation with random coefficients and data.

We are interesting in the steady flow equation with stochastic input data. A projection
method in the one-dimensional case is presented to compute efficiently the average of the
solution.

An anisotropic sparse grid collocation method is also used to solve the flow problem. First,
we introduce an indicator of the error satisfying an upper bound of the error, it allows us to
compute the anisotropy weights of the method. We demonstrate an improvement of the error
estimation of the method which confirms the efficiency of the method compared with Monte
Carlo and will be used to accelerate this method by the Richardson extrapolation technique.

We also present a numerical analysis of one probabilistic method to quantify the migra-
tion of a contaminant in random media. We consider the previous flow problem coupled with
the advection-diffusion equation, where we are interested in the computation of the mean
extension and the mean dispersion of the solute. The flow model is discretized by a mixed
finite elements method and the concentration of the solute is the density of the solution of
the stochastic differential equation, this latter will be discretized by an FEuler scheme. We also

present an explicit formula of the dispersion and optimal a priori error estimates.

Keywords : Uncertainty quantification, PDEs with stochastic coefficients, Stochastic
collocation method, Anisotropic sparse grids, Monte-Carlo method, Monte-Carlo method,
Advection-diffusion equation, Spread and dispersion, Random walk, Euler scheme for SDE.
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