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Wie Geometrie zu einem anwendungsbezogenen und alltags-
relevanten Mathematikunterricht beitragen kann

Geometrie ist ein Themenfeld, welches den Mathematikunterricht durch
alle Jahrgangsstufen hinweg prigt. Dieses kann mit anwendungsnahen Op-
timierungsproblemen so verkniipft werden, dass die Schiiler durch das all-
tagsrelevante Thema motiviert werden und interessante Anwendungen der
Mathematik in Alltag, Industrie und Wirtschaft kennenlernen. Durch die
Wahl der Unterrichtsform (z.B. Modellierungsprojekte oder klassischer
Unterricht) kann der Schwerpunkt auf allgemeine oder inhaltliche Kompe-
tenzen gelegt werden. Geometrische Optimierungsthemen bieten somit eine
groBBe Vielfalt an Gestaltungsmoglichkeiten und ermoglichen eine Einbet-
tung der gleichen Thematik in mehreren Klassenstufen und Schwierig-
keitsniveaus.

1. Verkniipfung von Geometrie und Optimierung

Optimierung gehort zum Bereich der angewandten Mathematik und be-
schiftigt sich mit Problemstellungen aus Alltag, Industrie und Wirtschaft.
Die zu betrachtende Zielfunktion, wie beispielsweise der Profit eines Un-
ternehmens oder die Entfernung zu bestimmten Orten, soll maximiert bzw.
minimiert werden, um die Situation fiir den Auftraggeber zu optimieren.
Die lineare, ganzzahlige und multikriterielle Optimierung, sowie die
Standortplanung und Spieltheorie bilden einige der Forschungsschwer-
punkte, welche in der Optimierung untersucht werden. In jedem dieser
Teilbereiche gibt es eine Vielzahl an Problemstellungen, welche sich an-
hand geometrischer Methoden 16sen lassen und sich daher hervorragend fiir
die Einbettung in den Mathematikunterricht in der Schule eignen. Klassi-
sche geometrische Inhalte des Rahmenlehrplans konnen somit anhand einer
anwendungsbezogenen Thematik eingefiihrt, erarbeitet oder wiederholt
werden. Durch die Behandlung dieser realen Problemstellungen aus dem
Alltag der Schiiler kann ihre Motivation fiir den Mathematikunterricht er-
hoht und ihre Wahrnehmung fiir anwendungsnahe Problemstellungen ge-
weckt werden (Hamacher et al., 2013). Wir mochten nun einige dieser Bei-
spiele aus dem Bereich der Standortplanung vorstellen. Algorithmen zur
Losung planarer Standortprobleme konnen in (Hamacher, 1995) nachgele-
sen werden.

Kreisringprobleme: Standortplanung von Handymasten

Ein Kreisring besteht aus zwei Kreisen mit unterschiedlichen Radien,
0 <r <R, aber dem gleichen Mittelpunkt. Seine Breite wird als die Diffe-


https://core.ac.uk/display/46914956?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

renz seiner Radien definiert. Ein minimal breiter Kreisring kann beispiels-
weise das Dilemma bei der Standortplanung von Handymasten 16sen. Da
die meisten Menschen rund um die Uhr erreichbar sein mochten, ist ein
Handymast in nidherer Umgebung notwendig. Auf der anderen Seite ist es
bisher nicht erwiesen, ob Mobilfunkmasten gesundheitsschidlich sind,
weshalb ein Handymast in unmittelbarer Ndhe oder neben dem eigenen
Grundstiick unerwiinscht ist. Durch die Berechnung eines minimal breiten
Kreisrings (Rivlin, 1979), welcher alle Kunden umschlieft und den Han-
dymast im Mittelpunkt positioniert, kann garantiert werden, dass viele
Kunden von der Reichweite des Masts iiberdeckt werden und gleichzeitig
niemand zu nah an ihn herankommt (siehe Abb.1).
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Abbildung 1: Kreisringprobleme Abbildung 2: Euklidisches Botenproblem
Das Euklidische Botenproblem: Rettungshubschrauber

Das Euklidische Botenproblem beschiftigt sich mit der Suche nach einem
Punkt P € R?, welcher die maximale euklidische Distanz zu einer endli-
chen Anzahl gegebener Standorte minimiert. Dies findet beispielsweise bei
der Wahl eines Standortes fiir einen Rettungshubschrauber seine Anwen-
dung (sieche Abb.2). In den Alpen seien mehrere Skigebiete markiert, wel-
che von einem Rettungshubschrauber angeflogen werden sollen. Da es bei
Skiunféllen oft um Leben und Tod geht, ist eine minimale Entfernung und
Flugzeit zu den Unfallorten von groBer Bedeutung. Es wird also der Mit-
telpunkt eines Kreises mit minimalem Radius gesucht, welcher alle Skige-
biete iiberdeckt. Ein geometrischer Algorithmus zur Losung dieses Prob-
lems wird in (Elzinga et al., 1972) présentiert. Der Einsatz dieses Standort-
problems fiir den Schulunterricht wird in Kapitel 3 in (Hamacher et al.,
2004) diskutiert.

Haltestellenplanung

In einer Stadt, in welcher wichtige Kundenstandorte und Straen markiert
sind, sollen optimale Orte fiir Haltestellen markiert werden. Die Anzahl
dieser Haltestellen soll minimiert werden, aber trotzdem fiir jeden Kunden
eine Erreichbarkeit innerhalb einer gewissen Entfernung garantieren. Eine



ausfiihrliche Beschreibung und Diskussion dieses Optimierungsproblems
und seine Einbettung in den Lehrplan kann in (Hamacher et al., 2013)
nachgelesen werden.

Voronoi-Diagramme: Marktgebiete stidtischer Supermérkte

Eine Supermarktkette mochte in einer Stadt eine neue Filiale erd6ffnen. Um
einen optimalen Standort zu finden, welcher die Anzahl seiner Kunden und
somit seinen Profit maximiert, muss zundchst die aktuelle Situation des
Marktes dokumentiert werden. Wir nehmen an, dass Menschen im Allge-
meinen die Filiale wihlen, welche am néchsten zu ihnen liegt. Das Markt-
gebiet einer Filiale X € R? enthilt demnach die Menge der Punkte in der
Ebene, welche ndher an X liegen als an jeder anderen Filiale. Die Untertei-
lung der Ebene in Marktgebiete wird in einem Voronoi-Diagramm (Okabe
et al., 1992) dargestellt, welches im Fall der euklidischen Distanz durch die
Generierung von Mittelsenkrechten entsteht (sieche Abb.3 links). Dieses
geometrische Konstrukt kann nun beliebig erweitert werden, indem das
Modell durch die Wahl der Rechteckdistanz (siehe Abb. 3 rechts) oder das
Einbringen von Gewichtungen, welche das Preis-Leistungs-Verhiltnis der
Supermirkte beschreiben, verfeinert wird.

Abbildung 3: Voronoi-Diagramme
(Links: bzgl. der Euklidischen Distanz, Rechts: bzgl. der Rechteckdistanz)

2. Integration in den Schulalltag

Geometrische Optimierungsthemen konnen auf vielfiltige Art und Weisen
in den Mathematikunterricht des Schulalltages eingebettet werden. Dies
wollen wir nun anhand des Beispiels der Voronoi-Diagramme demonstrie-
ren. Mathematische Grundkenntnisse und Fihigkeiten, welche Schiiler zur
Bearbeitung von Voronoi-Diagrammen bendtigen, werden zu groB3en Tei-
len bereits in Klassenstufe 5-7 erworben. Der rheinland-pfélzische Rah-
menlehrplan Mathematik der Klassenstufen 5-9/10 (MBWIK, 2007) fiihrt
die Schiiler in Klassenstufe 5/6 langsam an das Arbeiten mit dynamischer
Geometriesoftware heran, um in Klassenstufe 7/8 den Betrag als Abstand
vom Nullpunkt, sowie Grundkonstruktionen (z.B. Mittelsenkrechten und
Winkelhalbierende) mit Zirkel und Lineal einzufiihren. Im Verlauf der Un-



terrichtseinheit zum Thema der Voronoi-Diagramme konnen Begriffe wie
die Euklidische Distanz, Rechteckdistanz, Einheitskreis und Bisektor einge-
fiihrt oder wiederholt werden. Je nach Altersgruppe, Leistungsniveau und
den Vorerfahrungen der Schiiler, kann der Schwerpunkt der Unterrichts-
einheit angepasst werden. Dieser kann bei jiingeren Schiilern auf den geo-
metrischen Konstruktionen und der Bedienung dynamischer Geometrie-
software liegen, kann jedoch auch im Schwierigkeitsgrad beliebig erhoht
werden, indem Gewichtungen eingefiihrt oder Beweise verlangt werden.
Die Unterteilung einer Stadt in Marktgebiete kann sowohl als einfiihrendes
Beispiel zu einer neuen Thematik, als auch als roter Faden durch die ganze
Unterrichtseinheit genutzt werden. Voronoi-Diagramme konnen ebenfalls
genutzt werden, um den Schwerpunkt der Unterrichtseinheit auf die allge-
meinen mathematischen Kompetenzen wie beispielsweise K1: Mathema-
tisch argumentieren, K3: Mathematisch modellieren oder
K6:Kommunizieren zu lenken, indem ein Modellierungsprojekt zum Thema
der Markgebiete von Supermirkten durchgefiihrt wird. Hierfiir wird eine
Mindestanzahl von 5-6 Unterrichtsstunden bendotigt. Das Feedback von
Schiilern gegeniiber Modellierungsprojekten in der Schule ist bisher
durchweg als positiv bewertet worden (siehe beispielsweise Kaiser et al.,
2010). Geometrische Optimierungsthemen bieten somit eine Vielzahl an
Implementierungsmoglichkeiten fiir den tiglichen Mathematikunterricht.
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