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Einleitung

Sei (M,b) ein positiv-definites, quadratisches Z-Gitter mit Determinante d(M). Nach
Minkowski wéichst die Anzahl der Isomorphieklassen von quadratischen Z-Gittern (M, b) mit
d(M) < d mit hoherer Ordnung als die Anzahl von Isomorphieklassen von quadratsichen Z-
Gittern (M, b) mit d(M) < d, deren Automorphismengruppe Aut(M,b) nicht trivial ist. In
seiner Dissertation [Bie81] konnte Jiirgen Biermann zeigen, dass dieses richtig bleibt, wenn
man sich auf die Isomorphieklassen innerhalb eines Geschlechtes beschrénkt. Betrachte dazu
das Geschlecht Gen(M, b) und setze

Geng(M,b) := {[(L,b)] € Gen(M,b) : Aut(L,b) = {£id}}

sowie
Geny (M, b) :={[(L,b)] € Gen(M,b) : Aut(L,b) # {£id}}.
Dann gilt folgendes

THEOREM (Biermann). Fir Geschlechter Gen(M,b) positiv-definiter, quadratischer Z-
Gitter in fester Dimension n > 3 gilt:
|Geny (M, b)]

d(M .
Gen(ar,p)] O M) 7

Wegen |Gen(M,b)| = |Geng(M,b)| + |Geny (M, b)| erhdlt man auch

|Geng (M, b)]
—— =1, dM .

Gen(arp) & AM) =0
Demnach haben in fester Dimension und bei grofer Diskriminante fast alle Gitter in Gen(M, b)

eine triviale Automorphismengruppe. Siehe dazu auch [Sch09], Abschnitt 2.4.

Es scheint plausibel aber nicht trivial, dass dieselbe Aussage gilt, wenn man sich von

der festen Dimension l6st.

VERMUTUNG. Fiir Geschlechter Gen(M,b) positiv-definiter, quadratischer Z-Gitter in

Dimension n gilt:
(Geny (M, )

Gon(M. D) — 0, max(d(M),n) — .

Zu dieser Vermutung hat Etsuko Bannai in ihrer Dissertation [Ban88] einen ersten
Schritt getan. Ubernehmen wir die obige Bezeichnung und definieren wz (M, b) und wy, ;(M, b),
i = 0,1, als das MaBl von Gen(M, b) beziehungsweise Gen;(M,b), i = 0,1, so erhdlt man das
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2 Bjorn Hoffmann

THEOREM (Bannai). Fir Geschlechter Gen(M,b) positiv-definiter, unimodularer, qua-

dratischer Z-Gitter in der Dimension n gilt:

wz(M,b) T T (5) ’
d.h. (M.D)
wz.1 )
wr (M) -0, n—o0

Nun ist Bannai’s Ausdruck keine Abschétzung an den Quotienten %. Um eine

solche zu bekommen, sind Schranken zwischen dem Mafl und der Klassenzahl eines Ge-
schlechtes von Noten. Standardabschétzungen an die Ordnungen endlicher Untergruppen
der GL,(Z), zum Beispiel nach Minskowski, helfen an dieser Stelle nicht weiter, da diese fiir
wachsende Dimension gegen Unendlich tendieren: Es ist
|Geny (M, b)] < a(n) - wz1(M,b),
wobei a(n), grob gesprochen, wie n™ wiichst. Damit ist dann
|Geny (M, b)] _ a(n)-wz1(M,b) (8m)%
< ’ < e — 00.
Gen(0LD) = 2 wa(lp) =T (@ 7
Um also die Vermutung (auch nur fiir den Fall, dass (M, b) unimodular ist) zu zeigen,
sind bessere obere Schranken von |Gen; (M, b)| von Néten. Siehe auch [Sch11].

Jedes quadratische Z-Gitter in Genj (M, b) besitzt einen (nicht trivialen) Automorphis-
mus von Primzahlordnung; triagt also auf kanonische Art und Weise eine ZG-Modulstruktur
und wird zudem zu einen hermiteschen ZG-Gitter. Wir wollen in dieser Arbeit eine For-
mel fiir das Mafl des Geschlechtes eines hermiteschen ZG-Gitters herleiten. In der gesamten
Arbeit bezeichne G stets die zyklische Gruppe von Primzahlordnung 3 < ¢ < 19 und alle
quadratischen Z-Gitter seien stets positiv-definit. Fiir einen algebraischen Zahlkorper k& be-

zeichnen wir mit P(k) die Menge der Primstellen von k.

Im ersten Kapitel werden wir uns mit hermiteschen Gittern iiber Gruppenringen und
Tamagawa-Maflen auf linearen algebraischen Gruppen beschéftigen.
Wir werden im ersten Abschnitt eine Einfiihrung in die Theorie der (hermiteschen) Gitter
iiber Gruppenringen geben, sprich in die Theorie der (orthogonalen,) ganzzahligen Dar-
stellungen von G. Fiir uns werden nur die Gruppenringe ZG und Z,G, oo # p € P(Q),
interessant sein, sodass wir uns auf diese beschrinken. Zu Beginn des Abschnittes studieren
wir Zerlegungen eines (hermiteschen) Gitters iiber den Gruppenringen Z,G, oo # p € P(Q),
und iiber den maximalen Ordnungen Z x Z[(e] und Z; X Z¢[¢;]. Die Proposition 1.1.7 fasst

diese Ergebnisse unter anderem zusammen.

PROPOSITION. Sei (M, h) ein hermitesches ZG-Gitter auf dem hermiteschen QG -Modul
(V,h). Dann haben wir die folgenden Zerlegungen:
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(i) (V,h) = (Vo, ho) ® (V1, h1), wobei (Vo, ho) ein quadratischer Q- und (Vi,hy) ein
hermitescher Q((r)- Vektorraum ist.

(i) (ZxZ[))(M,h) = (Mo, ho) ® (Ma, h1), wobei (Mg, ho) ein quadratisches Z-Gitter
auf (Vo, ho) und (M, hy) ein hermitesches Z[(s]-Gitter auf (Vi, hq).

Im weiteren Verlauf des Abschnittes werden wir neben Herm, der Kategorie der hermi-
tesche Gitter tiber Gruppenringen die natiirlich dquivalent zu RepIntOrth, der Kategorie
der orthogonalen, ganzzahligen Darstellungen, ist, noch eine weitere Kategorie RepHerm
einfithren und studieren. Auch diese ist natiirlich dquivalent zu Herm (und damit auch zu
RepIntOrth) und wird uns eine bessere Beschreibung der Automorphismengruppe eines her-
miteschen Z,G-Gitters liefern, was wir dann bei der Berechnung der Mafl)formel benutzten

werden.

Der zweite Abschnitt beschéftigt sich mit den Adelgruppen linearer algebraischer Grup-
pen und Tamagawa-Maflen auf solchen. Das Ziel dieses Abschnittes ist, dem Leser eine
Einfithrung in diese Theorie zu geben und am Ende den Begriff des Tamagawa-Mafles und
der Tamagawazahl zur Verfiigung zu haben.

Zu Beginn des Abschnittes definieren wir den Begriff der Adelgruppe einer linearen alge-
braischen Gruppe und studieren ihre wesentlichen Eigenschaften. Fiir einen algebraischen
Zahlkorper k zeigen wir einen Zusammenhang zwischen linearen algebraischen k-Gruppen
g und O-Gittern auf, was letzten Endes in einer sehr wichtigen Zerlegung der Adelgruppe
von g in endlich viele Doppelnebenklassen fiihrt, sieche Theorem 1.2.3.

Um das Tamagawa-Maf} zu definieren, wiederholen wir fiir zunéchst einige Grundlagen aus
der Theorie der Haarschen-Mafle auf lokal-kompakten Gruppen. Fiir einen algebraischen
Zahlkorper k und eine halbeinfache, lineare algebraische k-Gruppe g nutzen wir Ergebnisse
von André Weil aus seinem Buch [Wei61] und erhalten zu jeder Primstelle p € P(k) ein lo-
kales Haarsches-Maf} p,, auf der lokal-kompakten Gruppe g, beziehungsweise g0y, - Hierbei
bezeichnet gg, beziehungsweise g0y, die algebraische Varietét g aufgefasst iiber k, bezie-
hungsweise O, . Mit diesen definieren wir dann das Tamagawa-Maf} auf der Adelgruppe von

g und damit auch die Tamagawazahl.

Im dritten und letzten Abschnitt des ersten Kapitels wenden wir die Ergebnisse aus
Abschnitt 1.2 an und leiten die Minkowski-Siegelsche Mafformel fiir positiv-definite, qua-
dratische Z-Gitter und die Braunsche Mafiformel fiir total-definite, hermitesche Og-Gitter,
wobei K : k eine quadratische Korpererweiterung und k ein algebraischer Zahlkorper ist, her.
Dazu berechnen wir zunéchst eine allgemeine Maf}formel fiir lineare algebraische Gruppen
in Verbindung mit Gittern und werten diese dann in den oben beschriebenen Situationen
aus. Dabei benutzen wir Ergebnisse von Martin Kneser und Ulf Rehmann, siche [Kne02],
[Reh71].

SchlieBlich beschreiben wir am Ende dieses Abschnittes noch, wie man mit Ergebnissen von
Kichiro Hashimoto und Maurice Mischler, siehe [HK89], [Mis00], die Braunsche Mafformel
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im Falle der imaginiir-quadratischen Kérpererweiterung Q(¢3) : @ und bestimmten hermi-

teschen Z[(,]-Gittern auswerten kann.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit der Hauptaussage dieser Arbeit, ndmlich der
MafBformel fiir hermitesche ZG-Gitter. Die wesentliche Idee der Herleitung ist ein hermi-
tesches ZG-Gitter (M, h) auf einem hermiteschen QG-Modul (V,h) iiber der maximalen
Ordnung Z x Z|[¢,] aufzufassen und zu messen wie diese sich lokal unterscheiden.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels beschéftigt sich mit der Adelgruppe der Automorphis-
mengruppe Aut(V, h), bezeichnet mit Aut(V, h),. Eine einfache aber fundamentale Aussage

ist die

PROPOSITION.
Allt(‘/v7 h)A = Aut(V(), hO)A X Aut(Vl, hl)A

Wir studieren weitere Eigenschaften dieser Adelgruppe und sehen, dass diese auf dem
Geschlecht von (M, h) transitiv operiert.
Im zweiten Abschnitt leiten wir das Tamagawa-Maf} auf der Adelgruppe Aut(V, h)a her. Wir
benutzen die Tamagawa-Mafle auf Aut(Vp, ho)a und Aut(Vy, hi)a, um eines auf Aut(V, h)s
zu erhalten. Damit leiten wir einen Zusammenhang zwischen wz (M, h), dem Maf des Ge-
schlechtes von (M, h), und dem Tamagawa-Maf} des Stabilisators von M beziiglich der Ope-
ration von Aut(V, h)s auf dem Geschlecht von (M, h) her. Die Auswertung des Tamagawa-

Mafes resultiert dann in folgendem

THEOREM. Sei (M, h) ein hermitesches ZG-Gitter auf einem hermiteschen QG-Modul
(V,h). Dann ist
wza (M, h) = ywz(Mo, ho)wzc,) (M, hy).

Hierbei ist v ein Korrekturindex, der dadurch entsteht, dass der Gruppenring Z,G keine ma-
ximale Z,-Ordnung in QG ist. Die Berechnung von v ist die Hauptaufgabe des restlichen
Abschnittes.

Wir betrachten die Zerlegung (Mo, hoe) & (Mi1-¢,,h1,1-¢,) des an ¢ lokalisierten her-
miteschen ZG-Gitters (M, h), bezeichnet mit (M, he), iiber der maximalen Z,-Ordnung
Zy x Zy[Ce] und schreiben

Wy = Mo’g/gMo’e, bo := ho, mod (Zy,

Wi = Mi1-¢,/(1 —C)Mia—¢,, b1 :=h11-¢, mod (1 — (r)Z¢[Ce).
Fiir i = 0,1 definiere dann W} := W;/W;* und bezeichne mit ¥} die von b; auf W/ induzierte
unimodulare Form iiber Fy. Es stellt sich dann heraus, dass, falls (My, hy) unimodular ist, die
Automorphismengruppe Aut(Mjy, k) ein pullback der Gruppen Aut(Wp, by), Aut(Mo ¢, ho.¢)
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und Aut(MLl_Q,, hl,l—C[) iSt, d.h.

o

Aut(W], b)) Aut(Mo,¢, ho )

-] |

Aut(MLl_Q,hl,l—Cg) Aut(Mg,hg)

und zudem sind die Homomorphismen 7y und 7 surjektiv. Insgesamt erhélt man folgendes

THEOREM (Mafformel). Sei (M,h) ein hermitesches ZG-Gitter, sodass (Mg, hg) uni-

modular ist. Dann ist
wzc (M, h) = [Aut(Wg, by)| wz (Mo, ho)wzie,) (Mi, hy).

Im drittem Kapitel dieser Arbeit berechnen wir die Geschlechter unimodularer, hermi-
tescher ZG-Gitter fiir £ = 3. Wir beschreiben zu Beginn des Kapitels einen Algorithmus, um
alle theoretisch moglichen Isomorphieklassen eines Geschlechtes zu finden. Mit der Mafifor-
mel aus Kapitel 2 kénnen wir dann entscheiden, welche dieser Isomorphieklassen wirklich in
einem Geschlecht liegen. Es stellt sich heraus, dass in allen Féllen, in denen die zugrundelie-
genden quadratischen Z-Gitter im selben Geschlecht liegen, bereits die ZG-Modulstruktur
ein hinreichendes Kriterium fiir die Verwandtheit zweier unimodularer, hermitescher ZG-
Gitter liefert.

Mit der Maflformel fiir hermitesche Gitter tiber Gruppenringen haben wir ein Instru-

ment gefunden um moglicherweise bessere Abschétzungen der oben beschriebenen Quoti-
|Geny (M,b)|
|Gen(M,b)|
reits in Kapitel 3 aufgezeigt und zwar, um eine gegebene Liste von Isomorphieklassen

enten zu erhalten. Einen anderen Nutzen einer solchen Formel haben wir be-
auf Vollstandigkeit zu tiberpriifen. Im Falle eines quadratischen Z-Gitters haben wir mit
der Kneserschen Nachbarmethode eine Moglichkeit Isomorphieklassen eines Geschlechtes zu
konstruieren und mit der Minkowski-Siegelschen Mafiformel ein Abbruchkriterium fiir die-
ses Verfahren. Unter der Annahme, dass eine solche Nachbarmethode auch fiir hermitesche
Z.G-Gitter beweisebar ist, erhalten wir mit unserer Mafiformel ebenfalls ein solches Abbruch-

kriterium.

Ich mochte mich an dieser Stelle bei Prof. Dr. Rudolf Scharlau fiir die interessante The-
menstellung und die Betreuung dieses Projektes bedanken. Meinen Kollegen Stefan Hoppner,
Michael Jiirgens und Timo Rosnau danke ich fiir die hilfreichen Diskussionen, die wir hiufig
gefithrt haben. Spezieller dank geht an Stefan Hoppner und Michael Jiirgens fiir die Bereit-

stellung der von ihnen entworfenen Magma-Skripte.

Nicht fehlen darf an dieser Stelle der Dank an meine Frau Imke, die stets zu mir hélt,
mich motiviert und mir insbesondere seit der Geburt unseres Sohnes immer den Riicken

freigehalten hat. Auch meinen Eltern mochte ich fiir ihre jahrelange Unterstiitzung danken.






KAPITEL 1

Hermitesche Gitter iiber Gruppenringen und

Tamagawa-Mafle linearer algebraischer Gruppen

Wir geben in diesem Kapitel eine Einfithrung in die Theorie der hermiteschen Gitter
iiber Gruppenringen und der Tamagawa-Mafle auf linearen algebraischen Gruppen.
Der erste Abschnitt beschéftigt sich zunfichst mit Gittern iiber Gruppenringen und spéter
versehen wir diese mit einer hermiteschen Form. Zu Beginn formulieren wir ein Theorem
von Diederichsen und Reiner, das eine Charakterisierung von Latt(ZG), der Kategorie der
Z.G-Gitter, liefert. Es folgen Klassifikationen von Gittern {iber lokalisierten Gruppenrin-
gen. Nachdem wir die Gitter mit hermiteschen Formen versehen haben, untersuchen wir
ihre Kategorie Herm(ZG). Dazu fithren wir zwei weitere Kategorien RepHerm(ZG) und
RepIntOrth(G) ein. Erstere werden wir in diesem Kapitel nur oberflichlich diskutieren,
da ihr wesentlicher Nutzen in Kapitel 2, Abschnitt 2.2 zum Tragen kommt. Die Kategorie
RepIntOrth(G) benutzen wir im Wesentlichen fiir das praktische Arbeiten mit hermiteschen
Gittern iiber Gruppenringen. Wir charakterisieren den Isomorphiebegriff, die Automorphis-
mengruppen und die Unimodularitit in Dieser und benutzen dieses in Kapitel 3 fiir Anwen-
dungen.
Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels beschiiftigen wir uns mit Tamagawa-Maflen auf li-
nearen algebraischen Gruppen iiber Zahlkérpern. Wir definieren die adelische Gruppe einer
linearen algebraischen Gruppe und fithren das Tamagawa-Maf3 auf dieser ein. Damit leiten
wir eine allgemeine Mafiformel fiir das Maf} einer linearen algebraischen Gruppe in Verbin-
dung mit Gittern her.
Der dritte Abschnitt zeigt zwei Anwendungen der allgemeinen Mafiformel aus Abschnitt 1.2
in Form der Minkowski-Siegelschen Mafiformel fiir positiv-definite, quadratische Z-Gitter
und der Braunschen Maf}formel fiir totaldefinite, hermitesche Gitter iiber Ganzheitsringen

von CM-Korpern.

1.1. Hermitesche Gitter iiber Gruppenringen

Wir geben in diesem Abschnitt eine Einfiihrung in die Theorie der endlich erzeugten
Moduln iiber dem Gruppenring RG beziehungsweise der Gruppenalgebra K G. Hierbei sei
stets K = Q oder K = Q, fiir p € P(Q) sowie R (p # o0) der Ring der ganzen Zahlen
von K. Wir bezeichnen die Kategorie der endlich erzeugten RG-Moduln mit mod(RG). Die
Morphismen darin sind die RG-linearen Abbildungen zwischen RG-Moduln. Mit Latt( RG)

bezeichnen wir die volle Unterkategorie der RG-Moduln deren zugrundeliegender R-Modul

7
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torsionsfrei (d.h. ein R-Gitter) ist und nennen ihre Objekte RG-Gitter.

Beginnen wollen wir diesen Abschnitt mit einigen Fakten zur Gruppenalgebra KG und
dem Gruppenring RG. Diese sind wohlbekannt und in der einschlégigen Literatur nachzu-
lesen. Wir betrachten eine endliche Gruppe G, also folgt mit dem Satz von Maschke, dass
die Gruppenalgebra K G eine endlich-dimensonale, halbeinfache K-Algebra ist und wir die

folgende Zerlegung in einfache Unteralgebren haben:

QE=0xQ%), QG=Q,x ] Qs
PEP(Q(Ce)) plp

Des Weiteren besitzt K G genau eine maximale R-Ordnung I'. Fiir K = Q),, p # ¢, ist diese
bereits der Gruppenring RG und es gilt

T=RG=Z,x [[ Z-
pEP(Q(Ce)) plp
Fiir K = Q oder K = Qy ist der Gruppenring RG nicht maximal, sondern I' = Z x Z[(]
beziehungsweise I' = Zy x Z[(¢]1-¢, =~ Zp X Z¢[(] ist die maximale R-Ordnung in KG und
man kann RG vermdge der Zuordnung g — (1,{,) in I einbetten. In RG finden wir ein
I-Ideal T = (4,1 — {;), den sogenannten Fiihrer. Es ist

RG/IZF@%F/IZF@ x [y

diagonal eingebettet.

Fiir Gitter iiber Gruppenringen sind Klassifikationen bekannt. Fiir den nicht lokalen
Fall wurde zuerst von Diederichsen und Reiner eine Klassifikation der ZG-Gitter gegeben,
welche zum Beispiel in Kapitel 11, Abschnitt 74 (Theorem 74.3) von [CR62] zu finden ist.

THEOREM 1.1.1 (Diederichsen, Reiner). Sei M € Latt(ZG). Dann ist
M = M) & M) & M)

als ZG-Modul, wobei Mgy ein freies Z-, M1y ein freies Z[Ce]- und Mgy ein freies ZG-Gitter
ist. Die Zerlegung von M ist bis auf Isomorphie eindeutig, d.h. ist

o / ’ ’
eine weitere, so ist Mgy ~ M(’O), My ~ M(’l) und Mgy ~ M(/z) als ZG-Moduln.

BEMERKUNG. Fiir beliebige Gruppen G (zum Beispiel zyklisch und endlich von beliebi-
ger Primzahlordnung) ist das Krull-Schmidt Theorem fiir ZG-Gitter im Allgemeinen falsch.
Betrachtet man ¢ = 23, so ist Z[(23] kein Hauptidealring mehr und Gitter iiber diesem Ring
sind im Allgemeinen nicht mehr frei, sodass die Unzerlegbaren direkten Summanden von
M) nicht mehr, bis auf Isomorphie, eindeutig bestimmt sind. Da wir jedoch die generelle
Annahme gemacht haben, dass ¢ < 19 stellen wir sicher, dass der Ring Z[(,] ein Hauptideal-
ring ist (siehe dazu zum Beispiel [Was97], Kapitel 11, Theorem 11.1). In dieser Situation

ist die Klassifikation von Diederichsen und Reiner ein Krull-Schmidt Theorem.
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Irving Reiner zeigt in seiner Arbeit [Rei61], Theorem 1, dass das Krull-Schmidt Theorem
fiir Gruppenringe iiber Z,, gilt. Fiir eine vollstandige Klassifikation der Objekte der Kategorie
Latt(Z,G) geniigt es also die unzerlegbaren Z,G-Gitter zu bestimmen. Fiir p # £ ist Z,G als
maximale Z,-Ordnung in Q,G erblich. Dann sind alle Z,G-Gitter projektiv und es geniigt
die projektiv Unzerlegbaren zu bestimmen, die jedoch genau einer vollstdndigen Menge
primitiver, orthogonaler Idempotente von Z,G entsprechen. Den Fall p = ¢ fasst die folgende

Proposition zusammen, die bei [HR62], Theorem (2.6), zu finden ist.

PROPOSITION 1.1.2. Die unzerlegbaren Z¢G Gitter der Kategorie Latt(Z,G) sind bis auf

Isomorphie
Zz, Z[[Q] und ZeG.

BEMERKUNG. Wegen Proposition 1.1.2 gilt Theorem 1.1.1 in analoger Weise auch fiir
Gitter in Latt(Z,Q).

Wir bezeichnen die Zerlegung eines ZG-Gitters M gemifl Theorem 1.1.1 als Reiner-
Zerlegung. Die Ringe m; der direkten Summanden M), i = 0,1,2, sind durch die Iso-
morphieklasse von M eindeutig bestimmt und umgekehrt. Demnach ordnen wir dem ZG-
Gitter M den Dimensionsvektor dim(M) := (mg, m1, m2) zu, der die ZG-Modulstruktur
vollstandig beschreibt.

Fiir ein ZG-Gitter M erhalten wir durch tensorieren mit Q einen QG-Modul V' auf dem
M liegt. Ist p € P(Q) eine Primstelle, so setzen wir V,, := Q, ®gge V und betten V vermoge
der Zuordnung v — 1®w in V), ein. Sei weiter M, := Z, ®zg M, fiir eine endliche Primstelle
p € P(Q). Dann ist M, ein Z,G-Gitter auf dem Q,G-Modul V,. Der Einfachheit halber

vereinbaren wir noch, dass M, := V. ist.

Die folgenden Propositionen behandeln unter anderem das Zerlegungsverhalten der Z,G-
Gitter M), beziehungsweise Q,G-Moduln V. Dazu setzen wir zunéchst eine endliche Prim-
stelle £ # p € P(Q) zu Primstellen p € P(Q(¢, + ¢, ")) fort. Diese sind entweder unzerlegt in
Q(¢e), d.h. es gibt eine eindeutige Fortsetzung p nach Q(¢,), oder zerlegt in Q({;), d.h. zu
p € P(Q(¢ + ¢ ")) gibt es zwei Fortsetzungen p; und po. Dieses liefert dann

Qp ®q Q(¢e) 11 Q=[] Qs> [ Qs x Qo)

PEP(Q(C)), B | p plel P ~Q(Ce)y p1, P2 lplp ~Q(Ce)p
= H Q(@)p‘
PEP(QCe+¢, 1)) b I p
Analog sieht man
Zp @z Z[Ge) = 11 Z[Gelp-

PEP(Q(Ce+¢; 1)) b | p
Wir bemerken an dieser Stelle, dass Q((;)p und Z[C]p, fiir p € P(Q(¢ + ¢, ")), nicht not-

wendigerweise einfach sind.
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PROPOSITION 1.1.3. Sei M € Latt(ZG).
(i) Die Zerlegung QG = Q x Q({y) induziert eine Zerlegung des QG-Modul V' in

V=VoV,

wobei Vo ein Q- und Vy ein Q((y)- Vektorraum ist.
(ii) Fiir jede endliche Primstellen p € P(Q) induziert die Zerlegung

QG = Qp x H Q(Ce)yp
PEP(Q(Ce+¢; 1)), plp
eine des Q,G-Moduls V,, in
V;’ = VO,P & @ Vl,pa
PEP(Q(Ce+¢; 1)), plp

wobei Vo, der Qp- und Vi, der Q((r)p- Vektorraum ist, der aus Vi durch Lokali-
siterung an p beziehungsweise aus Vi durch Lokalisierung an p entsteht.
(iii) Die Zerlegung
RG=RxC

induziert eine des RG-Moduls Vs in
Voo = VO,oo 3] Vl,ooa
wobei Voo der R- und Vi o der C-Vektorraum ist, der aus Vy beziehungsweise aus
Vi entsteht.
BEWEIS. Die Herleitung der Modulzerlegungen funktioniert in allen drei Teilen auf die
gleiche Weise. Wir schildern deswegen nur (i).
Setze Vp := (Q x {0})V und V; := ({0} x Q(¢,))V. Dann liefert dies eine Modulzerlegung
V=(Qx{0hV & ({0} xQ)V =Voe W
und offenbar ist Vj ein Q- und V; ein Q(¢,)-Vektorraum. a

Fiir R € {Z,Z¢} macht die folgende Proposition eine Aussage zum Zerlegungsverhalten
von RG-Gittern iiber der maximalen R-Ordnung in der Gruppenalgebra KG.

PROPOSITION 1.1.4. Sei R € {Z,Z;}, M € Latt(RG), T die mazimale R-Ordnung in
KG und V =Vy & Vy die Zerlegung des KG-Moduls nach Proposition 1.1.8. Dann ist
I'M=T®rag M = My® M,
wobei My ein R-Gitter auf Vo und My ein R[(]-Gitter auf V1 ist.
BEWEIS. Der Beweis funktioniert analog zu dem von Proposition 1.1.3. ]

BEMERKUNG. Die Dimensionen der Vektorrdume V;, und V; erhélt man aus der Reiner-
Zerlegung von M:
Ist dim(M) = (mq, m1,ma) und M = Mgy @ M1y @ M) die Reiner-Zerlegung von M, so
ist
V =Q®&zc M = (Q®z My)) ® (Q &z, M) ® (Q®zc M)
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Nun sind Q®z M gy und Q®z(¢,; M1y Vektorrdume iiber Q beziehungsweise Q((;) der Dimen-
sion mg beziehungsweise m1. Der Modul Q ®zc M9 zerféllt in je einen ma-dimensionalen

Q- und Q(¢r)-Vektorraum, sodass insgesamt
dim@(Vo) = mg + ma, dimQ(Q)(Vl) =mi + mo
folgt.

BEMERKUNG. Ist M ein ZG-Gitter, so liefert die Proposition 1.1.4 zwei Zerlegungen,
némlich
(Z x Z[¢e))M = Mo & My und (Zg x Z[(e1—¢, )My = Mg @ M.
Hierbei entstehen die Gitter M und M durch Lokalisierung an ¢ beziehungsweise 1 — (y
aus My und My, d.h.
M} = My und My = M 1_¢,.

Fir R = Z,, ¢ # p € P(Q) ist der Gruppenring RG bereits eine maximale R-Ordnung
und I'M = M,,.

PROPOSITION 1.1.5. Sei M € Latt(ZG) und M@ M, die Zerlegung dber der mazimalen
Z-Ordnung in QG. Ist £ # p € P(Q) eine endliche Primstelle, so induziert die Zerlegung

LpG = Lp % H Z[Cely
pEP(Q(Ce+¢, ), plp

eine Zerlegung des Z,G-Gitters My, in

M, = My, ® EB M,
PEP(Q(Ce+¢; 1)), plp
wobei Moy, der Zy- und M, der Z[(i],-Modul ist, der aus My durch Lokalisierung an p

beziehungsweise aus My durch Lokalisierung an p entsteht.
BEWEIS. Der Beweis dieser Aussage geht analog zum Beweis von Proposition 1.1.3. O

BEMERKUNG. Eingangs dieses Abschnitts haben wir Zerlegungen der Gruppenalgebra
Q,G und des Gruppenringes Z,G, p # £, in einfache Unteralgebren beziehungsweise Un-
terringe angegeben. Diese induzieren natiirlich ebenfalls Zerlegungen von V,, und M, in
Anlehnung an Proposition 1.1.3 (ii) und 1.1.5, jedoch werden diese hier nicht weiter relevant

seien.

BEMERKUNG. In den in den Propositionen 1.1.3, 1.1.4 und 1.1.5 angegebenen Zerle-
gungen gibt es zwischen den direkten Summanden keine Homomorphismen. Dies resultiert
aus der direkten Produktzerlegung der Ringe QG, Q,G, RG und Z,G. Jeder Faktor liefert
in der entsprechenden Modulkategorie mod(QG), mod(RG), mod(Q,G) bezichungsweise

mod(Z,G) einen einfachen Modul und diese sind jeweils nicht isomorph.

Wir fomulieren nun noch eine Proposition, welche einen Zusammenhang zwischen ZG-
Gittern und Folgen von Z,G-Gittern liefert. Ein Beweis ist in Kapitel 4, Abschnitt 1 (Theo-
rem 1.9) von [RHD70] zu finden.
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PROPOSITION 1.1.6. Sei M € Latt(ZG) und V der QG-Modul auf dem M liegt. Setze
L:={L: L ist ZG-Gitter auf V} und

Ly = {(Lp)per) : Lyp ist ZyG-Gitter auf V und L, = (Z,G)M fiir fast alle p € P(Q)}

Dann sind die Zuordnungen

L+ ((ZpG)L)p und (Lp)y = () (VN L)
peP(Q)

zueinander inverse Bijektionen zwischen der Mengen L und L.

Wir wollen in dieser Arbeit nicht nur RG-Gitter studieren, sondern interessieren uns fiir

hermitesche Gitter iiber dem Gruppenring RG. Diese wollen wir nun definieren.

Sowohl der Gruppenring RG als auch die Gruppenalgebra KG trigt eine kanonische
Involution ~ : g — g~!. Eine (beziiglich ~) hermitesche Form auf einem Gitter M €
Latt(RG) ist eine biadditive Abbildung h : M x M — RG mit

h(az,by) = abh(z,y) und h(z,y) = h(y,z)

fiir alle a,b € RG und alle z,y € M. Die hermiteschen Formen auf einem RG-Gitter M ent-
sprechen genau den RG-linearen Abbildungen h:M— M * wobei M* nicht der gewdohnliche
duale Modul ist, sondern die Skalarmultiplikation durch die Involution getwistet ist. Wir
nennen die Abbildung 1 die zu h Adjungierte. Das Paar (M, h) heifit hermitesches RG-
Gitter falls h injektiv ist. Ein hermitesches RG-Gitter (M, h) heiit unimodular, wenn h
bijektiv ist. Wir bezeichnen die Kategorie der hermiteschen RG-Gitter mit Herm(RG).
Die Morphismen dieser Kategorie sind die RG-linearen Abbildungen, die die hermiteschen
Formen respektieren. Unter Aut(M,h) verstehen wir die Automorphismengruppe des
RG-Gitters (M, h) in Herm(RG). Die obigen Bezeichnungen vereinbaren wir in analoger
Weise auch fiir KG-Moduln.

BEMERKUNG. Ist (M,h) ein hermitesches ZG-Gitter, so erhalten wir auf kanonische
Weise einen hermiteschen QG-Modul (V, h) auf dem (M, h) liegt, hermitesche Z,G-Gitter
(M, hp) und hermitesche Q,G-Moduln (V},, hp).

Betrachten wir die Zerlegungen der RG-Gitter beziehungsweise K G-Moduln, die wir
oben hergeleitet haben, und versehen diese mit einer hermiteschen Form, so erhalten wir die

folgende Aussage.

ProPOSITION 1.1.7. Die Zerlegungen aus den Propositionen 1.1.8, 1.1.4 und 1.1.5 sind
orthogonal beziiglich der jeweiligen (induzierten) hermiteschen Form, d.h. fiir ein hermite-
sches ZG-Gitter (M, h) auf einem hermiteschen QG-Modul (V, h) ist:

(i) (V,h) = (Vo, ho) ® (V1, h1), wobei (Vo, ho) ein quadratischer Q- und (Vi,hy) ein
hermitescher Q((e)- Vektorraum ist.

(ii) (Z X Z[¢e))(M, h) = (Mo, ho) ® (M, hy), wobei (Mg, hg) ein quadratisches Z-Gitter
auf (Vo, ho) und (My,hy) ein hermitesches Z[(e]-Gitter auf (Vi, hy).
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(iil) (Ze x Z[Cel1—¢,) (M, he) = (Mo,e, hoe) ® (Mi,1-¢,, hi,1-¢,), wobei (Mo, hoe) ein
quadratisches Z¢-Gitter auf (Vo o, ho,e) und (M11—¢,, h1.1-¢,) ein hermitesches Z[(el1—¢, -
Gitter auf (Vi1—¢,,h11-¢,)-

(iv) (Vp,hp) = Vo,p, hop) @ ®p€]}n(@(ce+cz—l))’ plp(Vips hap), wobei (Vop, hop) ein qua-
dratischer Q- Vektorraum und (Vi,p, k1) ein hermitescher Q(Cr)p-Modul ist.

(v) (Mp, hy) = (MO;P7hoxp>@@pe]?((@((g+§;1)), p\p(Ml,p’hl,p), p # £, wobei (Mo, Mo,p)
ein quadratischer Z,-Gitter auf (Vo p, ho,p) und (M p, h1,p) ein hermitesches Z[(s]p-
Gitter auf (Vi,p, h1p) ist.

BEWEIS. Dies folgt daraus, dass es in den betrachteten Zerlegungen keine Homomor-

phismen zwischen den direkten Summanden gibt. U

Die Reiner-Zerlegung eines ZG-Gitters M, genauso wie die Zerlegung des Z,G-Gitters
My, ist im Allgemeinen nicht orthogonal beziiglich der jeweiligen hermiteschen Form. Ham-
bleton und Riehm haben in ihrer Arbeit [HR78] den Begriff der orthogonalen Reiner-
Zerlegung definiert und behandeln genau die Fragestellung wann die Reiner-Zerlegung or-
thogonal ist. Die betreffende Charakterisierung ist fiir uns im folgenden nicht weiter relevant,

jedoch wollen wir sie der Vollstdndigkeit angeben.

Sei (M,h) € Herm(ZG) und (Mo, ho) & (My,hy) die Zerlegung iiber der maximalen
Z-Ordnung in QG. Wir nennen (M;, h;) a-modular, wenn die invarianten Faktoren von M;

in Mi# alle gleich a sind. Eine Zerlegung

(M, hy) = (N1, hy) @ ... @ (N, hy), i=0,1
heift Jordan-Zerlegung, wenn fiir jedes j das Gitter (NN, h;) a;-modular mit a; # ay, fir
j # k ist.

THEOREM 1.1.8 (Hambleton, Riehm). Sei (M, h) ein unimodulares, hermitesches ZG-
Gitter und (Mo, ho) @ (My, hy) die Zerlegung tber der mazimalen Z-Ordnung in QG. Genau
dann besitzt (M, h) eine orthogonale Reiner-Zerlegung, wenn (Mg, ho) und (My,hy) eine

Jordan-Zerlegung besitzen.

Fiir einen Beweis und Kriterien fiir die Existenz von Jordan-Zerlegungen verweisen wir
auf Abschnitt 2 (Theorem 7) sowie die Abschnitte 3 und 4 von [HR78].

Wir wollen nun eine alternative Beschreibung der Kategorien Latt(RG) und Herm(RGQG)
geben, welche in Kapitel 2 von erheblicher Bedeutung seien wird. Definiere eine Kategorie
RepLatt(RG) wie folgt: Die Objekte in RepLatt(RG) seien Paare (M, U), wobei M ein end-
lich erzeugter, torisionsfreier I'-Modul (sprich ein T-Gitter) ist und U ein RG/I-Untermodul
von M/IM mit (T'/I)U = M/IM.

PropPOSITION 1.1.9. Der Funktor
F : Latt(RG) — RepLatt(RG), L~ (L,L/IL)

ist eine natirliche Aquivalenz von Kategorien.
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Ein Beweis ist in Abschnitt 1 (Satz 1.1) von [Que81] zu finden. Wir definieren wei-
ter, eine Kategorie RepHerm(RG) deren Objekte Tripel (M, h,U) sind, wobei (M,U) €
RepLatt(RG) und h : M x M — T eine nicht-ausgeartete, hermitesche Form mit h(U, U) C
RG/I, wobei h die Reduktion von h modulo [ ist.

ProrosITION 1.1.10. Der Funktor
F : Herm(RG) — RepHerm(RG), (L,h) — (T'L,h,L/IL)
ist eine natiirliche Aquivalenz von Kategorien.

BEWEIS. Dies folgt aus der natiirlichen Aquivalenz der Kategorien Latt(RG) und
RepLatt(RG). O

Diese Aquivalenz erlaubt uns unter anderem eine alternative Beschreibung der Auto-
morphismengruppe eines hermiteschen RG-Gitters. Dieses ist der Hauptgrund weswegen wir
die Kategorie RepHerm(RG) betrachten. Die folgende Proposition ist in Abschnitt 1 (Satz
1.3) von [Que81] zu finden und liefert die Charakterisierung der Unimodularitéit eines her-
miteschen RG-Gitters in RepHerm(RG). Hierbei beschrénken wir uns auf die Félle, dass
R =Z oder R = Z;, ist.

PROPOSITION 1.1.11. Sei R € {Z,Z;} und T die mazimale R-Ordnung in KG. Ein her-
mitesches RG-Gitter (M, h) mit I'(M, h) = (Mo, ho) @ (M, hy) ist genau dann unimodular,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Hompg(My,¢R) C im(ﬁg), d.h. (My, ho) ist lokal ¢-elementar
(ii) Hompgje (M1, (1 —C) R[¢]) € im(a), d.h. (M, hy) ist lokal 1 — (y-elementar
(iii) Ist z € ("M)/I(CM) mit h(M/IM,z) C RG/I so ist bereits x € M/IM.

Der bereits erwéhnten Beschreibung der Automorphismengruppen in RepHerm(RGQG)

werden wir uns erst in Abschnitt 2.2 widmen.

BEMERKUNG. Fiir my = £ oder m; = 1 — (; ist eine Jordan-Zerlegung eines lokal ;-

elementaren Gitters ist von der Form
(Nlu hl) @ (N27 h2)7
wobei (N7, k1) unimodular oder 0 und (Na, hs) (7;)-modular oder 0 ist.

Fiir die praktische Arbeit mit hermiteschen ZG-Gittern ist eine andere Beschreibung
der Kategorie Herm(ZG) niitzlicher, ndmlich die mittels orthogonalen, ganzzahligen Dar-

stellungen.

Die Objekte der Kategorie RepIntOrth(R, G) seien Tripel (M, b, f), wobei (M,b) ein
quadratisches R-Gitter und f € Aut(M,b) ein Automorphismus der Ordnung ¢ ist, also
genau die orthogonalen, ganzzahligen Darstellungen p : G — Aut(M,b). Wenn es klar
ist, von welchem quadratischen R-Gitter die Rede ist, so sagen wir zu f bereits Darstellung.
Ist R = Z so schreiben wir fiir RepIntOrth(Z, G) einfach RepIntOrth(G).
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PROPOSITION 1.1.12. Die Kategorien Herm(RG) und RepIntOrth(R, G) sind natiirlich

daquivalent.

Diese Aussage ist wohlbekannt und zum Beispiel bei [FM69] zu finden. Wir wollen der
besseren Lesbarkeit halber einen Beweis geben, da alle Beispiele, die wir in dieser Arbeit

geben werden, auf dieser Aquivalenz beruhen.
BEWEIS. Definiere einen Funktor
F : RepIntOrth(G) — Herm(RG), (M,b, f) — (M, hy), a0 —

wie folgt: Ist (M, b, f) € RepIntOrth(R, G), so operiert die Gruppe (f) ~ G via Automor-
phismen auf dem R-Modul M und man erhélt eine RG-Modulstruktur auf M. Des Weiteren
rechnet man leicht nach, dass (M, hy) mit
-1
hy: M x M — RG, (z,y) — Zb(f*igmy)gi
i=0
ein hermitesches RG-Gitter ist.
Ist o« : (M,b, f) — (M',V, f') ein Morphismus aus RepIntOrth(R, G), dann ist « eine R-

lineare Abbildung, sodass

b(a(z), a(y)) = b(z,y) und of = f'o

gilt. Die R-Linearitit zusammen mit der Eigenschaft af = f’« liefert die RG-Linearitéit von
a. Die Kompatibilitdt mit den Bilinearformen induziert eine Solche mit den hermiteschen
Formen hy und hy.
Da die Kategorien RepIntOrth(R, G) und Herm(RG) abelsch sind, geniigt es zu zeigen, dass
F voll, treu und dicht ist. Offenbar ist F' voll und treu. Es reicht also zu zeigen, dass I’ dicht
ist. Sei dazu (M, h) ein hermitesches RG-Gitter. Vergessen wir die G-Modulstruktur auf M,
so erhalten wir mittels der Spurabbildung t : RG — R, Zf;é a;g* — ap eine symmetrische
Bilinearform

b:=t(h): M xM — R,(z,y) — t(h(z,y))
auf M, d.h. (M,b) ist ein quadratisches R-Gitter. Definiere einen Morphismus f : M — M
durch f(m) := g.m. Dann ist ord(f) = ¢ und

b(f(m), f(n)) = t(h(f(m), f(n))) = t(h(g.m, g.n)) = t(gg~ " h(m,n)) = t(h(m,n)) = b(m,n)
fiir alle m,n € M. Also ist f € Aut(M,b) und es gilt
F(M,b, f) = (M, h).
O

Wir sehen also, dass alle hermiteschen Gitter tiber dem Gruppenring RG von einem
Automorphismus des zugrundeliegenden R-Gitters herkommen. Die folgende Proposition
beschreibt die Zerlegung eines hermiteschen ZG-Gitters iiber der maximalen Ordnung mit-

tels orthogonalen, ganzzahligen Darstellungen.
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PROPOSITION 1.1.13. Sei (M, b, f) € RepIntOrth(G) und (Mo, ho) ® (Mi,hy) die Zer-
legung von (M, hy) dber Z x Z[C). Dann ist
(i) ho(m,n) = Lb(m,n) fir alle m,n € My und
(it) hy(m,n) = S2Zbb(f~i(m),n)¢} fiir alle m,n € M.

BEWEIS. Folgt sofort aus der Interpratation der Zerlegung iiber der maximalen Ordnung
in der Kategorie RepIntOrth(G). Siehe auch Kapitel 2, Abschnitt 3 von [Ban88]. O

KOROLLAR 1.1.14. Ist (M,b, f) € RepIntOrth(G), so ist (Mo, ho) positiv-definit und
(Mjy, hy) totaldefinit.

BEWEIS. Das (My, hg) positiv-definit ist, ist klar. Fiir die totale Definitheit von (M7, hy)
siehe zum Beispiel Abschnitt 2.5 (Folgerung 2) von [Bie81]. O

In dem folgenden Korollar halten wir den Isomorphiebegriff der Kategorie RepIntOrth(R, G)

einmal fest.

KOROLLAR 1.1.15. Zwei orthogonale, ganzzahlige Darstellungen (M, b, f) und (M’ f)
sind genau dann isomorph, wenn (M,b) und (M',b') isomorph als quadratisches R-Gitter
sind und dieser Isomorphismus o kompatibel mit den Automorphismen f und f' ist, d.h.
af = f'a. Speziell sind (M, hy) und (M, hy') genau dann isomorph, wenn f, f' konjugiert
in Aut(M,b) sind.

BEwEIs. Folgt offensichtlich aus Proposition 1.1.12. |

KOROLLAR 1.1.16. Sei (M,b) ein quadratisches Z-Gitter und f, f' € Aut(M,h) Auto-
morphismen von Primzahlordnung £. Ist £ ein exakter Teiler der Gruppenordnung, so sind
(M,hy) und (M, hg) isomorph.

BEWEIS. Da /£ ein exakter Teiler der Ordnung der Automorphismengruppe ist, sind die
Untergruppen (f) und (f’) nach den Sylow Sétzen konjugiert. Mit 1.1.15 folgt dann die
Behauptung. a

In der Kategorie RepIntOrth(G) lassen sich sowohl die Automorphismengruppe als auch
die Unimodularitét eines hermiteschen ZG-Gitters leicht beschreiben. In der folgenden Pro-

position halten wir dieses fest.

PROPOSITION 1.1.17. Sei (M, h) € Herm(ZG) und (M, b, f) die zugehérige orthogonale,
ganzzahlige Darstellung. Dann ist:
(1) AU't(Ma h) = AU't(Mv ba f) = ZAut(IbI,b) (f)
(ii) Das hermitesche ZG-Gitter (M, h) ist genau dann unimodular, wenn (M,b) uni-

modular als quadratisches Z-Gitter ist.

BeEWEIS. Die Aussage (i) ist leicht und folgt sofort aus der Definition eines Automor-
phismuses in RepIntOrth(G). Fiir die zweite Aussage verweisen wir auf Abschnitt 1 der
Arbeit [FM69]. |
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Fiir hermitesche QG-Moduln gilt ein Lokal-Global Prinzip, d.h. zwei (V) h), (V' 1) €
Herm(QG) sind genau dann isomorph, wenn sie es lokal fiir alle p € P(Q) sind. Dies folgt aus
Proposition 1.1.7 und den Lokal-Global Prinzipien fiir quadratische und hermitesche Formen
iiber Q beziehungsweise Q((;). Auf Gitterebene ist ein solches Lokal-Global Prinzip nicht
richtig, was unter anderem aus Beispielen in Kapitel 3 hervorgeht. Wir definieren daher fiir
hermitesche ZG-Gitter den Begriff des Geschlechts.

DEFINITION. Seien (M, h), (M',h') € Herm(ZG). Wir sagen, dass (M, h), (M', ') ver-
wandt sind, wenn es fiir alle p € P(Q) einen Isomorphismus f, : (Mp, h,) — (M,,h,) €

Herm(Z,G) gibt. Bezeichne mit Gen(M, h) die Menge aller hermiteschen ZG-Gitter, die
verwandt zu (M, h) sind. Wir nennen Gen(M, h) das Geschlecht von (M, h).

BEMERKUNG. Wir koénnen stets annehmen, dass zwei verwandte hermiteschen ZG-

Gitter auf dem selben hermiteschen QG-Modul liegen.

PROPOSITION 1.1.18. Seien (M,h), (M',h') zwei verwandte, hermitesche ZG-Gitter.
Dann ist dim(M) = dim(M') und (M,t(h)), (M',t(h")) sind verwandt als quadratische
Z-Gitter.

BEWEIS. Die Ubereinstimmung der Dimensionsvektoren erhiilt man aus (Mg, hg) ~
(M}, hjy) und der Bemerkung nach Proposition 1.1.2. Jeder Isomorphismus f, : (M, hp)
(M, h;,) induziert einen Isomorphismus (M, t(hy)) =~ (M, t(h;,)). Demnach sind (M, t(h
und (M’ t(h')) verwandt als quadratische Z-Gitter.

1

~—

)

O

BEMERKUNG. Das Geschlecht Gen(M, h) eines hermiteschen ZG-Gitters (M, h) enthilt

stets volle Isomorphieklassen und deren Anzahl ist endlich.

BEWEIS. Es ist wohlbekannt, dass das Geschlecht eines positiv-definiten, quadratischen
Z-Gitters nur endlich viele Isomorphieklassen enthilt, siehe dazu zum Beispiel Kapitel 7,
Abschnitt 21 (Satz 21.3) in [Kne02]. Ausgehend von Diesen, entsprechen die Isomorphie-
klassen der dariiberliegenden orthogonalen, ganzzahligen Darstellungen genau den Konju-
gationsklassen der Automorphismengruppen von denen es ebenfalls nur endlich viele gibt,
da die Automorphismengruppen endlich sind. Also kann das Geschlecht eines hermiteschen

Z.G-Gitters auch nur endlich viele Isomorphieklassen enthalten. O

Seien (M1, h1), ..., (Mg, hi) die Représentanten der k Isomorphieklassen von Gen(M, h).

Dann heif3t

k
1
M = YA (M B
wza (M, h) ; | Aut(M;, h;)|

das Maf} von Gen(M, h).
Das Mafl wzg(M, h) ist ein sehr niitzliches Werkzeug zur Klassifikation von Geschlech-

tern, denn sind wir in der Lage das Mafl unabhéngig von den Isomorphieklassen des Ge-

schlechtes zu bestimmen, konnen wir nach jeder gefundenen Isomorphieklasse priifen, ob das
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Geschlecht bereits komplett ist, beziehungsweise wenn man alle moglichen Isomorphieklas-

sen kennt, so kann man priifen ob diese in mehrere Geschlechter zerfallen oder eines bilden.

Die Proposition 1.1.18 liefert nur ein notwendiges Kriterium fiir die Verwandtheit zwei-
er hermitescher ZG-Gitter, motiviert jedoch eine Vorgehensweise um alle Kandidaten fiir
Reprisentanten von Isomorphieklassen des Geschlechtes eines hermiteschen ZG-Gitters zu
bekommen. Diese werden wir in Kapitel 3 genauer beschreiben und damit, sowie mittels
der in Kapitel 2 hergeleiteten Mafiformel, Geschlechter hermitescher ZG-Gitter vollstandig

bestimmen.

1.2. Tamagawa-Mafle auf Adelisierungen linearer algebraischer k-Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir die Theorie der Tamagawa-Mafle auf Adelgruppen li-
nearer algebraischen Gruppen iiber Zahlkoérpern erliutern. Beginnen werden wir diesen Ab-
schnitt mit der Adelisierung von linearen algebraischen Gruppen. Dazu beschéftigen wir uns
zuniichst mit dem Adelring eines Zahlkorpers k und definieren anschlieflend die Adelgruppe
einer linearen algebraischen Gruppe iiber k. Auf diesen adelischen Gruppen definieren wir
dann das sogenannte Tamagawa-Mafl und damit die Tamagawazahl einer linearen algebrai-

schen Gruppe.

Sei k stets ein algebraischer Zahlkorper und Oy sein Ring der ganzen Zahlen. Die Menge
der Adele Aj von k ist die Teilmenge des direkten Produktes Hpe]P(k) ky, deren Elemente
genau die x = (xp), sind, sodass x, € O, fiir fast alle p € P(k) ist. Dann ist Ay ein Ring
beziiglich der Verkniipfungen des direkten Produktes und wir wollen diesen nun mit einer
Topologie versehen. Sei dazu S C P(k) irgendeine endliche Teilmenge mit der Eigenschalft,

dass S die unendlichen Primstellen von k enthélt. Die Basis der offenen Mengen soll genau

HUPXHOI%

pes pgs
bestehen, wobei U, eine offene Menge in k; ist. Dann ist A, das eingeschréankte topologische

aus den Mengen

Produkt der k, beziiglich den Ok, und wir nennen diese Topologie Adel-Topologie. Fiir

As =[] ko x [] O,

peS ¢S
der S-Adele und ist S genau die Menge der unendlichen Primstellen, so heifit Ag Ring der

S definieren wir die Menge

ganzen Adele. Offenbar ist
Ay = U Ag
s

und alternativ erhalten wir nun die Adel-Topologie auf Ay als direkten Limes der Ag, wenn
Ag als offen in Ay, definiert wird. Den zugrundeliegenden algebraischen Zahlkorper k kénnen
wir diagonal in Aj einbetten und nennen die Elemente von k in diesem Zusammenhang
Hauptadele. Aus [Wei61], [Wei95] entnehmen wir die folgenden Eigenschaften.
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ProrosiTioN 1.2.1.
(i) Der Adelring Ay ist lokal-kompakt beziiglich der Adel-Topologie.
(ii) Die Hauptadele bilden eine diskrete Untergruppe in der additiven Gruppe des Adel-
ringes.
(i) Ist S die Menge der unendlichen Primstellen, so ist k + Ag = Ay,.
(iv) Die Quotientengruppe Ay /k ist kompakt.

Wir benutzen nun den Adelring Ay, um die Adelisierung von linearen algebraischen
k-Gruppen zu definieren. Wenn klar ist, welcher algebraische Zahlkorper zugrunde liegt,

schreiben wir fiir den Adelring einfach A.

Sei nun g eine lineare algebraische k-Gruppe, d.h. eine zu einer beziiglich der Zariski-
Topologie abgeschlossenen Untergruppe von GL, (k) isomorphe Gruppe. Wir kénnen die
g erzeugenden Gleichungen auch iiber Oberringen A von k auffassen, was uns dann eine

algebraische Varietét liefert, die wir mit g4 bezeichnen.

DEFINITION. Die algebraische Varietét gy heifit adelische Gruppe oder Adelgruppe

von g.

Bevor wir die Adelisierung einer beliebigen algebraischen k-Gruppe genauer untersu-

chen, betrachten wir zunéchst die Gruppe g = GL, (k).

Es ist Gan(k)ok|D = GL, (O, ). Demnach ist GL, (k)s = GL,(A) das eingeschrénkte to-
pologische Produkt der GL,, (k) beziiglich der offenen, kompakten Untergruppen GL,, (O, ),
d.h.

GLn(A) =S (fi)p € [] GLn(kp): fy € GLy(Oy,) fiir fast alle p € P(k)
peP(k)

Die Topologie auf GL,,(A) liefert die Mengen
U=]] U x [] GLa(Ok,),
peS peS

wobei U, C GL, (k) offen und S C P(k) eine endliche Teilmenge ist, die die unendlichen

Primstellen enthélt, die eine Basis der offenen Mengen bildet.

Die obigen Uberlegungen kénnen nun auf beliebige abgeschlossene Untergruppen g C
GL, (k) iibertragen werden. Die Adelgruppe g4 ist das eingeschrénkte topologische Produkt
der g, beziiglich der g0, = 80N GL,,(Ok, ), d.h. die zu den obigen U’s analoge Mengen

bilden eine Basis der offenen Mengen von g,. Es ist dann

ga =1 (fo)p € H 9k, © [y € 80, fiir fast alle p € P(k)
peP(k)

und die Adelgruppe g, ist lokal-kompakt. Eine etwas andere Beschreibung der Topologie

auf ga, die bei der Definition eines Tamagawa-Mafles auf g niitzlich sein wird, erhélt man
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auf folgende Weise: Sei S C P(k) eine endliche Teilmenge, die alle unendlichen Primstellen
enthélt. Definiere dann die Untergruppe der S-ganzen Adele von g, durch
gs = Hgkp X H90p~
pes peSs
Die Topologie auf g, induziert auf gg die Produkttopologie, sodass die S-ganzen Adele von
ga offene Mengen sind. Weiter ist jedes gg lokal-kompakt,

ga = Ugs
s

und gy ist der direkte Limes der gs. Man kann die Gruppe g diagonal in g, einbetten und
nennt diese dann die Hauptadele von g,. Sie bildet eine diskrete Untergruppe der Adel-

gruppe.

Im Rahmen des Studiums der Adelisierungen linearer algebraischer k-Gruppen haben
wir oben bereits die GL, (k) sowie ihre Adelgruppe als Beispiel kennengelernt. Im néchsten
Abschnitt werden wir zwei weitere Klassen linearer algebraischer Gruppen betrachten und

mit ihren Adelgruppen arbeiten.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen linearen algebraischen k-Gruppen und
Oy-Gittern aufzeigen. Dazu sei g eine lineare algebraische k-Gruppe und M ein Ox-Gitter auf
dem k", d.h. M ist ein endlich-erzeugter, torsionsfreier Op-Modul. Sei f = (fy)pepx) € 9a-
Dann operiert g vermoge der Zuordnung

£0M = () fo(M,)
peP(k)
auf der Klasse der O-Gitter auf dem k™. Man nennt die Bahn g4.M das g-Geschlecht
und g.M die g-Klasse von M. Wir bezeichnen mit g »s den Stabilisator eines O-Gitters

M unter der oben beschriebenen Operation von g, .

PROPOSITION 1.2.2.

i) Sei gi, v die Untergruppe von g, die das Oy, -Gitter =0k, R0, stabili-
i) Sei gk, v die Unt »» die das Oy, -Gitter M, = Oy, . M stabili

stert. Dann ist

9a,M = H Ok, X H 9k, , M-
p€EP(k), p unendlich p€eP(k), p endlich

(ii) Das Produkt Hpep(k) p endlich Okp,M St kompakt, jedoch ist der Stabilisator ga

mm Allgemeinen nur lokal-kompakt.
(iii) Fir jedes Ok-Gitter M ist

g\ ogganm ~gNganm \ gam

ein Homdéomorphismus.

BEWEIS. Die Aussagen (i) und (ii) sind klar. Die dritte Aussage ist genau der Isomor-
phiesatz in der Kategorie der topologischen Gruppen. (]
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Das folgende Theorem beschreibt eine Zerlegung der Adelgruppe g in Doppelneben-
klassen. Diese wird im néchsten Abschnitt eine grundlegende Rolle spielen. Fiir ein Beweis
siehe Abschnitt 1, Absatz 1.2 von [Bor63] zu finden.

THEOREM 1.2.3. Fiir jedes Oy-Gitter M erhalten wir eine disjunkte Zerlegung

t
g = U ofiga,nr,

=1

wobei man mit t = t(M, g) die Klassenzahl von g beziiglich M bezeichnet.

Fiir einige lineare algebraische Gruppen g ist die Klassenzahl ¢ wohlbekannt. Wir wollen
in der folgenden Proposition diese Ergebnisse einmal festhalten. Ein Beweis fiir (i)-(iii) ist in
Abschnitt 2, (Propositionen 2.2, 2.3) von [Bor63] und fiir (iv) in Abschnitt 8 von [B6g66]
oder Abschnitt 1 von [Reh71] zu finden.

PROPOSITION 1.2.4.

(i) Ist g = GL,,(k), so ist t genau die Klassenzahl des algebraischen Zahlkérpers k.

(ii) Fir g = SL,(k) ist t = 1.

(iii) Ist k = Q und g = Aut(V,b), die Automorphismengruppe eines quadratischen Q-
Vektorraums (V,b) auf dem ein Z-Gitter M liegl, so ist t genau die Klassenzahl
des Geschlechtes von (M, D).

(iv) Seik ein total-reeller Kirper und K : k eine imagindr-quadratische Kérpererweiterung.
Ist (V,h) ein hermitescher K-Vektorraum, g = Aut(V,h) dessen Automorphis-
mengruppe und M ein Og-Gitter auf (V,h), so ist t genau die Klassenzahl des
Geschlechtes von (M, h).

Wir kommen nun zu Tamagawa-Maflen auf Adelisierungen von linearen algebraischen
Gruppen. Die Existenz von Haarschen-Maflen auf lokal-kompakten Gruppen ist wohlbe-
kannt. Des besseren Verstidndnis halber, wollen wir hier das Wesentliche noch einmal auffiihren.
Fiir Beweise und weitere Details verweisen wir auf Kapitel 3, Abschnitt 3.5 von [PR94] oder
Kapitel 1, Abschnitt 1 von [Hum80].

Sei X ein lokal-kompakter topologischer Raum. Eine Teilmenge B C X heifit Borel-
Menge, wenn sie als abzdhlbare Vereinigung oder abzdhlbarer Schnitt von offenen oder
abgeschlossenen Teilmengen von X darstellbar ist. Man nennt ein von Null verschiedenes
Maf3 p auf X ein Borel-Maf3, wenn alle Borel-Mengen p-messbar sind und jede kompakte
Menge ein endliches Maf} besitzt. Ist nun H eine Gruppe, die auf X via Homdomorphismen
operiert, so heifit y H-invariant, falls fiir jede meBlbare Menge M C X und jedes h € H,
die Menge h(M) messbar ist und

p(h(M)) = p(M)

gilt. Ist nun X = H eine lokal-kompakte Gruppe, die auf sich selbst via Links- beziehungs-

weise Rechtstranslation operiert, so heifit ein (von Null verschiedenes) invariantes Borel-Maf§
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auch linkes (rechtes) Haar-Maf3. Die Existenz und Eindeutigkeit halten wir im folgenden

Theorem fest.

THEOREM 1.2.5. Sei H eine lokal-kompakte Gruppe. Dann existiert ein linkes (rech-
tes) Haar-Maf3 auf H und dieses ist eindeutig bis auf Multiplikation mit einer positiven

Konstante.

Haarsche-Mafle haben verschiedene Eigeschaften, die wir in der folgenden Proposition

auffithren.

PROPOSITION 1.2.6. Sei H eine lokal-kompakte Gruppe und p ein linkes (rechtes) Haar-
Maf$ auf H. Dann gilt:

(i) Die Gruppe H ist genau dann diskret, wenn p({1g}) > 0 ist.
(ii) Die Gruppe H ist genau dann kompakt, wenn p(H) < oo ist.

Ist H kompakt, so gibt es ein eindeutiges linkes (rechtes) Haarsches-Mafl p auf H, sodass
w(H) =1 ist.

Die Unterscheidung zwischen linkem und rechtem Haar-Maf ist nicht immer n6tig. Man
nennt eine lokal-kompakte Gruppe H unimodular, wenn jedes linke Haar-Maf} auch ein

rechtes ist.

PROPOSITION 1.2.7. Jede abelsche, halbeinfache, diskrete oder kompakte Gruppe ist

unimodular.

Die folgende Konstruktion wird wichtig fiir den Abschnitt 2.2. Sei H = Hy x H;, wobei
H,; lokal-kompakte Gruppen mit Haar-Maflen y; sind. Dann hat H ein eindeutig bestimmtes
Haarsches-Maf3 p := pg X p1, sodass fiir alle p;-messbaren Mengen M; von H;, die Menge
My x My p-messbar sind und

p(M) = po(Mo)pa (M)

ist. Im Allgemeinen kann diese Konstruktion nicht auf unendliche Produkte lokal-kompakter

Gruppen iibertragen werden, da solche nicht mehr lokal-kompakt seien miissen.

Kommen wir nun wieder zu linearen algebraischen k-Gruppen g und ihren Adelgruppen
ga zuriick. Wir setzen von nun an voraus, dass die algebraische k-Gruppe g halbeinfach ist.
Dann ist diese unimodular und wir entnehmen Kapitel 2, Abschnitt 2.4 von [Wei61], dass
dann auch die Adelgruppe g4 unimodular ist. Da g, lokal-kompakt ist, gibt es ein Haar-Maf3
w auf ga. Um dieses Haar-Maf} zu beschreiben, geniigt es, Haarsche-Mafle auf den S-ganzen
Adelen von g, zu definieren, die man durch lokale Haar-Mafle auf gy, beziehungsweise auf
go,, erhilt. André Weil beschreibt in Kapitel 2, Abschnitt 2.2 von [Wei61] wie man mittels
einer algebraischen Differentialform w Mafle auf reguldren Varietéten iiber k, erhalt. Wir
wenden diese Konstruktion als Black-Box auf g, und go,, an und erhalten somit lokale

MaBe pp auf gi, beziehungsweise goy, -
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Eine Folge (A\p)pep(r) von Zahlen heift Menge von Konvergenzfaktoren fiir g, falls
das Produkt J[,cp(x) (Ap 1) absolut konvergiert. Mittels solchen Konvergenzfaktoren sind

wir nun in der Lage den Begriff des Tamagawa-Mafles auf g4 zu definieren.

DEFINITION. Ist (Ap)pep(r) eine Menge von Konvergenzfaktoren fiir g, so heifit das
Haar-Ma8 €2, das auf dem S-ganzen Adel [] o580, x [[,cq 9k, durch

|disc(k = Q)% [ (0" h)
peP(k)
definiert ist, das Tamagawa-Maf auf g, beziiglich der Konvergenzfaktoren (\,),cp(r)-
Falls (1),ep(r) eine Menge von Konvergenzfaktoren fiir g ist, so heifit {2 das Tamgawa-Maf3
auf g,.

Aus Abschnit 1.1 (Lemma 1.1.1) von [Ono65] erhalten wir, dass fiir halbeinfache Grup-
pen die Folge (1)pep(k) stets eine Menge von Konvergenzfaktoren bildet, sodass wir in unse-
rem Falle ein echtes Tamagawa-Mafl Q2 auf g, erhalten. Bezeichne mit 7 das von §2 induzierte
MaB auf g\ ga (fiir die Existenz siche zum Beispiel Abschnitt 1.1 von [Ono65] oder Kapitel
2, Abschnitt 2.4 von [Wei61]).

DEFINITION. Ist g eine unimodulare, lineare algebraische k-Gruppe, so heifit

7(g) :==7(g\ ga) < o0

die Tamagawazahl von g.

Fiir halbeinfache, lineare algebraische Gruppen ist die Tamagawazahl endlich und ihre
Berechnung ist zu einer grofien Aufgabe fiir viele Mathematiker geworden. André Weil be-
rechnet in [Wei61] fiir viele Klassen von linearen algebraischen Gruppen die Tamagawazahl.
In allen diesen Féllen in denen die lineare algebraische Guppe einfach zusammenhéngend
ist, ist die Tamagawazahl ganzzahlig und gleich 1. Dies ist jedoch nicht immer der Fall, denn
Ono zeigt in [Ono63] Beispiele auf, in denen die Tamagawazahl nicht ganzzahlig ist. Die

folgende Vermutung wird André Weil zugeschrieben.

VERMUTUNG (Weil). Die Tamagawazahl einer einfach zusammenhdingenden, halbeinfa-

chen linearen algebraischen Gruppe tber einem Zahlkdrper ist 1.

Die Vermutung konnte zunéchst fiir viele Fille gezeigt werden. Am Ende waren es Kott-
witz und Chernousov, die mit ihren Arbeiten [Kot88] und [Che89] die Weilsche Vermutung

abschliefend beweisen konnten.

Die Tamagawazahlen, die wir in dieser Arbeit benétigen werden, sind in der Literatur

bekannt. Wir werden die entsprechenden Arbeiten und Resultate zu gegebener Zeit zitieren.

1.3. Eine allgemeine Mafiformel und ihre Anwendung

Sei k ein algebraischer Zahlkérper und g eine halbeinfache, totaldefinite, lineare al-

gebraische k-Gruppe, d.h. insbesondere ist [], ,,endiicn 9%, kompakt. Aus dem vorherigen
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Abschnitt 1.2 erhalten wir ein Tamagawa-Ma$ 2 auf ga. Wir haben ebenfalls gesehen, dass
Q ein (invariantes) MaBl 7 auf g\ ga induziert. Wegen Proposition 1.2.2 ldsst sich das Maf} 7
kanonisch auf gNga, as\ ga,ar ibertragen. Als diskrete Untergruppe einer kompakten Gruppe
ist g N ga am endlich und wir erhalten mit Theorem 1.2.3:

i=1 =1 i=1
t t

T(g\ga) =7 <U g\ gfigA,M> = 7(g\ ofigan) = Z 7 (o\ ofiga et ))

=Y r(eNfiga et \fga ) =D 7 (0N figanf; "\ o)

1 =1

t t
= Z Q(ga,m) |0 N Figanf |71 = Q(ga,m) Z lo N Eiganf; ! |71 :

i=1 i=1
Hier geht bei (x) ein, dass das Haarsche-Maf} auf einer endlichen Menge genau das
Zghlmaf ist und

7 (o N figa " \ganr) |00 figa et = Q(ga,n)

was daran liegt, dass g N ga as diskret und g unimodular ist ([PR94], Kapitel 3, Abschnitt
3.5).

DEFINITION. Die von der Wahl der f; unabhéngige Zahl

t
M(g, M) = N Eiganf ! -1 _7(a\gs)
(g, M) ;!9 ganf o)

heifit das Maf} von g beziiglich M und die Gleichung wird als allgemeine Maf3formel
bezeichnet (siehe auch Abschnitt 1 von [Reh71]).

Als Anwendung der allgemeinen Maflformel wollen wir nun die Minkowski-Siegelsche
Mafformel fiir quadratische Z-Gitter und die Mafiformel fiir hermitesche Og-Gitter, wo-
bei K ein CM-Korper ist, herleiten. Erstere wurde 1935 von Siegel in [Sie35] beschrieben.
Spiter, etwa 1959, stellte sich heraus, dass Tamagawa bereits klar war, dass man mit seiner
Theorie der Tamagawa-Mafle und der Tamagawa-Zahl den Siegelschen Hauptsatz beweisen
kann. Spéter nutze Boge in Abschnitt 8 von [B6g66] diese Theorie, um die Mafiformel fiir
hermitesche O g-Gitter, mit K imagindrquadratisch {iber QQ, zu berechnen, was ohne Tama-
gawas Theorie zuvor 1941 von Braun in [Brad1] gemacht wurde. Schlieflich gibt Rehmann,
in Anlehnung an Boge, in seiner Dissertation [Reh71] lokale Mafie fiir die Situation der

allgemeinen CM-Korper an.

Wir werden im Folgenden zwei konkrete Tamagawa-Zahlen benttigen, die in der Lite-
ratur einschléigig bekannt sind. Siehe zum Beispiel [Wei61], Abschnitt 8 von [B6g66] und
Abschnitt 4 von [Reh71].

THEOREM 1.3.1. Die Tamagawa-Zahl der Automorphismengruppe einer quadratischen

Form beziehungsweise einer hermiteschen Form tber einem CM-Kdrper ist 2.
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Beginnen werden wir mit der Minkowski-Siegelschen Maf}formel. Sei also (M, b) ein qua-
dratisches Z-Gitter auf einem m-dimensionalen, quadratischen Q-Vektorraum (V, b). Wenden
wir nun die allgemeine Theorie auf die halbeinfache, lineare algebraische Q-Gruppe Aut(V, b)

an, so erhalten wir

Aut(V,b)a = < (fp)p € H Aut(V,, by) : f(Mp) = M, fur fast alle p € P(Q)
peP(Q)
und Aut(V,b)s operiert transitiv auf dem Geschlecht von (M,b). Die Klassenzahl ¢ von
Aut(V, b) beziiglich M ist dann die Anzahl der Isomorphieklassen im Geschlecht von (M, b),
sprich die Klassenzahl des Geschlechtes. Des Weiteren iiberlegt man sich leicht, dass fiir die
f; aus Theorem 1.2.3

Aut(V,b) N (£ Aut(V, b)a arf; ) = Aut(f;. M, )
gilt. Damit ist
M(Aw(V,b), M) = wz(M,b)
also genau das Maf} des Geschlechtes des quadratischen Z-Gitters (M, b).

Betrachten wir nun den Stabilisator von (M, b), so ist

Aut(V,b)a,m = H Aut(M,, by).
pEP(Q)
Martin Kneser berechnet in Kapitel 10, Abschnitte 32, 33 von [Kne02] (siche auch Abschnit-
te 7, 8 von [Tam66]) fiir jede Primstelle p € P(Q) explizit die lokalen Haarschen-Mafle p,,
und es ist

m—1

pp(Aut(M,, b,)) = dp(M) 2 (M), pendlich,

sowie
oo (Aut(Mos, bog)) = 27(m) ™.
Hierbei bezeichnet man mit
1 . —sm(m—1)
ap(M) ::isgn;op 2 Aps(M, M)
die lokale Darstellungsdichte von M an p. Unter A,s (M, M) versteht man die Anzahl der
Z-linearen Abbildungen o : M — M, die verschieden modulo p*M sind und b(o(z),o(y)) =

b(z,y) mod p® fiir alle x,y € M erfiillen. Weiter ist vy(m) rekursiv durch

1 1 02 +1)
Y(0) =1, (1) =5, ()= 5, y(m) =y(m =) —2 5

77

definiert. Fiir die Wohldefiniertheit und Eigenschaften der lokalen Darstellungsdichten siehe

[Sie35].

m >3

mo
mm 2
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THEOREM 1.3.2 (Minkowski-Siegel). Fir ein positiv-definites, quadratisches Z-Gitter

(M, b) auf einem Q-Vektorraum der Dimension m ist

wz(Mb) = y(m)yd(M)~"= [  ap(M)t.
peP(Q),pF#oco

BEWEIS. Aus Theorem 1.3.1 (i) folgt, dass 7(Aut(V,b)a/ Aut(V, b)) = 2 ist und wir er-

halten aus der allgemeinen MaBformel, sowie mit den obigen lokalen Maflen i, (Aut(M,, b,)):

AL M0 =

—amyd) = I e
pEP(Q),p#o0
Hierbei geht ein, dass Q(Aut(V,b)a,n) = [l epq) Hp(Aut(My, by)), vgl. Definition von €.
O

Kommen wir nun zu der Mafiformel fiir hermitesche Gitter. Es sei K : k eine quadratische
Korpererweiterung mit Ganzheitsring Ok und nicht-trivialen k-Automorphismus ~ : K —
K. Weiter sei (M, h) ein beziiglich ~ hermitesches Ox-Gitter auf einem m-dimensionalen,
hermiteschen K-Vektorraum (V,h). Hierbei nehmen wir an, dass die Form h total-definit

ist, d.h. hy ist positiv-definit fiir jede unendliche Primstelle p € P(k). Daraus resultiert, dass

zum Ersten: k totalreell ist und

zum Zweiten: K : k imagindrquadratisch ist,
da es iiber reellquadratischen Erweiterungen totalreeller Korper keine totaldefiniten, hermi-
teschen Formen gibt, siche dazu zum Beispiel Abschnitt 1 von [Reh71].
Wir wenden nun die oben beschriebene Vorgehensweise auf die halbeinfache, lineare alge-

braische k-Gruppe Aut(V,h) an und erhalten wie bei der Minkowski-Siegelschen Formel,

dass

Aut(V,h)a =< (f)p € [ Awt(Vi,hy) : fo(My) = M, fiir fast alle p 5 ,
peP(k)

Aut(V, h), transitiv auf dem Geschlecht des hermiteschen Og-Gitters (M, h) operiert, die
Klassenzahl ¢ von Aut(V, h) beziiglich M nichts anderes als die Klassenzahl des Geschlechtes
des hermiteschen Og-Gitters (M, h) ist, fiir die f; aus Theorem 1.2.3

Aut(V, h) N (£ Aut(V, h)a £ ) = Aut(fi.M, h)

gilt und
M(Aut(‘/a h)7 M) = Wog (Ma h)
also genau das Maf3 des Geschlechtes des hermitesches Og-Gitters (M, h) ist.

Betrachten wir nun den Stabilisator von (M, h), so ist

Aut(V,h)am = H Aut(M,, hy).
peP(k)
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Aus Abschnitt 4 von [Reh71] entnehmen wir fiir die Primstellen p € P(k) die lokalen
Haarschen-Mafe pi,. Es ist

fip (Aut(My, hy)) = |disc(Kp « k)|,

(Mp)|p_map(M)7

sowie

H tp (Aut(My, hy)) = /disc(k : Q) - H

peoo

wobei K, = K Q ky, n = [k : Q|, §(M,) die Diskriminate von (M,, hy) und

j*].

ap(M) = Ni.gp)™™ * lim Ay (M, M)

S5— 00
die lokale Darstellungsdichte von M an p ist. Dabei ist Aps (M, M) die Anzahl der O-
linearen Abbildungen o : M — M, die verschieden modulo p*M sind und h(o(z),o(y)) =
h(xz,y) mod p* fiir alle x,y € M erfiillen. Diese lokalen Mafe induzieren ein Tamagawa-Maf}
Q auf Aut(V, h)a.

THEOREM 1.3.3. Sei K : k eine quadratische Kérpererweiterung und (M, h) ein total-

definites, hermitesches O -Gitter auf einem m-dimensionalen K -Vektorraum. Dann ist

n
m

wo, (M, h) =2 disc(k:@)m2 H(j('z;;j)! Ni.o(dise(K : k)

m(m+41)
4 .

j=1

Nk:q(6(M))™ 11 ap(M)~1
peP(K), p endlich
BEwEISs. Mit Theorem 1.3.1 (ii) erhalten wir, dass 7(Aut(V,b)y/ Aut(V,d)) = 2 ist,
sodass wir mit der allgemeinen Maf}formel und den obigen lokalen Haarschen-Maflen das
Maf berechnen kénnen:
A/ Aut(V, h))
t(V,h)anr)

wo (M, h) = M(Aut(V, h), M) = (A‘;;<(A ()

2

= 2+/disc(k : Q)m ﬁ U= 1.)!

m(m+41)
4 .

Nk;Q(diSC(K : k))

Nik.q(6(M))™ 11 ap(M)~
p€P(k), p endlich
Hierbei geht ein, dass Q(Aut(V,h)a ) = [1,epr) o (Aut(My, hy)), vel. Definition von €.
O

Die Auswertung der Formeln aus den Theoremen 1.3.2 und 1.3.3 sind mehr oder weniger
schwer. Fiir die Auswertung der Maflformel von Minkowski-Siegel gibt es Magma-Skripte,
[BCP97], wie zum Beispiel in unserer Arbeitsgruppe von Michael Jiirgens und Marc Zim-
mermann geschrieben wurden. Die Auswertung der Mafiformel im hermitschen Fall ist da
schon erheblich schwieriger. Walter Feit hat in seiner Arbeit [Fei78], Abschnitt 4, fiir den
Fall, dass man die imagindrquadratische Korpererweiterung Q(¢s) : Q und hermitesche Z[(3]-

Gitter mit Diskriminate 1 betrachtet, die hermitesche Mafiformel rekursiv ausgewertet. Wir
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wollen nun eine sehr &hnliche Situation betrachten und zwar hermitesche Z[(3]-Gitter (M, h),

sodass (M, h,) fiir alle p # 3 unimodular ist und (Ms, h3) eine Jordan-Zerlegung der Form
(N1,h1) @ (N2, ha)

besitzt, wobei (N1, hq) unimodular oder 0 und (Nz, ha) (1—(3)-modular oder 0 ist. Bezeichne

mit n; den Rang von N;. Unser Ziel ist es, die folgende Formel auszuwerten:

m(m+1) m s ji—1! _
wacy) (M, h) =2-375 det(h) H((QW)J') I[[ aon™

j=1 p Primzahl

Die Schwierigkeit liegt darin, das Produkt der lokalen Darstellungsdichten zu bestimmen.
Wir entnehmen daher aus Abschnitt 5 von [HK89] (p # 3) und aus Abschnitt 3 (Theorem
3.6) von [Mis00] die folgenden Formeln der lokalen Darstellungsdichten «,(M):

ay(M) = ﬁ (1 _ (g)ip_i) fiir p # 2,3,

(M) = ﬁ (1 —(~1)’ 2—i) und

2
ag(M) =23 F 7 [[ (1-37%)-

i=1
5 : C0FAY g

1Lz, (1 — 3’21) (1 + (3> 32) ny gerade
ny—1 )

.25 (1-37%) ny ungerade

Hierbei ist (§) das Legendre-Symbol und A die Klasse der Determinante. Mit diesen lokalen

Darstellungsdichten berechnen wir dann

0y (1)1 = () gyt T { S0 20 =37 aerade

p Primzahl =1 | L () (1 +279) i ungerade
i i)(1—3"%) 4 gerade
_ ag(M)_l C( )( ) g
=1 | L (i, %) i ungerade

wobei L (i,x) die Dirichlet-Reihe zum Dirichlet-Charakter x (k) = (g) ist. Nun sind ¢(4),

fiir ¢ gerade, und L (4, x), fiir 4 ungerade, leicht berechnenbar, denn es ist

(2m)%k (27)2k+1 <1>
) By (0), und L (2k + 1, ) = Bowr [ = ).
R ( V= e a2 s
Hierbei bezeichnen wir mit B,,(X) das n-te Bernoulli-Polynom. Die folgende Maple-Prozedur
berechnet bei der Ubergabe von ny, na, m, det(h) und A das MaB wzics) (M, h).

C(2k) =
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hermitian_measure := proc(nl, n2, m, det, lambda)
a3:=2%3"(n2%(n2+1)/2):
for i from 1 by 1 to n2/2 do
ad:=a3*(1-3"(—2%1)):
end do;
if type(nl,even) then
hilf:=1:
for i from 1 by 1 to nl/2 do
hilf:=hilfs(1-3"(—2%i)):
end do;

a3:=a3xhilfx(1+legendre((—1)"(nl/2)xlambda,3)x

hilf:=1:
for i from 1 by 1 to (nl-1)/2 do
hilf:=hilf*(1-3"(—-2%i)):
end do;
ad:=adxhilf:
end if;
prod:=a3”"(—1):
for i from 1 by 1 to m do
if type(i,even) then
prod:=prodx*Zeta (i)*(1-3"(—1i)):
else

prod:=prod=*(2«Pi) 1 /((i)!*sqrt(3)*«(—1)"((i—1)/2—-1))x

end if;
end do;
measure:=2%3" (mx(m+1)/4)xdet "mxprod:
for i from 1 by 1 to m do

measure:=measurex(i —1)!/(2xPi)"i:
end do;
measure ;

end proc;

3°(=n1/2))"(—1):
else

bernoulli(i,1/3):







KAPITEL 2

Eine Maf3formel fiir hermitesche ZG-Gitter

Wir werden in diesem Kapitel eine Mafiformel fiir hermitesche ZG-Gitter herleiten. Dazu
sei (M, h) stets ein hermitesches ZG-Gitter auf einem hermiteschen QG-Modul (V, h).
Im ersten Abschnitt studieren wir die Adelgruppe der Automorphismengruppe Aut(V,h)
und wie diese auf dem Geschlecht des hermiteschen ZG-Gitters (M, h) operiert. Danach
beschiftigen wir uns im zweiten Abschnitt mit dem Tamagawa-MaB auf Aut(V, h)a. Es stellt
sich heraus, dass dieses das Produktmafl zweier bekannter Tamagawa-Mafle auf linearen
algebraischen Gruppen iiber Q beziehungsweise Q({) ist und das auch die Tamagawazahl

von Aut(V, h) sich als Produkt zweier solcher schreiben 14sst. Wir werden zeigen, dass
wzg (M, h) = ywz (Mo, ho)wze,) (M1, h1),

wobei (Z X Z[()) (M, h) = (Mo, ho) ® (M1, h1) die Zerlegung iiber der Maximalordnung nach
Abschnitt 1.1 und v ein Korrekturfaktor ist. Ein Ergebnis dieses Abschnittes wird dann die

Berechnung von ~ sein.

2.1. Die Adelisierung der Automorphismengruppe eines hermiteschen
QG-Moduls

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition der adelischen Gruppe von Aut(V, h).
Als lineare algebraische Q-Gruppe erhalten wir diese aus der allgemeinen Theorie, wie in
Abschnitt 1.2.

DEFINITION. Die Gruppe

Awt(V,h)a =S £ = (fo)p € ] Aut(Vp,hp): fo(M,) = M, fiir fast alle p € P(Q)
PEP(Q)

heifit die adelische Gruppe von Aut(V, h)

Die obige Definition ist unabhéingig von der Wahl des hermiteschen ZG-Gitters (M, h),
denn fiir jedes andere hermitesche ZG-Gitter (M’, h) auf (V| h) gilt nach Proposition 1.1.13,
dass

(Z,G)M’ = M,
fiir fast alle p € P(Q).

PROPOSITION 2.1.1. Betrachten wir die Zerlegung (V,h) = (Vo, ho) ® (Vi,h1) gemdifs
Proposition 1.1.7, so gilt:

Aut(V, h)a = Aut(Vo, ho)a x Aut(Vy, hy)a

31
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BEWEIS. Die Proposition 1.1.7 liefert uns Zerlegungen

(Vp’ hp) = (VOJN ho,p) ® @ (VLPv hLP)
PEP(Q(Ce+¢; 1)), plp
(M, hp) = (Mo, hop) & @ (Myp,h1p), p# 4,

pEP(Q(Ce+¢, 1)), plp
(Voo; hoo) = (Vb,oo; hO,oo) D (‘/1,ooa hl,oo)-

Diese induzieren direkte Zerlegungen der Automorphismengruppen

Aut(Vp, hy) = Aut(Vo p, hop) X 11 Aut(Vip, hiy)
PEP(Q(Ce+¢, 1)), plp
Aut(M,, h,) = Aut(Mop, hop) X 11 Aut(Mi . hyp), p#4

pEP(Q(Ce+¢, ), plp
Aut(Voo, hoo) = Aut(V(LOO, hO,oo) X Aut(Vl_yoo, hl,oo)

da es keine Homomorphismen zwischen den direkten Summanden gibt. Damit berechnen

wir dann
Aut(V,h)y = {(fp)pe[p)((@) : fp(Mp) = M), fiir fast alle p € P(Q)}
= {((F)per@)s (fp)plp)per@) : ) (Mop) = Moy, fo(Myy) =DM,
fiir fast alle p € P(Q), p € P(Q(& + ¢, 1)}
= {(fDper@) : [y (Mo,p) = My, fiir fast alle p € P(Q)}
XA perciresty ¢ fa(Mip) = My fiir fast alle p € P(Q(¢e+ ¢ )}
— Aut(Ve, ho)a x Aut(Vi, h1)a.

O
KOROLLAR 2.1.2. Es ist:
Aut(V, h) \ Aut(V, h)y = Aut(Vo, ho) \ Aut(Vo, ho)a X Aut(Vy, hy) \ Aut(Vi, hi)a
BEWEIS. Die Aussage folgt sofort aus Proposition 2.1.1 und
Aut(V, h) = Aut(Vp, ho) x Aut(Vi, hy)
O

Vermoge der Zuordnung
f=f=(fo)p
erhalten wir eine Einbettung der Gruppe Aut(V,h) ist die adelische Gruppe Aut(V,h),.
Wir werden im Folgendem diese Einbettung als Identitéit verstehen, d.h. Aut(V,h) als Un-
tergruppe von Aut(V, h), auffassen.

Die folgende Proposition stellt einen Zusammenhang zwischen der adelischen Gruppe
von Aut(V, h)s und dem Geschlecht, beziehungsweise von Aut(V, h) zu der Isomorphieklasse
von (M, h) her.
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PROPOSITION 2.1.3. Die Gruppe Aut(V,h)a, Aut(V, h) operiert transitiv auf Gen(M, h)

beziehungsweise auf der Isomorphieklasse von (M, h).
Bewels. Fir f = (f,), und (L, h) aus dem Geschlecht von (M, h) setze
£.L:= () (VN f(Ly).
peP(Q)

Da L aus dem Geschlecht von M ist, gibt es fiir alle p € P(Q) ein g, € Aut(Vj, hy) mit
gp(M,) = L,,. Nach Proposition 1.1.13 ist

(f-L)p = fp(Lp)a

fiir alle p € P(Q). Setze demnach g, := fpg, € Aut(V,, hy), fir p € P(Q). Dann ist

gp(Mp) = (fpgp)(Mp) = fp(Lp) = (f'L)Pa

d.h. (f.L, h) liegt im selben Geschlecht wie (M, h).
Bleibt noch zu zeigen, dass die Operation transitiv ist. Es geniigt zu zeigen, dass es zu jedem
L aus dem Geschlecht von M ein f € Aut(V, h), gibt, sodass

f.M=L.

Nach Proposition 1.1.13 gilt M, = L, fiir fast alle p € P(Q). Seien p1,...,p, € P(Q) die
Primstellen, wo M, # L, und g, € Aut(V,, h,) mit g,(M,) = L, fir alle p € P(Q). Setze
nun

fp=1id fir alle p e P(Q)\{p1...,0n}, fp=gpfirpe{pi...,pn}
Dann ist f := (f,), € Aut(V, h)a und es gilt

tM = m (mep(Mp»
p€EP(Q)
= m (Vﬂ fp(Mp))m m (Vﬁ fp(Mp) )
PEP(Q\{p1--,pn} —M,—1, PEWPLPn} —g,(M,)=L,
= () vnL,)
peP(Q)
= L.

Schrianken wir nun die obige Operation auf die Untergruppe Aut(V,h) ein, so erhalten wir

eine transitive Operation auf der Isomorphieklasse von (M, h). ]

Bezeichne mit Aut(V, h)a ar den Stabilisator der Operation von Aut(V, h)a auf Gen(M, h),
d.h.

Aut(V, h)A,M = {f S Aut(V, h)A M = M}
= {feAut(V,h)s : fpo(M,) = M, fir alle p € P(Q)}
[T Aut(M,,hy).

peP(Q)

Offenbar ist Aut(V, h)a s eine Untergruppe der adelischen Gruppe Aut(V, h)a.
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PROPOSITION 2.1.4. Es gibt eine disjunkte Zerlegung der adelischen Gruppe Aut(V, h)a

der Form i
Aut(V, h)s = | Aut(V, h)f; Aut(V, h)a ar,
i=1
wobei k die Klassenzahl des Geschlechts von (M, h) und fy, ... £ ein Reprisentantensystem

der Doppelnebenklassen ist.

BEWwWEIS. Die Operation aus Proposition 2.1.3 liefert uns eine Bijektion
Aut(V,h)a/ Aut(V, h)apr — Gen(M, h), £ Aut(V, h)a nm — £.M

Nun induziert die transitive Operation von Aut(V, h) auf der Isomorphieklasse von (M, h)
eine Bijektion zwischen den Doppelnebenklassen von Aut(V, h)\ Aut(V,h)a/ Aut(V, h)a,m
und den Isomorphieklassen in Gen(M,h). Bezeichnen wir ein Reprisentantensystem der
Doppelnebenklassen mit fy, ..., fx so erhalten wir die gewiinschte Gleichung

k
Aut(V, ) = | Aut(V, h)f; Aut(V, h)a ar,
=1

wobei k die Klassenzahl der Geschlechtes von (M, h) ist. O

2.2. Das Tamagawa-Maf} auf Aut(V,h),

In Abschnitt 1.2 haben wir gesehen was Tamagawa-Mafle auf linearen algebraischen
k-Gruppen sind. Mit Diesen und Proposition 2.1.1 werden wir ein Tamagawa-Mafl auf
Aut(V, h)a herleiten und damit zunéchst eine allgemeine Form einer Maf}formel fiir her-

mitesche ZG-Gitter und dann die eigentliche Formel bestimmen.

Betrachte die Zerlegungen
(Va h) = (VEth) D (Vl’h1)7 (Z x Z[@D(Ma h) = (Mo, hO) ® (M17 hl)

geméf der Proposition 1.1.7. Erinnere daran, dass (Mo, ho) ein quadratisches Z-Gitter auf
(Vo, ho) und (M7, hq) ein hermitesches Z[(]-Gitter auf (V1, hy) ist. Fiir p € P(Q) beziehungs-
weise p € P(Q(¢, + ¢, *)) haben wir in Abschnitt 1.3 lokale Haarsche-MafBe 19, und s,
auf Aut(Vp p, hop) beziehungsweise Aut(Vy p,h1,p) angegeben. Diese induzieren jeweils ein
Tamagawa-Maf} Qg und Q; auf den Adelgruppen Aut(Vp, ho)a beziehungsweise Aut(Vi, hy)a.
Mit Proposition 2.1.1 erhalten wir zum Einen, dass Aut(V, h)s unimodular ist und zum An-
deren, in Verbindung mit der allgemeinen Theorie zu Haar-Maflen aus Abschnitt 1.2, ein
Tamagawa-Maf

Q.= QO X Ql
auf Aut(V, h)a, sowie lokale Haarsche-Mafe
Hp = Ho,p X |
PEQ(Ce+¢y ), plp

auf Aut(V), hy,). Des Weiteren erhélt man mit Korollar 2.1.2 und den Tamagawa-Maflen
und Q4 ein Aut(V, h)a-invariantes Mafl 7 auf dem homogenen Raum Aut(V, h)\ Aut(V, h)a.
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PROPOSITION 2.2.1.
T(Aut(V,h) \ Aut(V, b))
Q(Aut(V, h)A,M)

BEWEIS. Mit Proposition 2.1.4, den Eigenschaften von 7 und dem Hom&omorphismus

wzg(M, h) =

Aut(V, h) N Aut(V, h)a,m \ Aut(V, h)a v =~ Aut(V, k) \ Aut(V, h) Aut(V, h)a m

berechnen wir:

k
T(Aut(V,h) \ Aut(V,h)p) =7 (U Aut(V, h) \ Aut(V, h)f; Aut(V, h)AM>

i=1

|

@
Il
—

7 (Aut(V, h) \ Aut(V, h)f; Aut(V, h)a )

|

@
Il
-

7 (Aut(V, h) \ Aut(V, h)f; Aut(V, h)anmf; ")

I

s
Il
-

7 (Aut(V, h) N £ Aut(V, h)a £\ £ Aut(V, R)a )

[

s
Il
-

7 (Aut(V, h) N £ Aut(V, h)a £\ Aut(V, h)a )

Q(Aut(V, h)aar) [Aut(V, h) 0 Aut(V, h)aarf

|

s
I
-

k
= Q AWV, W) aar) Y [Aut(V, k) N Aut(V, h)aarf |
i=1
Hier geht ein, dass Aut(V, h)Nf; Aut(V, h)a, Mfi_1 als diskrete Untergruppe einer kompakten
Gruppe endlich ist (Aut(Veo, hoo) ist kompakt, da sie ein endliches Haarsches-Maf3 besitzt,
Proposition 1.2.6) und invariante Mafle auf endlichen Gruppen gerade Zihlmafle sind. Des

Weiteren geht bei obiger Rechnung
7 (Aut(V, k) N £ Aut(V, h)a ar £\ Aut(V, h) g ) = Q (Aut(V, h)aar) [Aut(V, k) N Aut(V, B) g f; ! |’1

ein, was genauso wie bei der Rechnung zu Beginn von Abschnitt 1.3, an der Unimodularitét
von Aut(V, h)a und der Diskretheit von Aut(V, h)NAut(V, h)a p liegt. Nun sieht man leicht
ein, dass
Aut(V, h) N £ Aut(V, h)a et = Aut(f;. M, )
und f;.M die Reprisentanten der Isomorphieklassen im Geschlecht von M durchlauft. Wir
erhalten
T (Aut(V, h) \ Aut(V, h)a) = Q (Aut(V, h) s, mr) wza (M, h)

was wir zeigen wollten. O

Da Aut(V, h) eine unimodulare, lineare algebraische Q-Gruppe ist, ist die Tamagawazahl
T(Aut(V, h)) = 7(Aut(V, h) \ Aut(V, h)s) wohldefiniert und endlich. Die niichste Proposition

zeigt, dass wir sogar mehr haben.
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PROPOSITION 2.2.2. Fiir die Tamagawazahl von Aut(V,h) gilt
T(Aut(‘/, h)) = To(Aut(Vo, ho)) . Tl(Aut(‘/i, hl)),

wobei 7o(Aut(Vy, ho)), m1(Aut(Vi,hy)) die Tamagawazahlen der entsprechenden algebrai-
schen Q- bzw. Q(¢¢)-Gruppen sind.

BEWEIS. Aus Korollar 2.1.2 erhalten wir
Aut(V, h) \ Aut(V, h)A = Aut(Vo, ho) \ Aut(V(), hQ)A X Aut(Vl, hl) \ Aut(Vl, hl)A~

Damit ist dann

7 (Aut(V, h) \ Aut(V, h)a) = 7 (Aut(Vo, ho) \ Aut(Vo, ho)a x Aut(Vy, hy) \ Aut(Vy, hy)a)
=170 (Aut(Vo, ho) \ Aut(‘/o, hO)A) 71 (1A11t(‘/17 hl) \ Aut(Vl, hl)A)
= To(Aut(V(), ho)) . Tl(Aut(‘/i, hl))

Hierbei bezeichnen 7o und 7, die von den Tamagawa-Maflen Qg und §2; induzierten, invari-
anten MaBle auf Aut(Vp, ho)a/ Aut(Vo, ho) beziehungsweise Aut(Vi, hi)a/ Aut(Vi, hy). O

Die Tamagawazahlen 7o(Aut(Vp, ho)) und 7 (Aut(Vi, hy1)) sind aus Theorem 1.3.1 be-

kannt, jedoch ist fiir uns der genaue Wert nicht von Bedeutung.

Berechnen wir nun Q(Aut(V, h)a s ). Nach Definition des Tamagawa-Mafles € ist

Q(Aut(V, h)A,M)

ol [ Aut(d,hy)
PEP(Q)
H pip(Aut(Mp, hyp)).
PEP(Q)
Unsere Aufgabe ist es also die lokalen Mafle p1,(Aut(Mp, h,)) fiir alle Primstellen p € P(Q)

zu berechnen. Nehmen wir zunéchst an, dass p # £. Dann erhalten wir aus der Zerlegung

(Mpvhp) = (MO,pth,p) o @ (Mlymhl,p)a
pEP(Q(Ce+¢, M), plp

die wir der Proposition 1.1.7 entnehmen, eine Zerlegung der Automorphismengruppe in

Aut(M,, h,) = Aut(Mop, ho ) X 11 Aut(My 5, Ry )
PEP(Q(Ce+¢, 1)), plp

wie wir auch bereits in Proposition 2.1.1 gesehen haben. Fiir p = ¢ induziert die Einbettung
(Me, he) = (Ze x Z[Cel1—¢,) (Mg, he)
lediglich eine der Automorphismengruppen, d.h.
Aut(My, he) — Aut(Mo ¢, hoe) x Aut(Mi1-¢,, hi1-¢,).
ProposiTION 2.2.3. Es gilt

Q(Aut(M, h)A,M) = ’}/_1 . Q()(Aut(‘/o, hO)A,Mo) . Ql (Aut(Vl, hl)li),
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wobei v 1= [Aut(Mo e, hoe) X Aut(Mi1-¢,hi1-¢) @ Aut(Me, he)] als Korrekturindex be-

zeichnet wird.
BEwEIS. Fiir p # £ ist

pip (Aut(My, hy)) = po,p (Aut(Mo p, ho p)) - II pp (Aut(Myp, by p))
PEP(Q(Ce+¢, 1)), blp
und wegen der Invarianz des Mafles unter der Operation von Aut(My, hy) erhalten wir fiir
p="Y

pue (Aut(My, he)) = 7" - po,e (Aut(Mo,e, hoye)) - p1,1—¢, (Aut(Mii—¢,, hii-¢,)) -

Dann ist
Q(Awt(V, h)a,m) = H pip(Aut(Mp, hyp))
peP(Q)
= ’771 H Ho,p (Aut(MO,;Dv hO,p)) : H H H1p (AUt(Ml,p, hl,p))
pEP(Q) PEP(Q) peP(Q(Ce+¢, M), plp
= 7_1 H Ho,p (AUt(MO,p, hOm)) : H H1p (AUt(Ml,pa hl,p))
PEP(Q) pEP(Q(Ce+¢, M)

=y Qo (Aut(Vo, ho)an,) - Q1 (Aut(Vi, h)a s, )-
O

THEOREM 2.2.4 (Allgemeine Mafiformel). Sei (M, h) ein hermitesches ZG-Gitter auf
einem hermiteschen QG-Modul (V,h). Dann ist

wza (M, h) = ywz(Mo, ho)wze, (M1, h1)
mit dem oben eingefiihrten Korrekturindex .

BEWEIS. Aus Proposition 2.2.1 entnehmen wir die Gleichung
T(Aut(V, h) \ Aut(V,h)s)
Q(Aut(V, h)a.nr) '
Dann erhalten wir mit den Propositionen 2.2.2, 2.2.3 und der allgemeinen Mafformel fiir Z-
beziehungsweise Z[(,]-Gitter aus Abschnitt 1.3, dass

wzg(M, h) =

T(Aut(V, h) \ Aut(V, h)a) . To(Aut(Vh, ho)) - 71 (Aut(V7, hy))
QAt(V, h)pnr) 7 Qo (Aut(Vo, ho)ansy) - Q1 (Aut(Vi, b )aar,)
To(Aut(Vo, ho)) Tl(Aut(Vl, hl))

7 Qo(Aut(Vo, ho)ansy) Q1 (Aut(Vr, ha)aan)
= wz(Mo, ho) - wze,) (M1, h1).
O

Das vorangegangene Theorem stellt einen Zusammenhang zu den aus Abschnitt 1.3
bekannten Mafiformeln fiir quadratische Z- und hermitesche Z[(]-Gitter her. Es ist erkenn-
bar, dass man die bereits bekannten Mafiformlen aus der die allgemeine Mafiformel wieder

zuriickgewinnen kann. Dies wollen wir im folgenden Korollar einmal festhalten.
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KOROLLAR 2.2.5. Sei (M, h) ein hermitesches ZG-Gitter.

(i) Ist dim(M) = (my,0,0), so ist

wza(M,h) = wz(Mo, ho).
(i) Ist dim(M) = (0,mq,0), so ist
wza (M, h) = wgie,) (M, hy).
(iii) Ist dim(M) = (mg,m1,0), so ist
wza(M, h) = wz (Mo, ho) - wzic,) (M1, hy).
BEWEIS. Die Aussagen (i) und (ii) sind klar. Ist M vom Typ (mg, m1,0) so ist
Aut(My, he) = Aut(Mo ¢, hoe) x Aut(My1—¢,hi1-¢)
und v = 1. |

Wir wollen nun den Korrekturindex v genau berechnen. Dazu benutzen wir die Aquivalenz
der Kategorien Herm(Z,G) und RepHerm(Z,G), die wir bereits in Abschnitt 1.1 angegeben
haben, um die Automorphismengruppe Aut(My, hy) im direkten Produkt Aut(My ¢, hoe) X
Aut(Mi 1-¢,, h1,1-¢,) genauer zu beschreiben. Hierfiir werden wir nun voraussetzen, dass
wir ein hermitesches ZG-Gitter (M, h) betrachten mit der Eigenschaft, dass (My, hy) uni-

modular ist.

Sei I' die maximale Zy-Ordnung in Q;G und I der Fiihrer von I in Z,G. Dann erninnern
wir daran, dass Z,G/I ~ F, diagonal in T'/I ~ F, x F, eingebettet ist. Betrachte die
Zerlegung I'(My, he) = (Moe, hoe) ® (Mi,1-¢,, h1,1-¢,) und setze

Wo = MQ@/EM(L@, bo = ho)g mod ng,
Wii= Mia—¢, /(1 = CG)Mii—¢» b= hii¢ mod (1= C)Z[Cli-¢,-
Fiir i = 0,1 definiere dann W := W, /W;* und bezeichne mit b; die von b; auf W induzierte
unimodulare Form {iber F,. Des Weiteren sei
(VVv b) = (Wo, bO) D (Wh bl)’ (W/7 bl) = (W67 b6) D (Wllv b/1)7
U= M/¢M, CW, U%:=Un(Wyx{0}) und U' := U N ({0} x W).

LEMMA 2.2.6. Mit den vorangegangenen Bezeichnungen gilt:

(i) U@ U! ist ein mazimaler T /I-Untermodul von W, der in U enthalten ist.
(i) Wt=U0a U
(iii) Es gibt einen Isomorphismus o : (W{,by) — (W1, b)) mit

U/W = {(wo, o(wp)) : vo € W}

Eine analoge Proposition steht mit Beweis in Kapitel 2, Abschnitt 3 (Proposition 3.5)
von [Ban88] fiir den Fall, dass der Grundring nicht Z, sondern Z ist (siehe auch Abschnitt

2 (Lemma 2.2) von [Que81]). Dieser Beweis ldsst sich auf unsere Situation iibertragen.
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BEWEIS.

(i)

(iii)

Es ist zunichst zu zeigen, dass U° und U! eine I'/I-Modulstruktur tragen. Seien
dazu u = (ug,0), v = (vo,0) € UY. Dann ist u+v € U und damit sogar in U° nach
Definition. Ist a = (ag,a1) € Fy x Fy so ist

a.u = (apug,0) = (ao, ag).(uo, 0).

Da (ag,ap) € Z¢G/I und dies die Diagonale in I'/I ist, ist a.u € U und damit
auch in U°. Damit ist U° aber ein I'/I-Modul. Analog zeigt man, dass U' eine
I'/I-Modulstruktur tragt.

Zeigen wir nun die Maximalitéit. Sei U’ ein I'/I-Modul mit
U'eU'CU CU
und u = (ug,u1) € U'. Dann ist sowohl (1,0).u als auch (0,1).w in U’ und damit
(1,0).u € UY und (0,1).u € U'. Damit folgt jedoch
u=(1,0).u+(0,1)uec U’ U,

dh. U =0 U!.
Nach Proposition 1.1.10 erzeugt U den I'/I-Modul W. Daher geniigt es zu zeigen,
dass

Ut=0"9U!
ist. Sei u € UL. Dann ist b(v,u) = 0 fiir alle v € U, d.h. b(U,u) € Z,G/I und weil
(My, he) nach Voraussetzung unimodular ist, muss v € U gelten. Es folgt

Ut cu.

Wegen (i) geniigt es nun U° @ U C Ut zu zeigen. Sei dazu u = (ug,0) € U° und

v = (vg,v1) € U. Dann ist zum Einen

b(ua U) - (bo(u()va)a bl(oavl)) - (bo(UO,'Uo), 0)

und zum Anderen b(u,v) € ZG/I. Also muss bereits by(ug,v9) = 0 gelten, da
ZyG/I die Diagonale in I'/I ist. Dann ist aber b(u,v) = 0, d.h. U° C UL. Analog
zeigt man U' C U+, Insgesamt folgt

UleU' CU
Seien U = (ug,u1), v = (vo,v1) € U. Ist (ug — v0,0) € U, so ist
(1,0).(u — v) = (up — v9,0) € U’ C U.
Da U ein ZG/I-Modul ist, ist auch
(1,1).(u—v) € U.
Dann folgt aber auch

(0,u1 —v1) =(0,1).(u—v) = (1,1).(u —v) = (1,0).(u — v) € U,
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d.h. (0,u; —vy) € UL
Wir haben also gezeigt, dass fiir alle u,v € U mit ug = vg mod U bereits u = v
mod U° @ U! folgt, d.h. die zweite Komponente von U mod U® @ U' entspricht
bijektiv der Ersten. Bezeichne diese Bijektion mit o. Ist wy € W{ und (W, o(wp)) €
U/U° @ UY, so liefert

(a,a).(Wy, o (Wy)) = (aWy, ac(Wy)) € U/U° & U*
dass o(awy) = ao(wWp). Da (I'/I)U = W kénnen wir o auf folgende Weise linear

fortsetzen:
Fiir wy € Wy schreibe

(wo,0) = Z(az‘,o, ai,1)-(1i,0,Ui,1),

i
wobel a;0,a;1 € Fy und (u;0,u;,1) € U. Dann ist
(wO,O) = E (ai,Oyai,1)~(ui,();ui,1) = <E aq,0U4,0, E ai,l”i,l)
i i i

woraus folgt, dass >, a;1u;,1 =0, d.h.

(wo,0) = (Z i, 0Ui,0, 0)

fur alle wy € Wy. Setze demnach o(wy) = ), ai00(Us,0). Dann ist o injektiv und
wir miissen noch die Surjektivitit zeigen.
Sei wy € Wi. Dann ist

(0,m1) = (ai0,ai.1)-(TWi o, Win)

i

= (E a;q,0Ui,0, E ai,1ui,1>
i i
= (0, E ai,l“i,l) ,
i

wobei a; 0,a;1 € Fp und (u;0,u;,1) € U. Dann ist (0, ;1) = (Wi0,0(TWiyp)), was

wy = g aj1U;1 = E a;10(Uip) =0 (E ai,lui,O>
i i i

impliziert, d.h. o ist auch surjektiv.
Nun gilt fiir alle u,v € U bereits b(u,v) € Z;G/I, was

bo(ug,vo) = b1 (u1,v1)

liefert, da ZyG/I diagonal in T'/I. Also ist o auch kompatibel mit den quadratischen

Formen.



Eine Mafiformel fiir hermitesche ZG-Gitter 41

LEMMA 2.2.7. Die kanonischen Gruppenhomomorphismen oo : Aut(My ¢, hoe) — Aut(W3, bj)
und @1 : Aut(My1-¢,, h11-¢,) = Aut(W7,b}) sind surjektiv.

Fiir den Beweis dieses Lemmas zeigen wir zunéchst noch eine Verallgemeinerung eines
Satzes von Kneser aus Kapitel 5, Abschnitt 15 (Satz 15.5) von [Kne02].

THEOREM 2.2.8. Sei R ein vollstindiger Bewertungsring mit 2 € R*, K sein Quoti-
entenkorper, (1) C R das mazimale Ideal und ~— : R — R eine Involution auf R. Sind
(V,h), (V' h') beziiglich — hermitesche K-Vektorriume, M C V, M’ C V' freie R-Gitter
und fo: M — V' R-linear mit

(i) 71 (m',n’) C R fir alle m’,n’ € M’
(i) M* = i?’fO(M’) + (m)M*, wobei l;’fo(m’) =N (fo(-),m) firm' e M'.

(iii) A'(fo(m), fo(n)) = h(m,n) mod (7*), m,n € M
fiir ein k € N, so gibt es eine R-lineare Abbildung f : M — V', die fy verfeinert, d.h. die
f(m) = fo(m) mod (7*)M' und h'(f(m), f(n)) = h(m,n) fiir alle m,n € M erfiillt.

BEWEIS. Wir konstruieren induktiv eine Folge fo, f1,..., fj, fj+1,... in Homg (M, V'),
sodass f; die Bedingung

fi(m) = fj-1(m) mod (x**+7) M’
W(fj(m), fj(n)) = h(m,n) mod 7*+J
erfiillt. Diese Folge ist m-adisch eine Cauchyfolge und weil R vollstandig ist, konvergiert diese
gegen f :=lim;_, f;. Dann gilt
R(f(m), f(n)) =1 (‘lim fi(m), lim fj(n)> = lim A/(f;(m), fj(n)) = h(m,n).
Jj—oo Jj—o0 Jj—oo

Nehmen wir an, dass die Abbildungen fo, fi,..., fj—1 bereits konstruiert sind. Setze f; :=
fi—1 +7**ig mit g € Hompg(M, M’). Wir zeigen nun, dass g so gew#hlt werden kann, dass
die Bedingung A'(f;(m), fj(n)) = h(m,n) mod **+J erfiillt ist. Fiir m,n € M ist

B (fi(m), fi(n)) = B (fj-1(m) + 7 g(m), f;-1(n) + 7+ g(n))
= (fj-1(m), fi-1(n)) + 7" (B (f;-1(m), g(n)) + 1’ (g(m), fi-1(n))) + TR (g(m), g(n)).

Unter Berficksichtigung von (i) erhalten wir, dass

w2 BB (g(m), g(n)) € 7" (IR (g(m), g(n)) C (wH7F)
Was uns
h(m,n)=h'(fi—1(m), fi—1(n)+(x"H) = 7 (B (fi—1(m), g(n))+h' (g(m), fi—1(n)))+(x"*7)
liefert. Wegen [ j — 1] ist

h(m,n) = h'(fi—1(m), fj-1(n)) = 7"+~ a(m, n)

fiir eine beziiglich — hermitesche Form a auf M, sodass wir ein g suchen, was

a(m,n) + (m) = h'(fo(m), g(n)) + 1'(g(m), fo(n)) + (7)
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erfiillt. Wegen (ii) ist
a(-n) + ()M = h'(fo(-),n') + (m) M".
Da M frei ist, liefern die n’ der Basisvektoren ein ¢’ € Hompg (M, M’) mit
a(-,-) + (m) Hompg (M, M*) = I'(fo(-), ¢'(-)) + () Homp (M, M*).
Nun ist 2 eine Einheit in R, d.h. durch g := 3¢’ € Hompg(M, M*) erhalten wir
' (fo(m), g(n))+h'(g(m), fo(n)) + (x)

= 8 folm). g (n)) + 51(5'(m). o) + ()
1

S (fo(m), () + S (fom), ¢/ (n))* + ()

1 L,
= §a(m,n) + 50 (m,n) + ()
= a(m, n) + (77)

Hierbei bezeichnet * die zu den Formen Dualen und da a hermitesch ist, gilt a* = a. g

BeEWEIS (Lemma 2.2.7). Betrachte das quadratische Z,-Gitter (My.¢, ho¢). Da hg ¢ lokal

l-elementar ist (siehe Proposition 1.1.11), erhalten wir eine Jordan-Zerlegung

(Mo,¢, hoe) = (L1, hoe) @ (Le, hoye),

wobei (L1, ho¢) unimodular oder 0 und (Lg, ho ¢) -modular oder 0 ist. Ein Automorphismus

fo € Aut(W{,b}) ist nichts anderes als ein Automorphismus fy : L1 — L; mit

hoe(fo(x), fo(y)) = hoe(x,y) mod €Z,

tir alle x,y € L1. Wegen Theorem 2.2.8 gibt es dann einen Automorphismus f : (L1, ho¢) —
(L1,ho), der fo verfeinert. Definiere nun f' : (Mo ¢, ho¢) = (Mo s, ho,¢) durch

fl=f Lidg,.
Dann ist
wo(f)=f mod ((Zy)L1 = fo mod ({Z¢)L4,
d.h. ¢q ist surjektiv.

Bei dem hermiteschen Z[(]1—¢,-Gitter (M1,1-¢,, h1,1-¢,) geht man analog vor, da die Voraus-
setzungen von Lemma 2.2.7 auch in diesem Fall erfiillt sind. Somit ist auch ¢ surjektiv. O

PROPOSITION 2.2.9. Die Automorphismengruppe des hermiteschen Z,G-Gitters (M, hy)
ist der pullback der Gruppen Aut(Wg, b)) ~ Aut(W7, b)), Aut(Mo ¢, ho¢) und Aut(Mi 1-¢,hi1-¢)
beziiglich der Abbildungen mo(_) = opo(_)o~t, o aus Lemma 2.2.6, und © = 1, d.h.

Aut(Mb he) = {(f(), fl) S Allt(]w'()#z7 ho’g) X Aut(MLl,C“hl’l,Q) : 7T0(f()) = 7T1(f1)}.

BEWEIS. Wir benutzen Proposition 1.1.10 und beschreiben die Automorphismen von
(Mg, he,U) in der Kategorie RepHerm(Z,G).
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Setze ¢ := ¢ X 1. Mit Lemma 2.2.6 erhalten wir dann

Aut(My, hy) = Aut(T'My, he, U)
= {(fo, f1) € Aut(Mo,, ho,e) x Aut(Myi—¢,, ha-¢,) = ¢(fo, 1)(U/WF) = U/W}
= {(fo, f1) € Aut(Mo ¢, hoe) X Aut(Mi1-¢,,h1,1-¢,)) : Zu jedem z € W( gibt es ein
z € Wi mit @o(fo)(2) = 2, ¢1(f1)(0(2)) = o (2)}
= {(fo, f1) € Aut(Mo ¢, hoe) X Aut(My1-¢,, hia-¢,) s pr(fi)o = opo(fo)}
= {(fo, f1) € Aut(Mo,¢, ho,e) X Aut(M11-¢,, h1,1-¢,) : mo(fo) = m1(f1))}-

Nach Definition ist

(
(

o

Aut(W7,b7) Aut(Mo,e, ho,e)

i |

AUt<M1,1—C; h171_() - Aut(Mg, hg)

dann ein pullback-Diagramm. |
KOROLLAR 2.2.10. Es gibt einen Gruppenisomorphismus
Aut(Mo ¢, hoe) X Aut(My1—¢, h11—¢)/ Aut(My, he) ~ Aut(W{, b))
und v = | Aut(W{, )|

BEwEIS. Nach Lemma 2.2.7 sind 7y und 7y surjektiv, d.h. Proposition 2.2.9 liefert eine
exakte Folge

1— Allt(Mg, hf) — Aut(MO’g, ho’g) X Aut(MLl,C, hl’lfc) — Aut(W{, bll) — 1.
Mit dem Homomorphiesatz folgt dann die Behauptung. |

THEOREM 2.2.11 (MaBformel). Sei (M, h) ein hermitesches ZG-Gitter, sodass (Mg, h¢)

unimodular ist. Dann ist
wzg(M, h) = | Aut(Wé, bé)‘wz(Mo, ho)wz[m (]\417 hl).

BEWEIS. Die Aussage folgt aus der allgemeinen Mafiformel zusammen mit Korollar
2.2.10. |






KAPITEL 3

Geschlechter unimodularer, hermitescher ZCs5-Gitter

Wir werden in diesem Kapitel die Geschlechter hermitescher ZCs5-Gitter bestimmen,
deren zugrunde liegendes quadratisches Z-Gitter unimodular und héchstens Dimension 16
besitzt. Dafiir beschreiben wir zunéchst eine Vorgehensweise, die aus dem gegebenen Ge-
schlecht eines unimodularen, quadratischen Z-Gitters alle moglichen Isomorphieklassen von
unimodularen, hermiteschen ZC3-Gittern liefert. Mittels Diesen und der Mafiformel aus Ka-
pitel 2 werden wir dann zeigen, dass genau die Kandidaten im selben Geschlecht liegen,

deren Dimensionsvektoren iibereinstimmen.

Wir beschréinken uns dabei auf die Dimensionen kleiner als 16, da der verwendete Al-
gorithmus zum Einen auf der Kenntnis des Geschlechtes des unimodularen quadratischen
Z-Gitters basiert und zum Anderen auf der Berechnung der Konjugationsklassen der Au-
tomorphismengruppe der Isomorphieklassen in diesem. Beide Bestimmungen sind fiir wach-

sende Dimensionen beziehungsweise Gruppenordnungen sehr aufwendig.

Wie schon erwéhnt ist die Auswertung der Mafiformel in der Praxis recht schwierig,
was im Wesentlichen an der Auswertung des MaBes wyc,j(M1, hy) liegt. Aus diesem Grund
beschrinken wir uns in diesem Kapitel auf die Gruppe C3. Im Falle, dass (M7, hy) die Diskri-
minante 1 besitzt, kénnen wir Ergebnisse aus [Fei78] entnehmen und das Maf} wy¢,j (M1, h1)
berechnen. In den anderen Fillen werten wir die Formel mittels der am Ende von Abschnitt

1.3 gemachten Uberlegungen aus und erhalten so das Ma8.

Sei (M, b) ein unimodulares, quadratisches Z-Gitter. Unser Ziel ist es Geschlechter von
hermiteschen ZC's-Gittern tiber (M, b), d.h. hermiteschen ZC3-Gitter (M, h) mit ¢(h) = b, zu
bestimmen. Nach Proposition 1.1.12 entprechen die hermiteschen ZC3-Gitter iiber (M, b) ge-
nau den Automorphismen der Ordnung drei in Aut(M,b). Unter Beriicksichtigung von Pro-
position 1.1.15 erhélt man die Isomorphieklassen hermitescher ZCs5-Gitter iiber (M, b) durch
die Bestimmung der Konjugationsklassen der Ordnung drei in Aut(M,b) und umgekehrt.
Um nun ein Geschlecht eines hermiteschen ZC's-Gitters iiber (M, b) zu bestimmen, benutzen
wir die Proposition 1.1.18: Seien (L1, b1) := (M,b), (L2,b2), ..., (L, by) Reprisentanten der
Isomorphieklassen von Gen(M, b). Durch die Berechnung der Konjugationsklassen der Ord-
nung drei, fiir jede Automorphismengruppe Aut(L;,b;), erhiilt man hermitesche ZC3-Gitter

iiber (L;, b;). Fixiert man nun ein (M, h) iiber (M, b), so erfiillen alle Isomorphieklassen von

45
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hermiteschen ZCs-Gittern (M’,h') iiber den (L;, b;) mit dim(M') = dim(M) die notwen-
dige Bedingung von Proposition 1.1.18, um im selben Geschlecht zu liegen wie (M, k). Die
entscheidende Frage lautet also, welche von Diesen liegen wirklich im selben Geschlecht be-

ziehungsweise in wieviele Geschlechter zerfallen die Isomorphieklassen.

Wir wollen im folgenden beschreiben, wie man die obige Vorgehensweise mittels Magma,
[BCP97], umsetzen kann. Dazu geben wir verschiedene Funktionen an, die die wesentlichen,
oben beschriebenen, Schritte umsetzten. An der praktischen Umsetzung waren auch meine
Kollegen Stefan Hoppner und Timo Rosnau beteiligt. Fiir eine Dokumentation zu Magma

Funktionen siehe man
http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/handbook/

Die erste Funktion, die wir vorstellen wollen, berechnet zu einem Automorphismus (von
beliebiger Primzahlordnung 2 < ¢ < 19) eines quadratischen Z-Gitters die Modulstruktur,

d.h. den Dimensionsvektor, des induzierten ZG-Moduls.

function module_structure (g)
struct:=AssociativeArray ();
dim:=NumberOfRows (g );
g:=MatrixAlgebra(Integers () ,dim) ! g;
¢ :=0Order(g);

R:=ResidueClassRing (£);
for j:=1 to /-1 do

s:=g'l + g"];
end for;
Ms:=NullspaceMatrix ( Transpose(s));
h:=g—1;
H:=ChangeRing (h,R);
q:=hx*(Transpose (Ms));
Q:=ChangeRing(q,R);
struct [1]:=Rank(s)—(Rank (H)—Rank(Q));
struct [3]:=(Rank (H)—Rank(Q) );
struct [2]:=1/(£—1)*(dim—struct [1] —f*xstruct [3]);
return struct;

end function;

Der Funktion module_structure wird ein Automorphismus g eines quadratischen Z-Gitters
(M, b) in Form einer ganzzahligen Matrix iibergeben. Schaut man in den Beweis von Theo-

rem 1.1.1, so sind die folgenden Rénge zu berechnen
Rangy (M /M;), Rangg,(Ms) und dimg, ((9 — 1)M/(g — 1) M),

wobei £ die Primzahlordnung von g ist, s := Zf:é g' und M, := {m € M : s(m) = 0}. Es
geniigt Rang, (M /M) und dimg,((g — 1)M /(g — 1)M;) zu bestimmen, denn mittels diesen
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Beiden und der Formel
Rang; (M) =mo+ (£ —1) -mqy +£-my
erhilt man den Dimensionsvektor der als Array struct zuriickgegeben wird.
Die néchste Funktion bestimmt zu jedem Reprisentanten des Z-Geschlechtes die Iso-

morphieklassen der ZG-Moduln, die iiber diesem liegt. Sie wurde einem Magma Skript von

Stefan Hoppner entnommen, mit dem die unten stehenden Tabellen erzeugt wurden.

function hermitian_lattice (B)
AG:=AssociativeArray ();

for lat in [1 .. #B] do
AG[lat]:= AssomatlveArray(),
Lat:=LatticeWithGram (B[lat ]);
Aut:=AutomorphismGroup (Lat ) ;
C:=Classes (Aut);
for i in [1 .. #C] do

¢:=Cl1i ][1],
if IsPrime(¢) and ¢ ne 2 and ¢ le 19 then
AGllat |[1]: :AbbomatlveArray()
AG[lat ] [1][1]:=
AG[Tat J[1][2]:= [ J137;
help:=module_structure (AG[lat |[i][2]);
AG[lat |[1][3]:=help [3];
G1at][i][4]: = help [2];
Gline ] 31[5]:= help 1]
G[lat][i][6]:= er(Centralizer (Aut,C[i][3]));
end if;
end for;
end for;
return AG;

end function;

Der Funktion hermitian_lattice wird eine Liste {ibergeben, indem die Gram-Matrizen der
Représentanten der Isomoprhieklassen eines Z-Geschlechtes eingetragen sind. Fiir jede Sol-
che berechnet die Funktion die Konjugationsklassen des Gitters und filtert die heraus, die
fiir uns relevant sind, d.h. deren Primzahlordnung kleiner gleich 19 und nicht gleich 2 ist. Mit
Hilfe der Repréasentanten dieser Konjugationsklassen wird die induzierte ZG-Modulstruktur
mit der oben beschriebenen Funktion module_structure berechnet. Séamtliche Informationen

werden in dem Array AG gespeichert und zuriickgegeben.
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Mit diesen beiden Funktionen ldsst sich das oben beschriebene Verfahren umsetzten
und man kann somit zu einem gegebenen quadratischen Z-Gitter alle Isomorphieklassen
von hermiteschen ZG-Gittern iiber seinem Geschlecht bestimmen. Méchte man nun wissen
welche dieser Klassen nun zum selben Geschlecht gehéren, so kann man sich der in Kapitel
2 hergeleiteten Mafliformel bedienen. Um Diese auswerten zu kénnen, ist eine Zerlegung
des hermiteschen ZG-Gitters iiber der maximalen Ordnung Z x Z[(,] notig. Die folgende
Funktion liefert eine Solche fiir den Fall ¢ = 3.

function maximal_decomposition (G,B)
f:=1/3%(G"24+G+1);
h:=1-f;
MO:=Lattice (f,ChangeRing (B, Rationals ()));
h0:=3xGramMatrix (MO) ;
ZMl:=Lattice (h,ChangeRing (B, Rationals ()));
Base:=BasisMatrix (ZMl);
GQ:=ChangeRing (G, Rationals ());
BaseQ:=ChangeRing (Base, Rationals ());
Gnew:=Solution (BaseQ ,BaseQ+GQ) ;
Zbase:=ChangeRing (ZzetaBasis (Gnew ), Rationals ())x*BaseQ );
Zetabase:=Zbase;
for i:=NumberOfRows(Zetabase) to 2 by —2 do
Zetabase:=RemoveRow ( Zetabase , 1 );
end for;
F<t>:=CyclotomicField (3);
ZetabaseF:=ChangeRing (Zetabase ,F);
GF:=ChangeRing (G,F);
BF:=ChangeRing (B,F);
hl:=ZeroMatrix (F,NumberOfRows( ZetabaseF ) ,NumberOfRows ( ZetabaseF )
for i in [0..2] do
hl:=hl+(ZetabaseF*GF —1i)«BFxTranspose (ZetabaseF )xt"i;
end for;
return h0,hl;

end function;

Der Funktion maximal_decomposition wird ein Automorphismus und eine Gram-Matrix
iibergeben (diese beiden beschreiben ein hermitesches ZG-Gitter). Mittels des Automorphis-

muses werden zwei Abbildungen konsturiert, f und h, mit der Eigenschaft, dass
l=f-(1-G)+h-(G*+G+1).

AnschlieSend berechnet die Funktion die Bilder dieser Abbildungen, d.h. zwei Z-Basen wel-
che diese erzeugen. Das Bild von f beschreibt dann den direkten Summanden, auf dem der

Automorphismus trivial operiert und mittels der Basis wird die symmetrische Gram-Matrix
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hO berechnet. Aus der Z-Basis des Bildes von h wird eine Z[(3]-Basis des zweiten direkten
Summanden konstruiert, indem die Darstellungsmatrix des Automorphismus beziiglich der
Z-Basis an die Funktion ZzetaBasis iibergeben wird. Diese stammt aus der Feder von Mi-
chael Jiirgens und berechnet fiir einen Automorphismus mit Minimalpolynom X2 + X + 1

eine Z-Basis, sodass beziiglich Dieser der Automorphismus die Darstellungsmatrix

(%)

besitzt, d.h. in Normalform ist. Aus dieser Basis erhalten wir dann die gesuchte Z[(3]-Basis
mit der dann die hermitesche Gram-Matrix hl berechnet wird (Proposition 1.1.13). Die

Funktion gibt die beiden Gram-Matrizen zuriick.

BEMERKUNG. Wie bereits erwahnt sind die Funktionen module_structure und hermiti-
an_lattice nicht von der hier betrachteten Gruppenordnung drei abhingig, die wir in diesem
Kapitel voraussetzen. Die Isomorphieklassen der hermiteschen ZG-Gitter lassen sich mit

diesen auch fiir beliebige Primzahlordnung 2 < ¢ < 19 berechnen.

In den folgenden Tabellen listen wir alle hermiteschen ZG-Gitter auf, die iiber unimo-
dularen, quadratischen Z-Gittern der Dimension hochstens 16 liegen. In den Dimensionen
eins und zwei erhélt man nur orthogonale, ganzzahlige Darstellungen der zyklischen Gruppe
mit zwei Elementen, sodass wir diese nicht betrachten. Die Tabellen sind nach der zugrun-
deliegenden ZG-Modulstruktur sortiert. Des Weiteren berechnen wir fiir £ = 3 auch die
Geschlechter der hermiteschen ZCs3-Gitter.

Zur Notation: Die orthogonalen Darstellungen, d.h. die Représentanten der Konjugati-
onsklassen, werden stets mit np/Rm codiert. Dabei steht das n fiir die n-te Isomorphieklasse
des Z-Geschlechtes (die Reihenfolge wird stets zu Beginn fixiert) und p¢ fiir die Primzahl-
ordnung ¢ der Darstellung. Der letzte Teil Rm der Codierung ist eine Indizierung, wobei
m der Laufindex beginnend bei 1 ist. Mit max_k bezeichnen wir die maximale Anzahl von
Isomorphieklassen des ZG-Geschlechtes und mit max_w das maximale Maf}; d.h. wenn max_k
tatséchlich die Klassenzahl ist.

Dimension 3, ungerade, unimodular

Reprisentanten des Z-Geschlechtes:
I3

Ordnung 3:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(0,0,1) 1p3R1 1 1/6

Es gibt nur ein hermitesches ZG-Gitter tiber I3 und somit auch nur ein ZG-Geschlecht

mit dem angegebenen Mafl max_w.
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Dimension 4, ungerade, unimodular

Reprisentanten des Z-Geschlechtes:
Iy

Ordnung 3:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(1,0,1) 1p3R1 1 1/12

Es gibt nur ein hermitesches ZG-Gitter iiber I und somit nur ein ZG-Geschlecht mit

dem angegebenen Mafl max_w.

Dimension 5, ungerade, unimodular

Reprisentanten des Z-Geschlechtes:

I5
Ordnung 3:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max w
(2,0,1) 1p3R1 1 1/48
Ordnung 5:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(0,0,1) 1p5R1 1 1/10

Es gibt zwei hermitesche ZG-Gitter iiber I, jeweils eines fiir £ = 3 und ¢ = 5. Die
Geschlechter dieser hermiteschen ZG-Gitter sind einklassig und haben die angegebenen Mafle

max._w.

Dimension 6, ungerade, unimodular

Reprisentanten des Z-Geschlechtes:

Is
Ordnung 3:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w
(3,0,1) 1p3R2 1 1/288
(0,0,2) 1p3R1 1 1/72
Ordnung 5:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max w

(1,0,1) 1p5R1 1 1/20
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Es gibt zwei hermitesche ZC's- und ein hermitesches ZC'5-Gitter iiber Ig. Die Geschlechter

dieser hermiteschen ZG-Gitter sind einklassig und haben die angegebenen Mafle max_w.

Dimension 7, ungerade, unimodular

Reprisentanten des Z-Geschlechtes:

I
Ordnung 3:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max w
(4,0,1) 1p3R2 1 1/2.304
(1,0,2) 1p3R1 1 1/144
Ordnung 5:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w
(2,0,1) 1p5R1 1 1/80
Ordnung 7:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung maxk max w

(0,0,1) 1p7R1 1 1/14

Es gibt zwei hermitesche ZC3- und jeweils ein hermitesches ZC's- und ein ZC-Gitter
iiber I7. Die Geschlechter dieser hermiteschen ZG-Gitter sind einklassig und haben die an-

gegebenen Mafle max_w.

Dimension 8, ungerade, unimodular

Reprisentanten des Z-Geschlechtes:

I
Ordnung 3:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w
(5,0,1) 1p3R2 1 1/23.040
(2,0,2) 1p3R1 1 1/576
Ordnung 5:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max w
(3,0,1) 1p5R1 1 1/480
Ordnung 7:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max .k max w

(1,0,1) 1p7R1 1 1/28
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Es gibt zwei hermitesche ZC53- und jeweils ein hermitesches ZC5- und ein ZC7-Gitter
itber Ig. Die Geschlechter dieser hermiteschen ZG-Gitter sind einklassig und haben die an-

gegebenen Mafle max_w.
Dimension 8, gerade, unimodular
Représentanten des Z-Geschlechtes:
Es
Ordnung 3:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k  maxw

(0,4,0) 1p3R1 1 1/155.520
(5,0,1) 1p3R3 1 1/311.040
(1,2,1) 1p3R2 1 1/7.776
(2,0,2) 1p3R4 1 1/2.592

Ordnung 5:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max.w

(0,2,0) 1p5R2 1 1/600
(3,0,1) 1p5R1 1 1/1.200

Ordnung 7:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(1,0,1) 1p7R1 1 1/28

Es gibt vier hermitesche ZC3-, zwei hermitesche ZCs- und ein hermitesches ZC-Gitter
iiber Eg. Die Geschlechter dieser hermiteschen ZG-Gitter sind einklassig und haben die

angegebenen Mafle max_w.

Dimension 9, ungerade, unimodular

Reprisentanten des Z-Geschlechtes:

I, L Eg, Tg
Ordnung 3:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max_w
(1,4,0) 1p3R1 1 1/311.040
(6,0,1) 1p3R3, 2p3R3 2 13/2.488.320
(2,2,1) 1p3R2 1 1/15.552
(3,0,2) 1p3R4, 2p3R2 2 5/10.368
(0,0,3) 2p3R1 1 1/1.296
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Ordnung 5:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung maxk  max.w
(1,2,0) 1p5R1 1 1/1.200
(4,0,1) 1p5R2, 2p5R1 2 13/19.200

Ordnung 7:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(2,0,1) 1p7R1, 2p7R1 2 3/112

Die Darstellungen 1p3R1, 1p3R2, 2p3R1 und 1p5R1 liefern jeweils einklassige ZG-Geschlechter
deren Maf} genau dem angegebenen max w entsprechen. Fiir die restlichen hermiteschen
Z.C3-Gitter berechnen wir das MaSf.

Die Funktion maximal_decomposition liefert die folgenden Zerlegungen h = hg @ hy iiber

der maximalen Ordnung;:

30 0 0 0 0 0
004 1 2 2 0 1
01 4 2 -4 0 -2
hpsrs=| 0 2 2 4 1 0o -1 |&(1)
0 2 -4 1 10 3 2
00 0o 0 3 6 0
01 -2 -1 2 0 4
2 0 -1 0 2
0o 2 0 0 -1
1 —
hipsra=| -1 0o 2 o -1 |® G
¢G+1 2
0o 0 0 3 0
2 -1 -1 0 4

Fir h = h1p3R3 ist

13 1
wz(ho) = $99.440° wzey) (h1) = g und | Aut(Wy, by)| = | O(1,3)| = 2
und mit der Maflformel erhilt man
13
1p3R3) = ———
wacy (1P3R3) = 528 330

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R3 zweiklassig und die zweite Isomorphie-
klasse wird von 2p3R3 représentiert.

Fir h = h1p3R4 ist

) 1
wellho) = 7o, waic (1) = =5 und | Aut(W,bp)| = | O(2,3)] = 8

und mit der Mafiformel erhilt man

wzc, (1p3R4) =

5
10.368
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 zweiklassig und die zweite Isomorphie-

klasse wird von 2p3R2 représentiert.
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Dimension 10, ungerade, unimodular

Reprisentanten des Z-Geschlechtes:

Iy L Es, Do
Ordnung 3:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max_w
(2,4,0) 1p3R3 1 1/1.244.160
(7,0,1) 1p3R1, 2p3R3 2 23/34.836.480
(3,2,1) 1p3R2 1 1/62.208
(4,0,2) 1p3R4, 2p3R2 2 7/82.944
(1,0,3) 2p3R1 1 1/2.592
Ordnung 5:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w
(2,2,0) 1p5R1 1 1/4.800
(5,0,1) 1p5R2, 2p5R2 2 1/7.680
(0,0,2) 2p5R1 1 1/200
Ordnung 7:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max w

(3,0,1) 1p7R1, 2p7R1 2 1/168

Die Darstellungen 1p3R3, 1p3R2, 2p3R1, 1p5R1 und 2p5R1 liefern jeweils einklassige
Z.G-Geschlechter deren Maf§ genau dem angegebenen max_w entsprechen. Fiir die restlichen
hermiteschen ZC's-Gitter berechnen wir das Maf.

Die Funktion maximal_decomposition liefert die folgenden Zerlegungen h = hg @ hy iiber

der maximalen Ordnung;:

30 0 0 0 0 0 0

03 0 0 0 0 0 0

000 4 -1 -2 -1 1 0

000 -1 4 2 1 -1 0

pr— 1

hip3r1 000 -2 2 4 -1 -2 0 e(1)

00 -1 1 -1 4 2 0

00 1 -1 -2 2 4 3

00 0o 0o o0 o0 3 6

2 1 -1 0 0 1

1 4 2 0 0 -1

1 2 4 0 0 -2 11
hip3ra = 0 0 0 3 0 0 ® < 1 2 >

0 0 0 0 3 0

1 -1 -2 0 0 2
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Fir h = h1p3R1 ist

23 1
walho) = Troroes, waiey () = g und | Aus(W5, )] = |0(1,3)] = 2
und mit der Maflformel erhilt man
23
.(1p3R1) = ——
wes (1P3RL) = 26 180

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R1 zweiklassig und die zweite Isomorphie-

klasse wird von 2p3R3 représentiert.

Fiir h = hipsrs ist
wz(ho) = ﬁa wrzjcy) (1) = 712 und [ Aut(Wg,bp)| = [O(2,3)] =8
und mit der Maf)formel erhélt man
7
82.944
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 zweiklassig und die zweite Isomorphie-

wzc, (1p3R4) =

klasse wird von 2p3R2 reprisentiert.

Dimension 11, ungerade, unimodular

Reprisentanten des Z-Geschlechtes:

I3 L Eg, Ins
Ordnung 3:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max._w
(3,4,0) 1p3R7 1 1/7.464.960
(8,0,1) 1p3R1, 1p3R5, 2p3R3 3 697/8.360.755.200
(4,2,1) 1p3R6 1 1/373.248
(0,4,1) 1p3R2 1 1/933.120
(5,0,2) 1p3R4, 1p3R9, 2p3R2 3 91/7.464.960
(1,2,2) 1p3R3 1 1/46.656
(2,0,3) 1p3R8, 2p3R1 2 5/31.104
Ordnung 5:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max. w
(3,2,0) 1p5R1 1 1/28.800
(6,0,1) 1p5R2, 2p5R2 2 1/51.200
(1,0,2) 2p5R1 1 1/400
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Ordnung 7:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(4,0,1) 1p7R1, 2p7R1 2 5/5.376

Ordnung 11:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(0,0,1) 2p11R1 1 1/22

Die Darstellungen 1p3R2; 1p3R3, 1p3R6, 1p3R7, 1p5R1, 2p5R1 und 2pl11R1 liefern je-
weils einklassige ZG-Geschlechter deren Mafl genau dem angegebenen max_w entsprechen.

Fiir die restlichen hermiteschen ZC5-Gitter berechnen wir das Maf3.

Die Funktion maximal_decomposition liefert die folgenden Zerlegungen h = hg @ hy iiber

der maximalen Ordnung;:

300 0 O 0O 0O 0 O

03 0 0 0 0 0 0 O
o0 3 0o 0 0 0 0 O
00 0 6 -3 0 0 3 0

hpsri=] 0 0 0 -3 6 0 -3 3 0 @(1)
o0 o0 0 0 4 -1 2 -2
00 0 0 -3 -1 4 -5 -1
00 0 3 3 2 -5 10 -1
o0 0 0 0 -2 -1 -1 4
1 0 0 O 0 0 O
0 6 -3 0 0 3 0
0 -3 6 0 -3 3 0 -

hip3ra = o 0 o0 4 -1 2 -2 @( B >
0o 0 -3 -1 4 -5 -1
0 3 3 2 -5 10 -1
0 0 0 -2 -1 -1 4
1 0 0 0 0
0o 2 2 -1 -1 1 0 0

hipsre =] 0 2 4 -2 -1 [|® ( 0 1 )
0 -1 -2 4 -1 0 0 1
0 -1 -1 -1 2

Fir h = h1p3R1 ist
697 1

und mit der Maflformel erhilt man

697
1p3R1) = ————
waes(1P3R1) = S5 75 200
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R1 dreiklassig und die beiden weiteren Iso-

morphieklassen werden von 1p3R5 und 2p3R3 représentiert.



Eine Mafiformel fiir hermitesche ZG-Gitter 57

Fir h = h1p3R4 ist

91 1
wnllo) = 5o i5s waie) () = =5 und | Aut(Wy, by)| = | 0(2,3)] = 8
und mit der Maflformel erhilt man
91
1p3R4) = ————
wac, (1P3R4) = 5960

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 dreiklassig und die beiden weiteren Iso-

morphieklassen werden von 1p3R9 und 2p3R2 représentiert.

Fir h = h1p3R8 ist
) 1
U.}Z(ho) = m, (A)Z[Cs](hl) = T% U.nd ‘Aut(W67b/0)| = |O(3,3)| = 48

und mit der Mafiformel erhilt man
5
31.104

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R8 zweiklassig und die zweite Isomorphie-

wzc, (1p3R4) =

klasse wird von 2p3R1 reprisentiert.

Dimension 12, ungerade, unimodular
Reprisentanten des Z-Geschlechtes:

Dy, Iy L Eg, Ijp

Ordnung 3:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max._w
(4,4,0) 2p3R2 1 1/59719.680
(9,0,1) 1p3R1, 2p3R1, 2p3R6, 3p3R1 4 187/16.721.510.400
(5,2,1) 2p3R4 1 1/2.985.984
(1,4,1) 2p3R3 1 1/1.866.240
(6,0,2) 1p3R4, 2p3R7, 2p3RS, 3p3R4 4 13/5.971.968
(2,2,2) 2p3R5 1 1/93.312
(3,0,3) 1p3R2, 2p3RY, 3p3R2 3 5/62.208
(0,0,4) 1p3R3, 3p3R3 2 1/10.368
Ordnung 5:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max._w
(4,2,0) 2p5R1 1 1/230.400
(7,0,1) 1p5R2, 2p5R2, 3p5R2 3 17/6.451.200

(2,0,2) 1p5R1, 3p5R1 2 3/1.600
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Ordnung 7:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(5,0,1) 1p7R1, 2p7R1, 3p7R1 3 1/6.720

Ordnung 11:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(1,0,1) 1pl1R1, 3p11R1 2 3/44

Die Darstellungen 2p3R2, 2p3R3, 2p3R4, 2p3R5 und 2p5R1 liefern jeweils einklassige
Z.G-Geschlechter deren Mafl genau dem angegebenen max_w entsprechen. Fiir die restlichen

hermiteschen Z(C's-Gitter berechnen wir das Maf.

Die Funktion maximal_decomposition liefert die folgenden Zerlegungen h = hg @ hy iiber

der maximalen Ordnung:

6 0 3 0 3 0 0 0 0 0
0 6 -3 0 0 0 0 0 0 0
3 -3 6 -3 0 0 0 0 0 0
0 0 -3 6 3 0 0 0 3 0
3 0 0 3 7 0 3 -3 1 0
= 1
hip3ry 0o 0 0 0o 0 6 -3 0 0 0 ®(1)
0 0 0 0 3 -3 6 -3 3 0
0o 0 0 0 -3 0 -3 6 -3 3
o 0o o 3 1 0 3 -3 10 -3
0 0 0 o0 o 0 3 -3 6
4 2 0 0 1 0 -2 -1
2 4 0 0 -1 0 2 -2
0 0 6 -3 -3 0 0 0
_ 0 0 -3 6 0 -3 0 0 2 1
hipsre = 1 -1 -3 0 4 0 -2 2 ® ( (s 1 >
o 0 0 -3 0 4 -1 1
2 2 0 0 -2 -1 8 -2
1 -2 0 0 2 1 -2 11
2 o0 1 0 2 -2
o 2 1 0 -2 -1
11 3 0 0 Loooo
hipsre = 0 0 -3 4 -1 1 o -1
0 -1 2
2 —2 0 -1 8 -2
2 -1 0o 1 -2 11
2 -1 0 -2 1 ) G
N S - T R 0 1 -1 —¢3—1
hipsrs = o o 2 -1 |® 0 -1 2 G+1
-2 2 -1 3 —(¢3—1 (3 —(C3 3
Fir h = h1p3R1 ist
(ho) 7187 (h1) 1 d |Aut(W{, b)) =] 0(1,3)] =2
wz(hg) = wyz, 1) = — un u = -
5.573.836.8007 2L 6 0270 ’

und mit der Mafiformel erhilt man

187
wzes (IP3R1) = T 0700
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Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R1 vierklassig und die drei weiteren Isomor-

phieklassen werden von 2p3R1, 2p3R6 und 3p3R1 reprisentiert.

Fir h = h1p3R4 ist

13 1
wz(ho) = 563552 wzj¢s)(h1) = [ und | Aut(Wg, by)| = [O(2,3)] =8
und mit der Mafiformel erhalt man
13
1p3R4) = — 2
woos (1P3R4) = 2o o6s

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 vierklassig und die drei weiteren Isomor-

phieklassen werden von 2p3R7, 2p3R8 und 3p3R4 reprisentiert.

Fir h = ]’L1p3R2 ist

und | Aut(W{,b,)| = 1 0(3,3)] = 48

5 1
53017 wrlel (M) = 1550

und mit der Maflformel erhilt man

wz(ho) =

5
weca(1P3RY) = G508

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R2 dreiklassig und die beiden weiteren Iso-
morphieklasse werden von 2p3R9 und 3p3R2 reprisentiert.

Fir h = h1p3R3 ist
1 1

und mit der Mafiformel erhilt man

wzc, (1p3R3) =

10.368
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R3 zweiklassig und die zweite Isomorphie-

klasse wird von 3p3R3 représentiert.

Dimension 13, ungerade, unimodular
Représentanten des Z-Geschlechtes:

I, LD, Is LEg, I3

Ordnung 3:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max._w
(5,4,0) 2p3R2 1 1/597.196.800
(10,0,1) 1p3R1, 2p3R3, 2p3R6, 3p3R1 4 121/66.886.041.600
(6,2,1) 2p3R4 1 1/29.859.840
(2,4,1) 2p3R1 1 1/7.464.960
(7,0,2) 1p3R4, 2p3R5, 2p3RY, 3p3R4 4 41/83.607.552
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(3,2,2) 2p3R7 1 1/373.248

(4,0,3) 1p3R2, 2p3R8, 3p3R2 3 13/497.664

(1,0,4) 1p3R3, 3p3R3 2 1/20.736
Ordnung 5:

Z.G-Struktur orthogonale Darstellung max_k max_w
(5,2,0) 2p5R2 1 1/2.304.000
(8,0,1) 1p5R2, 2p5R1, 2p5R4, 3p5R2 4 5321/13.934.592.000
(0,2,1) 2p5R3 1 1/6.000
(3,0,2) 1p5R1, 2p5R5, 3p5R1 3 13/16.000

Ordnung 7:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max_w
(6,0,1) 1p7R1, 2p7R1, 3p7R1 3 19/645.120
Ordnung 11:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(2,0,1) 1pl1R1, 3pl1R1 2 5/176

Ordnung 13:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(0,0,1) 3p13R1 1 1/26

Die Darstellungen 2p3R1, 2p3R2, 2p3R4, 2p3R7, 2p5R2, 2p5R3 und 3p13R1 liefern je-
weils einklassige ZG-Geschlechter deren Mafl genau dem angegebenen max w entsprechen.

Fiir die restlichen hermiteschen ZC3-Gitter berechnen wir das Mag.

Die Funktion maximal_decomposition liefert die folgenden Zerlegungen h = hg @ h; iiber

der maximalen Ordnung:

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 6 3 -3 3 3 3 3 9 3 9
0 3 6 -3 3 3 3 3 9 3 9
0 -3 -3 6 0 0 0 0 0 0 -3
0 3 3 0 6 3 3 3 9 3 9
Mpsr1=| 0 3 3 0 3 6 3 3 9 3 9 @(1)
0 3 3 0 3 3 6 3 9 3 9
0 3 3 0 3 3 3 6 9 3 9
09 9 0 9 9 9 9 28 9 22
0 3 3 0 3 3 3 3 9 6 9
0 9 9 -3 9 9 9 9 2 9 25
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4 0 -3 -3 1 -3 -3 -3 4
0o 3 0 0 0 0 0 0 O
-3 0 6 3 0 3 3 3 -3
-3 0 3 4 -1 3 3 5 —4
1 0
hip3ra = 1 0 0 -1 2 0 0 -2 -1 |& ( o 1 )
-3 0 3 3 0 6 3 3 -3
-3 0 3 3 0 3 6 3 -3
-3 0 3 5 -2 3 3 10 -2
4 0 -3 -4 -1 -3 -3 -2 11
2 -1 0 1 -1 -1 2
-1 2 0 -1 1 3 -2
0O 0 3 0 0 0 0 11 1
hip3r2 = 1 -1 0 2 0 -2 -1 |&®| 1 2 1
-1 1 0 0 4 1 -1 11 2
-1 3 0 -2 1 8 0
2 -2 0 -1 -1 0 9
2 0 -1 0 1
1 —¢5—1
o 1 0 0 -1 ) ?’ . gg
hipsrs=| -1 o 2 o -1 |& 3 3
0 0 o 3 0 (3 Cs 2 —(¢3—1
—(3—1 —C3—1 2
1 -1 -1 0 2 3 3 3
Fir h = h1p3R1 ist
(ho) —121 (h1) 1 d | Aut(W{,by)| = | O(1,3)] = 2
wz, 0) = wz, 1) = = un u = =
22.295.347.200" 2L 6 0-70 ’
und mit der Maflformel erhilt man
121
wzcg(1p3R1) =

~ 66.886.041.600
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R1 vierklassig und die drei weiteren Isomor-

phieklassen werden von 2p3R3, 2p3R6 und 3p3R1 repréisentiert.

Fir h = h1p3R4 ist

41 1
wz(ho) = 9289728 wzics) (M) = 7 und | Aut(Wy, bp)| = | O(2,3)] = 8
und mit der Maflformel erhilt man
41
1p3R4) = ————
wos (1P3R4) = oo om0

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 vierklassig und die drei weiteren Isomor-

phieklassen werden von 2p3R5, 2p3R9 und 3p3R4 reprisentiert.

Fir h = h1p3R2 ist
13 1
= 54327 “zlel(M) = 754

und mit der Mafiformel erhilt man

wz(ho) und | Aut(W§, b,)| =1 0(3,3)] = 48

13

wae, (1p3R4) = (o0
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Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R2 dreiklassig und die beiden weiteren Iso-
morphieklasse werden von 2p3R8 und 3p3R2 reprisentiert.

Fir h = h1p3R3 ist
1 1

und mit der Mafiformel erhalt man

wze, (1P3R3) = 5o—s

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R3 zweiklassig und die zweite Isomorphie-

klasse wird von 3p3R3 représentiert.

Dimension 14, ungerade, unimodular
Représentanten des Z-Geschlechtes:

(Er LEn)", I LD}, Ig L Eg, Iy

Ordnung 3:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max_w
(6,4,0) 3p3R8 1 1/7.166.361.600
(11,0,1) 1p3R4, 2p3R1, 3p3R2, 5 1.681/4.414.478.745.600

3p3R3, 4p3R1

(7,2,1) 1p3R1, 3p3R6 2 23/7.524.679.680

(3,4,1) 3p3R7 1 1/44.789.760

(8,0,2) 1p3R5, 1p3R7, 2p3R4, 3p3R1, 7 2.501/20.065.812.480

3p3R4, 3p3R12, 4p3R4

(4,2,2) 1p3R6, 3p3RI 2 7/11.197.440

(0,4,2) 1p3R2, 3p3R11 2 13/33.592.320

(5,0,3) 1p3R9, 2p3R2, 3p3R5, 5 299/44.789.760

3p3R13, 4p3R2

(1,2,3) 1p3R3, 3p3R10 2 1/186.624

(2,0,4) 1p3R8, 2p3R3, 3p3R14, 4p3R3 4 7/248.832

Ordnung 5:

Z.G-Struktur orthogonale Darstellung max_k max_w
(6,2,0) 3p5R4 1 1/27.648.000
(9,0,1) 1p5R2, 2p5R2, 3p5R1, 5 587/9.289.728.000

3pb5R2, 4p5R2
(1,2,1) 3p5R5 1 1/12.000

(4,0,2) 1p5R1, 2p5R1, 3p5R3, 4p5R1 4 403/1.152.000
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Ordnung 7:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max_w
(7,0,1) 1p7R2, 2p7R1, 3p7R1, 4p7R2 4 113/20.321.280
(0,0,2) 1p7R1, 4p7R1 2 1/196
Ordnung 11:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max k max w

(3,0,1) 2p11R1, 4p11R1 2 7/1.056

Ordnung 13:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max w

(1,0,1) 4p13R1 1 1/52

Die Darstellungen 3p3R7, 3p3R8, 3p5R4, 3p5R5 und 4pl3R1 liefern jeweils einklassige
Z.G-Geschlechter deren Mafl genau dem angegebenen max_w entsprechen. Fiir die restlichen

hermiteschen ZC'5-Gitter berechnen wir das Maf.

Die Funktion maximal_decomposition liefert die folgenden Zerlegungen h = ho @ h; iiber

der maximalen Ordnung;:

3 6 -3 0o 0 0O 0 O 0 O0 o0 3
O -3 6 -3 0 0 0 O 0 0 0 0
O 0 -3 6 -3 0 -3 0 0 0 o0 0
o 0o 0 -3 6 -3 0 0 0 0 o0 0
o o o0 o0 -3 6 0 O0 0 0 0 0
hipsra = o 0 o -3 0 o0 6 o o o o -3 |®(1)
o o o0 o 0 ©0 0 4 -3 -1 0 1
o o o0 o 0 O 0 -3 6 0 -3 0
o o o o0 0 0O 0 -1 0 4 o0 2
o o 0o o 0 O 0 0O -3 0 6 0
o 3 0 o 0 0O -3 1 o0 2 o0 7
6 -3 0 0 0 0O 0 0
3 6 -3 0 0 0 0 3
0O -3 6 -3 0 0 0 0
0o 0 -3 6 -3 0 -3 0 2 G-l !
hip3r1 = o 0 o0 -3 6 -3 o o B ¢ 2 Cs+1
1 —¢s 2
0O 0 0 0 -3 6 0 0
o 0o 0 -3 0 0 6 -3
o 3 0 0 0 0 -3 5
2 0o 0 0o 0 ©0 0 0 -1 -1
O 6 -3 0 0 0 0 0 o0 0
O -3 6 -3 0 0 0 0 o0 3
O 0o -3 6 -3 0 0 0 o0 0
O 0o 0 -3 6 -3 0 -3 0 0 1
hip3rs = o 0 0 0 -3 6 -3 0 0 0 ® < 1 >
o o 0 o0 0 -3 6 0 0 0
o 0o 0 0o -3 0 0 6 0 -3
1 0o o0 o0 0 O 0 O 4 5
1 0o 3 o0 0 0 0 -3 5 11
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4 -3 -1 0 1 1
3 6 0 -3 0 0 5 2s+2 ¢ 0
B 1 0 4 0 2 2 —2¢s 2 1 0
hip3re = 0-3 0 6 0 0 D -1 1 2 0
1 0o 2 0 3 2 0 0 0 1

1 o 2 0 2 3

5 23 +2 (s 0 0 0
—2¢, 2 -1 0 0 0
(10 —¢5—1 -1 2 0 0 0
hipsre = ( 0 1 ) ® 0 0 0 11 18¢s + 10 7¢s
0 0 0 —18C;—8 26 7¢s + 13
0 0 0  —TC3—T7 —TC3+6 5
2 -3 0 0 0 -1 0 0
-3 6 0 0 0 6 0 3
4 -3 -1 1
8 8 3 63 0 8 03 0 100
- 01 0
hip3ro o 0o -1 0o 4 o o 2 |9
0 0 1
-1 6 0 0 0 1 0 10
0 0 0 -3 0 0 6 0
o0 3 1 0 2 10 0 9
1 0 0 0 0
2 -3 -1 0
0 3 —3¢3— 3 0 —2¢5— 1
h = 3663 @l o 3¢ 14 —3¢3—3 203+3
ISRI= | 1 6 16 10 3 3 3
0 0 3¢Cs 1 0
o 3 10 7
0 2(3+1 —2¢3+1 0 2
2 0 0 0 -1 -1
0 2 -3 -1 0 0 1 0 0 0
0 -3 6 6 0 3 01 0 0
hip3rs = o -1 6 16 o 10 [Pl oo 1 0
-1 0 0 0 4 5 0 0 0 1
-1 0 3 10 5 13
Fir h = h1p3R4 ist
1.681 1
N ! /
wz(hg) = wzica1(h1) = = und | Aut(W,, by)| = | O(1,3)] =2
und mit der Maflformel erhilt man
1.681

1p3R4) =
waos (1P3RA) = e 715,600

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 fiinfklassig und die vier weiteren Isomor-

phieklassen werden von 2p3R1, 3p3R2, 3p3R3 und 4p3R1 reprisentiert.

Fiir h = hypsry ist
walho) = oo gy () = - und | Aus(Wy, bp)| = [O(1,3)| = 2
11.612.160 3 1.296
und mit der Mafformel erhélt man
wzca(1P3R1) = 7.524.26?;9.680
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R1 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 3p3R6 représentiert.
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Fir h = h1p3R5 ist
2.501
wa(ho) = 2.229.534.720°

und mit der Maflformel erhilt man

1
wZ[C3](h1) = E und |Aut(W6abE))| = ‘0(273)‘ =38

2.501
20.065.812.480
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R5 siebenklassig und die sechs weiteren Iso-
morphieklassen werden von 1p3R7, 2p3R4, 3p3R1, 3p3R4, 3p3R12 und 4p3R4 représentiert.

Wz.Cq (1 p3R5)

Fir h = h1p3R6 ist

7 /
wz(ho) = p=a5, waies] (M) = 7= 552 und | Aut(Wy, b5)| = 0(2,3)| =8
und mit der Mafiformel erhilt man
7
wzos(1P3R6) = 30010

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R6 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 3p3R9 reprisentiert.

Fir h = h1p3R2 ist

1 13
ho) = = h ———— und | Awt(W,, b},)| = 2 =
walho) = < waie () = == sos und | Aut(Wg, b)| = |0(2,3)] = 8
und mit der Mafiformel erhalt man
13
1p3R2 _—
wzos (1P3R2) = 23200330

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R2 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 3p3R11 reprisentiert.

Fir h = h1p3R9 ist
299 1
ho) = —ot hi) = —
wa(ho) = Tesgas0” w1 (M) = 155

und mit der Mafliformel erhilt man

und | Aut(WZ, by)| = | O(3,3)] = 48

299
44.789.760
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R9 fiinfklassig und die vier weiteren Isomor-
phieklasse werden von 2p3R2, 3p3R5, 3p3R13 und 4p3R2 reprisentiert.

wzc, (1p3R9) =

Fir h = h1p3R3 ist

1 1
walho) = 5o, waiey () = g und | Aut(W5, )| = | O(3,3)| = 48

und mit der Mafiformel erhalt man

1
186.624

Wz.Cs (1p3 R3) =
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Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R3 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 3p3R10 représentiert.

Fir h = h1p3R8 ist

wZ(ho)

T
©9.216’

und mit der Mafiformel erhilt man

wze, (1p3R8) = !
26\ PR T 518,832

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R8 vierklassig und die drei weiteren Isomor-

phieklassen werden von 2p3R3, 3p3R14 und 4p3R3 reprisentiert.

Dimension 15, ungerade, unimodular

Représentanten des Z-Geschlechtes:

A, T; L (Ey LE;)", I3 LD, Iy L Eg, Ijs

Ordnung 3:

Z.G-Struktur orthogonale Darstellung max_k max._w
(7,4,0) 4p3R3 1 1/100.329.062.400
(12,0,1) 1p3R5, 2p3R3, 3p3R1, 3p3R2, 7 50.443/459.105.789.542.400

4p3R1, 4p3R9, 5p3R1
(8,2,1) 2p3R1, 4p3R6 2 1/3.009.871.872
(4,4,1) 4p3R4 1/358.318.080
(9,0,2) 1p3R1, 2p3R6, 2p3R7, 3p3R3, 9 7.381/200.658.124.800
3p3R8, 4p3R2, 4p3R10,
4p3R13, 5p3R2
(5,2,2) 2p3R5, 4p3R7 13/89.579.520
(1,4,2) 2p3R2, 4p3R5 13/67.184.640
(6,0,3) 1p3R4, 2p3R9, 3p3R4, 3p3R9, 533/250.822.656
4p3R11, 4p3R14, 5p3R3
(2,2,3) 2p3R4, 4p3R8 1/373.248
(3,0,4) 1p3R2, 2p3R8, 3p3R5, 3p3R6, 13/497.664
4p3R12, 5p3R4

(0,0,5) 1p3R3, 3p3R7, 5p3R5 3 1/34.560

Ordnung 5:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max._w

(7,2,0) 4p5R2 1 1/387.072.000

(10,0,1) 1p5R1, 2p5R2, 3p5R2, 4p5R1, 6 16.151/1.226.244.096.000

4p5R4, 5p5R1
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(2,2,1) 4p5R3 1 1/48.000
(5,0,2) 1p5R2, 2p5R1, 3p5R1, 5 31/256.000
4p5R5, 5p5R2
(0,0,3) 1p5R3, 5p5R3 2 1/1.200
Ordnung 7:
ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max._w

(8,0,1) 1p7R2, 2p7R2, 3p7R1, 4p7R2, 6 20.417/19.508.428.800
4p7R3, 5p7R2
(1,0,2) 1p7R1, 2p7R1, 4p7R1, 5p7R1 4 3/392
Ordnung 11:

ZG-Struktur  orthogonale Darstellung maxk  max.w

(4,0,1) 1pl1R1, 3pl1R1, 5p11R1 3 61/42.240

Ordnung 13:

ZG-Struktur orthogonale Darstellung max_k max w

(2,0,1) 1p13R1, 5p13R1 2 7/624

Die Darstellungen 4p3R3, 4p3R4, 4p5R2 und 4p5R3 liefern jeweils einklassige ZG-Geschlechter
deren Maf} genau dem angegebenen max_ w entsprechen. Fiir die restlichen hermiteschen
Z.C3-Gitter berechnen wir das Ma$.

Die Funktion maximal_decomposition liefert die folgenden Zerlegungen h = hg @ hy iiber

der maximalen Ordnung;:

6 -3 0 0 O O O O O 0 0 0 0
-3 6 -3 0 0 0O 0O 0O O O 0 0 0
0o -3 6 -3 0 0 0 0O O O 0 0 0
0o 0 -3 6 -3 0 0 0 0 0 0 -3 0
o 0o o0 -3 6 -3 0 0 0 0 0 0 0
o 0o o0 O -3 6 -3 0 0 0 0 0 0
hip3rs = o0 0o o o 0O -3 6 -3 0 0 0 0 0 @®(1)
o 0o o O 0O 0 -3 6 -3 0 0 0 0
o o o o ©oO O O -3 6 0 0 0 -3
o 0o o o o O O 0 0 4 -3 0 -1
o 0o o O O O O 0 0 -3 6 0 0
0o 0 0 -3 0 0 0 0 0 0 0 9 0
o 0o o O O O 0 0 -3 -1 0 0 4
5 0 1 -2 5 —2 -3 3 0
0 3 0 0 0 0 0o 0 0
1 0 2 -1 1 -1 0 0 0
-2 0 -1 5 1 2 0o o0 3 2 2s+1  —Cs
hopsr1 = 5 0 1 1 11 1 -6 6 3 @ ( —2¢5 — 1 3 —C5—2 )
-2 0 -1 2 1 5 0o 0 0 G+1 (-1 2
-3 0 0 0 —6 0 6 -3 -3
30 0 0 6 0-3 6 0
o 0 o 3 3 0 -3 0 6
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hip3r1 =

hop3rs

hoparo

h1p3ra

hop3ra

hip3r2

h1p3r3

Fir h =

wZ(ho)

Bjorn Hoffmann

4 0 0 0 0 0 0o -1 1 0 1
0 6 -3 0 0 0 0 0 -3 0 0
0 -3 6 -3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -3 6 -3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -3 6 0 0 0 0 -3 0
1 0
0 0 0 0 0 4 -3 0 0 -1 0 D < o 1 >
0 0 0 0 0 -3 6 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 4 -1 0 -1
1 -3 0 0 0 0 0o -1 4 0o -2
0 0 0 -3 -1 0 0 0 4 0
1 0 0 0 0 0 0o -1 -2 0 7
3 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 1 -1 L 0 0 0
0 0 6 3 3 -3 -3 0 ) 2Ca 4 1 s
0 0 3 4 1 0o -1 fan 0 —2¢s—1 5 a2
0 0 3 1 4 -3 -1 0 Catl o1 )
o0 1 -3 0 -3 5 1
0 -1 -3 -1 -1 1 3
3 203 +4 —2¢3—1 0 0 0
L1 o —2¢3 + 2 5 —3¢3—3 -1 0 s +1
PSP IS 2¢3 +1 3¢s 3 0 0 0
o 3 0 -1 0 4 203 +1 —3¢3 —2
0 0 0 —2¢3 — 1 3 —(3—2
0 —(a 0 3¢s+1  (3—1 4
6 -3 0 0 0 0 0 0 0
-3 6 -3 0 0 0 0 0 0
0 -3 6 0 3 0 0 3 0
0 0 0 3 -1 -1 3 0o -1 2 5¢3+11  —C3—1
0 0 3 -1 4 0 0 4 -1 (&) —5C3 + 6 92 —6¢3 — 11
0 0 0 -1 0 4 -3 -3 3 (s 6Cs — 5 1
0 0 0 3 0 -3 6 0 -3
0 0 3 0 4 -3 0 11 -3
0 0 0 -1 1 3 -3 -3 5
1 —1 1 0 0 1 (3+1 0 0 0
-1 3 -1 0 -1 —(s 2 0 0 0
1 —1 2 0 o0 (&) 0 0 2 2¢3 +1 —C3
0 0 0 3 0 0 0 —2¢3 — 1 3 —(3 —2
0 -1 0 0 2 0 0 Cz+1 Cs—1 2
11 1 0 0 1
1 7 -2 1 0 0 1
1 -2 7 -2 0 0 1 223 72% -2 5;2;_150 74317 !
L1 -2 r 30 ! ® —5Cs+5 —5C3— 10 93 —6¢s — 11
0 0 0 3 3 0 1
o 0o o0 O0 0 2 -3 G ! 66 =5 !
11 1 1 1 -3 7
4 0 -1 o0 1 ¢s+2 0 s+ 1 0
0 1 -1 0 1 —C¢3+1 45 —C¢3—6 20¢3+24 3(3—2
-1 -1 2 0 0 D 0 (3 —5 2 —2¢3+1 1
0 0 0 2 -3 —(3 —20¢3+4 2¢3+3 24 4¢s +4
0 1 0o -3 7 0 —3¢3—5 1 —4¢s 1
h1p3R5 ist
44 1
- waiey) () = = und | Aut(W, b)| = | O(1,3)] =2

~ 153.035.263.180.800’

6



Eine Mafiformel fiir hermitesche ZG-Gitter 69

und mit der Mafiformel erhilt man

50.443
1p3R5) =
wacs (1P3RS) = 12005789 512,400

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R5 siebenklassig und die sechs weiteren Iso-
morphieklassen werden von 2p3R3, 3p3R1, 3p3R2, 4p3R1, 4p3R9 und 5p3R1 reprisentiert.

Fir h = h2p3R1 ist
1
welho) = Tgarser woicl ) =

und mit der Mafiformel erhalt man

! / . —
—oe und | Aut(W, )| = |O(1,3)| = 2

1
wzc, (2p3R1) = o0 e

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 2p3R1 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 4p3R6 représentiert.

Fir h = h1p3R1 ist
B 7.381 .
T 22.295.347.200° 2l

und mit der Maflformel erhélt man

1
wa(ho) () = =5 und | Aue(Wg, )| = | O(2,3)| = 8

7.381
1p3R1) = o
wacs (1P3RL) = s o8 191.800

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R1 neunklassig und die acht weiteren Iso-
morphieklassen werden von 2p3R6, 2p3R7, 3p3R3, 3p3R8, 4p3R2, 4p3R10, 4p3R13 und 5p3R2

reprasentiert.

Fir h = h2p3R5 ist
13 1
= — h =
160807 el ) = 55s

und mit der Maflformel erhilt man

wa(ho) und | Aut(VW5, B)| = |O(2,3)| =8

13
wzc, (2p3R5) = 89.579.520

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 2p3R5 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 4p3R7 représentiert.

Fir h = h2p3R2 ist

1 13
ho) = — hi) = ————— und |Auwt(W/, b)) =10(2,3)| =8
wz,(ho) 16’ wZ[ﬁs]( 1) 33.592.320 und | Aut(Wg, by)| = [ O(2, 3)]
und mit der Mafiformel erhilt man
13
wzc,(2p3R2) =

T 67.184.640
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Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 2p3R2 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 4p3R5 représentiert.

Fir h = h1p3R4 ist

533 1
wz(ho) = 9289798 wzj¢s)(h1) = 129% und | Aut(Wp, by)| = [ O(3,3)| = 48
und mit der Mafiformel erhilt man
533
1p3R4) = — 220
waes (1P3RY) = oo 656

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 siebenklassig und die sechs weiteren Iso-
morphieklasse werden von 2p3R9, 3p3R4, 3p3R9, 4p3R11, 4p3R14 und 5p3R3 reprisentiert.

Fir h = h2p3R4 ist

1 1
wZ(hO) = @7 wZ[Cg](hl) = 93.312 und |Aut(W0/7b6)| = |O(373)| =48

und mit der Maflformel erhilt man

woes(2p3R4) = 3R

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 2p3R4 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 4p3R8 représentiert.

Fir h = h1p3R2 ist

_ 13 _ 1 TN B
wz(ho) = 18432 wzies) (h1) = 31104 und | Aut(Wy, by)| = | O(4, 3)] = 1.152
und mit der Maflformel erhdlt man
13
1p3R2) =
wac, (1P3R2) = Jom ety

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R2 sechsklassig und die fiinf weiteren Iso-
morphieklassen werden von 2p3R8, 3p3R5, 3p3R6, 4p3R12 und 5p3R4 reprisentiert.
Fir h = h1p3R3 ist
1 1
- )= ——
38100 “eah) = g3555

und mit der Mafiformel erhilt man

wy(ho) = und | Aut(W{, b))| = | O(5,3)| = 103.680

wacs (1P3R3) = 27565

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R3 dreiklassig und die beiden weiteren

Isomorphieklassen werden von 3p3R7 und 5p3R5 reprisentiert.

Dimension 16, ungerade, unimodular
Représentanten des Z-Geschlechtes:

Lig, Is L Eg, Iy LD}y, I} LAK, Ligs, Io L (E7 LE;)T
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Ordnung 3:
ZG-Struktur Darstellung max_k max_w
(8,4,0) 2p3R8 1 1/1.605.264.998.400

(13,0,1) 1p3R1, 2p3R1, 2p3R2, 3p3R1, 8  29.713/655.865.413.632.000
3p3R7, 4p3R4, 5p3R4, 6p3R1

(9,2,1) 2p3R6, 5p3R1 2 11/240.789.749.760
(5,4,1) 2p3R9 1 1/3.583.180.800
(10,0,2) 1p3R2, 2p3R3, 2p3R4, 2p3R13, 11 1.573/114.661.785.600
3p3R6, 3p3RS, 4p3R3, 4p3R5,
5p3R5, 5p3R9, 6p3R2
(6,2,2) 2p3R7, 5p3R6 2 1/35.831.808
(2,4,2) 2p3R11, 5p3R2 2 13/268.738.560
(7,0,3) 1p3R3, 2p3R5, 2p3R14, 3p3R4, 8 451/501.645.312
3p3RY9, 4p3R1, 5p3R7, 6p3R3
(3,2,3) 2p3R10, 5p3R3 2 1/1.492.992
(4,0,4) 1p3R4, 2p3R12, 3p3R3, 3p3R5, 7 65/3.981.312
4p3R2, 5p3R8, 6p3R4
(1,0,5) 1p3R5, 3p3R2, 6p3R5 3 1/69.120
Ordnung 5:

ZG-Struktur Erzeuger Klassenzahl Maf} des ZG-Geschlechts
(8,2,0) 2p5R1 1 1/6.193.152.000
(11,0,1) 1p5R1, 2p5R2, 2p5R5, 3pbR2, 7 27.001/7.357.464.576.000

4p5R2, 5p5R2, 6p5R1
(3,2,1) 2p5R3 1 1/288.000
(6,0,2) 1p5R2, 2p5R4, 3p5R1, 4pbR1, 6 39/1.024.000
5p5R1, 6p5R2
(1,0,3) 1p5R3, 6p5R3 2 1/2.400
Ordnung 7:
Z.G-Struktur Erzeuger Klassenzahl Mafl des ZG-Geschlechts
(9,0,1) 1p7R2, 2p7R2, 2p7R3, 3p7R1, 7 527/2.438.553.600
4p7R2, 5pTR2, 6p7R2
(2,0,2) 1p7R1, 2p7R1, 4p7R1, 5 9/1.568
5p7R1, 6p7R1
Ordnung 11:
ZG-Struktur Erzeuger Klassenzahl Maf§ des ZG-Geschlechts

(5,0,1) 1p11R1, 3pl11R1, 6p11R1 3 9/28.160
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Ordnung 13:

ZG-Struktur Erzeuger Klassenzahl Maf} des ZG-Geschlechts
(3,0,1) 1p13R1, 6p13R1 2 5/1.248

Die Darstellungen 2p3R8, 2p3R9, 2p5R1 und 2p5R3 liefern jeweils einklassige ZG-Geschlechter
deren Mafl genau dem angegebenen max_w entsprechen. Fiir die restlichen hermiteschen
Z.C3-Gitter berechnen wir das MaS.

Die Funktion maximal_decomposition liefert die folgenden Zerlegungen h = hg @ h; iiber

der maximalen Ordnung:

3 0 0 0 0O 0O 0O 0O 0 0 0 0 0 o0

0o 6 -3 -3 3 -3 3 0 0 0 0 0 0 9

0 -3 3 -3 0o 0 0o o 0 0o 0 -9

0 -3 3 6 -3 3 0 0 0 0 0 0 0 —6

0 3 -3 -3 7 -3 0 0 -3 3 -3 3 0 6

0 -3 3 3 -3 6 0 3 0 0 0 0 0 —6

0o 3 0o 0o 0O 0 6 0 0 0 0 0 0 3
hipsr1 = o0 o 0O o0 3 0 6 -3 0 0 0 0 0 ®(1)

0o 0 0 0 -3 0 0 -3 6 -3 0 0 0 0

o0 0 0O 3 0 0 0 -3 6 0 0 -3 0

0o 0 0 0 -3 0 0 0 0 0 6 -3 -3 0

0o 0 0 0 3 0 0 0 0 0 -3 6 —3

0o 0o 0o 0o 0O O 0 0 0 -3 -3 0 6 0

0 9 -9 -6 6 -6 3 0 0 0 0 -3 0 24

300 00 0 0 0 0 0

03 00 0000 0 O

00 3 00000 0 0

00 0 3 0000 0 O

5 —5Cs—T  —9Cs

00 00 3 000 0 0
hapsre = | 6 6 0 0 0 5 0 0 0 o |P| -2 o 146 +10

00 00 0 0 3 0 0 0 9 +9 —ldcs—4 18

000 0 0 00 0 3 0 0

00 0 0 0 0 0 0 2 1

00 0 0 0 0 0 0 1 2

30 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 o0

0 3 33 0 0 0 3 0 -3 6

0 -3 6 3 0 0 0 0 -3 0 3 —6

0 -3 3 6 0 0 0 0 -3 0 3 -3

0 3 0 0 6 0 0 0 0 0 0 3

0o 0 0 0 0 6 -3 0 0 0 -3 0 1
hipsre = o 0o o 0 0 -3 6 -3 -3 -3 3 3 ® < 0 1 )

0 0 0 0 0 _3 3 3 -3 -6

0 3 -3 -3 0 0 -3 3 5 3 -4 1

o 0o o o0 0 0 -3 3 3 5 -1 -3

0 -3 3 3 0 -3 3 -3 -4 -1 T -2

0 6 -6 -3 3 0 3 -6 1 -3 -2 17

1 0 0 00 0 0 0

03 00 0 0 0 0

00 3 0 0 0 0 0 1 0 0 0

00 0 3 0 0 0 0 0 5 5¢3 =7 ~9¢,
hap3rr = o000 3000 |®|o 5¢5 — 2 9 14¢3 + 10

00 0 00 3 0 0 0 9C3+9 —14¢3—4 18

00 0 0 0 0 2 1

00 0 0 0 0 1 2
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1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
01 0 0 0 0 3 —2¢s—1 —2¢(3—1 0
hapsrir=| o o 5 o | D] o0 o 205 + 1 3 G 2G5 + 1
0 0 0 3 0 0 2541 (542 3 Cs—1
) 0 2031  —(C3—2 3
4 0 3 3 -4 3 0 0 -2 1
0o 3 o0 0 0 0O 0O 0O 0 0
3 0 6 3 -3 3 0 0 0 3
3 0 3 4 -4 3 0 0 -2 2
2 -2 ¢3+1
4 0 -3 -4 6 -3 0 0 0 -3
hipsrs = 3 0 3 3 -3 6 3 0 -3 0 O 2 3 G-t
o0 0 0 0 O 3 6 -3 0 0 G G !
0o 0 0 0O 0 0 -3 6 0 0
2 0 0 -2 0 -3 0 0 9 3
1 o 3 2 -3 0 0 0 3 5
1 0 0 0 0 O Lo o o 0
01 0 0 0 0
00 3 0 0 0 o1 0 0 0
hop3r10 = o 0 0 3 0 0 |®l OO 5 —5¢3 -7 —9¢3
0 0 5C3-—2 9 14¢3 + 10
0 0002l 0 0 9C3+9 —14¢5—4 18
00 0 0 1 2 :
300 0 0 0 0 0
o002 1 1 0o o0 1 1
o1 2 1 0o o0 1 1 4 —2¢3—-1 0 —C3+1
0o 1 1 4 3 0 0 1 2¢s +1 1 0 (¢3+1
hipsra = 00 0 3 6 -3 0 3 ® 0 0 1 0
00 0 0 -3 6 -3 -3 Cs +2 —C3 0 2
01 1 0 0 -3 3 2
01 1 1 3 -3 2 5
30 0 0 0 0
o1 1 o0 1 1
01 3 -1 1 1
hipsrRs =1 ¢ o 1 1 o o |®
01 1 0 2 0
01 1 0 0 3
1 ~139¢5 — 86 —27(¢3 + 44 26¢3 + 21 5Cs + 1
139Cs + 53 31.858 18.273C5 + 13.090  1.361C3 — 5.392  —656(s — 1.380
27¢s + 71 —18.273¢C5 — 5.183 8.352 3.652¢C3 + 1.657  522(5 — 152
—26¢3 —5  —1.361C3 — 6.753  —3.652C3 — 1.995 1.203 170Cs + 265
_5¢; — 4 656¢; — 724 —522¢3 — 674 —170¢3 + 95 45
Fir h = h1p3R1 ist
29.713

wz(ho)

T 218.621.804.544.000°

1
wria(hn) = 5 und | Aue(W,6)] = O(1,3)] =2

und mit der Mafiformel erhélt man
29.713
~ 655.865.413.632.000
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R1 achtklassig und die sieben weiteren
Isomorphieklassen werden von 2p3R1, 2p3R2, 3p3R1, 3p3R7, 4p3R4, 5p3R4 und 6p3R1 re-

prisentiert.

Wz.C4 (1p3R1)
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Fir h = h2p3R6 ist
wzio) = 301 5891207 GV =

und mit der Maflformel erhilt man

/ / _ —
o und | Aus(W, )| = |0(1,3)| = 2

11
240.789.749.760

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 2p3R6 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

Wz.Cq (2p3 R6) =

klasse wird von 5p3R1 représentiert.

Fir h = h1p3R2 ist
1.573
he) = L9738 .
wa(ho) = 15770 198200 w2l (1)

und mit der Maflformel erhilt man

1
= und | Aut(W{,by)| = 10(2,3)] =8

1.573
1p3R2) = ——————
wres (1P3R2) = e 25 600

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R2 elfklassig und die zehn weiteren Isomor-
phieklassen werden von 2p3R2, 2p3R4, 2p3R13, 3p3R6, 3p3R8, 4p3R3, 4p3R5, 5p3R5, 5p3R9
und 6p3R2 reprisentiert.

Fir h = h2p3R7 ist

1
wnlho) = To g, wrig () = Tees und | Aut(W, )] = | 0(2,3)| = 8
und mit der Maflformel erhilt man
1
2p3R7) = —————
wes (203RT) = o508

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 2p3R7 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 5p3R6 représentiert.

Fir h = h2p3R11 ist

1 13
wz(ho) = 64’ wzcs] (h1) = 33.592.320 und [ Aut(Wg, by)| =[0(2,3)] =8
und mit der Maflformel erhilt man
13
wzc,(2P3R11) = oeommees

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 2p3R11 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 5p3R2 représentiert.

Fir h = h1p3R3 ist

451 1
= = — Auwt(W/. b)) =10 =4
wz(ho) I85T9.456" wzics) (h1) 1306 und | Aut(Wy, by)| = | O(3, 3)] 8
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und mit der Mafiformel erhdlt man
451
501.645.312
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R3 achtklassig und die sieben weiteren
Isomorphieklasse werden von 2p3R5, 2p3R14, 3p3R4, 3p3R9, 4p3R1, 5p3R7 und 6p3R3 re-

prasentiert.

wzc, (1p3R3) =

Fir h = h2p3R10 ist

1 1
willo) = =e. wri(h) = G und | Aut(Wg, bp)| = |0(3,3)| = 48

und mit der Maflformel erhilt man

1
wzc, (2p3R10) = 1.492.992

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 2p3R10 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 5p3R3 représentiert.

Fiir h = hipsrs ist

_ 65 _ 1 ;o _
wz(ho) = 47 456" wycs)(h1) = 31104 und | Aut(Wy,by)| = | O(4,3)| = 1.152
und mit der Mafliformel erhilt man
65
waes (1P3RY) = 258312

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 siebenklassig und die sechs weiteren Iso-
morphieklassen werden von 2p3R12, 3p3R3, 3p3R5, 4p3R2, 5p3R8 und 6p3R4 reprisentiert.

Fir h = h1p3R5 ist

wz(ho) = wz(cs) (h1) und | Aut (W, b,)| = | O(5,3)| = 103.680

1 1
7.680’ "~ 933.120

und mit der Mafiformel erhalt man

waes (1p3R4) = 550

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 dreiklassig und die beiden weiteren

Isomorphieklassen werden von 3p3R2 und 6p3R5 représentiert.
Dimension 16, gerade, unimodular
Représentanten des Z-Geschlechtes:

Es L Eg, Dy
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Ordnung 3:

Z.G-Struktur Darstellung max_k max._w
(8,4,0) 1p3R1 1 1/108.355.387.392.000
(0,8,0) 1p3R2 1 1/48.372.940.800
(13,0,1) 1p3R5, 2p3R1 2 691/61.979.281.588.224.000
(9,2,1) 1p3R3 1 1/5.417.769.369.600
(5,4,1) 1p3R8 1 1/48.372.940.800
(1,6,1) 1p3R6 1 1/1.209.323.520
(10,0,2) 1p3R9, 1p3R10, 2p3R5 3 143/10.835.538.739.200
(6,2,2) 1p3R7 1 1/2.418.647.040
(2,4,2) 1p3R4, 1p3R12 2 13/1.209.323.520
(7,0,3) 1p3R13, 2p3R4 2 41/11.287.019.520
(3,2,3) 1p3R11 1 1/20.155.392
(4,0,4) 1p3R14, 2p3R2 2 13/53.747.712
(1,0,5) 2p3R3 1 1/933.120

Ordnung 5:
ZG-Struktur  Darstellung  max k max_w
(8,2,0) 1p5R1 1 1/418.037.760.000
(0,4,0) 1p5R3 1 1/7720.000
(11,0,1) 1p5R2, 2p5R1 2 67/18.393.661.440.000
(3,2,1) 1p5R4 1 1/720.000
(6,0,2) 1p5R5, 2p5R2 2 13/23.040.000
(1,0,3) 2p5R3 1 1/6.000
Ordnung 7:
ZG-Struktur  Darstellung  max_k max_w
(9,0,1) 1p7R2, 2p7TR2 2 1/1.219.276.800
(2,0,2) 1p7R1, 2p7R1 2 1/784
Ordnung 11:
ZG-Struktur Darstellung max_k  max.w
(5,0,1) 2pl1R1 1 1/42.240
Ordnung 13:

ZG-Struktur Darstellung max k maxw
(3,0,1) 2p13R1 1 1/624
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Die Darstellungen 1p3R1, 1p3R2, 1p3R3, 1p3R6, 1p3R7, 1p3R8, 1p3R11, 2p3R3, 1p5R1,
1p5R3, 1p5R4, 2p5R3, 2p11R1 und 2p13R1 liefern jeweils einklassige ZG-Geschlechter deren
Mafl genau dem angegebenen max w entsprechen. Fiir die restlichen hermiteschen ZC's-

Gitter berechnen wir das Ma8.

Die Funktion maximal_decomposition liefert die folgenden Zerlegungen h = hg @ hy iiber

der maximalen Ordnung;:

4 0 0 0 0O 0O 0 0 0 3 -3 -3 0 0
o 6 -3 0 0 0O O O O O O 0 0 0
0 -3 6 -3 0 0 0 0O 0O 0 0 0 0 0
o 0o -3 6 -3 0 0 0 -3 0 0 0 0 0
o 0o o0 -3 6 -3 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0o o o0 -3 6 -3 0 0 0 0 0 0 0
o 0o o o0 0 -3 6 -3 0 0 0 0 0 0
hipsrs = o o o o0 O 0O -3 6 0 0 0 0 0 0 ®(1)
o 0o o -3 0o 0 0 0 6 0 0 0 0 0
3 0o 0o 0o 0O O O O O 6 -3 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 0 -3 6 0 -3 0
3 0 0 0 0O 0O 0O o0 o 0 0 6 0 o0
o o o o o o 0O 0 0 0 -3 0 6 3
o o o o o o o0 o0 0O O 0 0 3 6
4 0 0 0 0 0 0 3 -3 -3 0 0
0 4 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0
o 0o 6 3 -6 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 3 4 -1 -3 0 0 0 0 0 0
0 1 -6 -1 10 -6 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 -3 -6 12 -3 0 0 0 0 0 1 0
hip3re = o o o o o -3 6 o o o o ol ( 0 1 )
3 0 0o 0 0O 0O O 6 -3 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 -3 6 0 -3 0
3 0 0 0 0O 0O 0O 0O 0 6 0 0
0o 0 0 0 0 0 0 3 0 6 3
o o o o0 o0 o0 0O 0O 0 0 3 6
8 0 0 0 6C3+9 —5C3—1
2 -3 0 0 0 5 —3¢s—1 B5Cs+4 0 0
3 6 0 0 0 3¢s + 2 2 Gy —1 0 0
hipsra = o o 6 -9 |® 0 By —1  —C3—2 6 0 0
0 0 -9 14 —6¢3 +3 0 0 0 9 B¢y — 4
53 + 4 0 0 0 5C3 + 1 3
2 1 3 -1 0 0 0 0 0 0
1 4 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 6 -3 0 0 0 0 0 0
1 0 -3 4 0 0 0 0 0 0
4 —2¢3—5 0
0 0 0 0 4 3 -3 -3 0 0
hip3riz = o 0 0o o 3 6 -3 0o o o 9P| -3 > 0
0 0 0 0 -3 -3 6 0 -3 0 0 0 !
0 0 0 0 -3 0 0 6 0 0
00 0 0 0 0 -3 0 6 3
00 0o 0o 0 0 0 0 3 6
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4 0 0 -1 0 0 0 ©
4 -3 3 0 0 0 0
3 6 0 0 0 0 0O 1 0 0 —(3—2
1 3 0 4 0 0 0 0 0 1 0 0
hip3ria = o o o o 6 o -3 -3 |® 0o 0 1 0
o 0 0 o0 o0 2 1 -1 0 0 4
O 0 0 0 -3 0
o o o0 o0 -3 1 3 8
Fir h = h1p3R5 ist
wz(ho) = 691 w (h)—lund\Aut(W’ bo)| =10(1,3)| =2
20 50.659.760.529.408.0007 IV T g 0701 = ac
und mit der Mafiformel erhalt man
691
wZCS(1p3R5) =

~ 61.979.281.588.224.000
Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R5 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 2p3R1 représentiert.

Fiir h = hipsro ist
(ho) - (h)—_*l d [Awt(W{, bp)] =1 0(2,3)| = 8
w n _ -
2o 1.203.948.748.800° ~ZleslVt 72 u ut{Wo, 0g ,

und mit der Maflformel erhilt man

143
1p3R9) =
wzea(1P3R9) = {57535 535 739,200

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R9 dreiklassig und die beiden weiteren Iso-

morphieklassen werden von 1p3R10 und 2p3R5 représentiert.

Fir h = hip3rs ist
1 13 .
wz(ho) = 288" wzics) (h1) = 33592390 und | Aut(Wy,b)| = 0(2,3)] =8
und mit der Maflformel erhélt man
13
1.209.323.520

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R4 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

wze, (1p3R4) =

klasse wird von 1p3R10 und 2p3R5 représentiert.

Fir h = h1p3R13 ist

B 41 B ;o B
wllho) = Jreoareas waie () = 1o und | Aut(, )] = 0(3,3)| = 48
und mit der Maflformel erhilt man
41
wZCS(lp?)Rl?)) =

©11.287.019.520
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Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R13 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 1p3R12 représentiert.

Fir h = h1p3R14 ist

13 1
hy) = ———— hy) = ——— und | Aut(W/,b,)| = 4 =1.152
wallho) = ogrms, waiey () = g und | Awt(W, ¥)| = |O(4,3)| = 115
und mit der Mafiformel erhalt man
13
1p3R14) = ———
waey (1P3R14) = com s

Demnach ist das Geschlecht der Darstellung 1p3R14 zweiklassig und die weitere Isomorphie-

klasse wird von 2p3R2 représentiert.






Zusammenfassung und Ausblick

Wir konnten im vorangegangenen Kapitel die Geschlechter unimodularer, hermitescher
Z.C3-Gitter bestimmen. Was einem sofort aufféllt ist, dass in allen Féllen die Modulstruktur
und die Tatsache, dass die zugrundeliegenden quadratischen Z-Gitter verwandt sind, schon
das hermitesche ZG-Geschlecht beschrieben; mit anderen Worten, die notwendigen Bedin-
gungen aus Proposition 1.1.18 bereits hinreichend sind. Unsere Ergebnisse legen also die

folgende Vermutung nahe.

VERMUTUNG. Zwei unimodulare, hermitesche ZG-Gitter (M,h), (M',h") sind genau
dann verwandt, wenn dim(M) = dim(M’) und (M, t(h)) verwandt zu (M’ t(h")) sind.

Ist diese Vermutung wahr, so ist eine weitere Frage, ob die Aussage weiter richtig bleibt,

wenn man die Voraussetzung unimodular fallen ldsst.

In unseren Beispielen haben wir uns im Wesentlichen auf ¢ = 3 beschrinkt. Eine Aufgabe
fiir die Zukunft wire es, die Magma Funktion maximal_decomposition(G,B) fiir beliebiges
3 < ¢ < 19 anzupassen. Die Hauptaufgabe besteht darin, fiir einen Automorphismus mit

Minimalpolynom Zf;é X' eine Basis zu finden, beziiglich der dieser die Darstellungsmatrix

0 1

n
i=1

-1 -1 ... -1 -1

besitzt. Siehe dazu zum Beispiel auch Kapitel 3 von [New72].

Ein Problem, was unabhéingig von dem Vorangegangen ist, jedoch als Konsequenz
von Diesem auftritt, ist die Berechnung des Mafles wyzj¢,)(M, h) mittels Maiformel. Fiir
¢ = 3 waren wir in unseren Féllen ((M,, h,) unimodular fiir p # 3 und (Ms, hs) lokal 3-
elementar) in der Lage das Maf} wyc,j(M, h) auszuwerten (siche Ende von Abschnitt 1.3).
Ist ¢ # 3, so liegt die Schwierigkeit darin, dass der Fixkorper der komplexen Konjugati-
on nicht mehr Q ist, d.h. das Produkt der lokalen Darstellungsdichten oy, (M) ist nun fur
Primstellen p € P(Q(¢ + ¢, ")) zu berechnen. Den Arbeiten [HK89] und [Mis00] kann

man Formeln fiir o, (M) entnehmen, jedoch ist die Berechnung des unendlichen Produktes

81
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Hpep((@(ge+§;l))’ p endlicn @p (M) im Allgemeinen schwierig.

Ein ganz anderer Punkt zum Weiterarbeiten ist die Loslésung von der Voraussetzung,
dass 3 < ¢ < 19 ist. Der Fall, dass £ = 2 ist, ist von ganz anderem Typ, da keine Theorie
hermitescher Formen mehr auftritt. Fiir £ > 19 besteht das Problem im Wesentlichen darin,
dass der Ring Z[(,] kein Hauptidealring mehr ist und die Klassifikation von Diederichsen
und Reiner fiir ZG-Gitter kein Krull-Schmidt Theorem mehr ist. Die Kategorie Latt(ZG)
enthélt die Unzerlegbaren

Z,a und (a,c)
wobei a die Idealklassen von Z[(,;| durchlduft und (a,c) Erweiterungen von Z und a sind.
Zusammenfassend gesagt, die Modultheorie wird in diesen Situationen komplizierter und es

bleibt zu priifen, in wie fern die gemachten Aussagen angepasst werden konnen. Siehe dazu
auch Kapitel 11, Abschnitt 74 von [CR62].
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